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Introduccion

Esté tesis esta realizada dentro del drea de Combinatoria y Matemaéticas
Discretas, més precisamente aborda dos temas que han sido estudiados en
estas dreas en los tltimos tiempos. El primero es la Teoria de Graficas, la
cual ha sido muy importante dentro de las matematicas en el mundo y muy
especialmente dentro de las mateméticas en México. Uno de los pioneros
dedicados a esta area fué el querido matematico mexicano Victor Neumann
Lara al que agradecemos su interés por las graficas y por la difusién que hizo
de ellas entre los estudiantes e investigadores mexicanos. El segundo tema
en el que trabajamos son las geometrias finitas, tema que actualmente tiene

gran aceptacién entre la comunidad internacional.

A continuacion desglosaré brevemente los temas abordados en cada uno
de los capitulos y definiré de manera general algunos conceptos bésicos de

IX



X INTRODUCCION

este trabajo.

Una gréfica G es k-regular si el grado de todos sus vértices es k. El cuello
de una grafica es el minimo de las longitudes de sus ciclos. Una [k; g]-jaula
es una grafica k-regular con cuello g de orden minimo. La definicién formal
de [k; g]-jaula fue introducida por Tutte en el articulo .* Family of Cubical

Graphs"[15].

Las configuraciones finitas de puntos y lineas despertaron el interés de
muchos matemaéticos dando origen a una nueva rama de las matematicas
conocida como "Geometrias Finitas". Existen muchas estructuras que rela-
cionan a los puntos con las lineas mediante una relacién de incidencia, a
estas se les conoce como .®tructuras de incidencia". En este trabajo se rela-
cionaran a las [k, g]-jaulas con ciertas estructuras de incidencia, llamadas
Poligonos Generalizados. Los primeros poligonos generalizados que se cono-
cen son los planos proyectivos finitos que surgen dentro de un drea llamada
"geometria proyectiva finita'la cual fue iniciada por Von Staudt (1798-1867).
Cabe mencionar que el plano proyectivo finito méds pequeno fue construido

por Gino Fano (1871-1952).

En el primer capitulo se dan conceptos preliminares para los capitulos
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siguientes. En el segundo capitulo de esta tesis se relaciona a las [k, g]-jaulas
de orden minimo con gréaficas k-regulares de didmetro d y orden méximo
llamadas gréficas de Moore, mds atin se prueba que ambas definiciones son
equivalentes, es decir que las grificas de Moore de didmetro d son a su vez
[k; g]-jaulas y en este caso el cuello es igual a dos veces el didmetro d mas
uno. También se abordan algunas propiedades de estas tltimas, como son: el

tamano del cuello y la propiedad de ser gréficas distancia-transitivas.

En el tercer capitulo se aborda el tema de las geometrias finitas de manera
muy amplia para despues relacionarlas con las [k; g]-jaulas como graficas de
incidencia de los poligonos generalizados los cuales son a su vez estructuras

de incidencia.

Por 1ltimo en el cuarto capitulo se construye la [7, 5]-jaula haciendo uso
del plano proyectivo de orden 5, para después colorearla por bloques de man-
era que se encuentre el nimero cromdtico de ciertas subgraficas de ella, que

resultan ser [k; 5]-jaulas en su mayoria.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones Basicas

Una gréfica G es un par ordenado (V(G), E(G)) donde V(G) es un con-
junto finito no vacio de elementos llamados vértices y F(G) es un conjunto
finito de pares no ordenados de elementos de V(&) llamados aristas. Deno-
taremos a la arista entre v y w como (v, w), y si la arista existe diremos que
el vértice v es adyacente al vértice w. Nétese que bajo esta definicién puede
existir la arista (v,v) para algun v € V(G), y a estas aristas se les conoce

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

como lazos. De la misma manera es posible que exista mas de una arista
(x,y) entre dos vértices, a estas aristas se les conoce como aristas multiples.
Sin embargo, a lo largo de esta tesis trabajaremos con gréficas sin lazos ni

aristas mltiples a las que algunos autores llaman graficas simples.

El complemento G¢ de una grafica G es aquella gréfica cuyo conjunto de
vértices coincide con V(G) tal que dos vértices son adyacentes en G si y
solo si estos vértices no son adyacentes en G. Una gréfica GG se dice que es

auto-complementaria si G es isomorfa a G°.

Los cardinales |V(G)| y |E(G)| son denominados el orden y el tamafio
de G respectivamente. La vecindad de un vértice v de GG se define como el
conjunto de vértices que son adyacentes a él y es denotada por Ng(v). Al
cardinal |Ng(v)| se le denomina valencia o grado de v y es denotado por

grad(v). El grado minimo de G, denotado por 6(G), se define como:

d(G) = min {grad(v)|v € V(G)}.

De manera andaloga, el grado méximo de G, denotado por A(G), se define

COImao:

A(G) = max {grad(v)|v € V(G)}.
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Diremos que dos gréficas G y H son isomorfas, lo cual denotaremos como
G ~ H, si existe una biyeccién ¢ de V(G) a V(H) tal que (u,v) € E(G) si
y solo si (p(u), p(v)) € E(H); en este caso diremos que ¢ es un isomorfismo
de G a H. Una subgrafica H de G es una grafica (V(H), E(H)) que cumple
con que V(H) CV(G)y E(H) C E(G). Para todo subconjunto propio S de
V(G) se define la subgrafica inducida por S, denotada por < S >, como la
maxima subgréfica de G con conjunto de vértices S. Asi, si z,y € S entonces

(x,y) € E(G) siysolosi (z,y) € E(< S >).

Un subconjunto de vértices X de V(G) es independiente si cualesquiera

dos vértices de X no son adyacentes en G.

La grédfica completa de orden n satisface que entre cualesquiera dos vér-
tices existe una arista y es denotada por K,. Diremos que G es k- regular si

grad(v) = k para todo v € V(G); asi, K,, es una grafica (n — 1)- regular.

Una grifica G es bipartita si el conjunto de vértices V(G) admite una
particion en dos conjuntos de vértices independientes V; y V5, tales que

cualquier arista de G tiene un extremo en V; y otro extremo en V5.

Un camino en G es una sucesion alternante (vg, a, v1, ..., Un_1, G, Up) de

vértices v; y aristas a; de G cuyos extremos son v;_; y v; paratoda 1 <i <n
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respectivamente. Si C' = (u = vg, a1,01, .., Up_1,0n, U = V) €S UN camino
diremos que C' es un uv-camino. Si v = v , es decir si el vértice inicial coincide
con el vértice final diremos que C' es un camino cerrado y abierto en otro
caso. Los uv-caminos que no repitan vértices se denominan uv-trayectorias.
Un ciclo es una trayectoria cerrada, cuya longitud es el nimero de aristas
que lo forman. A los ciclos de longitud n los denotaremos por C,,. El cuello

de una gréfica G es la longitud del minimo ciclo de G.

Una gréafica G es conexa si para todo par de vértices z,y de G existe una
xy-trayectoria. Diremos que G es un arbol si G es conexa y aciclica. Una
componente conexa de GG es una subgrifica conexa maximal de G. Diremos
que una grifica G' es un drbol si es conexa y aciclica. Si dos vértices u y
v estdn en una misma componente conexa, se define la distancia de v a v
en G, denotada por dg(u,v), como la minima de las longitudes de las uv-
trayectorias. Una uv-geodésica es una uv-trayectoria de longitud dg(u, v). El

didmetro de un grafica G denotado por Diam(G) se define como:

Diam(G) = max { dg(u,v) | u,v € V(G)}.

Una coloracién de los vértices de G es una asignacién de colores (ele-

mentos de un conjunto finito) a los vértices de G, donde cada vértice tiene
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exactamente un color y dos vértices adyacentes tienen colores distintos.

Diremos que f es una coloracién con k colores o una k-coloracién de G si

f:V(G) — {1,...,k} tal que f sea sobreyectiva, y f(v) # f(u) si y solo

si (u,v) € E(G).

Decimos que G es k-coloreable si existe una s-coloracion de G para
s < k. El nimero cromdtico de GG es el minimo entero k para el cual G es
k-coloreable, y se denota por x(G). Cualquier s-coloracién de G induce una
particiéon en los vértices de (G, en clases crométicas, las clases cromaticas
son conjuntos independientes de vértices. Asi, x(G) es el minimo nimero de

conjuntos independientes en los cuales V (G) puede ser particionado.

La matriz de adyacencia A de una grafica GG se define de la siguiente

manera:

1si (i,5) € BE(G)
A = (a;;) donde a;; = con 1<{i,j} <|V(G)|

0si(i,j) ¢ E(G)



Capitulo 2

Graficas de Moore

2.1. Preliminares

2.1.1. Un poco sobre grupos

Un grupo < G, * > es un conjunto no vacio G junto con una operacion

binaria * sobre G' que satisface las siguientes propiedades:
(1) Para cualesquiera a,b € G implica que a x b € G (cerradura).

(77) Para cualesquiera x,y,z € G, (zxy)*z = x* (y*z) (ley asociativa).

7



8 CAPITULO 2. GRAFICAS DE MOORE

(731) Existe un elemento e € G tal que e x x = x = x % e para todo z € G

(existencia de un elemento identidad en G).

(iv) Para todo « € G existe un y € G tal que xxy = e = y*z (Existencia

de inversos en G).

Dado un conjunto X no vacio, definimos una permutacién de X como
una biyecciéon a : X — X. Si X es finito de orden n entonces el grupo
simétrico, denotado por S, es el conjunto de todas las permutaciones de X
bajo la composicién de funciones. Si a € S,, y r € X definimos a la orbita de r
bajo o como el conjunto que consta de los elementos 7, (), a2(r), ..., ! ~1(r),

donde [ es el minimo entero tal que o(r) = r.

Existen clases especiales de permutaciones que actuan sobre los vértices
de una gréfica GG con los que se deducen caracteristicas importantes de ella.
Un automorfismo de una gréfica simple GG es un isomorfismo de la grafica en
ella misma, este automorfismo es una funcién « : V(G) — V(G) que cumple

que (u,v) € E(G) siy solo si (a(u),a(v)) € E(G).

El conjunto de todos los automorfismos de GG, con la operacién composi-
cién, forman el grupo de automorfismos de G, denotado por Aut(G).

Una consecuencia inmediata de la definiciéon de automorfismo es que
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si a € Aut(G) y dg(u,v) = d entonces dg(a(u), a(v)) = d.

2.1.2. Graficas transitivas

Dada una gréfica conexa G diremos que G es vértice-transitiva si Aut(G)
actia de manera transitiva sobre V(G), esto es, existe una tnica orbita en
a, para todo a € Aut(G). Esto nos dice que dados cualesquiera dos vértices
uy v en G siempre existe un automorfismo o € Aut(G) tal que a(u) = v.
Como consecuencia inmediata de la definicién las graficas vértice-transitivas

son regulares.

Diremos que G es simétrica si, para cualesquiera u, v, x,y vértices de G
tales que (u,v) y (z,y) pertenecen a E(G) existe un automorfismo « en
Aut(@) tal que a(u) = z y a(v) = y. Diremos que G es distancia-transitiva
si, para cualesquiera u,v,x,y vértices de G tales que dg(u,v) = dg(z,y),

existe un automorfismo o € Aut(G) que satisface a(u) =z y a(v) = y.

Es claro que toda gréafica distancia-transitiva es simétrica ya que si se
aplica la definicién de vértice-transitiva en los vértices que satisfacen que
dg(u,v) = 1 se obtiene la simetria. Veamos ahora que, toda grafica simétrica

es vértice-transitiva, para ello tomemos dos vértices u,v en G, y probemos
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que existe un automorfismo o € Aut(G) tal que a(u) = v. Como G es conexa
entonces existen vértices =,y en G tales que las aristas (u,x) y (v,y) existen
en (. Entonces existe un automorfismo o € Aut(G) tal que a(u) = vy

a(z) =y, que es lo que se queria probar. En resumen, tenemos que,

distancia-transitiva = simétrica = vértice-transitiva.

Graficas de Cayley

Dentro de la clase de las gréficas vértices-transitivas, como veremos mas
adelante, existe un subconjunto de ellas que se obtiene a partir de una
construccién estandar debida a Cayley. Sea G un grupo finito con elemen-
to identidad 1, y supongamos que existe {2 un subconjunto de G con las

siguientes propiedades:

VzeQesr e

i) 1¢Q

Entonces, la grafica de Cayley H = (G, () es la grafica con conjunto de

vértices G y conjunto de aristas

E(H) = {(u,v) |utv e Q}.
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Observemos que la definicién de 2 nos dice que (u,v) € E(H) siy solo si

(v,u) € E(H), es decir la grafica de Cayley esta bien definida.

Probaremos que estas gréficas son vértice-transitivas.

Sean g,r € G y sea p, una permutacién asociada a g definida como:

Py T — gx

Para ver que p, es un automorfismo de H, tenemos que verificar que

mande aristas en aristas. Sea (z,y) € H , entonces 'y € Q. Ademds

py(x) = g

P,(y) = gy

y (9z,9y) € H ya que (9z) 'gy =27 tg gy =2y € QU

No es dificil ver que las permutaciones p, forman un subgrupo del grupo de
automorfismos de H isomorfo a GG. Este subgrupo actua transitivamente sobre
los vértices de H, ya que para cualesquiera dos vértices g y h, el automorfismo

Prg-1 manda g a h.
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2.1.3. Arreglos de interseccién

Para cualquier vértice v de una grafica conexa G se define la celda

Gi(v) ={u e V(G) | dg(u,v) = i}

donde 7 es un entero no negativo que no excede al didmetro de G. Nétese
que las celdas G;(v) inducen una particién en los vértices de G; ademds si
i = 0 entonces Go(v) = {v}. Diremos que Goy(v), G1(v), ..., G4(v) son las

celdas de la particién distancia de G.

Para cualquier grafica conexa GG, cualesquiera vértices u, v de G, y cualquier
par de enteros no negativos h e i, se define s;;(u,v) como el nimero de vér-
tices de GG cuya distancia desde u es h y cuya distancia desde v es 7; esto

es,

sni(u,v) = [{w € V(Q) tal que dg(u,w) =h y dg(v,w) =i}

En una gréfica distancia-transitiva el nimero s;(u,v) depende tnica-
mente de la distancia entre u y v, es decir, el nimero sp;(z,y) es igual al
nimero $;(u, v) para cualesquiera dos vértices = y y con dg(x,y) = dg(u,v);

denotaremos al nimero sp;(u,v) como sp;; si dg(u,v) = j.
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Los nimeros de interseccién de una gréafica distancia-transitiva con

didmetro d son los nimeros sj;;, donde h,7 y j pertenecen al conjunto

{0,1,....d}.

Intuitivamente podemos pensar que existen (d + 1)3> ndimeros de inter-
seccion distintos, sin embargo veremos que este ntimero es muy grande y que
solo se requieren 2d de ellos para determinar al resto. Consideremos a los
nimeros de interseccién sp;; con h = 1y j fijo. Entonces sy, es el nimero
de vértices w que son adyacentes al vértice u y dg(v,w) = i siempre que
dg(u,v) = j. Veamos a que distancia se tiene que encontrar el vértice v de w
si suponemos que w es adyacente a u y dg(u,v) = j. Como la distancia es

una métrica, entonces se cumple la siguiente desigualdad:

de(u,v) < dg(u,w) + dg(w,v) =1+ dg(w,v).

Asi j —1 < dg(w,v); por otro lado también sabemos que:

da(w,v) < dg(u,w)+dg(u,v) = 1+dg(u, v)
de lo cual se desprende dg(w,v) < 1+ j. Por lo tanto 7 tiene que pertenecer

al conjunto {j — 1, 4,7 + 1}, o dicho de otra forma, el nimero s;;; = 0 si
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Para los nimeros de interseccién que no son cero, usemos la siguiente

notacion:

Cj = 81155 @5 = S14j, bj = S111,5
0 < j < d, y supongamos indefinidos a ¢ y by. Si v es un vértice de GG, en-
tonces los nimeros c;, a; y b; proporcionan informacién respecto a las celdas
G(v) de la particién distancia de G. Si u € G;(v) entonces u es adyacente
a = para algin x € G,_1(v). Si consideramos a todos los vértices que son
adyacentes a u y que estan a distancia j — 1 de v entonces podemos concluir
que u es adyacente a ¢; vértices de G;_;(v). De manera andloga podemos ver
que u es adyacente a a; vértices de G;(v) y a b; vértices de G;41(v). Ademds,
claramente los nimeros c¢;j,a; y b; no dependen de la eleccién de v y v, es

decir son los mismos para cualesquiera dos vértices a distancia j.

Definicion 2.1.1 El arreglo de interseccion de una grdfica distancia-transitiva

denotada por i(G) se define como:

* C1...Cj...Cq
Z(G) = Qg QGip...aj...04

bo blbj*

Como ya habfamos observado anteriormente, toda gréfica distancia-transitiva



2.1. PRELIMINARES 15

es vértice-transitiva, y como consecuencia es regular de grado k para algin
entero k. Una de las propiedades de los niimeros de interseccién es que si la
grafica es k-regular entonces cada columna del arreglo de interseccién suma
k. Para esto observemos que los nimeros de intersecciéon definen una parti-
cién en los vecinos de un vértice v dado, pues si w es un vértice a distancia j
de v entonces los niimeros s;;; cuentan a los vecinos de v a distancias j — 1,

Jjyj+1dew,y gracias a [*] sabemos que estos son todos los vecinos de wv.

Es fécil ver por simple inspecciéon que by = k, ag = 0 y ¢; = 1. De esta
forma, basta con dar los 2d nimeros conformados por el primer y tercer
renglén del arreglo de interseccién para determinar al renglén de enmedio.

Esto sugiere una nueva notacién para el arreglo de interseccién:

Z(G) = {k,bl, ...,bdfl; 1,02, ...,Cd}

Definicion 2.1.2 Una grifica distancia-regular es una grifica conexa k-regular
con didmetro d, para la cual se cumple lo siguiente: Existen nimeros natu-

rales

bo = k, by,....;bg_1, c1 = 1, co,...,cq, tales que para cada par (u,v) de

vértices a distancia j se tiene:
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(1) el numero de vértices en G;_1(v) adyacentes au es c; (1 < j <d);

(2) el numero de vértices en Gj1(v) adyacentes au esb; (0 < j <d—1).

El arreglo {k,b1,...,bq_1;1,¢a, ...,cq} es el arreglo de interseccion de G.

Una observacién inmediata de la definicién anterior es que toda grafica
distancia-transitiva es distancia-regular, sin embargo la inversa no es nece-

sariamente cierta.

2.2. Graficas de Moore

El contenido de este cdpitulo estd dedicado al estudio de ciertas gréficas
conexas, regulares y cuyo grado (k > 3) y cuello (g > 3) estan dados. Una
grafica k-regular con cuello g es llamada una [k; g]-grafica. En 1963 Sachs
probé en [1] que para cualesquiera enteros k y g siempre existe al menos una
[k; g]-gréfica con tales pardmetros, esto llevo a algunos matematicos a buscar

graficas con el menor nimero posible de vértices con tales pardmetros.

Definicion 2.2.1 Una [k; g]-grifica con el minimo nimero de vértices es
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llamada una [k; g]-jaula.

El orden de una [k; g]-jaula estd acotado inferiormente, es decir el minimo
nimero de vértices que debe tener una [k; g]-jaula es:

1+ k+k(k—1)+...+k(k— 1) si g es impar.

fok; g) =
20+ (k=1 + (k=124 ..+ (k—1)27") si g es par.

Estas cotas serdn probadas mds adelante en este capitulo.

En general las [k; g]-jaulas rebasan la cota anterior, sin embargo hay un
subconjunto de ellas que si la alcanza, por esto definimos una jaula minimal
como una [k; g]-jaula que alcanza la cota inferior. Las jaulas minimales a su
vez se clasifican en Gréficas de Moore y Poligonos Generalizados dependiendo

de la paridad del cuello de la jaula.

Definicion 2.2.2 a) A las [k; g]-jaulas minimales de cuello impar se les
denomina como (k, %)—Grdﬁcas de Moore, y b) a las [k; g]-jaulas minimales

de cuello par como Poligonos Generalizados.

Es importante aclarar que las [k; g]-jaulas minimales de cuello par no son

en si poligonos generalizados, sin embargo en la literatura es comtin referirse
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a ellas de esta forma lo cual quedard totalmente justificado en el siguiente

capitulo.

En lo que resta de la tesis haremos referencia a las [k; g]-jaulas minimales
de cuello par como Poligonos Generalizados. En este capitulo nos dedicare-
mos a estudiar a las gréficas de Moore y en el siguiente definiremos algunas
geometrias finitas para que ahi mismo relacionemos a las jaulas minimales

de cuello par con los poligonos generalizados.

Existe otra definiciéon de Gréfica de Moore que aparece con mas frecuencia
en la literatura, la cual hace referencia al didmetro. En seguida introducire-
mos esta definicién, y mds adelante veremos que las dos definiciones de grafica

de Moore son equivalentes.

Existe una cota superior n(A, D) respecto al orden de una grafica G de
grado maximo A y didmetro D. Utilizaremos lo definido en la seccién de

preliminares de este capitulo para encontrar el valor de n(A, D).

Sea v € V(G) y sea n; el cardinal de la celda G;(v), para 0 < i < D. Asi,
ny <A, ng <AA-1),n3 <A(A—-1)?y en general n; < A(A — 1)1

paral <i < D.
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Por lo tanto,

D
n(AD) =3 n <1+A+AA -1+ ... + A(A-1)P~!
=0
=14+A(1+(A-1)+ ...+ (A-1)P
1+ AL G A2
Entonces n(A, D) < (1)

2D +1 SIA =2
A (1) se le conoce como la cota de Moore, y este nombre se debe a
E. F. Moore quien propuso por primera vez el problema sobre la existencia
de gréaficas de didmetro 2 y 3 que alcanzan dicha cota; asf es como surge la

segunda definicién de Grafica de Moore.

Definicion 2.2.3 Dados dos enteros k y d, con k > 3 y d > 2 una (k;d)-
grifica es una grafica k-reqular de diametro d. A las (k;d)-grificas que alcan-

zan la cota de Moore se les denomina (k;d)-grificas de Moore.

Notemos que la cota solo puede ser alcanzada si n; = k(k — 1)1 para

cada 1 < i < d ™ como se muestra en la Figura 2.1.

Cuando k = 2 y d es cualquier entero positivo la cota de Moore es 2d+1 y

entonces Cyqy1, €l ciclo impar de orden 2d + 1 es una (2; d)-grafica de Moore.
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Figura 2.1: Arbol

Por otro lado para todo entero k > 2 y d = 1 la cota de Moore es kK + 1, y
por lo tanto cada grafica completa Kj,q es una (k;1)-gréfica de Moore. El
problema de encontrar graficas de Moore empieza a complicarse para d = 2
debido a que se sabe que solo existen tres (k;2)-gréficas de Moore [2], como
se probard mas adelante, y quiza exista una cuarta pero no se conoce hasta

el momento.

Existen condiciones necesarias para decidir cuando una (k; d)-grafica G
es 0 no de Moore, una de ellas y que es muy fécil ver, es quesid > 1y G

tiene tridngulos o cuadrados entonces G no alcanza la cota de Moore y
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por lo tanto no puede existir la grafica de Moore asociada a esos pardmetros;
esto nos dice que el tamano del cuello de una grafica de Moore con d > 1 es

al menos 5. El siguiente resultado justifica lo anterior para toda d:

Proposicion 2.2.4 Si G es una (k;d)-grifica de Moore entonces el cuello

de G es igual a 2d + 1.

Demostracion. Consideremos primero el caso de las (k; 1)-grificas de Moore
que como ya habiamos notado anteriormente son las grificas completas Ky,
cuyo cuello es 3. Pero 3 =2(1) +1=2d+ 1. Ast el resultado es vdlido para

d=1.

Sea G una (k;d)-grifica de Moore con d > 1. Como G alcanza la cota
de Moore, entonces la subgrifica de G que se obtiene de quitar a las aristas
(xz,y) en las que x e y estan a distancia d de v es un érbol, como se ilustrd

en la Figura 2.1.

Sean v € V(G) y w un vértice a distancia d de v. Debido a que en un
drbol solo existe una unica trayectoria entre cualesquiera dos vértices entonces
podemos concluir que w tiene unicamente un vecino w* a distancia d — 1 de

v.) Solo resta ver que los otros k—1 vecinos de w también estan o distancia
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Figura 2.2:

d de v para garantizar que no se forman ciclos de longitud menor a 2d + 1.

Supongamos por el contrario que existe un vértice wy # w* adyacente a

w y tal que la distancia de wy av es d', con d'<d (Ver Figura 2.2).

Consideremos los nimeros de interseccion asociados a la pareja de vér-
tices w yv. Por[*] sabemos que d' € {d—1,d,d+1}. Como estamos suponiedo
que d'<d vy que el diagmetro de G es d entonces d = d — 1, esto implica que

los vértices w* y wy son iguales (por (1)) contradiciendo que eran distintos.
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Por lo tanto todos los vecinos del vértice w, menos uno, se encuentran a dis-
tancia d de v. Como la eleccion del vértice w fue arbitraria entonces podemos

afirmar que el cuello de G es de tamanio 2d + 1. =

Las graficas de Moore son grificas que guardan cierta regularidad en
relacién con las distancias entre sus vértices; se sabe por ejemplo que son
graficas vértice-transitivas [3]. Pero ain mas, si consideramos la particién
distancia de cualquier vértice u € V(G), entonces cualquier vértice en la celda
Gi(u) es adyacente a un numero constante de vértices en G;_1(u), G;(u) y

Gii1(u), y esto es lo que habifamos definido como grafica distancia-regular.

Proposicion 2.2.5 Toda grifica de Moore es distancia-regular.

Demostracion. Sea G una (k;d)-grifica de Moore. Para mostrar que G es
distancia-reqular es suficiente mostrar que los nimeros de interseccion a;, b;
y ¢; estan bien definidos. Sea v € V(G) y sean G1(v),...,G4(v) las celdas de
la particion distancia. Como G alcanza la cota de Moore y como se mostré
en la Figura 2.1 la subgrdfica que resulta de quitar a G las aristas que tienen
como extremos a vértices a distancia d de v es un drbol, entonces para cada

vértice w € G;(v) hay un dnico vw-camino de longitud i.
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Entonces si w € G;(v), el numero de vértices adyacentes a w a distancia

1—1 dev es 1, es decir, el numero de interseccion c¢; = 1 para todo 1 <1 < d.

Para cualquier 1 < i < d — 1 un vértice w en G;(v) no puede tener un
vecino w' en la misma celda, ya que de estarlo habria un ciclo de longitud a
lo mas 21 + 1, lo cual contradice que el cuello es de tamano 2d + 1. Por lo

tanto, a; = 0 para todo 1 <i < d—1 (Ver Figura 2.3).

A

ﬂiﬂﬂ

O WO O O gﬁw O & Ol G(v)

AN ﬂ VAN

Figura 2.3:

Por dltimo dado que los nimeros de interseccion inducen una particion
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en los vecinos de w, para w € G;(v), y sabemos que ¢; + b; + a; = k por ser
G k-reqular entonces by =k, by = (k—1) para 1 <i<d—-1yaqs = (k—1).
Por lo tanto, los nimeros de interseccion estdn bien definidos y de aqui que

G es distancia-reqular. m

Entonces el arreglo de interseccién de una (k;d)-grafica de Moore esta

dado por

{kk—1,k—1,.. k—1;1,1,1,..,1}

2.3. Definiciones equivalentes

En esta seccion se probard que las definiciones 2,2,2 a) y 2,2,3 son equiv-
alentes. Veamos primero que la definicién 2,2,2 a) implica la definicién 2,2,3.
Para esto hay que probar que toda [k; g]-jaula minimal con cuello g = 2d + 1
alcanza la cota de Moore. Denotemos con G a la [k;g]-jaula minimal y

supongamos que G tiene orden n.

Si tomamos la particion distancia para algin vértice v de G, entonces
no puede haber dos vértices a distancia menor a d de v que pertenezcan a

diferentes celdas que sean adyacentes, ya que de lo contrario formarfamos
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ciclos de longitud mas chica que el cuello. Por la misma razén, tampoco
puede haber dos vértices que sean adyacentes en la misma celda G;(v) para

i < d. Como G es una [k; g]-jaula minimal el orden de G es:

(g=1)
ngl

1+k+k(k—1)4 ... + k(k—1)
es decir el orden de G es
1+k+k(k—1)+ ... + k(k— 1)1

Entonces G es una (k; d)-grafica de Moore que es lo que se queria probar.

Para probar que 2,2,3 implica 2,2,2 a) tenemos que ver que una (k;d)-
grafica de Moore es una [k;2d + 1]-jaula minimal. La primera parte se tiene
recordando que toda (k;d)-gréfica de Moore tiene cuello g = 2d+ 1. Por otro

)

lado, como G alcanza la cota de Moore y d = (9%1, entonces:

n=1+k+k(k—1)+ ... + k(k— 1)@’1 que es lo que se queria probar.

Acabamos de ver que las (k;d)-graficas de Moore son jaulas minimales.
De manera inversa, una [k; g|]-jaula minimal de cuello g impar es una (k; gg—l)—

grafica de Moore. Asi, las jaulas minimales de cuello impar son las graficas

de Moore como ya habiamos notado antes.
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También podemos definir a las grédficas de Moore como las gréaficas de

didmetro d y cuello g = 2d + 1 ya que:

Proposicion 2.3.1 5i G es una grifica con didmetro d y cuello g = 2d+ 1,

entonces G es regular.

Demostracion. Primero veamos que cualesquiera dos vértices que estdn a

distancia d tienen la misma valencia.

Sean v,w € V(G) tal que dg(v,w) = d. Sea P el camino de longitud d
que va de v a w. Consideremos a cualquier vecino v de v que no pertenezca
a P y veamos que dg(v,w) = d. Supongamos que dg(v',w) =d', con d' < d,
y consideremos a P'el camino de longitud d' que va de w a v'. Sea C' el ciclo
formado por P, P’ y la arista (v',v) (Ver Figura 2.4); observemos que su
tamano es d+d' + 1, contradiciendo que el cuello de G es de tamario 2d+ 1.

Por lo tanto dg(v',w) = d.

Notemos que P’ es un camino de v’ a w que contiene a uno y solo uno de
los vecinos de w. Como la eleccion de v' fue arbitraria, entonces cada x;w-
camino, donde z; € Ng(v) y x; ¢ V(P) , usa un vecino diferente de w, ya

que si dos de estos caminos usaran un vecino comun de v entonces el cuello
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Figura 2.4:

seria menor o igual que 2d — 1 lo cual es falso, entonces w tiene al menos
tantos vecinos como v. Con un argumento andlogo para w, llegamos a que v
tiene al menos tantos vecinos como w; de aqui que v y w tienen la misma

valencia (Ver Figura 2.5).

Figura 2.5:

Observemos que v y w viven en al menos un ciclo de longitud 2d + 1. De
nuevo, como la eleccion de v y w fue arbitraria, entonces cualesquiera dos

vértices que estan a distancia d viven en un ciclo C' de longitud 2d+1. Veamos
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ahora que cualesquiera dos vértices de C' tienen la misma valencia. Sean
{r,s} € V(C) tales que dc(r, s) = d, (dichos vértices existen, pues la longitud
de C' es 2d + 1). Entonces por lo anterior r y s tienen la misma valencia.
Como la eleccion de r y s es arbitraria, entonces todos los vértices de C'

tienen la misma valencia.

Falta demostrar que todo vértice en G que no pertenece a C' tiene la misma
valencia que un vértice de C. Sea x € V(QG) tal que © ¢ V(C); sea Q un
camino de longitud i, con 1 < i <d, dex a C. Sii = d, entonces se tiene lo
que se queria. Sea i < d y sea f € V(Q)NV(C); consideremos a un vértice
x; € V(C) tal que existe una fx;-trayectoria sobre C' de longitud d — i; x;
estd a distancia d de x, de aqui que x tiene la misma valencia que x;. Por lo
tanto todos los vértices de G tienen la misma valencia. Entonces G es reqular

(Ver Figura 2.6). m

.

o . x
< >

< -

Figura 2.6:
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2.4. Existencia de las graficas de Moore

El estudio de las gréficas de Moore fue iniciado por Hoffman y Singleton
en 1960 [2]. Ellos probaron la existencia de (k; d)-graficas de Moore para d = 2
y d = 3. En el caso d = 2 , y que probaremos mas adelante, vieron que las
graficas de Moore existen y son tnicas cuando k = 2,3, 7. También probaron
que no hay otras (k; 2)-gréficas de Moore excepto posiblemente para k = 57,
para la cual su existencia no estd comprobada ya que la grafica no se ha
construido. Para d = 3 probarén que la tnica (k;3)-gréfica de Moore se dd

solamente para k = 2, y la (2;3)—gréfica de Moore es C'.

El siguiente Lema nos servird para probar que las (k; 2)-graficas de Moore

existen solo para k € {2,3,7} y posiblemente k = 57.

Lema 2.4.1 SiG es una (k;d)-grifica y A = (a;;) es la matriz de adyacencia
de G, I la matriz identidad y J es la matriz unidad entonces A satisface la

siguiente ecuacion: A + A= (k— 1) + J.

Demostracion. Sea A la matriz de adyacencia de G. Para probar la igualdad
requerida, primero veamos cuales son las condiciones que deben de satisfacer

las entradas c;; de A* :
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Caso 1c¢;; #0 et # j.

n

Sici; = ) agag; # 0 significa que existe al menos un r € V(G) tal que
k=1

airar; 7 0, como las entradas de A son1 6 0 entonces a;-a,; # 0 implica que

ai = ap; =1, es decir (i,7) y (r,j) € A(G) .

Ademas como G no tiene triangulos entonces (i,j) ¢ A(G). Por otro lado
como G no tiene cuadrados entonces no puede existir m € V(G) con m # r

tal que Gjpman,; # 0. Por lo tanto en este caso ¢;; = a;byj =1
Caso 2c¢;; #0 ei=j.

n
Como G es k reqular entonces Y, aipar; = k lo cual implica que c;; =k
k=1

en este caso.
Caso 3c;; =0 et #j.

cij = Y agag; = 0 significa que no existe k € V(G) tal que (i,k) y
k=1
(k,j) € A(G) y como el didmetro es 2 entonces (i,j) € A(G) y a;; =1 con

i 7.

Del casol), caso2) y caso3) se tiene que A? debe estar definida como

sigue:
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Cij = 0 St Z7éj Yy aij:]-

k St 1=

\ /

Entonces A? + A debe estar definida como sigue:

1 si i#j
bij -
ko si i=j

Por lo tanto tenemos que:

A2+ A=| , o= . . . +

(k—1DI+J m

Proposicion 2.4.2 La ezistencia de las (k;2)-grdficas de Moore se dard si

k €{2,3,7} y posiblemente si k = 57.

Demostracion. Sea A la matriz de adyacencia de una (k;2)-grifica de

Moore de orden n = k* + 1 (cota de Moore). Del lema anterior sabemos
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que A satisface la ecuacion:

A+ A—(k-DI=J (1)

Como J es un polinomio en A entonces A y J tienen un conjunto comain
de vectores propios. Uno de ellos es el vector unidad como wveremos a con-

tinuacion.

Se puede probar que el polinomio caracteristico de J es \" — nA\""*, del
cual se obtienen sus valores caracteristicos que son X = 0 y A = n. Fl
vector caracteristico asociado a A = n es el vector unidad v = (1,...,1), asi
Ju = nu. Por otro lado sabemos que A tiene k unos por renglon, pues la
grifica es k-regular. Entonces Au = (k, ..., k) = ku, lo cual nos dice que k es

un valor propio de A cuyo vector caracteristico asociado es u.

Multiplicando por w de ambos lados de la ecuacion (1) obtenemos que
(k? +1)u = nu. Es decirn = k*+1 y k* = n— 1. Sea v otro vector propio de
A correspondiente digamos al valor propio r. Entonces Av = rv y Jv = 0.

Ast, al aplicar a ambos lados de la ecuacion (1) a v obtenemos que:

rP+r—(k—1)=0 (2).

De esta manera obtenemos otros dos valores propios de A:
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7’1—*1+— V4k—3 — —1=V4k=3
- 2

yr2_ P}

Sabemos que A por ser una matriz simétrica es diagonalizable y tiene n

valores propios reales, asi:

Caso 1) Sik es tal que 1 y 2 no son racionales entonces cada uno

deberd tener multiplicidad ”T’l para que las partes irractonales involucradas
se cancelen. Sabemos también que la traza de A es cero, y como A es diag-
onalizable entonces la suma de los valores propios de A es también cero y

usando ademds que k*> =n — 1 tenemos que:
kS ) =k + 5 =k + B =0
Los valores de k para los cuales se satisface esta ecuacion son:
k =0 para el cual n = 1. No hay grdifica con un vértice y didmetro 2. Y

k = 2 para el cual n = 1 + 22 = 5. Esta grdfica es el 5-ciclo, la tinica

(2,2)-grdfica de Moore que eziste.

Caso 2) Los valores de k para los cuales m1 y ro son racionales son

2

aquellos en los que 4k — 3 = s° con s entero. Sea m la multiplicidad de 11,

entonces la suma de los valores propios de A estd dada por k + m(%) +

(n —1—m)(=52) = 0. Despejando k de 4k — 3 = s* se tiene k = SaTH.
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. 2 . .
Sustituyendon —1=k*> y k = % en la ecuacidon anterior obtenemos

S m(E) + (8 = m)(25L) =

52 5— st 52 —S5—
S Am(R) + (R - m) (7)) =

5243 ms—m —55—653—-95—5%*—652—9 ms+m __
4 + 2 + 32 + 2 -

P 54 4 3 2
54 3 4 8 +s +653—565 49549 4+ —ms =

9 +514+6534+6524+95+9—32ms—8s2—24 __ 0
32 -

Entonces
S+ s +6s 282+ (9—32m)s—15=0 (3).

Ya que (3) requiere soluciones enteras los unicos candidatos para s son

los factores de 15. De esta forma las soluciones para s son:

s= 1 wparaelcual m=0, k= 1 y n=2
s= 3 paraelcual m =25, k= 3 y n=10
s= b parael cual m = 28, k= T y n=>50

s =15 wpara el cual m = 1729, k =57 y n= 3250

No hay grifica 1 regular con didmetro 2. El caso k = 3 nos da la inica
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(3;2)-grdfica de Moore, a saber, la grifica de Petersen. El caso k = 7 nos
da la grifica de Hoffman-Singleton, la tnica (7;2)-grafica de Moore. Y por
dltimo para el caso k = 57 no sabemos si la grifica existe o no porque la

grifica no se ha construido. m

En 1973 Damerell probé, en su articulo ”Sobre graficas de Moore” [3],
la no existencia de las (k;d)-gréficas de Moore para k > 3 y d > 3. Otra
prueba de ello fue dada también en 1973 por Ito y Bannai, en su articulo
”Sobre graficas de Moore finitas” [4]. Ademds, como se vié anteriormente,
no existen Gréficas de Moore con didmetro uno, y las de didmetro dos se
dan si k € {2,3,7} y posiblemente si k& = 57; con esto el estudio sobre la
existencia de las Graficas de Moore quedé concluido. Es por esta razén que
actualmente el estudio de las Gréficas de Moore consiste de manera natural
en encontrar (k;d)-gréficas que si bien no alcanzan la cota de Moore tienen
muchos vértices, es decir de orden cercano a la cota de Moore. Este tipo
de trabajos resulta, ademés de interesante teoricamente, altamente aplicable
por que sirve para construir redes con muchos vértices a distancias fijas (de

preferencia cortas entre ellos).

En el siguiente capitulo se va a introducir el concepto de geometria finita
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y de poligono generalizado para explicar mas adelante porque a las jaulas de
cuello par se les conoce como poligonos generalizados. También usaremos es-
tas estructuras para en el tltimo capitulo construir la (7;2)-grafica de Moore

a partir de los planos proyectivos y finalmente colorearla.



Capitulo 3

Geometrias finitas y sus

graficas de incidencia

El estudio de las geometrias finitas ha sido abordado por gran parte de los
matemdticos, primero de manera informal y después mas sistemédticamente
desde el origen de la geometria. Las configuraciones finitas de puntos y lineas
en el plano despertaron el interés de importantes matema&ticos como lo fueron
Descartes y Pappus por citar algunos. Posteriormente Pascal en 1640 estudia
las configuraciones de estos autores en el plano proyectivo real.

39
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Dar una definicién concreta de geometria finita resulta dificil ya que exis-
ten distintas definiciones de este concepto, es por esta razén que a lo largo de
estd tesis cuando hablemos de geometria finita estaremos pensando simple-
mente en un conjunto finito de objetos (puntos, lineas, curvas, etc.) dentro
de un espacio geométrico. Para fines de esta tesis trabajaremos en concreto

sobre el plano y nuestros objetos serdn puntos y lineas.

Una estructura de incidencia es una terna I = (P, L, ) que consta de
un conjunto finito P de puntos, un conjunto L de subconjuntos de P cuyos
elementos son llamados lineas y una relacion I C P x L llamada incidencia.
Si (p,1) € I diremos que el punto p y la linea [ son incidentes, o que el punto

p vive en la lfnea [, o bien, que la linea [ pasa por el punto p.

La gréfica de Incidencia €2(I) de una estructura de incidencia I es una
grafica bipartita que tiene como conjunto de vértices a P U L, y donde dos

vértices son adyacentes si son incidentes en /.

Un espacio parcialmente lineal es una estructura de incidencia S =

(P, L,I) que cumple:

PL1) Toda linea tiene al menos dos puntos.
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PL2) Entre cualesquiera dos puntos pasa a lo mas una linea.

Como consecuencia de la propiedad PL2 se tiene que si xy denota a la
linea que pasa por los puntos {z,y}, y {p,q} € vy para p,q € P entonces

pqg = xy.

Proposicion 3.0.3 Sea S = (P, L,I) un espacio parcialmente lineal y sea

Q(S) su grifica de incidencia. Entonces el cuello g(2(S)) > 6.

Demostraciéon. Como la grafica de incidencia es una gréfica bipartita en-
tonces su cuello es par. Supongamos que g(€2(S)) = 4, entonces existen
i,j € P, yl.ls€ Ltalesquei,j€l,.yi,j€lsconr#s (Ver Figura 3.1),
lo cual es una contradicciéon pues por dos puntos pasa a lo mds una tnica

linea. Por tanto, g(2(1)) > 6. =

Figura 3.1:
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Un espacio lineal S es un espacio parcialmente lineal que cumple que
por cualesquiera dos puntos pasa exactamente una linea. Observemos que el

cuello de su gréfica de incidencia también es mayor o igual que 6.

A lo largo de esta tesis estudiaremos gréaficas de incidencia de ciertas
estructuras de incidencia. A continuacién definiremos de manera detallada a
estas estructuras, algunas de ellas de dos maneras distintas: combinatoria y

algebraicamente.

3.1. Planos Proyectivos y Afines

3.1.1. Definicién combinatoria

Un plano proyectivo finito es un espacio lineal IT = (X, L, I') que cumple

los siguientes axiomas:

P0) Para cualesquiera x1, z5 € X existe una tnical € L tal que {x1, x5} €

[ (axioma de espacio lineal).
P1) Para cualesquiera [,ly € L tenemos que |l; Ny = 1.

P2) Existe un subconjunto £ C X de 4 elementos tal que |[NF| < 2 para
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toda l € L.

Una de las propiedades del plano proyectivo que puede probarse de
manera directa a partir de los tres axiomas anteriores es que cualesquiera dos
lineas tienen el mismo nimero de puntos [6]. Entonces si |[| =n+ 1 con [ €
L, el orden del plano proyectivo se define como |I| — 1 = n. Denotamos desde
ahora a los planos proyectivos de orden n con II,,. A continuacién se enuncian
otras dos propiedades bédsicas de II,, que también se obtienen a partir de los
axiomas, pero que al igual que la anterior consideramos que no es necesario

probarlas con rigor dada la temdtica de este trabajo [6].

1) Por cada punto pasan exactamente n + 1 lineas, el cual coincide con el

nimero de puntos que contiene cada linea.

2) El mimero total de puntos y de lineas de II,, es respectivamente n? +

n+ 1.

Un ejemplo de plano proyectivo finito es el plano de Fano, el cual es
el plano proyectivo més pequeno que se puede construir y el tinico plano
proyectivo de orden 2 salvo isomorfismo. El plano de Fano tiene 7 puntos, 7
lineas, por cada punto pasan 3 lineas y cada linea contiene 3 puntos (Figura

3.2).
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Figura 3.2:

La definicién anterior de plano proyectivo no garantiza ni su existencia
ni su unicidad. Resulta entonces natural preguntarse para que valores de
n existen planos proyectivos de orden n, asi como preguntarse también si
cuando existe este es Unico, por ejemplo se sabe que Ils, I3, 114, II5, II; v
Ilg existen y son tnicos salvo isomorfismo, mientras que Ilg no existe y que
para n = 9 se conocen cuatro planos proyectivos no isomorfos. Mas adelante
enunciaremos mas propiedades de los planos proyectivos, mientras daremos
una prueba sobre el cuello de la grafica de incidencia de los planos proyectivos

de orden n.

Proposicion 3.1.1 Sea II, un plano proyectivo finito de orden n y sea

Q(I1)) su grdfica de incidencia. Entonces:
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1.- El didmetro de UIL) es tres.

2.- El cuello g(UIL)) es igual a 6.
Demostracién. Primero veamos que el didmetro de (II ) es 3 y sean
p,q,1,1 € V((IL,)). Para ello notémos que existen tres casos:

1.- Considerar la distancia de un punto p a una linea [.

2.- Considerar la distancia de un punto p a otro punto q.

3.- Considerar la distancia de una linea [ a otra linea ['.

Del caso 1 se desprenden dos subcasos:

i) El punto p vive en la linea [ en cuyo caso la distancia de p a [ es 1.

ii) El punto p no vive en la linea [: si [; es una linea que pasa por p
entonces por el axioma (P1) sabemos que existe un punto ¢ que vive tanto
en [ como en [;. Entonces la trayectoria (p, 11, q, 1) es la pl-geodésica en Q(I1,,),

lo cual prueba que la distancia de p a [ en este caso es tres (Ver Figura 3.3).

Por otro lado por el axioma (P0) existe una linea | que pasa por p y ¢,
lo que para el caso 2 implica que la distancia de p a ¢ es 2 en (I1,), y por

tiltimo para el tercer caso por el axioma (P1) la distancia de [ a ['es dos . Por
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Figura 3.3:

lo tanto el didmetro de Q(II,,) es tres.

Probemos ahora que el cuello g(Q(IT,)) es igual a seis. Por el axioma (P2)
sabemos que existen 4 puntos en posicién general. Ahora por el axioma (P0)
sabemos que entre cualesquiera dos puntos existe una tnica linea. Entonces
si consideramos las lineas entre tres de los puntos en posicién general, lo que
obtenemos es un tridngulo (Ver Figura 3.4), que en la grafica de incidencia

se traduce en un ciclo de tamano 6. Por lo tanto, el cuello g(€(I1,,)) es igual

a 6.

Si observamos las caracteristicas y los pardmetros de los planos proyec-

tivos junto con la proposiciéon anterior podemos concluir que:
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Figura 3.4:

Corolario 3.1.2 : La grdfica de incidencia de un plano proyectivo de orden

n satisface las siguientes propiedades:

1) Es bipartita.

2) Es (n + 1)-regular.

3) Tiene orden 2(n* +n +1).

4) Tiene diametro 3.

5) Tiene cuello 6.

Hay estructuras de incidencia que se obtienen a partir de otras, un ejemplo

de ello son los planos afines finitos que a continuacién definimos.
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El plano afin de orden n, denotado por A,,, es un espacio lineal que puede
definirse axiomaticamente, sin embargo también puede describirse como lo
haremos en este trabajo, a partir de un plano proyectivo de orden n quitando
a este cualquiera de sus lineas (con todos sus puntos incluidos). Por lo tanto
el plano afin de orden n depende fuertemente de que plano proyectivo finito
IT,, hayamos escogido. Por otro lado, la definicién de plano afin no depende
de la linea que hayamos escogido en II,, ya que, combinatoriamente el plano

proyectivo es simétrico con respecto a sus lineas. Asi pues, el plano afin esta

bien definido.
Algunas de las propiedades del plano afin A,, son las siguientes:
1) Todas las lineas tienen cardinalidad 7.
2) Por cada punto pasan n+1 lineas.
3) El nimero total de lineas es n>+n y
2

4) El nimero total de puntos es n?.

En la Figura 3.5 se muestra al plano afin A, asociado a Ily el plano

proyectivo de Fano.

Con esto terminamos la descripcién combinatoria de los planos proyec-
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A,

Figura 3.5:

tivos y los planos afines, ambos finitos. En la siguiente seccién trataremos a

estos mismos pero de manera algebraica.

3.1.2. Definicién algebraica

Como planteamos en la seccién anterior una pregunta natural que surge
acerca de la existencia de planos proyectivos es la siguiente: ;para que valores
de n existe un plano proyectivo de orden n y cudndo este es tnico?. Existe
una familia de planos proyectivos que se construye a partir de los campos de
Galois de orden n y la existencia de estos planos proyectivos depende de la
existencia de los campos de Galois, los cuales como se sabe existen cuando
n es potencia de primo. Por lo tanto, cuando n es potencia de primo existe

al menos el plano proyectivo de orden n asociado al campo de Galois, el
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cual se conoce como el plano proyectivo algebraico de orden n denotado por

PG(2,n) (projective geometry (2,n)).

Obviamente PG(2,n) es combinatorio (es decir, satisface los axiomas
(PO), (P1) y (P2)), més aun, cuando II, es dnico salvo isomorfismo (al
menos para n € {2,3,4,5,7,8} como se dijo en la seccién anterior) II,, coin-
cide con PG(2,n). Sin embargo existen potencias de primos para los cuales
ademads del algebraico existen otros planos proyectivos combinatorios del mis-
mo orden y no isomorfos, por ejemplo cuando n es igual a 9 existen 3 planos

proyectivos combinatorios no isomorfos ademas de PG(2,3) [7].

Por otro lado acerca de la no existencia de Planos Proyectivos se tienen
teoremas como el siguiente que elimina algunos casos, es decir determinan

algunos valores de n para los cuales los planos proyectivos no existen [6]:

Teorema de Bruck-Ryser (1949): Sea n un entero que no es potencia
de un primo, si n» = 1,2 (mod 4) y n no es la suma del cuadrado de dos

enteros entonces no hay planos proyectivos de orden n.

Este teorema nos sirve para descartar algunos valores, por ejemplo 14, 21
y 22, sin embargo él mismo no cubre otros valores como 6 y 10. La conjetu-

ra de la no existencia del plano proyectivo de orden 6 fue dada por Euler,
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pero solamente Tarry dié un argumento convincente alrededor de 1900. Para
el plano proyectivo de orden 10 se probé por medio de numerosos calculos

computacionales la no existencia de este plano.

Asi como este hay otros teoremas de no existencia de planos proyectivos,
pero ninguno de estos descarta todos los valores de n, por ejemplo el problema
de determinar la existencia de Il sigue abierto, asf como la de otros valores
de n que no son potencia de primo y no satisfacen las hipétesis de los ya

conocidos teoremas de no existencia.

A continuacién daremos una de las descripciones que existen de los planos
proyectivos algebraicos; escogimos esta por que es la que relaciona al plano
proyectivo con la grifica de incidencia de la manera mas conveniente para el

desarrollo de este trabajo.

Definicién algebraica del plano proyectivo.

Sean Py L los conjuntos de puntos y rectas de PG(2,n) definidas como

sigue:

Sea GF(n) el campo de Galois de orden n y sean {0,1, q,...,a" 2} sus n

elementos, esto se puede hacer debido a que GF*(n) es un grupo ciclico y «
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es un elemento generador. Definimos un subconjunto de P con n? elementos,

denotado por P4 como sigue:

Py ={(z,y)| x,y € GF(n)}.

Para definir los n + 1 puntos restantes de P necesitamos definir primero
el conjunto L de lineas. Denotamos por [m,b] a la recta formada por los
puntos (x,y) € P4 que satisfacen la ecuaciéon y = ma + by sea L; = {[i, b]]
b € GF(n)} para i € GF(n) el conjunto de lineas de L de pendiente i.
Abusando de la notacién generalizamos lo anterior denotando por [x,b] a la
recta x = b para b € GF(n) y sea L, = {[*,b]| b € GF(n)}. Definiremos los
n + 1 puntos restantes de la siguiente manera:

;= N1 ' F

Di leﬂLi para i € GF'(n)

o= N1

p leL,

A todos los puntos anteriores los llamaremos los puntos al infinito por ser

cada uno de ellos la interseccion de todas las lineas de una misma pendiente.

Sea Iy, la linea que contiene a los puntos {pg,p1, ..., Pan—2, Poo} (linea al

infinito). Entonces,

P =PsU{po,p1,..; Pan—2,Po0} ¥
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L=( Y ALHU{L} Ul

i€GF
Por definicién todos los puntos de P y las lineas de L son distintos y

cumplen que:
1) |Pl=n*+n+1
2) |L| =n*+n+1.

Ademis por definicién de P y L es claro que por cada punto pasan n + 1
lineas y cada linea tiene n + 1 puntos. Ademds la relacién de incidencia estd
dada por la pertenencia de un punto a una linea definida también por las

condiciones anteriores. Asi pues P y L son los puntos y las lineas de PG(2,n).

De la misma manera existe una definicién algebraica para los planos afines
la cual mostraremos a continuacién. En esta definicién haremos uso de lo

antes definido para planos proyectivos algebraicos.
Definicién algebraica del plano afin.

El plano afin algebraico denotado por A(2,n) es una estructura de inci-
dencia cuyo conjunto de puntos P es igual a {(x,y)| z,y € GF(n)} (observe-
mos que este conjunto coincide con el subconjunto de puntos de PG(2,n)

definido como P4) y cuyo conjunto de lineas L es igual a:
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L=( 9 (L) U{L).

i€GF(n

El conjunto de puntos y de lineas serdn incidentes si, al igual que el
plano proyectivo algebraico satisfacen la ecuacién y = ma + b. Notemos que
|P| = n? |L| = n?®+n , que por cada punto pasan n + 1 lineas y que cada
linea tiene n puntos, es decir se cumplen las propiedades combinatorias del
plano afin. Ademd&s recordemos que combinatoriamente el plano afin puede
construirse quitando cualquier linea del plano proyectivo. Asi pues hacemos
lo mismo algebraicamente solo que por conveniencia para construir el plano

afin algebraico quitamos la linea [, de PG(2,n), obviamente junto con todos

sus puntos {po, P1, - Pan—2, Poo } -

3.2. Poligonos Generalizados

Un cuadrangulo generalizado CG es un espacio parcialmente lineal (P, L, I)

que satisface los siguientes axiomas:

CG1) Dada cualquier linea [ € L y cualquier punto p € P que no este en

[ existe un tnico punto p/ € P perteneciente a [ tal que p y p/ son colineales.

CG2) Existen puntos no colineales y lineas no concurrentes.
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Noétese que estas dos condiciones son autoduales, asf el dual de un cuadran-

gulo generalizado es de nuevo un cuadrédngulo generalizado.

Ejemplos de cuadrangulos generalizados son las mallas (y sus duales),

como se muestra en la siguiente figura.

Figura 3.6:

Proposicion 3.2.1 El cuello de la grifica de incidencia de un cuadrdingulo

generalizado es 8.

Demostracion. Sea Q(CG) la grifica de incidencia del cuadrangulo gener-
alizado C'G. Entonces por la proposicion 2.0.1 el cuello de Q(CG) es al
menos 6. Supongamos que g(QUCG)) es 6. Entonces existen p,q € P tales

que pqg € L yr € P tal que r ¢ pq que cumplen que rp y rq en L, lo cual
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contradice el axioma CG1 (Ver Figura 3.7). Por lo tanto g(Q(CG)) es mayor

0 igual a 8. Mostraremos que existe un 8-ciclo en Q(CQ).

Pq p

rq

Figura 3.7:

Sean p,q € P puntos no colineales. Entonces existen [, yl, en L tales que
l, pasa por p y no contiene a q, y l, pasa por q y no contiene a p. Asi por
el axioma 1 de cuadringulos generalizados existe un tunico punto p', p' # p
sobre 1, tal que p'q € L y un tnico punto ¢ € P, ¢ # q sobre l, tal que

pq € L (Ver Figura 3.8).

El conjunto {p,q,1,,1,,0,q,0¢,pq } de vértices en V(QUCG)) forma un
ciclo inducido de longitud 8 en Q(CG). Por lo tanto g(U(CG)) es igual a 8.

Con la idea de generalizar el concepto de plano proyectivo (también lla-

mado tridngulo generalizado) y cuadrdngulo generalizado introduciremos a
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Figura 3.8:

continuacién la definicién de poligono generalizado [8].

Sea n > 1 un nimero natural. Un [-gono generalizado es una estructura
de incidencia GP; = (P,L,I) con P # @ y L # & tal que las siguientes

condiciones se satisfacen:

GP1) GP no contiene s-gonos para 2 < s < [.

GP2) Cualesquiera dos elementos x,y € (P U L) estan contenidos en

algiin [-gono en G P,.

G P;3) Existe un (I + 1)-gono en GP,.
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Hay poligonos generalizados que no satisfacen la condicién (GP3), un
ejemplo de ello son las mallas y su dual. A estos se les suele llamar en
general poligonos generalizados débiles. En este trabajo nos enfocaremos a los
poligonos generalizados no débiles, refiriendonos a ellos simplemente como

poligonos generalizados.

En lugar de [-gonos generalizados hablaremos de poligonos generalizados,
asf los 3-gonos serdn los tridngulos generalizados, que como se habfa men-
cionado anteriormente son los planos proyectivos, como también los 4-gonos
y los 6-gonos serdn los cuadrangulos generalizados y hexdgonos generalizados

respectivamente.

A continuacién enunciamos un resultado que no probaremos en este traba-
jo debido a que la temética principal es otra, pero que sin embargo usaremos

fuertemente a lo largo de este capitulo [9]:

Resultado: Todo [-gono generalizado cumple que por cada punto pasan

n + 1 lineas y cada linea tiene m + 1 puntos.

Diremos que un poligono generalizado con estos pardmetros es un poli-

gono generalizado de orden (n,m).
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Aunque existen criterios de existencia de poligonos generalizados de orden
(n,m) nosotros estamos interesados en poligonos generalizados simétricos,
aquellos en los que por cada punto pasan tantas lineas como puntos hay en
cada linea, es decir el caso de los poligonos generalizados con n = m, y un

ejemplo de esto son los tridngulos generalizados (planos proyectivos).

Es bien sabido para los matemdticos que se dedican al estudio de las
geometrias finitas que estos poligonos generalizados existen solo para ciertos

valores de [ y n como son los siguientes [8]:

i) Cuando n =1 y [ es cualquier entero positivo mayor o igual que 3 los

poligonos con [ vértices son ejemplos de [-gonos de orden 1.

ii) Cuando n es potencia de primo no es trivial demostrar que los [-gonos

generalizados de orden n existen solo si | = {3,4,6}.

Por propiedades fundamentales de los poligonos generalizados se tiene
que el nimero de puntos y de lineas de los poligonos simétricos coinciden y

es exactamente:
-1
>on'.
i=0

Teorema 3.2.2 La grifica de incidencia Q(GP,(n)) de un l-gono gener-
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alizado de orden n tiene las siguientes propiedades:
1) Es bipartita.
2) Es (n + 1)-regular.
-1
3) Tiene orden 2(>_n')
i=0

4) Tiene cuello 21.

5) Tiene didmetro .

Demostracion. Las propiedades 1 y 2 se tienen directamente de la definicién
de grafica de incidencia y del resultado antes mencionado respectivamente.
Sea n es orden de 2(GP(n)), por la observacién inmediata anterior al teo-

rema y del hecho de que:
[V(QGP(n)))| = |P|+ |L]| se tiene que:
-1 -1 -1
|P|+|L| = ;)nl + ;)nl = 2(;)n’).

Para probar 4) solo basta observar dos cosas, una es que por (GP1) el
cuello de Q(GP,(n)) es al menos 2/, y la otra es que como cualesquiera dos
elementos x,y € (P U L) de GP, estan contenidos en algun [-gono (esto por

(GP2)) entonces el cuello de Q(GP,(n)) es exactamente 2[. Por ultimo, por



3.3. |[K:G]-JAULAS DE CUELLO PAR 61

el inciso anterior y por la condicién (G P2) sabemos que cualesquiera dos
elementos de la gréifica Q(GF,(n)) estdn contenidos en un cuello de tamano
2l, lo cual implica que estos estaran a distancia a lo mas [. Por lo tanto, el

didmetro de Q(GP(n)) es (. m

3.3. |k;gl-jaulas de cuello par

El objetivo de esta seccién serd ahondar en el tema de las [k;g]-
jaulas minimales de cuello par, para después relacionarlas con las gréficas de

incidencia de ciertas geometrias fintas.

Denotemos por f(k;g) al orden de la [k; g]-jaula y por fo(k;g) a la cota
inferior de f(k;g), es decir las jaulas minimales (las que alcanzan la cota

minima sobre el orden) tienen orden fy(k;g) .
Algunas jaulas minimales que ya conocemos son [10]:

1.- Las gréficas bipartitas completas Kj; las cuales son [k;4]-jaulas

minimales con fy(k;4) = 2k.

2.- La gréfica de incidencia del plano de Fano es la [3;6]-jaula minimal
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y fo(3;6) = 14; también se conoce como la grafica de Heawood (Ver Figura

3.9).

Figura 3.9: Gréfica de Heawood

3.- En general las gréficas de incidencia de los planos proyectivos II,, son
[n + 1, 6]-jaulas minimales. En particular sabemos que existen cuando n es
potencia de primo usando la gréfica de incidencia de PG(2,n), sin embargo
para valores de n en donde existe mas de un plano proyectivo (ademds del
algebraico) como para n = 9, la gréfica de incidencia de estos planos proyec-
tivos son jaulas no isomorfas (Capitulo 6 [11]), y en general para los valores
de n en los que se desconoce la existencia del plano proyectivo claramente
se desconoce la existencia de alguna [n + 1; 6]-jaula, de hecho son problemas

equivalentes ya que la existencia de uno implica la existencia del otro. En-
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tonces por ejemplo para n = 6 sabemos que el plano proyectivo PG(2,6) no
existe y por lo tanto no existe la jaula minimal asociada, es decir una (7; 6)-
grafica de orden 86, sin embargo la [7; 6]-jaula fue encontrada por O’Keefe y

Wong [13] con orden f(7;6) = 90 probando al mismo tiempo su unicidad.
4.- La [3; 8]-jaula minimal fue encontrada por Tutte y f(3;8) = 30.

5.- O’Keefe y Wong mostraron que f(3,10) = 70. Al mismo tiempo,
tres [3; 10]-jaulas fueron encontradas de manera independiente por Balaban,
Harries y Wong. Ademds Wong probé que solo existen estas tres [3; 10]-jaulas

y no se conocen otras [k; 10]-jaulas.

6.- Benson encontr6 una [k; 12]-jaula minimal para cada k — 1 potencia de
primo, sin embargo las [k; g]-jaulas minimales para k — 1 potencia de primo y
g € {6,8,12} son los Poligonos Generalizados como veremos mas adelante en

este capitulo, y estas son justamente las que encontré Benson para g = 12.

Proposicion 3.3.1 El minimo nimero de vértices de una |k; g]- jaula de

cuello g = 2d, cond > 2, es fo(k; g) = 2(1+(k—1)+(k—1)2+..+(k—1)"7).

Demostracién. Sea G una [k; g]-jaula con cuello g = 2d y sea (p,q) una

arista cualquiera de G. Consideremos la particién distancia de p y ¢ respec-
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tivamente; como G es k-regular entonces p y ¢ tienen cada uno otros k — 1
vecinos, y nuevamente cada uno de estos vecinos tiene otros k — 1 vecinos
ademds de p y ¢. Siguiendo con este proceso podemos definir los conjuntos

Gilp] y Gilq] como sigue (Ver Figura 3.10):

Gilp] ={z € Gl dg(z,p) =1 y de(z,q) =i+ 1}y

Gilgl = {r € G| dg(x,q) =i yde(z,p) =i+ 1} paral <i<d—2.

Veamos que el cardinal de los conjuntos Gi[p] y Gilq] es (k — 1), para
1 <1 < d—1; para ello notémos primero que el cardinal de dichos conjuntos
no puede exceder a (k—1)¢ debido a que la gréfica es k-regular. Supongamos
entonces y sin pérdida de generalidad que el conjunto G;[p| tiene menos
vértices (Ver Figura 3.11), esto quiere decir que existen al menos dos vértices
en el conjunto G;_1[p] que tienen vecinos comunes a distancia ¢ de p. Entonces
en GG se forma un ciclo de longitud 2i, lo cual contradice que el cuello de GG

es 2d.

Asi el miimero de vértices en |G;[p|UG;[q]| es 2(k—1)" para 1 <i < d—1.
Por otro lado, notémos que para que exista un ciclo de tamano 2d debe haber

adyacencias entre vértices pertenecientes a los conjuntos G4—1[p] y Ga-1q]-
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Figura 3.10:
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Por lo tanto, el minimo nimero de vértices para que exista una [k; g- jaula

de cuello g = 2d, cond > 2, es f(k; g) = 2(1+(k—1)+(k—1)2+...+(k—1)%"1),

que es lo que se queria probar, notando que d — 1 = %. [

Figura 3.11:

Las jaulas minimales de cuello par satisfacen algunas propiedades simi-
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lares a las jaulas minimales de cuello impar (Graficas de Moore), ya que am-
bas son distancia-regulares, tienen didmetro d y tienen un arreglo de intersec-
ci6n fijo que en este caso es el siguiente: {k, k—1,k—1,....k—1;1,1,1,..., 1, k}

[3]. Ademas a diferencia de las de Moore estas jaulas son bipartitas.

Proposicion 3.3.2 La [n + 1;6]-jaula minimal es la grifica de incidencia

del plano proyectivo PG(2,n), para n potencia de primo.

Demostracién. Sea () la gréfica de incidencia de PG(2,n). Por la Proposi-
ci6n 3.1.1 y el Corolario 3.1.2 sabemos que (2 tiene cuello 6 y que es (n + 1)-
regular. Para ver que 2 es la [n+1; 6]-jaula minimal solo resta ver que alcanza
la cota inferior fy(n + 1;6) . Pero de nuevo por el Corolario 3.1.2 sabemos
que |V ()| = 2(1 + n + n?) la cual coincide con fo(n + 1;6) y por lo tanto

es la [n + 1;6]-jaula minimal.

A continuacién describimos la [n+1; 6]-jaula a partir del plano proyectivo
PG(2,n), para esto usaremos la notaciéon empleada anteriormente en este

capitulo.

Como estamos en un caso de cuello par iniciaremos su construcciéon con

una arista (a, b). Como los planos proyectivos son vértice-transitivos entonces
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podemos suponer sin pérdida de generalidad que el vértice a de la arista (a, b)
es el punto al infinito p., y que el vértice b es la linea al infinito /.. Por como
se construy6 el plano PG(2,n) sabemos entonces que las n lineas de la forma
[*,b] junto con I, serdn los (n + 1) vecinos de p, en €, y que los puntos
{Po, P1; --s Pan—2} junto con p, los (n + 1) vecinos de l,. De igual manera,
haremos adyacentes a [, b] con los puntos de la forma (b,y) con y € GF(n)
y a p; con las rectas de la forma [i,b] y con esto concluimos la construccién
de la [n + 1;6]-jaula. El resto de las adyacencias estdn determinadas por la
regla de incidencia de los planos proyectivos, es decir el punto (z,y) estd en

la recta [m,b] siy =mz+b. m

En la Figura 3.12 mostramos la [3;6]-jaula como gréfica de incidencia

del plano de Fano (o grifica de Heawood).

El siguiente teorema generaliza el resultado anterior con una prueba muy

sencilla.

Teorema 3.3.3 La grifica de incidencia Q(GP(n)) es una [n + 1;2l]-jaula

minimal.

Demostracién. Por el teorema 3.2.2 sabemos que Q2(GP,(n)) es (n + 1)-
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pOO

Figura 3.12:

regular y que tiene cuello 2[. Para ver que Q(GP,(n)) sea una [n + 1;2[]-

jaula minimal solo resta ver que alcance la cota inferior fo(n + 1;2[). Por el
-1

mismo teorema sabemos que |V (Q2(GP,(n)))| = 2(>_n"), el cual coincide con
i=0

fo(n + 1;20). Por lo tanto Q(GP,(n)) es una [n + 1;2(]-jaula minimal. m

Corolario 3.3.4 Cuando n es potencia de primo y | € {3,4,6} existe una

[n + 1, 2l]-jaula minimal.

Demostraciéon. Sabemos que los [-gonos generalizados de orden n existen
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solamente para los pardmetros de n y [ descritos en la hipétesis del corolario,
y entonces por el teorema anterior su gréfica de incidencia es una [n + 1, 21]-

jaula minimal. m

En el capitulo anterior y en este probamos las cotas inferiores de las [k; g]-
jaulas de cuello impar y de cuello par. A continuacién enunciamos de nuevo
las dos juntas. Cabe mencionar que varios matemaéticos han estudiado las

cotas superiores de las [k; g]-jaulas.

Existen varias cotas inferiores de una [k; g]-jaula, una de ellas se encontré

al contar los vértices que salen de un vértice o de una arista, y es la siguiente

[9]:
g—2
S (k — 1)F) — 2(k—1)8 —2 :
. (;)( — 1)) = =55— si g es par.
fO( 79)_ ngl . k(k_l)%l_Q ‘ .
Yo k(k—1)"! = F=L>-— siges impar.

Por otro lado en [11] Lazebnik, Ustimenko y Woldar obtuvieron reciente-

mente la siguiente cota superior para k > 2y g > 5:
39
fo(ks; g) < 2kqa—"

donde ¢ es la potencia de primo impar m&s pequena que satisface k < ¢
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—_

11
4

N~

ya=4, , % con g =0,1,2,3 (mod4) respectivamente.

Miés recientemente en [12], Araujo, Gonzélez, Montellano-Ballesteros y

Serra probaron que:

fo(k,g) < qu% donde ¢ es la potencia de primo mas pequena no impar

que satisface k < qy g € {6,8,12}



Capitulo 4

Construccién y coloracién de la

7, 5]-jaula minimal

En el trabajo previo a esté capitulo se vié que las Gréficas de Moore de
didmetro d coinciden con las jaulas minimales de cuello 2d + 1. En este capi-
tulo queremos estudiar coloraciones de gréaficas en dos ejemplos particulares,
la gréfica de Petersen ((3,2)-gréfica de Moore o [3,5]-jaula) y la gréfica de
Hoffman-Singleton ((7,2)-grafica de Moore o [7,5]-jaula). Ademds colore-
aremos algunas subgréficas de Hoffman-Singleton que resultan ser jaulas: la
[5, 5]-jaula y la [6, 5]-jaula con 30 y 40 vértices respectivamente.

73
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4.1. Construccién de la [7,5]-jaula minimal

Existen al menos tres construcciones diferentes de la [7, 5|-jaula minimal.
En esta seccién daremos una basada en la descripcién de los planos afines
algebraicos que hicimos en el capitulo anterior, concretamente en el plano
afin A(2,5) de orden 5 que se construye sobre Zs. En este caso particular se

tiene:

P=A{(yloy€ sty L=(Y {L})U{L}.

Para construir la grafica consideremos el conjunto P y el conjunto L\ L,
que geometricamente consta de todas las rectas de pendiente m con m € Zs,
salvo las rectas con ecuacion x = by b € Zs. Sea Bj la subgrafica de la grafica
de incidencia del plano afin restringida a estos dos conjuntos. A continuacién

exhibiremos algunas propiedades de Bj :

1) By es 5-regular: sabemos que en A(2,5) por cada punto pasan seis
lineas, pero como quitamos la clase de lineas L, entonces a cada punto le
quitamos una linea, lo cual se traduce a que cada vértice de Bs, que sea un
punto en el afin A(2,5), tiene grado 5 ya que por él pasan exactamente 5

lineas. Por otro lado también sabemos que cada linea en A(2,5) tiene cinco
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puntos, es decir cada vértice de B; que sea una linea serd adyacente a 5

puntos.

2) B; tiene orden 50: como A(2,5) tiene 25 puntos y 30 lineas de las cuales
conservamos solamente 25, entonces claramente la gréfica bipartita By tiene

50 puntos.

3) Bs es vértice-transitiva: recordemos que esto quiere decir que dados
cualesquiera dos vértices de Bj existe un automorfismo que manda uno en el
otro. Estd afirmacion estd basada en el hecho de que en el plano proyectivo
de orden n o en cualquier subconjunto de puntos y lineas del mismo, siempre
podemos mandar puntos en puntos y lineas en lineas usando traslaciones y
rotaciones. Para mandar un vértice del conjunto P a un vértice del conjunto
L utilizamos el automorfismo ¢ que manda el punto (a,b) a la recta [a, —b] y
visceversa. Claramente ¢ es un automorfismo porque es biyectivo y ademés si
el punto (a, b) es adyacente a la linea [m, n] en Bs, probaremos a continuacién
que también ¢((a,b)) es adyacente a ¢([m,n]) en Bs (es decir que la linea
#((a, b)) contiene al punto ¢([m,n]). Como ¢((a,b)) = [a, —b] y ¢(m,n]) =
(m, —n) entonces (m,—n) € [a,b] si y solo si —n = am — b , es decir que

b = am + n, lo cual es cierto porque (a,b) € [m,n], entonces ¢((a,b)) y
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¢([m,n]) son adyacentes en Bs. Esto ultimo nos dice que ¢ manda puntos
en lineas y lineas en puntos, por lo tanto Bj es vértice-transitiva mediante

cualquier automorfismo que sea composicién de traslaciones, rotaciones y ¢.

En la Figura 4.1 mostramos el conjunto de vértices de la gréafica By, donde
el conjunto P; corresponde al conjunto de puntos {(¢,0), (i, 1), (¢, 2), (,3), (i,4)}
(notemos que estos vértices pertenecen a la linea = = i), analogamente el con-
junto E; corresponde a las lineas del plano afin {[i, 0], [z, 1], [1, 2], [4, 3], [¢, 4] }.
Cabe senalar que las adyacencias entre puntos y rectas (vértices en distintas
componentes de la bipartita) no estdn puestos en la figura, esto es porque
son muchas adyacencias, sin embargo cada vértice en algin P;, para i € Zs
fijo, tiene un tnico vecino en cada E; con j € Zs y analogamente para los

vértices en F; con i fijo.

Nétese que si z € P,y y € P; para i # j entonces d(z,y) en Bs es dos
porque por cualesquiera dos puntos pasa una linea, y de manera andloga
se ve que dos elementos * € E; y y € E; estdn a distancia dos. Por otro
lado la distancia entre dos elementos cualesquiera € P, y y € Ej, 4,]
no necesariamente distintos estdn a distancia a lo mas 3, ya que si x € y

entonces d(x,y) = 1, y si x ¢ y existe una linea I, por x que intersecta
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a y y entonces en Bj la trayectoria xl,y que une a x y y tiene longitud 3.
Finalmente dos vértices en el mismo conjunto P; (o en el mismo conjunto E})
estan a distancia larga, estrictamente se puede mostrar que estd distancia es

cuatro.

Nuestro objetivo a continuacién es anadir aristas que acorten la distan-
cia entre vértices, que en Bj estdn a distancia tres o cuatro. Para lograr
esto construiremos ciertas graficas de Cayley de didmetro dos de la siguiente

maneras:

En los preliminares del Capitulo 1 se definieron graficas de Cayley para
grupos multiplicativos, en este caso el cual puede generalizarse a cualquier
potencia de primo congruente con 1(mod 4), usaremos el grupo aditivo Zs
y los subconjuntos Sp = {1,4} y Sgp = {2,3} para construir dos gréficas
de Cayley P y FE generadas por Sp y Sg respectivamente (Ver Figura 4.2),

definidas estds como sigue:

EP)={(@J)lj—i€Spty

E(E) ={(5,J)l j —i¢€ Sp}.
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Figura 4.2:

Noétese que:

1) Como Sg = —Spy Sp = —Sp entonces FE y P estén bien definidas.

2) Sp =aSgy Sg = aSp para a = 2.

3) Sp U Sp = Zt.

Por la observacion 2 las graficas P y E son isomorfas y el isomorfismo
f:V(P) — V(E) es tal que f(x) = ax para a = 2, y lo anterior junto con
la observacién 3 muestra que P y E son gréficas autocomplementarias y por

lo tanto tienen didmetro 2.
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Una vez construidas estds grificas incertaremos una copia de P en cada
conjunto F; y una copia de £ en cada conjunto Ej, para i, j. € Zs como se
muestra en la siguiente figura. Denotaremos por B;(P, E) a estd gréfica (Ver

Figura 4.3).

Proposicion 4.1.1 La grifica Bs(P, E) es vértice-transitiva y tiene didmetro

dos.

Demostracién. Primero probaremos que la gréfica Bs(P, E) es vértice-
transitiva, es decir, que para cualesquiera dos vértices de Bs(P, E) existe
un automorfismo que lleva un vértice en el otro. Nétese que las traslaciones
y rotaciones del plano afin A(2,5) actian también como automorfismos de
Bs(P, E), y recordemos que el automorfismo ¢ que manda al punto (z,y) en

la recta [z, —y] definido anteriormente es un automorfismo de Bs.

Hay cinco maneras de escoger a la pareja de vértices pertenecientes a la

grafica Bs(P, E):
1.- Ambos pertenecen a la subgréfica P; para alguna i € Zs.

2.- Ambos pertenecen a la subgréfica E; para alguna ¢ € Zs.
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3.- Uno pertenece a la subgréfica P; para alguna i € Zs y el otro pertenece

a la subgréfica P; para alguna j € Zs e i # j.

4.- Uno pertenece a la subgrafica E; para alguna i € Zs y el otro pertenece

a la subgréfica E; para alguna j € Zs e i # j.

5.- Uno pertenece a la subgréfica P; para alguna i € Zs y el otro pertenece

a la subgréfica E; para alguna j € Zs.

Los automorfismos que funcionan para los casos 1, 2, 3 y 4 son las
traslaciones y rotaciones como se habia mencionado en el inciso 3) de las
propiedades de la grifica Bs. Para el caso 5 definimos una biyeccién « sobre
el conjunto de vértices de Bs(P, F) como «((a, b)) = (a, 2b) en el conjunto de
puntos y «([a,b]) = [2a,2b] en el conjunto de lineas. No es dificil ver que «
preserva la relacién de incidencia del plano afin A(2,5), lo cual nos dice que

a es un automorfismo de la grafica Bs.

Sean (a,b) y [m,n] un punto y una recta respectivamente de la grafica
Bs(P, E). Veamos que existe un automorfismo que manda al punto (a, b) en
la recta [m,n] y un automorfismo que manda a la recta [m,n| en el punto
(a,b). Para ello consideremos a la traslaciéon 7 que manda al punto (x,y) en

el punto (z +3m —a,y —3n —b). Si v = a0 ¢ o T entonces
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Y((a,b)) = aopor((a,b)) = aod((a+3m—ab—3n—-10) =ao

o(3m, —3n) = a([3m, 3n]) = [m, n].

Por tanto 7 es el automorfismo que manda el punto (z,y) en la recta

[m,n|. Ademds !

serd el automorfismo que manda la recta [m,n] en el
punto (a,b). Por lo tanto las traslaciones, rotaciones y v forman un grupo de

automorfismos que permiten que Bs(P, E) sea vértice-transitiva.

Una vez probada la vértice-transitividad probaremos que el didmetro
de Bs(P, E) es dos, para esto basta probar que la excentricidad del (0,0)
es dos. Primero consideremos la distancia del (0,0) a la recta [m,b]. Si
b = 0 entonces d((0,0),[m,0]) = 1 ya que (0,0) € [m,0] para toda m.
Si b # 0 entonces d((0,0),[m,b]) = 2 ya que si b € {1,4} entonces T; =
{(0,0), (0,b), [m, b]} es una trayectoria de longitud dos, y si b € {2,3} en-

tonces Ty = {(0,0), [m, 0], [m, b]} es otra trayectoria de longitud dos.

Anteriormente en este capitulo se probé que cualesquiera dos puntos en
Bs que no pertenecen a la misma subgréfica P; para i € Zs estdn a distancia
dos, por lo tanto d((0,0), (z,y)) = 2 si * # 0. Ahora si x = 0 entonces
(0,y) € Py y claramente d((0,0),(0,y)) es a lo mas dos. Por lo tanto la

excentricidad de (0,0) es dos y el didmetro de Bs(P, F) es dos. m
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4.2. Coloracién de la [7;5]-jaula minimal

El objetivo principal de estd seccién es probar que la [7; 5]-jaula minimal
construida en la seccién anterior, tiene nimero cromatico cuatro. Para en-
contrar el nimero cromético colorearemos esta gréfica siguiendo un método,
el cual nos dard automé&ticamente coloraciones para subgréificas especificas

de esta y que resultan ser a su vez:
1.- El ciclo C5 o [2; 5]-jaula minimal cuando el orden es 5.
2.- La gréfica de Petersen o [3;5]-jaula minimal cuando el orden es 10.

3.- Una [4;5]-gréfica de orden 20 que no es jaula (pero casi) ya que la

[4; 5]-jaula conocida es de orden 19, ver [14].
4.- Una [5; 5]-jaula cuando el orden es 30.
5.- La [6; 5]-jaula cuando el orden es 40 y finalmente,
6.- La [7; 5]-jaula minimal de orden 50 o gréfica de Hoffman-Singleton.

Ademas este método de coloracion estd dado de tal forma que la coloracion
de la [k;5]-jaula para 2 < k < 6, nos da informacién sobre la coloracién de

la [k 4 1; 5]-jaula.
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En lo que resta del capitulo nos referiremos a las [2; 5]-jaula, [3;5]-jaula
y [7;5]-jaula como el ciclo Cj, la grafica de Petersen y la grafica de Hoffman-
Singleton respectivamente. Para lograr nuestro objetivo haremos algunas ob-

servaciones y probaremos varios resultados.

En adelante si G es una grafica, f es una k-coloracién de Gy {C1, Cy, ..., C}
es el conjunto de clases cromaticas inducidas por f entonces la cardinalidad
de la clase cromdtica C;, para ¢ = 1,...,k , es el nimero de elementos de

dicha clase (vértices de G de color 7).

Observacién 1. El nimero cromético del ciclo Cs es 3, ya que claramente
no es posible colorearlo con 2 colores y sin embargo, como se muestra en la
Figura 4.4, es posible dar una 3-coloracién de él. Ademds toda 3-coloracién de
C5 tiene la propiedad de que dos de sus clases cromadticas tienen cardinalidad

dos y por tanto una clase de cardinalidad uno.

Notemos que la grifica de Petersen se construye a grandes rasgos, al hacer
adyacentes a los vértices del ciclo C5 con los vértices de su complemento, el
cual geometricamente forma una estrella de 5 picos a la que llamaremos F

(isomorfa al ciclo Cs).

Observacién2. El nimero cromético de la gréfica de Petersen es 3.
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Figura 4.4: Ciclo Cj

Como el ciclo C5 es una subgréfica de la gréfica de Petersen y x(Cs) = 3
entonces el nimero cromédtico de Petersen es al menos 3. Sin embargo existe
una 3-coloracién de la grafica de Petersen (Ver Figura 4.5), que prueba que

su nimero cromatico es 3.

En lo que resta del capitulo supondremos sin pérdida de generalidad que
las tres clases cromdticas de la grafica de Petersen son, como en la Figura
4.5, verde, rojo y amarillo, y que las clases rojo y verde tienen cardinalidad 2
en C5. Veamos como tienen que estar distribuidas las tres clases cromaticas
en la gréafica de Petersen para obtener una 3-coloracién de ella. Para ello
primero se probard que hay dos clases cromadticas de la gréfica de Petersen

con la propiedad de tener cardinalidades diferentes en C5 y en E, es decir
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Figura 4.5: Gréafica de Petersen

una de ellas en Cj tiene cardinalidad 1 y la otra se comporta al reves.

Proposicion 4.2.1 FEziste exactamente una clase cromdtica de la grifica de

Petersen que tiene la misma cardinalidad tanto en Cs como en E.

Demostraciéon. Supongamos lo contrario, es decir, que hay al menos dos
clases cromdticas con la misma cardinalidad en C5 y E respectivamente.
Notemos que esto implica automaticamente que las 3 clases crométicas lo
cumplen. Asi, sin pérdida de generalidad en cada una de las subgraficas Cs

y FE las clases cromadticas verde y rojo tienen cardinalidad dos.

Etiquetemos a los vértices de Cs con ug ug, us, us y us, y a los vértices
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Figura 4.6:

de E con vy v, v3,V4 ¥ Us, y supongamos sin pérdida de generalidad que las
aristas que hacen adyacentes a los vértices de C5 y E para construir a la
grafica de Petersen son de la forma (u;,v;) para 1 < i < 5. Asignemos una
3-coloracién a la subgrifica Cy suponiendo sin pérdida de generalidad que
los conjuntos {us}, {us, us} v {us, us} forman las clases cromaticas amarillo,

verde y rojo respectivamente (Ver Figura 4.6).

Como estamos suponiendo que también en E la clase cromadtica verde

tiene cardinalidad dos, entonces por como se definieron las adyacencias an-
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teriormente estd clase estd formada por vy y vs (Ver Figura 4.7).

Por otro lado, por la misma razén sabemos que la clase cromética roja
de E debe de ser la formada por los vértices v; y vy, lo cual no es posible
ya que v; ya estaba coloreado de verde. Por lo tanto hay exactamente una
clase cromdtica de la gréfica de Petersen que tiene la misma cardinalidad en
cada una de las subgréficas C5 y E, y més atin la cardinalidad de estd clase

es dos. m

Figura 4.7:



90CAPITULO 4. CONSTRUCCION Y COLORACION DE LA [7,5)-JAULA MINIMAL

Entonces en una 3-coloracién de la Gréfica de Petersen hay un color de
cardinalidad dos en C5 y en F, y los otros dos colores tienen cardinalidades

distintas en C5 y en E.

Proposicion 4.2.2 Sean i, € Zs no necesariamente distintos. Entonces la
subgrifica de Bs(P, E) inducida por los vértices de P; y E;, denotada por

Glijy, es tsomorfa a la grifica de Petersen.

Demostracién. Sea Gy; ;; la subgréfica inducida por los vértices de P y E;
y supongamos que los vértices de la grafica de Petersen estdn etiquetados

como se muestra en la siguiente figura (Ver Figura 4.8).

Figura 4.8:
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Por la manera en la que se construyé la gréfica de Hoffman-Singleton

sabemos que las adyacencias entre los vértices de F; y £ son las siguientes:

(,0) es adyacente a [j, —ji]

(7,1) es adyacente a [j, 1 — ji

(1,2) es adyacente a [j,2 — ji

(i,3) es adyacente a [j,3 — ji

(1,4) es adyacente a [j,4 — ji]

Entonces g : V(Petersen) — V(Gy; ;) definida como:

9(1) = (i,0)

9(2) = (4, 1)

9(3) = (i,2)
9(4> = (i73)
9(5) = (1,4)

9(7) = 1j, 1 = jil

9(8) = 15,2 — jil

99) = 4,3 — jil

9(10) = [j, 4 — jil

muestra un isomorfismo entre los vértices de la grafica de Petersen y los

vértices de la grafica Gy; ;. m
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En la prueba de la coloracién de la gréfica de Hoffman- Singleton se usard
fuertemente que, la subgrafica Gy; j; no podra ser 3-coloreada de tres maneras
distintas una vez determinadas las clases crométicas de la subgréficas P; (o
E;), y alguna de las clases cromdticas de cardinalidad dos de E; (o F;), y

esto se refleja en el siguiente Lema.

Lema 4.2.3 Sean i,m € {0,1,2,3,4}. Si se dd una 3-coloracion de la sub-
grifica P; y se fija una clase cromdtica de cardinalidad dos en E,, entonces
es posible encontrar, bajo estas condiciones, unicamente dos 3-coloraciones

distintas de la grifica G my -

Demostracién. Supongamos sin pérdida de generalidad que P; tiene la sigu-

iente 3-coloracion asignada:

Sea g : V(P;) — {rojo,verde, amarillo} definida como sigue (Ver Figura

4.9):

9((5,0)) = rojo

g((i,1)) = verde

9((i,2)) = rojo
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(L0)

(i.1)

Figura 4.9:

9((1,3)) = verde

9((i,4)) = amarillo

De la proposicion 4.2.1 se desprende que la clase cromédtica amarilla de la
subgrafica F,, tiene cardinalidad dos y que alguna de las clases rojo o verde
también. Supongamos sin pérdida de generalidad que la clase cromadtica roja
de E,, tiene cardinalidad dos; entonces los vértices [m, —im] y [m,2—im| no
pueden ser coloreados de rojo (ya que estos son adyacentes respectivamente
a (7,0) e (i,2)). Por lo tanto los elementos de esta clase no tienen otra opcién

mas que ser los vértices [m,3 —im] y [m,4 —im] (ver Figura 4.10).
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(10)

(i)

Figura 4.10:

Entonces la clase cromética amarilla de FE,, solo tiene dos opciones de
ser formada , una es por el conjunto {[m, —im|,[m,1 —im|} y otra es por el

conjunto {[m, 1 —im|, [m,2 — im]} (ver Figura 4.11). m

Observacién 3. Una consecuencia inmediata del Lema 4.2.3 es que si la
subgrafica inducida por los vértices de Py, En,, Em, v Em, (donde mq,my
y ms son elementos distintos de Zs) es 3-coloreable entonces existen dos
subgréficas F; y Fy (para [,k € {my,ms, ms}) con la misma coloracién. (es
decir que si g y g/ son coloraciones de E; y Fj respectivamente entonces

g([l,r]) = g([k,r]) para toda r € Zs).
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(.0) (1,0)

(L4 © (AN (W XS (i,1)

(1.3) (i2)

(i,3) (i.2)
Coloracion 1 Coloracion 2

Figura 4.11:

Sean i,j,m,n € Zs con i # j y m # n. Denotemos con Gy ;1 mn} a la
subgréfica de Bs(P, E') inducida por los vértices de las subgréficas P;, P;, E,,

y Ey.

Sean i, j € Zs con i # j. Diremos que las subgréficas P, y P; de B5(P, E)

estén coloreadas de la misma manerasi f((i, k)) = f((j, k)) para toda k € Zs.

Lema 4.2.4 No es posible dar una 3-coloracion de la grifica Gy jy (mpny Si

sus subgrdficas P; y P; estdn coloreadas de la misma manera.

Demostraciéon. Supongamos por lo contrario que si es posible dar una 3-
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coloracion de G; jy,mny v sea f @ V(F;) — {rojo,verde,amarillo} una 3-
coloracién de P; (por tanto de F;) definida sin pérdida de generalidad como

sigue:
F((,0)) = f((4,0)) = rojo
f((@,1)) = £((4, 1)) = verde
F((6,2)) = f((4,2)) = rojo
F((6,3)) = f((4,3)) = verde
F((i,4)) = f((4,4)) = amarillo

Por la proposicién 4.2.2 sabemos que la subgréficas inducidas por los con-
juntos de vértices de cada uno de los conjuntos {P, E,,.},{ P, E.}, { P}, B}
y {P;, E,} son isomorfas a la gréfica de Petersen. Supongamos sin pérdida
de generalidad que la clase rojo de FE,, tiene cardinalidad dos. Por la forma
en la que estdn definidas las adyacencias en la grafica Bs(P, F) (Hoffman-
Singleton) sabemos que los vértices de F,, adyacentes a los veértices (i,0) e
(1,2), a saber [m, —im| y [m,2 — im| no pueden ser coloreados de rojo. Por
lo tanto la clase cromdtica roja de F,, no tiene otra opcién mas que ser el

conjunto {[m,3 — im|, [m,4 — im]} (Ver Figura 4.12).
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(10)

Figura 4.12:

(i)

97
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Por otro lado también sabemos que los vértices de F,, adyacentes a los
vértices (7,0) y (7,2), a saber [m, —jm] y [m, 2— jm] respectivamente (nétese
que estos vértices estdn a distancia 1 en F,, (ver segunda coordenada); estd
observacién es muy importante y la usaremos méds adelante), tampoco pueden
ser coloreados de rojo (ya que estamos suponiendo que (j,0) y (j,2) estan

coloreados de rojo).

Como estamos suponiendo que si Gy; j1 fmn} €s 3-coloreable entonces los
vértices (7,0) vy (j,2) no pueden ser adyacentes a los vértices [m,3 — im] y
[m, 4 —im] (ya que estos estén coloreados de rojo). Como los unicos vértices
de E,, que pueden ser adyacentes a (j,0) y (j,2) estdn a distancia uno (por
la observacién anterior) y no pueden ser ni [m, 3 —im| ni [m, 4 — im] entonces

claramente son [m, —im] y [m,2 — im].

Hay dos maneras de hacer adyacentes a los vértices del conjunto {(j,0),

(7,2)} con los vértices del conjunto {[m, —im], [m,2 — im]}:

1) El vértice (7,0) es adyacente a [m, —im| y el vértice (j, 2) es adyacente

a [m,2 —im| (Ver Figura 4.13).

2) El vértice (7,0) es adyacente a [m, 2—im] y el vértice (j,2) es adyacente

a [m,—im] (Ver Figura 4.14).
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(1.0) [1.0]

1]

Figura 4.13:

li.1]

Figura 4.14:
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Como i # j entonces [m, —im| # [m, —jm] y [m,2 —im] # [m,2—jm|, y
por lo tanto el caso 1 no es posible. Por otro lado, si suponemos que el caso

2 es posible entonces:
0=jm+(2—1im)y2=jm—im.
Despejando de ambas ecuaciones a jm se tiene que:
jm=2+imy jm=1im— 2.

Por lo tanto, 2 +tm = 1m — 2, de lo que se desprende que 4 = 0, lo cual
es una contradiccién, y por lo tanto no es posible asignar una 3-coloracién a

la grafica G j3 {m,n) bajo las hipétesis del Lema. m

De manera andloga se prueba que no es posible dar una 3-coloracién de
la grafica G'(; j},{mn} i sus subgrédficas F; y I estdn coloreadas de la misma

manera.

Proposicion 4.2.5 El nimero cromdtico de la grifica de Hoffman-Singleton

es cuatro.

Demostracion. Sea G la gréafica de Hoffman-Singleton y S; los subconjuntos

de vértices de G definidos recursivamente como:
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So={V (o)} U{V(E0)} ¥
S, = jgzsj U{V(P)}YU{V(E)} para 1 <i < 4.

Notemos que los subconjuntos Sy, 51, 52, S3 vy S4 tienen respectivamente
10, 20, 30,40 y 50 elementos. Denotemos por G; a la subgréfica inducida por

el conjunto S; para ¢ € Zs.

Consideremos a la subgréfica G y nétemos que esta es igual a la subgra-
fica G ;3 (coni =0y j = 0) definida para la demostracién de los resultados
anteriores . Por la proposicién 4.2.2 sabemos que la gréfica G es isomorfa a
la gréfica de Petersen. Entonces por la Observacién 2 el nimero cromatico

de Gy es 3 (Ver Figura 4.15).

Figura 4.15:

Por otro lado el nimero cromatico de la subgrifica GG; es al menos 3
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(0,0) [0.0]

(0,4) (0,1) [0.4] [0.1]

(0.3) (©:2) 03] [0.2]

Figura 4.16:

debido a que contiene como subgréfica a la gréfica de Petersen. Sin embargo,
existe una tres coloracién de G; (Ver Figura 4.16), lo cual pueba que su

nimero cromético es 3.

Notemos que en estd coloracion Fy y P; tienen distintas coloraciones
(analogamente Ey y E;) ya que en el Lema probamos que no es posible

que dos pentdgonos (o dos estrellas) tengan la misma coloracién.

Consideremos ahora a la subgrafica G5 y veamos que su niimero cromético
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(C.0)

Figura 4.17:

es cuatro.

Supongamos por lo contrario que Gy es 3-coloreable (con rojo, verde y
amarillo) y supongamos sin pérdida de generalidad que la subgrafica G}

estd tres coloreada como se muestra en la figura 4.17.

Dado que la clase cromética amarilla de P, tiene cardinalidad uno en-
tonces de la Proposicién 4.2.1 se desprende que la clase cromética amarilla
de cada una de las subgréficas E; y F5 tiene cardinalidad dos. Notemos tam-
bien que las clases crométicas roja y amarilla tienen cardinalidad dos en Ey;

existen tres maneras de distribuir la clase cromética roja en E; y Fs:

Caso 1) Cuando la clase cromdtica roja tiene cardinalidad dos en cada

una de las subgraficas Fy y FEs.
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Caso 2) Cuando la clase cromética roja tiene cardinalidad dos en exacta-

mente una de las subgréficas, ya sea Ey o Fs, y finalmente

Caso 3) Cuando la clase cromdtica roja tiene cardinalidad uno en ambas

subgréficas Fy y Fs.

Si ocurriera el Caso 1 y tomando en cuenta que la clase cromética amarilla
de cada una de las subgrificas Fy y F5 tiene cardinalidad dos, entonces por
la Observacién 3 para los valores siguientes: m; = 0,me = 1y mg = 2
existirdn dos subgréficas E; y E; (parai,j € {0,1,2} e i # j) tres coloreadas
de la misma manera, con lo cual por el Lema 4.2.4 no es posible 3-colorear
a la subgréfica inducida por los conjuntos Fy, Py, E; y Ej, lo cual es una
contradiccién ya que estd es una subgréfica de G5 y estamos suponiendo que

(5 es 3-coloreable.

En el Caso 2 sea Ej, (para k € {1,2}) la subgréfica cuya clase cromética
roja tiene cardinalidad uno. Por la proposicién 4.2.2 las subgréficas induci-
das por los vértices de cada una de las parejas {Ey, Po},{Ex, P1} v {Ex, P2}
son isomorfas a la grifica de Petersen; por lo tanto por la proposicién 4.2.1
sabemos que la clase cromédtica roja tiene cardinalidad dos en cada una de

las subgraficas P, y P,, y también F, por hipétesis. Por otro lado, tambien
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la clase cromética verde de cada una de las subgraficas P, y P; tiene cardi-
nalidad dos, y esto se dé porque las subgréficas inducidas por los vértices de
cada una de las parejas {Ey, Po},{Eo, P1} y {Eo, P>} son isomorfas a la gra-
fica de Petersen y porque la clase cromatica verde de Ej tiene cardinalidad
uno. Entonces si consideramos como en el caso anterior a la Observacién 3
para los valores de i« = 0,57 = 1 y k = 2 entonces existirdn dos subgraficas
Py P; (con l,s € {0,1,2} y [ # s) coloreadas de la misma manera, con
lo cual por el Lema 4.2.4 no es posible 3-colorear a la subgréfica inducida
por los vértices de P}, Py, By y E1, lo cual como en el caso 1 también es una
contradiccién ya que es una subgréifica de G, la cual estamos suponiendo es

3-coloreable.

El analisis del Caso 3 es andlogo al anterior ya que en este caso tam-
bién consideramos que ambas grificas F; y Fs tienen clase cromdtica roja
con cardinalidad uno y es suficiente hacer el andlisis, como antes, para una

solamente.

Por lo tanto, como ninguno de los 4 casos es posible entonces la subgra-
fica G5 no es 3-coloreable. En la Figura 4.18 se dd una 4-coloraciéon de Gb,

probando que (G5 es 4-coloreable.
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(0.0
[O@”
0,3) ©.2)
(1.0
| @”
1.3) (1,2)
(2.0)

[2,4/. 2,1)

2.3) (2,2)

Figura 4.18:

[0.0]

[0.4] [0,1]
0.3] [0,2]
[1.0]

[1.4] (1.1]
1.3] [1.2]
[2,0]

[2,4] [2,1]
2.3] [2,2]
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Por dltimo las subgréficas GG3 y G4 son 4-coloreables como se muestra en

las figuras 4.19 y 4.20 respectivamente, y por lo tanto el nimero cromético

de la gréafica de Hoffman-Singleton es cuatro.

(0,0)
(0,4) (0,1)
(©,3) (0.2)
(1.0)

(1,4) (1.1)
(1.3) (1.2)
(2,0)
(2,4/. (2,1)
(2.3) (2.2)
(3.0)

(3,4) (3,1)
(3.3) (3.2)

Figura 4.19:

[0.0]

[0.4] /j\ [0,1]
[0, 3] [0.2]
[1.0]

[1.4] (1,11
[1,3] [1.2]
[2.0]

[2.4] /.\ [2,1]
[2.3] [2.2]
[3.0]

[3.4] /\ [3,1]
[3.3] [3.2]
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(0.0) [0.0]
(0.4) 0,1) (0.4 / [O0,1]
\ 47\
N / <
0,3) % [0.2]
(1.0) [1.0]
(1.4) (1,1 [1.4] [1,1]

(1 ,3 [, [1.2]
[2,0]

(2.4) [2,4] [2,1]

(2.3) [2.3] [2.2]
3,0]

(3.4) Al [3,1]
53) (3.2) 5,3 Y1521
(4,0) 4,0]

(4,4) (4,1 [4,4] [4,1]

O
@, 3 (4,2) (4.3] [4,2]

Figura 4.20: Coloracién de la gréfica de Hoffman-Singleton
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