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Introduccion

Hace méas de 30 anos, Bernd Fischer empezé su trabajo en grupos gene-
rados por una clase de conjugacion de 3-transposiciones, i.e., una clase de
conjugacién de involuciones D tales que d,e € D, tenemos que [d,e] =1 o
(d,e) = SLy(2). Donde, por involuciones nos referimos a elementos de orden
dos.

En este trabajo, usando la geometria de 3-transposiciones, i.e., los espacios
de Fischer, estudiaremos los grupos de 3-transposiciones y determinaremos
qué espacios tienen diagramas, de acuerdo a la categoria en la que estemos
trabajando. Este punto de vista geométrico es basicamente uno bajo el cual
un conjunto de generadores de un grupo es visto como una geometria sobre
la que el grupo actiia como un grupo de automorfismos. Tipicamente, los
objetos de la geometria son clases de conjugacion.

Como se verd en el capitulo 1, un espacio parcialmente lineal consta de un
conjunto de rectas que son conjuntos de tres puntos y ademds, se pide que,
por dos puntos sélo puede pasar a lo mas una recta. También estudiaremos
al subespacio generado por el conjunto de puntos de espacio y los espacios
de Fischer, el cudl es una configuracién en la cual todos sus planos son afines
o duales afines.

En el capitulo 2, introduciremos los grupos de 3-transposiciones. Estos gru-
pos fueron descubiertos por Fischer al preguntarse ;qué grupos finitos pueden
ser generados por una clase de conjugacion de involuciones, el producto de
cualesquiera dos cuyo orden sea 1, 2 o 37 La clase descrita es precisamente
la llamada clase de conjugacién de 3-transposiciones. El grupo que generan
es un grupo de 3-transposiciones.



Mientras clasificaba estos grupos, Fischer descubri6 tres de los 26 grupos es-
poradicos, que mas tarde fueron conocidos como Foy, Fb3 v Foy. Por esporadi-
cos nos referimos a que estos grupos no son miembros de las familias naturales
infinitas de los grupos simples finitos - los grupos alternantes y los grupos de
tipo de Lie.

En el capitulo 3 empezaremos definiendo diagrama y asi, en el desarrollo
de éste capitulo y del capitulo 4, determinaremos como se mencioné ante-
riormente, qué espacios tienen diagramas. Comenzaremos trabajando en la
categoria de espacios de Fischer y continuaremos con la categoria de espacios
simplécticos, esto es espacios que solo contienen planos duales afines. En la
primera categoria veremos que los espacios que tiene diagramas correspon-
den a los diagramas de Dynkin simplemente enlazados. La aportacién de
este trabajo consiste en demostrar directamente sin el uso de computadora
lo mencionado anteriormente, usando construcciones explicitas de estos es-
pacios a través de sus grupos de Coxeter asociados. En la segunda categoria
probaremos que todos los espacios tienen diagrama.

Terminaremos el trabajo dando diagramas explicitos para espacios de Fis-
cher.



Capitulo 1

Espacios parcialmente lineales

En este capitulo empezamos introduciendo las definiciones principales que
se usaran en el desarrollo de este trabajo. Tales como espacio parcialmente
lineal, configuraciones, subconfiguraciones, planos y plano dual afin y afin.
Después de haber introducido estas definiciones probaremos unos lemas que
se emplearan en los siguientes capitulos, siendo el resultado mas importante
de este capitulo el establecido en el lema 1.9, que nos describe que la forma
en la que en un espacio de Fischer C'y X C Cy, la subconfiguracién generada
por X es como sigue:

{P € Col3p1,...,pn € Co, 21, 2, € X t.q. p1 = 71,p = P,
{pis Tiv1, pisa} € Cl}
1.1 Definicién. Un espacio parcialmente lineal de orden 2, C' = (Cy, ()

consiste de un conjunto finito de puntos Cj y un conjunto de subconjuntos
Ch de Cy llamados lineas tales que:

» Para todo L € C) tenemos que |L| =3

» Si Ly T son dos lineas y [LNT| > 2 entonces L =T

Llamaremos a estos espacios configuraciones. Decimos que a # b en C
son colineales si existe L € (] tal que a,b € L. Denotaremos por a_Lb el
caso en el que a y b sean no colineales. La configuraciéon C' es conexa si para
cualquier par de puntos a,b € Cy existen L1, ..., L,, lineas tales que a € Ly,
be L,y LiNLi #0parai=1,...,m— 1.

De ahora en adelante solo consideraremos configuraciones conexas.



Espacios parcialmente lineales

1.2 Definicién. Un espacio P es 2-reducido si para x,y € P no colineales,
existe z € P tal que z es colineal con x pero no es colineal con y.

1.3 Definicién. Una subconfiguracion D de una configuracion C' consiste
en un subconjunto Dy C Cy con la propiedad de que si una linea en C}
contiene al menos dos puntos de D, entonces L C D;. Las lineas de D son
las lineas de C' contenidas en D;.

1.4 Definicion. Si X C C es la subconfiguracién méas pequena de C' que
contiene a X, la denotamos por (X), la subconfiguracién generada por X,
i.e. la interseccion de todas las subconfiguraciones que contienen a X.

1.5 Definicion. Un plano de C' es la subconfiguracion generado por dos
lineas con un punto comun.

1.6 Definicién. Sean X,Y configuraciones. Un morfismo de configura-
ciones ¢ : X — Y es una funcién ¢ : Xy — Y, que manda lineas en lineas.
Un isomorfismo es un morfismo biyectivo cuyo inverso es morfismo.

1.7 Definicion. Un automorfismo de C' es un isomorfismo de C' en C. Al
conjunto de automorfismos lo denotamos por:

Aut(C) = {0 : Cy — Cy| o es automorfismo} C Se,

Los planos dual afin y afin son los que se muestran a continuacion:

Dual afin

1.8 Definicion. Un espacio de Fischer es una configuracion en la cual
todos sus planos son afines o duales afines.



Espacios parcialmente lineales

1.9 Lema. Sea C' un espacio de Fischer y X C Cy. Entonces el conjunto

{peCol3p1,....pn € Co, x1,..., 2, € X t.q. pp =1, = Py,
{pi, ¥is1,pi11} € C1}

es la subconfiguracion generada por X.

Demostracion.
Denotemos por A al conjunto en cuestién. Primero probemos que A C (X):

Sea a € A. Demostremos que a esta en lo generado por X por induccién
en el tamano n de la sucesion que lo define. Sea n = 1, entonces existe
p1 € Cy, 1 € X tales que p1 = 1y a = p,, entonces a € (X). Suponga-
mos el resultado vélido para n — 1 y probémoslo para sucesiones de tamano
n. Si el tamano de la sucesién es n tenemos que existen py,...,p, € Cy y
T1,..., T, € X tales que p1 = 21, a = pp ¥ {Pn-1, Tn, P} es una linea. Como
r, € X y por hipétesis de induccién p,,_1 esta en lo generado por X, como
Dn es el tercer punto de la linea, entonces p,, estd en (X) por ser (X) confi-
guracion.

Ahora, probemos que (X) C A. Como X C A es suficiente probar que A es un
subespacio de C: Sean p, g dos elementos de A colineales y sea {p, q,r} € Ci.
Tenemos que probar que r € A. La demostracién la haremos por induccién
en la longitud minima n de las sucesiones que terminan en p. Supongamos
quen=1yv{q,...,¢=qn € Co, Y1,...,Ym € X} es una sucesién para q.

Entonces {q1,...,qm,7 € Co, Y1,--- Ym,p = p1 € X} es una sucesién
para r. Por lo tanto r € A. Ahora supongamos cierto el resultado para las
longitudes menores que n y supongamos también que la longitud de la suce-
sién que termina en p es n.

Supongamos que {pi,...,p = p, € Cy, x1,...,2, € X} es una sucesién
para p. Consideremos las lineas {p, x,,, pn—1} v {p, 7, ¢}. Si son iguales no hay
nada que probar. Entonces supongamos que son diferentes. Tenemos dos ca-
SOs:

Si el plano generado por ellos es dual afin entonces tenemos dos casos:



Espacios parcialmente lineales

b Tn Pn—1 b Pn-1 Tn

Para el primer caso, como {¢q, x,,t} € C}, entonces por el cason = 1, t estd en
el conjunto A, y como, {p,_1,t,7} € C; entonces, por induccién, también r
estd en el conjunto A. El caso dos es de forma anédloga.

Si el plano generado por ellos es el dual afin considere

Como {p,_1,¢,t} € Cy, por induccién, t estd en el conjunto A. Como {z,,t,s} €
(4, por el caso n = 1, s estd en el conjunto A y como {p,_1,s,7} € C} en-
tonces por induccion r € A. n

1.10 Lema. Sea C un espacio de Fischer. Sea L una linea de C'. Si un punto
fuera de L es colineal a un punto en L entonces es colineal a al menos dos
puntos de L.

Demostracion.

Sea L = {a,b,c} y sea d ¢ L. Supongamos que d es colineal a a y no col-
ineal a ¢ (de otra forma ya tendriamos el resultado). Como C' es un espacio
de Fischer, entonces se forma un plano dual afin y por lo tanto d es colin-
eal con b, o se forma un plano afin y por lo tanto d es colineal con a, by c. [J

1.11 Lema. Dados x y y puntos no colineales en una configuracion C existe
un punto d en la configuracion colineal a x y también a y.



Espacios parcialmente lineales

Demostracion.
Por inducciéon en el nimero minimo de lineas para conectar x y y, podemos
suponer que tenemos lo siguiente:

T b

Sizyaoyybson colineales entonces tenemos lo que se pide. Supon-
gamos entonces x y d son colineales y y y d lo son por el lema 1.10. Entonces
d es el punto buscado. O

1.12 Lema. Sea F y F' espacios de Fischer conexos. Sea ¢ : ' — F' un
morfismo de espacios de Fischer. Sea p y q puntos de F. Si p y q no son
colineales entonces ¢(p) y ¢(q) no son colineales o son iguales.

Demostracion.
Sea z colineal tanto a p como a g:

¢ manda lineas en lineas asi que tenemos las siguientes posibilidades:
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o(p) ?(q)
P(a)®~ 0o (D) o)~ o(b)
o(2) olc) olq) o(z) ¢(a) o(p)

En estos casos podemos notar que ¢(p) y ¢(g) son no colineales. Si tene-
mos el caso:

En este caso {p,b,c} es linea pero {¢(p), o(b), (b(c)} no lo es. ]



Capitulo 2

Grupos y espacios de Fischer

Veremos que hay grupos que pueden definirse con respecto a su relacién con
un espacio de Fischer, mas concretamente, a si contienen un espacio de Fisch-
er. Tales grupos se llaman grupos de 3-transposiciones. Estos grupos fueron
presentados por Fischer en Invent. Math en su articulo denominado Finite
groups generated by 3-transpositions en 1971. El los clasificé y al hacer esto,
aparecieron tres grupos simples nuevos.

Empezaremos definiendo v, € S¢, para x € Cj.

Se prueba un teorema (2.3) muy tutil para el desarrollo del trabajo en cuanto
a su utilidad para las desmostraciones de teoremas en capitulos siguientes,
que nos dice que ser espacio de Fischer es equivalente con que exista G grupo
tal que C' esta contenido en GG y con que Va € Cj 7, manda lineas en lineas.

Por dltimo, en el teorema 2.5 se establece una equivalencia para que un
grupo G sea de 3-transposiciones.

2.1 Definicién. Sea C un espacio parcialmente lineal de orden 2. Sea G un
grupo, decimos que C' esta contenido en G si existe un a funcién inyectiva
1: C, — G tal que:

a. i(a) es de orden 2 Va € Cy,
b. Siay bson elementos de Cy no colineales entonces i(a)i(b) = i(b)i(a),

c. SiL={a,b,c} esuna linea entonces i(a)i(b)i(a) = i(c),
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d. G estd generado por i(Cp).

2.2 Definicién. Para x € (), definimos 7, € S¢, como los siguiente:

B Y sixly
V=(y) = { z si{z,y,z} linea

2.3 Teorema. Sea C' configuracion conexa de al menos dos puntos. Son
equivalentes:

I. C es espacio de Fischer,
1. Existe G grupo tal que C esta contenido en G,
1. Va € Cy v, manda lineas en lineas.

Demostracion.

“Im = 11" Sea G el grupo generado por (Cp) dentro de S¢,. Demostremos
que G satisface a-d de la definicién 2.1. El inciso d de la definicion 2.1 se
satisface por la definicién de GG. Ahora, para probar el inciso a, hay que pro-
bar que 72 =1 Va € C. Sea b € C} tenemos dos casos:

Si a y b son colineales:

oo o Ya(b) = ¢ entonces v, (Va(b)) = Yalc) = b

Si a y b son no colineales:
®q

.b 'Ya('Ya(b)) =a(b) =b

Entonces 72 = 1. Por lo tanto se satisface el inciso a de la definicién 2.1. Aho-
ra supongamos que a y b no son colineales. Hay que probar que v,v, = YYa-
Sea ¢ € (. Tenemos varios casos:

Supongamos que c es colineal a a pero no a b, entonces:
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)
%%gc; = %(c; =z
— o o - —
a T c Yo YalC Y(x x

El caso en el que c es colineal a b pero no colineal a a es

similar al ante-
rior. Si ¢ no es colineal ni a a ni a b entonces:

Yab(c) = Yalc) = ¢
o e 8 i

Ahora, supongamos que c es colineal a a y a b, entonces:

a

d e VYalc) = n(d) = e
Ya(c) =7a(f) =€

c f b

Probemos ahora el inciso ¢ de la definicién 2.1, si I = {¢, f,b} es una linea
probemos que V.Y¢Ye = V5. Sea a € Cy. Tenemos los siguientes casos:

Si a no es colineal a ningin punto de la linea [:

L 2]
%W%%ag =a
' : y Mla) =a
c f b

Si a colineal con dos puntos de [, sean estos c y f entonces:
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a
d9-\° VeV Ye(@) = Yevp(d) = 7e(d) = a
w(a) =a
c f b

Los casos en los que a es colineal a f y b, y colineal a ¢ y b son analo-
gos al anterior.
Ahora, para el caso en el que a es colineal con todos los puntos de [:

Tenemos que:

Ve fYe(@) = vevr(2) = 7e(e)
(a) =

Por lo tanto se satisface el inciso ¢ de la definicién 2.1. Sélo falta demostrar
que 7, es inyectiva para toda a € C. Supongamos que v,(b) = v,(c). Y ten-
emos los mismos casos anteriores: Si a es colineal a otodos, entonces de acuer-
do con el dibujo de arriba, y = v,(b) = v,(c) = z y esto es una contradiccién.
Si a es colineal con ¢ pero no colineal a b, entonces b = 7,(b) = v,(c) = d,
que tampoco es posible. Finalmente si a no es colineal a ninguno tenemos
que b = v,(b) = v4(c) = ¢. Por lo tanto 7, es inyectiva.

“I = 111" Supongamos que ¢ es la inclusiéon. Tenemos que G actia por
conjugacion en Cy:
G x C() — O()
-1
(g9,0) +—  gag
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y dado que C esta contenido en G también actiia por conjugacion por el-
ementos de (. Para ver que gag~' € Cj procedamos por induccién en el
tamafio de g. Tenemos que g = a; - - - a,, para n = 1 es claro que gag~! € Cj.
Supongamoslo vélido para n — 1 entonces gag™! = a;---(ajaa,---ap, si
{a,a,,z} € C; entonces gag™' = ay -+ (a,_17a,_1---a; y por hipdtesis de
induccién gag™' € Cy; si ala, entonces gag™ = ay -+ (ap_10a, 1+ - a1 y
por hipétesis de induccién gag=! € Cy.

Es claro que v,(g9) = aga™ (a € Cj), por incisos b y ¢ de la definicién 2.1.
Si {a,b,c} € C; y g € G entonces como gag~'gbg~'gag™ = gcg™' tene-
mos que {gag—!, gbg™', gcg~*} € C; por lo tanto v, manda lineas en lineas.

“I = 11’ Sea C espacio de Fischer. Sea a € Cj. Demostremos que 7,
manda lineas en lineas. Sea | = {¢, f, b} linea. Hay varios casos:

Si a no es colineal a ningtin punto de I:

o—:a—o va({e. f,0})={c,tb}
c f b

Tenemos que %({c, /s b}) ={z,y,x}.

Para el caso en el que a es colineal con dos puntos de [, sean estos ¢ y f
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tenemos:

c f b

Aqui %({c, 1, b}) = {d,e,b}. Los otros dos casos en los que a es colineal
a los otros dos puntos de [ son analogos al anterior. Por lo tanto, hemos
demostrados que 7, manda lineas en lineas en todos los casos.

“Im = 17 Sean {c,e,b} y {c,d,a} lineas en C' con un punto en comun
c. Tenemos dos casos: Supongamos que a no es colineal con b pero si lo es
con c.

c d a

Tenemos que Pyb({c, d,a}) = {e,z,a} es una linea ya que 7, manda lineas
en lineas por hipdtesis y tenemos que a es colineal con e.

b

c d a

También 'ya({c, e, b}) = {d, z,b} es linea, por lo tanto nos queda:
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que es un plano dual afin.

Ahora supongamos que a es colineal a los tres puntos de la recta {b,e,c}.
Sea x el tercer punto de la linea formada por a y b, y z el tercer punto de la
linea formada por e y a.

Tenemos que ’ya({qe,b}) = {d,z,2} es linea (ya que -, manda lineas en
lineas):

Ye({c.d,a}) = {b,v,z} es linea y dado que 7.(d) = v tenemos que {e,d,v}
es linea:
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”yd({c,e, b}) = {a,v,u} es linea y dado que ~.(d) = v tenemos que {e,d, v}
es linea:

Yz ({C, d, a}) = {u,z,e} es linea:
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Por lo tanto el plano formado por las lineas {c,e,b} y {c,d,a} es afin. En-
tonces, C' es de Fischer ya que sus planos son afines o duales afines. n

2.4 Definicion. Un grupo G es de 3-transposiciones si contiene un espacio
de Fischer (en el sentido de la definicién 2.1).

2.5 Teorema. G es de 3-transposiciones < existe S C G tal que:
1. Vae S, o(a) =2, donde o(a) es el orden de a,
2. G=(9),
3. 65=2,
4. Sia,b € S entonces o(ab) € {1,2,3}.

Demostracion.

"=" Sea (G de 3-transposiciones. Entonces tenemos un espacio de Fischer
F tal que F© C G se satisfacen las condiciones a.-d. de la definiciéon 2.1.
Entonces existe 7 : Fy — G inyectiva tal que:

I. Va € Fj el orden de a o(a) = 2,

II.  Siay bson elementos de Fyy no colineales entonces i(a)i(b) = i(b)i(a),
ur.  Si{a,b,c} € Fy entonces i(a)i(b)i(a) = i(c),
v. G = (i(Cy)).

Sea S = i(Fpy) por I se cumple el inciso 1 del teorema y por 1v se cumple el
inciso 2 del teorema.
Sean a,b € Fy. Si a = b entonces i(b)i(b) = 1 por lo que o(ab) = 1.

Si a y b son no colineales entonces (i(a)i(b))(i(a)i(b)) = i(b)i(b) = 1 por
lo tanto o(ab) = 2.

Si {a,b,c} € Fy entonces (i(a)i(b)i(a)) (i(b)i(b)i(b)) = i(c)i(c) = 1 por lo
tanto o(ab) = 3. Esto demuestra que se satisface el inciso 4 del teorema.

Ahora, sea g € G y i(a) € S. Probemos que gi(a)g~! € S. Supongamos
que g =i(ay) - --i(a,) y hagdmoslo por induccién en n. Si g = 1 tenemos que
gi(a)g~t =i(a) €9 S.
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Seai(ay) -« -i(ay)i(a)i(ay)---i(ay) €9 S.Sia, y a; son no colineales entonces
i(ay)i(a ) (a i(an) por 10 tanto i(a,)i(a)i(a,) = i(a) y de esta forma se
obtiene ( - (tan)i(a)i(an)) -+ i(ar) = i(ar) -+ (i(a)) -+ i(ar) = -+ =
i(a) € S.

Si {a,a,,c} € Fy entonces i(ar) - - (i(a,)i(a)i(an)) - i(ar) = i(ar) - - (i(c))
—ifa) =---=i(c) €S.

“<” Por demostrar que G es de 3-transposiciones. Sabemos que existe
S C G tal que se satisfacen las condiciones 1-4 del teorema. Sea i : S — G la
inclusién. Sea Cy = S, con lineas {a, b, aba} cuando o(ab) = 3. Por demostrar
que C' es de Fischer. Primero demostremos que es una configuracién.

Sea la recta {a,b,aba} y sea {z,y} € {a,b,aba}. Queremos probar que el
tercer punto esta determinado por los otros dos, o sea que por dos puntos
solo pasa a lo mas una recta.

Six =a, y=0bentonces xyxr = aba por lo tanto el tercer punto esta deter-
minado por los otros dos.

Si z = b, y = a. Hay que probar que bab = aba. Como o(ab) = 3 tene-
mos que ababab = 1 entonces aba = bab.

Si x = a, y = aba entonces aabaa = b.

Six = b, y = aba entonces xyx = babab pero ababab = 1 por lo que a = bababa
y por lo tanto xyx = a.

Si x = aba, y = a entonces xyxr = abaaaba = ababa = b.
Si x = aba, y = b entonces xyxr = abababa = la = a.

Por lo tanto tenemos una configuraciéon. Solo resta probar que el espacio
es de Fischer, para esto probaremos (por teorema 2.3) que v, manda rectas
en rectas. Nétese que Va,b € S, v,(b) = aba. Sea {a,b,c} recta donde ¢ =
aba. Probaremos que 7, ({a,b,c}) es una linea. Tenemos que 7, ({a,b,c}) =
{zaz, zbr,xcx} y xbrrarzbr = xbabr = xcx. O
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2.6 Definicion. Sea C' una configuracion. Definimos

Go(C) := (yala € Cy) C S¢,
2.7 Definicion. Definimos ahora el grupo dado por generadores y relaciones
G1(C) := (Cyla® Ya € Cy, abac ¥{a, b, c} € Cy,abab Va,b € Cy no colineales)

Tenemos una funcién natural Cy — G1(C') donde a — [a] =clase de a.

2.8 Teorema. Sea C una configuraciéon conexa. Entonces son equivalentes

I. C es espacio de Fischer si y sélo si Go(C) C Aut(C), y en este ca-
so Go(C) tiene la siguiente propiedad universal: Si C' estd contenido
en otro grupo G entonces existe II : G — Go(C') suprayectiva con
ker Il = Z(G) (centro de G) y que hace que el siguiente diagrama con-
mute:

¢ —@G

N\ I

Go(C)

1. C es espacio de Fischer si y solo si la funcion natural Cy — Gy es
inyectiva. En este caso G1(C') tiene la siguiente propiedad universal:
Si C esta contenido en otro grupo G entonces existe ¢ : G1(C) — G
suprayectiva que hace el siguiente diagrama conmute:

Co —G1(C)

¢

G
y ker ¢ C Z(G41(C)).
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Demostracion.

II.

“o”  Se sigue del teorema 2.3, ya que Go(C) C Aut(C) si y sélo si
v, manda lineas en lineas para todo a. Ahora, probemos la propiedad
universal:

Sea G un grupo que contiene a C' entonces G actia en C por con-
jugacién, por lo tanto tenemos un morfismo Il : G — S¢, y es facil
ver que Va € Cy, a — 7,. Como Go(C) esta generado por los v, € Cp
entonces II es suprayectivo en Go(C). El kernel de este morfismo es,
por definicién, los elementos que conmutan con Cj.

kerll = {aeG(a) =1} ={aeG(a)(b)=b Ybe Cp} =

= {a€Glbab' =b Vbe Gy}
Z(G) = {aeGlab=0ba Vbe G}

Como G = (Cy) entonces ker I = Z(G).

“= 7 Sea C espacio de Fischer. Por teorema 2.3 tenemos que como
C es de Fischer entonces existe un grupo G tal que C esta contenido
en GG. Entonces, por la propiedad universal de los grupos dados por
generadores y relaciones, existe un dnico morfismo ¢ : G1(C) — G
que extiende a f:

G1(C)

¢

Co—— G

S

Como Cy — G es inyectiva entonces Cy — G1(C) es inyectiva.

“<” Si Cy — G1(C) es inyectiva entonces C' estd contenido en
G1(C) y la propiedad universal es clara.
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Para demostrar que ker¢ C Z(Gl(C)) consideremos el siguiente di-
agrama:

1 - Z(G) G Go(C)—— 1

todos los tridngulos conmutan, asi que si g € ker ¢, tenemos que g €
ker ¢ y ker ¢ = Z(Gl(C)) por el inciso 1, por lo tanto ker ¢ C Z(Gl(C)).
O



Capitulo 3

Diagramas en la categoria de
espacios de Fischer

En este capitulo se introducen definiciones tales como las de grafica, diagra-
ma, espacio de tipo simpléctico, representacion lineal y universal. El objeto
principal de estudio en este capitulo son los diagramas y los resultados mas
importantes se refieren a éstos. Como el teorema 3.15 que establece que en la
categoria de los espacios de Fischer los tinicos espacios que pueden tener dia-
gramas son los de tipo simplécitico; asi como el teorema 3.21 que dice que las
unicas graficas que pueden ser diagramas son A, D,,, A, AY, Do, F, E7, Es
(ver [?]), es decir los diagramas de Dynkin simplemente enlazados. Para pro-
bar esto son necesarias las definiciones de grupo de Coxeter, sistema de raices
y sistema simple (ver [?]).

3.1 Definiciéon. Una grafica es un conjunto de vértices y un conjunto de
aristas, cada arista consiste de dos vértices. Los dos vértices de una arista se
llaman adyacentes.

3.2 Definicién. Un morfismo de graficas es una funcién entre vértices
que manda vértices adyacentes en vértices adyacentes y no adyacentes en no
adyacentes. El mismo punto no se consiidera adyacente a si mismo.

3.3 Definicion. Si P es un espacio parcialmente lineal denotaremos por P
a su grafica de colinealidad, i.e. los vértices son los puntos y las lineas son
los pares de puntos colineales. Cualquier conjunto D de puntos de P tiene
estructura de grafica inducida.
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Cualquier conjunto I' de puntos de P tienen una estructura de grafica induci-
da. Si I" es una grafica inducida y P un espacio parcialmente lineal, decimos
que ' C P si I' es una subgrafica inducida de P.

Sea Fi la categoria de espacios de Fischer. Los objetos son los espacios de
Fischer. Si P y () son objetos un morfismo es una funcién que manda lineas
en lineas.

Consideremos ahora la categoria Graph, los objetos son las graficas fini-
tas y los morfismos son los morfismos de graficas definidos anteriormente.

Definimos el funtor de Fi— Graph:

P es la grafica con los mismos puntos como P y dos puntos son adya-
centes si y so6lo si son colineales y con los mismos morfismos.

Sea C una subcategoria plena de Fi.

3.4 Definicion. Si P es un espacio de Fischer en C, un diagrama para P
en C es un morfismo « : I' — P inyectiva donde I' es una grafica con la
propiedad universal que para todo @) en C y para todo morfismo inyectivo de
graficas 0 : I' — @ existe un un unico v € C tal que yoa = :

r — > P

3 v

Q

3.5 Definiciéon. Un espacio de tipo simpléctico es un espacio de Fischer
con sélo planos duales afines.

Denotemos por Sp a la subcategoria plena de Fi de espacios simplécticos.

Aqui vamos a considerar solo espacios conexos, esto es equivalente a que
la grafica de colinealidad sea conexa.
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Sea I' una grafica y V' = FyI" un espacio vectorial sobre el campo F5 con base
['. Sea f:V x V — Fy una forma bilineal dada en la base por f(z,y) =1
si y sélo si z,y son adyacentes. Sea q : V — F5 la forma cuadratica dada
en la base por g(x) = 1 y con forma asociada f. Llamamos a esta la forma
cuadratica de la grafica.

Una forma cuadratica q es no degenerada si Rad(q) = 0 donde Rad(q) =
{v € Rad(V = O}

Sea (V, f) espacio con forma bilineal simétrica y f(a,a) = 0 para toda a. Sea
Sp(V) =V — {0} el espacio con lineas los conjuntos {a, b, c} con f(a,b) =1
ya+b+c=0.

3.6 Definicion. Si ¢ : V — F5 es una forma cuadratica en un espacio
vectorial V' sobre el campo Fo vy f : V x V — Fy es la forma bilineal
asociada entonces el espacio cuadratico O(q) definido por ¢ es el subespacio
parcialmente lineal cuyos puntos son los vectores v € V tales que g(v) = 1
que no estan en el radical de V' y las lineas son los conjuntos de tres puntos
{a,b,c} € O(q) tales que a+b+c=0y f(a,b) =1

3.7 Lema. ’Ya(b) =b+ f((l, b>a y f(’ya(b)77a<c)) = f(b’ C)'

Demostracion.
Para la primera parte, si a y b no son colineales entonces 7,(b) = b = b+0a =
b+ f(a,b)a. Siay b sison colineales entonces v,(b) = ¢ = b+a = b+ f(a,b)a.

Para la segunda parte, tenemos que

f(7a<b>77a(c)) = f(b + f(a’ b)av ¢+ f(a’7 C)CL) = f(b> C) + f(f(av b)a’v C) +
+ (bfac )+f(f(a,b)a,f(a,c)a)
o
(o,

b,c) + f(a,b)f(a,c) + f(b,a) f(a,c) + f(a,b)f(a,c)f(a,a)

¢)
O

3.8 Teorema. S,(V) y O(q) son de tipo simpléctico.

Demostracion.
Primero probemos que S,(V) es de tipo simpléctico. Empecemos por de-
mostrar que es un espacio parcialmente lineal. Sea {u, v, w} linea en S,(V)
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(w=wu+wv)ysea{x,y, 2z} otra linea. Ahora supongamos que z,y € {u,v, z}
y demostremos que el tercer punto z de la linea {z,y, z} estd determinado
por los otros dos. Como {z,y, 2} € S,(V) entonces z = x + y. Tenemos los
siguientes casos:

Six=wu,y=wventonces x +y =u-+v=w.
Siz=u,y=wentonces zr+y=u+u-+v=n0.
Six=wv,y=wentonces x +y =v+u+v=u.
Six=wv,y=uentonces x+y=v+u=w.
Siz=w,y=uentonces z+y=u+v+u=nv.
Six=w,y=ventoncesx +y=u+v+v=u.

Por lo tanto el tercer punto esta determinado por los otros dos y el espacio
Sp(V') es parcialmente lineal. Ahora, probemos que es un espacio de Fischer y
que sélo contiene planos duales afines. Para mostrar que es de Fischer veamos
que 7, manda lineas en lineas. Por el lema anterior, 7,(b) = b+ f(a,b)a
y si {u,v,w} es linea entonces también lo es {7,(u),7a(v),7a(w)} ya que
f(a(w), 7 () = f(u,v) =1y 7a(w) + 7a(v) + Ya(w) = 0. Por lo tanto el

espacio S,(V) es de Fischer.

Si a es colineal con u y v entonces f(w,a) = f(u,a) + f(v,a) =1+1=0,
asl que w no es colineal con a. Por lo tanto, S,(V) es un espacio de tipo
simpléctico, ya que a es colineal a dos puntos de la recta {u, v, w} y no puede
ser colineal a tres ya que f(w,a) = 0.
Ahora, veamos que O(g) es un subespacio de Sp(V). Sean a,b € O(q) y
sea {a,b,c} recta en S,(V). Por demostrar que ¢ € O(q). Tenemos que
q(a) = q(b) = 1y que f(a,b) =1y c=a+b, entonces ¢(c) = q(a + b) =
q(a) +q(b) + f(a,b) =1+ 1+ 1 =1 por lo tanto ¢ € O(q).

3.9 Definicién. Una representacion lineal de un espacio parcialmente
lineal es una funcién inyectiva ¢ : P — V — {0} con V espacio vectorial
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sobre Fy tal que si {a, b, ¢} es una linea en P entonces p(a)+p(b)+¢(c) = 0.
La representacion es plena si imyp genera V.

La representacién ¢ : P — V es universal si para cualquier representacion
¥ 1 P — W existe una tnica transformacion lineal T : V' — W tal que

Vv =To.

3.10 Definicion. Una representacion es simpléctica si existe una forma
bilineal f : V x V. — F5 tal que f(¢(a), (b)) = 1siy sélo si ay b son
puntos colineales de P.

De la definicién 3.4 si P es 2-reducido (ver definicién ?7?)entonces esta defini-
cion puede ser dada como sigue:

3.11 Lema. Sea C una subcategoria plena de Fi. Un diagrama para un
espacio de Fischer 2-reducido P, es una subgrafica I' de P tal que si ) es
un espacio de Fischer que contiene a I' entonces el subespacio generado por
I' en @) es isomorfo a P. Entonces, esta definicion y la definicién 3.4 son
equivalentes.

Demostracion.

Primero, probemos que esta nueva definicién implica la definicién 3.4. Sea
(I') < Q. Tenemos que (I') = P porque el espacio generado por I" es Py
ademas I" estd contenido en P. Entonces tenemos lo siguiente

' —— P

Tomemos v igual a la composicién de ¢p. Por lo anterior, tenemos entonces
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que existe v : P — () que hace que el diagrama anterior conmute. Falta
demostrar que esta «y es Unica para que se satisfaga la definicién de diagrama
dada en 3.4. Sea v; : P — @ tal que el siguiente diagrama conmuta

[ > P

& 7/
7/
e
e
/
a
Q
Demostremos que y; = 7. Seaa € P, entonces existen py, ..., pp, {T1,...,2,} C
[ tales que py = x1, p, = a y {pi, Tiy1,Pisr1} €s una linea. Por induc-

cién en n: Si n = 1 entonces para a € I' tenemos v;(a) = B(a) = v(a).
Supongamoslo vélido para n — 1 y demostrémoslo para n. Tenemos que
{Pn-1,%n,pn = a} es linea y que {y(pn_1),7(x,),7(a)}, entonces para la
linea {v1(pn_1), 71 (xn), 71 (a)}, por hipétesis de induccion v(p,—1) = v1(Pn—1)
y ademds y(z,) = v1(x,) por lo tanto v(a) = 71 (a). Esto prueba que v es
unica.

Ahora probemos que ser diagrama de acuerdo a la definicién 3.4 es equiva-
lente con la nueva definicién. Por definicién 3.4 tenemos

r ——PFP

(L)

Q

En este caso solo basta probar que 7 es inyectiva: Sean x,y € P no colineales
y v(x) = v(y). Como P es 2-reducido existe z € P tal que z es colineal con x
pero no es colineal con y. Entonces 7(z) es colineal con y(x) y no es colineal
con y(y), o es igual a y(y). Por lo tanto v(z) = v(y) = v(x) y esto es una
contradiccion. O
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3.12 Teorema. Para cualquier grafica I' hay un espacio de tipo simpléctico
P y un morfismo de graficas ¢ : ' — P inyectivo.

Demostracion.
Sea V' = F,I'. El subespacio parcialmente lineal P de S,(V') (o de O(q) )
generado por I' resuelve el problema (o el mismo S,(V) o O(q)). O

3.13 Lema. Para un morfismo ¢ : P — () de espacios de Fischer:
a. La imagen de un plano afin en P es un plano afin en Q.

b. La imagen inversa de un plano afin de @) (contenido en la imagen de
¢) contiene un plano afin en P.

Demostracion.
1. Sea II plano afin en P. Consideremos la linea [ = {b,e,c} y el punto

a colineal a los tres puntos de la linea [. Entonces {b, x,a}, {c,d,a} y
{e, z,a} son las lineas conectando cada punto de [ con a.

Como ¢ manda lineas en lineas I = {¢(b), ¢(c), ¢(e)} es linea en Q y

también lo son {¢(b), (), d(a) }, {4(c), &(d), ¢(a) } y {é(e). 6(2), ¢(a) }.

Entonces tenemos que el punto ¢(a) es colineal a los tres puntos de la
linea I’ y por lo tanto generan a un plano afin en Q).

2. Sea (] y ¢, dos lineas de un plano afin I en im(¢). Entonces hay dos
diferentes lineas que se intersectan, ¢ y ¢5 en P cuyas imagenes son /]
y ¢. El plano generado en P por ¢; y {5 no puede ser dual afin porque
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en ese caso la imagen de dos puntos no colineales de P serian colineales
en (). Por lo tanto tenemos un plano afin en la imagen inversa de II. [

3.14 Corolario. Si ¢ : P — (@ es un epimorfismo de espacios de Fischer
entonces P no es de tipo simpléctico si y sélo si () no es de tipo simpléctico.

Demostracion.

Supongamos que P no es de tipo simpléctico, entonces tenemos que P con-
tiene al menos un plano afin, y por lema 3.13 los planos afines en P dan en
planos afines en @), por lo tanto ) no es de tipo simpléctico.

Inversamente, si () no es de tipo simpléctico entonces contiene un plano
afin y su imagen inversa contiene un plano afin por lema 3.13. Por lo tanto
P no es de tipo simpléctico. O

3.15 Teorema. En una subcategoria plena de Fi que contiene Sp los tinicos
espacios que pueden tener diagramas son los de tipo simpléctico.

Demostracion.

Sea I un diagrama para un espacio P. Por teorema 3.12 para cualquier I" hay
un espacio de tipo simplético () y un morfismo ¢ : I' — ). Entonces por
definicién de diagrama, existe un morfismo de espacios de Fischer ¢ : P — @)
tal que ¢|r = ¢ y por lema 3.13, P no puede tener planos afines. O

3.16 Teorema. Sea I" una grafica. Si existe un espacio P en una subcategoria
plena C' de Fi que contiene Sp tal que I' C P y el subespacio generado por
[ en P tiene un plano afin, entonces I' no es un diagrama en C.

Demostracion.

Si I' es un diagrama para un espacio () en C' entonces por la definicién de
diagrama existe un morfismo suprayectivo de () al subespacio generado por
[ en P. Por lema 3.13 la imagen inversa de un plano afin de () contiene un
plano afin en P y esto contradice el teorema 3.15. O

Sea V un espacio vectorial sobre el campo F3 y sea f : V xV — F3
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una forma bilineal y simétrica. Considere el espacio proyectivo P(V') y el
espacio parcialmente lineal P = P(f) con el conjunto de puntos

P =P(f) = {l] € PV)|f(v,v) = 1}

y lineas los conjuntos ¢ = {x,y, z} de tres puntos z,y, z € P tales que existen
u€x,vE€y,we zcon flu,v) #0y w=mu+ f(u,v)v.

Veamos que P es un espacio parcialmente lineal:

Sea {x,y, z} linea entonces existen u € z,v € y,w € z con w = u+ f(u,v)v.
Sea {a,b,c} otra linea tal que a,b € {x,y, z}. Demostremos que el tercer
punto de la recta estd determinado por los otros dos. Como {a, b, c} es linea,
entonces existen v’ € a,v" € b,w' € ¢ con w' = u' + f(u/,v')v'. Tenemos los
siguientes casos:

Sia=2xyb= 1y entonces tomemos ' = u y v = v, de esta forma te-
nemos que w' = u + f(u,v)v = w.

Sia=2xyb= zentonces tomemos ' = u y v = w, de esta forma te-
nemos que w’ = u + f(u+ f(u,v)v,v)(u+ f(u,v)v) = u+ flu,u)(u+
fu,0)v) + fu,v) f(v,w) (u+ flu,0)v) = utu+ f(u,v)v+ f(u,v)f(u,v)u+
fu,v) f(u,v) f(u,v)v = Av, donde 0 # X € Fj.

Sia=yyb= z entonces tomemos v’ = vy v = w, de esta forma te-
nemos que w' = v+f(v, (u+f(u,v) ))(u+f u,v) ) = v+ f(v u)(u+
P, 0)0) + F(o,0)f0,) (1 + Flu,0)0) = 0+ f(o,u)n + F(o,u)f(w,0)o +
F o)+ Fu, ), v)0 = A

Sia=yyb= 1z entonces tomemos v’ = v y v/ = x, de esta forma te-
nemos que w’' = v + f(v,v)u.

Sia=zy b=z entonces tomemos uv' = w y v = x, de esta forma tenemos
que w' = u+ f(u,v)v + f((u+ flu,v)v,u))u =u+ flu,v)v+ fu,u)u+
f,u)f(u,v)u = f(u,v)v.

Sia=zy b=y entonces tomemos u' = w y v = v, de esta forma tenemos
que w' = u+ f(u,0)v+ f((u+ flu,v)v,0))v = u+ f(u,v)v+ f(u,v)v +
F(u,0) fw,0)0 =
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Estos espacios P(f) se llaman F3 espacios.

Recordemos que para cualquier x € P, habiamos definido 7, como la per-
mutacion de puntos de P dada por

y para z,y no colineales
z  para {x,y, z} linea

Vo (y) = {

De la definicién tenemos que si u € z,v € y entonces v,(z) = [u+ f(u,v)v].

3.17 Teorema. Los F3 espacios P(f) son espacios de Fischer.

Demostracion.

Para la demostracion probemos que 7, (Va € P) manda rectas en rectas. Sea
{z,y,z} lineay u € z,v € y,w € z,r € a, donde w = u + f(u,v)v. Tenemos
que:

’Ya(x) = [u + f(?", U)T], ’Va(y> = [U + f(’f’, U)ﬂ? fVa(Z) = [w + f(T7 w)r}.

Ahora, tenemos que f('yr(u), %(U)) f(u,v) por lo siguiente:
flut flrou)r,o+ f(ro)r) = flu,v) + flr,u) f(rv) + f(r,0) f(u,r) +
+ fru)f(r,o)f(rr) =
flu,v) +3f(r,u)f(r,v) =
= f(u,v)

Entonces, basta ver que el tercer punto es de la recta:

Yo(w) + [ (7 (w), %)) = [u+ f(ru)r+ fut firur,o+ f(r,v)v)

\_/

= [w(@) + flu,0)%@)] = [w(u+ flu,v)v)]
= [’Yr(w)} = ’Va(z)

y esto si es de la forma 2 = [u+ f(u,v)v]. O

Sea ahora I' una grafica y sea V = F3I el espacio vectorial con base los
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vértices de I'. Definamos una forma bilineal y simétrica f : V x V — F3
dada en la base por:

1 siu =10
flu,v) = 1 siu,v son adyacentes
0 otro

Sea @ el Fz-espacio P(f) dado por la forma bilineal. Entonces tenemos:

3.18 Teorema. Cualquier grafica I' es una subgrafica inducida de un F;-
espacio Q.

Demostracion.
Por lo mencionado anteriormente, P(f) es tal espacio del cual I" es subgrafica
inducida. O

Denotaremos con Pr el subespacio de Q = P(f) generado por I

3.19 Teorema. Si I es una de las siguientes graficas entonces el espacio Pr
generado por I' en el Fsz-espacio Q = P(f) contiene un plano afin.

1 2) Y (3

e
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Demostracion.

En los primeros tres casos mostramos en el espacio Pr una linea ¢ y un punto,
que no estd en /£, colineal con los tres puntos de la linea ¢. Notese que en lo
siguiente a [a;] lo denotamos simplemente por a; para simplificar la escritura.

as as
ax ag+--++ap—1 a1+---+ap—1

Veamos que efectivamente a; + --- + a,_1 es el tercer punto de la recta:
ay + flay,ag+ - +ap1)(ag+ -+ ap1) =ar + - +an_1.

Sélo falta verificar que a; + - - -+ ap € Pr. Por induccion en £ —¢: Si{—i =10
entonces a; € Pr. Supongamos que a; + --- + ay_1 € Pr. Tenemos que por
un argumento similar al anterior, a; + --- + a;_1 + ay es el tercer pun-
to de la recta y por lo tanto estd en Pr. Este argumento puede exten-
derse a los siguientes casos por lo que omitiré esa prueba. Tenemos que
flay,a,) =1, f(ar,a0+...+an—1) =1, flag+...4ap_1,01+...+a,1) = 1,
flas+ ...+ an_1,a,) =1, f(as+ ...+ a,_1,a,) = 1. Los nimero al lado de
las lineas que unen los vértices de figura (1 o -1) denotan estos valores de f
evaluados en los vértices correspondientes.

Ahora, para la grafica nimero 2:

p ptrr+y+=z —Ptrt+y+=z

prr+y+z+atbtec
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Tenemos que p+ f (p, p+r+y+2)(p+r+y+z) = p+(1+1+14+1) (p+a+y+2) =
—p+x + y+ 2z y esto verifica que éste es el tercer punto que estd en Pr.

Para la gréafica 3 tenemos:

p a+b+c+d pH+a+b+c+d

Tenemos que p+ f(p,a+b+c+d)(a+b+c+d)=p+ 4)(a+b+c+d) =
p+a+ b+ c+dy esto verifica que éste es el tercer punto que estd en Pr.

Ahora, los ultimos tres casos los vamos a reducir a los anteriores. El cuarto
al tercero, el quinto al segundo y finalmente, el sexto al quinto.

a aq as an—l an =a;+- -+ ap_1tay
. I ‘ .« e
b

d

Tenemos que f(a,p) =1, f(b,p) =1, f(c,p) =0y f(p,p) = 1.

a b c d e f Y
® L ® I ® ®
T

p=atbt+ct+dtet f+yg
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Con f<b7c):17 f(C,d):l, f(fve>:17 f(e’d):L f(d,x):l, f(:L‘,p)Zl
v f(pp)=1+1+14+1+14+3+3+3+2=1.

Dondep=a+b+c+d+e+f+gy f(p,p)=24+3+---+3+2=1. O

3.20 Lema. Si I' es una grafica conexa que no contiene una de las graficas
(1) — (6) del teorema 3.19, entonces es una de las siguientes graficas:

° ° ° ° A,
o—eo — - As
e —o—@ - A%
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° ® ® I ® ® Er
° ® ® S I ° ® FEg
Demostracion.

Como I' no contiene una gréfica de tipo (1), (3) o (4) entonces I' es una grafi-
ca conexa que no contiene circuitos con a lo mas un vértice de valencia 3.
Si no hay tal vértice, entonces I' es A,,, AZ o A. Si si lo hay, entonces las
obstrucciones (2), (5) y (6) obliga a I a que sea D,,, Dw, Eg, E7 0 Es. Estos
son los llamados diagramas de Dynkin simplemente enlazados. O]

Como consecuencia del lema 3.20 tenemos lo siguiente:

3.21 Teorema. Sea C una subcategoria plena de Fi que contiene a Sp. Las

Unicas graficas que pueden ser diagramas en C son A,,, D,,, Ao, AZ, Do, Eg, E7, Ej.

Demostracion.

Sea I' diagrama en C, por teorema 3.16 no existe P espacio tal que (I') con-
tiene un plano afin. Ahora, por teorema 3.19 I' no puede contener ninguna
de las graficas (1) — (6) que se muestran en dicho teorema, por lo tanto, por
teorema 3.20, I' tiene que ser uno de los diagramas de Dynkin simplemente
enlazados. [

En lo que sigue, verificaremos que estos diagramas de Dynkin simplemente
enlazados si son diagramas en la categoria de espacios de Fischer. A contin-
uacién introducimos las siguientes definiciones que se necesitaran en lo que
sigue de este trabajo (ver [?], [?]):

3.22 Definicién. Un sistema de Coxeter es un par (G, S) donde G es un
grupo y S una familia de elementos de G, donde (s;s;)™% = 1 para s;,s; € S
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con i # j y la matriz de Coxeter M = (m;;). G es un grupo de Coxeter si
G es el grupo generado por S con relaciones (s;s;)™9 = 1.

3.23 Definicién. Un sistema de raices es un subconjunto finito ¥ de V#
que cumple con

1. Es invariante por W(X) := (r,|v € ¥),
2. Estal que [(v) NX| < 2 para cadav € V.

Nétese que (v)NE = {v,—v} parav € V, debidoaque r,v = —vy [(v)NX| <
2.

3.24 Definicién. Un sistema positivo P es un subconjunto P de X tal
que P =XT =X NVT para algin ordenamiento de V. Un sistema simple
IT, es un subconjunto II de X si II es linealmente independiente y cada v € ¥
puede ser escrita

U:Zaxx con 0<a,€eF obien 0>a, € F,Vx ell

zell

3.25 Lema. Sea I' una grafica, G el grupo de Coxeter de I'y P la clase
de conjugacién I en GG. Si Ges un grupo de 3-transposiciones con clase de
3-transposiciones P entonces ' es un diagrama para P en Fi.

Demostracion.
Sea () un espacio de Fischer y sea ¢ : [' — ) morfismo de gréaficas. Considere
el grupo de transvecciones

Go(Q) = (Vala € Q)
y la funcién inyectiva v : Q@ — Go(Q) tal que a +— ~,.
Como G es un grupo de Coxeter, es de la forma
G = (sil(si,5;)™ = 1)

la funcién y¢ da un morfismo de grupos v : G — Go(Q) donde s; — Yy(s)
que restringido a I' es y¢.
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r P G
J @
0 (0
.
Go(Q)

La restriccion ¢ = 1|p da un morfismo de espacios de Fischer ¢ : P — Q.
Para ver que se factoriza como morfismo de espacios de Fischer basta de-
mostrar que (P) C (Q). Sea gsg~! € P, donde g = s;-+-s, con s; € [,
Como v es morfismo de grupos tenemos lo siguiente

U(gsg™") = v(s1)db(s2) -+ U(sn)P(8)8(5n) -+ U(s1)

1) hace conmutar el diagrama y los elementos estan en I', entonces

(g597") = Yols1)Vots2) "+ (Volsn) Yool) Voolsm)) *** Vorlsr)

Probemos que la expresion anterior es igual a = ~ por induc-

Ve(s1)" Vo (sm) (w(s))
ciéon en n. De un resultado anterior, sabemos que 7,77, = 7. donde c es el

tercer punto de la recta si {a,b,c} es recta, o ¢ = b si no estan conectados.
Entonces tenemos que

Velsn) ot Votomy = Motom (5)

Yo(sn) € QY Ve, (8) € 7(Q). Y por induccién tenemos el resultado. Por lo
tanto ¢ (P) C v(Q) y como v es inyectiva, definimos ¢ = vy~ '¢|p y de esta
forma tenemos que el diagrama conmuta ya que

o(s) =7 (¥(s)) =7 ye(s) = @(s)

Como ¢|I" = ¢ entonces v — P tiene la propiedad universal de los diagra-
mas. Y como I genera P, I' es un diagrama para P. O

3.26 Teorema. En la categoria de Fi las gréaficas que son diagramas son
An7 Dn7 A007 A£7 DOO7 EGJ E77 EB-
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Demostracion.

Por teorema 3.21, sélo tenemos que verificar que estas graficas son diagramas
en Fi. Para esto hay que verificar que los grupos de Coxeter de estas graficas
son grupos de 3-transposiciones con clase de 3-transposiciones la clase de
conjugacion de la grafica.

Empecemos por A,:
Sea G = <81,. . .,Sn’(SiSj)mij> donde my; = 1< :j, m;; = 2 |j —Z| > 2
ym”:3<:>|z—j|:1 Sea I'

(1,2) (n,n+1)
o o o re—eo—@

Y sea S =¢ T = {(i,i+1)[i = 1,...,n} Tenemos que G = S,y (ver
[?]) donde s; — (i,i +1). Sea S = {(4,j)|i # j}. Probemos que G es de
3-transposiciones, probando que satisface las condiciones 1. — 4. dadas en el
teorema 77:

1. Todas las transposiciones son de orden 2.

2. Sabemos que S, estd generado por las transposiciones por lo tanto

G = (9).
3. Tenemos que {gsg~t|lg € G,s € S} = S.
4. Sis; = (i,k) y s; = (i,1) entonces o(s;s;) = 3.

Sis; = (i,k) y s; = (I,m) entonces o(s;s;) = 2.
Sis; = (i,k) = s; entonces o(s;s;) = 1.

Por lo tanto G es de 3-transposiciones.

Para D,,:

Sea Gy = (s1,...,8,-1,9,) donde s, = (1---e)(n — L,n)(1---e) = (n —
1,n)(1---1lee). Tenemos el morfismo suprayectivo ¢ : C(D) — Gy tal
que t; — s;. Demostraremos que esto es un isomorfismo, pero primero de-
mostremos las propiedades 1. — 4. dadas en el teorema ?7. Sea I

S1 Sp—2 Sn

o @ @ O—I—C
Sn—1
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y sea

S=9T={(i,j),l,k)(1---el---el---))

donde la primer e esta ubicada en el lugar [ y la segunda en el lugar k.

1.

4.

Sea (i,7) = s € S entonces o(s) = 2. Si s = ([,k)(1---el---el---)
entonces

(LE)Y(1---el---el---)(L,k)(1---el---el---) = (1---el~--el--~1)2

por lo tanto o(s) = 2.
¢S = S porque asi definimos la S.

El caso cuando s;, s; para ¢, 7 < n—1 ya se vio en la demostracion para
A,,. Tenemos que s,,_18, = (n—1,n)(1---ee)(n—1,n) = (1---ee) por
lo tanto (s,_15,)? = (1---ee)(1---ee) = (1---1). Un calculos similar
muestra que o(s,_25,) = 3.

Se verifica también que (S) = G.

Esto prueba que es de 3-transposiciones y sélo basta mostrar que ¢ es un
isomorfismo. Como ¢ es suprayectiva, basta mostrar que |G| < 2" n! para
tener el isomorfismo.

Sea H = (s3,...,8,). Veamos cudles son las clases laterales izquierdas de
H. Como s; conmuta con ss,...,s, entonces s;H = s3H = ---. Las clases
laterales son entonces las siguientes:

H

81H

SnSTL—l ...... SlH
Sn—1SnSn—1°°"°*""" SIH
Sp—25n—18nSp—1"" """ si1H
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En total tenemos 2n clases laterales. Probemos que efectivamente son todas:
5j8; e s1H si j > i+ 1, s; conmuta y de esta forma s;H = H.
Si ] =1—1: S;i—18;Si—1°"" 81H = 85{8;-18;Si—92 " 81H = $;5;—-1S;—2 """ SlH.

Slj:Z SiSZ’"'SlH:Si_l"'SlH.

Sij=1-2: 5;_95;8;i_18i—2- 51 = 5;8;_98;_15;_2- - 51H = 5;8;_15;_25,_18;_3--- 51 H =
S;c 81H.

Similarmente para j > i — 2.
Sij=1+1: si118;---s1H.

Sig <i—1: 8iSiy1 " SpSpn—1"*Si—18iSi—1 "+ S1H = 5iSi41°+* SpSp_1+ "+ Si+18i5i-15iSi—2
o $1H = 8iSiv1 0 SpSp—1 v Sip18iSi-18i—2 - S1H.

Sljzl—l Si,lsi~~3nsn,1~~$1H.

Sij = i+1:8i5415iSi42 " SpSn—1 " Si415i425i415i - - S1H = 8;8i118i42 - SpSn—1
rSitaSit1Siv2Sit S1H = 8iSip1Sitat SnSn—1 " Si2Sit18i - S1H.

Sij = i+2:5;5;425i415i42" " SnSn—1 - S1H = 5;8,41154254+15i43 = - SpSp—1 -+ s51H =
SitSpSp_1° Sip15i428i418ic  S1H = 8i+ - SpSn_1 - Siyasip18itaSi - s1H =
Sitc " SnSn—1" - Siy2Sit18i - S1H.

Esto demuestra que efectivamente son todas las clases laterales. Con esto,
hemos probado que [G : H] = 2n por lo tanto |G| < 2"7'n! y por lo tanto ¢
es isomorfismo.

Para A:
Nétese que Ay = U, A, vy sea So = (o2, S, Es claro que B,41]a, = Bn,
por lo tanto definimos

0 =UB,: Ay — Sy

Ahora sea () un espacio de Fischer y sean v : A, — ) morfismo de gréficas
y a, = ala, = A, — Q. Por el caso anterior, hemos probado que A,, es di-
agrama para S, por lo que existe 7, : S, — @ tal que el siguiente diagrama
conmuta:
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A, G G
Bn
o
Q

donde 7y, es unico tal que el diagrama conmuta. Por unicidad tenemos que
Yn+1lg. = Vn asi que podemos definir v : Soo — @ como y = U7, y tenemos
que el siguiente diagrama conmuta:

B
a Y
Q

La unicidad de 7 se da porque si tuviéramos otro v : S, — @ tal que el
diagrama anterior conmute, entonces 7'|g- = 7, por unicidad de ~,. Por lo
tanto v = /.

El caso AZ se obtiene de forma similar al anterior, llegando a que AY es
diagrama para el espacio de Fischer |,z Sh.

Dado que la cardinalidad de N y Z es la misma, es facil ver que los es-
pacios de Fischer J, .n Sn ¥ U,,ez Sn son isomorfos. Por lo tanto, un mismo
espacio de Fischer puede tener mas de un diagrama.

El caso D, también se procede de forma similar a lo anterior por lo que se
omite la demostracién. Para los casos Eg, F; v Eg, primero vamos a construir
un sistema de raices para cada caso. Después obtendremos el sistema simple
correspondiente, verificando que se cumplan las condiciones de la definicién
3.24. De acuerdo a [?] y [?], tendriamos entonces una descripcién explicita
de los grupos de Coxeter asociados a Fg, E7 y FEg, por el siguiente teorema:

3.27 Teorema. (W,R) es un sistema de Coxeter. Donde W = (r,|v € ¥),
R es un conjunto de reflexiones y ¥ es un sistema de raices

Y ={v e V#Q) =1y (v) es el centro de algiin miembro de R}

V' es un espacio de dimensién n con una forma cuadratica @ tal que (V, Q)
posee una base ortonormal.
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Una vez hecho esto, hay que demostrar que efectivamente son grupos de 3-
transposiciones, entonces se demostrara que las propiedades 1—4 del teorema
77 se satisfacen.

Para FEj:

Denotemos por €1, .. .,&, la base estdndar de R™. Sea V = R®. Empecemos
con el latiz L' que consiste de todos los > ¢;e; con ¢ en los enteros y > ¢;
par. Entonces sea L = L' + Z(1 S £i).

Definamos ® como el conjunto de todos los vectores de distancia al cuadrado
2 en L. Entonces ® consiste de las raices:

8
1
+e,+e; (i <), 5 Z +e; numero par de signos +
i=1

Efectivamente para +¢; £ ¢; se tiene que la distancia v/1 41 = V2 y para
los del tipo %Zle +e;:

LS8
5>

i=1
Sea f; € {—1,1} tenemos que

(%7...7%>:1(1,...,1)+<f1_1,-“af8_1>

:( MY:( §>2:(\/§)2

entonces » (%) =13 fi—4

Estas raices son 27 + 4(2) = 128 + 112 = 240.

Comprobemos que se trata de un sistema de raices: +e; £ ¢; es raiz. Sea
A(£e; £ ¢;). La longitud tiene que ser 2 entonces |A(e; +¢;)| = A?(2) por
lo tanto A = +£1.

%Z§:1 +e; es rafz. Sea A3 Z§:1 +¢;. Tenemos que la longitud es A?2 por lo
tanto A = £1.

Ahora, hay que probar que 7,(v;) es otra raiz. Recordemos que r,(v;) de-
nota una reflexién con centro v dada por:

<Ui;U>U

ro(vi) = v; — 2 0.0)
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Hay varios casos:

Sea v = *¢; £ ¢; y v; = £e; £ €, entonces

<:|:8i + €j, Zi:gl + €m>

ro(v;) = (e, £ &) — 2 5 (£ei £¢5)
Si 4, 7,1, m todos son distintos se tiene que r,(v;) = v;.
Sii=I:
ro(vi) = (e £ &) — (Lo £¢5) = £ep, — (£¢5)
Sii=17=m:
ro(vi) = (£ertem) —2(£e L em) = — (e £ em)
Ahorasiv; = | £ %, cee j:%) y sin pérdida de generalidad podemos suponer
que v = ¢; £ £; entonces:
ro(vi) =
1
— §(sgnvi(l), ce Sgnvi(S))
1 . .
— §<(Sgnvi(1), . sgnvi(8)), (..., 8gn,(7), ... sgny,(7), .. )>(51 te,) =
1 1 . . .
= §(Sgn7}i(]‘>7 R Sgnlli(8)) - 5 [Sgnvi(l) + 597, (])Sgnv(j)} (81 + gj)
Donde sgn,, (i) denota el signo de v en el lugar i. Si sgn., (i) = sgn., (j)sgn,(j)
entonces r,(v;) = (:t %, ey :I:%) con el signo cambiado en los lugares ¢ y

Si ahora v = (i%,...,i%) y v = (i%,...,i%) entonces:

Tv<vi) =
= %(sgnvi(l), R Sgnvi(S))
B %<(sgnvi(1), o sgna(8)), (sgna(1), .., sgnv(8))>(89nv(1), -, 5914(8))

Hay varios casos, dependiendo en cuantos signos difieren v y v;. Si difieren
en 6 o en 2 se tiene que r,(v;) queda del tipo +¢; £ ¢;, y si difieren en 8 en
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4 queda del tipo < + %, ey :I:%) y todos cambian de signo.

Si v; = €; £ €; entonces:

~~

0,...,89M4,(1),...,sg14,(F), - )
<( ey SNy, (1), SgN, (7, - - )), (sgnv(l), e sgnv(8))>(sgnv(1), . ,sgnu(8))

,...,sgnvi(i),...,sgnvi(j),...)

ro(vi) =

I
e o

(sgnv(i) + sgnv(j)sgnvi(j)), (sgnv(l), . sgnv(S)) (sgnv(l), . sgnv(S))

Si sgn,(j) = —sgn.,(j) entonces r,(v;) = (0, ..., sgn4, (i), ..., 5gn4,(j),...)

y si sgn,(j) = sgn,,(j) entonces r,(v;) queda del tipo (j: L i%)

Esto comprueba que efectivamente r,(v;) es otra raiz en todos los casos.
Por lo tanto tenemos un sistema de raices.

Sea el sistema simple A dado por:

1
04125(81—62—"'—67"‘68)

Qo = &1+ &9
Qg = E9 — &1
Oy = €3 — &9
5 — &4 — E3
Qg = €5 + &4
Q7 = €g + €5
ag = €7 + &g

Para ver que los «; son linealmente independientes calculemos el determi-
nante de la matriz:
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L1 1 1 _1 _1
2 2 2 2 2 2
11 0 0 0 0
-1 1 0 0 0 O
o -1 1 0 0 0
o o0 -1 1 0 0
o 0 o0 -1 1 0
o o o0 0 -1 1
o o0 0 0 0 1

|
N

_ o O O O o O

S OO OO o o

1

1 1 0 0
11 0 0
o 11
— 2o 0 -1 1
210 0 0 -1
0 0 0 0

0 0 0 0

=20

2

_ o O O O

_ oo O O O O

_— o O O o oo

Por lo tanto los «; son linealmente independientes. Solamente resta probar
que todo elemento se puede escribir como combinacién lineal de las «; ya sea
todos positivos o todos negativos. Para esto multipliquemos un vector v € ®
por la matriz del cambio de base y comprobemos que obtenemos otro w € ®
con todos positivos o todos negativos.

La matriz del cambio de base es:

0

2

N[

o O O O o

Entonces,

=

DO [0 00 [0 [0 | R0 [0 [
e L L L e N

S O O O OoOvIE O

O O OO === O

OO O PN O

OO R R RNER O
[l el Y e N )
e el e e Y LVl e
— N W s Ctvlowolor DD

sgnv(S)

4 sgn, (7) + Bsgn,( ))
o sgnv(7) + 5sgn,(8))
-+ sgn,(7) + bsgn,

)
ot Sgnv( + 489711)(8))
-+ sgny(7) + 3sgn,(8))
o+ Sgnv( + QSgnv(g))
1 (s91,(7) + sgn.(8))




Diagramas en la categoria de espacios de Fischer

50

Si sgn,(8) es positivo entonces todos son positivos, y si es negativo, entonces
todos son negativos.

Ahora, sea v = *¢; £ ¢;. Si el sgn,(j) = sgn,(i) y es positivo, sumamos
la fila 7 de A con la j y de esta forma obtenemos que todos los términos
son positivos. Si sgn,(j) = sgn,(i) y es negativo entonces nos quedan todos
negativos.

Si tenemos que v es de la forma &; — ¢; entonces Av es un vector con to-
das los términos negativos.

Para Er:
Empezando por el sistema de raices de tipo Fs. V' lo generado por «; (1 < 7).
Sea ® el conjunto de 126 raices de Fg en V:

te,+e; (1<<i<j<6), +(e7 — €3)

6
1
iﬁ (57 —es+ ZZI :téi) nimero impar de signos —

Primero hay que checar que es sistema de raices. Por el caso anterior, hemos
probado que si v es raiz y Av también lo es, entonces A = +1. Sélo basta ver
que 1, (w) es otra raiz (v,w € P):

El caso v =+e; £y w=+e £, cond,j,l, ke {l,...,6} yase probd en
la demostracién para Fjs.

Siv=24(e7 —eg) y w= *(e7 — €g) entonces r,(w) = w.

Siv = %(sgnv(l), ey SNy (6), sgny, (7), —sgnv(7)) y w = € * ¢, entonces
para el casi j < 6 esto ya se probd en Eg. Para w = g7 — eg:

Tv<w) = (57 - 58) - i(QSgnv('r)) (Sgnv(l)v s 7‘99”1}(6)’ Sgnv(7)a _Sgnv(7))

1 1 1

= ( — §sgnv(l), - §Sgnv(7), —5597%(7))
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Sea w = %(57 —es+ ., j:si> entonces:

ro(w) = %(sgnw(l), ey SgN (7)), —sgnw(7))

1

— §<(sgnw(1), ey 8gny,(7), —sgnw(7)), (sgnv(l), ey 8gny(7), —sgnv(7))>

(sgne(1), ..., sgny(7), —sgn,(7))

Aqui hay varios casos: Si los signos de los vectores en el producto interno
difieren en 6 o 4 entonces r,(w) = w y si difieren en 2 0 en 8 r,(w) da un
vector de la forma +¢; £ ¢;.

Siv=e;—esyw=1(sgn,(1),...,sgn,(7), —sgn,(7)) entonces:

ro(w) = %(sgnw(l), ey SNy (7), —sgnw(7))
— %<(57 —es), (sgnv(l), ey 8gny(7), —sgnv(7))>(€7 —eg) =
= (—%sgnﬂl),...,—%,%)

Siv==2e;,£¢;yw= %(sgnv(l), ooy SgNy(T), —sgnv(7)) el caso ya se anal-
iz6 en Fg.

Por lo tanto tenemos un sistema de raices. Ahora sea el sistema simple A
el formado por los a; con 1 < ¢ < 7. Ya vimos que son linealmente inde-
pendientes por loq ue falta comprobar que todo elemento se puede escribir
como combinacion lineal de las a; ya sea todos positivos o todos negativos.
Procedemos igual que en el caso de FEs. Los del tipo £¢; & ¢; ya se ve-
rificaron en FEg por lo que faltan los casos cuando v = €7 — €3 y cuando

v = j:% (57 —eg+ Z?:1 :i:ei>. En lo primero, tenemos que para Av todas las
entradas son negativas y la ultima se elimina, es decir es 0. Para lo segundo,

nos queda como en el caso para Fg pero aqui con un nimero impar de signos
- y la ultima entrada 0. Por lo tanto tenemos un sistema de raices.

Para Fg:
Empezando por el sistema de raices de tipo Es. V' lo generado por «; (1 < 6).
Sea ® el conjunto de 72 raices de Eg en V:

:l:&i:tgj (1§<'Z<]§5)
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5
1 , . .
j:§ €s — &7 — g + E +e; nimero impar de signos —

i=1
Primero hay que checar que es sistema de raices. Por el caso anterior, hemos
probado que si v es raiz y Av también lo es, entonces A = 1. Sélo basta ver

que 7,(w) es otra raiz (v,w € P):

El caso v =+e; £¢; y w=*+e £, cond,j,l,k e {1,...,6} ya se probd en
la demostracién para FEg.

Siv=c¢; e yw:i%<58—57—56+2?:1i5i>:

1
Tv(w) = §(Sgnw<1)7 ) _Sgnw(8)7 _Sgnw(S)v Sgnw<8))
1
- §<(Sgnw(1)7 R _Sgnw(8)7 _Sgnw(8)7 Sgnw(g))a
(... sgn.(i) =1,...,s59n,(j), ... ,O)>(5i +¢,)
Si sgn. (i) = —sgnj)sgn.,(j) entonces r,(w) es igual a
1
5 (Sgnw(l)a ) _Sgnw(8)7 _Sgnw(8>a Sgnw(8))
y si sgnq, (1) = —sgn(j)sgn.(j) entonces r,(w) es igual a
1
= (s9ma (1), . —sgn(8), —sgma(8). sgn.(s)
pero cambian de signo el lugar ¢ y el j, la ultima parte queda igual.
Siw = 1(sgnu(l),...,—sgnu(8), —sgn.(8), sgn,(8)) y v = & + &; el caso
ya se analiz6 en Fy.
Siw = %(Sgnw(1)7 R _Sgnw(8>a _Sgnw(8)7 Sgnw(g))
y v = 3(sgnu,(1), ..., —sgn,(8), —sgn.(8), sgn.(8)) el resultado es el mismo

que lo obtenido en el caso de E;. Por lo tanto, ® es un sistema de raices.

Por ultimo sea el sistema simple A el formado por los «a; con 1 < i < 6.
Ya vimos que son linealmente independientes por loq ue falta comprobar que
todo elemento se puede escribir como combinacién lineal de las a; ya sea
todos positivos o todos negativos. Procedemos igual que en el caso de Ej.
Los del tipo £¢; £ ¢; ya se verificaron en Eg por lo que falta el caso cuando
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— 1 5 .
v=+3 (68 —er— €6+ D g :I:»si). Tenemos que Av nos queda como en el
caso para Fg pero aqui con un ntimero impar de signos - y las dos ultimas
entradas son 0. Por lo tanto tenemos un sistema de raices.

Para los casos Eg, By y Eg falta por demostrar que efectivamente son gru-
pos de 3-transposiciones. En cada caso, sea I' = {r,la € A} y sea S =¢
I' = {r,|a € ®}. Las propiedades 1 — 3 del teorema ?7? se satisfacen por las
propiedades de los sistemas de Coxeter. Resta probar la condicién 4, esto es
que ro1g, con a, € ¢ tiene orden o(r,rg) € {1,2,3}:

Sea av = €46 y B = € £ ;. Hay varios casos:

Sit=ky j# l: Tenemos que:

(Tcﬂ"ﬁ)s = (Tarﬁra)(Tﬂrarﬁ) = Tra) ra(a)
Entonces:
Toz(ﬂ) = 6 - <O./7ﬁ>06 = ﬂ -«
rgla) =a—(B,a)f =a— [ =—r. ()

pero 7., = r_, por lo tanto (r,r5)* = 1 cuando (o, ) = 1.
Si aw = [ entonces (r,r5) = 1.
Ahora, cuando (o, 5) = —1:

ra(B) = B+ a=rg(a)

por lo tanto (r,rg)® = 1.

Ahora, o(rars) = 2 siy sélo si rargrarg = 1siy sélosir,, , =rssiysolosi
ro() = £, para que esto suceda necesitamos que {(«, ) = 0. Esto pasa en
los siguientes casos: Cuando a = ¢;+¢;y = e;te,, y sgna(j) = —sgnf(j).

Sif= %(sgnﬁ(l), e sgnﬁ(8)> entonces

1 . . .
(. B) = 5(sgns() + sgns(j)sgna(j))
Si sgng(i) = —sgng(j)sgna(j) entonces o(rorg) = 2 y cuando sgng(i) =

sgng(j)sgna(j) entonces o(r,rg) = 3.
Ahora, cuando o = %(sgna(l), . ,sgna(8)>

(0,8) = 1 ((s9ma(1), - 59m(8)). (s9m5(0). . 59m5(8)))
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Si los signos de « y (8 difieren en 6, el producto interno nos da -1 y por lo
tanto o(r,rz) = 3. Si difieren en 2 el producto interno nos da 1y por lo tanto
o(rarg) = 3. Si difieren en 4, o(r,rz) = 2 y si difieren en todas o ninguna el
orden es 1. Por lo tanto o(ra7s) € {1, 2, 3}.

Esto prueba que Eg, F; v Eg son grupos de 3-transposiciones. O



Capitulo 4

Diagramas en la categoria 5)

En este capitulo el resultado principal es que a diferencia de los espacios
de Fischer, en la categoria Sy, todos los espacios tienen diagrama (ver [?]).
Para esto, definiremos conceptos tales como coclique, polo y daremos un-
os resultados de esto (ver [?]), ademds veremos qué significa que un espacio
tenga la propiedad de Desargues y la propiedad de Reye y algunos resultados.

Para un espacio dual afin, consideremos el espacio vectorial

FQP = {Z)\Z’Ulhh S P, )\2 S FQ}
y L= {(a+b+cl{a,b,c} linea) C FyP.

El subconjunto P de Fy P es base de Fo Py q(a) = 1 para toda a € P. La for-
ma simpléctica bilineal que denotaremos ahora por (,) : FoP x FoP — Fy
estd dada en la base P por:

(a,b) = 1 sia,b son colineales
1 0 otro caso

4.1 Teorema. L esta contenido en Rad(q), el radical dado por la forma
simpléctica bilineal.

Demostracion.
Tenemos que = € Rad(q) si + € Rad(F2P) y q(x) =0. Seal=a+ b+ c con
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{a,b, c} linea y sea x € P entonces
(@,1) = (2,a) + (,b) + (z,¢)

Si x € [ entonces dos términos son iguales a 1 y el otro es igual a cero, por lo
tanto (x,l) = 0. Si « ¢ [ entonces es colineal a dos puntos o a ninguno por lo
tanto (z,l) = 0. Esto prueba que [ € Rad(F2P) ya que P es base y [ genera
L. Ahora, tenemos que

q(l) =qla+b+c)=q(a)+qb+c)+ (a,b+c) =q(a)+ q(b+c)
ya que (a,b+c¢) =1+ 1 =0 entonces
q(l) =qla) + q(b+¢c) = q(a) + q(b) + q(c) + (b,c) =1+1+1+1=0

Por lo tanto L estd contenido en Rad(q). O

4.2 Teorema. Sea P un espacio reducido dual afin. Entonces la composicion
p:P—U
P—F,P —F,P/L=U

es la representacion universal de P. Ademés ¢ induce una forma cuadratica
en FyP/L tal que q(¢(a)) = 1 para todo a € P, la forma simpléctica bilineal
asociada es 1 si a, b colineales y 0 si no lo son.

Demostracion.

Sea ¢ € FoP/L dado por ¢(¢(a)) = g(a + L) = q(a). Probemos que estd bi-
en definida. Si x + L = y + L entonces x +y € L por lo tanto 0 =
q(x +y) = q(z) + q(y) + (x,y), pero como x = y + [ con | € L tenemos
que (x,y) = (y+ {,y) = 0 y de esta forma obtenemos que ¢(z) = ¢q(y) y por
lo tanto esta bien definida.

Ahora, denotemos como T a x + L, tenemos que

(Z,7) = q(7,7) + q¢(@) + (@) = q(z +y) +q(x) + q(y) = (z,y)

Por lo tanto ¢ es la forma bilineal asociada al cociente. P es reducido, en-
tonces a,b € P, a # by no colineales, entonces existe ¢ € P tal que {c,a) = 1
y {¢,b) = 0. Si a,b son colineales entonces (¢(a), »(b)) = (a,b) = 1 por lo
tanto ¢(a) # ¢(b). Entonces tenemos (¢(c), d(a)) =1y (é(c), ¢(b)) = 0, por
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lo tanto ¢(a) # ¢(b) y por lo tanto ¢ es inyectiva. La propiedad universal
es obtenida por la propiedad universal del cociente. El resto del teorema se
verifica directamente de la definicién de ¢:

Tenemos que T|p = ¢. Ahora, mostremos que T(I) = 0 para todo | gen-
erador de L. Tenemos que

T(a+b+c)=T(a)+T(b)+T(c) = p(a) + o) +plc) =0

Por lo tanto existe el morfismo 7.

P F,P F.P/L=U
o T T
v

Para ver que es 1nico sea T" otro morfismo de U — V', entonces
T'(a+L) = T'(¢(a) = pla) = T(a + L)

y dado que coinciden en los generadores tenemos que 7" =T O]

Sean a,b € P y sea la relacién de equivalencia:
a~beat=bt
donde a* = {b € P|b no colineal con a}. Definimos ahora
P*=P/~

{z,y, 2} es linea en P*, si existen a € x, b € y y ¢ € z tales que {a,b,c} es
linea en P.

Noétese que si {x,y,z} es linea en P* con a € x, b € y, entonces {a,b}
son colineales. Ademas si {a,b,c} es linea en P entonces ¢ € z.



Diagramas en la categoria 5, 55

Puede verificarse que si P es dual afin entonces también lo es P* y que

T: P — P

a +— Ja

es un morfismo de espacios duales afines.

4.3 Lema. P* es reducido.

Demostracion.

Sean x,y € P* no colineales y distintos con [a] = z y [b] = vy, entonces
at # b*. Entonces supongamos que b* no esté contenido en a*, por lo tanto
existe un z € bt tal que z ¢ a*, por lo que z € P es colineal con a y no lo
es con b y por lo tanto [z] es colineal con x y no colineal con y en P*. Por lo
tanto P* es reducido. O]

Sea V un espacio vectorial sobre Fy y P un espacio dual afin. Considere-
mos el espacio V' x P cuyas lineas son:

{(u,a),(v,b), (w,c)lu+v+w=0y {a,b,c} linea}.
Es facil verificar que V' x P es un espacio dual afin si P lo es. Definimos

(u+ z,7a(a)) sid,a son colineales
(u,a) otro caso

o (10) = {

4.4 Teorema. Sea P un espacio de tipo simpléctico, entonces existe un
espacio vectorial V tal que P =V x P*.

Demostracion.
Para esta demostracion ver [?]. O

4.5 Teorema. Un espacio parcialmente lineal P tiene representacién sim-
pléctica si y sélo si todos sus planos son duales afines.
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Demostracion.

Supongamos que ¢ : P — V es una representacién simpléctica de P con
forma bilineal y f : V x V — Fy. Escribamos ¢(a) = a 'y f(u,v) = (u,v).
Sea Ly = {a,b,c} y Ly = {a,V, '} dos lineas que se intersectan en P. En-
tonces tenemos 0 = (¢, 0) = (¢, (a+b+)) = 1+(c, V') +(c, ) y supongamos
que (c,t') =1y {(c,d) =0.

Entonces 0 = (0,¢) = ((a+b+¢),d) =1+ (b ) por lo tanto by ¢ son
colineales. Ahora, como 0 =a+a =0b+c+ b 4+ tenemos b+ = c+ b por
lo tanto el plano generado por Ly y Lo es el dual afin:

b d=b+ =c+V

a v c

Supongamos ahora que P tiene sélo planos duales afines. Ahora, por teo-
rema 4.4, P = V x P* con V un espacio vectorial y P* es un espacio re-
ducido. Entonces por teorema 4.2 P* tiene una representacién simpléctica
en Il : P — FoP*/L* = W.Sea ¢ : P2V x P — V xFoP*/L* y
f:(VxW)x (VxW)— Fy dado por f((vl,wl),(vg,wQ)) = (wy, wy)
donde (,) es la forma de P* dada en 4.2.

P—F—VxP* C—>V><W

~

donde « es isomorfismo y II(x) = x + L. Tenemos que

flela), o) = f((1 xIMafa), (1 x Ma(d)) =
= f((l x ) (u, z), (1 x 1T a(v,y)) =
= f((uII(2)), (v, ())):

= (Il(z),[(y)) =

para x,y colineales en P. Si no son colineales entonces es igual a 0. O]
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4.6 Corolario. Cualquier espacio parcialmente lineal con sélo espacios duales
afines tiene una representacién simpléctica universal.

Demostracion.

En la prueba del teorema 4.2 la condicién que implica la inyectividad de
la representacion simpléctica universal ¢ : P — U es que el espacio P
es reducido. Ahora, en nuestro caso, P no es necesariamente reducido pero
sabemos que P tiene una representacién simpléctica (inyectiva). Por lo tanto,
de la propiedad universal de ¢, ¢ también es inyectiva. O

Sea I' una grafica y sea FsI' el espacio Fs-vectorial con base los vértices
de I'. Definamos una forma bilineal simpléctica f en F>I' dada en la base por
f(z,y) = 1siz,y son adyacentes y f(z,y) = 0 en otro caso (f(z,x) =0).

Ahora consideremos el espacio parcialmente lineal con puntos los vectores
no cero de FsI' y lineas los subconjuntos {z,y, z} tales que f(z,y) = 1y
r+y+z=0.

Definamos C(I') como el subespacio parcialmente lineal de FyI' generado
como subespacio parcialmente lineal por I'. Note que C(I') y FoI' — {0} son
de tipo simpléctico.

4.7 Lema. Sea P un espacio de tipo simpléctico. Si P C V es una repre-
sentacion de P y hay una subgrafica I' C P tal que:

I. I genera el espacio parcialmente lineal P,
1. I' es una base del espacio vectorial V.
Entonces P C V es la representacion universal de P.

Demostracion.

Por corolario 4.6, existe una representacion universal P — U. Entonces e-
xiste una unica funcién lineal T : U — V tal que T'|p es la inclusién P C V
y T(I') =T. Por lo tanto, por 11, I' es linealmente independiente en U y por
(i), como P genera a U como espacio vectorial por lo tanto I' también es base
de U, por lo tanto las dos representaciones son equivalentes. O
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Una consecuencia de este lema es el siguiente teorema:

4.8 Teorema. La representacién C'(I') — F,I es la representacion univer-
sal de C'(T).

]

4.9 Teorema. Sea P un espacio parcialmente lineal de tipo simpléctico y
supongamos que I' C P es una grafica inducida de P tal que I'" genera P
como espacio parcialmente lineal. Entonces I' es un diagrama para P en la
categoria Sy, si y sélo si existe una representacion lineal P — V' tal que I
es una base del espacio vectorial V.

Demostracion.

Supongamos primero que I' es un diagrama para P en S,. Sea P C U la
representaciéon universal de P y considere la representacion C(I') C FoI'. De
la definicién de diagrama existe un morfismo de espacios parcialmente lin-
eales p : P — C(I') tal que ¢|r es la identidad en I'. Ahora como P C U
es universal, existe una unica funcién lineal T : U — F,oI" tal que T|r es
también la funcién identidad en I'. Entonces como I' genera U y I' es base
de FsI'" entonces I' es base para U.

Supongamos ahora que P tiene representacion P C U tal que I' es base
de U. Por lema 4.7 esta representacién es universal. Sea o : I' — P’ un
morfismo de graficas con P’ espacio de tipo simpléctico y considere la rep-
resentacién universal P’ C U’. Como U es representacién universal, ten-
emos T : U — U’ tal que T|r = «. Como « es morfismo de graficas,
a,b son adyacentes si y s6lo si a(a) y «(b) son puntos colineales en P’
Por lo tanto si f y f’ son las formas bilineales de U y U’ respectivamente,
entonces para cualquier a,b € T, f(a,b) = f'(a(a), (b)) y por lo tan-
to Vx,y € U tenemos que f(z,y) = f’(T(:v),T(y)). Ahora veamos que
T(P) C P'. Como I' genera P entonces para cualquier x € P existe una
sucesion xy,...,z, de puntos en I' tal que f(x; + -+ + zj,2501) = 1y
r=x1+- -+, Entonces T'(z) = T(x1+ -+ xp—1) + T(x,). Supongamos
inductivamente que T'(z1+- - - +2,_1) € P'. Pero T'(z,,) esta también en P’y
como f(x1+-+-+x,_1,%,) = 1 tenemos que f’(T(:UH—- . -+xn_1),T(a:n)) =1
por lo tanto T'(x) € P'. Finalmente de la definicién de lineas en la repre-
sentacién universal, la restriccién T'|p : P — P’ es morfismo de espacios
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parcialmente lineales y T'|p extiende a a.

O

4.10 Definicién. Decimos que un espacio tiene la propiedad de Reye si
cualquier par de puntos no colineales tienen mas de 4 puntos colineales a
ambos.

4.11 Definicién. Decimos que un espacio tiene la propiedad de Desar-
gues si cualquier par de puntos no colineales tienen exactamente 4 puntos
colineales a ambos.

4.12 Lema. Un espacio simpléctico y conexo P tiene la propiedad de Reye
si y s6lo si P contiene una subgrafica inducida del diagrama de Dynkin Dj,.

’—I—‘ D4
a
Dem OStI’&CiéH.

Supongamos primero que P tiene la propiedad de Reye y sean a, b dos puntos
no colineales en P. Entonces existe un plano dual afin IT en P que contiene
a a y b, por conexidad.
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b
I1

Como a y b tienen ya 4 puntos en II colineales a ambos, entonces existe un
quinto punto p € P colineal a a y a b. Sea L una linea de Il que contiene a
a pero no b.

p

Entonces p es colineal con un punto de a # d € L.

]

Si ¢ es el tercer punto de la linea por p y d tenemos en P una subgrafica
inducida {p, a,b,c} = D,.
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b

p

Ahora, supongamos que P contiene la grafica Dy, entonces P contiene las
9 lineas siguientes que se obtienen de completar los planos duales afines cor-
respondientes:

C a

Denotemos por & a la configuracién anterior. En esta, podemos notar que
para dos puntos no colineales a,b, se tienen més de 4 puntos colineales a
ambos. Solo falta demostrar que esto sucede para cualesquiera par de puntos
que nos tomemos. Sean x,y dos puntos no colineales

C a

Demostremos que estos dos puntos tienen mas de cuatro puntos colineales a
ambos. Supongamos primero que x y y estan conectados a dos puntos de la
grafica Dy, digamos a by a a. En este caso, es claro que se tienen mas de 4
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puntos colineales tanto a x como a .

Ahora, supongamos que y estd conectado a solamente un punto de Dy, dig-
amos a by que x no esta conectado a b. Si y es colineal con b entonces tenemos
lo siguiente:

Entonces, calculemos v, (). Tenemos que v,(b) = y v 7.(z) = z, por lo
tanto, v, (&) es de la siguiente forma:

Y
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Tenemos que v,(a) = a. Hay dos casos: Si a estd conectado con z o si no lo
estd. Para el caso en que a y x estan conectados, calculamos 7,/(a), donde 2’
es el tercer punto de la linea que une a a y z. Entonces, 7./(a) = = y asi nos
queda lo siguiente:

Y (y) =y

A

V'Y C)

-
")

Aqui ya tenemos que hay mas de 4 puntos colineales a = y .

Si x no es colineal con a, entonces consideremos lo siguiente: Sea v un punto
conectado con a y con x entonces, nétese que solo pueden darse los casos en
los que y esta conectado a u y a v o a ninguno de los dos, ya que si y estuviera
conectado a sélo uno, digamos a u entonces como y no esta conectado con a
si lo estd con el tercer punto de la recta que contiene a a y a u, llamemos a
este punto k. Como y no estd conectado con x pero si esta conectado con k
entonces debe estar también conectado al tercer punto de la recta que con-
tiene a x y a k que es v.

v k T

Si u y v estan conectados con y, entonces ya tenemos mas de 4 puntos co-
lineales tanto a x como a y. Si ni u ni v estan conectados con y, entonces



Diagramas en la categoria 5,

64

calculemos v,7v,(a) = v Y (y) = y, por lo tanto nos queda:

Y

X

Y en este caso, hay més de 4 puntos colineales tanto a x como a y.

Como a, b, c son puntos simétricos y = y y son simétricos. Los demas ca-
sos son iguales. O

Como se puede ver en la demostracién anterior, se acaba de probar que
un espacio tienen la propiedad de Reye si y soélo si existen a,b puntos no
colineales con més de 4 puntos colineales a ambos.

Para los teoremas siguientes denotaremos la forma bilineal f por () y sean
P un espacio dual afin conexo y reducido, P C U la representacion universal
de P,y g =q(P): U — Fy la forma cuadrética definida por Py

(,9) =q(r +y) +q(x) +qy)  (zr,y€U)

4.13 Definicién. Un subconjunto C' C P es un coclique si (a,b) = 0 para
todo a,b € C.

4.14 Definicion. Un punto p € P es un polo de un coclique C' C P si
(p,c) =1 para todo ¢ € C.

4.15 Lema. Si C' = {a,b,c} C P coclique con 3 puntos y p € P es polo de
C entonces a +b+c € P.

Demostracion.
Tenemos que
(p,a) =1 entonces p+a € P

(p+a,b) =1 entoncesp+a+becP
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(p+a+0bc)y=1 -entoncesp+a+b+ceP

y por ultimo

(p+a+b+c,p)=1 porlotantoa+b+ce P.

4.16 Lema. Sea | = {a,d’,a"} linca de Py

I+ ={s € P|(s,a) = (s,a') = (s,a") =0}
Si ¢ € P tal que (c,a) = 1 entonces existe d € P tal que (d,a) = 0y
(d,s) = (c,s) para toda s € [*+.

Demostracion.

Como en un plano dual afin si un punto es colineal a otro en una recta
entonces debe ser colineal a otro mads, asi ¢ debe ser colineal con a’ 0 a”. Sin
pérdida de generalidad (c,a’) = 1. Entonces sea d = ¢ + d

(dya)y ={c+d,a)=1+1=0

(d,s) = (c+d,s) = {c,s)

4.17 Lema. Sea {ay,...,a,} C P coclique y [, lineas en P tales que:
a €1l y a; € 1+ 1> 1,

ael y aelt i>2
Entonces existe una linea [ € P tal que ay € I" y a; € "+ para i # 2.

Demostracion.

Si a; € I't definamos I” =1’ y tenemos el resultado.

Supongamos que a; ¢ I'-. Entonces existe ¢ € I’ tal que (c,a;)=1 entonces
por 4.16, existe d € P tal que (d,a;) = 0y (d,s) = (¢, s) para toda s € [+.
Como ay € [+ tenemos que {(d, as) = {c,az) = 1 y en este caso definamos en-
tonces I” = {ay, d, as + d} y tenemos que (a;, d) = (a;, c) = 0 porque a; € I'*
para ¢ > 2. O
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4.18 Lema. Sea C' = {a,b,c} € P coclique tal que a + b+ ¢ ¢ Rad(U).
Entonces existe [ linea en P tal que uno de los puntos de C' cae en [ y los
otros dos en [+,

Demostracion.

Como a + b+ ¢ ¢ Rad(U) entonces existe p € P tal que (p,a+b+c) = 1.
Si se da el caso en el que uno de ellos, por ejemplo a es tal que (p,a) =1y
(p,b) = (p,c) = 0 entonces tomando | = {p, a,p+a} se tiene lo que se queria.

Si lo que tenemos es que (p,a) = (p,b) = (p,¢) = 1, por el lema 4.15 te-
nemos que a+b+c € Py como P reducido existe ¢ € P tal que (q,a) =0y
(¢,a+b+c) =1 por lo tanto (¢,b) =1y (¢,¢) =0 (0 {(q,¢c) =1y {(q,b) =0)
y tomamos [ = {q,b,q + b} (en este caso tomamos {l = q,c,q + c}. ]

4.19 Teorema. Si C' = {ay, as, az} coclique y a;+as+asz ¢ Rad(U) entonces
existen lineas [y, [y, 13 € P tales que a; € [; y a; € ljl para i # j.

Demostracion.

De 4.18 existe [; € P tal que a1 € | y as,as € I*+. Por el hecho de que es
reducido, existe u € P tal que (u,as) =1y (u,a3) = 0.

Sea | = {as, u,as + u}. Entonces como en 4.17 tenemos a; € l; y ag, a3 € llL
v ay € 1y ag € I+. Por lo tanto existe I tal que as € Iy y ay,a3 € ly. Lo
mismo con az para obtener de esta manera [3 tal que az € I3y as,a; € lgl. O

4.20 Teorema. Seaa € Py
I, ={be Pb+#ala,b) =0}
Entonces I';, es subespacio conexo de P.

Demostracion.

Sean b,c € T'y, si (b,¢) = 1 tenemos lo que se pide. Entonces supongamos
que (b, c) = 0. Demostraremos que existe u € ', tal que (u,b) = (u,c) = 1.
Sea p € P tal que (p,b) = (p,c) = 1. Si p € [, tome u = p y tenemos lo que
se pide.

Supongamos que p ¢ I',, entonces (a+b+c¢,p) = 1y por lo tanto a+b+c ¢
Rad(U). Por el teorema 4.19 existe [ linea tal que a € [ y b, ¢ € [*+. Aplicando
lema 4.16 a l y a p, (p,a) = 1, tenemos que existe u € P tal que (u,a) =0
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y {u,s) = (p, s) para todo s € I*. Por lo tanto tenemos el punto u; € ', tal
que (u,b) = (u,c) = 1. O

4.21 Teorema. Sea a,b colineales en P. Entonces
Py ={c€ P(c#a,c#b){c,a) = (c,b) =0,a+ b+ c ¢ Rad(U)}
€s conexo.

Demostracion.

Sea ¢,d € P, con ¢ # d, (¢,d) = 0. Probemos que existe z € P, tal que
(z,¢) = (2,d) = 1.

Como {a,b,c} es coclique y a + b+ ¢ ¢ Rad(U), por teorema 4.19, existe
lePtalquec€lyabelt. Sidglt existe c# 2 €1 tal que (z,d) =1y
por lo tanto z es el punto buscado.

Si d € I+, considere el coclique {a, b, d}. Por teorema 4.19, existe I’ con b € I'
y a,d € I't. Aplicamos ahora el lema 4.17 con {ay, ..., a,} = {c,b,a,d} efec-
tivamente tenemos que se cumple que ¢ € [y b,a,d € I* y que b € I' y
a,d € I't. Entonces obtenemos I” tal que b € I” v ¢,a,d € I"*+. Como I, es
conexo, existe z con (z,a) =0y (z,¢) = (z,d) = 1.

Si (z,b) = 0 entonces z es el punto que funciona. Si (z,b) = 1 entonces apli-
cando lema 4.16 para I” y b € {” tenemos que existe 2’ tal que (2/,b) = 0
y (2/,b(=)z,s) para s € ["*. Entonces, en particular (z/,c(=)2,d) = 1y
(2',a) =0, por lo tanto 2’ € Py. ]

4.22 Teorema. Sea {a, b, ¢, d} un coclique de 4 puntos en P tal que a+b+c €
Pya+b+d¢Rad(U). Entonces a +b+d € P.

Demostracion.

Como ¢,d € P, por teorema 4.21 existe p € P, tal que (p,c) = (p,d) = 1.
Entonces p+cy p+d estan en P. Ahora, como {(a+b-+c,p+c¢) = 1 tenemos
que a+b+p € Py como (a+b+p,p+d) =1 tenemos que a+b+d € P. [J

4.23 Lema. Para cualquier v € U, v # 0, existe coclique C' C P tal que

v = ZaGC a.

: oo B :
Si v € O(q) (ver definicién ??) entonces v = ) .~ con C coclique con
nimero impar de términos.
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Demostracion.

Podemos escribir v = ) _~a con |C| minimal. Si tuviéramos que existen
a,a’ € C tales que (a,a’) = 1 entonces a+a’ € P. Por lo tanto C' es coclique
(se contradice la minimalidad).

Ahora, si ¢(v) = 1 tenemos que

1=q(v) =a( Y a) = ala)

aeC aeC

por lo tanto |C| impar. O

4.24 Lema. Si C C P coclique con |C| = n, n > 3 entonces Vm con
0 < m < n, existe coclique C" C C con |C'| = m tal que ), - a’ ¢ Rad(U).

Demostracion.

Sea {ai,...,amu1} CCyseab=a;+ - +apyc=a1+ 4+ an_1+ani1.
Si b,c € Rad(U) entonces b+ ¢ € Rad(U), ie. a, + ant1Rad(U). Por lo
tanto Vd € P tendriamos que (G, d) = (@41, d) lo cual contradice que P es
reducido. O

4.25 Lema. Supongamos que P tiene la propiedad de Reye. Si a,b son no
colineales entonces existe un tercer punto ¢ € P tal que a+b+c € Py
{a,b,c} es coclique.

Demostracion.

Considere un punto colineal con a y b y un plano Il generado por a,b, p.
Como tiene la propiedad de Reye, existe un punto ¢ ¢ II colineal con a y b.
Si p v ¢ son colineales tomemos ¢ = p+ ¢ y de esta forma a+b+p+q € P.
Si no, tomemos ¢ = p + q + a. O

4.26 Teorema. Sea P con la propiedad de Reye y P C U la representacion
universal de P. Considere ¢ : U — Fyla forma cuadratica dada por P.
Entonces P = O(q), el espacio cuadrético dado por q.

Demostracion.
“C”  Como P no tiene puntos aislados, P N Rad(U) = 0 y de la definicién,
tenemos ¢(a) = 1 para toda a € P por lo tanto P C O(q).
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“2” Sea v € O(q). Procedamos por induccién en el nimero de elemen-
tos de un coclique con el que podemos escribir a v. Considere primero el caso
donde v =a+b+c € O(q) con {a,b,c} C P un coclique. Por el lema 4.25 el
par {a, b} puede ser completado al coclique {a,b,d} C P cona+b+d € P.
Entonces por el teorema 4.22 tenemos que v =a+b+c € P.

De lema 4.23 escribimos v = a1 +- - -+ a, con n impar y C' = {ay,...,a,} un
coclique en P. Supongamos que Vm con 3 < m < n,siu = by+---+b,, € O(q)
y by,...,b, es coclique en P entonces u € P.

De lema 4.24, tomando m = n—2, hay un coclique " C C,C" = {ay,...,a, 2}
tal que @ = a; + -+ - + a,—2 ¢ Rad(U). Entonces a € O(q) ya que 1 = g(a) =
n — 2, entonces por induccién a € Py por lo tanto {a,a, 1,a,} es coclique
en Pyv=a-+a,_1+ a,, por lo tanto, por la base de la induccién (el caso
con tres puntos), se tiene que v € P. ]

4.27 Teorema. Sea P un espacio reducido conexo simpléctico con la propiedad
de Reye y sea P — U la representacion universal de P. Si una subgrafica
inducida D de P es tal que:

1. D contiene como subgrafica a Dy,

2. D conexa,

3. D es base del espacio vectorial U.
Entonces D es diagrama para P en Sy,

Demostracion.

Primero demostraremos que C(D) es conexa y reducida. Sea a,b € C(D).
Sabemos que existen ¢, d € D tales que a y ¢ pueden estar conectados por un
camino al igual que b y ¢. Entonces por 11, C'(D) es también conexa. Ahora,
supongamos que a y b son no colineales. Como a,b € P y P reducido entonces
existe ¢ € P tal que {(c,a) # (c,b). Entonces (¢, (a + b)) = (¢, a) + (¢, b) = 1.
Pero como D es base de U existe d tal que (d,(a + b)) = 1, por lo tanto
(d,a) # (d,b) con d € C(D).

Note que por lema 4.7, la restriccion de la representacion universal P — U
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a C(D) C U es también la representacién universal de C'(D), C(D) — U.

Como D genera C(D) y D es base de U entonces C(D) y P definen la
misma forma cuadratica en el espacio vectorial U. Entonces tenemos que los
espacios Py C(D) que satisfacen las hipdtesis del teorema 4.26 y con la
misma forma cuadratica ¢. Por lo tanto P = O(q) = C(D) y por lo tanto
por teorema 4.9, D es diagrama para P. O

4.28 Definicién. Sea 2 un conjunto. Definimos T'(2) como el espacio par-
cialmente lineal con puntos {a, b} € Q, a # by las las lineas los conjuntos de

3 puntos de la forma {{a, b}, {b, c},{a,c}} € T(Q2).

4.29 Lema. T'(92) es de tipo simpléctico conexo con la propiedad de Desar-
gues y reducido excepto para || = 4.

Demostracion.

Es un espacio parcialmente lineal ya que el tercer punto de una recta en
T(2) es siempre la diferencia simétrica de los otros dos puntos, de esta forma,
tenemos que dos puntos determinan al tercero. Ahora, considere las rectas
{{a,b},{b,c}, {a,c}} y {{a,b},{b,¢'},{a,'}} que se intersectan en el punto
{a,b}. Veamos que lo que generan es un plano dual afin.

{b.¢}
{a,}

{a, b} {b,c} {a,c}

Tenemos que {a,} estd unido con {a,c} y el tercer punto de esa recta
es {c, '}, y también {b, '} estd unido con {b, ¢} siendo el tercer punto de la
linea {c,c'}. Por lo tanto se forma el siguiente plano dual afin:

{a, b} {b, ¢} {a,c}
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T(Q) tiene la propiedad de Desargues ya que si tomamos {a, b}, {c,d} dos
puntos no colineales tenemos que los puntos colineales a ambos son: {a, c},
{a,d}, {b,c} y {b,d}, los cuales son exactamente 4.

Ahora probemos que es reducido excepto para |Q2| = 4. Para los casos || = 1
y |©] = 2 no hay nada que probar ya que no tenemos linea. Si |Q2] = 3 se
forma una linea y no hay nada que probar ya que no hay otros puntos. Para
|2] = 4 tenemos que se forma un espacio dual afin y por lo tanto no es
reducido. Para |Q2] > 4 considere dos puntos no colineales {a,b} y {c,d} y
un punto e € 2 tal que e ¢ {a,b, c,d}, entonces el punto {a,e} € T(Q2) es
colineal a {a, b} pero no lo es a {¢, d}. Por lo tanto T'(Q2) es reducido. O

4.30 Teorema. Si P tiene la propiedad de Desargues entonces P es isomorfo
al espacio T'().

Demostracion.

Sea p un punto de Py ly = {p,a, b} linea de P. considere el conjunto Q' de
lineas que pasan a través de p y el espacio T'(2) donde Q2 = {a,b} U. Note
que los puntos de T'(€2) son de 3 tipos:

1. {a,b}
2. {x,l} con x € {a,b}, l € Q
3. {l,l'} conl,l' e
Definamos la funcién ¢ : T'(2) — P:
1. ¢({a,b}) =p

2. ¢({m,l0}) =z
qb({x, l}) =t para [ # ly, donde t es el inico punto de la linea [ que no
es colineal con .

p p
¢({b, l}) d a= ¢({a7 ZO})

¢({a,1}) b=o({b,lo})
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3. ng({l, l’}) =t donde t es el tnico punto en el plano generado por [ y I’
tal que t # p y t no colineal con p.

p

o({1,1})

Probemos que ¢ es biyectiva. Consideremos la particién T'(Q2) = T3 U T, U T
donde T; es el conjunto de puntos de tipo ¢, y la particion P = P, U P, U P
donde P, = {p}, P, el conjunto de puntos de P colineales a p y Pj el conjunto
de puntos de P no colineales a p.

Como ¢(T;) C P; solo tenemos que probar que las restricciones respecti-
vas son biyectivas:
Para ¢ = 1: ¢|T} es supreyectiva e inyectiva.

Para i = 2: Sea y € P,. Entonces hay una linea [ € Q' tal que y € [ y
por definicién de ¢ tenemos que ¢({a,l}) =y o ¢({b,1}) = y. Por lo tanto
¢|T» es suprayectiva.

Siy = gb({x,l}) = QS({JZ’,Z’}) entonces como p y y estdn en [,I' entonces
I=lyx=12.

Para ¢ = 3: Sea z € P3. como P es conexo hay un punto ¢t € P colineal con p
y x. En el plano generado por p, x, t hay dos lineas [, I’ tales que (b({l, l'}) =z

t x

Por lo tanto ¢|T3 es suprayectiva. Por otro lado, si ¢({l1,lo}) = ¢({l1,14})
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entonces los planos generados por [y, ls y I1,l5 contienen p y z, dos puntos no
colineales.

h

I, ly

De la propiedad de Desargues los planos son iguales, ya que de otra forma se
tendian 4 puntos colineales tanto a p como a . Por lo tanto ¢|T5 es inyectiva.

Hemos probado que ¢ es biyectiva. Ahora probemos que ¢ manda lineas
en lineas:

Note que hay tres tipos de lineas en T(Q):
L {{a b} fa 0}, {01}
2 {{o 0 {2 1) {11Y)
3. {{LUL (L (1)

Para las lineas del primer tipo, de la definicién de ¢ tenemos que ¢(L) = I.
Para las lineas del tipo 2 y 3 considere lo siguiente:

Sean [, 1’1" tres lineas en ' y sea u (respectivamente v y w) el sexto punto
del plano generado por [,1" (respectivamente [,1” y I',1").

Sea | = {p,r,s}. Entonces en la definicién de u y v podemos etiquetar los
puntos de " y I” para que I' = {p,r',s'} y I" = {p,r",s"} donde {r,7",u},
{s,s’,u} son lineas y {r,7”, v}, {s,s”,v} son lineas también. Para el caso 2
en el que no aparece I” tomemos [” = ly. Supongamos que x = a, entonces

{¢({ZE, l})v gb({x? l,})v ¢({l7 l,})} = {37 8,7 u}
Si x = b tenemos que
{Qb({xv l})v ¢({x7 l,})7 ¢({l7 l,})} = {Tv Tl? u}

Y también

{o(L.U}), ({1, 1"}), 6({1 1"} } = {u, v, w}
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Ya se tenia que {s,s’,u} y {r,7’,u} son lineas, por lo tanto solo falta de-
mostrar que {u,v,w} es linea.

Primero note que como p y u no son colineales, los puntos u y r” tampoco
lo son, porque si lo fueran p y u tendrian més de 4 puntos colineales a ambos.

Sea w' el sexto punto del plano generado por las lineas {r, ", u} y {r,r" v}.

Como u y 7" no son colineales, {u,v,w’'} y {r,r"”,w'} son lineas. Entonces la
linea {r, ", w'} pertenece al plano generado por " y I”, por lo tanto w = w'.

Sea C' una configuracién. Recordemos que en el conjunto C' x F7 definimos
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las lineas como las tripletas {(a, x), (b,y), (c, z)} tales que {a,b,c} es una
lineaen Cyz+y+2z=0enFy.

4.31 Lema. Sea C' una configuraciéon y | = {p,q,r} una linea en C. Si
B ={xy,...,x,} es base de F} entonces, en C' x F3, el conjunto

D :={(p,0),(g,0), (p,21),- .., (p,2n) }

genera la configuracion [ x F7.

Demostracion.

Sea E = (D). sélo tenemos que probar que [ x F C E. Como (p,0), (¢q,0) €
E, por definicién de lineas en C' x F% tenemos que (r,0) € E. Ahora, como
(r,0), (p,x;) € E con (1 < j <n), tenemos también que (¢, z;) € E. Similar-
mente, (r,z;) € E para (1 < i <n). Entonces también (p,x; + x;) € E, etc.
Finalmente, para toda z,y, z € FY tenemos que (p, z), (¢,y), (r,2) € E. O

4.32 Lema. Sea C un espacio conexo y D un conjunto de puntos que generan
a C. Entonces D x F§ generan la configuraciéon C' x F5.

Demostracion.
Sea (c,z) cualquier punto de C' x FJ. Como ¢ € (D), existe una sucesién
S1y..y 8k € Cydy,...,d, € D tal que sy =dy y {s;, Siv1,div1} € D es recta.
Entonces

(s1,0),(82,0),...,(sk-1,0), (sk,z) = (¢, x)

es una sucesion en C' x F% tal que (s;,0) y (s;41,0) son colineales (1 < i <
k—2)y (sk-1,0) vy (s, x) son también colineales. Cada tercer punto de la
linea por (s;,0) y (si+1,0) es (di+1,0) y este punto pertenece a D x F5,
(1 <i<k-—2). Parak =i—1 el tercer punto de la linea por (sx_1,0) y
(sg,x) es (dg, ) que también estd en (D x F3) ie. (c,z) € (D xFy). O

4.33 Teorema. Sea C' un espacio de Fischer conexo y sea D una subgrafica
inducida conexa que genera C. Sea p cualquier punto en D, {z1,...,x,} una
base para F§ y

D'= (D x{0}) U{(p,z1),...,(p,zn)}

Entonces D’ genera la configuracién C' x F7.



Diagramas en la categoria 5,

76

Demostracion.

Como (D x F}) = C x F} por lema 4.32 sélo tenemos que probar que
(D) = (D x F3) y como D' C D x F} tenemos que probar nada més que
D x F3 C (D').

Entonces sea (¢, z) con ¢ # p cualquier punto de D x F} (ya que si fueran el
iguales tenemos el resultado). Como D es conexo, hay una sucesién de puntos
q1,q2,---,q9s € C, ry,....,rs € D tales que p = ¢ y ¢ = q donde ¢; € D,
tal que ¢; y ¢;+1 son colineales para (1 < i < s—1). Sea l1 = {q1,¢,71}
linea en C. Entonces por lema 4.31, {(¢1,0), (g2,0), (r1,2)) = l; x F}. Ahora
como (q1,2;) v (g2,0) pertenecen a D', entonces, (ry,z;) pertenece a (D) y
por lo tanto I; x F§ C (D’). En particular, (g2, ) € (D’). Por lo tanto, por
induccidn, (q,x) € (D'). O

4.34 Teorema. Sea I' un diagrama para una configuracion conexa C'y sea
p un punto de I'. Sea B = {x1,...,x,} una base para el espacio vectorial F}.
Entonces

I'= (T x{0}) U ({p} x B) cC x Fy
es un diagrama para la configuraciéon C' x F5.

Demostracion.

Por definicién IV genera C'(I') en C' x F y por teorema 4.33, I" genera C' x F}
en Fol' X F3. Nétese que F4 es la representacion universal de C' por teoremas
4.8 y 4.9. Ahora, como I es base para FoI' x F7, los espacios vectoriales Fol

y FoI' X F% son isomorfos. Por lo tanto, por teorema 4.9, I'" es diagrama para
C(I")=C x Fy. O

4.35 Teorema. En la categoria S, todos los espacios finitos tienen diagra-
mas.

Demostracion.
Tenemos varios casos:

a. “P reducido y con la propiedad de Reye”:
Sea U la representacion universal de P. Sélo necesitamos encontrar una
subgrafica inducida de P que satisfaga 1 —3 del teorema 4.27. Por lema
4.12, P contiene D,
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0—1—4 Dy
b

Veamos primero que los vértices {p,a,b,c} son linealmente indepen-
dientes en la representacion universal U de P:

Sea r = Ap + doq + A3b + M\c = 0. Tenemos que (r,p) = 0 =
0+ Ay + A3 + Ay. Por otro lado, (r,a) =0= X +0+0+0 = Ay, por lo
tanto A; = 0. Si dos términos fueran igual a 1, digamos si Ay = A3 = 1,
entonces Ay = 0y 0 = r = a+b por lo tanto a=b y esto no se puede dar.
Por lo tanto Ay = A3 = Ay = 0 y de esta forma tenemos que {p, a, b, c}
son linealmente independientes.

Ahora, sea F = {F subgréfica |F' conexa, que contiene D, y lineal-
mente independiente de P} familia. Sea {F,} una cadena. Tenemos
que |J F, es conexa y sugréfica inducide de P. Por lo tanto, por Zorn
F tiene elementos maximales. Sea D maximal. Entonces se satisfacen
los incisos 1 y 2 de teorema 4.27. Para probar 3, solo basta probar que
genera a U. Sea V el subespacio vectorial de U generado por D. Como
P genera U basta ver que P C V. Sea p € P. Si p es colineal con un
punto d € D entonces por la maximalidad de D se sigue que p € V.
Supogamos entonces que p no es colineal con ningin punto de D. Sea
de D ywv e P tales que v es colineal con p y d.

A

Considere la linea L = {v,p,w} € P. entonces d y w son colineales
por lo tanto v y w estan en V' y por lo tanto v +w =p e V.

“P reducido y con la propiedad de Desargues”:
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En este caso, sabemos de 4.30 que P = T'(Q), i.e. el espacio parcial-
mente lineal cuyos puntos son las parejas {a,b} € €2, donde 2 es un
conjunto y a # b. Y con lineas los conjuntos de 3 puntos de la forma

{{a, b}, {b,c},{a, c}}

Sea F»( el espacio vectorial sobre Fy con base Q, sea v =) .o Aaa y
consideremos el subespacio

U = {v € F2Q||{\a|A\s = 1}| es par}

Entonces {a,b} — a + b da una representacién de T'(2) en U. Sea
ueQfijoy
D = {{u,a}|u# a,a € Q} CT(Q)

conexa. La subgréfica D de T'(2) genera T'(€2) como un espacio par-
cialmente lineal proque {a,b} = {u,a} + {u, b}. Hay que probar que D
es base de U. Para probar que genera considere lo siguiente, sea x € U
tal que x = ) ., Aqa entonces

x:Z)\aa:ZAa(a—i-u)

ya que » A, = 0 porque x € U y a+ u € D. Por lo tanto D genera U
como espacio vectorial. Ahora, para ver que es linealemente independi-
ente, tenemos que

ZAa(a+u):O:Z)\aa+2/\au

aFu

como {2 es base cada A\, = 0. Entonces D es linealmente independiente
y por lo tanto D es base de U. Entonces por teorema 4.9 D es diagrama
para T(€2) y por teorema 4.8 es la representacién universal.

“Caso general. P finito”:

Sea P un espacio conexo simpléctico. Por teorema 4.4 sabemos que
P = P*xV con P* un espacio reducido y V' un espacio vectorial sobre
Fs. En teorema 4.34, si D* es diagrama para P*, p un punto de D* y
B ={vy,...,v,} base de V entonces

D={(D*x{0})U({p} xB)} cP*xV
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es diagrama para P. O

Como una aplicacién de los teoremas 4.27, 4.26 y 4.30 y haciendo uso de que
las formas cuadréticas estan clasificadas, daremos diagrames explicitos para
todos los espacios simplécticos.

Si P tiene la propiedad de Desargues entonces un diagrama es tomar la
grafica completa en |Q2] — 1 por teorema 4.35 inciso II.

Ahora, consideremos P = P* x V| P* reducido. Daremos explicitamente di-
agramas para P* y por teorema 4.34 también serdan diagramas para P* x V.
Supongamos que P es reducido y con la propiedad de Reye y P — U la
representacion universal. Por teorema 4.26 P = O(q).

4.36 Lema. Sea rad(U) < U y U = rad(U) ® Uy entonces dim (rad(U)) < 1
y si rad(U) = Fau con u # 0 entonces q(u) = 1.

Demostracion.

Demostraremos que no existe 0 # v € rad(U) tal que ¢(v) = 0. Supongamos
que si existe y llegaremos a una contradiccion. Sea 0 # v € rad(U) y tal
que g(v) = 0. Seaa € Py b= a+ v, entonces como a = b — v se tiene que

b ¢ rad(U), entonces
q(0) = q(a) + q(b) + {(a,b) = q(a) + 04+ 0=1
por lo que b € P, de esta forma (a,b) = (a,a +v) =0+ 0 = 0. Sin embargo

para toda ¢ € P se tiene (a,c) = (a +v,c) = (b,c) y esto contradice que P
es reducido.

Por otro lado, ¢ : rad(U) — F es lineal

q(u+v) = q(u) + q(v) + (u,v) = q(u) + q(v)

y por lo anterior es inyectiva. O]

4.37 Lema. 1. Son isomorfos
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*—o
Il
o—o
o—o

II. Son isomorfos

*—o
I
o—o

Demostracion.
Para ambos incisos solo basta mandar la base original en otra base que
cumpla con lo que queremos. Para el primer inciso si:

061 063
0 ey 0 ey

entonces €5cogemos la nueva base como sigue:

1 er + e 1 €3+ €4

I |

1 e1+e3+ey 1 es4+e+e

Se verifica que e; + e, e3 + €4, €1 + e3 + €4, €3 + e; + €5 son linealmente
independientes.

Para el segundo inciso, de forma similar al caso anterior tenemos lo sigu-
iente:
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1 e 0 e +es
0 ()] 0 €9

Por el lema 4.36, entonces tenemos dos casos:

Si rad(U) = 0: Entonces U es no degenerada y por [?] existe base de U
de la forma

AR

o de la forma

DR

Para el primer caso la forma cuadratica es ¢+ y para el segundo es ¢~. En el
primer caso, consideremos

Sea FyI'. Sea P = C(I') el espacio parcialmente lineal generado por I' en
F-I'. Entonces, por teorema 4.5 P C U es la representacion universal. P es
conexo, reducido (la forma cuadrética ¢ definida por P en U es no degener-
ada) y de tipo simpléctico.
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Ademas, I' satisface los incisos 1 al 3 del teorema 4.27, por lo tanto I' es
diagrama para C(I"). Pero por teorema 4.26 tenemos que C(I') = O(q).

Viendo la base hiperbdlica g de FoI™:

TI b+f c+f blfs bngf—s
S a d ay Gp—3

Efectivamente tenemos que,

(s,ry =1 (a,b+s)=140=1
(dyc+s)y=140=1 (a1, +s)=1+0=1
""" <an—3’bn—3+5>:1+021

Ahora, como q(s) = ¢(r) = q(a) = q(d) = q(a1) = -+ = q(an—3) =
= qbng) =1y glb+s) =1+1=0=qlc+s)=q(b+s)
q(bn_3 + s). Para la base hiperbdlica se tiene que:

q(by) =

1 0 0 0 0

T TI ot

1

Y por lema 4.37 uno concluye que ¢ = ¢, por lo tanto I's es diagrama
para O~(2n,2).

Para el segundo caso, consideremos
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Al igual que en el caso anterior, sea FyI'. Sea P = C(I') el espacio par-
cialmente lineal generado por I' en FyI'. Entonces, por teorema 4.5 P C U
es la representacion universal. P es conexo, reducido (la forma cuadratica g
definida por P en U es no degenerada) y de tipo simpléctico.

Ademas, I' satisface los incisos 1 al 3 del teorema 4.27, por lo tanto I' es
diagrama para C(I"). Pero por teorema 4.26 tenemos que C'(I') = O(q).

r c+e+s b+s

Viendo la base hiperbdlica >g de FoI™:
+s b+s by + s
s f a

c
d
Efectivamente tenemos que,
(s,1) =1  (f,c+e+s)=1+0=1
(a,b+s)y=140=1 (dc+s)=14+0=1

<a1,b1+8>:1+0:1
<an—47bn—4+5>:1+021

y también que (s, f) = (s,b+s) =--- =0, etc.
Ahora, como q(s) = q(r) = ¢(f) = ¢(a) = q(d) = q(a1) = --- = q(an- 3) =
qb) = =q(by_3)=1,q(b+s)=14+1=0= (c+s)—q(b1—|—s) =

q(bn_3+s)yqlct+e+s)=1+1+14+0+0+0 = 1. Para la base hlperbohca
se tiene que:

1 1 0 0 0

Tl

1

Y por lema 4.37 uno concluye que ¢ = ¢*, por lo tanto I's es diagrama
para Ot (2n,2).

Si rad(U) = Fou: Entonces ¢(u) =1 y por [?] existe base de la forma
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L1l

Ahora, probemos que O(q) = Sp(2n,2). Seav € Sp(2n,2) ysea f : Sp(2n,2) —
O(q) dada por

Probemos que se tiene una biyeccién. Sea w € O(q), entonces w ¢ rad(U) y
q(w) = 1. Definimos ¢ : O(q) — Sp(2n,2) como

g(w):{ w siw € U

v siw=v+u, conv e U

Noétese que para el caso en el que g(w) = w tenemos que g(w) = 1 y para el
caso en el que g(w) = v tenemos que ¢(v) = g(w+u) =1+1=0.

Entonces, comprobemos que una funcién es la inversa de la otra. Si ¢(v) =
1 entonces, g(f(v)) = g(v) = v porquev € Up. Si g(v) = 0, entonces
9(f(v)) = glu+v) = v porque v € Up. Si w € Uy, entonces f(g(w)) =
f(w) = w porque por definicién g(w) = 1. Si w ¢ Uy, entonces w = v + u
v f(9(w)) = f(g(v+u)) = f(v) = u+v = w. Por lo tanto se tiene una
biyeccion.

Ahora solo falta probar que tanto f como g mandan rectas en rectas. Sea
{a, b, c} recta en O(q). Demostremos que {g(a), g(b), g(c)} es recta. Hay var-
108 casos:

Sia,b € Uy entonces ¢ = (a+b) € Uy y (a,b) = 1 por lo tanto {g(a), g(b), g(c)} =
{a,b,c} que es recta.

Sia € Uyyb & U es de la forma b = by + u con by € Uy. Entonces
c=(a+b)+ué¢ Uy de esta manera g(a) = a, g(b) = by y g(c) = a+b;
por lo tanto {g(a), g(b),g(c)} = {a,b1,a+ b1} que es recta.
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Si a,b ¢ Uy, entonces a = a; + u, b = by + u con ay,by € Uy por lo que

gla) = ay, g(b) = b1y g(c) = a1 + by = ¢ por lo tanto {g(a), g(b), g(c)} =
{aq, b1, c} que es recta. Los casos restantes son similares a los anteriores.

Ahora probemos que si {a, b, ¢} es recta en Sp(2n, 2) entonces { f(a), f(b), f(c)}
también es recta. Tenemos varios casos: Si ¢(a) = ¢(b) = 1, entonces para
¢ = a+b tenemos que ¢q(¢) = q(a+b) = q(a)+q(b)+{a,b) = 1+1+1 =1 por
lo que f(a) = a, f(b) = by f(c) = ¢ por lo tanto {f(a), /(3), ()} = {a,b,c}

que es recta.

Si g(a) = q(b) = 0 entonces para ¢ = a + b tenemos que ¢(c) = q(a) + q(b) +
(a,b) =0+ 0+ 1 =1 entonces nos queda que f(a) =a+u, f(b)=b+uy
f(e) = ¢ por lo tanto {f(a), f(b), f(c)} ={a+u,b+u,c=a+u+b+u}
que es recta.

i = 1y q(b) = 0 entonces para ¢ = a + b tenemos que ¢(c) =
q(a)+q(b)+(a,b) = 14041 = 0 entonces nos queda que f(a) = a, f(b) = b+u
y f(¢) = ¢+ u por lo tanto {f(a), f(b), f(c)} ={a,b+u,c+u=a+b+u}
que es recta. Los casos restantes son similares.

Entonces, considere el diagrama

Y considere también la base Y7 del espacio vectorial Fol' de dimension impar
2n + 1:
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c+e+s r b+ s c+ s by + s by + s
s a d ay Qn—4

Similarmente al caso anterior tenemos que

(s,ry=1  (a,b+s)=140=1
(dyc+s)y=140=1 (a1, +s)=1+0=1
""" <an_4,bn_4—|—s> =1+0=1

y también que (s,a) = (s,b+s) =--- =0, etc.
Ademas q(s) = q(r) = q(a) = q(d) = q(a1) = -+ = q(an_3) = q(by) = --- =
qbn3)=1,qb+s)=141=0=gq(c+s)=qbi+8) == q(by_3+ s)

yglc+e+s)=14+14+14+0+0+0 = 1. Pero en este caso el radical es
(0,c+ e+ s)y como g(c+ e+ s) =1 entonces ¢ también es no degenerada.
Como antes, I'7 es diagrama para C'(I'7) = O(q) = Sp(2n, 2). O

Por lo tanto, hemos sacado los diagramas explicitos para todos los espacios
duales afines.



Bibliografia

[As] Michael Aschbacher, Finite Group Theory, Cambridge University Press,
1988.

[As2] Michael Aschbacher, 3-Transposition groups, Cambridge University
Press, 1997.

[Hu] James E. Humphreys, Reflection Groups And Coxeter Groups, Cam-
bridge University Press, 1990.

[Ru| Erica Ruiz, Grupos de Cozxeter, Tesis, 2004.
[Su] Michio Suzuki, Group Theory I, Springer-Verlag, 1982.

[Ha] J.I. Hall, Some 3-transposition groups with normal 2-subgroups, London
Math. Soc., 112-136, 1989.

[Cal] Humberto Cérdenas, Emilio Lluis, Alberto G. Raggi-Cardenas, Rodol-
fo San Agustin, Diagrams in categories of partial linear spaces of order
two, Instituto de Matematicas UNAM, 2002.

[Ca2] Humberto Cérdenas, Emilio Lluis, Alberto G. Raggi-Cardenas, Rodol-
fo San Agustin, Diagrams for symplectic type configurations, Communi-
cations in Algebra, 1999.

[Ca3] Humberto Cérdenas, Emilio Lluis, Alberto G. Raggi-Cardenas, Rodol-
fo San Agustin, Diagrams in the category of Fischer spaces, Journal of
Algebra, 1999.

[Cad] Humberto Cérdenas, Emilio Lluis, Alberto G. Raggi-Cardenas, Rodol-
fo San Agustin, Partial linear spaces with dual affine planes, Communi-
cations in Algebra, 2002.



[Fi] B. Fischer, Finite groups generated by 3-transpositions, Invent. Math.
13 (1971).



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Espacios Parcialmente Lineales
	Capítulo 2. Grupos y Espacios de Fischer
	Capítulo 3. Diagramas en la Categoría de

Espacios de Fischer
	Capítulo 4. Diagramas en la Categoría Sp
	Bibliografía



