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RESUMEN DEL TRABAJO

En este trabajo se aborda el problema de control robusto por salida de sistemas con
entradas desconocidas. Se considera el caso en que las entradas desconocidas se en-
cuentran acopladas a la sefial de control. Se usa un observador via modos deslizantes
de segundo orden para identificar las entradas desconocidas y obtener los estimados ex-
actos del estado. L.a convergencia finita de los errores de observacion e identificacion
permite la compensacion de las entradas desconocidas.

Se considera como caso de estudio la estabilizacién del sistema. La compensacién de
entradas desconocidas se aborda de dos maneras distintas. En la primera se usa la sefial
identificada para realizar una compensacion continua, mientras que la segunda emplea
un compensador discontinuo basado en el control por modos deslizantes integrales.

Se analiza la exactitud de los procesos de identificacién y observacion considerando el
tiempo de muestreo del sistema y se discute el efecto que producen en las estrategias
de compensacion propuestas. Los resultados se simulan ¢ implementan en un péndulo

invertido rotatorio.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Motivacion

El control de los sistemas con incertidumbres v sujetos a perturbaciones es uno de
los problemas principales de la teorfa de control. Una de las estrategias mds efectivas
para abordar este tipo de sistemas es el control por modos deslizantes.

LLos modos deslizantes son rubustos ante incertidumbres e insensibles a las per-
turbaciones acopladas a la sefial de control. No obstante, existen inconvenientes en su
implementacién. Uno de estos inconvenientes son las oscilaciones de alta frecuencia
comtinmente conocidas como chattering debidas a la imposibilidad de los actuadores
para conmutar a una frecuencia infinita; este efecto puede llegar a ser muy dafiino para
el sistema. Otro inconveniente reside en la necesidad de conocer el estado completo.
Ademds no son robustos a las perturbaciones no acopladas y, en el caso de los modos
deslizantes convencionales, es necesario que el sistema llegue a la superficie deslizante
para garantizar insensibilidad a las perturbaciones. Antes de que eso ocurra el sistema
¢s vulnerable incluso a las perturbaciones acopladas. Los modos deslizantes integrales
no presentan este tltimo inconveniente [31].

En muchas aplicaciones no siempre es posible contar con todo ¢l estado, ya sea por



Introduccion

razones pricticas o econémicas. En [9] se aborda el problema del control por modos
deslizantes por salida, para el caso en que el sistema es de grado relativo uno.

Cuando no se cuenta con todo el estado y el sistema estd sujeto a incertidumbres es
menester aplicar un observador robusto que garantice la convergencia de los estados en
presencia de entradas desconocidas. En los ultimos afios se ha prestado gran atencién
a la observacion de este tipo de sistemas y existen varias alternativas. Por ejemplo, los
observadores de alta ganancia. Estos, sin embargo, no llegan a ser exactos y presentan
el llamado efecto de pico durante el transitorio del observador.

Usualmente, el disefio de observadores para sistemas con entradas desconocidas
requiere que el sistema tenga grado relativo uno con respecto a la entrada desconocida.
Esta restriccion permite descomponer el vector de estado en dos partes, una que no
¢s afectada directamente por las entradas desconocidas la cual ademds es observable.
LLa otra parte del vector es completamente conocida. Otra caracteristica especial es que
estos observadores son asintéticos, es decir, el estimado del estado converge en un
tiempo infinito [23].

Los observadores basados en modos deslizantes son ampliamente utilizados debido
a sus caracteristicas de robustez con respecto a incertidumbres (acopladas y acotadas)
y a la posibilidad de identificar las incertidumbres a través de la inyeccion de salida
equivalente (ver los capitulos correspondientes en [9] y [30] ). Su realizacién requiere
que ¢l sistema sea transformado a una forma triangular para después aplicarle un obser-
vador en modos deslizantes de primer orden y reconstruir sucesivamente (paso a paso)
las componentes del vector de estado a través de los valores de control equivalente [5].
Esta metodologia asegura tedricamente una convergencia en tiempo finito del estado, no
obstante, se requiere el filtrado del control equivalente en cada paso para su realizacion.

En las dos ultimas décadas se han desarrollado algoritmos de observacidn basados
en modos deslizantes de orden superior, los cuales reconstruyen exactamente el estado

en tiempo finito para sistemas fuertemente observables (ver [8] y [4]). Ademds, iden-
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tifican las perturbaciones en un tiempo finito. En particular, en [4] se propone un ob-
servador jerdrquico basado en el algoritmo de Super-Twisting (AST) [19], que garantiza
la observacién exacta del estado del sistema en un tiempo finito, asi como la identifica-
cion de las perturbaciones de los sistemas lineales invariantes en el tiempo con entradas
desconocidas que satisfacen las condiciones de observabilidad fuerte. Este tipo de ob-
servadores se basan en las reconstruciones sucesivas del producto de los bloques de la
matriz de observabilidad por el vector de estado via un diferenciador basado en Super-
Twisting [19]. Una vez que el producto de la matriz de observabilidad por el vector de
estado es reconstruido, lo Unico que se necesita para la observacién e identificacion del
sistema es premultiplicar el producto antes mencionado por la pseudoinversa de la ma-
triz de observabilidad. Esto permite reconstruir los estados y las perturbaciones suaves
y acotadas exactamente y en un tiempo finito. El objetivo de esta tesis es implementar

un control de salida basado en este observador.

1.2 Contribucion

En este trabajo se usa un observador jerdrquico basado en AST para reconstruir el
vector de estado y las perturbaciones acopladas en tiempo finito y compensarlas via el

control. Se proponen dos estrategias:

= Control continuo por retroalimentacion de salida con compensacion de entradas
desconocidas usando el estimado exacto de los estados y la sefial identificada.

Este control garantiza robustez y evita el chattering.

s Control discontinuo basado en Modos Deslizantes Integrales usando los estima-
dos exactos. Este control es insensible a perturbaciones acopladas pero presenta

chattering.

Se realizaun analisis de los controladores antes mencionados considerando en cada

caso la informacién acerca de la discretizacion tanto del controlador (actuador) como del
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observador:

= Se estima la precisién del controlador continuo por retroalimentacién de salida
con compensacion debida a la discretizacién del observador, a la precisién de

la identificacién de 1a sefal desconocida y al actuador del controlador.

= Se estima la precision debida a la discretizacion del observador y del contro-

lador de modos deslizantes integrales.

La informacioén que arroja el andlisis comparativo entre las estrategias de control
antes mencionadas ayuda al disenador a tomar una decision sobre qué método utilizar, el
control por modos deslizantes integrales, tedricamente mds exacto pero con chattering;

o bien, el control continuo con compensacion, menos preciso pero sin chattering.

1.3 Estructura de la tesis

En el Capitulo 2 se presentan algunos conceptos de observacion y se resume el
funcionamiento del observador jerdrquico basado en el algoritmo de Super-Twisting.
Ademds se presentan las técnicas de identificacion de entradas desconocidas y se discute
su precision. Por tltimo, se describe y modela el sistema de péndulo invertido rotatorio.

El Capitulo 3 describe la metodologia de control por salida con compensacién de
incertidumbres. En el Capitulo 4 se proponen los modos deslizantes integrales por re-
troalimentacién de salida. El Capitulo 5 estd dedicado al andlisis de la precisién de los
controladores tomando en cuenta la discretizacién del observador, de la identificacién y
del actuador, se sugiere una estrategia para la eleccién del controlador y se presentan los

resultados experimentales. En el Capitulo 6 se presentan las conclusiones.




Capitulo 2

Observador jerarquico basado en el

algoritmo Super-Twisting

En este capitulo se aborda el problema de observacién para sistemas con incerti-
dumbres. La observacién de este tipo de sistemas ha recibido considerable atencion en
las ultimas dos décadas [23]. Las condiciones para la observacion de sistemas con en-
tradas desconocidas y su deteccién han sido estudiadas en distintos trabajos (véase p. e.
[22], [27], [14] y [15D).

El problema de observacion en sistemas con incertidumbres ha sido abordado amplia-
mente usando la técnica de los Modos Deslizantes, gracias a sus caracteristicas de ro-
bustez con respecto a incertidumbres acopladas y a la posibilidad de estimar las incerti-

dumbres usando la inyeccién equivalente de salida.

2.1 Formulacion del problema

Considérese un sistema lineal invariante en el tiempo con entradas desconocidas

#(t) = Az (t) + Bu(t) + Dw (1), 2(0) = o @.1)
y(t) =Cx(t), t=0

donde z (f) € ™ es el vector de estado, u(t) € R™ es el control, y{t) € R?

(1 < p < n) es la salida del sistema. El par {u (¢) v (¢)} se asume mensurable en
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cualquier instante de tiempo ¢ > 0. w () € R? (1 < g < n) es el vector de entradas des-
conocidas. Las matrices A, B, C,y D son conocidas y de las dimensiones apropiadas
con rango(C') = p, y rango{D) = ¢. El estado actual z (t), asi como el estado inicial

xq ho son medibles.

A lo largo del capitulo se asume que:

Al. Laterna (A, C, D) no tiene ceros invariantes, esto es

Vs C rango(P(s)) =n+g¢ P(s) = [SI A D—‘ (2.2
N

A2. Existe una constante w™ tal que [|w(f)| < w™
Para simplificar el andlisis del observador se considera que u (¢) = 0 dado que el

efecto de u (t) puede ser compensado por cualquier observador. Esto es, se considerard

un sistema de la siguiente forma

z(t) =Az{t) + Dw (), z(0) =z

(2.3)
y(t) = Ca(t)
Antes de continuar es conveniente hacer las siguientes definiciones.
2.2 Conceptos preliminares
Definicion 1. s € C es lUamade un cero invariante de la terna { A, C, D} si
’iS’I —A —D—‘
rango(P (s)) =n+gq Plg = (2.4)

| # ®]
Donde P(s) es conocida como la matriz de Rosenbrock del sistema (2.3) v se obtie-

ne tomando la transformada de Laplace de dicho sistema y reordenando, es decir
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sI—A -D X(s) z(0)
C 0 W(s) Y{s)

Los ceros invariantes son el conjunto de frecuencias complejas {s} tales que una
entrada u(t) = u(0)e* distinta de cero, provoca una respuesta del estado z(t) =
z{0)e* distinta de cero, mientras que la salida del sistema es idénticamente cero para
todo tiempo. Una condicién necesaria y suficiente para que esto se presente es que z,

2(0) y u(0) satisfagan

P(s) 1 2.5)

Es claro que la informacién con respecto a la existencia de los ceros invariantes

puede obtenerse del andlisis del rango de P(s) en la ecuacién (2.5).

Definicion 2. [16] El grado relativo del sistema (2.3) con respecto a la entrada desco-

nocida es el niimero v tal que para la salida v sus derivadas

3 = Gy

4y = Ci=CAzxz+ CDw

y" 2 = QAT x4 CAC D Dy

se tiene

GAD=8 4=1,..97—2 OCAFIDLY (2.6)

Considérese el caso p = ¢ = 1. La transformacion de coordenadas z, = Oz, donde
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CA

OAnfl

tal que el sistema transformado

T = Ao+ Dow(t)

Yy = Ooxo
con
0 1 0 0
0 0 1 0
B, =
0 0 0o ... 1
—1 —Qz —Qz ... —Oyn
n ) T
D, = {OD e GAED AT CATD
Co = [1 D 0]

El polinomio caracteristico p{s) de la matriz de Rosenbrock F(s) es invariante con

respecto a las transformaciones de coordenadas. Este se calcula como p(s) = det P(s)

det P(s) = (" '+aus®?+...+a)CD
+ ("4 a, 8" +...+a3) CAD+ ...

4 (- O AP L O B
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entonces, la terna (A, D, C') no tiene ceros invariantes, si y solo si

E

CAD
=0 QAL L

CA™ 2D
Definicion 3. El sistema (2.3) es fuertemente observable si y solo si para cualguier

condicion inicial x, y para cada entrada desconocida w (t), la condicion y (t) = 0 para

todo t > 0 implica que x (t) = 0 para todo t > 0 [14].

Definicion 4. V' es un subespacio de salida nula, (A, D) invariante, si para todax € 'V
existe alguna w tal que (Az + Dw) € Vy Cz = 0. V* denota el mdximo subespacio de

salida nula, (A, D) invariante, i.e, V C V* para cada subespacio V {22].

Los siguientes enunciados son equivalentes (vedse por ejemplo, [22], [14], [15], ¥

[28]).
(1) El sistema (2.3) es fuertemente observable
(ii) Laterna (A, D,C) no tiene ceros invariantes.
(i) V* = 0.

Esto significa que si la terna (A, D, (') tiene ceros invariantes, entonces existe una
condicidn inicial z{0) = x, y una entrada desconocida w () tal que ¥ (t) = 0 para todo
t > 0y (t) noesigual a cero paratodo ¢ > 0. Es decir que, en tal caso seria imposible

hacer una estimacién del estado x (¢) que sea independiente de w (¢).

2.3 Recuperacion del estado

El siguiente algoritmo [4], resume el funcionamiento del observador jerdrquico.
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LLa idea principal del estimador consiste en construir un vector tomando la parte
desacoplada de las entradas desconocidas de la salida y sus derivadas. Este vector estd
formado por la multiplicacién de la matriz de observabilidad fuerte por el vector de
estado. Una vez que se obtiene este vector basta con premultiplicarlo por la inversa
de la matriz de observabilidad para obtener el estado. Se usa un diferenciador basado
en ST para reconstuir de forma sucesiva el producto de los bloques de la matriz de
observabilidad por el vector de estado. A continuacién se describe su funcionamiento.

Antes es necesario definir para alguna matriz F' € R™? (r < g) que tenga rango h,

la matriz '+ € R""*" de rango v — & tal que F+F — 0. La matriz I'* no es tnica.

Algoritmo 1. 0. Dado que yv = Cz, se define

Ml =0

1. Se propone una combinacion lineal de la salida que no este afectada por las

entradas desconocidas (C D)y (t) y se deriva

< D)y (¢) = (OD)* CAz (1)

después, se construye el vector extendido

centy@ || onyoa il
y (t) ¢
;w;

2. Ahora, se deriva una combinacion lineal del vector Mox(t) que no sea afecta-

da por las incertidumbres

jt (MaD)* Muz (8) = (MoD)* MaAz (£)

10
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la derivada tampoco es afectada por las incertidumbres. Ahora, se combina

con la salida para construir el vector extendido

d 1 4
y (1) ¢

dando como resultado el vector M.

k. En general, se puede resumir como sigue: derivar una combinacion del vector

Mgx(t) que no sea afectada por las incertidumbres

< (MDY Mz (1) = (MDY MiAx(t)

Posteriormente, formar el vector extendido

d

i i
g (MDY My (8) || (MiD)" MiA 2 (t). @.7)

v (t) =

Ml

El cudl da como resultado el vector My 12z(t)

Suponiendo que para algun ¢ existe una matriz M, generada por el algoritmo previo

tal que el rango (M;) = n. Esto significa que la ecuacién algebraica

d

[ = (Me_1 D)™ My () 1

{ y(t) J

= Mz (t)

11
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tiene una solucién tnica para z (t) que podria ser encontrada por medio de la premulti-

plicacién de ambos lados de la ecuacién por M :— (MF M)~ ME. Bsto es,
L (MyrDY* My_yz (8
— (M o
M| e ; — 2 (t) 2.8)
y ()

Donde M;_; y M, deben ser disefiadas de acuerdo con (2.7).
En [22] ha sido probado que 1a existencia de la constante £ que satisface rango (M) =

n es equivalente a la no existencia de zeros invariantes de la terna (A, C, D).

2.4 Observador jerarquico por modos deslizantes

Para realizar el proceso de observacidn es menester usar un diferenciador basado en
el algoritmo de Super-Twisting (AST) (ver [20]).

El Super-Twisting es un algoritmo basado en modos deslizantes de orden dos.

En sistemas de grado relativo uno con perturbaciones suaves, actiia como un control
continuo y permite compensar exactamente las perturbaciones absolutamente continuas
sin necesidad de usar un filtro. En cambio, modos deslizantes convencionales (de primer
orden) es un algoritmo discontinuo que permite compensar las perturbaciones acotadas
y medibles a través del filtrado del control equivalente.

Este diferenciador garantiza la convergencia en tiempo finito de las derivadas y
provee la mayor exactitud posible tomando en cuenta el paso de muestreo e incluso
en presencia de ruidos deterministicos. El apéndice B se presenta un ejemplo de la apli-
cacion consecutiva de este diferenciador.

Debido a que el diferenciador es semiglobal es necesario garantizar que el error de
observacion sea acotado. El siguiente sistema auxiliar tiene como objetivo hacer cumplir

esta condicidn.

12
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2.4.1 Sistema dinamico auxiliar

Para el siguiente sistema dindmico
Z(t) = AZ(t) + Bult) + L(y (t) — CZ (1)) 2.9
donde L es disefiada tal que
A3. los valores propios de A= (A — LC') tengan parte real negativa.

Sea el error e (t) = z (t) — Z (¢), entonces, de (2.1) y (2.9), 1a ecuacién dindmica

que gobiernan e (t) es

é(t) = [A— LC)e(t) + Dw (t) = Ae () + Dw (8)

Dado que A2 es satisfecha, entonces e (¢) tiene norma acotada i.e., existen algunas

constantes -y, 1, ¢4 > 0 tales que
le @] < yexp (—ut) [e(0)]| +nw* (2.10)

Por lo tanto, 1a desigualdad en (2.10) conduce al siguiente enunciado. Para alguna

constante e que satisface et > w™ se tiene

1, ef —pwt
e(t)|| < e paratodat > ——ln—— Tl
L T

Esto significa que si et > nw' para un tiempo finito, e () serd acotada por e y
permaneceri en esta situacion para todo tiempo siguiente.

Ahora para realizar (2.8) se usa el algoritmo Super-Twisting como diferenciador.

2.4.2 Procedimiento para recuperar M, x (1)

Como se muestra en (2.8) el estado puede ser recuperado por una combinacién lineal

de la salida y sus derivadas independientemente de las entradas desconocidas.

13
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Para recuperar el estado es necesario reconstruir los vectores Myx(t), Mox(1), ...
hasta llegar a M,z(t), multiplicar por M, para obtener z(¢). Esta seccién resume el
método de reconstruccién de dichos vectores. El vector M z(t) es conocido pues se
definié como M; = C'. La construccion de los vectores subsiguientes implica una difer-
enciacion, por lo que hay que aplicar el algoritmo de Super Twisting { — 1 veces.

Debido a la insercion del término #, en el procedimiento que a continuacidn se
describe se usa A en lugar de A. Se puede probar que los ceros invariantes de (A,D,C)
son los mismos que los de la terna (fi, I, O), (véase [4] ). Luego entonces el proceso
para recuperar My es el mismo.

Durante el procedimiento que se propone un vector auxiliar definido como

ty = AF + Bu (2.12)

La recuperacién de Moz (t) estd basada en el disefio de la superficie deslizante s
y esto corresponde a la inyeccidn de salida vV usando el algoritmo Super-Twisting[19].

Los componentes de 2\ se definen como

1/2
sgl)‘ sign (sg)) Y — qysign (S(l)) (2.13)

2 Z

?ng) — zi(l) + Aq

la variable s(U estd dada por la férmula

CD) [y(t) —C7(t ¢
s (y(t),za(t) = (t)[U ®) —/d%ﬂw (2.14)
Joly () — C2(7)ldr ’
Aqui vale la pena notar que todas las soluciones del sistema dindmico estdn definidas
en el sentido de Filippov [11]. La dimensién del vector (1) es 1a misma que la dimensién
de sV y esta es igual al niimero de renglones de (OD)L que dependen de los valores

especificos que toman las matrices de la terna (A, C', D) . De esta manera, en vista de

(2.1), (2.9) y (2.7) 1a derivada con respecto al tiempo de stV es

sW () = My [z (8) — 2 ()] =o' (1) (2.15)

!¢l superindice ") indica el nimero de la superficie y no la derivada
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Ahora, eligiendo las ganancias escalares Aq, o4 tal que las siguientes condiciones se

cumplan
o1 > B> M, (HAH e+ D] wt)

(011 +61) (1+8) 2
Ar > a0 1f051*61’0<8<1

Donde e satisface (2.11). En vistade (2.11), se puede siempre satisfacer (2.16) en

(2.16)

tiempo finito. En [19] se muestra que si las cotas en (2.16) se satisfacen, entonces existe

un tiempo finito ¢4 tal que las siguientes desigualdades
sV =sW@w=0 t>t 2.17)

se cumplen, donde #; es el tiempo de alcance. De (2.13), es claro que si s = q,
entonces v = 2z tal que el vector Moz (t) puede ser recuperado de (2.15) en la
siguiente forma:

Moz (t) — Mai (t) = 29 (¢) for t > ¢4 (2.18)

Ahora, para recuperar Msz () se disefia una superficie deslizante s vy su inyec-

cién de salida correspondiente v
1/2
fuz@ = z§2> + A ’32@ sign (322)) ,21(2) = ap8ign (sgg))

La variable 52 esta dada por la férmula

(MaD)* 20 ()
[y (r) — CF (1)

Sustituyendo (2.18) en (2.19), s{2 toma la forma

s@ (y(1), 20 (1)) = b /;@@) (rydr  (2.19)

(MzD)™ M; [z (t) — & (1)] = /t o' (1) dr
I () —Ca(r))dr

T

s (g(t), 21 (1) =

De este modo, 1a derivada de 52 esg

Al 5 -
£ (y(2), 50 (5)) — (MpD)" MaA [z () — 7 ()] @)

y(t) — Cz ()
= Mz () — M3z () — v (B)

15
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Ahora, eligiendo las ganancias escalares A, a5 de la siguiente forma

ag > 3 > Ms(‘fi it HDH’U}JF)

(g + B2) (1 + 6) 2
T v 0 1/@2 47ﬁ5’0 2 @

se garantiza la existencia de un tiempo finito #; tal que las siguientes igualdades se

cumplen

B = =0 t2L>h (2.20)

Por tanto, dado que en el movimiento deslizante v () = 2 (¢), se tiene que
Maz (t) — Ms& (t) = 2P (t) for ¢ > ¢,

Se puede seguir el mismo procedimiento recursivamente para obtener Mz (1), k =
1,...,£ — 1. Abajo, se describe el disefio general del sistema auxiliar y las superficies
deslizantes con su correspondiente inyeccion de salida

a) Disefio de la inyeccion de salida v'® en el k-ésimo nivel como un controlador

Super-Twisting (ver [19]):

1/2
o — 2 x5O sin (s0), P —asien () @2)

donde A y @ son constantes que satisfacen

g > )Bk >z Mk+1 (HJZIH?”Jr + ||D|| w*)

1<k<ft—-1
Ak>(@k+1ﬁk)él+8) 2 il
(1—-0) V ar — By 2.22)

gy > Be1 > (Hr‘I wt | 2 w*) g

k=£—1
(1 + fe1)(1+8) 2 .
A1 > ,0<8 <1
o (1 —9) ap_1— B

Donde et debe satisfacer (2.11).

16
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b) Las variables s y 2% estdn relacionadas como
S(k) (yjz(k_l)) —

Bk —O% \
(MiD)" [y (1) —Cz(t)] | E s

=]

— [* o™ (1) dr, L fgd—]1

F=I]

(2.23)

Notese que, debido a que el rango (M;) = n lamatrizx M, = [MF M, M7 estd

bien definida y M, M, = I. Este es el porque de incluir M, en la variable s“~ %, pues

esto permite obtener directamente una representacién del estado = (¢) esto es mostrado
en el siguiente lema.

El siguiente lema establece como los vectores Mz (t) pueden ser recuperados por

los movimientos deslizantes de segundo orden (s = §(®) = (),

Lema 1. Bajo los supuestos Al-A3, si el vector auxiliar del estado 2P y la variable

s paratodak =1, ...,0 — 1, son disefiados como en (2.21)-(2.23), entonces, a partir

de algiin tiempo finito ty, se tiene

Mz (t) = Mpa30) + 29 (), parak=1,..,6—2

(2.24)
() =80) + 28, parak =€~ 1
Los detalles de 1a prueba en [4].
2.4.3 Disenio del observador
De (2.24) se tiene que
z(t) =%(t) + 2% D () paratodot >ty 4 (2.23)

17
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donde ¢, ; es el tiempo de alcance. Debido a que el lado derecho de la ecuacién (2.25)

es conocido, el observador se diseiia como
() =20 + 20 @) (2.26)

Ahora, se pueden resumir los resultados previos en el siguiente teorema

Teorema 1 Bajo las consideraciones A1-A3,

Z(t) = z(t) paratodat >ty 4 @20

La prueba se sigue directamente de (2.25) y (2.26).

2.5 Identificacion de entradas desconocidas
Para comenzar el andlisis se propone la variable 7, la cual satisface la siguiente ecuacidén
z(t) =AZ(t) + Bu(t) + Du (%) (2.28)
donde () es un pseudo-control. Se define una superficie deslizante & () de la forma
alt) =P @l — wit) (2.29)

Tomando (2.1) v (2.28), 1a derivada con respecto al tiempo de o (¢) paratodo ¢ > ¢, ;

resulta ser

o) = D) — &(t) (2.30)

= DTA(z(t) — 2(t)) + DT D(w(t) —u(t));  z(t) =2(t) paratodot > t; 4

Es decir, cuando el sistema (2.28) llega a la superficie deslizante 0 = ¢ = 0

g (t) = w(t) (231)

A continuacién se proponen dos técnicas de disefio para ., ().

18
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2.5.1 Identificacién via filtrado del control equivalente

Sea el pseudo-control

o
20 = @l

con la condicién x > w™. El control @(t) es una sefial de alta frecuencia, para superar

este inconveniente, el control ., se sustituye por la salida del filtro de primer orden
Ty + Tae =B T 2 D

Para 7 — 0 muy pequeiia la salida del filtro se aproxima a el control equivalente .,
1.e., lm ., = %eq [29], donde A es proporcional al tiempo de muesireo del sistema.
T—0
Afr—0
De este modo, seleccionando 7 = A" donde 0 < n < 1 significa que se necesita un
intervalo de muestreo A muy pequeiio para identificar w (¢) por medio de la sustitucion

de @, por u,, en (2.31), en otras palabras, la identificacion de la entrada desconocida w

es alcanzada por medio de 1a sefial w (¢) = 4, (¢) donde

lim(w(t) — w{t)) = O paratodot > t; 4

7—0

Esto puede verse claramente en el siguiente [.ema
Lema 2 ([29]). Si en la ecuacion diferencial
T2+ 2z =h(t) + H(t)s

donde T es una constante, =z, h v s son vectores de dimension m,

1) las funciones h(t) v H(t), v sus derivadas de primer orden son acotadas en
magnitud por un cierto nimero M y

2) Is(t) || < A, A es un valor constante y positivo, entonces, para cualquier par
de niimeros positivos At y v existe un nidmero §{v, At, z2(0)) tal que || 2(t) — k(1) || <4,

Afr Loyt > AL

ww—h@)fnwm—hammmo4ﬁ»+mewm+3M(é)

T

19
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Evidentemente, para algiin At > 0 h'r% Bl = J{d)
AfT—0

2.5.2 Identificacion usando el algoritmo de Super-Twisting

Si la entrada desconocida w(t) es absolutamente continua, es viable aplicar el AST

nuevamente, luego entonces se disefia el pseudo-control como

@ = —Tlo"?sign(o) +u

Uy = —ysign(o)
Nétese que el criterio para elegir ' y -y debe satisfacer ([19]).

v o> wt
2 (y+w")(l+p

N — T (11—

' = B2 e |,

De esta forma, después de un tiempo finito ¢t > ¢, ; setendri o (¢) = 0, ¢ (t) = 0; luego

entonces,

2.6 Discusion sobre la exactitud del observador y de la

identificacion de las entradas desconocidas

LLa exactitud, es decir el orden de error entre el valor real de la variable y el valor es-
timado por el observador, de las metodologias antes presentadas depende sensiblemente
del tiempo de muestreo del sistema o, de los ruidos presentes y del nimero de veces
que se ejecute el diferenciador exacto £. En las siguientes secciones se analiza la exac-
titud del observador y de cada una de las metodologias de identificacién de entradas

desconocidas.
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2.6.1 Exactitud del observador jerarquico

Lema 3. Sea d el tiempo de muestreo del sistema, la exactitud del observador serd
1
O (5—#—@) .

Demostracion. Se ha visto que el observador jerdrquico calcula un estimado exacto del
estado en tiempo finito después de ¢ — 1 aplicaciones sucesivas del algoritmo Super-
Twisting. Puesto que el AST se lleva a cabo con un tiempo de muestreo igual a J, en-
tonces como se sigue del Teorema A.1 (Apéndice A), después de aplicar por primera vez
el AST, el error en la estimacién de la primera derivada sera O (J) . Este error entrard
como un ruido de la salida en la siguiente aplicacién del AST, esto significa que de-
spués de la segunda aplicacién del AST se tendrd un error O (\/5) (vedse Teorema A.2,
Apéndice A). Después de (£ — 1) aplicaciones del AST se tendrd un error de estimacion

de estado O (6 2(31—” ) ]

Lemad. Sea n un ruido medible en el sentido de Lebesgue en los sensores del sistema

1
entonces, la precision del observador jerdrquico debida a este ruido serd O (77 1] ) ;

Demostracion. En el Teorema A.2 (ver Apéndice A) se muestra que la precision de
estimacion del AST cuando existe un ruido deterministico de magnitud » es de O (\/ﬁ) :
Este entrard como ruido en la siguiente aplicacién del AST generando un error de
O (n%), después de ¢ — 1 aplicaciones del AST se tendrd un error en la estimacién del

estadode O (nz(fii)) : ]

Una vez que se tiene el vector de estado z(¢) disponible, las entradas desconocidas
w(t) pueden ser identificadas usando la técnica de control equivalente [29]. En el caso
que w(t) sea suave es posible derivar la proyeccién del estado en el espacio de w,

aplicando nuevamente el AST [19].

21



Observador jerarquico basado en el algoritmo Super-Twisting

Figura 2.1: Péndulo invertido rotatorio.

2.6.2 Exactitud de la identificacion por filtrado del control equivalente

1
Lema 5. Tomando en cuenta que la exactitud del observador jerdrquico es O(8377),
] . £
entonces, A = O(A#=2), si la constante del filtro T se propone como v = A% de
acuerdo con el lema anterior, el ervor de identificacion conjunto entre el observador v

el filtro podria ser (en el peor caso) 0(523%1 %

Demostracion. Si T — A3, entonces la precisién O (1) — O (A/?)  de donde se
sigue que la precisién del filtro serd de O ((5271_2) 5) , es decir O (5271*_1) . ]
2.6.3 Exactitud de la senal identificada usando el algoritmo de Super-Twisting
Lema 6. La exactitud de la sefial identificada via AST serd O(6 2‘%1)

Demostracion. Realizar la la identificacién de la entrada desconocida mediante el AST
significa aplicar el diferenciador de manera sucesiva £ — 1 veces por lo que el orden de

i
exactitud del método serd O(42*-1) como en el caso anterior. L]
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2.7 Péndulo Invertido Rotatorio

Considérese el sistema mecdnico de la Fig.2.1, el cual consiste de un péndulo in-
vertido rotatorio (PIR) . El sistema se compone de dos brazos articulados, un brazo
en forma de L. que puede girar gracias a la accién de un par 7. Al final de este brazo
se encuentra conectado un péndulo. El sistema tiene dos direcciones de giro, es decir es
un sistema con dos grados de libertad (2GL), Como se puede apreciar en la figura, el
brazo en forma de L rota alrededor del eje % y su dngulo es denotado por ¢, mientras el
péndulo unido al brazo rota alrededor del eje 2y y su dngulo es llamado «. Supdngase

ademds que el sistema es sometido a perturbaciones.

2.7.1 Modelado matematico

Para obtener el modelo del sistema anterior se puede utilizar el método del La-
grangiano.
Expresando la posicién z,, 7, y la velocidad z,, yp del centro de gravedad del pén-

dulo en términos de los angulos o y 6.

z, @ =rsen(d) — {,sen(x) 2.32)

yp @ =h—{,cos(e) (2.33)

derivando (2.32) v (2.33) con respecto al tiempo para obtener las velocidades se tiene

B o P 008(9)9 — fycos(a)a (2.34)

y, @ =sen(w)o
La energia potencial total del sistema estd dada por la ecuacién

Vi = Mpg(h — £, cos(a)) (2.35)
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Laenergia cinética total incluye la energia cinética rotacional tanto del péndulo (7,)

como del brazo (T), asi como la energia cinética traslacional del centro de masa (7., ) .

B = T, (2.36)
12 1 .2 1 B B
= b +Sho +2M, (:cp i yp) 2.37)

El lagrangiano del sistema

AR W (2.38)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange estin dadas por

& L—ﬁL — 7B O+tw (2.39)
atag 9o “ '
52 d _

5iaa” " 3a gl

Dénde w y wq son perturbaciones, las cudles pueden deberse a variaciones en el
voltaje del motor, fricciones, vibraciones, etc. . Sin embargo, los coeficientes de friccion
viscosa del brazo 5., y del péndulo 5, son despreciados debido a que su valor es muy
pequefio. Por otro lado, en el presente trabajo se abordardn tinicamente perturbaciones
acopladas w y se supone que no existen perturbaciones desacopladas, es decir wy; = 0.

Sustituyendo (2.36)-(2.38) en (2.39) y reorganizando en forma matricial se tiene

T Mprz cos? 8 —Mpricosfcosa g

—M,récosfcosa Iy + Mp£? a
[ —Mprgé costlsend M réfca cos fsena g
_|_
L M,réfsent) cos o 0 &
0 T4+ w
+ —
mglsenc 0
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Donde el par 7 geneado en el brazo debido al voltaje del motor 1, es

K, (Vm _ Kmé?)
Ry

==

Despejando g y & se obtiene:

6 = fi(8,0,0,c,7,w)

& = fo(8,0,8,¢,7,w)

P M?glr cos (0) «
' ((Mr2sen0)® — J., — Mr?) J, — MEJ.,
Jer2 cos Osendd?
((Mr2send)® — J., — Mr2) J, — M£2J,,
Jp+ M?
((Mr2send)® — Joy — Mr?) J, — M2, (7 +v)
eq P eq
fo= Mg (—J.y + Mrisen®d — Mr?) o
. ((Mr2sen0)® — J., — Mr2) J, — M.,
B (MrsendJ.,0°
((Mr2send)® — J, — Mr?) J, — Mé2J,,
EMyrcost

IF T+ w
((Mr2send)® — J., — Mr2) J, — Mﬁ?Jeq( )

Haciendo 21 = { 4w B & } , 4 = T,y linealizando alrededor del punto z? =

{(0,7,0,0) se tiene
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T = @3
Tz = X4
df df dfi
Uy = 0 — —— = Oy
ty = A0+ & JH B Mw ™ xfw 2(8,0) (u + w)
A [ dfs dfs
by = 0 s = - o Oz(6
b= KO+ G o+ G| ut G| wrOCa)utw)
Se tiene que

0 0 1 0

0 0 0 1
A = 2p2 2

JFJEQ+ME%Jeq+Jer2 (JPJEQ+ME%JEQ+JPMT2)Rm
0 MEg(JEq-I—MTQ) N MEK:r K, 0
L JFJeq+ME%J8q+Jer2 (JFJEQ+ME%J8Q+JFM7‘2)Rm )
0
0

g = Ki(Jp+Mi2)

(Vo Tog +MEZTeq+ T, M7?) Ry,

MEK;r
| (Jodeq+Mi3Teg+JpMr2) R |
Donde:
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Simbolo

Descripcién  Valor

Masa del péndulo 0.027

Longitud al centro de masa 0,153

Longitud total del péndulo 0,191

Longitud del pivote del brazo 0,066

Momento de inercia del brazo  1,23e-4

Momento de inercia del péndulo con respecto asueje  6.98e-4

Constante de aceleracién de la gravedad 9,81

Masa del brazo 0.28

Constante de fuerza electromotriz del motor 027
Constante de par del motor 0,27
Resistencia de armadura del motor 3,30

Finalmente, se tiene

&1
T
T3

i

0 82,49

0 5681

~#H 0

—037 0

M|

o)

X3

Xy

Voltaje del motor  +/-24

0
0

46,75

13,20

(u(t) + w(t))

Unidad
kg

m

(2.40)

Se aplica ahora la metodologia descrita en este capitulo para disefiar un observador

e identificar las perturbaciones acopladas.

2.7.2 Observacion e identificacion de entradas desconocidas para el PIR

Sea el sistema de péndulo invertido descrito como (2.40). Donde u(t) = — Kxz(t);

K es elegida tal que lamatriz A — BK sea Hurwitz, la matriz L es disefiada tal que

A= A — LC es Hurwitz.
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K = | —96e—3 630 —494e—3 0,719
11,40 —0,76
~1,56 13,28
B e
24,70 78,54
~12,07 100,44

Elvector D = B, la perturbacién w(t) = 0,2sent + 0,5. L.as matrices My, k =1,2

son respectivamente:
1140 076 1 0O
1 000 156 —1328 0 1
M = My =
0100 1 0 00
0 1 00

Se simulan los resultados usando el método de Euler con un tiempo de integracion
d = 10ps . EnlaFig.2.2 se muestra el error de estimacién para cada uno de los estados,
se aprecia los estimados de las velocidades convergen en tiempo finito al valor real. La
exactitud del observador es de aproximadamente (10p) =~ 2 % 10°°,

En la Fig. 2.2 se muestra la sefial identificada por los dos métodos. Identificacién
usando Super-Twisting (Fig. 2.2.a) eligiendo las constantes para (2.5.2) como I' = 3,5
y v = 2,5. En Fig. 2.2.b se¢ uso filtrado del control equivalente; la constante del filtro 7,
fue elegida de acuerdo con el lema (6), es decir 7 = v/10-8s. La exactitud en ambos
casos es aproximadamente la misma como se esperaba, es decir (1/10u) =~ 0,08.

LaFig. 2.4 muestra la identificacién de una sefial discontinua por medio del filtrado

del control equivalente.
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£
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Figura 2.3: Identificacién de la perturbacién.(a)Usando Super-Twistig por filtrado del
control equivalente (b).
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0.3 T T T

06 —

&4hhm“*mh_ 1 4

0.2 0.32 7
03
or 0.28 ]
o , , ‘ 22 24
0

05 1 15 2 25
t[s]

Figura 2.4: Identificacién de una perturbacién discontinua, por filtrado del control equi-
valente con 7 = v/ 10793,

La gréfica (Fig. 2.5) muestra la identificacién de una sefial de frecuenciade 100rad/ s,
es decir w(t) = 0,2sen(100¢)+0,5. Con oz = 55, A = 11. El error en este caso es alrede-
dorde O (\ﬁO*G) a2 0,14. Debido a la presencia de dindmicas pardsitas la respuesta del
diferenciador se deteriora. Este deterioro aumenta con la frecuencia. En [3] se propone
una técnica para analizar la respuesta en el dominio de la frecuencia de los algoritmos

de modos deslizantes de segundo orden en presencia de dindmicas pardasitas.
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05 1 1 1 L 1
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6

tis]

Figura 2.3: Identificacién de una perturbacién continua de 100[rad/s|. (a) Usando fil-
trado del control equivalente; (b) usando Super-Twisting.

31



Capitulo 3

Control por salida

En este capitulo se propone un control por retroalimentacion de salida con compen-
sacioén de perturbaciones. Los modos deslizantes han mostrado ser una estrategia de
control efectiva cuando se desea controlar un sistema con incertidumbres, no obstante
debido a su naturaleza discontinua su implementacién se ve afectada por oscilaciones de
alta frecuencia conocidas como chattering. El objetivo principal es proponer un control

robusto a las perturbaciones pero libre de chattering.

3.1 Descripcion del problema

Sea el sistema

2(t) = Az(®+ Blu® +w(t)] 3.1)

git] = Qi b2 (3.2)

donde z (t) € R™ es el vector de estado, u (¢) € R™ esel control, y (¢) € RF (1 <p <
n) es la salida del sistema. Las matrices A, B, (' son conocidas y de las dimensiones

apropiadas. El par {u (t),v (t)} se asume medible para cualquier instante de tiempo



Control por salida

t > 0. w(t) es el vector de entradas desconocidas. El estado actual x (t) asi como el
estado inicial z; no son medibles. La perturbacién w (t) es acotada (ver, 2.1 Capitulo
2) vy acoplada.

Se considera que el estimado de estado z converge al valor real del estado z(t) en
tiempo finito 7' >> ¢, y no asintdtico. La incertidumbre w(t) puede ser identificada por

los métodos discutidos en la seccién 2.5 dependiendo de su suavidad.

3.2 Control 6ptimo robusto por retroalimetnacion de salida CORRS

Se desea construir una ley de control robusta del la forma

u(t) = uo(t) + wi(t) (3.3)

Donde u4(t) es un control disefiado para el sistema nominal sin perturbaciones

o(t) = Azo(t) + Buo(t) (3.4)

uy(t) es un compensador para la perturbacién w(t).

Se propone como control nominal

u(t)o = —Kz(t) (3.5)

El control wy(t) se disefia para el sistema (3.4) tal que minimice el siguiente criterio

&= /00 (:cT(T)Qx(T) + uT(T)Ru(T)) dr (3.6)

i
donde @ = QT > 0y R = RT > 0 son matrices de pesos. El contro éptimo que

minimiza 3.6 es (ver, [1] )

K =R'BP- (3.7)

LLa matriz F satisface la ecuacién algebraica de Riccati
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APr+ Po AT — PoBRIBTP,+ Q=10 (3.8)

El compensador de la perturbacién u, (¢) se disefia como
ws(t) = —d(0); 39

donde w(t) esla senal identificada de acuerdo con el procedimiento descrito en la
Seccién 2.5.

Sustituyendo la ecuacidn (3.3) en el sistema (3.1) se tiene

2(t) = Az(t)+ B ) + w(t)
= Ax(t) + B(—Kx(t) — (t) + w(®)

— (A — BE)x(t) + B (w(t) — o(5) (3.10)

Es claro que entre mejor sea la identificacién de la entrada desconocida w(t), la
sefial de control continua compensard las incertidumbres y las soluciones de los sis-

temas (3.1) v (3.4) coincidiran.

3.3 Ejemplo

En esta seccidn se aplica el control por salida para el sistema del péndulo invertido.
Se simulé usando el método de Euler con un paso de integracién de 10us El observador
es el mismo que el que se disei6 en la seccién 2.7.2. 1Las simulaciones se llevaron a cabo
con el método de Euler con un paso de integracién de 10 °s,

Usando w(t) = 0,2sen{4t) + 0,5. En la Fig. 3.1 se muestran los estados no com-
pensados, es decir con u(t) = — Kx(¢). Enla Fig. 3.2 y Fig. 3.3 se muestran los estados
cuando se aplica el control compensado u(t) = —Kz(t) — BTw(¢) usando filtrado de

control equivalente en el primer caso y aplicando el AST en el segundo.
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Figura 3.1: En la figura se muestran los estados del sistema sin compensacién de incer-

tidumbres.

Figura 3.2: En la figura se muestran los estados del sistema con compensacién de incer-

tidumbres por filtrado del control equivalente.
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Figura 3.3: En la figura se muestran los estados del sistema con compensacion de incer-
tidumbres via el algoritmo de Super-Twisting.

36



Capitulo 4

Modos deslizantes integrales por salida

LLos modos deslizantes integrales (MDI) fueron propuestos por primera vez en [31],
se trata de una técnica de control robusto cuya caracteristica principal es la insensibilidad
a las perturbaciones acopladas a la sefial de control desde el tiempo ¢ > 0. Sin embargo,
el disefio de un MDI requiere de la medicidn de todas las variables de estado, esto limita
sus usos ya que en muchos sistemas esto no es posible. En este capitulo se propone
un control por modos deslizantes cuando sélo se cuenta con la salida. Para esto, se
emplea el estimado exacto del estado obtenido con el observador jerdrquico basado en

el algoritmo de Super-Twisting del Capitulo 2.

4,1 Descripcion del problema

Se tiene el sistema lineal perturbado

#{t) = Aslt)+ Bult)+elt) 4.1)
y(t) = Cz(i) 4.2)

donde z(t) € ™ es el vector de estado, u(t) € R™ es el vector de entradas, A, B, C

son de las dimensiones apropiadas, a salida del sistema es y(t) € R”. Se asume que



Modos deslizantes integrales por salida

Al. Elpar { A, B} es controlable y que el par { A, C'} es observable,

A2. Lafuncién g (t) es acotada y acoplada, i.e.

g(t) = Buw(t)

|w ()] < w™T w’ >0
A3. El sistema es fuertemente observable

Como se presentd en el Capitulo 2, es posible obtener un estimado del estado que

converja en un tiempo finito 7" al valor exacto.

4.2 Control por modos deslizantes integrales por salida CMDIS

Se desea encontrar una ley de control w(t) tal que el efecto de las incertidumbres
representadas por g(t), en el sistema (4.1) sea nulo desde el instante inicial 7. Si se

considera una entrada de control de la forma
u(t) = uo(t) + wi(t) 4.3)
donde uo(t) es el control para el sistema nominal
o (t) = Azo (¢) + Buq (1) . “4.4)

la ley de control uq(t) puede ser continua o discontinua, de tal forma que estabilice al
sistema nominal, en este caso ug(t) = —Kz(t), donde K se calcula de acuerdo con (3.6)
- (3.8), La sefial de compensacién u; (z) debe ser diseniada para rechazar la perturbacién

w(t) enel modo deslizante s(x, ) = 0. La funcién s(z,¢) se define como
s(z,t) = solz,t) + 2(x,t) s,50,0 € R™ (4.5)

la superficie so(z,¢) es diseflada como una combinacién lineal del estado del sistema

so(z,t) = Btxz(t), donde BT es la inversa por la izquierda de B, esto es BT =
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(BTB) ! BT mientras que la parte integral 2(z, ¢) es elegida para alcanzar z(t) = z(t)
para todo ¢t € [T, o0). En otras palabras, el estado del sistema pertenece a la superficie
deslizante para todo ¢ > 0, y el control equivalente w,,(t) se encarga de compensar el

término de perturbacion
Ueq(t) = —w(t). (4.6)

Para alcanzar este propdsito, z(z, t) se obtiene de la ecuacién

20) = 72 {Aa(t) + Buo(®)}, 2(0) = ~B*s(alto)), .7

donde % = V - s = B". Finalmente la superficie deslizante tiene la forma

sl 8y = Bt {x(t) — (1) — / [Az(T) + Bug(r)]dr| . (4.8)

T

El compensador w(x, t) se disefia como un control discontinuo unitario

s(xz,t)
Is(z, 8}

Calculando la derivada de la funcién de Lyapunov V = (1/2)(s?s), se tiene

(4.9)

uy = —p(x)

= STS',
= sTBY (#(t) — [Az(t) + Bug)),

= "B {Az(t) + Bluo +wi) + g(t) — [Az(t) + Buo]}
= sTBY (Buy + Bw(t))

s Bl
- ( PTST T “)>
< —lsl(o— @)

o O A

(4.10)

Se observa que V < 0si

p > [[w(t)] .11)

se comprueba entonces que s(x, ) es atractiva desde ¢ > 7.
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4.3 Ejemplo

Nuevamente se valida para el sistema del PIR. Los resultados fueron obtenidos us-
ando el método de Euler con un paso de integracién de 10{us) Se considera una per-
turbacién w(t) = 0,2sent + 0,5, de tal modo que p = 2 satisface la condicién (4.11).
El control ug es un control lineal cuadritico. En la Fig.4.1 se muestran los estados del
sistema PIR usando control por modos deslizantes integrales por salida, se observa que

el sistema es robusto a la perturbacién.
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Figura 4.1: Estados del sistema PIR usando un control por modos deslizantes éptimos.
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Capitulo 5

Analisis del error

La eleccién de las metodologias de control por salida propuestas en los capitulos
anteriores estd sujeta a la discretizacidn de los algoritmos de obervacién ¢ identifica-
cién, asi como la implementacion del controlador. En este capitulo se realiza un anlisis
comparativo y se discute bajo que condiciones es mds adecuado utilizar el control por
modos deslizantes integrales o bien el control continuo con compensacién de incerti-

dumbres.

5.1 Exactitud del control

La exactitud de los algoritmos de control, representada con la letra €, estd en fun-
cidén de los tiempos de discretizacién (observacion - identificacién) y de la constante de

tiempo 7, la cual depende generalmente de las constantes de tiempo de los actuadores.

5.1.1 Precision del control éptimo robusto por retroalimentacion de salida

CORRS

El error del CORRS (Capitulo 3) depende de la discretizacion del observador y de

la compensacién de la entrada desconocida asi como del control, esto es
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e = O(h) + O(77) + O(5%T) (.1)

5.1.2 Precision del control con modos deslizantes integrales por salida CMDIS

En el caso del CMDIS (Capitulo 4) no es necesario identificar y compensar la en-

trada desconocida, por lo tanto la precisién queda como
e = O(h) + O(EF7) (5.2)

5.2 Discusion entre CORRS y CMDIS

Si analizamos el orden de error entre las dos metodologias de control propuestas en
este capitulo tenemos que el error causado por el control con identificacién y compen-
sacion de perturbaciones (5.1) y el error causado por el control por modos deslizantes
por salida (5.2) se puede observar que el primero puede ser del orden o incluso mayor

que cuando se usan modos deslizantes integrales. Se discuten los siguientes casos

A Si10 (6ﬁ) << O(h), el ruido del controlador es mayor que el del proceso
de identificacion. En tal caso, resulta mds conveniente usar CORRS y evitar el

chattering de CMDIS.

B. Sio (6ﬁ) £ Oh) €2 O (6 ﬁ) el ruido provocado por el controlador
serd menor que el provocado por el proceso de identificacién. Considerando que
la precision de CORRS queda determinada por el proceso de identificacién,
el uso de CMDIS puede ser una mejor opcién en caso de que el sistema sea

tolerante al chattering, es decir, a oscilaciones del orden de O(3)[2].

C. SiOh) <= O (6 ﬁ) , el error provocado por el controlador serd menor que

el error del proceso de observacion. Tedricamente la precision del CORRS que-
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da determinada por la precision de la etapa de identificacion, es decir O (5 ﬁ) :
mientras que la precisiéon de CMDIS solo depende del proceso de observacion,
Le 0 (6 ﬁle) No obstante el uso del CMDIS podria amplificar los ruidos del

observador en las altas frecuencias [2].

5.3 Ejemplo

Se realizaron simulaciones para diferentes tiempos de discretizacién ¢ y de imple-
mentacion ki para comparar el desempefio de cada metodologia.

Usando una constante de actuador de & = 107 3%s, un tiempo de discretizacion
J = 1079, se tiene el caso A, donde el error del controlador es mayor que el de iden-
tificacién. Los resultados de las simulaciones se muestran en Fig.5.1. La columna de la
izquierda muestra los estados observados z3 v x4, 1a columna de la derecha muestra sus
respectivas amplificaciones. Se ve claramente que el peor caso es el que se observa en
Fig. 5.1.a el cual corresponde a CMDIS como se esperaba. La Fig. 5.1.b y Fig. 5.1.¢c
muestran los resultados para CORRS-AST y CORRS-Filtrado de control equivalente, 1a
precision es del mismo orden en ambos casos.

Considerando una constante de actuador A = 0,001s y un tiempo de muestreo
J = 0,00025s, que corresponde al caso B donde la precisién del controlador O (10~%)
es mejor que la de la identificacién O (\/5) La Fig. 5.2 muestra los estados observados
23y &4 en la columna izquierda y su amplificacién en la derecha. La Fig. 5.2.a muestra
el desempeifio del CMDIS, Fig. 5.2.b vy Fig. 5.2.¢ se obtuvieron usando CORRS apli-
cando el algoritmo Super-Twisting en (b) y filtrado de control equivalente en (c) para
identificar y compensar la entrada desconocida. Se observa una mejor precision con
CMDIS (Fig. 5.2.a).

Finalmente se presentan resultados para el caso C cuando A = 0,00001(s) yd =

0,001(s) en la Fig. 5.3. Nuevamente la columna derecha representa los estimados de z;
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vy x4 ¥ la de la derecha su amplificacion. El error aproximadamente del mismo orden
en los tres casos. Es claro que el control por modos deslizantes integrales amplifica los

errores ocurridos en el observador.
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0 1 2 3 4 8 25 3 35 4 45 5§
2 ' 0.1
o — 0%
2 1 005
AL sy ] 0.1
0 1 2 3 4 5 25 3 35 4 45 5
2 ' 0.1
g * il 3
2 1 005
4 Xq—X, ] -0.1
0 1 2 3 4 8 25 3 35 4 45 B

{[s] | i[s]

Figura 5.1: Estados z5y @4 para kb = 0,01(s), § = 0,00001(s).El renglén (a) corres-
ponde a CMDIS, el renglén (b) a CORRS-AST y el (¢) para CORRS-filtrado de control
equivalente. Se aprecia una mejor precisién para CORRS.
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—

3 35 4 45 5
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Figura 5.2: Estados 25 ¥ @4 para k = 0,001(s), § = 0,00025(s). El renglén (a) corres-
ponde a CMDIS, el renglén (b) a CORRS-AST vy el (¢) para CORRS-filtrado de control
equivalente. Se aprecia una mejor precisién para CMDIS (a).

46



Analisis del error

,' . ; ; - 0.02
2} -
ol o
@ \ 4 A ‘ lw;ﬂﬂ' --.‘
-2 :-I J g,‘#lﬂ.l""' o) .:w;f? iy
4t Xs—%y
- ampl—
0 1 2 3 4 5 25 3 35 4 45 5
0.02
2
a | &
-2
4 ey =%y
0 1 2 ) 4 ]
0.02
2
0 -
Ol
Qb
ek § = K —%y !
-0.02 ! : : .
0 1 2 3 4 ] 25 3 35 4 45 5
tls] tfs]

Figura 5.3: Estados #5y ¢4 para & = 0,00001(s), § = 0,001(s).El renglén (a) corres-
ponde a CMDIS, el renglén (b) a CORRS-AST vy el (¢) para CORRS-filtrado de control
equivalente. La precisién es aproximadametne igual en los tres casos
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5.4 Experimentos

Se llevaron a cabo los experimentos en el PIR usando una tarjeta dSPACE 1103,
Los programas se realizaron en Simulink, bajo estas condiciones, el tiempo miximo de
integracién permitido fue de 6 = 10us, aun cuando este podria ser optimizado si se
programa directamente en Lenguaje C. La tarjeta dSPACE recibe la informacién de los
sensores de posicidn angular del péndulo (zq, x2) v entrega la sefial de control a la etapa
de potencia, la cual la acondiciona para mandarla al motor. En este caso, la etapa de
potencia es la que determina el valor de A, pues su dindmica es mds lenta.

Bajo estas condiciones fue posible realizar los experimentos que a continuacién se
sefialan.

LaFig. 5.4 muestra los resultados de la implementacion del control con compensa-
cién de entradas desconocidas. Se usé un tiempo de muestreo y de integracion de 10us,
con una senal modulada en ancho de pulso con frecuencia de 2.5 K H = 1o que equivale
a una constante de actuador A = 400us. En la figura se muestran los estados estima-
dos x;...z(4) y la identificacién de la entrada desconocida w(¢). Se aprecian diferentes
eventos: de ¢ = 0 hasta aproximadamente ¢ ~ 8s el sistema no ha sido compensado;
det =~ 8at ~ 18 el sistema es perturbado; en £ > 18 se compensa la perturbacion,
posteriormente se aumenta la frecuencia de la perturbacion.

Ahora, aumentando el tiempo de muestreo (e integracién) del sistema a ¢ = 20us
y manteniendo A = 400us. La Fig. 5.5 muestra los estados estimados z;...z(4) y la
identificacién de la entrada desconocida w(t). Se aprecian los siguentes eventos: de t =
Ohastat = 12 se tiene la respuesta del sistemna nominal, es decir, 8in compensacion y sin
perturbaciones; de { = 12 y hasta aproximandamente { = 27 se agrega la compensacion
obteniéndose una mejor respuesta, lo que implica que se estdn eliminando o al menos
atenuando las entradas desconocidas; en el tiempo restante se perturba al sistema con

una sefal conocida.
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La Fig. 5.6 muestra el detalle de las sefiales identificadas para la misma entrada
desconocida pero con diferentes tiempos de muestreo. Se espera que el error en ambos
casos sea O (\/5) La Fig. 5.6.a se identificé con una & = 10us. La sefial Fig. 5.6.b s¢
identificé con & = 20us. Vale la pena sefialar que la sefial identificada corresponde a la
sefial senoidal propuesta mds las entradas desconocidas del sistema.

La respuesta del sistema bajo la accién de una entrada desconocida usando modos
deslizantes se muestra en la Fig. 5.7. Se uso un tiempo de integracién de § = 10us.
Aunque se logra mantener estable el sistema a pesar de la perturbacidn se aprecian una
mayor oscilacién en las posiciones.

Usando modos deslizantes por salida con d = 20us (Fig. 5.8 Yconuna k & 70us la
respuesta presenta chattering.

En los experimentos anteriores se logra controlar usando ambas metodologias. No
obstante, los modos deslizantes presentan chattering 1o cual ocasiona un desgaste del
sistema.

Para un tiempo de muestreo menor, = 70us con una constante de actuador de am-
plificador de aproximadamente 2 = 71us que corresponde a una frecuencia mixima de
funcionamiento de 14K Hz, se obtuvieron las gréificas de la Fig. 5.9. El control CORRS
no funciond en este caso, el ruido de la identificaciéon O (ﬁ O,u) ~ 84004 es mucho

mayor que el ocasionado por el actuador.
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1 10 il k1 40 il &0 70 il €0 100

Figura 5.4: Resultados experimentales. Control del PIR usando CORRS con ¢ = 10usy
f = 400us. Del muestran los estados estimados & [rad)], z;[rad|, 23]rad/s|, x4frad/s]
y la identificacién de la entrada desconocida w(%).
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Figura 5.5: Resultados experimentales para el control del PIR usando CORRS
con 4 = 20us y h = 400us. Del muestran los estados estimados
x1[red], za[rad], xslrad/s], x4lrad/s| v la identificacién de la entrada desconocida
w(t).
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Figura 5.6: Identificacién experimental de entradas desconocidas para diferentes tiem-
pos de muestreo. En (a) se usé un § = 10us; en (b) § = 20us.
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Figura 5.7: Control del PIR usando modos deslizantes con 6 = 10us v A = 400us. Del
muestran los estados estimados 1[rad|, x2[rad|, xs[rad/s|, z4frad/ s]
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Figura 5.8: Resultados experimentales para el control del PIR usando modos
deslizantes con 4 = 20us v A = T0us. Del muestran los estados estimados

x1[red], za[rad], xslrad/s], z4lrad/s| v la identificacién de la entrada desconocida
w(t).
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Figura 5.9: Control del PIR usando modos deslizantes con ¢ = T0us v h = T0us.
Estados estimados x4 [rad|, 22 [rad], x3[rad/s|, z4rad/s]
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Capitulo 6

Conclusiones

Se abordo el problema de control de sistemas con entradas desconocidas acopladas
cuando s60lo se cuenta con la sefial de salida. Cuando el sistema es fuertemente observ-
able, es posible reconstruir tanto el estado y las entradas desconocidas en un tiempo
finito usando observadores jerdrquicos basados en el algoritmo de Super-Twisting.

Se estudiaron dos estrategias de control:

= [.a primera, el control éptimo robusto por retroalimentacion de salida, es un
control continuo con compensacion de entradas desconocidas. L.a compensa-
cidn se lleva a cabo usando el estimado exacto de la perturbacién y no presenta

chattering.

= [.a segunda estrategia es un control por modos deslizantes integrales basados
en los estimados exactos del observador. Este control recupera las ventajas de
los modos deslizantes integrales, es decir, insensibilidad a las perturbaciones
acopladas desde el primer momento (i.e. una vez que el observador converge).
En este caso la entrada desconocida acoplada es compensada a través de un

control discontinuo lo cual provoca chattering.

En el Capitulo 2 se analizaron los errores del observador y de las estrategias de
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identificacién. Estos se retomaron en el Capitulo 5 donde se compard la precisién de
las metodologias de control y se sugiri6 un criterio para elegir entre dichas metodologias.
Se determiné que tedricamente el control via modos deslizantes por salida tiene mejor
precision pero presenta chattering, en cambio el control continuo con compensacién de
entradas desconocidas es menos preciso pero esta libre de chattering. Se estudiaron tres

Casos:

A. Cuando el ruido del controlador es peor que la del algoritmo de identificacion,

en ese caso se prefiere usar control continuo y evitar el chattering.

B. Cuando la precisién del controlador es menor que la de la identificacié y mayor
que la de observacitn, en este caso el control por modos deslizantes integrales

podria ser el indicado en caso de que el sistema sea tolerante a chattering.

C. Finalmente, cuando el ruido del observador es mayor que ¢l del controlador, se
observa que el control por modos deslizantes amplifica los errores del obser-

vador.

Se realizaron pruebas experimentales con el péndulo invertido, y se analizaron las
condiciones en las que resultaba conveniente el empleo de cada uno de los controladores

tomando en cuenta el criterio anterior ademads de las limitantes del propio experimento.
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Apéndice A

Algoritmo Super-Twisting

Actualmente se han desarrollado algoritmos con modos deslizantes de segundo or-
den, muchos de los cuales utilizan la derivada del estado como una sefial para generar
el control (ver i.e. [18] [12]). Estos controles utilizan entonces tanto al estado como su
derivada para garantizar que z = £ = 0 en tiempo finito.

Considere el sistema dindmico dado por

& =alz,t)+ bz, u (A.1)

y suponga que para algunas constantes positivas C, Ky, Ky, Uns, g

Al + UMb <€, 0< K <B(x,0) < Ku, ofb] <qUu, 0>q>1 (AD)

El siguiente algoritmo no requiere la medicién de  para garantizar la convergencia

dex =% =0 [ref12]

12 . ) —U, |U| > U
w=—Alz|"* signx +u,, 0y = (A.3)

—asignz, |u] < Uy



Algoritmo Super-Twisting

Con K,,a > C'y A suficientemente grandes, el controlador (A.3) formard un modo
deslizante de segundo orden atrayendo todas las trayectorias hacia x = & = 0 en tiempo
finito [18]. E1 control entrard en tiempo finito en el segmento |, Uypy| v se mantendrd
dentro. Si el valor inicial se encuentra dentro del segmento, este nunca lo abandonari.

Una condicién suficiente para la convergencia estd dada por la eleccién de A como

4 (Kpo + C) Ky (1 +q)
o \/ oo 0 KE0 )

Calculando i con |u| > Uy obtenemos & = — A& |2/~ —w.De la ecuacién (A.1)
y las restricciones (A.2) se tiene que #u > O con |u| > Uy, entonces, du < 0, |@] > Uy
cuando |u| > Ups y por lo tanto || < Uy se satisface en tiempo finito.

Por el contrario, cuando |u| < Ups,conz #£ 0 :

i a—+ bu 9 ‘x‘l/z

— basign(z) (A.4)
en donde se usa la identidad % x| = xsignx. Nétese que los valores pertenecientes
al conjunto de medida cero no son tomados en cuenta para la diferenciacién, entonces
la diferencial es realizada cuando signx = const. Reescribiendo la ecuacién (A.4) en
forma de inclusion diferencial se tiene

” L. @ ,

e [-C,0) = [Km, Ky] | 2A——= + asignz (A.5)

2 ‘x‘l /2
Las trayectorias del sistema se enconftrardn confinadas dentro de la curva mds amplia
descrita por la inclusién (A.5) llamada curva mayorante, por lo que el cdlculo de dicha
curva es necesaria para probar la convergencia. Con z > 0.2 > 0 la trayectoria quedard
confinada entre los ejes x = 0,2 = 0y la trayectoria descrita por la curva mayorante
¥ = (Ko — C) verFig. A.1. Sea z); lainterseccién de esta curva con el eje # = 0.

Obviamente z (K, — C)apr = #7. Es fécil ver que
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Algoritmo Super-Twisting

o |\ x

™ Xy
i

Figura A.1: Curva mayorante del algoritmo Super-Twisting.

; L. [&] C ;
e 0er=0 A > — 4 a—E>0
2 |g|? " Kn

Entonces la curva mayorante para ¢ > 0 puede considerarse como

i = 2AK,o0—C)ay—z); &3>0
2 f ¢
o ’ S S5 1/2
¢ wigy O A(Km Of)ﬂ? ’

; ; 2 ¢ 1/2 : 2 C
i i o RﬁM:—X(K—m‘l‘a)R?}.é, $>—X(K—m+a’>$l/g

por lo que la curva mayorante tendrd la forma mostrada en la Fig. A.1.

Es suficiente satisfacer

fc—i‘j‘ < 1 para probar la convergencia cuando |u| < Uy,

esto es

2K o 4+ C)?

VKL (K0 0) >

eligiendo adecuadamente A de acuerdo a la forma propuesta en (A.2) es facil veren la
anterior igualdad que el algoritmo converge.

Para probar el tiempo finito de convergencia es suficiente considerar una pequefia
vecindad del origen cvando |u| < U),. Considere la variable auxiliar £ = a(t) + b(t)u,.

Es ficil ver que £ = & en el momento que x = 0, y 4y — —a/b cvando ¢ — o0,
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Algoritmo Super-Twisting

entonces £ = b(a/b + uy) tiende a cero. A partir del momento en que |uy| < Uy, la

derivadaé = @+ buy — basigna satisface las desigualdades

0> K, o—C< —éségnzSKM&+C’

Entonces la variacion total de £ estard dada por > |z;|, la cual es regida por una
serie geométrica con indice menor a uno y por lo tanto converge. Entonces el tiempo de

convergencia puede estimarse como

2 |l
" R = O)

La anterior prueba permite garantizar que el conjunto * = x = 0 serd un conjunto
no vacio compuesto por trayectorias en el sentido de Filippov. Por lo que el uso del algo-
ritmo de control (A.3) sobre el sistema (A.1) producird un modo deslizante de segundo
orden atrayendo todas las trayectorias del sistema en tiempo finito.

Analizando el controlador Super-Twisting, es posible destacar ciertas caracteristicas
que posibilitarian su aplicacién a una dindmica de segundo orden. De la condicién || +
Unr ‘b‘ < (' es posible deducir que el algoritmo es aplicable a un sistema que posea una
segunda derivada acotada, atin cuando la aplicacién del algoritmo de control se lleva a
cabo en un sistema de primer orden. El algoritmo (A.3) se encuentra dividido en una
parte lineal, que permite la convergencia fuera de la regién Uy, y una parte no lineal,
compuesta por el algoritmo de modos deslizantes, que permite la convergencia en la
region {7y del origen v que asegura el tiempo finito de convergencia. l.a aplicacion
del algoritmo Super-Twisting de control posee cierta robustez a perturbaciones acotadas
actuando sobre el sistema.

Algunos teoremas del algoritmo de Super-Twisting

Sea una sefial de entrada f{¢) una funcién medible y localmente acotada definida

sobre [0, oc). Para diferenciar esta sefial desconocida, se considera la ecuacién auxiliar
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E=u (A.6)

Se define la variable deslizante s = x — f(t). Aplicando el algoritmo de Super-

Twisting, tal que s = s = 0, se obtiene

B o= z—)\\s|1/23@'gn(s) (A7)

2 = —asign(s) (A.8)

con v, A > 0. Aqui, u(t) es la salida del diferenciador. Las soluciones de (A.6) y (A.7)
son entendidas en el sentido de Filippov [11].

Teorema A.1 (Teorema 3, [20]) Se define § como el tiempo de muestreo, para una
sefial de entrada f(t) diferenciable con constante de Lipschitz C > 0.Después de un

tiempo finito t > 0 se tiene que

[ut) - F(t)] < o

Teorema A.2 (Teorema 2, [20])Sea f(t) = [,(t) + n(t), donde f,(t) es una seiial
diferenciable, con constante de Lipschitz C' > 0, y n(t) es un ruido |n(t)| < =. En-
tonces, existe una constante (i tal que después de un tiempo finito t > 0 se cumple la

desigualdad

jutt) = £6)| < pale)”
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Apéndice B

Analisis del error en las derivadas
consecutivas aplicando el diferenciador

basado en Super-Twisting

Se obtienen derivadas consecutivas de una sefial f{t) aplicando un diferenciador
basado en el algoritmo de Super-Twisting. La salida del diferenciador consiste esencial-
mente de la derivada exacta de la sefial y una sefal pequefia de alta frecuencia. Al volver
a diferenciar, esta sefial entrard como un ruido en la siguiente etapa. Los ejemplos que
se presentan muestran que el error es proporcional al tiempo de integracién. En general
se puede afirmar que el error en la i-ésima aplicacién del diferenciador es O (Qﬁ)
Los resultados se simularon usando ¢l método de Euler para distintos tiempos de inte-

gracion.

@ = 20 _ ) |s® i sign(s™)

PANES —o:isz'gn(s(i)) (B.1)

Como ejemplo se propone la sefial f{t) = sen(t) + 5¢, con o; = 8, A; = 6,
(z =1,...,3). Se compard la precisién obtenida con diferentes tiempos de integracién

d, los resultados se muestran en la siguiente tabla.



Andlisis del error en las derivadas consecutivas aplicando el diferenciador basado en

Super-Twisting

)

80us
100us
200us
400us
10005

Los resultados son representados en Fig.B.1.

£

O(d)
0,0010
0,0012
0,0022
0,0042
0,0100

0,40
0,50

4,00
6,00

Ahora, se tiene la funcién f(¢) = 0,1sen(10t) + 5¢, aplicando (B) con o; = 1,1a;,

A = 1,54/a;, (i = 1, ..., 3), donde a; representa el valor de la aceleracién para cada

caso. La precisién obtenida con diferentes tiempos de integracién J, se muestra en la

)
80us
100us
200us
400us

10005

siguiente tabla.

£
O(9)
0,0008
0,0010
0,0022
0,0050

0,0100

)
O(V9)
0,42
0,48
0,70

1,00

1,50

38

45

50

60

La Fig. B.2 representa el incremento del error en funcién del orden del diferenciador.




Andlisis del error en las derivadas consecutivas aplicando el diferenciador basado en
Super-Twisting

Error

Tiempo de muestreo [s]

Figura B.1: Errores del diferenciador para las derivadas consecutivas de f(Z) = sen(t)+
5% con diferentes tiempos de integracidn




Andlisis del error en las derivadas consecutivas aplicando el diferenciador basado en
Super-Twisting

@ i O PDeivada M3 derivass |

T

Error

10° 10
Constante de tiempo [s]

Figura B.2: Errores del diferenciador para las derivadas consecutivas de f(¥) =
0,1sen(10t) + 5¢ con diferentes tiempos de integracién.
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