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Introduccion

Fue gracias al brillante matemético, Leonardo Euler, que surgio la Teoria
de las Graficas. En 1736, el ilustre matematico construyé la primera
representacion de una grafica al utilizarla como modelo matematico.

En este trabajo estudiaremos un tipo especial de gréficas, las digraficas o
graficas dirigidas. En una digrafica D puede existir un conjunto ‘A de veértices
gue sea independiente en D, es decir, para cualquier par de vértices distintos u
yvenA, (u v)e F(D)y (v, u) ¢ F(D) y absorbente a la vez, es decir, V U €
V(D) - A, 3 v e Atal que (u, v) € F(D). El nombre del conjunto que satisface
las propiedades anteriores es un nucleo y forma parte de nuestro estudio en
esta tesis. Los mateméticos mas destacados en el area de nucleos en

digraficas, son Claude Berge, Victor Neumann, Hortensia Galeana, D. Konig,
Von Neumann y M. Richardson, entre otros.

Para iniciar nuestra investigacion estudiamos en preliminares algunas
aplicaciones sobre el concepto de nucleo en una digrafica, éstas fueron
proporcionadas primeramente por Von Neumann y Morgenstern [15] en 1944 y
después por Berge y Rao [4] en 1977.

Posteriormente, analizamos algunos teoremas basicos relacionados con
nacleos, seminudcleos y cuasinucleos. A mediados del siglo XX, Berge [2] ¥
Konig [11], establecieron las condiciones necesarias para la existencia de
nucleos en una digrafica, por ejemplo: las digraficas transitivas y las digraficas
simétricas tienen ndcleo, el cual es un conjunto independiente maximo y
absorbente minimo.

Los investigadores descubrieron que las subdigraficas inducidas de las
digraficas originales heredaban ciertas propiedades de éstas, es decir, si una
propiedad se manifestaba en la digrafica total, de igual forma se conservaba en
cada subdigrafica inducida de ésta, por ejemplo: la existencia de ciclos
dirigidos. Las propiedades de transitividad y simetria también son hereditarias



en las subdigraficas inducidas de la digréafica original. Existe una familia de
digraficas en donde la digrafica original y todas sus subdigraficas inducidas
contienen nucleo, nos referimos al conjunto de digraficas nucleo perfectas.
Veremos la demostracion de que toda digrafica sin ciclos dirigidos es nucleo
perfecta. Es posible definir un conjunto que sea nucleo localmente, es decir, un
conjunto independiente y absorbente Unicamente en cierta subdigrafica
inducida, se trata de los seminucleos, aunque no cualquier seminucleo sea
nacleo, ambos conceptos estan ligados y aportaron grandes avances en la
teoria de nucleos. En 1971, Neumann Lara [12] demostré que toda digrafica es
nucleo perfecta si y sélo si sus subdigréficas inducidas contienen semintcleo
no vacio, resultado que veremos en preliminares al igual que el teorema de
Richardson [13] sobre la existencia de nucleos en las digraficas sin ciclos
dirigidos.

El concepto principal de nuestra investigacion son los conjuntos de
vértices independientes y cuasiabsorbentes. Un conjunto de vértices ‘A es
cuasiabsorbente si cualquier vértice de su complemento se encuentra a
distancia dos de él. El nombre comin de un conjunto que satisface la
propiedad de independencia y cuasiabsorbencia es cuasinucleo. Observemos
que todo nucleo cumple la definicion de cuasindcleo, pero no cualquier
cuasinucleo es nucleo debido a que dicho conjunto no siempre es absorbente,
sin embargo, es relativamente mas facil encontrar un cuasinicleo que un
nacleo en una digrafica. A mediados del siglo XX, Chvéatal y Lovasz [5]
demostraron que toda digréfica contiene un cuasinucleo.

En el capitulo 1, estudiaremos la debilidad de un cuasinucleo, es decir, el
namero de vértices que no son absorbidos por este conjunto (observemos que
todo nucleo tiene debilidad nula por ser un conjunto absorbente). Fue Philippe
Vincke [14], quien encontrd una cota superior para dichos conjuntos mediante
el numero de tercias intransitivas de la digrafica, es decir, subdigraficas de la
digrafica donde no se satisface la propiedad de transitividad.

En el capitulo 2, nos dedicaremos a estudiar el nimero de cuasinucleos
de una digrafica. Como resultado del teorema sobre cuasinucleos de Chvatal y
Lovasz [5], comenzaremos con los torneos, es decir, las digraficas completas y
asimétricas, afirmando que todo torneo tiene un cuasinucleo. Por definicion de
torneo, cada conjunto de vértices independiente maximal (en este tipo de
digraficas) es de cardinalidad 1. Por lo tanto, cada cuasinucleo de un torneo es
unitario; a esta clase de cuasinucleo se le conoce como rey. En 1996, H. Jacob



y H. Meyniel, en [9] probaron que todo torneo de grado exterior minimo distinto
de cero, tiene al menos tres reyes distintos. Los investigadores se preguntaron
si cualquier digrafica podria cumplir estas condiciones. Finalmente demostraron
que toda digrafica con grado minimo exterior no nulo, contiene al menos 3
cuasinucleos distintos si no contiene nucleo, esto lo veremos en el teorema 2.2

[capitulo 2].

Fue gracias a Gregory Gutin, Khee Meng Koh, Eng Guan Tay y Anders
Yeo, quienes en [8] enunciaron las condiciones suficientes y necesarias para
determinar cuando una digrafica contiene exactamente un cuasinucleo o dos
cuasinucleos distintos. Para esto, manejaron el concepto de pozo (se trata de
vértices con grado exterior igual a cero). Entre los teoremas que demostraron
se encuentran: toda digrafica con un solo cuasinicleo contiene un ndcleo y
toda digrafica fuertemente conexa (de orden al menos tres y distinta de un ciclo
dirigido de longitud cuatro) contiene al menos tres cuasinucleos diferentes.

Finalmente, Gutin, Meng, Guan y Yeo, también en [8] mencionaron una
conjetura sobre cuasinucleos ajenos que permanece abierta y se refiere a que
toda digrafica sin pozos contiene al menos dos cuasinicleos ajenos. El equipo
de matematicos demostré la conjetura Unicamente para digraficas nucleo
perfectas y digraficas con cuasinucleos de cardinalidad a lo mas dos. Todo esto
lo veremos en el capitulo 2.

Concluimos la tesis con el capitulo 3, dedicado a determinar el nimero de
cuasinucleos en la digrafica de lineas correspondiente a una digréafica D, por
medio de esta ultima, aplicando los resultados vistos en el capitulo 2. En 1982,
Matus Harminc en [10] demostrd que toda digréfica tiene el mismo nimero de
ndcleos que su digrafica de lineas correspondiente. El tema central del
capitulo, es comparar el numero de cuasinucleos en la digrafica de lineas con
respecto al de la digrafica original. Por esta razon, usaremos el resultado de
Matis y el de Hortensia Galeana, Laura Pastrana y Hugo Rincén [6], la
digréfica de lineas contiene al menos el nimero de cuasinucleos de la digréafica
original, siempre y cuando la digrafica original tenga ingrado minimo no nulo.
Después de analizar la demostracion de dicho teorema, veremos algunas
familias de digréaficas que satisfacen la igualdad en el mismo.

Debido a que no toda digrafica cumple la igualdad del teorema de
Galeana, Pastrana y Rincon, dirigimos nuestra investigacion hacia descubrir en
qué casos se da la desigualdad estricta del teorema mencionado. Para esto
definimos un cuasinucleo por flechas, el cual es un conjunto de flechas que
satisface la propiedad de independencia por flechas y cuasiabsorbencia por
flechas. parecido al concepto de cuasindcleo, solo que en el primero son



flechas como su nombre lo dice y en el segundo son vértices de la digrafica en
cuestion. En el capitulo referido, estableceremos una equivalencia entre los
cuasinucleos por flechas de una digréfica D y los cuasinicleos de la digréafica
de lineas de D. Ademas demostramos que el conjunto de flechas cuyos
vértices finales forman un cuasinicleo de D siempre es un cuasinicleo por
flechas de D, el reciproco de esta afirmacion no es verdadera, por esta razén
existen digraficas que satisfacen la desigualdad estricta del teorema de
Galeana, Pastrana y Rincon.

Llegamos a la siguiente conclusion: si una digrafica D de exgrado minimo
mayor a cero contiene un cuasinucleo por flechas cuyos vértices finales no es
cuasinucleo de D, entonces D satisface la desigualdad estricta del teorema de
Galeana, Pastrana y Rincon. Sin embargo, aln no descubrimos qué
condiciones debe presentar la digrafica para que exista el cuasinicleo por
flechas mencionado.

Los resultados obtenidos hasta ahora son: toda digrafica de ingrado
minimo al menos 1 tiene un Unico cuasinucleo si y soélo si su digrafica de lineas
tiene un solo cuasindcleo. Demostramos ademas que si una digrafica contiene
dos cuasinucleos ajenos, entonces su digrafica de lineas correspondiente
contiene dos cuasinucleos ajenos.



Preliminares

1. Definiciones Basicas.

Una grafica, denotada con la letra G, esta constituida por los siguientes
dos conjuntos:

V(6): es un conjunto finito de objetos, no vacio, cuyos elementos los
denominaremos puntos o vértices de la grafica G y denotaremos comunmente
con letras como u, v, w, X, v, z entre otras.

Para denotar que un vértice u esta contenido dentro de la grafica G,
escribiremos: u € V(G).

A(G): es el conjunto de parejas no ordenadas de elementos distintos del
conjunto de vértices correspondiente a la grafica G, dichas parejas las
llamaremos aristas.

Si dos vértices distintos u, v contenidos en V(G) son los elementos de

una arista de G, entonces diremos que u y v son vértices adyacentes en la
grafica G y son los extremos de la arista en cuestion. Para denotar que dos
vértices distintos u y v son adyacentes en la grafica G, utilizaremos la
expresion: (u, v) = (v, u) e A(G).

Ejemplo:. Sea G la grafica Ue—eoV
conformada por V(G) = {u, v, w, z} y
A©) = {(u, v), (u, w), (z, w), (u, z).
La representacion en el plano de dicha ye—>22

grafica G se muestra en el dibujo de la
derecha: G



Definimos a continuacion un tipo de grafica, se trata de la gréafica dirigida
cuyo nombre comun es digrafica y su notacién es D.

Una digréafica D esta formada por el par: (V(D), F(D)), donde:

V(D): es un conjunto finito de objetos, no vacio, cuyos elementos
nombraremos vértices de la digrafica D. Al igual que en gréaficas, usaremos las
mismas letras para denotar los elementos de dicho conjunto, como son: u, v,
w, X, V, Z.

Si el vértice u pertenece al conjunto V(D), lo denotaremos con: u € V(D).

F(D): es el conjunto de pares ordenados de elementos distintos de
vértices en la digrafica D, estos elementos son denominados flechas y
denotados igual que en las gréficas, solamente que en este caso la flecha (u,
v) es distinta a la flecha (v, u).

Si dos vértices distintos 1 y v contenidos en V(D), son los extremos de la
flecha (u, v) contenida en F(D), entonces diremos que u y VvV son vértices
adyacentes en la digréafica D. Esta vez tenemos dos tipos de adyacencia:

* Si (u, v) € F(D), entonces D tiene una flecha que parte del vértice
u 'y termina en el vértice v, se dice que v es adyacente desde u.

* Si (v, u) € F(D), entonces hay una flecha en D, cuyo inicio esta en
el vértice vy u es el vértice terminal de dicha flecha.

Si (v, u) € F(D), entonces diremos que v es vértice inicial de la flecha
(v, u), asi mismo, u es el vértice terminal de dicha flecha.

Otra forma de expresar que (v, u) € F(D), es diciendo que v domina a u
en la digrafica D, debido a la direccion de la flecha.

El orden de una digrafica D, es la cardinalidad de V(D), es decir, el
namero de vértices de la digrafica D.
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Sea D la digréfica tal que V(D) = {u, v, w, z}ty F(D) = {(u, v), (v, u), (u,
w), (w, z), (u, z)}. La representacion en el plano de la digrafica D es:

u ‘4>‘V

W @ 50

Notemos que la flecha (w, z) € F(D), donde w es su vértice inicial,
mientras que z es el vértice terminal, sin embargo, w es vértice terminal de la
flecha (u, w) € F(D).

Dados A y B subconjuntos de V(D), el conjunto de flechas que tienen
como Vvértice inicial un elemento del conjunto ‘A y como vértice terminal un
vértice contenido en el conjunto B es:

F(A, Bp=1{(a, b) cF(D)/aec Ay b e B}

En lo sucesivo, cuando sea implicita la digrafica en la cual se esta
trabajando, usaremos la notacién g(A, B) omitiendo el subindice D, a menos
que trabajemos con digraficas distintas.

En adelante estudiaremos Unicamente propiedades en digraficas, o bien,
gréficas dirigidas, razon suficiente para mencionar los conceptos préximos:

Sea D una digréficay u € V(D) arbitrario:

I' p(w)=T (u)={veV(D)I/ (v, u) e F(D)}, a cada elemento de este

conjunto le diremos vecino interior del vértice u 0 invecino de u en la digréafica
D.
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I "puw) =T "(u) = {v € V(D) | (u, v) € F(D)}, es el conjunto de los
vecinos exteriores 0 exvecinos del vértice u en la digrafica D.

8 o) =38 (u) = |T ~p(u |, denota el grado interior o ingrado del
vértice u en la digréafica D.

8 “o(w) =5 "(u) = |T *p(u |, se le conoce como el grado exterior o
exgrado de u en la digréfica D.

Una subdigrafica de la digrafica D, es resultado de extraer un
subconjunto de los vértices de D y un subconjunto de flechas que relacionan a
los vértices extraidos, es decir, D’ es una subdigrafica de D si:

V(D) < V(D) y
F(D’) < F(D) tal que (u, v) € F(D") si {fu, v} c V(D).

D’ es una subdigrdfica inducida de la digréfica D, si ocurre:

V(D) s V(D)y
(u, v) e F(D) siy solosi (u, v) e F(D)y {u, v} c V(D).

Denotaremos a D’ como D[V(D’)]. Las subdigraficas inducidas mas
pequefas de toda digrafica D son las digraficas triviales constituidas por un
solo vértice; por otro lado, la subdigréfica inducida mas grande de cualquier
digréfica D es ella misma.

Observemos la digréafica D con V(D) = {u, v, w, z}, F(D) = {(u, v), (v, u),
(u, w), (w, z), (u, z)}, cuya representacion geométrica se muestra en seguida
y ejemplifiquemos las definiciones anteriores:

u @ 'Qv

we—»®;
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S (u)=8"(v)=8"(w)=1,puesT () ={vL T ~(v) ={uw} =T "(w).
Por otro lado, como 3 x € V(D), tal que (z, x) € F(D), entonces I *(z) = @, es
decir, 8 *(z) = 0.

Un ejemplo de una subdigréfica de D es la digrafica D’ tal que V(D) = {u,
vy F(D) = {(u, v)}, su representacion en el plano es:

D’ u .—V.’V

En cambio, una subdigréfica inducida de D es D, tal que V(Dy) = {u, v, z}
y F(D1) = {(u, v), (v, u), (u, z)}, a D; la denotaremos con D[{u, v, zf].
Diremos que D; es la subdigréafica inducida por el conjunto de vértices {u, v, z}
c V(D). Su representacion en el plano es:

Dos digraficas D; y D, son isomorfas si existe una funcién biyectiva
£ V(D1) — V(D)
tal que Vv {u, v{ = V(D), (u, v) e F(D,) siy sblo si (f(u), £#(v)) € F(D,).

Un camino no dirigido o semicamino C de una digréfica D, est4 formado
por la sucesion alternada de vértices y flechas, de la forma C = (xo, h1, X1, ho,
X2, . . ., hn, Xn) en donde x; pertenece al conjunto de vértices en D, V i € {0,
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1,2,...,n}y Aiv1 e {(x, Xi+1), (Xi+1, X)} es un elemento de F(D) con i € {0,
1, 2, ..., n -1} Podemos denotar al camino no dirigido C omitiendo las
flechas, es decir, C = (xo, X1, X2, « + » , Xn)

Un camino dirigido C de una digrafica D es la sucesion alternada de
vértices y flechas, de la forma C = (xo, A1, X1, A2, X2, . . ., An, Xn) donde X;
pertenece al conjunto de vérticesen D, Vie {0,1,2,...,n}y Ai+1= (X, Xi+1)
es un elemento de F(D) coni € {0, 1, 2, ..., n—1}. Otra forma de describir al
camino dirigido C es omitiendo las flechas, es decir, C = (xo, X1, X2, - + . , Xn),

sobreentendiendo que las flechas fA;+ 1 = (xi, Xi+1) € F(CO) < F(D).

La longitud de un camino dirigido se determina mediante el nimero de
flechas que éste contenga.

Tipos de caminos dirigidos:

= Un camino dirigido C = (xo, . . . X») es una trayectoria dirigida
enDsisecumpleque xi=x;Vi#je{0,1,2,...,n}
Si la trayectoria dirigida empieza en el vértice xp y termina en X,
nos referiremos a ella como una XxpX;, — trayectoria dirigida de la

digréfica D.

» Le llamaremos ciclo dirigido al camino dirigido C = (xo, . . . Xn_1,
Xn = Xp) de longitud mayor o igual a dos, si satisface que x; # x; V
i#je{0,1,2,...,n—=1} es decir, C es la union entre la
trayectoria dirigida (xo, X1, X2, . . . , Xn_1) Y la flecha (x,_1, Xn =
Xo).

A cada ciclo dirigido de longitud n con n € N (numeros naturales), le

llamaremos n-ciclo. El ciclo dirigido mas pequeiio es un 2-ciclo dirigido y esta
formado por una flecha simétrica.

Definamos la distancia entre dos vértices en una digrafica D. Sea u <
V(D). Si v € V(D) (u no necesariamente distinto de v), entonces la distancia de
u a v se denota por d(u, v)y es igual a la minima longitud de las uv —

trayectorias dirigidas contenidas en D. Las trayectorias dirigidas mas pequefias
son las de longitud cero, constituidas por un solo vértice en D.
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Dado u € V(D) y A < V(D), definimos d(u, A) = min {d(u, v)/ v ¢ AL
Notemos que si u € A, entonces d(u, A) = d(u, u) =0

En la digrafica que presentamos en el dibujo de abajo ejemplificaremos
los distintos tipos de camino dirigido:

u %

® >e
/v A

® > e
D w X

\d \d

C) »®
y zZ

Un camino dirigido contenido en la digréfica D, es C = (u, v, W, u, v, x)
y es de longitud 5, mientras que 7T = (y, w, U, v, xX) es una trayectoria dirigida
de longitud 4, tal que 7 < C.

{(v, z), (z, v)}! es una flecha simétrica en D y forma un ciclo dirigido de
longitud dos, a saber, C1 = (v, z, v); por otro lado, C2 = (u, y , W, u) es un
ciclo dirigido de longitud 3, contenido en el camino dirigido C.

Notemos que d(w, u) =1 # 2 = d(u, w), pues (u, w) ¢ F(D); en cambio
dv, z) =1 = d(z, v)yaque {(z, v), (v, z)} c F(D).

1.1 Tipos de digraficas.

D es una digrafica conexa si para cualquier par de vértices Uy v existe
al menos un camino no necesariamente dirigido el cual empieza en uno de los
vértices mencionados y termina en el otro.

Ejemplo de una digréfica conexa:
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El camino no dirigido C = (u, w, v, w, u) conecta todos los vértices de D,
ya que contiene todos los caminos dirigidos y no dirigidos en D, como son: (; =
(u, w), G = (u, w, v), Cs = (w, v). Por lo tanto D es una digréafica conexa.

Una digrafica fuertemente conexa D es aquella que contiene tanto un
uv - camino dirigido como un vu - camino dirigido para cualquier par de
vértices u y v en V(D). Toda digrafica C, isomorfa a un n-ciclo dirigido es
fuertemente conexa V n =2 2, n € N, ya que es posible ir de un vértice a otro
por el ciclo dirigido.

A cada subdigrafica inducida de una digrafica D, que sea fuertemente
conexa y maximo por contencion con dicha propiedad en la digrafica, le

llamaremos componente fuertemente conexa de D.

Cualquier digrafica D es completa si para todo par de vértices u # v
contenidos en V(D), existe al menos una flecha que los relaciona. La digréafica
completa mas pequefia es la de orden 1y se denota como K.

Si (u, v) € F(D) y (v, u) ¢ F(D), entonces diremos que (u, v) es una
flecha asimétrica en D.

Si (u, v) € F(D) y (v, u) € F(D), entonces diremos que (u, V) es una
flecha simétrica en D.

Sea una digréfica D, si V (u, v) € F(D) se tiene que (u, v) es una flecha
simétrica en D, entonces a D se le conoce como una digrafica simétrica. La
digrafica simétrica mas pequefia es un 2-ciclo.

Si toda flecha de una digrafica D es asimétrica, entonces le llamaremos a
D digrafica asimétrica.
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El complemento de una digrdfica D, se denota por D y es la digrafica tal
que V(D) = V(D) y F(D) = {(u, v) ¢ F(D), con {u, v} c V(D)}, es decir, F(D) N
FD) = 2.

La digrafica D1 que satisface: V(D;) = V(D) = V(D) y F(D:) = F(D) u F(D)
es completa y simétrica.

Siendo D una digréfica cualquiera, la digrafica D~ es la digrafica dual de
DsivV(D)=V(D)yV u=v,con {u, v/ < V(D) si (u, v) € F(D), entonces (v,
u) e F(D).

Una digrafica D satisface la propiedad de transitividad en V(D), si para
cualquier terna de vértices distintos u, vy w, con {u, v, w}c V(D) y {(u, v),

(v, w)} c F(D) se cumple que (u, w) € F(D).

Toda digréafica que satisfaga la propiedad anterior sera llamada digrafica
transitiva.

Ejemplo de una digréfica transitiva:

Observemos que {(x, z), (z, w)} < F(D) y (x, u) € F(D), es decir, D
satisface la definicion de digréfica transitiva, puesto que no existe ninguna otra
trayectoria dirigida de longitud 2 en D, entonces D es transitiva.

Construyamos el complemento de D y posteriormente su digrafica dual:
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Qi

como {(x, v), (v, z)} c F(D) y (x, z) ¢ F(D), entonces la digrafica D no
es transitiva.

Veamos a continuacion la digréfica dual de D:

:D*

Observemos que D* es una digréfica transitiva pues {(u, z), (z, x)} c F(D) y
(u, x) € F(D).

Definamos ahora algunos tipos de subconjuntos de una digrafica D. Sea
A c V(D):

A es un conjunto independiente en la digrafica D si V u # v, ambos
vértices contenidos en el conjunto A, entonces (u, v) ¢ F(D)y (v, u) ¢ F(D).

El conjunto formado por un solo vértice en cualquier digrafica es un
conjunto independiente de cardinalidad minima.
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Un conjunto absorbente A satisface: V u € V(D) — A, 3 v € Atal que
(u, v) € F(D).

V(D) es el conjunto maximo en cardinalidad de D que cumple con ser
absorbente.

Diremos que el conjunto A es cuasiabsorbente si V u € V(D) — A, se
cumple una de las dos condiciones siguientes:

» 3v e Atal que (u, v) e F(D).
» IweVD)-A conu=wy3iv e Atalesque {(u, w), (w, v)}

c F(D) formando una trayectoria dirigida en D.

Fijémonos en la digrafica dual D* del ejemplo anterior: {v, z}y {v, x} son
conjuntos independientes de D*, sin embargo, solo {v, x} es absorbente en D*
ya que {(u, x), (z, x)} < F(D*. Por otro lado, {v, z, x} es un conjunto
cuasiabsorbente en D*, pero no es independiente pues (z, x) € F(D*), por lo

tanto, la propiedad de independencia no implica necesariamente la absorbencia
y viceversa.

2. Aplicaciones de Teoria de Digraficas en
nucleos.

Comenzaremos con algunas aplicaciones en la teoria de digréficas, las
cuales se refieren a problemas cuya solucion propondremos usando las
definiciones que acabamos de mencionar, como son: digréfica transitiva,
conjuntos independientes, etc.

MOTIVACION 1 (Von Neumann, Morgenstern [15]):

Supongamos que un grupo de personas se dispone a elegir una
“situacion”, dentro de un conjunto de varias opciones, con el propésito de
complacer a cada miembro del grupo al momento de escoger. Para esto, se
establece la preferencia de cada individuo con relacion a las opciones
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presentes. Sea P = {]91, P2y v e ,Jon} el conjunto de personas y la serie de
situaciones elegibles lo representaremos con X = { x1, X2, . . . , Xm}

Diremos que pi prefiere que se elija a x; en vez de xj, y lo denotamos
Como X; 2 x X, lo cual representa la preferencia individual para los elementos
de Py expresa que a la persona nimero k le satisface mas la situacion x; que
la situacion xj coni#j, {i,j}<{12, ..., m} ke{l,2,...,n},{n,me N
fijos.

Es claro que la preferencia individual arriba expuesta no necesariamente
es la mas eficiente, por ello fijaremos nuestra atencién en la preferencia
efectiva en la cual diremos que Xx; es efectivamente preferible a Xx; si existe un
subconjunto de P que es capaz de forzar la preferencia de x; sobre x;, es decir,
la mayor parte de los miembros de P prefieren la situacion x; mas que X;; esta

preferencia la denotaremos como x; > x;con{i, j} = {1, 2, ..., m}.

Notemos que esta ultima relacidon no es transitiva, ya que la preferencia
efectiva depende de la preferencia individual y cada individuo determina
distintos resultados en cada par de situaciones sin dejarse llevar por las
decisiones de las demas personas, por lo que x; > Xjy X; > X, no implica que

Xi > Xp pues no sabemos cual de estas dos situaciones prefiere cada miembro.
Apliguemos las definiciones basicas vistas en la seccidon anterior:

Sea D la digrafica formada por V(D) = X, el conjunto de vértices de Dy
F(D) ={ (x, x) / x; > xicon x5, xi e P {i, j} ={1,2,...m}}

Si consideramos un conjunto independiente ‘A < V(D), entonces cada
elemento de ‘A es una solucion al problema dentro de D[A], como F(D) # &,
debe existir al menos un veértice fuera del conjunto “A; recordemos que F(D)
representa la preferencia efectiva entre los elementos de V(D), por esta razoén,
necesitamos encontrar un subconjunto de A que supere en preferencia
efectiva con respecto a los vértices fuera de A, es decir, necesitamos un

conjunto de vértices, el cual sea independiente y absorbente. Dicho conjunto
ser& llamado nucleo en lo sucesivo, en otras palabras:

Un Ndcleo en una digrafica D, es un conjunto de vértices independiente y
absorbente en una digréfica.



20

Sea N'un nucleo de la digrafica D expuesta anteriormente.

AFIRMACION: La mejor eleccién esta contenida dentro del conjunto N; es
decir, la solucion al problema expuesto en la motivacion 1 esta dentro del
nucleo de la digréafica formada por Py X, yaque V x; € V(D) - N, 3 x; € N tal
que (xi, xj) € F(D) es decir x; > x; 0 bien, cada vértice de V(D) que no esta
contenido en N es aventajado en preferencia efectiva por al menos un
elemento de N; ademas, por ser /N un conjunto independiente, no existe
preferencia efectiva entre cualquier par de elementos de /N por lo tanto, la
mejor eleccion debe tomarse dentro de /N.

MOTIVACION 2 (Claude Berge, Rao [4]):

Fue Claude Berge [2] quien denominé ndcleo al conjunto independiente y
absorbente. Precisamente veremos a continuacién una aplicacion expuesta por
€l mismo junto con Rao, donde el nucleo vuelve a contener la solucién.

Consideremos P = {]91, J 27 ,]on} un conjunto de propiedades dadas,
con las cuales podemos aplicar la relacién de implicacién, la cual denotaremos

por pi — py,con{i,j} ={1,2,...n}

Construyamos la digrafica D que represente la informacion anterior:

V(D) = ? = {pl)pZ’ LR ’_pn}y
F(D) = {(pi, p;) / pi — pj; es una proposicién verdadera con {j, j} < {1, 2, . .
. n}}

Si queremos demostrar que no hay otra implicacion verdadera entre los
elementos de P que no esté contenida en F(D) entonces podemos aplicar la
Teoria de Digréficas, pero el verdadero problema estd4 en encontrar la forma
mas practica de demostrar la completud de F(D), para esto se necesita
proporcionar un contraejemplo por cada proposicion falsa. Se puede reducir el
namero de casos si consideramos que la relacidbn en curso es transitiva asi
como su contrapositiva. Vamos a averiguar ¢cual es el menor ndmero de
implicaciones falsas que necesitamos probar para mostrar la completud de
F(D)?
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AFIRMACION: EI minimo nGmero de contraejemplos que es necesario
proporcionar es el mismo que la cardinalidad del nucleo minimo de D (el
complemento de D).

Veamos a continuacion que D es una digréafica transitiva:

Sea {x, vy, z} = V(D) = V(D). Si {(x, y), (y, z)} = F(D), esto quiere decir
que X — V, y — z son propiedades falsas. Para que x — v sea falsa, es
necesario que x sea una propiedad verdadera y y sea falsa, sin embargo, para
que vy — z sea falsa, y debe ser verdadera y z falsa, esto hace inconsistente a
F(D), ya que Yy no puede ser una propiedad verdadera y falsa a la vez, por
consiguiente D no puede contener trayectorias dirigidas de longitud 2. En
conclusion, D es transitiva. Por otro lado, D tiene nuicleo igual al conjunto de
vértices de exgrado cero de D, el cual es minimo ya que los vértices escogidos
deben estar en cada nucleo D de lo contrario no serian absorbidos por nadie,
ademas estos veértices terminales absorben a cada vértice que se encuentra
dentro de la trayectoria en la cual es terminal, por ser D transitiva. Por lo tanto
D tiene nacleo y es minimo siempre que D tenga vértices terminales o de
exgrado cero.

Basta demostrar la falsedad de la proposicion formada por el primero y
altimo vértice de cada trayectoria de longitud méaxima para demostrar la
falsedad de las flechas restantes que existen entre los vértices intermedios de
dicha trayectoria, ya que toda implicacién satisface la propiedad de
transitividad, es decir, la falsedad satisface la propiedad de transitividad en la
digréfica, por lo que daremos un contraejemplo por cada vértice del nucleo
minimo de D y con esto demostraremos que D representa una teoria completa.

Ahora estudiaremos una definicion dual al nidcleo, la cual se refiere a un
conjunto de vértices independiente, pero esta vez, en vez de ser absorbente,
sera dominante, es decir:

VueVD-N),3Ive N talque (v, u) e F(D). (Prop. de dominio)

En conclusién, Una solucién de una digrafica D es un conjunto de vértices
independiente y dominante en D.
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MOTIVACION 3:

Sea D una digrafica tal que V(D) = { V1, V2, . . ., Vaf es el conjunto de
sitios o locaciones dadas y F(D) = {(v;, v;) / es posible trasladarse del sitio v; al

sitio v}, (diremos que Vv; y v; estan comunicados) con {i, j} = {1, 2, . . . n}}.

Deseamos encontrar un conjunto S < V(D) desde el cual sea posible llegar
a los sitios restantes; ademas, cada sitio v; tiene asignado un peso (w (Vi) por
lo que cada S que se encuentre tendra asignado también un peso (w(S))
obtenido mediante la suma de los pesos de cada uno de sus elementos.

El objetivo real de la motivacion 3, es encontrar el conjunto S de peso
minimo. Para esto aplicaremos la Teoria de Digraficas tomando una Solucion
en D (o bien, un ntcleo en la digrafica dual de D), la cual denotaremos con S,
notemos que este conjunto satisface la primera condicién del problema pues V
vieVD)-S,3vje S'coni=je{l 2 ...n}tal que (v, vi) e F(D) por
definicion de S’. Ahora consideremos C = {S / S es solucion de D}.

Sea S* e Ctal que w(S*) <w(S) V S € C, entonces S* es el conjunto que
buscamos.

Puede que sea mas facil resolver el problema si tomamos un nucleo en
D (digrafica dual de D) de peso minimo, ya que todo ndcleo de D es solucién
de Dy viceversa.

Es claro que todo subconjunto de vértices en D es independiente si y solo
si lo es en D por definicion de esta Ultima, aiun mas, todo subconjunto
absorbente en D es dominante en D , esto ocurre debido a la diferencia entre
Dy D en ladireccién de sus flechas.

3. Teoremas Basicos de Teoria de Digraficas.

Los siguientes resultados seran aplicados y mencionados en los proximos
capitulos. Empezaremos con lo referente a nucleos, estos teoremas y lemas
nos ayudaran a descubrir cuando una digréfica tiene nadcleo. Antes
conoceremos la definicion formal de nucleo en una digrafica.
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Ndcleo en una digrafica D: Subconjunto de vértices de V(D),
independiente y absorbente en D, comiunmente denotado por la letra /N.

Explicitamente N < V(D) es nucleo de la digrafica D si satisface las
condiciones siguientes:

= Para cualquier par de vértices u # v, contenidos en el conjunto N,
(u, v) ¢ F(D)y (v, u) ¢ F(D). (Propiedad de independencia)

» YueVD-N),3Ive N talque (u v)e F(D). (Absorbencia)

Veamos algunos ejemplos de nucleos con las digraficas ilustradas en
seguida:

D,

Observemos que v debe de estar contenido en cada ndcleo de D; pues
nadie lo puede absorber, esto implica que u no pertenece a ningun nucleo de
D, de lo contrario se contradice la independencia del nucleo, sin embargo, u es
el Unico vértice que absorbe a w, por lo tanto w debe estar contenido en el
nlcleo al igual que X, en conclusién, {v, w, x} es un nicleo de D; y es Unico
por lo antes expuesto.

Do o >e >® >e
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En el caso de D,, x debe de estar contenido en cada nlcleo de D,, por

esta razon {x, v} es nlcleo de D, y también es Gnico. Notemos que D, es una
trayectoria dirigida y construimos el ndcleo tomando los vértices alternados
empezando por el vértice que debia estar contenido en cada nucleo.

Veamos qué pasa con los ciclos dirigidos:

Ds

La digréafica D3 es un ciclo dirigido de longitud par y contiene dos nucleos
distintos, a saber, {u, x}, {v, w}, ya que ambos conjuntos son independientes
y absorbentes a la vez.

Veamos la digréfica Da:

VA

v O¢— Oy

Notemos que D4 es un ciclo dirigido de longitud impar descrito por (u, w,
v, u)y el conjunto independiente maximo es de cardinalidad 1 ya que todos los
vértices son adyacentes entre si, pero ninguno de ellos absorbe a su vértice
consecutivo dentro del ciclo. Por lo tanto, D4 no tiene nucleo.
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En conclusién, no todas las digraficas tienen nucleo. Por otra parte, el
hecho de que lo tenga no implica que sea Unico.

Es hora de estudiar algunos resultados sobre nucleos.

LEMA 1 (Berge [2]): Si S < V(D) es nucleo de D, entonces S es
independiente maximo y absorbente minimo.

DEMOSTRACION:

Como S es un nucleo de D, entonces V v € V(D) — S, 3 vS — flecha en D,
es decir, S U {v} no es independiente.

Entonces S es independiente maximo.

Por otro lado, como S es independiente, V {u, v} = S, (u, v) ¢ F(D) y
ademas (v, u) ¢ F(D), por lo que S— v no es absorbente V v € S.

Por lo que S es absorbente minimo.

. Todo nucleo de D es absorbente minimo e independiente maximo e

Antes de enunciar el préoximo teorema, definamos la funcion

caracteristica en un subconjunto de vértices arbitrario S de una digréafica D
como sigue:

¢s: V(D) — {0, 1} tal que V x € V(D), ocurre uno de los siguientes casos:

» ¢s(x)=1sixeS.
* ¢s(x)=0sixeS.

TEOREMA 1 (Berge [2]): S< V(D) es nucleo de D siy sOlosi V x e
V(D),
ds (x)=1-max {¢s (y) / y e T "(x).

DEMOSTRACION:
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Demostremos primero una implicacion del teorema, es decir, si S es un
niicleo de la digrafica D, entonces ¢s (x)=1-max{¢s (y) /ye T "(x)}, V x €
V(D):

Sea x € V(D) arbitrario. Tenemos dos casos:

CASO 1 : x € S, es decir, ¢s (x) = 1 por definicion de funcién
caracteristica definida en S. Como S es un conjunto independiente, V y # X, si
y e S, entonces (x, y ) ¢ F(D) y (v, x) ¢ F(D), o bien, si y € T "(x), entonces
y ¢ S, porlocual ¢s (y) =0y max {¢s (y) /y e “(x)} =0, por ser y

arbitrario.

Porlotanto ¢s (x)=1=1-0=1-max {¢s (y) /y e T "(x)}.

CASO 2 : x ¢ Ssiysolosids (x)=0,como S es absorbente, 3y € Stal
que (x, y) € F(D), es decir, y € I' *(x) pero y € Simplica que ¢s (y) = 1, por lo
que max {¢s (y)/ y eI "(x)}=1.

Por consiguiente ¢s (x)=0=1-1=1-max{¢s (y)/y eI "(x)}
LV xeVD),¢s(x)=1-max{¢s(y)/yel (x)...(1)

Supongamos ahora que ¢s (x) =1 -max { ¢s (y) / y € T *(x)}, para
cualquier elemento x € V(D).

P. D. Ses nudcleo de D:
(a) S es independiente:

Sea u e § arbitrario, por definicion de la funcién caracteristica y por
hipétesis ¢s (u) =1 =1-max { ¢s (y) /vy € T "(u)}, esto ocurre solamente si
max { ¢s (y) /y e T "(w)} =0, es decir, V y e T "(u) ¢s (y) = 0, lo que significa
que, y ¢ S.

Entonces S es un conjunto independiente de D.

(b) S es absorbente:
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Sea u € V(D) — S arbitrario, aplicando la funcién caracteristica obtenemos:
s (W) =0=1-max { ¢s (y) /vy € T "(w)}, como el rango de la funcién
caracteristica es {1, 0}, entonces max { ¢s (y) /vy € I "(u)} = 1, esto implica
que 3y e I' "(u) tal que ¢s (y) = 1, es decir, ye Scon (u, y) € F(D).

Por lo cual S es un conjunto absorbente en D.

Por (a)y (b) SesnicleodeD ... (2)

. Por (1)y (2) se demuestra el teorema 1 e

Veamos un ejemplo:

El conjunto S = {fu, w, z} es ntcleo de la digrafica D, tenemos que:
d)s (u)z d)s (W): ¢s (Z): 1

por definicion de la funcion ¢s. Como T *(u) = {v}y v ¢ S, entonces ¢s (v)=0,
es decir, max { ¢s (y) /y € T "(u)} = 0. Por lo tanto ¢s () =1 -max { ¢s (y) /
y e I "(w)}, lo mismo ocurre con z € S, ademas I' *(w) = &, razén por la cual
se satisface el teorema para el conjunto S.

Veamos lo que pasa con los vértices fuera de S:
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v ¢ S, es decir, ¢s (V) =0y T *(v) = {w} tal que ¢s (W) = 1, por lo que
max {¢s (y) /yeT "(v)} =1, porlotanto ¢s (v)=1-max {¢s (y) /y el
‘)i =0.

x ¢ S, por lo cual, ¢s (x) =0, estavez I "(x) = S, por lo que max { ¢s (y)
/yeT " (x)} =1, enconclusion, ¢s (x)=1-max {¢s (y) / y e T "(x)} = 0.

.. Por el teorema anterior, S es un nudcleo de la digrafica D.

En los lemas siguientes veremos familias de digraficas con al menos un
nucleo.

LEMA 2 (Berge [2]): Si D es una digrafica simétrica, entonces D tiene
nucleo.

DEMOSTRACION:

Sea Q < V(D) un conjunto independiente maximo.
AFIRMACION: Q es ntcleo de D.

Basta demostrar que Q es un conjunto absorbente en D lo cual es cierto
pues V v € V(D) — Q, Q U {¥} no es independiente por ser Q independiente
maximo, por lo que 3 vQ — flecha 0 3 Qv — flecha en D. Como D es simétrica, 3
vQ — flecha si y sélo si 3 Qv —flecha en D, en conclusién, Q es absorbente en
D y es nucleo de la misma.

.. Toda digrafica simétrica tiene ndcleo e

LEMA 3: Si la digrafica D tiene exgrado minimo distinto de cero, es decir,
v x € V(D), § "(x) 2 0, entonces D contiene un ciclo dirigido.

DEMOSTRACION:

Sea D una digréafica tal que V x e V(D), § "p(x) = 0. Tomemos una
trayectoria dirigida 7 = (xo, X1, X2, . . . , Xn) de longitud maxima. Por hipétesis
5 "o(xn) 2 0, es decir, 3 u € V(D) tal que (x,, 1) € F(D), ademas u = x; para
algunai € {0, 1, 2, ..., n—1}, de lo contrario, 7 U (x,, 1) es una trayectoria
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dirigida de longitud mayor que 7. Esto implica que (U = Xi, Xi+1, . . ., Xn , X))
es un ciclo dirigido contenido en la digrafica D.

..D contiene un ciclo dirigido e

Observemos que las propiedades de simetria y transitividad son
hereditarias, es decir, dichas propiedades se preservan en cada subdigrafica
inducida de la digrafica original; lo mismo ocurre con la existencia de ciclos
dirigidos. Von Neumann [15], demostré que toda digrafica sin ciclos dirigidos
contiene nucleo. Gracias a que la no existencia de ciclos dirigidos es una
propiedad hereditaria, podemos definir una familia de digraficas en las cuales la
existencia de nucleo se preserva en cada subdigréafica inducida; nos referimos
a las digraficas nuacleo perfectas, cuya definicion es:

Digrafica nicleo perfecta: es aquella que contiene un nucleo al igual
que todas sus subdigréficas inducidas.

Las digraficas nudcleo perfectas méas pequefias se presentan a
continuacion:

Dy ue D, u @ oV
D u® > D, u.‘ < X

D es la digréfica trivial y claramente es ntcleo perfecta ya que {u} es el
nacleo.

El nicleo de D; es V(D,) = {u, v} por ser independiente y absorbente,
como las subdigréficas inducidas propias de D, son isomorfas a D;, entonces
D, es nucleo perfecta.
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Al igual que D,, D3 tiene orden 2, esta vez {v} es el nlcleo ya que todo

conjunto unitario es independiente, aparte (u, v) € F(Ds). Las subdigréficas
inducidas propias de D3 son isomorfas a D;, por lo tanto D3 es nucleo perfecta.

Las subdigréficas inducidas propias de D, son isomorfas a D;. Por otro
lado, D4 es una digrafica simétrica y por el lema 2 tiene ntcleo, de hecho {u}y
{v} son dos nucleos distintos de D, por ser conjuntos independientes y
absorbentes. En conclusién, D4 es nucleo perfecta.

Es claro que no toda digrafica es nucleo perfecta pues existen digraficas
sin ndcleo o tienen nucleo pero contienen una subdigrafica inducida propia sin

nacleo, por ejemplo, si la digrafica contiene un ciclo inducido de longitud impar,
como se probara en el teorema 4.

TEOREMA 2 (Von Neumann [15]): Toda digréafica D sin ciclos
dirigidos es nucleo perfectay por lo tanto tiene un anico nucleo.

DEMOSTRACION:

Sea D una digréfica sin ciclos dirigidos.
Por la contrapositiva del lema 3, 3 v € V(D) tal que & *(v) = 0. Sean

Xo={v eV[D) /s (v)=0}
Yo={u e V(D) /3 uXo, - flecha en D}

Consideremos la digrafica D; = D — (Xo U VYo), la cual es subdigrafica
inducida de D. Por el lema 3, D1 no contiene ciclos dirigidos, es decir, 3 v €
V(Dy) tal que & *p; (V) = 0. Definamos los siguientes conjuntos:

X;L:{'V € V(D]_)/8+Dl('\/):0}
VYi={u e V(D)) /3 uX;-flechaen Dy}

De la misma forma definamos la subdigréfica D, = D; — (X3 U V) inducida
de D, tal que no contiene ciclos dirigidos, entonces es posible definir:

Xo={veVDy)!s p2(v)=0}20
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Vo ={ue V(D,) — Xz/3 uX, - flecha en Dy}

Sea Ds la subdigrafica inducida por V(D) — (X2 U V).
llustremos la construccién de los conjuntos que hemos definido:

Continuando con este procedimiento, como D es finita, 3 n ¢ N tal que
Xh = @, esto implica que VY, = @ pues T’ ~ pn(Xn = @) = &, es decir, D, = &: de
lo contrario, por ser D, subdigréafica inducida de D, no contiene ciclos dirigidos,
asi que por el lema 3,3 v € V(D,) tal que § * pn (V) = 0, esto contradice que X,
= . Por lo tanto, X,, = & si y solo si D, = &.

Seang=min{ne N/X,=9 =YVY,}, denotemos con N a la uniéon de
las Xjconi < ny.

AFIRMACION: N"es nuicleo de D.

P. D. Nes absorbente en D.

VD) =Xt uXau...uXqau Yiu Y,u...uU Y, por construccion,
esto implica que /N absorbe a todo V(D) — N, pues V k < ny, X absorbe a los
vértices de VY por definicion de VY.

Entonces /N es absorbente en D.

Veamos ahora que N es independiente.
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Sabemos que todo vértice de X es de exgrado cero en D;, es decir, cada
Xi es independiente en D; V i < 11p. Como D; es subdigrafica inducida de D, V i
e N (en particular V i < 1g), entonces cada Xj es un conjunto independiente en
D,Vi<ng

Seani #j {0, 1, 2, 3,..., n— 1}, supongamos sin pérdida de
generalidad que i <j, los vértices de X; son de exgrado cero en D;, mientras
que X; < V(D;) pues ningun veértice de X tiene exgrado cero en D;, de lo
contrario Xi; N X # &, lo cual es imposible por definicion de X; Vi e {0, 1, 2, . ..

, No— 1}, por consiguiente # X;X; — flechaen D, Vi<j<mnyy # XX — flecha en
D debido a que X; N Y = & por definicion de Djy Vi=T " pi (X).

Consecuentemente, /N es independiente en D, en otras palabras, D tiene
ndcleo y es Unico por construccion.

Como toda subdigréafica inducida de D no tiene ciclos dirigidos, entonces
se puede aplicar el procedimiento anterior para encontrar su nucleo respectivo,
es decir, toda subdigrafica inducida de D tiene nucleo.

.. D es nucleo perfectae

Veremos ahora un resultado de Victor Neumann Lara [12], quien introdujo
la definicibn de nucleo local, estamos hablando de un seminlcleo cuya
definicion proporcionamos en seguida:

Dado S < V(D), S es un semintcleo de D si es un conjunto independiente
en la digraficay V u e S, tal que (u, v) € F(D), para algln vértice v € V(D —
S), 3w e Stal que (v, w) e F(D), (W no necesariamente distinto de u). El
conjunto vacio es el seminucleo de menor cardinalidad en cualquier digréfica.
Observemos que todo nucleo es seminucleo por ser independiente y
absorbente.

Observemos la siguiente digrafica:
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{w} satisface las propiedades de un semintcleo de D, sin embargo no es
nlcleo de D ya que (v, w) ¢ F(D), por lo tanto, no todo seminticleo es ntcleo,
sin embargo, {v, w/ es nicleo y seminiicleo de D puesto que es un conjunto
independiente y absorbente en la digréfica D.

Ahora demostraremos algunos resultados sobre seminulcleos que se

relacionan con nucleos y digraficas nucleo perfectas. El seminucleo es otra
herramienta para encontrar nucleos en una digréafica.

LEMA 4 (Berge [2]): Sea D una digrafica. Si V A c V(D), A= J, D[A]
tiene seminucleo no vacio, entonces D tiene nucleo.

DEMOSTRACION:
Sea S un seminlcleo méaximo de D con S = &.

CASO 1: Si S es absorbente en D, entonces S es el ndcleo que
buscamos, puesto que todo semindcleo es un conjunto independiente.

CASO 2: Si S no es absorbente en D, entonces
B={veVD)-S/#vS—flechaenD } = &. Consideremos la subdigrafica

inducida D[B] la cual es no vacia por hipétesis del caso actual y contiene un
seminucleo no vacio P por hipoétesis.

Veamos a continuacion la representacion de la digréfica D:

Para lo siguiente consideremos el hecho de que Sy 2 son seminucleos de
D y D[B] respectivamente, ademas son conjuntos independientes.



Afirmamos que S U P es seminucleo de D.

P.D. S U Pes independiente en D.

# SP — flecha en D, por definicién de S, de lo contrario existe una flecha
de P hacia un elemento de S en D, por ser S seminticleo maximo de D.Esto
contradice la definicion de P < B, misma razén por la cual 4 PS — flecha en D.

Por lo cual S U P es independiente en D.
P. D. S u P satisface la segunda condicion de la definicion de semindcleo.

Sea u € (S u P)tal que (u, v) € F(D) para algin v € V(D) — (S u P).
Recordemos que Sy P son seminucleos en D y D[B] respectivamente, por lo
que faltaria ver solamente el caso en que u € Py v € V(D) - (Su P U B):
comoV(D)-(Su Pu B)=T" (S), entonces 3 w e Stal que (v, w) e F(D).

Asi que S U P es seminucleo de D.
Como P # I por hipotesis, esto implica que
IsuP| >|S|

lo cual es una CONTRADICCION, pues S es un seminticleo maximo de D. La
contradiccion surgio de suponer que S no es un conjunto absorbente en D.

.. D tiene un nulcleo e

TEOREMA 3 (Neumann Lara [12]): D es una digrafica nucleo
perfecta si y solo si todas sus subdigraficas inducidas tienen seminucleo no
vacio.

DEMOSTRACION:

Sea D una digrafica tal que toda subdigrafica inducida de D tiene nucleo,
incluyendo ella misma. Sabemos que todo ndcleo es semindcleo, por lo tanto
toda subdigréafica inducida de D tiene semintcleo no vacio . . . (1)
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Demostremos la otra implicacion del teorema 3:

Sea D una digrafica tal que todas sus subdigraficas inducidas de D tienen
seminucleo no vacio. Por el lema anterior D tiene nucleo y como todas las
subdigraficas inducidas de las subdigraficas inducidas de D son también
subdigraficas inducidas de D, entonces todas ellas contienen un seminucleo no
vacio.

. Toda subdigrafica inducida de D tiene nucleo, es decir, D es nucleo
perfecta . . . (2)

.. De (1)y (2) queda demostrado el teorema 3 e

Antes de pasar al siguiente teorema, necesitamos ver algunas
definiciones previas y el lema 5.

Una componente fuertemente conexa es terminal, si contiene a todos
Sus vecinos exteriores, en caso de que existan.

Dada una digréfica D, la digrafica de condensacion (denotada por D*),
es aquella tal que cada vértice representa una componente fuertemente

conexa de D. Dadas C; # G, con {C1, Gof < V(D¥), si existe el conjunto de
vértices distintos {u, v} < V(D) con u € V(C1)y v € V((,) en D tal que (u, v)
e F(D), entonces {C1, Cof c V(D*) y (C1, G2) € F(D¥).

LEMA 5: Sea D una digrafica y C un camino dirigido cerrado de longitud
k en D, con k = 3. Si C es de longitud impar, entonces contiene un ciclo dirigido
de longitud impar en D.

DEMOSTRACION:
Por induccién sobre k = 3.

Sea D una digrafica y C un camino dirigido cerrado de longitud k = 3 en D.
Esto implica que C es precisamente un ciclo dirigido de longitud 3.

Luego entonces, si k = 3, entonces ( satisface el lema 5.
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HIPOTESIS DE INDUCCION: Supongamos que todo camino dirigido
cerrado de longitud k impar, satisface el lema 5, Vk<n e N.

P. D. Para k =n.

Sea D una digraficay C = (x1, X2, . . ., Xn, X1) un camino dirigido cerrado
de longitud n, con 3 < k = n. Tenemos dos casos.

= Si C es un ciclo dirigido, entonces terminamos la demostracién del

lema 5.

= Sixi=xconizjy{i,j}<={1,2 ...,n}entonces C=Cu C”
donde C’ = (X1, X2, . . ., Xi—1, Xi = Xj, Xj+1, - - -, Xn, X1) Y C~ = (X
=Xj, Xi+1, Xi+2, - - - » Xj—1, X; = Xi). Como C es de longitud impar,

entonces C’y C” son de distinta paridad. Supongamos sin pérdida
de generalidad, que C’ es de longitud impar, como C’ < C < D,
entonces la longitud de C’ es menor a n y por hipétesis de
induccion C’ contiene un ciclo dirigido de longitud impar, luego
entonces C contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

.. Todo camino dirigido cerrado de longitud impar al menos 3, contiene un
ciclo dirigido de longitud impar e

LEMA 6: Toda digrafica fuertemente conexa D contiene un camino
dirigido cerrado B, tal que V(B) = V(D).

DEMOSTRACION:

Sea D una digréafica fuertemente conexa.
Consideremos un camino dirigido cerrado B’ = (x1, X2, . . ., Xn, X1) que
contiene el mayor niumero de vértices distintos en D.

= SiV(p’) =V(D), entonces hemos terminado.

= SiV() = V(D), entonces 3 v € V(D), tal que v ¢ V(B’). Como D es
fuertemente conexa, entre x1 y v, 3 (1, un vx; — camino dirigido
en Dy 3 (, un x1v — camino dirigido en D. Esto implica que = B’
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v (G v (; es un camino dirigido cerrado, tal que V(B’) < V(B) pues

v e V(B). CONTRADICCION, ya que supusimos que B contenia el
mayor numero de vértices distintos en D.

Por lo tanto D contiene un camino dirigido cerrado 3, tal que V(B) = V(D) @

LEMA 7: Toda digrafica contiene una componente fuertemente conexa
terminal.

DEMOSTRACION:

Si toda digrafica fuera fuertemente conexa, entonces no habria nada que
demostrar, ya que ella misma seria la componente fuertemente conexa
terminal.

Sea D una digrafica que no es fuertemente conexa. Supongamos que D
no contiene alguna componente fuertemente conexa terminal, es decir, para
cualquier componente fuertemente conexa Cde D,3u e V(Oy3iv e V(D - ()
tal que (u, v) e F(D), dicho de otra forma, I' * (C) - C# &

Consideremos la digrafica de condensacion de D. Como T *p (C) - C# @
para cualquier componente fuertemente conexa en D, entonces § * p« (C) > 0, V
C € V(D*), esto implica que D* contiene un ciclo dirigido B* = ((o, C1, ..., Cn =
Co), por el lema 3. Dicho ciclo dirigido, es una componente fuertemente conexa
en D* o estd contenida en una de ellas. Como cada ( es una componente
fuertemente conexa, entonces por el lema 6, ( contiene un camino dirigido
cerrado {3 tal que V(B;) = V(G) coni € {0, 1, . . ., n}. D* contiene el ciclo dirigido
B* y por definicion de D* 3 xj € V(C) vy Xi+1 € V(G +1) tal que (xi, Xi+1) € F(D),
conie{0,1,...,n=-1}

2. B = (X0, Bo, X0) U (X0, X1) U (X1, B1, X1) U (X1, X2) U ... U (Xn = Xo, Bn,
Xn = Xo) €s un camino dirigido cerrado tal que V(B) = V(Co) U V(Cy) U . . . U
V(Cy).

. V(B) es una componente fuertemente conexa de D o esta contenida en
una de ellas. CONTRADICCION, pues supusimos que Co, Cy, ..., C, eran
componentes fuertemente conexas de D.
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.. D tiene al menos una componente fuertemente conexa terminal @

TEOREMA 4 (Richardson): Cualquier digrafica D sin ciclos dirigidos
de longitud impar es nucleo perfecta.

DEMOSTRACION:

Haciendo uso del teorema 3, basta probar que toda subdigrafica inducida
de D tiene un seminucleo no vacio.

Sea H una subdigréfica inducida de D. Como la no existencia de ciclos
dirigidos impares es una propiedad hereditaria, entonces H no contiene ciclos
dirigidos impares.

P. D. H contiene un seminucleo no vacio.

Sea X; una componente fuertemente conexa de H, tal que T *(V(X1)) <
V(X3), dicha componente fuertemente conexa existe por el lema anterior (en
particular si H fuera fuertemente conexa, entonces X; = H).

Si | X1 = 1, entonces V(Xy) = {v} es semintcleo de H pues V(Xi) es
independiente en H por ser unitario y T' "4 (V(X1)) = @ < V(Xy) ya que 3 (v, v)
e F(H).

Si [ X1] > 1, entonces sean x = v dos vertices arbitrarios contenidos en
V(X1). Por ser Xi una componente fuertemente conexa de H, 3 xy —
trayectoria dirigida y 3 yx — trayectoria dirigida contenidas en Xj.

A continuacion veremos que todas las trayectorias dirigidas de x a vy
deben ser de la misma paridad:

Supongamos lo contrario, sea 7; una XV — trayectoria dirigida de longitud
par en Hy T una xVy — trayectoria dirigida de longitud impar en H, como {x, y/}
c V(X1) y X1 es una componente fuertemente conexa de H, entonces H
contiene una yx — trayectoria dirigida T3. Tenemos dos casos posibles:
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» Si T3 es de longitud par, entonces C = 7, U T3 es un camino

dirigido cerrado de longitud impar. Por el lema 5, C contiene un
ciclo dirigido de longitud impar, lo cual contradice nuestra hipotesis.

» Si T3 es de longitud impar, entonces C’ = 7; U T3 €s un camino
dirigido cerrado de longitud impar, por el lema 5, C’ contiene un
ciclo dirigido de longitud impar, lo cual contradice nuestra hipétesis.

- Si x'y z son dos vértices distintos de X3, entonces todas las xz —
trayectorias dirigidas contenidas en H son de la misma paridad.

Sea y e V(Xy). Consideremos el conjunto S = { w e V(Xy) / 3 yw -
trayectoria dirigida de longitud par en H}. Es claro que la trayectoria de longitud
cero que comienza y termina en vy, asegura que y € S. Por consiguiente S #

.

AFIRMACION: S es un semintcleo de H.

(i)  Independencia de Sen H:

Supongamos que existen dos vértices distintos, © y v contenidos en el
conjunto S tales que (u, v) e F(H). Como u e S, 3 yu — trayectoria dirigida 71

= (Y = X1, X2, . .

., Xn = u) de longitud par en H. Tenemos dos casos:

Si 71 U (u, v) es una trayectoria dirigida de longitud impar que
va de vy a v, entonces obtenemos una CONTRADICCION,

aclaramos antes que no puede haber dos trayectorias dirigidas
distintas con los mismos extremos Yy diferente paridad,

recordemos que v € §, es decir, 3 yv — trayectoria dirigida de
longitud par.

Si 71 U (u, V) no es una trayectoria dirigida en H, entonces v =
xi paraalgunai e {1, 2, . . ., n}. Consideremos T, < T3, la yv -
trayectoria dirigida de H contenida en 7;. Como v € S, T, es de
longitud par. Sea C = (v = x, 71, u) un camino dirigido
contenido en H, el cual es de longitud par por definicion de 77,
ya que T, u C = T;. Esto implica que C U (u, V) es un camino
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dirigido de longitud impar el cual contiene un ciclo dirigido de
longitud impar por el lema 5, esto contradice las hipotesis.

. S es independiente en H.

(ii)  “Absorbencia local” de S en H, es decir, si 3 Sv — flecha en H para
algn v € V(H - S), entonces 3 u € S, tal que (v, u) € F(H):

Veremos que S es seminucleo en Xj:

Supongamos que 3 w € S tal que (w, v) € F(H), para algin v € V(X; —
S). Por ser X; fuertemente conexa, 3 vw — trayectoria dirigida 7; en X3, por lo
que 71 U (w, v) es un ciclo dirigido en H. Como H no contiene ciclos dirigidos
de longitud impar, entonces 7; es una trayectoria dirigida de longitud impar.

» Si7; = (v, w), entonces 3 vS — flecha en H.

» Supongamos ahora que 71= (V = X1, Xo, . . ., Xn = W), conn > 2,
Como X; es fuertemente conexay v ¢ S, entonces X; contiene
una yv — trayectoria dirigida 7> = (y = Y1, V2, . . ., Ym = V) de

longitud impar, observemos los préximos dos subcasos:

(a) Si T, U (v = x1, X2) es una yx, — trayectoria
dirigida, entonces es de longitud par, asi que x; € S
por definicién de S. Por lo tanto, 3 vS — flecha en H.

(b) Si T2 U (v = x1, X2) no es una yx, — trayectoria
dirigida, entonces x, = y; para algunaie {1,2,... m-
1}. Notemos que C = (yi = X2, T, V= X1, X2 = yi) es un
ciclo dirigido y es de longitud par en H por hipétesis,
esto implica que (xi = y,, T2, V) es una trayectoria
dirigida de longitud impar, por lo mismo (v, T2, xi = y2)
es de longitud par, por consiguiente x; = y> € S por
definicion de S. Por lo tanto, 3 vS — flecha en H.

.. S es semintcleo de X;.
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Como consecuencia obtenemos que S es seminucleo de H
pues S < V(X)) y T © (V(Xy) < V(Xi) por definicion de X;i.
Recordemos que X; es subdigréfica inducida de H.

Por lo tanto, toda subdigrafica inducida de D tiene seminucleo no vacio.
Por el lema 4, D tiene ndcleo.

.. Por el teorema 3, D es nucleo perfectae

Todo semindcleo es un conjunto independiente al igual que todo nucleo y
es absorbente solo localmente, es decir, en una determinada subdigréafica
inducida de la digrafica original. Notese ademas, que cada vértice de exgrado
cero es un seminucleo no vacio en la digrafica en cuestion. Dicho concepto es
bastante util para mostrar la existencia de un nucleo en una digrafica. Sin
embargo, no cualquier digréfica tiene semintcleo no vacio. Como muestra
observemos el ejemplo siguiente:

Todo conjunto independiente maximo de D es de cardinalidad 1, sin
embargo, ninguno de este tipo es seminucleo.

Veremos ahora otro conjunto parecido al nucleo, se trata de un conjunto
independiente pero es menos estricto en cuestion de absorbencia.

Dada una digrafica D, el conjunto Q < V(D) es un cuasindcleo de D si
satisface las siguientes dos condiciones:

(1) Para cualesquiera u y v , vértices distintos contenidos en el
conjunto Q , (u, v) ¢ F(D) y (v, u) ¢ F(D). (propiedad de
independencia)
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(2) v u € V(D) — Q, se cumple uno de los dos casos siguientes:

= 3JveQ talque (u, v) e F(D), o

JweVD)-Q,conu=wy3dv e Q tales que {(u, w), (w,
v)} es un subconjunto de F(D).

(propiedad de cuasiabsorbencia)
En pocas palabras, un cuasinicleo: es un conjunto de vértices

independiente y cuasiabsorbente en la digrafica referida.
En lo sucesivo denotaremos al cuasinucleo con la letra Q.

Diremos que un vértice u € V(D) es cuasiabsorbido por algiin conjunto
AcV(D-u)siysolosidv e A, tal que d(u, v)< 2.

Veamos algunos ejemplos de cuasinicleos en las proximas digraficas:

Dy

VO  @OW

En particular escogimos este ejemplo debido a que la digrafica no
contiene semindcleo ni ndcleo como lo vimos anteriormente. En cambio,

contiene tres cuasinucleos distintos, a saber: {u}, {v}, {w}, ya que cada uno de
ellos es independiente por ser conjunto unitario, ademas {(u, w), (w, v), (v,

u)} = F(D1), lo que demuestra la segunda propiedad de cuasinicleo. Por lo
tanto D; contiene 3 cuasinucleos distintos.
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{x}, {v}l'y {u} son conjuntos independientes en D, atin mas:

{x} es cuasintcleo de D; ya que {(u, v), (v, x), (w, x)} < F(D5).
{v} es cuasinicleo de D; pues {(u, v), (w, u), (x, u)} = F(D,).
{u} es cuasintcleo de D; debido a que {(v, x), (x, u), (w, u)} c F(D,).

Ds o ) >e
u Y% %%

{w}, {fu, w} son dos cuasintcleos distintos de D3, y {u, w/} es nucleo de
Ds;. Observemos que todo ndcleo es cuasinucleo por ser independiente y
absorbente a la vez. A pesar de que no todo cuasinucleo es nucleo, toda
digréfica tiene cuasinicleo; este resultado fue proporcionado por Chvatal y
Lovasz en [6] a mediados del siglo XX.

Llegé el momento de presentar los teoremas basicos referentes a los
cuasinucleos de una digréfica:

TEOREMA 5 (Chvatal y Lovasz [5]): Toda digréafica tiene
cuasinucleo.

DEMOSTRACION:

Sea D una digrafica cualquiera.



Demostraremos este teorema por Induccion sobre \V(D) | =p

Sea V(D) = {x/, es decir, p = 1, en este caso {x/} es un cuasinlcleo de D
pues es absorbente e independiente, por lo tanto, para p = 1 se satisface el
teorema.

HIPOTESIS DE INDUCCION: Supongamos que el teorema se cumple
para p < n, es decir, si D’ es una digrafica tal que |V(D’)| < n, entonces D’
contiene un cuasinucleo.

P.D.parap =n + 1:

Sean D una digrafica de orden n + 1y v € V(D) arbitrario.

Consideremos la subdigrafica Dy =D — (v} u T~ (v)).

Si D; = &, entonces {Vv} es cuasintcleo de D.

Si D; # O, entonces |V(D1)\ < n + 1. Por hipétesis de Induccién D,
contiene un cuasinucleo, sea Q; < V(D,) dicho conjunto. Por definicion de D,

tenemos que # Q.1v — flecha en D. Analicemos los siguientes casos:

CASO 1: Si 3 vQ, — flecha en D, entonces Q; U {v} es independiente en
D, ademas, V x € V(D) — (Q1 v {¥}), x es cuasiabsorbido por Q; U {V}:
= Si x € Dy, entonces es cuasiabsorbido por Q1, por definicién de D;.
= Six e V(D)-V(Dy), entonces x e I' (V), por definicion de D — Dy,
por consiguiente, x es absorbido por v.

CASO 2: Si 3 vQ; — flecha en D, entonces Q; es un cuasinicleo de D ya

que Q; es cuasinlcleo de D;, ademas D - D; =T ~(v) u W}y T ~(v) es
cuasiabsorbido por Q; gracias a que 3 vQ; — flecha en D.

En cualquiera de los dos casos, D tiene cuasinucleo.
.. Toda digréafica tiene cuasinicleo e

TEOREMA 6: Toda digrafica transitiva tiene nacleo.

DEMOSTRACION:
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Sea D una digréafica transitiva, por el teorema anterior sabemos que D
tiene un cuasinucleo Q, el cual es un conjunto independiente.

Si Q es absorbente, entonces terminamos la demostracion.

Supongamos que Q no es un conjunto absorbente en D. Esto implica que
el conjunto S = { x € V(D) / # xQ — flecha en D} es no vacio en D. Por
definicion de cuasintcleo, V v € S,3u e V(D) - Qy 3 w e Q tal que {(v, u),
(u, w)} = F(D). Como D es una digréfica transitiva, entonces (v, w) € F(D),

esto contradice la definicién de S. Por lo tanto Q es absorbente. En conclusioén,
Q es ndcleo de D.

.. Toda digrafica transitiva D tiene nucleo e

TEOREMA 7 (Konig [11]): Si D es una digrafica transitiva, entonces V
S < V(D), S es nucleo de D si y solo si S es un conjunto absorbente minimo.

Alun mas, todos los conjuntos absorbentes minimos de D son de la misma
cardinalidad.

DEMOSTRACION:

Sea D una digréfica transitiva, por el teorema anterior, D tiene ndcleo.
Sea S c V(D) un nucleo de D. Por el lema 1, S es absorbente minimo.

Supongamos ahora que S < V(D) es un conjunto absorbente minimo de D.
P. D. Ses un nucleo de D:

Supongamos que existe u = v, con {u, v} c S tales que (u, v) € F(D),
como S es absorbente minimo, 3 w e V(D) — S tal que (w, u) € F(D) de lo
contrario el conjunto S — u es un conjunto absorbente minimo mas pequefio
que S lo cual contradice las hipétesis, por lo tanto, con las flechas {(w, u), (u,
v)} obtenemos la trayectoria dirigida 7 = (w, u, v) en D, como D es
transitiva entonces (w, v) € F(D), es decir, v absorbe a cada invecino de uy
al mismo u, por consiguiente S — u es un conjunto absorbente en D tal que 'S

—u | <| S| CONTRADICCION, pues S era absorbente minimo, por lo tanto S
es un conjunto independiente.
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. Ses nucleo de D siy sélo si es absorbente minimo. . . (1)
Demostremos ahora la segunda parte del teorema 7:

Sea D una digréfica transitiva. Consideremos A y B dos conjuntos
absorbentes minimos distintos en D. Por (1), Ay B son nlcleos de D, luego
entonces A n B es un conjunto independiente de vértices en D. Es claro que
A-B+Jdy B- A=+ J de lo contrario estariamos contradiciendo la
minimalidad de ‘A y B con relacién a la propiedad de absorbencia en D.
Consideremos entonces A’ = A - By B’ = B - A. Como A es absorbente
minimo, entonces A’ debe absorber a B’, por lo cual el conjunto de flechas
r(B’, A’) # @. De igual forma, B es absorbente minimo en D, esto implica que
B’ debe absorber a A’, por consiguiente r(A’, B’) = Q.

AFIRMACION 1: Si (a, b) € ¥(A’, B’) < F(D), entonces (a, b) es una flecha
simétrica en D.

Supongamos que 3 (u, v) € ¥(A’, B’) tal que (u, v) es una flecha
asimétrica en D. Como A es ndcleo por (1), entonces v ¢ A, en particular v ¢
A’no obstante, 3 w € A tal que (v, w) € F(D). Notemos que w € A’, de lo
contrario w € A n B contradice la independencia de B. Como D es una
digrafica transitiva y {(u, v), (v, w)} < F(D), entonces (u, w)  F(D), esto
contradice la independencia de A en D. Por lo tanto, toda A*B’ — flecha en D
es simetrica.

Lo mismo ocurre con las B’A’ — flechas en D, de lo contrario se
contradice la independencia de B en D.

. Todas las A"B’ —flechas y las B’ A’ — flechas son simétricas en D.

AFIRMACION 2: v u € B’ < ‘B, existe un Unico vértice v € A’ < A, tal que
(v, u) € F(D).

Sea u € B’tal que (v, u) € F(D) con v € A’. Supongamos que 3 W # V
e A’tal que (w, u) € F(D). Por la afirmaciéon anterior, (v, 1)y (w, u) son
flechas simétricas en D, esto implica que {(v, u), (u, w)} < F(D). Como D es
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transitiva, entonces (v, w) e F(D), CONTRADICCION, ya que A es un
conjunto independiente en D, el cual contiene a v y w. La contradiccion surgi6
de suponer que un vértice de B’ absorbia a dos vértices distintos de A’

Lo mismo ocurre con los vértices de A’ de lo contrario se contradice la
independencia de B en D.

.. Cada vértice de A’ (B’ respectivamente) absorbe uno y solo un vértice
de B’ (A’ respectivamente) en D.

..Por afirmaciones 1y 2, terminamos de demostrar el teorema 7 e
TEOREMA 8: Los cuasinucleos de cualquier digrafica transitiva son de la
misma cardinalidad.

DEMOSTRACION:

Sea D una digrafica transitiva. Por el teorema 5, se tiene que D tiene un
cuasinucleo y se sigue del teorema 6 que Q es nucleo de D, ademas, todo
cuasinucleo de una digrafica transitiva es nucleo.

Por el teorema anterior, todos los cuasinucleos de una digrafica

transitiva tienen la misma cardinalidad e



48

Capitulo 1

Debilidad en Cuasinucleos

Ya estudiamos los conceptos de cuasinucleo y nucleo, es claro, que todo
nucleo es cuasinucleo, pero el sentido contrario de esta afirmacién no siempre
es cierta, esto ocurre debido a que el cuasinlicleo no necesariamente es
absorbente, es decir, pueden existir veértices en el complemento del
cuasinucleo, los cuales se encuentran a distancia dos del conjunto referido. Es
posible encontrar un cuasinucleo que absorba el mayor nimero de vértices,
minimizando asi la cardinalidad del conjunto de vértices a distancia 2 del
cuasinudcleo, a la cardinalidad de dicho conjunto le llamaremos la debilidad del
cuasinucleo.

Dicho de otra forma, la debilidad de un cuasinicleo es el niumero de
vértices fuera de éste, los cuales no son absorbidos por él. La debilidad puede
variar entre dos cuasinucleos distintos, todo depende de su absorbencia. En
conclusion, el objetivo principal de este capitulo es encontrar una cota superior
de la debilidad minima para cada cuasinucleo Q de la digrafica D que sea de
debilidad minima, sabemos que toda digréfica tiene al menos un cuasinucleo Q’
por el teorema 5 de preliminares, cuya debilidad se puede determinar mediante
la digraficaD’'=D — (I'  (Q’) U Q’) que se ilustra a continuacion:

De tal forma que el orden de D’, o bien, |V(D’)| es igual a la debilidad de Q'.
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Por esta razon, si D’ = J, entonces Q’ tiene debilidad cero, es decir, Q' es
un conjunto absorbente en D, por lo tanto es nucleo de D. Si la digrafica D no
tiene nucleo, entonces ningun cuasinucleo de D tiene debilidad cero.

En 1976, Philippe Vincke en [14] proporcion6 una cota superior para la
debilidad de los cuasinucleos de debilidad minima. En el teorema 1.1 de este
capitulo, veremos como Vincke encontré dicha cota al analizar el conjunto de
vértices que no son absorbidos por un cuasinucleo de debilidad minima y
descubrié asi que dichos vértices estan relacionados por tercias entre ellos,
cuyas adyacencias no satisfacen la propiedad de transitividad.

Posteriormente Vincke demostrd otros resultados sobre cuasinucleos de
debilidad minima: en el teorema 1.2, establece un orden para los cuasinucleos
distintos con respecto a su debilidad. Con esto concluimos que mientras mas
absorbente sea el cuasinucleo, menor sera su debilidad, de tal forma que el
cuasinucleo de debilidad minima debe ser un conjunto independiente maximo,
este resultado lo veremos en el teorema 1.3. Finalmente, Philippe V. estudio las
digraficas completas en donde demuestra que todo vértice de maximo grado
interior es un cuasinucleo de debilidad minima.
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1.1. Debilidad en Cuasinucleos.

Sea D una digrafica, diremos que {x, Vv, z} es una tercia intransitiva de
D si se tiene: {(x, y), (v, z)} = F(D) y (x, z) ¢ F(D), a z le llamaremos vértice
terminal de la tercia intransitiva {x, v, z}.

{x, vy, z} es denominado tridngulo intransitivo de la digréfica D si las
tercias {x, v, z}, {y, z, x}y {z, x, y} son intransitivas en D.

Sea Q un cuasinticleo de Dy B ={ x € (V(D) - Q) / d(x, Q) = 2} el
conjunto de vértices de V(D) — Q que estan a distancia dos de Q. Definamos la
debilidad de un cuasindcleo Q, denotada por fp(Q), como la cardinalidad del
conjunto B, es decir, fp(Q) = | B|.

Todo nucleo tiene debilidad cero por ser absorbente.

Veamos la siguiente digrafica D para aclarar las definiciones arriba
expuestas:

a @ < W/

AW
D c \/e

f

{a, d, c} es un triangulo intransitivo contenido en D ya que (a, ¢) ¢ F(D),
(c, d) ¢ F(D)y (d, a) ¢ F(D), es decir, {a, d, c}, {d, c, a}, {c, a, d} son tercias
intransitivas de D. {c, a, b}, {a, b, e}, {a, b, fl y {a, d, f} son tercias
intransitivas de D por mencionar otras, mientras que {b, e,ﬂ no lo es debido a

que (b, f) e F(D) con {(b, e), (e, f)} = F(D).
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{c, f} es cuasintcleo de D pues {(a, d), (d, f), (b, f), (e, f)} = F(D) implica
que {c, f} es cuasiabsorbente, mientras que (c, f) ¢ F(D) y (f, ¢) ¢ F(D)
muestra su independencia. El vértice a es el Unico a distancia dos de {C,ﬂ, por
lotanto B={aly fo ({c, f}) = 1.

{a,ﬂ es un conjunto independiente y es nlcleo de D ya que (¢, a) € F(D)
yfabsorbe a los vértices restantes, en conclusion, {a,ﬂ €S un cuasinucleo de
D de debilidad cero.

Por teorema de Chvatal y Lovasz, sabemos que toda digréafica tiene
cuasinucleo, por esta razén siempre existe un cuasinucleo de debilidad minima
independientemente de la digrafica que se considere.

En la siguiente digrafica ejemplificamos el hecho de que si bien toda
digrafica tiene cuasinucleo, no todo cuasinucleo es de debilidad minima:

{w} es cuasintcleo de D sin embargo no es de debilidad minima puesto
que existe un cuasinicleo que lo contiene y tiene debilidad nula, a saber, {u,
w}. Notemos que el vértice 1 es el Ginico que se encuentra a distancia dos de
{w}, no obstante {w} U {u} es un conjunto independiente en D, como {w/ ya
era cuasinucleo de D, entonces {w, u} es un cuasintcleo y nicleo de D por ser
absorbente ya que V(D) — {w, u} = {v}con (v, w) € F(D).

Antes de enunciar el teorema 1.1, definimos la funcién | |: R — 2, tal
que | x |l=max {z € & |/ z < x/}, en donde R y Z denotan los nimeros

reales y enteros respectivamente. Por ejemplo: | 2.345 | = 2.

TEOREMA 1.1: Sea D una digrafica, si Q es un cuasinicleo de
debilidad minima de D y p el nUmero de tercias intransitivas de D, entonces

0=f(Q) = [ p/3]



52

alun mas, esta cota es Optima en el sentido de que para toda p, existe una
digrafica D con exactamente p tercias intransitivas.

DEMOSTRACION:
Por induccion sobre | V(D)|.

Es claro que cuando |V(D)| = 1 se cumple el teorema ya que Q = V(D) es de
debilidad minima y ademas:

0="f(Q) < [p3] =0
HIPOTESIS DE INDUCCION: Supongamos que el teorema es valido para

toda digrafica D’ de orden menor que n, es decir, D’ tiene un cuasinucleo Q’ de
debilidad minima tal que:

fo (Q) = [ p/3]
donde p’ es el numero de tercias intransitivas de D'.

Sea D una digréafica de orden n.

CASO 1: Supongamos que 3 x € V(D) tal que x no es vértice terminal de
ninguna tercia intransitiva de D.

Consideremos la subdigrafica D — x, sea p’ el nimero de tercias
intransitivas de D — x . Sabemos que p’ < p por lo que

| p/3] < | p/3] el (1)

Por hipétesis, x no es vértice terminal de ninguna tercia intransitiva en D, por
otro lado, D — x tiene menor cardinalidad que D y por hipétesis de induccion,
contiene un cuasinucleo Q’ de debilidad minima tal que

fox(@Q) < LpR] ...(2)

Subcaso 1. a) Si 3 xQ’ - flecha en F(D), entonces Q = Q' es un
cuasinucleo de debilidad minima en D pues Q' lo era en D — X,
aparte x esta a distancia uno de Q' = Q y no es vértice terminal de
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ninguna tercia intransitiva, de manera que Q cuasiabsorbe a todo
invecino de X, por lo tanto:

Q) =fb-x(Q) ...(3)

uniendo las desigualdades (1), (2) y (3) obtenemos lo siguiente:

Q) =fox(@Q)sLpB ] <lpB] ...(4)

Subcaso 1. b) Si Q' no absorbe a x en D y no existe una Q’'x —
flecha en F(D), dicho de otra forma, si (Q° U Xx) es independiente,
entonces (Q' U x) = Q es un cuasinucleo de debilidad minima en D
porque x €e Qy (D - x)—-Q =D - Q, ademas x no es veértice
terminal de ninguna tercia intransitiva, luego entonces se cumple de
nuevo la desigualdad (4)

Subcaso 1. ¢) Si no ocurre ninguno de los casos anteriores, es
decir, si solamente existen Q'x - flechas entre Q' y x en D, entonces
X estd a distancia dos de Q' en D, veamos cual es la razon,
recordemos que Q’ es cuasinucleo de D — x y consideremos P = { v
e Q/ (v, x) € F(D)}, notemos que V v € P, V z tal que (z, v)
F(D) tenemos que (z, x) € F(D), pues {(z, v), (v, x)} c F(D) y x no
es vértice terminal de ninguna tercia intransitiva, esto implica que Q =
(Q' — P) U {x} es cuasintcleo de D, por hipétesis del subcaso actual
se tiene que (Q' — P) U {x} es independiente, por otra parte x
absorbe a P y a todo invecino de los vértices de P, ademas de que Q’
es cuasinucleo de D — x y es de debilidad minima puesto que Q’ es
un cuasinucleo de debilidad minima en D — x. Obtenemos entonces
la siguiente desigualdad:

f((Q' = P)u {x)) <fo-«(Q)

De donde se sigue la desigualdad (4)

Reuniendo las desigualdades (1), (2), (3) y (4) en cada uno de los

subcasos (1. a), (1. b) y (1. c) obtenemos la desigualdad que se muestra
enseguida:



fo(Q) = | p/3 ]

CASO 2: Supongamos ahora que todo vértice de D es terminal de al
menos una tercia intransitiva.
Sea Q un cuasinicleo de D, sabemos que existe por el teorema 6

[preliminares].
Definamos algunos subconjuntos de V(D) a partir de Q, como sigue:

V(D) =QuT (Q)UA, endonde |A| es la debilidad de Q y tal conjunto
esta definido como sigue:
A={v e V(D - Q) / no existe una vQ - flecha en D}
={veVD-Q)/d(v,u)>2V ueQ}
={v e V(D - Q) / toda vQ - trayectoria dirigida en D es de longitud = 2}

En este caso D tendria la forma que se muestra en el dibujo:

Recordemos que I’ ~ (Q)={v e V(D-Q)/3we Qcon (v, w) e F(D)}.
Fijémonos en D[A], es decir, la subdigrafica inducida por los vértices de Ay sea
Q’ un cuasinucleo de debilidad minima en D[A], a partir del cual definiremos los
siguientes conjuntos:
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E={veQ/3vQ -flechaenD}cQ.
F={vel (Q/3VvV(Q-E)uQ)-flechaenD}cT (Q)
H={vel (Q)/2v(Q-E)uQ’)-flechaen D}

N{vel (Q/3(Q-E)uQ)v-flechaenD}cT (Q)
D=T Q-(FuH)cI (Q).

En conclusiéon, I’ (Q)=FuUHuUD.

Estos conjuntos se ilustran en la figura siguiente:
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Prosigamos definiendo algunos subconjuntos de V(H) considerando la

subdigrafica inducida D[H]: sea Q” un cuasinucleo de dicha subdigrafica, T’

Q") cV(H)y

{veVH-Q")/Av Q" - flecha en D}

{veVH-Q)/dlv,

A” =

}

22V ueQ

u

{veVH-Q")/toda v Q” - trayectoria dirigida en D es de longitud = 2}

fica D se muestra a
como se muestra en el

la digra
Q) v A"

detallada de
"o (I

Q

as

donde V(H)

7

continuacion en

La representacibn m
dibujo:

(g

oy )
oo , X
foa) ,, LR
g o frasa s\
S iy
QoA o
N @ A
bt iy .?..ﬁ..f..ﬁ..f...“@.tﬂ.faw )

\
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No olvidemosqueI’ (QQ=HUFuUD =Q"uTl (Q)UA"UFUD.

En esta figura, remarcamos con un mismo color y textura a los conjuntos
(Q — E), Q' y Q" pues pretendemos demostrar que la unién de éstos satisface
las condiciones del teorema, es decir, se trata de un cuasinucleo de debilidad
minima en la digrafica, el cual satisface la cota expuesta en el teorema y en la

desigualdad (4).

AFIRMACION: Q* = ((Q — E) U Q' U Q") es cuasinlcleo de debilidad minima
de D tal que

(@) < LpBl ...(5

donde p es el numero de tercias intransitivas de D.
Veremos primero que Q* es cuasinucleo de debilidad minima en D:
(i) Independencia de Q* en D:

Por construccion sabemos que (Q — E), Q' y Q” son subconjuntos
independientes de V(D), (Q — E) U Q' es un conjunto independiente en D pues
no existe una wQ’ — flecha en F(D), con w € (Q — E), por definicién de E, y no
existe una w(Q — E) — flecha en F(D), con w € Q’, debidoaque Q' nT"  (Q) =
@, recordemos que Q' < A y estos son los vértices que estan a distancia dos
de Q.

Sabemos ademas que Q" U ((Q — E) u Q’) es un conjunto independiente
en D por definicion de H, recordemos que Q" < H.

Por lo tanto Q* es independiente en D.

(ii)  Cuasiabsorbencia de Q* en D:

Recordemos que Q’ es cuasinucleo de D[A] y Q” lo es en D[H], es decir,
gue son cuasiabsorbentes en las subdigraficas inducidas correspondientes. Por
otro lado, F esta a distancia uno de ((Q — E) u Q’), por definicion de F. De la
misma forma los elementos de E son absorbidos por Q’, por construccion de E.
Resta analizar a los elementos de D’, recordemos que D' T~ (Q) ... (*)

Concluiremos (ii) con el andlisis de los siguientes dos posibles casos:
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» SiVvweD 3ue(Q-E)tal que (W, u) e F(D), entonces D’
es cuasiabsorbido por (Q — E).

» SiTweDtalque Vue(Q-E)(w, u)¢ F(D), entonces
existe y € E < Q tal que (w, y) € F(D), esto por (*). Ahora,
como Yya dijimos antes, los vértices de E son absorbidos por
Q’, por lo que 3 z € Q' tal que (v, z) € F(D), es decir, w € D’
es cuasiabsorbido por Q' U (Q — E).

Por lo tanto Q* es cuasiabsorbente en D.
(iit) Debilidad minima de Q en D:

En este andlisis, es muy importante estudiar con detalle a los vértices de
V(D) — Q*, en particular, los que estan a distancia dos de Q*. Por el inciso (ii)
sabemos que E, F, T (Q)yTI' (Q”) son absorbidos por Q*, ademas Q’ es un
cuasinucleo de debilidad minima de D[A], asi que no son los vértices de estos
conjuntos sino los que pertenecen a A” y D’ los vértices que estan a distancia
dos de Q* y pueden causarnos problemas en la debilidad, en resumen:

o(Q*) <fop (Q) + [A"| + D] ... (6)

Analicemos la situacién de la siguiente manera:
lpi3] slpB] -LU3] ...(7)

donde p’ es el nimero de tercias intransitivas de D[A], t es el nUmero de tercias
intransitivas que tienen al menos un vértice fuera de Ay p es el total de tercias
intransitivas en D. La desigualdad no necesariamente es estricta debido a que
pueden existir vértices fuera de A que se encuentran en distintas tercias
intransitivas con veértices de A y pueden formar otras tercias intransitivas fuera
de A. Terminaremos de demostrar el teorema probando la siguiente
desigualdad:

t>3(|A"] + D)) ... (8)
esto significa que V u € (A” U D’) se tiene que u esta contenido en al menos

tres tercias intransitivas distintas, ademas dos tercias intransitivas distintas no
pueden contener un mismo vértice de (A” U D’):
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Sea u € (A” U D’) arbitrario. Observemos los siguientes dos casos:

CASO 1.SiueA".

Por definicibn de A” sabemos que u estd a distancia dos de Q” en
D[H], es decir, 3 v e I' ™ (Q”). 3 w e Q” tales que {(u, v), (v, w)} < F(D),
pero (u, w) ¢ F(D) porque u € A”, esto implica que {u, v, w} es una
tercia intransitiva en D, la cual contiene al vértice u.

A" c Hc T~ (Q) implica que 3 x € Q tal que (u, x) € F(D),
podemos afirmar que x ¢ (Q — E), de lo contrario x € F, lo cual es
imposible por definiciéon de los conjuntos F y H, pues F n H = &, por lo
tanto x € E < Q y se sigue de la definicion de E que 3 y € Q’ tal que (x,
y) e F(D), es decir, {u, x, y } es una tercia intransitiva que contiene a u,
ya que (u, y) ¢ F(D) por definicién de H. Por otra parte, sabemos por
hipotesis que u es vértice terminal de al menos una tercia intransitiva en
D, es decir, 3 {uy, U} = V(D) tal que {uy, Uy, 1} es una tercia intransitiva
en D.

Por lo tanto u esta contenido en al menos tres tercias intransitivas
distintas, a saber, fu, x, y}, { w, v, w}y fws, up, u} y son distintas
debido a que los vértices mencionados fueron tomados de conjuntos
ajenos diferentes, ademas u es vértice terminal de una sola tercia de las

tres que mencionamos. Por lo tanto, todo vértice de A” pertenece al
menos a tres tercias intransitivas distintas en D.

CASO 2.SiueD'.

Como D c ' ~ (Q), entonces 3 x € Q tal que (u, x) € F(D).
Podemos afiimar que x ¢ (Q — E) de lo contrario u € F
CONTRADICCION, pues por construccién F n D’ = &, luego entonces x
e E y por definicién del mismo conjunto sabemos que 3 y € Q’ tal que (x,
y) € F(D) y ademés (u, y) ¢ F(D), de lo contrario u € F lo cual es
imposible como ya argumentamos antes. Por esta razon {u, x, y} es una
tercia intransitiva que contiene a u. Por otro lado, por definiciéon de D’, 3 v
e (Q-E) u Q' tal que (v, u) € F(D). (v, x) ¢ F(D), de lo contrario v € F,
contradiciendo que v € Q < A’y A’ n F = I, por definicion de estos
conjuntos. Por lo tanto {v, u, x} es una tercia intransitiva en D que
contiene a u y es distinta de {u, x, y}, pues adn cuando v = vy, estamos
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utilizando distintas trayectorias en cada tercia, por definicion de tridngulo
intransitivo.

Finalmente recordemos que por hipétesis u debe ser terminal de al
menos una tercia intransitiva en D, por lo que 3 {uy, uy! < V(D) tal que
{uy, up, u} es una tercia intransitiva de D que contiene a u, y (U1, u) ¢
F(D), como ya dijimos antes, no importa que X = Uy, Y = U2 0 vV = Uy,
pues obtendriamos un triangulo intransitivo en D y aun asi se cumple la
desigualdad (8).

Por lo tanto todo vértice de (A” U D’) esté contenido en al menos tres
tercias intransitivas de D, basta con que el orden de los vértices cambie
para que las tercias intransitivas sean diferentes, aun mas, si contienen
vértices distintos entre si.

Por lo tanto, la desigualdad
t>3(|a"| + D)) ...(8)
se satisface y junto con las desigualdades

fo(Q*) <fo(Q) + |A”| +|D’| ... (6)

lp/3] <slpB] -Lt3] ...(7)

Entonces hemos demostrado que existe Q* un cuasinicleo de debilidad
minima de D tal que

Q%) < LpB] ...(5

donde p es el numero de tercias intransitivas de De

Falta exhibir que Vv p € N, existe una digrafica D que contiene
exactamente p tercias intransitivas. Esta cuestion la demostraremos por
construccion:
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Si p = 1, mostramos a continuacion una digrafica que satisface el teorema.

Dy ° >e >e

{x, y, z} es la Unica tercia intransitiva de D; pues {(x, y), (v, z)} < F(D1)
pero (x, z) no esta contenida en la digrafica 'y {x, z} es el cuasintcleo de D; de
debilidad 0 < p = 1.

Si p = 2, entonces una digrafica que satisface el teorema es:

o, X .:—<.“\. u

tu, vy, xt y {v, z, x} son las Unicas tercias intransitivas de D, por lo
siguiente: {(u, y), (v, x), (v, z), (z, x)} = F(D;) mientras que (u, x) ¢ F(Dz) ,
(v, x) ¢ F(D,). {x, u, v} es el cuasinicleo de esta digrafica y tiene debilidad
nula tal que 0 < p = 2.

Para p = 3 mostramos a continuaciéon D3:

T

Ds X O — pg ——Poz
y
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Notemos que Ds es un tridngulo intransitivo {x, vy, z}, en este caso {x},
{yly {z} son los tnicos cuasinticleos de D3 y todos tienen debilidad 1 < p = 3.

En el caso en que p = 4 escogimos a Dg,.

Dy X [h\’.z

Como podemos observar, el triangulo intransitivo D3 esta contenido en Dy
y le agregamos la tercia intransitiva {u, v, w} la cual es una copia de D;. Los
cuasintcleos de debilidad minima de D4 son {u, w, x}, {u, w, v}, {u, w, zj,
su debilidad es 1 < 4.

Es importante remarcar que la digrafica que contiene exactamente p
tercias intransitivas no es necesariamente Unica y podria ser disconexa, por
ejemplo Dp puede ser la unién ajena de p digraficas isomorfas a D;, es decir,
las componentes conexas de Dp serian tercias intransitivas de la forma de D;,
pero los modelos que estamos mostrando tienen un cierto patron con el fin de
formar triAngulos intransitivos minimizando el orden de Dp, por lo que Ds
contendra a D, como subdigrafica inducida y le agregaremos una trayectoria de
longitud dos que tenga como vértice terminal a z.

Si de Dg se trata, lo definiremos como la unién de dos triangulos
intransitivos cuya interseccidn sera vacia.

¢, Como saber si Dp esta constituida solamente de triAngulos intransitivos?
La respuesta depende de p con respecto a los multiplos de 3. Para entender
con precision la situacion expuesta, describamos de forma general como esta
constituida esta familia de digréficas:

Dp contiene exactamente:

= | p/3 | triangulos intransitivos.
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* p-3| p/3 | tercias intransitivas ajenas.

donde p - 3| p/3 ] =0 siy sélo si p es multiplo de 3y en este caso Dp es la
union ajena de p/3 triangulos intransitivos.

Descubramos el cuasinucleo Q de debilidad minima en Dp:

Cada tridngulo intransitivo no esta conectado con los vértices restantes de
la digréafica, por esta razén, debemos incluir en Q un solo vértice por cada
triangulo intransitivo de Dp, puesto que cada par de vértices es adyacente entre
si, si ambos vértices estan incluidos dentro del mismo triangulo intransitivo. Por
otro lado, tomamos los vértices de exgrado cero o terminales y los vértices
iniciales de cada tercia intransitiva que no esté involucrada en ningun triangulo
intransitivo (en el caso de D, sélo hay un terminal pues comparte dos tercias
intransitivas distintas) para asegurar que Q sea cuasiabsorbente y de debilidad
minima.

Por lo tanto Q es un cuasinucleo de debilidad minima de Dp tal que
fop(Q) = [ p/3 |
Queda demostrado el teorema 1.1e

Ejemplifiguemos con una digréfica el CASO 2 de la demostracion anterior,
donde encontraremos un cuasindcleo de debilidad minima.




Empezaremos fijando un cuasintcleo de D, elijamos Q = {m, n, g, ¥} por
ser un subconjunto independiente y cuasiabsorbente de V(D), tal afirmacion es
cierta: por un lado, no hay flechas entre los vértices de Q y por el otro, el

conjuntoT  (Q)={d, e, f, g, Aty {a, b, c}<T (T (Q)).
Definamos ahora los conjuntos como sigue:

A ={a, b, c} son los vértices a distancia dos de Q por lo que
fo(Q) = |[A] =3

Q’ = {a, ¢} es un cuasintcleo de D[A]

E = {m, v} < Q, son los vértices de Q que tienen flecha hacia Q' en D.
F={d}cT (QuQ-E)

H = {f, g, i} es maximo tal que H U Q' U Q — E es independiente en D.
D'={e}=T (Q)-(FuUH)

Q" = {h, f} es un cuasintcleo de debilidad minima de D[H].

r (Q={g}

A” = J implica que Q” tiene debilidad cero.

Llegd la hora de construir el cuasinicleo de debilidad minima en D.
Q* =1, q a, ¢ f, i}t = (Q - E) U Q U Q" cuya debilidad esta
determinada por |A”| + |D’ | = 1.

Por otra parte, D tiene 21 tercias intransitivas, es decir, p = 21, el teorema
se cumple pues

fo(Q*) =1=7= [ p/3]

En el teorema 1.2 compararemos la debilidad de dos cuasinucleos
distintos pero no ajenos, como ocurre en {A, f} y {A} del ejemplo que estamos
tratando, pretendemos con esto argumentar con mayor detalle el motivo de
nuestra eleccion de Q”, un cuasinucleo de debilidad minima de D[H].
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TEOREMA 1.2: Si Q; y Q2 son dos cuasinucleos distintos de una
digrafica D tal que Q; ¢ Q, entonces:

fp(Q2) < f(Q1)

DEMOSTRACION:

Sea x € Q, tal que x ¢ Q, es claro, que Q; es de mayor cardinalidad que
Q1. Definamos los conjuntos Ay B como sigue:

A={x e V(D) - Q. /toda x Q- trayectoria dirigida en D es de longitud = 2}
B={x e V(D)- Q:/toda x Q; — trayectoria dirigida en D es de longitud > 2}

Si Q1 ¢ Q2, entonces A ¢ B.

Como Q: es independiente en D, entonces x no puede ser adyacente a
ningun vértice de Q1, es decir, x esta a distancia dos de Qi, recordemos que
Q1 es cuasinucleo de D, en particular es cuasiabsorbente en D.

Pero x € Q, implica

fo(Q2) < f(Qa1)

.. El teorema 1.2 queda demostrado e

Volviendo al ejemplo anterior y siguiendo el esquema del teorema 1.2
tenemos Q1 = {Af < {A, f} = Q. implica que A = & < {f} = B, es decir,

fo(Q2) = fo(fh, f}) = 0 < 1 = fo({A)) = fo(Q1)

Por lo tanto, la mejor eleccién de Q" es {A, f} de lo contrario Q* no seria
de debilidad minima pues el vérticefc H no es cuasiabsorbido por (Q — E) u
Q’, por definicién de H. La razén por la cual Q” debe ser independiente maximo

en D[H] al igual que Q* en D, es aun mas contundente con el siguiente
teorema.
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Aln mas, como vimos en el ejemplo anterior al teorema 1.1, si 3 v € V(D)

tal que # vQ —flechaen Dy V u € Q, (u, v) ¢ F(D), entonces Q U {v} es un
conjunto independiente y un cuasinucleo de D puesto que Q ya era cuasinicleo
de D, ademas Q U {v} tienen debilidad menor que la de Q, razon por la cual si

el cuasinucleo no es independiente maximo entonces es posible que esté
contenido en un cuasinucleo de debilidad minima.

TEOREMA 1.3: Todo cuasinucleo Q de debilidad minima en una
digrafica D es un subconjunto independiente maximo de V(D).

DEMOSTRACION:

Supongamos que 3 S < V(D) tal que S es independiente en Dy Q ¢ S.

Como Q es cuasinucleo de D, en particular es cuasiabsorbente en D, esto
implica que S es cuasiabsorbente en D por definicion de S, en consecuencia S
es cuasinucleo de D por ser independiente en D, aplicando el teorema 1.2
obtenemos:

fo(S) < (Q)

pero Q es un cuasinicleo de debilidad minima en D. CONTRADICCION!

Por lo tanto Q es independiente maximoen De

Para finalizar este capitulo, analizaremos un caso especial de digraficas,
en esta ocasion se trata de las digraficas completas en donde cada par de
vértices es adyacente por medio de al menos una flecha. Encontremos
cuasinicleos de debilidad minima, no sin antes establecer que A (D)
representa el ingrado maximo de la digrafica D.

TEOREMA 1.4: Si D es una digrafica completa, entonces todo vértice de
ingrado maximo es cuasinucleo de debilidad minima en D.

DEMOSTRACION:

Sea x € V(D) tal que
§ o(x)=A (D)
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Si x es absorbente en D, entonces queda demostrado el teorema, por ser
{x} nucleo de D, es decir, tiene debilidad cero.

Si3y e V(D) tal que (v, x) ¢ F(D) y #yx — trayectoria dirigida de longitud
dos en D, entonces (x, y) € F(D) por ser D un digrafica completa. Por otro lado
vV z € V(D) con (z, x) € F(D), tenemos que (z, vy), ya que D completa y
supusimos que Yy no es cuasiabsorbido por X, lo anterior implica que

5 o(X)<8 o(v)

pues cada invecino de x lo es de vy, aparte (x, y) € F(D) contradice las
hipbtesis sobre x.

. {x} es cuasinucleo de D.

Todo cuasindcleo de una digrafica completa D es de cardinalidad 1 debido
a que en D todos los vértices son adyacentes entre si.

Si3 vy € V(D), tal que {y} es otro cuasinlcleo en D, entonces
fofx})=|VD)| - [1+8 o(x)|< |[VD)| - |1+8 o(y)[=folty})
como Xx tiene grado interior maximo en D
5 o(y) S8 p(x)
Por lo tanto {x} es de debilidad minima.
En conclusion, Todo vértice de ingrado maximo de una digréfica completa

es cuasinucleo de debilidad minimae

Observemos las digraficas completas D* y D** que se muestran a
continuacion y comparemos:
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/X' .\ :
O © ®o——>o
Yy z T S
D* D**

En relacion a los ingrados, 8 (D*) = 1 mientras que 8 (D**) = 2.
Si de cuasinucleos se trata, {x}, {y}, {z} son los cuasinlcleos de D* y todos
tienen debilidad 1, {S} es el Gnico cuasinicleo de D** y es nlcleo pues tiene
debilidad cero. En el siguiente capitulo estudiaremos el numero de
cuasinucleos de una digrafica y demostraremos que si D tiene un Unico
cuasinucleo, entonces es de debilidad cero y por consiguiente es nucleo de D.
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Capitulo 2

Numero de cuasinucleos de una digrafica

Chvatal y Lovasz demostraron en [5] que toda digrafica contiene un
cuasindcleo. El siguiente paso seria averiguar si existe alguna digréfica con
mas de un cuasinicleo, es decir, nos gustaria determinar ¢cuantos
cuasinucleos puede tener una digrafica?. Existen digréficas en las cuales, cada
vértice es un cuasinucleo, por lo que tiene tantos cuasinucleos distintos como
vértices. Es el caso de un subconjunto de las digraficas completas asimétricas.

De aqui en adelante nos referiremos a las digraficas completas
asimétricas con la palabra torneo.

Por ejemplo, acontinuacion podemos observar el ciclo dirigido de longitud
tres, el cual es un torneo de orden tres y cada uno de sus vértices es un
cuasinucleo de la digréfica:
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El origen de estas investigaciones, fue gracias a Chvatal y Lovasz,
quienes en [5], introdujeron la definicion de rey en un torneo, el cual se refiere
a un vertice v de la digrafica que cuasiabsorbe a los vértices restantes, es
decir, cualquier otro vértice de la digréfica es inicial de una trayectoria dirigida
de longitud a lo méas dos, que termina en v, y con esto demostraron que todo

torneo, con exgrado minimo distinto de cero, tiene tres reyes distintos, es decir,
tiene 3 cuasinudcleos distintos. (teorema 2.1).

La pregunta natural seria: ¢Toda digrafica sin nucleo tendra tres
cuasinucleos distintos? Fue precisamente en [9] donde H. Jacob y H Meyniel,
demostraron que toda digrafica sin nucleo contiene al menos tres cuasinucleos
distintos, ademas de mostrar una familia de torneos que contienen
exactamente tres cuasinucleos distintos, veremos la demostracion de dicho
teorema (teorema 2.2) en este capitulo.

Es necesario observar que aunque una digrafica contenga mas de un
cuasinucleo distinto, la interseccién de esta familia de conjuntos puede ser no
vacia. En enero de 2001, el equipo formado por Gregory Gutin, Khee Meng
Koh, Eng Guan Tay y Anders Yeo, trabajaron en [8] el concepto de pozo, el
cual se refiere a cada vértice que tenga exgrado cero en la digréfica a la que
pertenece. Observaron que el conjunto de pozos de una digrafica representa
un papel importante al determinar el nimero de cuasinucleos distintos, pues
todo cuasinucleo debe contener el conjunto de pozos, de lo contrario no seria
cuasiabsorbente. También estudiaron el nimero de cuasinucleos en algunas
digraficas como son: las que contienen un Unico cuasinucleo, las que contienen
exactamente dos y consecuentemente las que contienen al menos tres
cuasinucleos distintos.

La condicion necesaria y suficiente para que una digrafica tenga un solo
cuasinucleo es que el conjunto de pozos sea absorbente. Lo mas importante en
este tipo de digraficas es que el cuasinucleo resulta ser el Unico nucleo de la
misma. Este resultado lo trataremos en el teorema 2.3.

Si de tener dos cuasindcleos distintos se trata, hay dos tipos de digréaficas
que presentan esta propiedad, ya sea que la digréfica tenga pozos o no. Si D
no tiene pozos, entonces contiene un 2-ciclo o un 4-ciclo dirigido B cuya
digréfica inducida es bipartita y cada conjunto de la biparticion es
cuasiabsorbente en D, ademas cualquier vértice de B no tiene flechas hacia
ningun elemento fuera de este ciclo dirigido, esto asegura que no habra
conjunto de vértices en D que pueda cuasiabsorber a los vértices de 3 [teorema
2.4]. En cambio, si D tiene pozos, entonces D[V(D) — (I " (S) u S)] contiene dos
cuasinucleos distintos, Q y R, segun el teorema 2.4, tales que al unirle el
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conjunto de pozos obtenemos dos cuasinucleos diferentes en la digréfica D,
como muestra el teorema 2.6.

Como consecuencia de los tres teoremas anteriores, Gutin, Meng, Guan y
Yeo, demostraron en [8] que las digraficas fuertemente conexas de orden al
menos 3, tienen al menos tres cuasinicleos si no son isomorfas a un ciclo
dirigido de longitud 4, como veremos en el teorema 2.5.

Finalmente, dedicamos un espacio en este capitulo para los cuasinucleos
ajenos, cabe sefalar que dos cuasinucleos distintos no necesariamente son
ajenos, basta que la digrafica tenga un pozo para descartar la existencia de
cuasinucleos ajenos en ella.

En esta dltima seccion, veremos como Gutin, Meng, Guan y Yeo [8]
enunciaron una conjetura la cual afirma que toda digrafica sin pozos contiene
un par de cuasinucleos disjuntos. Estos investigadores Unicamente mostraron
la conjetura para las digraficas nucleo perfectas y digraficas con cuasinicleos
de a lo mas dos vértices.
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2.1. Numero de Reyes en Torneos.

Un Torneo es una digrafica D tal que para cualquier par de vértices
distintos, uy v, contenidos en V(D) se tiene so6lo uno de los siguientes casos:

* (u, v) e F(D).
» (v, u) e F(D).

En otras palabras, un torneo es una digrafica completa asimétrica.

Denominaremos rey a un vértice u de un torneo D tal que V v € V(D —
Uu), se satisface uno de los dos incisos siguientes:

1. (v, u) € F(D).
2. 3w e V(D - u), tal que {(v, w), (w, w)}c F(D), con w = V.

En conclusion, un rey es un cuasinuicleo compuesto por un solo vértice.

TEOREMA 2.1 (Jacob, Meyniel [9]): Si D es un torneo tal que todo
vértice tiene exgrado distinto de cero, entonces D tiene al menos tres reyes.

DEMOSTRACION:
Sea D un torneo tal que V u € V(D), & *(u) > 0.

Por el teorema de Chvatal y Lovasz, D tiene un cuasinucleo Q. Como D es
un torneo, cada par de vértices son adyacentes, esto implica que cualquier
conjunto independiente maximo en un torneo es de cardinalidad 1, por lo tanto
Q esrey en D, es decir, 3 v € V(D) tal que Q = {V/}.

Por hipétesis & *(v) > 0, esto implica que la subdigréfica inducida D; =
D[V(D) — (I' ~(v) u {v})] es no vacia y se sigue nuevamente del Teorema de
Chvatal y Lovasz que D; contiene un cuasinucleo Q. Ahora bien, D; al igual
que todas las subdigraficas inducidas de los torneos, es un torneo, de manera
que Q’ es rey de Dy, es decir, 3 w € V(D,) tal que {w} = Q’. Nbotese que w # Vv
por construccion de D; y (v, w) e F(D), debido a que D es un torneo, esto
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implica que v y w son adyacentes en D, sin embargo (w, v) ¢ F(D) ya que w
€ V(D1) = V(D) - (T (V) v (V).

P.D. {w}=Q esrey de D.

Basta demostrar que Q’ es cuasiabsorbente en D, ya que todo conjunto
unitario es independiente.

Sea u € V(D) — Q' y nbtese que V(D) = V(D) v T~ (v)u (v

Si u € V(D1), entonces hemos terminado puesto que Q’ es cuasinucleo de
D;.

Si u = v, entonces u es absorbido por w € Q’, pues (v = u, w) € F(D),
como se demostro lineas arriba.

Siuerl ™ (v),como (v, w) e F(D), entonces u es cuasiabsorbido por w

e Q.

Por lo tanto {w} es cuasiabsorbente en D.
Lo anterior implica que Q’ es rey de D y distinto de Q = {Vv/.

Consideremos ahora la subdigrafica inducida D, = D[(V(D) — (' (w) U
{w}))]. Se sigue de la hipétesis (5§ *p (W) > 0) que, D, # & y nuevamente por el
teorema 5 [preliminares], D, tiene un cuasinicleo Q”, el cual es rey en dicha
subdigréafica inducida, es decir, 3 z € V(D,) tal que Q” = {z}, puesto que D; es
un torneo. Por construccion de Do, w # zy (W, z) € F(D), siguiendo un analisis
completamente analogo al que se hizo para Q’.

P.D. {z}=Q” esrey de D.

Basta demostrar que Q” es cuasiabsorbente en D ya que todo conjunto
unitario es independiente.

Sea u € V(D) — Q”. Por construccion de D, tenemos que V(D) = V(Dy) u T’
~(w)u fwh

Si u € V(Dy), entonces hemos terminado puesto que Q” es cuasinucleo
de D,. Si u = w, entonces u es absorbido por z € Q”, pues (W = u, z) € F(D).
Siuel'” (w), como (w, z) e F(D), entonces u es cuasiabsorbido por z € Q.
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Asi que {z} es cuasiabsorbente en D.
Por consiguiente, Q” es rey de D y es distinto de {w/.
Recordemos que v € I' (W), esto implica que z = v por definicion de Q.

En conclusion obtenemos tres reyes distintos en la digrafica D, a saber

wi, vy {z}.

. Todo torneo de exgrado minimo mayor que cero, tiene al menos tres

reyes distintos e

Veremos a continuacion una familia de torneos, los cuales se caracterizan
por tener Unicamente tres reyes distintos. Esta familia es infinita ya que V n >
3, (n € N) existe un torneo D de orden n con exactamente 3 reyes distintos. El
torneo mas pequefio contenido en la familia referida se puede apreciar en la
ilustracion de abajo:

T es un ciclo dirigido de longitud 3, por esta razén se le conoce como Cs.
{x1} es un rey de T pues (x3, x1) € F(T) y {(x2, Xx3), (x3, x1)} = F(T), de la
misma forma {x3! y {x»} son reyes de T, observemos que esta digréafica
satisface el teorema 2.1 pues cada vértice tiene un vecino exterior.

Entonces, para n = 3, existe un torneo T que contiene 3 reyes distintos

{x1}, {2}y {3/,
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Veamos porqué para toda n € N, tal que n = 3, existe un torneo T de
orden n y exgrado minimo no nulo, el cual contiene exactamente 3 reyes
distintos. Esta familia de torneos se definine recursivamente como sigue:

T3=C3

Th+1=Th U {Xnh+1}, donde x,+1 ¢V(T)), tal que

V(Th+1) =V(Th) U{Xxn+1}y

F(Tn+1) =F(Tn) U{(Xn+1, Y)Y e V(Th - Xn)} U {(Xn, Xn+1)} cONN 23,

Observemos que efectivamente § * (T,) > 0, V n € N ya que T3, o bien, el
ciclo dirigido de longitud 3 (isomorfo al torneo T que mostramos en el ejemplo
anterior), esta contenido en cualquier T, ¥ n = 3, de tal manera que {xi, Xz ,
X3/ forman el ciclo dirigido Cs, razén por la cual cada uno tiene exgrado mayor
que cero, ademas § * (x) >0, Vie {4,5, ..., n}debido a que (xi, X)) € F(T) V
j<i—1conie{4,5,...,n}

Usando a T = T3 como base, dibujemos la digrafica Ta:

X1 X2
@ >e

Ta

Xy ® < .Xg

T, satisface las hipétesis del teorema 2.1 pues:
V X € V(T4), o) * T4(X) >0

luego entonces tiene al menos tres reyes distintos, a saber: {xi}, {x2}y {x3/},
quienes eran reyes de Tz, como (xa, Xx1) € F(T4), {x1} es rey de Ty, (X1, X2),
(x2, x3) € F(T4) implica que {x2}y {x3} también son reyes de Tj.

Observemos que {xi} solo cuasiabsorbe a x, y X3 por consiguiente T,
solo tiene 3 reyes diferentes.
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Generalicemos la demostracion para T, arbitraria:

Como & * (T,) > 0, entonces por el teorema 2.1, deducimos que T, tiene al
menos tres reyes diferentes V n = 3.

Demostraremos que {x1}, {x2}y {x3} son los Gnicos reyes en cualquier
torneo de este tipo.

(a) x; es cuasindcleo de T,.

Por construccion de Ty, (xi, x1) € F(Ty), Vi e {3, 4, ..., n}. Como {(x»,
x3), (x3, x1)} = F(T), entonces x; es cuasiabsorbente en T,,.

Podemos concluir que x; es rey de Tp.
(b) x; es cuasintcleo de T,.

Por construccion de Ty, (X, X2) € F(Ty), Vie {1,4,5,...,n} Como {(xz,
x1), (x1, x2)} < F(T), entonces X, es cuasiabsorbente en T,.

Luego entonces, X, es rey de T.
(c) x3 es cuasintcleo de T,.

Por construccion de Ty, (xi, X3) € F(Ty) Vie {2,5,6,...,n} Como {(xi,
X2), (X2, X3), (X4, X2)} = F(T), entonces X3 es cuasiabsorbente en T,.

Obtenemos entonces que X3 es rey de Tp.
s Axil, {0}y {x3} son reyes de Tp.

Sea x; € V(T,) coni € {4,5, ..., n} Notemos que X;j no es cuasinucleo de
Tn, debido a que x; no cuasiabsorbe a x1, puesto que I' * (x1) = {2}y T 7 (x2)

= {x3/.

Por lo cual {x1}, {x2}y {x3} son los Gnicos reyes de T,, ¥V n = 3.
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-~V n € N, existe un torneo T de orden n y exgrado minimo distinto de

cero, el cual contiene exactamente 3 reyes distintos e

2.2. Numero de Cuasinucleos de una
Digréfica.

Estudiemos a continuacion la generalizacion del teorema 2.1, realizada
por H. Jacob y H. Meyniel en [9].

En el siguiente teorema usaremos la notacion: ¢(A, B) para referirnos al
conjunto de flechas cuyos vértices iniciales pertenecen al conjunto A y cuyos
vértices terminales pertenecen al conjunto B.

TEOREMA 2.2: Toda digréafica sin nucleo tiene al menos 3 cuasinucleos
distintos.

DEMOSTRACION:

Sea D una digrafica que no tiene nucleo, Q; un cuasinucleo de D, el cual
existe como consecuencia del Teorema de Chvatal y Lovasz y definamos la
subdigrafica inducida D; = D[V(D) — (Q: U I'  (Q1))], la cual es no vacia de lo
contrario Q; seria nucleo de D. Consideremos en D; un cuasinucleo Q2.

La estructura de la digrafica D se muestra en la figura siguiente:
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AFIRMACION: Q. = Q>* U (Q1 - I' ~(Q2*) es un cuasinicleo de D distinto de
Q1.

(i) Independencia de Q; en D.

Q2* y Q1 son conjuntos independientes en D por construcciéon. Como Qy* ¢
V(D,), entonces no existe una Q,*Q; — flecha en D, es decir, Q* " T" (Q1) =<
por definicion de Dy, esto implica que r(Q2*, (Q1 - T (Q2¥)) = &, ademas r((Q:
- (Q2), Q) = .

.. Q2 es independiente en D.

(ii)  Cuasiabsorbencia de Q, en D.

Sea u € V(D) — Q. Consideremos que V(D) = (V(D1) — Q) u T (Qy) v
Qi T (Q2¥) v Q.

Si u € (V(D1) — Q2*), entonces hemos terminado pues Qx* < Q. es
cuasintcleo de D. Si u € I' " (Q1), entonces 3 v € Qq, tal que (u, v) € F(D),
tenemos dos subcasos:

» SiveQ:-T (Q2¥, entonces u es absorbido por Q..

» Sive QNI (Q2), entonces 3 W e Q.* tal que (v, w) € F(D),
por consiguiente u es cuasiabsorbido por w € Q.* < Q..

Siue QNI ™ (Qx*), entonces 3 w e Q,* tal que (v, w) € F(D), por
consiguiente u es absorbido por w € Q>* < Q..

.. Q2 es un cuasinucleo de D.

Notemos que D; # &, de lo contrario Qi seria nucleo de D, lo cual
contradice las hipétesis, por lo cual Q.* = &. Q1 N Qx* = &, por definicion de D;,

Por lo tanto Q1 = Q.

Sea D, =D - (Q2 U T ™ (Qy), sabemos que D; # &, de lo contrario Q
seria nacleo de D, contradiciendo la hipotesis.
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Sea Qz* un cuasinucleo de D..

Veamos la estructura de D con respecto a Qq:

AFIRMACION: Qs = Qs* U (Q2 - I' ~ (Qs*)) es cuasinlcleo de Dy es distinto de
Q1y Q2.

(i)  Independencia de Qz en D.

Q3* y Q2 son conjuntos independientes en D por construcciéon. Como Qsz* ¢
V(D,), entonces no existe una Q3*Q, — flecha en D, es decir, Qz* " I'  (Q2) = I
por definicién de D, esto implica que r(Qs*, (Q2—T"  (Q3*)) = &, ademas r((Q-
-T' (Qs), Qs*) = J.

.. Q3 es independiente en D.
(ii)  Cuasiabsorbencia de Qs en D.

Sea u € V(D) — Qs. Consideremos V(D) = (V(D2) — Q) uT  (Q2) U (Q2
NI (Qs%) v Qs.

Si u € (V(D2) — Qs*), entonces hemos terminado pues Qz* < Q3 es
cuasintcleo de D. Si u € I' ~ (Qy), entonces 3 v € Q,, tal que (u, v) € F(D),
tenemos dos subcasos:
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= SiveQ,-T (Qz*), entonces u es absorbido por Qs.

» Sive QNI (Qz%, entonces 3 w e Qs* tal que (v, w) € F(D),
por consiguiente u es cuasiabsorbido por w € Qz* < Qs.

Siue (Q2nT~ (Qz%), entonces 3 w e Qs* tal que (v, w) e F(D), por
consiguiente u es cuasiabsorbido por w € Qsz* < Qs.

.. Qz es un cuasinucleo de D.

Notemos que D, # & de lo contrario Q, es nucleo de D contradiciendo la
hipétesis, por lo cual Qs* = &. Q. N Q3z* = I, por definicién de D..

Por lo tanto Q. # Qs,

Observemos que Q1 c Q20 Q1 n T (Q2) # I, en cualquiera de los dos
casos obtenemos que Q; N V(D) = &, por lo tanto Q3 # Q;.

.. Toda digrafica sin nucleo tiene al menos 3 cuasinucleos distintos e

Antes de demostrar el siguiente resultado definamos el concepto de pozo,
el cual utilizaremos en los préximos teoremas.

Consideremos una digrafica D arbitraria.

Sea x € V(D), se dice que x es un pozo de D si tiene grado exterior nulo en D,
es decir:
8 b(x)=0

Es claro que todo pozo, en el caso de existir, debe estar contenido en
cada nucleo y cuasinucleo de la digréfica a la cual pertenece, de lo contrario no
seria absorbido. En virtud del siguiente lema, podemos concluir que el conjunto
de pozos de una digrafica es la interseccion de los cuasinicleos de ésta, razén
por la cual la existencia de pozos es la clave para determinar el nimero de
cuasindcleos distintos en una digrafica, sobre todo si se trata de conjuntos
ajenos.

LEMA 2.1: Si x es un vértice de una digrafica D, tal que x no es pozo en
D, entonces D contiene un cuasindcleo Q que no contiene a Xx.
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Sea D una digréfica, x € V(D) tal que & " p(x) > 0, es decir, 3 W = x e
V(D) tal que (x, w) € F(D), observemos los siguientes casos:

Sir ~ (w) = V(D) — w, entonces {w/} es absorbente en D y por ser

independiente es un cuasinicleo de D que no contiene a x ya que W # X,
luego entonces se cumple el lema 2.1.

SiT (w) # V(D) — w, entonces
consideremos la subdigréafica inducida por
V(D -T (w)), sea Q' un cuasinucleo de
dicha subdigrafica. ElI dibujo de la
izquierda muestra la estructura de D.

Tenemos tres posibilidades, las cuales ilustraremos con los dibujos

siguientes:

CASO 4.1: Si w € Q’, entonces
(Q u {fw}) = Q' es independiente en D
pues lo es en una subdigréafica inducida
de D.

SeaueVD)-Q.Siuel  (w)
entonces u es cuasiabsorbido por w €
Q.SiueVD - T~ (wuQ),
entonces u es cuasiabsorbido por Q’
por definicién de Q'.

Notemos que x € '~ (w), por lo
tanto x ¢ Q'.

CASO 4.2:Siweg Qvy 3 wQ —

flecha en D, entonces Q U {w/} es un
conjunto independiente en D debido a
que Q' n T (w) = & por construccion

™, ¢
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de Q’, por consiguiente, Q' U {w} es
independiente en D.

SeaueVD)—(Q u w).Siuce
V(D) - (Q’ v T ~ (w)), entonces u es
cuasiabsorbido por Q' por definicién de
Q. SiueTl = (w) entonces u es
absorbido por w. Como x e ' (W),
entonces x ¢ Q' U {w/l.

CASO 4.3: Si Q U W no es
independiente, entonces 3 wQ’' — flecha
enD-T (WyaqueQ nI' (w) =0,
por definicion de Q’. Esto implica que 3 v
e Q' tal que (w, v) € F(D).

SeaueVD)-Q'.SiueVD)-(Q
u I' ~ (w), entonces es cuasiabsorbido
por Q' por definicion de Q. Si u e I'
(w), como (w, v) € F(D) con v € Q,
entonces u es cuasiabsorbido por Q.
Comoxell WyQ nTI  (w)=a,
entonces x ¢ Q.

~.Por (4.1), (4.2) y (4.3), si x no es pozo de D, entonces D contiene un

cuasinucleo que no contiene a xe

Nos apoyaremos en el lema 2.1 para descubrir el conjunto de digraficas
que tienen exactamente un cuasinucleo, para lograr esto, necesitamos una
digrafica con al menos un pozo. Este resultado es un ejemplo donde el
cuasinucleo y el nacleo son el mismo conjunto.

TEOREMA 2.3: D tiene exactamente un cuasinicleo Q si y sélo si Q es
nacleo de D y es el conjunto de pozos de D.
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DEMOSTRACION:

Sea Q el unico cuasinucleo de D, demostremos primero que si esto ocurre
entonces D contiene pozos y el conjunto de pozos es absorbente en D, es
decir, es un nucleo de la digréafica:

Por el lema anterior, como Q es el unico cuasinucleo de D, entonces Q es
el conjunto de pozos de D. Recordemos que el conjunto de pozos esta
contenido en la interseccion de los cuasindcleos de toda digréfica.

Por otro lado, sea w € V(D) tal que
5 p(w)>0

ya sabemos que w € V(D - Q). Si 2 wQ - flecha en D, entonces (Q U W) es un
subconjunto independiente de V(D), recordemos que Q consiste solo de pozos,
es decir, ¥(Q,V(D-Q)) =Y

Como Q es cuasinucleo de D, entonces (Q U Ww) también lo es, esto contradice
la unicidad de Q como cuasinucleo en D. La contradiccion surge de suponer
que W esta a distancia dos de Q. En consecuencia, todo vértice de D que no es

pozo domina al menos a un pozo en D, esto implica que Q es absorbente en D,
por lo tanto, Q es un ndcleo de D.

.. Si Q es el tnico cuasinucleo de D, entonces Q es nucleo de D y solo
contiene pozos . . . (1)

Supongamos ahora que el conjunto de pozos de D es un nucleo de D.

P. D. El Unico cuasinucleo de D es el conjunto de pozos:

Sea S el conjunto de pozos de D tal que S es un nucleo de D, por lo que
es un cuasintcleo de D. Por definicion de pozo, V u € S, 8 " p(u) = 0, esto
quiere decir que u no es vértice inicial de ninguna flecha en D, por lo que u
debe estar en cada cuasinicleo Q de D de lo contrario Q no seria
cuasiabsorbente, por lo tanto, cualquier cuasinacleo Q contiene al conjunto S.
Por el lema 1 [preliminares], como S es nucleo de D, entonces es un conjunto
independiente maximo, en conclusién, S es el Gnico cuasinticleode D . . . (2)
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pozos es nucleo de De

OBSERVACION 1: Dada una digrafica D, si D contiene un ntcleo Nel
cual consiste solo de pozos, entonces N es el conjunto de pozos de D y el

anico nucleo.
En efecto, por el teorema anterior, todo nucleo es cuasinucleo a la vez,

por lo tanto N es el Gnico nucleo de D de lo contrario D tendria dos
cuasinucleos distintos.

OBSERVACION 2: El hecho de que un nticleo sea Gnico en la digréfica,
no implica necesariamente que éste contenga solamente pozos, observemos la
siguiente digréfica:

—
D ® ) »®
u vV w

{u, w} es el Ginico nicleo de D, a pesar de ello, D no satisface el teorema
anterior puesto que u no es pozo ya que (u, v) € F(D), la falla esta en que u
no domina ningun pozo de D. De hecho, w es el Unico pozo en D y es un
cuasintcleo en esta digrafica, pero {u, w/ es otro cuasinicleo de D distinto de
{w}, es decir, D contiene dos cuasinucleos distintos.

A continuacion veremos una forma de encontrar subdigraficas con un solo
cuasinudcleo, resultado que utilizaremos frecuentemente en las demostraciones
de los proximos teoremas. Antes definamos lo siguiente:

La biorientacion de una digrafica D resulta de sustituir algunas flechas
simétricas de D por flechas asimétricas (la sustitucion es arbitraria, usualmente
se usa segun convenga). Toda biorientacion esta contenida en la digrafica
original.

LEMA 2.2: Si D tiene exactamente dos cuasinucleos R y Q, entonces D
satisface los siguientes incisos:
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(a)SidxeR,zeQcon (x,z) e F(D)yT (2) = V(D) -z, entonces Q —
z es el tnico cuasinucleode D -T" (2).

(b) {Q, R} es el conjunto de cuasiniicleos de cada biorientacion de D
donde Q y R tienen al menos un vértice que no es pozo.

DEMOSTRACION:

Sea D una digrafica con exactamente dos cuasinlcleos diferentes, a
saber, Qy R.

Demostremos primero el inciso (a) del lema actual.

Tomemos x € R, ze Qtalque (x, z) e F(D)yI' ~ (z)= V(D) - z.

Observemos que si {R1, Rz, R3, . . ., Ry} es la familia de cuasinucleos de
la subdigrafica D — I' (2), entonces {R:, Rz, R3’, . . ., R’} es la familia de
cuasinucleos de D siempre y cuando:

» R/ =RjuU z, si 4 zR; - flecha en D. Por definicibn de D -T" ™ (2), 4 Riz -
flecha en D, por lo que (Ri U Z) es un conjunto independiente en D y es

cuasiabsorbente puesto que z absorbe a I' (2) y R; es cuasiabsorbente
enD-T (2).

* R/ =R; sidzR;-flechaen D, es decir, z es absorbido por R; y ademas
Ri cuasiabsorbe aI"  (z) por medio de z.

Pero D solo tiene dos cuasinucleos distintos por hipotesis, por lo que i = {1,2}.
Supongamos entonces sin pérdida de generalidad que Q = R,y R = Ry, es
decir, R; = (Q — 2) y R, = (R — 2) son los Unicos conjuntos que pueden ser
cuasintcleos de D — T " (2), pero x € Ry (x, z) € F(D), o bien, x e ' (2)
implica que (R —2) ¢ D-T (2), como esta digrafica debe tener cuasinucleo,
queda demostrado que (Q — z) es el Unico cuasinicleode D -T " (2). .. (*)

Demostremos ahora el inciso (b). Sea D’ una biorientacion de D donde Q
y R contienen al menos un vértice que no es pozo, o bien, vértices de grado
exterior no nulo. Notemos que los cuasinucleos de D’ son también cuasinucleos
de D ya que F(D’) c F(D) de tal manera que conjuntos independientes en D’ lo
son también en D. Como D solo tiene dos cuasinucleos distintos por hipoétesis,
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D’ no debe tener mas de dos cuasinucleos, observemos que Q y R son los
anicos candidatos de lo contrario hallariamos un tercer cuasinucleo en D
distinto de Q y R contradiciendo nuestras hipétesis. Recordemos ahora el lema
4, tanto Q como R contienen al menos un veértice que no es pozo, por esta
razon, ninguno de los dos puede ser el Unico cuasinicleo en D’. Por lo tanto {Q,
R} es el conjunto de cuasinlcleos de D'. . . (**)

~.Por (*)y (**) hemos demostrado el lema 2.2 e

En el teorema 2.3 trabajaremos con digraficas sin pozos, donde
encontraremos cuasinucleos ajenos de la misma cardinalidad. En un caso
particular logramos encontrar dos nucleos ajenos en la digréfica si ésta
contiene un 2-ciclo inducido B tal que T " (B) " V(B) =@y V(D - B) =T " (B).

Necesitaremos definir la orientacibn de una digrafica, OJO!, no la
confundamos con la orientacion de una grafica.

Sea D una digrafica cualquiera. Una orientacion de D se obtiene de
sustituir cada flecha simétrica de D por una flecha asimétrica (la direccién es
arbitraria, usualmente se determina segun convenga). Toda orientacion esta
contenida en cada biorientacion de la digréafica D.

TEOREMA 2.4: Si el exgrado minimo de una digrafica D es mayor que
cero, o bien, si D no tiene pozos, entonces D tiene exactamente dos
cuasintcleos si y sélo si D contiene un 2-ciclo o un 4-ciclo inducido B tal que T" *

(B) n V(B) = G, y todo vértice contenido en V(D — ) domina al menos a dos
vértices consecutivos de .

DEMOSTRACION:

Por el teorema 2.3, si D no tiene pozos, entonces D debe tener al menos
dos cuasinucleos distintos. Demostraremos primero un sentido de la
demostracion, es decir, si D tiene exactamente dos cuasinucleos, entonces D
contiene un 2-ciclo o un 4-ciclo inducido B tal que I' * (B) N V(B) = &, y todo
vértice de V(D - B) domina al menos a dos vértices consecutivos de [3.

Esta demostracion la realizaremos por induccién sobre |V(D)| . Notemos
que la digrafica mas pequefa en relacion al orden que satisface las hipotesis y
no contiene pozos es un 2-ciclo por lo que:

| V(D)| =2, como se muestra en el dibujo:
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D, x 9« _oy

es la digrafica de menor orden que satisface las hipétesis del teorema ademas
de las conclusiones ya que como afirmamos antes, esta digréfica es un 2-ciclo
inducido y ambos vértices tienen exgrado 1 = O.

-~ | V(D)| = 2 satisface el teorema.

HIPOTESIS DE INDUCCION: Supongamos que toda digréfica D’ de orden
menor que n, que no contiene pozos presenta las caracteristicas descritas en el
teorema.

Sea D una digrafica sin pozos tal que | V(D)| = n.
Sabemos por hipétesis que D tiene exactamente dos cuasindcleos, sean Q; y
Q2 dichos subconjuntos de V(D). Lo primero que remarcaremos es que estos
cuasinicleos de D son ajenos. Recordemos que D no tiene pozos, esto
también se interpreta con la siguiente desigualdad:

§'(D)>0

Por consecuencia de lo anterior y el lema 2.1, V u € V(D) 3 Q un
cuasinucleo de D tal que u ¢ Q. Por lo cual Q = Q; 6 Q = Q2 y por la misma
razon Q1 N Q2 = I, pues si Q1 N Q2 # I, entonces 3 x € Q1 N Q2. Como X no
es pozo de D, entonces 3 Qs tal que x ¢ Qs, esto contradice que D solo tiene
dos cuasinucleos distintos.

Debido a que la consecuencia del teorema 2.4 incluye dos casos distintos
en la estructura de la digréafica, realizaremos la demostracion por partes
apoyandonos en las siguientes afirmaciones:

Afirmacion A: Si ¢(Q;, Q) = P coni = j € {1,2}, entonces V u € Q; = V(D)
existe una flecha de u a Q; en D.

En eiecto:

Sea x € Qiy w € Qtal que (x, w) e F(D) coni=j e {1, 2}, supongamos
que 3 u € Q; tal que #u Q; — flecha en D, en particular (u, w) ¢ F(D) esto
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implica que '~ (w) = V(D) — w, aplicando el lema 2.2(a), Q; — W es el tnico
cuasinicleo de D — T"  (w) y por el teorema 2.3 afirmamos que Q; — w es
nacleode D — T ( 'w), notemos que w € V(D) —T" (W) pero ningun vértice
de Q; — w lo absorbe debido a que w € Q; y este conjunto es independiente en
D, esto es una contradiccion, de suponer que u estaba a distancia dos de Q; el
cual es un cuasinucleo de D por hipétesis.

VY ueQi,ru Q)=9,condi,j}={1, 2}
Aiirmacion B: ¢(Q1, Q,) # @ y r(Q2, Q1) = .
En eiecto:

Es claro que Q; U Q2 no es independiente de lo contrario seria el tercer
cuasinicleo de D lo cual contradice nuestras hipotesis, ademas, son
cuasinucleos ajenos en D, por consiguiente, debe cumplirse al menos uno de
los dos casos, ya sea r(Q1, Qz2) # D 6 ¥(Q2, Q1) # &

Supongamos sin pérdida de generalidad que ¥(Q1, Q2) # &

Demostremos el otro caso suponiendo lo contrario, es decir, supongamos

que 7 Q2Q; - flecha en D. Q; es cuasiabsorbente en D, luego entonces, V U <
Q2,3zeV(D-Q1)y3we Qitalque {(u, z), (z, w)} = F(D).

Si ocurre lo anterior, demostraremos que 3 z € V(D) — Q1 y es unico tal
que ¥V u € Q, {(u, z), (z, w)} c F(D).

Si 3 x € Q tal que (x, z) ¢ F(D), entonces I' ~ (2) # V(D), por el lema
2.2(a) afirmamos que Q; — z es el unico cuasinicleo y nlicleo de D - T'  (2),
por el teorema 2.3. Como (x, z) ¢ F(D), x e V(D) =T ~ (2) y ¥(Q2, Q1) = &,

entonces 3 x(Q; — z) — flecha en D. CONTRADICCION, ya que Q; — z es
nicleode D -T ~ (2).

Porlotanto Q. cT'  (2).
Sea D’ una orientacion de D donde (u, z) € F(D'), V u € Q, es decir,
I'o(2)nQ=2...(%

Si3 (a, b) € (Q1, Q2), entonces (z, b) ¢ F(D"), o bien, T "(b) = V(D’), pues
b € Q, por el lema 2.2(a) y el teorema 2.3, Q, — b es el Unico cuasinlcleo y
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nicleo de D’ - T (b) pero z ¢ Q2 y no es absorbido por Q. — b por (*),
CONTRADICCION.

Por lo tanto r(Q2, Q1) # I

Afirmacion C: Si a = b € Q1 y c # d € Q,, entonces sélo una de las flechas:
(a, c)y (d, b), pertenece a F(D).

En efecto:
Supongamos que {(a, c), (d, b)} < F(D).

CASO Ci: (¢, b) ¢ F(D), esto implica que ' ~ (b) = V(D), por el lema
2.2(a) y el teorema 2.3: Q; — b es nucleo de D — T~ (b) y consiste solo de
pozos, pero a € (Q1 — b) y (a, ¢) € F(D) por hip6tesis, en pocas palabras, Q; —
b contiene un vértice que no es pozo. CONTRADICCION.

CASO Cy: (¢, b) € F(D), sea D’ una orientacion de D que contiene el
conjunto de flechas {(a, c), (d, b), (c, b)}, por esta razon (b, c) ¢ F(D), es
decir, '~ (¢) = V(D’), por lema 2.2(a) y teorema 2.3, Q. — ¢ es el Unico
cuasinicleo y nicleo de D' —T"  (¢) el cual contiene Gnicamente pozos en esta
digrafica, pero d € (Q2 — ¢) y (d, b) € F(D’) por construccion de D’
contradiciendo que Q> no tiene vértices de exgrado distinto de cero.

Por lo tanto | {(a, ¢), (d, b)} ~ F(D)|< 1.

Aiirmacion D: D[Q; U Q3] es un 2-ciclo o contiene un 4-ciclo inducido.

En efecto:

Sean Q1 y Q3 los cuasinucleos de D.

Supongamos que uno de ellos es de cardinalidad 1, sin pérdida de

generalidad diremos que | Q:| = 1.

CASO Ds: Si | Q2| =1, entonces D[Q; U Q2] es un 2-ciclo por afirmacion
B y la digréfica D tiene la forma que se muestra en la figura siguiente, donde

Q.= {xly Q2 = {y}
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CASO D;: Si |Q2| 22, Q: = {x}, entonces (u, x) € F(D) V u € Q, por
afirmacion B y por ser x el Unico elemento de Q, en particular 3 a € Q> tal que
(a, x) € F(D), por otra parte (x, Q) # @ como Q, contiene al menos dos
vértices distintos 3 b = a € Q. tal que (x, b) € F(D).

Consideremos D’ una orientacion de D que contiene a (a, x)y (x, b) en
F(D"), por lo que (b, x) ¢ F(D’), es decir, T ~ (x) # V(D), por lema 2.2(a) y
teorema 2.3, Q1 — xesnlcleode D -T' ~ (x),pero Q1 — x={x} - x =0
mientras que b € V(D — T ~ (x)) # &, CONTRADICCION, pues no existen
nacleos vacios en digraficas no vacias. La contradiccion surge de suponer que
| Q1| =1y | Q2| =2 eraposible en D. Por lo tanto | Q:| = 1siy sdlosi | Q.| =
1

Sean entonces Q; y Q: de cardinalidad mayor o igual que 2. Por
afirmacion B, 3 x1 € Q1 y 3 X2 € Q2 tal que (x2, x1) € F(D), 3 y1 # X1 € Q: tal
que (y1, X2) € F(D) y 3 v # X2 € Q2 tal que (v2, Y1), ademas, (x1, y2) € F(D),
también por afirmacion C, de tal forma que (x1, V2, V1, X2, X1) es un 4-ciclo de
D y es inducido pues {x, yi} c Qj, recordemos que Q; es un conjunto
independiente en D con i = 1, 2. La existencia de las flechas restantes entre Q;
y Q2 contradicen la afirmacion C.

-.D[Q1 U Q-] es un 2-ciclo o contiene un 4-ciclo inducido.

En este caso la digrafica D presenta la estructura ilustrada a
continuacion:
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Aiirmacion E: Si D[Q; U Q] contiene un 4-ciclo inducido B = (a, b, ¢, d, a),
donde {a, ¢} = Q. y {b, d} = Q, entonces
r“@)nvEe)=9

En eiecto:

Supongamos lo contrario y sin pérdida de generalidad, es decir,
supongamos que 3 x € V(D - B) tal que (a, x) € F(D).

CASO Ei: Si (x, c) ¢ F(D), entonces ' ~ (¢) # V(D), por lema 2.2(a) y
teorema 2.3: Q1 — cesnicleode D -T ~ (¢), pero a € Q1 — cy (a, x) € F(D).
CONTRADICCION, pues a no es pozo.

CASO E,: Si (x, ¢) € F(D), consideremos D’ una orientacion de D que
contiene {(a, x), (d, a), (x, c)}, es decir, (¢, x) ¢ F(D’) o bien T "(x) = V(D"
entonces por lema 2.2(a) y teorema 2.3, Q2 — x es nicleode D' - T  (x)y
consiste solo de pozos, pero d € Q. y (d, a) € F(D) contradiciendo el hecho de
gue Q2 no tiene vértices de exgrado mayor a cero.

TT"B)NVER) =T

Aiirmacion F: Si D[Q; U Q] contiene un 4-ciclo inducido B = (a, b, ¢, d, a) ,
donde {a, ¢} c Q.Y {b, d} c Q,, entonces V u € V(D — B), u es absorbido por
al menos dos vértices consecutivos de 3

En efecto:

Sea x € V(D — B) arbitrario. Si x no domina a ningun vértice de V(B),
entonces consideremos la subdigrafica inducida por V(D = T" ~ (x) U {x}), por
ser una digrafica de orden menor que D satisface la hipotesis de induccién,
veremos a continuacion el por qué, para empezar veremos que D - T'  (x) U
{x} tiene exactamente dos cuasindcleos disjuntos, a saber, Q1 —I' ~ (x) y Q2 —
' (x)pues D-T ~ (x) U {x} no tiene pozos.

Tomemos primero un cuasinucleo Q en esta subdigréafica inducida de D,
supongamos que Q es distintode Q; —I' (xX)yde Q2-T (X).

Si x domina un vértice de Q, entonces Q es cuasinucleo de D distinto de
Q:y Q.. CONTRADICCION, pues D solo tiene dos cuasinticleos distintos.
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Si x no domina ningln vértice de Q, entonces Q U {x/ es cuasinlcleo de
D distinto de Q; y Q.. CONTRADICCION, nuevamente por la misma razon.

Por lo tanto Q debe ser Q; — I'  (x) 6 Q2 — '  (x) de lo contrario
formariamos un tercer cuasinicleo de D, supongamos sin pérdida de
generalidad que Q = Q; — I' ™ (x) es el tnico cuasinicleo de D —T ™~ (x) U {x},
por el teorema 2.3, Q es también nlcleo de D —T" ™~ (x) U {x/}y consiste solo de
pozos, recuerde la afirmacion E, es decir, {a, ¢} c Q1 —-T~ (xX)y {b, d} = Q, —
I~ (x) CONTRADICCION, pues ay ¢ no son pozosen D —-T' "~ (x) U {x}

Por consiguiente, Q1 — I'  (x) y Q2 — T (x) son dos cuasinucleos
distintos de D —TI" ~ (x) U {x}y son los nicos de lo contrario D tendria mas de
dos cuasinucleos distintos.

Si3w e V(D) tal que wes un pozode D-T " (x) U {x}, como D no tiene
pozos por hipoétesis, entonces w domina al menos un vértice de I’ (x) debido
aque w g (x), por definicion de w. Por otro lado w debe estar contenido
enQ:—-T (xX)yenQ,-T (x), esto contradice que Q; y Q2 son disjuntos,
por lotanto D —T' ~ (x) U {x/} satisface el teorema 2.4, es decir, D[Q; - I' ™ (x)
U Q2 — T~ (x)] es un 2-ciclo o contiene un 4-ciclo inducido B tal que I * (B) N
VB =@ yVYueVD-BuTl  (x)u {x}), udomina al menos dos vértices
consecutivos de B, todo esto en D - T~ (x) u {x}, si B = {a, b, ¢, d, a),
entonces Q; —T' ~ (X) = {a, ¢}y Q.—T ~ (x) = {b, d}, esto implica ademas que
{x, a, ¢}y {b, d, x} son conjuntos independientes y por lo mismo son dos
cuasinucleos de D, pero ya habiamos argumentado que D no podia tener
cuasinucleos con vértices en comdn pues seria una contradiccion, recuerde
que D solo tiene 2 cuasinucleos distintos, en consecuencia, D —T"  (x) tiene a
lo mas dos cuasinicleos y x pertenece al' ().

Supongamos sin pérdida de generalidad que (x, a) € F(D), si x no
domina a b ni a d, entonces {x, d, b} seria otro cuasinicleo de D y tendria

interseccion no vacia con Q, no olvidemos que cualquier par de cuasinicleos
distintos en D son ajenos.

Por lo tanto x domina a dos veértices consecutivos de V(B) en D, como x
es arbitrario, queda demostrada la afirmacion E.
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En este caso la digrafica D puede representarse como la ilustracion de
abajo:

Q1

VY
A

d

|
b

Q>

Aiirmacion G: Si D[Q; U Q] es un 2-ciclo B, entonces " " (B) " V(B) = T, y
todo vértice de V(D — B) domina al menos a dos vértices consecutivos de f.

En efecto:

Supongamos que 3 x € V(B) 3 z € V(D - B) tal que x dominaa z en D.

Sea B = (x, vy, x) tal que Q: = {x}y Q. = {y}, consideremos a D’ una
orientacién de D donde {(y, x), (x, z)} = F(D’). Note que Q; y Q> son los
Unicos candidatos a ser cuasinucleos también de D’, de lo contrario D tendria
mas de dos cuasinucleos, esto ocurre debido a que todo cuasinucleo de D’ es
cuasinucleo de D, recuerde que toda orientacion de D resulta de restarle
flechas a F(D).

Considerando D' — (I' ~ (x) v {x)) y Q su cuasintcleo correspondiente,
obtenemos lo siguiente:

= Si x domina algun vértice de Q, entonces Q es cuasinucleo de D'.
= Si x no domina ningun vértice de Q, entonces Q U {x} es un

cuasinucleo de D’ por ser independiente y contener a Q que ya era
cuasinucleo de D'.
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Esto implica que D’ tiene tres cuasinucleos contradiciendo que D’ solo tiene dos
cuasinucleos por hipotesis de induccion, ademas D solo tiene dos cuasinucleos
por hipotesis.

Por lo tanto T" " (B) n V(B) = @.

Es claro que cada vértice fuera de B debe dominar a ambos vértices de 3
de lo contrario formaria otro cuasinicleo en D contradiciendo nuestras
hipotesis.

En seguida ilustramos la estructura de D con las condiciones descritas en
la hoja anterior:

Por afirmaciones D, E, F y G queda demostrada la estructura de 3.

Prosigamos a demostrar el sentido contrario del teorema, es decir,
supongamos que D es una digrafica sin pozos la cual contiene un 2-ciclo o un
4-ciclo inducido B donde I * (B) N V(B) = & y todo vértice de V(D — B) domina al
menos a dos vértices consecutivos de [, Demostraremos que D tiene
exactamente dos cuasinucleos distintos.

Si B = (x, vy, x) es decir que B es un 2-ciclo en D, entonces por hipétesis
todo vértice fuera de B domina a ambos vértices de B por lo tanto {x/}y {y/} son
dos cuasinucleos disjuntos y nacleos en D. D no tiene otro cuasinucleo pues T’
*(B) N V(B) = @ por hipétesis, es decir, 3 v € V(D) con x = v # y tal que (x, V)
0 (y, v) e F(D). Por lo tanto el teorema se cumple en este caso.
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SiB = (a, b, ¢, d, a) es un 4-ciclo inducido de D tal que todo vértice de
V(D — B) domina al menos dos vértices consecutivos de By I' * (B) n V(B) = &,
entonces {a, c}y {b, d} son dos cuasinicleos disjuntos de D por lo siguiente:
Como I " (B) n V(B) = @, entonces {a, ¢!y {b, d} son independientes y todo
vértice de V(D — B) domina al menos a dos vértices consecutivos de (3, es decir,
puesto que v domina al menos a un vértice de {a, cly {b, d}, v v € V(D - B),
supongamos sin pérdida de generalidad que (v, a) € F(D), entonces (v, b) 6
(v, d), es decir {a, ¢} y {b, d} son cuasiabsorbentes, por lo tanto son

cuasintcleos de D, en particular son ntcleos. Pero T * (B) n V(B) = @ implica
que ningun vertice fuera de B puede cuasiabsorber a algun vértice de 3 por lo
que todo cuasinicleo de D debe contener al menos un vértice de B,

supongamos sin pérdida de generalidad que a € Q. Q es un cuasinucleo de D
arbitrario, de aqui se deduce que b, d no estan contenidos en Q, no obstante,
ambos vértices deben alcanzar a Q por medio de una trayectoria de longitud a
lo mas dos, debidoaqueT "(B)N"V(B) =T, ceQ,ybeQsiysbloside Q
por lo tanto Q; = {a, ¢}y Qz = {b, d} son lo Gnicos cuasintcleos de D.

-.queda demostrado el teorema 2.4 e

El teorema 2.5 es resultado de los teoremas 2.3 y 2.4, ya que al prohibir
las caracteristicas de las digraficas expuestas en sus hipotesis podemos
encontrar otra familia de digraficas que contienen tres cuasinucleos distintos.

TEOREMA 2.5: Si D es una digrafica fuertemente conexa de orden al
menos 3 (D % C4), entonces D tiene al menos tres cuasinucleos distintos.

DEMOSTRACION:
Sea D una digréafica fuertemente conexa, como | V(D)| = 3, entonces
§'(D)>0

es decir, D no tiene pozos, por consiguiente no cumple las hipotesis del
teorema 2.3 y no tiene un dnico cuasinucleo. Puesto que |V(D)| =3, D no es
un 2-ciclo, aparte, D es distinto de un 4-ciclo dirigido. Si D contiene un 4-ciclo
inducido B que contiene dos cuasinucleos disjuntos, por ser D fuertemente
conexa [ tiene exvecinos fuera de él, esto contradice las hipétesis del teorema
2.4, entonces D no tiene Unicamente dos cuasinudcleos diferentes.
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Por lo tanto D tiene al menos tres cuasinucleos distintos e

OBSERVACION 3: El hecho de que el conjunto de pozos deba estar
contenido en cualquier ndcleo o cuasinicleo existente, no implica
necesariamente que éste sea el conjunto independiente maximo de cada
digrafica. llustremos la observacion con un ejemplo sencillo:

D ® >® >e

{v} es el conjunto de pozos y también un cuasintcleo de D, pero {x, v} es
otro cuasinucleo y ademas es el tnico nucleo de D.

En seguida conoceremos las caracteristicas de las digraficas con
exactamente dos cuasinucleos distintos a pesar de tener pozos.

TEOREMA 2.6: Sea D una digrafica cualquiera, S el conjunto de pozos
de D, H la subdigrafica inducida de D, talque H=D - S - T (S). D tiene
exactamente dos cuasinucleos distintos si y solo si se cumple alguno de los
siguientes casos:

@) H contiene un 2-ciclo 3 tal que |F "B) T~ (S)| < 1, ningun
vértice de B domina algun vértice de V(H) — V(B) y cada vértice fuera de
V(B) domina ambos vértices de .

(b) H contiene un 4-ciclo inducido B, en el cual, ningun vértice de

domina un vértice de V(D) — V(B) y cada vértice de V(H) — V() domina
al menos dos vértices adyacentes de 3.

(c) |V(H)| = 2, tal que 3 x € V(D), un pozo de H que absorbe a cada
vértice de H — x y 3 Q un ndcleo de H — X, que contiene solamente
pozos de H — x; ademas, no hay flechasde QaTI (S).

(d) |VH)| =1

DEMOSTRACION:
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Sea D una digrafica cualquiera, veremos primero que si D tiene
exactamente dos cuasinucleos, entonces D cumple con alguno de los incisos
del teorema.

Por teorema 2.4, si D no tiene pozos, entonces D satisface alguno de los
incisos (a) 6 (b) puesSuUT (S) = implicaque H=D.

Si V(H) = &, entonces D satisface el teorema 2.3, contradiciendo nuestras
hipotesis puesto que D tiene sélo dos cuasinucleos distintos. Por lo tanto V(H)

+ .
AFIRMACION: Si S = &, entonces H tiene a lo mas un pozo.
Supongamos lo contrario, es decir, sean x = t € V(H) tal que
§TH(X)=0=8"u(D)

Puesto que V(H) NS =&, xy t son vecinos interiores de I' ~ (S), o bien,
Xy t estan a distancia dos de S.

Consideremos las subdigréficas inducidas H, H — x, H — t , sean Qi, Q>,
Qs sus cuasinucleos respectivos. Notemos que A HS - flecha en D de lo

contrario H " T (S) # & contradiciendo la definicion de H, # SH - flecha en D

debido a que S es el conjunto de vértices de exgrado cero en D. De aqui
deducimos que Q; U S, Q2 U Sy Q3 U S son cuasinucleos distintos de D ya
que los Q; ya eran cuasinucleos en subdigréaficas inducidas de H con i € {1, 2,
3}, mientras que S cuasiabsorbe aT' ~ (S) U {x, t}. Como {x, t} c Q1, x ¢ Q>
y {t} « Qs, entonces D tiene 3 cuasinicleos distintos. CONTRADICCION.

Por lo tanto H tiene a lo mas un pozo.

Supongamos que H tiene exactamente un pozo, llamémosle x. Si H tiene
solo un vértice, entonces el inciso (d) del teorema 2.6 se satisface.

Si H tiene al menos dos vértices. Consideremos las subdigréficas
inducidas H y H — x donde Q; y Q2 son sus cuasinicleos respectivos.
Tengamos presente que 3 v e I' ~ (S) tal que (x, v) € F(D) de lo contrario x
seria pozo de D, es decir, x € S, esto contradice que x e VH yVH) nS=9
por definicibn de H. Como entre H y S no puede haber flechas por construccion
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de ambos conjuntos, Q; U Sy Q2> U S son dos cuasinucleos diferentes de D,
pues x € Qi — Q2 por ser pozo en H. Siendo asi, Q, debe ser el Unico
cuasinicleo de H — x de lo contrario D tendria mas de dos cuasinucleos
distintos. Por teorema 2.3, Q. es nucleo de H — x y es también el conjunto de
pozos de H — X, pero Xx era el Gnico pozo de H, como consecuencia obtenemos
que V u € Q2 (u, x) € F(D) es decir, todo vértice de Q. domina a x por lo cual
{x} es cuasinicleo de H, pero éste debe ser Gnico en H, de lo contrario D
tendria mas de dos cuasintcleos distintos, en conclusion, {x} es niicleo de Hy
todo vértice de H — x lo domina, recordemos que x es el tnico pozo de H.

Supongamos que 3 W e Qp, 3 z e I'  (S) tal que (w, 2z) € F(D) y
consideremos la subdigrafica inducida H — x — w, Qs un cuasinucleo de dicha
subdigrafica. Qz U S es cuasinucleo de D pues x y w estan a distancia dos de
S y Qs es un cuasinucleo de H — x — w, Q; U Sy Q2 U S son cuasinucleos
distintos de D tal que w ¢ Q; pues (w, x) € F(D) y w ¢ Qs por construccion,
esto implica que D contiene tres cuasinucleos distintos. CONTRADICCION.

Por lo tanto D cumple el inciso (c).

Veamos lo que sucede si H no tiene pozos. recordemos que estamos
suponiendo que D tiene dos cuasinucleos y tiene al menos un pozo. Por el
teorema 2.3 H tiene al menos dos cuasinucleos distintos, ya demostramos que
todo cuasinucleo Q de H satisface que Q U S es cuasinucleo de D, por esta
razon H satisface el teorema 2.4, llamémosles Qi1 y Q2 a los uUnicos
cuasinucleos de H tal que H[Q: v Q2] es un 2-ciclo o contiene un 4-ciclo
inducido B como se describe en el teorema 2.4.

Si B = (x, w, x)y demostramos que a lo mas un vértice de B domina un
vértice de I (S), entonces H satisface el inciso (a).

Supongamos que tanto x como w dominan un vértice de I' ~ (S), Si H
tiene orden 2, es decir, V(H) = {x, W}, entonces S U {x}, S U {w}y S son tres
cuasinucleos distintos de D. CONTRADICCION.

Luego entonces V(H) = {x, w}, sea Q4 un cuasinicleo de H — x — w, sin
embargo S U {x}, S U {w}y S U Q4 son tres cuasinlcleos distintos de D. Esto
contradice nuestras hipétesis. De suponer que ambos vértices de 3 dominaban
un vérticede I (S).
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En este caso H satisface las condiciones del inciso (a).

SiB = (a, b, c, d, a), entonces {a, c}y {b, d} son los nicos cuasintcleos
de H, supongamos que 3 x € V(B) tal que x domina un vértice de I'  (S). Sin
pérdida de generalidad digamos que x = a, Consideremos la subdigrafica
inducida por V(H — a), {b, ¢} = V(H — a) pero (b, c) € F(H — a) implica que b no
es pozo en H — a, por el lema 2.2, 3 Q otro cuasinucleo de H — a que no
contiene al vértice b, esto implica que Q U S, {a, ¢} u Sy {b, d} U S son 3
cuasinucleos distintos en D, CONTRADICCION. Esta surge de suponer que
ningun vértice de B domina un vértice de "~ (S).

En conclusién H presenta las caracteristicas descritas en el inciso (b).

Por lo tanto si D tiene exactamente dos cuasinUcleos diferentes, entonces
cumple alguno de los incisos (a), (b), (c)o (d) . .. (*)

Demostraremos ahora el otro sentido del teorema en cuestidn,
suponiendo que D satisface alguno de los incisos mencionados en el teorema y
demostraremos que D tiene exactamente dos cuasinucleos distintos.

SeaD, S, T (S)y H segun las hipétesis del teorema.

= Supongamos que H contiene un 2-ciclo B = (x, w, x) tal que a lo méas

uno de sus vértices tiene flecha hacial' ~ (S), T "(B) nV(B) =@ enHy
todo vértice de V(D — B) domina ambos vértices de B.

1. SiS=J,entonces” (S) =3y D =H por lo tanto D tiene
exactamente dos cuasintcleos distintos {x}, {w/ por teorema 2.4.

2. Si S # @, entonces H # & satisface el teorema 2.4, es decir, {x},

{w} son sus dos Gnicos cuasintcleos, por lo que {x} U Sy {w}u
S son los Unicos cuasindcleos de D, puesto que S esta contenido
en todo cuasinucleo de D y cualquier cuasinucleo de D es ajeno
aT ~ (S). Porotrolado, T * (B) n T~ (S) tiene cardinalidad a lo
més 1 por hipétesis, por esta razon, todo cuasinucleo de D debe
contener al menos un veértice de [ para conservar la
cuasiabsorbencia.
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..Si D satisface el inciso (a), entonces S U {x}, S U {w/} son los Unicos
cuasinicleosde D ... (1)

La digrafica es semejante a la figura siguiente:

= Si H contiene un 4-ciclo B = (a, b, ¢, d, a)talque T " (B) N V(B) = & en
H y todo vértice de V(D — B) domina al menos a dos vértices
consecutivos de .

1. SiS=¢, entonces D = H y por lo tanto cumple el teorema 2.4.

2. Si S =@, entonces {a, cly {b, d} son los tnicos cuasintcleos de H
de tal forma que {a, ¢} U Sy {b, d} U S son los unicos

cuasintcleos de D puesto que I' * (B) n V(D — B) = &, es decir, no
existe ningun vértice fuera de B que absorba o cuasi absorba a
algun vértice de .

..Si D satisface el inciso (b), entonces D tiene solo dos cuasinucleos
distintos ... (2)

A continuacién mostramos la ilustracién de D en este caso:
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= Si H tiene orden mayor o igual a dos, 3 x € V(H) un pozo y nucleo de H,
el conjunto de pozos Q en H — x es no vacio y también es nucleo de
esta subdigréafica inducida, ademas, (Q, I’ (S))=J.Como x ¢ ' (S)
por construccién, x es vecino interior de ' (S) de lo contrario x seria
pozo de D, o bien, x € S, contradiciendo la definicion de x el cual
pertenece a V(H) = V(D - S), esto implica que {x} U S es un cuasinlcleo
de D. Como (S, Q) = Dy Q es el unico cuasinucleo de H — x, entonces
Q U S es cuasinucleo de D el cual no contiene a x.

D con las caracteristicas descritas en (c) tiene exactamente dos
cuasinucleos distintos . .. (3)

La digrafica D segun este ultimo inciso tiene la forma siguiente:
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= Si |V(H)| =1, sea V(H) = {x/}, entonces x es pozo de H, como ya
argumentamos en el caso anterior 3 u € '~ (S) tal que (u, x) € F(D),
es decir, x esta a distancia dos de S, luego entonces S es cuasinicleo

de D, como A Sx — flecha en D por definicion de S, como consecuencia,
S U {x} es un conjunto independiente y cuasintcleo de D.

- Si | V(H)| =1, entonces D tiene solo dos cuasinucleos . . . (1)

Esta digréafica es el caso mas sencillo de las hipotesis como se muestra en
la figura de abajo:

De (1), (2), (3) y (4) deducimos que D tiene exactamente dos
cuasinucleos distintos. . . (**)

. Por (*) y (*#), queda demostrado el teorema 2.6 e

2.3. Cuasinucleos Ajenos.

El que dos cuasinucleos sean distintos no implica que sean ajenos, por
ejemplo en el inciso (d) del teorema anterior el conjunto de pozos es un
cuasinucleo de D y al unirle el Unico vértice de H obtenemos otro cuasinucleo
en D. En el teorema 2. 4 encontramos exactamente dos cuasinucleos ajenos
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con la condicion de que la digrafica no tuviera pozos. Posteriormente
presentaremos otro tipo de digrafica que contiene dos cuasinucleos ajenos,
antes demostraremos un lema que nos sera de gran ayuda.

LEMA 2.3: Sea D una digrafica, si 3 Y < V(D) tal que la subdigrafica

inducida D[Y] es nucleo perfecta, entonces existe un cuasinucleo Q en D donde
Qe Vv(D) - (Y)-Y).

DEMOSTRACION:

Consideremos la subdigrafica H inducida por V(D) — I'  (Y), sea Q1 un
cuasinucleo de H, Y* el conjunto de vértices de Y, los cuales no dominan
ningun vértice de Q, como D[Y] es nucleo perfecta, Y* — Y, entonces Y* tiene
nacleo cuyo nombre sera K*. La representacion de D se muestra en seguida:

AFIRMACION: Q = Q, U K* es cuasinlcleo de Dy Q = V(D) — (I ~ (Y) = Y).

En efecto, # Q:K* - flecha en D puesto que Q1 " T" " (Y) = Dy Q1 c H,

ademas # K*Q; — flecha en D por definicion de K* < Y*, es decir, Q es
independiente. Por otro lado, Q1 y K* son cuasiabsorbentes por construccion en
H y Y* respectivamente, Y — Y* es absorbido por Qi de lo contrario seria un
conjunto vacio por definicion de Y*, por esta razon, V u € I' = (Y), u esta a
distancia dos de Q; o K* a menos que sea absorbido directamente por K*.
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~dQuncuasinidcleode Dtalque QN V(D)-T (V)-Y)=J e

COROLARIO 2.1: Toda digréfica nacleo perfecta sin pozos tiene dos
cuasinucleos ajenos.

DEMOSTRACION:

Sea D una digrafica nucleo perfecta sin pozos, K un ndcleo de D,
consideremos Y =T *(K) — K, es claro que K = ('~ (Y) =), por el teorema de
Chvatal y Lovasz existe un cuasinucleo de D el cual es ajeno a K, por el lema
anterior.

..D tiene dos cuasinucleos ajenos e

El siguiente resultado es (til para encontrar cuasinicleos ajenos
considerando conjuntos de orden a lo mas dos.

COROLARIO 2.2: Si D es una digrafica tal que S = {x, y} es un

conjunto de vértices distintos que satisface: T "({x}) - S = @ = T "({y}) - S,
entonces existe un cuasinucleo de D ajeno a S.

DEMOSTRACION:

Sea D una digréfica con las caracteristicas descritas en el corolario 2.2 tal
que 3uel "({x}) -S, 3 v el “({y}) - S (no necesariamente u = v), la
subdigréafica de D inducida por {u, v} es ntcleo perfecta, pues toda digrafica de
orden menor o igual a dos lo es, ademas S c V(D) — (T ~ ({u, v}) - {u, v}) por
construccion de dicho conjunto.

..D contiene un cuasinicleo ajeno a Se

Observemos que si S fuera cuasinucleo de D segun el corolario anterior,
entonces D tendria dos cuasinucleos ajenos. La razén por la cual se toma un
conjunto S de orden dos es porque al aumentar el nUmero de vértices en S el
corolario no es cierto.
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En el siguiente dibujo mostramos un ejemplo de una digrafica donde no
hay dos cuasinucleos ajenos si consideramos a S de orden 3 adn cuando
satisface las hipotesis del corolario tratado.

Notemos que Q = {A;, A,, A3} es un cuasinlcleo de D de cardinalidad 3,
sin embargo, la subdigrafica inducida por V(D) — Q es una digrafica completa
por lo que su conjunto independiente maximo es unitario, pero ninguno de
estos conjuntos es cuasiabsorbente en D ya que absorben a lo mas dos
vértices de Q, por ejemplo, A, esta a distancia 3 de B;. Por esta razon, D no
contiene otro cuasinicleo ajeno de Q. Aparte D contiene al menos dos
cuasintcleos ajenos de cardinalidad 2, por ejemplo: {A;, Bs} # {B1, Az}l
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Capitulo 3

Cuasinucleos en la digrafica de lineas

Dada una digrafica D, es posible definir una nueva digréfica, a la que
denotaremos con L(D), a partir de D, tal que el conjunto de flechas de D es el
conjunto de vértices de L(D). Dos vértices de L(D) son adyacentes si sus
flechas asociadas en D forman una trayectoria dirigida de longitud dos. La
digrafica L(D) se conoce como digrafica de lineas de D.

En el capitulo anterior estudiamos el niumero de cuasinucleos de una
digréfica, usaremos esos resultados para determinar ahora los cuasinucleos de
la digrafica de lineas a patrtir de la digréafica original.

Comenzaremos demostrando en el lema 3.1, que el conjunto de flechas
cuyos vértices finales forman un conjunto de vértices independiente en la
digrafica original, es un conjunto independiente de vértices en la digrafica de
lineas.

Matus Harminc [10] se dedicO a estudiar la relacion entre el nimero de
ndcleos de una digrafica y el nimero de nucleos de su digrafica de lineas
correspondiente. Fue en 1982 cuando demostré que toda digrafica tiene el
mismo numero de nudcleos que su digrafica de lineas, veremos este resultado
en el teorema 3.1.

Aunque no toda digréfica contiene un nucleo, el teorema de Matus, abrid
paso a nuevos resultados, por ejemplo, el tema de gran interés en nuestro caso
es referente a cuasindcleos. Por el teorema de Chvatal y Lovasz [5], tanto la
digréfica original como su digréfica de lineas, tienen al menos un cuasinucleo.
La cuestion es descubrir si L(D) tiene el mismo namero de cuasinucleos que D.
Los matematicos: Hortensia Galeana, Laura Pastrana y Rincon Mejia [6],
demostraron que L(D) contiene al menos el nUmero de cuasinicleos que la
digrafica D, poniendo como condicién que esta ultima tenga ingrado minimo
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distinto de cero, trataremos este resultado en el teorema 3.2 y posteriormente
veremos la razon por la cual es imposible prescindir del ingrado minimo no nulo
como hipétesis.

Veremos algunos ejemplos de digraficas que satisfacen la igualdad del
teorema 3.2, sin embargo, existen digréaficas en las cuales la digrafica de lineas
tiene mas cuasinucleos distintos que la digréafica original.

El objetivo principal de este capitulo es buscar las condiciones necesarias
para que D satisfaga la desigualdad estricta del teorema 3.2. Iniciaremos
definiendo un cuasinucleo por flechas en una digrafica D. Mediante este
concepto, veremos que el conjunto de flechas cuyos veértices finales forman un
cuasinacleo en D, es un cuasinucleo por flechas de D. Luego demostraremos
que los vértices finales de un cuasinucleo por flechas no necesariamente
forman un cuasinicleo de D. Estos dos resultados nos seran utiles para
demostrar que toda digréafica contiene tantos cuasinucleos por flechas distintos
como cuasinucleos distintos hay en su digrafica de lineas correspondiente, de
tal forma que si la digrafica contiene un cuasinucleo por flechas cuyos vértices
finales no son un cuasinicleo en D, entonces D satisface la desigualdad
estricta del teorema 3.2. No obstante, queda abierta la pregunta: ¢qué
condiciones debe satisfacer la digrafica para que ésta contenga un cuasinucleo
por flechas cuyos vértices finales no forman un cuasindcleo?

Utilizamos los teoremas vistos en el capitulo 2 para demostrar que D tiene
un Unico cuasindcleo si y solo si L(D) tiene un Unico cuasinucleo pidiendo como
condicion extra la misma que usaron Galeana, Pastrana y Rincon. Este
resultado lo expondremos en el teorema 3.3.

En la ultima seccion del capitulo 3, retomamos el tema de cuasinucleos
ajenos, donde mostraremos en el lema 3.6, que si D tiene ingrado minimo al
menos 1 y contiene dos cuasindcleos ajenos, entonces L(D) contiene dos
cuasinucleos ajenos.
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3.1. Nucleos en la digréafica de lineas.

Sea D una digréfica. Definimos su digrafica de lineas, denotada con
L(D), como sigue:

= V(D)) = F(D).

= F(LD)) = {(u, v)! u = (us, uz) € F(D), v = (v1, v2) € F(D) donde {uy,
Uy, V1, Vof S V(D) Yy Uy = Vi1

Observemos que todo subconjunto de flechas A de D, es un subconjunto
de vértices de L(D), es decir, A puede ser un conjunto de flechas o un conjunto
de vértices segun la digrafica referida, para que sea explicita la naturaleza de
los elementos de A, usaremos A, para representar al subconjunto de vertices
de L(D), el cual es el subconjunto de flechas A de D.

Ejemplo: Observemos la digrafica D que se muestra en seguida:

u A 8%
>
e A
\QA /
D ®
D W F
P
G L
x.< .z
H

Observemos que la flecha B = (u, w) es adyacente a la flecha C = (w,
v) en la digrafica D, es decir, forman la trayectoria dirigida de longitud 2 (u, w,
v) contenida en D por lo cual (B, C) € F(L(D)), esto ocurre con cada
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trayectoria dirigida de longitud dos, contenida en D. Por otro lado {v} es el
conjunto de pozos, es decir, v es el Unico vértice de exgrado cero en D y debe
estar contenido en cualquier cuasinicleo de D, de hecho {v} es un cuasinicleo
de D ya que {(u, v), (¢, v), (x, z), (z, v)} c F(D), es decir, {v} es
independiente y cuasiabsorbente en D. {v, x} es cuasinlcleo y nicleo de D.
Como x es el Unico vértice que no es adyacente con v, {x, v} es el Unico
conjunto independiente de D tal que {v} < {x, v}. En conclusion D tiene solo
dos cuasinucleos distintos.

Obtengamos la digrafica de lineas de la digrafica anterior:

‘B D
& o o g W
L(D)
o
F
7 @ G O < X7

{A, C, E}es el conjunto de pozos y un cuasinticleo de L(D), notemos que
v e V(D) es vértice terminal en cada una de las flechas correspondientes de
A, By Cen D. Por otro lado, {A, C, E, F, H} es cuasintcleo y nicleo de L(D)
donde x e V(D) es vértice terminal de las flechas Fy H en D, podriamos
pensar que L(D) tiene el mismo numero de cuasinicleos que D pero no es
cierto pues {A, C, E, F}y {A, C, E, H} son cuasintcleos de L(D) distintos a
los anteriores, en conclusién, L(D) tiene 4 cuasinucleos distintos.

Definamos ahora la funcion f : P(V(D)) — P(F(D)) donde P(V(D)) es el
conjunto potencia de V(D), es decir, contiene todos los subconjuntos de V(D)
incluyendo este ultimo, de la misma forma P(F(D)) es el conjunto potencia de
F(D), la regla de correspondencia se describe en seguida:
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v A c V(D), {A) = {(u, v) e V(L(D)) =F(D)/ v « A}

A continuacion aplicaremos la funcion f a un conjunto de vértices para

ejemplificar su definicion. Veamos la digrafica D cuya representacion se
muestra en el dibujo siguiente:

a h b
o g
j 3 n
D m
o >
C r d

Ahora veamos la digréfica de lineas de D:

N

Aplicando la funcion f al conjunto {a, d} c V(D) obtenemos:
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f(a, d})={j = (c, a), m = (b, d), v = (c, d)} = V(L(D)) = F(D).

OBSERVACION: Por definicion de L(D), toda trayectoria dirigida de
longitud 2 en D, es una trayectoria dirigida de longitud 1 en L(D). En conclusion,
Toda trayectoria dirigida de longitud k en D, es una trayectoria dirigida de
longitud k — 1 en L(D). Por ejemplo: T = (a, h, b, k, c, 7, d) es una trayectoria
dirigida de longitud 3 en D, tal que 7" = (h, k, r) es una trayectoria dirigida de
longitud 2 en L(D).

En el siguiente lema, veremos que D contiene el mismo numero de ciclos
inducidos que L(D). Recordemos que un ciclo inducido es una subdigréafica
inducida de D, isomorfa a un ciclo dirigido.

LEMA 3.1: La digréfica de lineas de todo ciclo dirigido de longitud n, es
un ciclo dirigido de longitud n.

DEMOSTRACION:

Sea G, = (xo, €1, X1, €2, X2, . - ., Xn_1, €n, Xn = Xo) Un ciclo dirigido de
longitud n. Como {e;= (xi_1, Xi), e+1=(x;, Xi+1 )} S F(G),Vie{l,2,...,n
— 1}, por definicién de digréfica de lineas, de tal forma que (e, e +1) € F(L(()
Vie{l, 2, ...,n=1}, ademas (e, e1) € F(L(())), pues {en = (xn_1, Xn = Xo),
e1 = (xo, x1)} = F(D), por esta razén, L(C,) es un camino dirigido cerrado de
longitud n, aln mas, ej = e;siysélosii=jcon{ij}c{1,2,...,n-1} por
definicion de G,. Por lo tanto L((,) es un ciclo dirigido de longitud n.

- L(G) es isomorfo a G e

Ejemplifiguemos el lema anterior con C3 = (u, w, v, u), un ciclo dirigido
de longitud 3.

.u
D
N
04 [
A% m w
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Por definicién de L(C3) tenemos lo siguiente:

Como {k = (u, w), m = (w, v)} < F(D), entonces (k, m) e F(L(C3)).
Como {m = (w, v), h = (v, w)} < F(D), entonces (m, i) € F(L(Cs)).
Como {h = (v, u), k = (u, w)} < F(D), entonces (h, k) € F(L(C3)).

Notemos que {A, kR, m}, = F(Cs) tal que {(k, m), (m, h), (h, k)} forman el
ciclo dirigido C = (k, m, h, k) isomorfo a Ca.

Es posible relacionar un conjunto independiente de vértices Q de D con un
conjunto de flechas A en la misma digrafica, debido a que A < V(L(D). Es el
caso de f(Q) = {(a, b) € V(L(D)) = F(D) / b € Q}, el cual es un conjunto de

flechas en D, tal que {(Q), = V(L(D)).

LEMA 3.2: Si Q es un conjunto independiente de vértices en la digrafica
D, entonces {(Q), es independiente en L(D).

DEMOSTRACION:

Sea Q un conjunto independiente de vértices en D. Tomemos dos vértices
distintos uy v en f(Q) = {(a, b) € V(L(D)) = F(D) / b € Q} = V(L(D)), tal que {u
= (g, ), v = (v1, v2)} € F(D) y {up, vo} = Q, por definicién de #(Q). Como Q
es independiente en la digrafica D, (U, V2) ¢ F(D)y (v2, Uz) ¢ F(D).

Demostremos que {(Q), es un conjunto independiente en L(D),
suponiendo lo contrario:

= Si(u, v) e F(L(D)), entonces el vértice final de la flecha u = (us, u,), es
el vértice inicial de v = (v1, v») en D, es decir, u = v, y existe la
trayectoria dirigida de longitud dos 7 = (u;, U, = Vi1, V2) en D, esto
implica que (u, v2) € F(D), contradiciendo la independencia de Q en D.
- (u, v) ¢ F(L(D)).

= Si (v, u) e F(L(D)), entonces el vértice final de la flecha v = (v, v»), es
el vértice inicial de u = (uy, uz) en D, es decir, V> = u; y existe la
trayectoria dirigida de longitud dos 7~ = (vi, V2 = U, Uz) en D, esto
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implica que (v, u;) € F(D), CONTRADICCION, ya que Q es un
conjunto independiente en D, el cual contiene tanto a v, como a u, por
hipétesis.

(v, u) ¢ F(L(D)).

Por lo tanto {(Q), es un conjunto independiente en L(D) e

A continuacion veremos el teorema de Matus Harminc [10] sobre el
namero de nucleos entre la digrafica D y su digrafica de lineas L(D)
correspondiente, para esto definiremos dos familias de conjuntos:

Denotaremos con la letra K, a la familia de nucleos de la digrafica D.

L representard de aqui en adelante, a la familia de nucleos contenidos en
la digrafica de lineas de D, es decir, en L(D).

Usaremos también la funcion { como en el lema anterior, ademas de la
funcion g cuya definicion es la siguiente:

9 : V(L(D)) — V(D) tal que ¥ A, < V(L(D)), 9(A) = x(A) v y(A)
donde

x(A,) ={veV(D)/3h=(a,v)e Acona e V(D).
Y(A)={veV(D)/s b(v)=0yVuex(A), (v, u) ¢ F(D)}

Veamos un ejemplo: Sea D la digrafica representada en el dibujo de
abajo:
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La digrafica de lineas de D, se muestra a continuacion:

L(D) 3 m
;@ g P a P )

Aplicando la funcién ¢ al conjunto {A, m} c V(L(D)) obtenemos:
o (th, m}) = x(th, m)) v y(th, m}) = {a, c/
donde x({h, m{) = {a, c}y y({h, m})) = @.

TEOREMA 3.1 (Matus Harminc [10]): Toda digrafica satisface | K|
=[]

DEMOSTRACION:

Demostraremos primero que | 5{| < | £| , para cualquier digréafica D.
Sea D una digrafica cualquiera, N < V(D) un nucleo de D.
P.D.{(N), e L:

(i)  Independencia de {(N), en L(D).

Por el lema 3.2, {(9\f)£ es independiente en L(D) pues N'lo es en la
digréafica original.

(i)  Absorbencia de {(N), en L(D).

Sea h = (a, b) € V(L(D)) — {(IN), arbitrario. Por definicién de {(N) ,
b ¢ N, pero N es nlcleo de la digrafica D, por lo cual 3 k = (b, ¢) <
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F(D), con ¢ € N, esto implica que (A, k) € F(L(D)) y k € f(N),, es decir,
f(N), es absorbente en L(D).

Por (1) y (ii), f(N), es nicleo de L(D), es decir, {(N), € L.
P.D. {: X — L es inyectiva. Donde {' es una restriccion de la funcion

Sean N, N* dos ndcleos distintos de K. Supongamos sin pérdida de
generalidad que N - N* = &, sea v € N - N* arbitrario. Como N* es un
nicleo de D, 3 u € N*tal que A = (v, u) € F(D) y A € £{(N*), N es un
conjunto independiente en D, esto implica que u ¢ Ny A ¢ £(N), dicho de otra
forma, A € £(N*) — #(N), o bien, £{(N) = £(N*), en conclusion, { es una
funcién inyectiva.

Porlo tanto, | K| < |£| ... (%)
Probemos ahora que toda digrafica satisface | X| = | £|:
Sea D una digréfica arbitrariay N < L.
P.D. g(N) =x(N) UY(N) e X
(i)  Independencia de 4(N) en D:
Sean uy v dos vértices distintos de ¢(N). Tenemos tres casos:

= Sifu, v}/ < x(N) , entonces 3 h = (a, u) e F(D), con a € V(D)
y3 k =(b,v) e F(D),conbeV(D)y{h R} c N

Supongamos sin pérdida de generalidad, que 3 t = (v, u) €
F(D) con t € V(L(D)). Por definicion de L(D), (k, t) € F(L(D)).

(a) Si t = h, entonces (k, h) € F(L(D)). Hemos llegado a
una CONTRADICCION, pues {h, k} = N.

(b) Si t # h, como N es independiente en L(D), t ¢ N,
pero /N es un conjunto absorbente en L(D), por
consiguiente 3 m e N tal que (t, m) € F(L(D)), por
esta razon, el vértice inicial de la flecha m en D es u,
es decir, m = (u, c). Observemos que A = (a, u) y m
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= (u, c), forman una trayectoria dirigida de longitud
dos en D, por definicion de L(D), (A, m) € F(L(D)).
CONTRADICCION, pues {th, m{ =< N ... (1)

Si {fu, v} < y(N), entonces por definicion de Y (N), (u, v) ¢ F(D) y
(v, u) ¢ FD) ... (2)

Si u e x(N)y v e Y(N), entonces ¢(N) es independiente por
definicion de Y (N), ya que 8§ ~ p (v) = 0 implica que (u, v) ¢ F(D) y
como u € xX(N), (v, u) ¢ F(D) ... (3)

De (1), (2)y (3) obtenemos que 5 (N) es un conjunto independiente en la
digréfica D.

(ii)  Absorbencia de ¢(N) en D:
Consideremos v € V(D) — ¢(N) arbitrario.

= Sid p(v)>0, entonces 3 h = (a, v) € F(D). Como F(D) =
V(L(D), entonces i € V(L(D)) — N, con v ¢ g(N)y h ¢ N.
Como N es nucleo de L(D), entonces 3 k € N'tal que (A, k)
F(L(D)) con k = (v, b)y b € x(N), esto implica que x(N)
absorbe a v.

* Sid p(v)=0 pero v es adyacente a algn vértice de x(N),
entonces x(N) es absorbente.

Por lo anterior, ¢(N) es absorbente en D.
Por (i) y (ii), 9(N) es nlcleo de D, es decir, o(N) € K.
P.D. g : L — XK es inyectiva, donde o’ es una restriccion de la funcion g:
Sean Ny N* dos nucleos distintos contenidos en £. Supongamos sin
pérdida de generalidad que N - N* # &, tomemos un vértice A = (a, b) de

esta diferencia de conjuntos contenida en V(L(D)). Por definicion de la funcion
0, la, b} c V(D) y b e x(!N) pues h € N. Como N* es nlcleo de L(D), 3 k e

N*tal que (h, k) € F(L(D)), por consiguiente k = (b, c) con ¢ € V(D), es decir,
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c e X(N*) c g(N*)y k ¢ Nyaque N es independiente en L(D), esto implica
que ¢ ¢ x(N), pero 8 p (c) > 0 pues (b, c) e F(D), por lo tanto ¢ ¢ Y(N) U
X (N), en conclusion 3 ¢ € g(N*) — g(N), en otras palabras, g(N) = g(N*), o
bien, la funcion g es inyectiva.

En conclusion, | £| < | K| en cualquier digrafica D . . . (**)

-.Por (*)y (**) queda demostrado el teorema 3.1 e

Veamos un ejemplo de una digrafica D donde se satisface el teorema
anterior.

Observemos que {w, u} es el Gnico nicleo de D pues w debe estar
contenido en todo nucleo de D ya que tiene exgrado cero, es decir, no es
absorbido por nadie. Como k = (v, w) € F(D), entonces v no esta contenido
en ningun ndcleo de D. Debido a que u no es absorbido por w, entonces u
debe estar contenido en todo nucleo de D. Por lo tanto D tiene un solo ndcleo.

Veamos la representacion de L(D).

L(D) he  Pek

Por el teorema 3.1, £({w, u}) = {k} es nicleo de L(D) y es Unico ya que
(h, k) € F(D), implica que A y k no pueden estar contenidos en un mismo
nacleo de L(D). Por otro lado, {A} no es absorbente en L(D) debido a que (k, h)
¢ F(L(D)). Ademas, g({k}) = x({k}) U Y({k}) = {w, u}, donde: x({k}) = {w}y
Y (AR} = {u}.

En conclusion, las digraficas D y L(D) expuestas en el ejemplo anterior,
contienen un solo ndcleo cada una.
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3.2. Cuasinucleos en la digrafica de lineas.

Inspirados en el teorema 3.1, demostrado por Matus, los investigadores se
preguntaron si ocurria lo mismo con relacion a los cuasinucleos de una
digréfica. El siguiente teorema es una herramienta muy importante para
alcanzar el objetivo principal de esta tesis. Recordemos que deseamos
encontrar el nimero de cuasindcleos en la digrafica de lineas a partir de los
cuasinucleos de la digrafica original.

TEOREMA 3.2 (Galeana, Pastrana, Rincon [2]): Si el ingrado

minimo de D es al menos 1, entonces el nimero de cuasinucleos de D es
menor o igual al nimero de cuasinucleos de L(D).

DEMOSTRACION:

Sea D una digréafica tal que V x € V(D), § ~ (x) = 1. Consideremos un
cuasinucleo Q en D arbitrario.

P. D. {(Q), es un cuasinucleo en L(D):
(i) {(Q), es un conjunto independiente en L(D).

Como Q es cuasinicleo de D, entonces Q es un conjunto
independiente en D. Por el lema 3.2, {(Q), es independiente en L(D).

Asi que £(Q), es un conjunto independiente en L(D).
(i)  {(Q), es cuasiabsorbente en L(D).

Sea u € V(L(D)) — {(Q), arbitrario, con u = (u, uz) € F(D). Como u
¢ {(Q), entonces u, ¢ Q. Puesto que Q es cuasiabsorbente en D,
tenemos dos subcasos:

» 3w, e Qtal que w = (U, W2) € F(D), entonces (u, w) e
F(L(D)) = V(L(D)), con w € {(Q),, por definicion de L(D).

* Jw,eQyIwse V(D) -Q tal que {t = (U, W3), S = (W3, W)}
c F(D), entonces {(u, t), (t, s)} ¢ F(L(D)) = V(L(D)), con s e

Q).
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Luego entonces (Q), es un conjunto cuasiabsorbente en L(D).
Por (1) y (ii), f(Q), es cuasindicleo de L(D).

Demostremos ahora que si Q y R son dos cuasindcleos distintos en la
digrafica D, entonces £(Q), Y f(R), son dos cuasintcleos distintos en L(D).

P. D. La funcion f es inyectiva:

Sean Q; y Q2 dos cuasinucleos distintos de D, supongamos sin pérdida de
generalidad que Q; — Q. # &, sea U € Q1 — Q,, como § ~ (u) = 1, entonces 3 v
e V(D) tal que (v, u) e F(D), pero u ¢ Q implica que (v, 1) € £(Q1) —  (Q2),
es decir, £ (Q1) # f (Q2).

Consecuentemente la funcion { es inyectiva.

..El nidmero de cuasinucleos de D es menor o igual al nimero de

cuasinucleos de L(D) @

Observemos la digréfica D expuesta en el siguiente dibujo:

h k
D O i "O® >e
u % W

Los cuasintcleos de D son {w}y {w, u}, ya que w debe estar en cada
cuasintcleo de D por ser pozo de D. Notemos que {w/} es cuasintcleo de D
pues {(u, v), (v, w)} c F(D). Como {w, u} es un conjunto independiente en D
y contiene a 'w, entonces es otro cuasinucleo de D. Por lo tanto D tiene dos
cuasinucleos distintos.

En seguida mostramos la digrafica de lineas correspondiente a la digréafica
anterior:
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L(D) [ PE—. >e
m h kR

Por el lema 3.1, f({w}) = {k} y {(fw, u}) = {k, m} son dos cuasinlcleos
distintos de L(D). Esta vez, D es isomorfa a L(D), por lo tanto, D tiene el mismo
namero de cuasinucleo que L(D).

El que cada vértice de la digrafica D deba tener grado interior distinto de
cero no se puede suprimir, veamos el siguiente ejemplo:

D tiene dos cuasinlcleos, a saber, {z}y {x, z}, observemos a L(D)

L(D) h® >e ;

L(D) solo tiene un unico cuasinicleo, a saber {({z}) = {k} = £({x, z}), por
esta razon es imprescindible la hipotesis del ingrado mayor o igual a 1 en cada
vértice.

Veamos un ejemplo de digrafica D, la cual satisface las hipétesis del
teorema 3.2, de tal forma que tanto L(D) contiene mas cuasindcleos que D.

Si D es la unién ajena de n componentes conexas, todas ellas isomorfas a
la digrafica completa simétrica de orden tres, es decir, K3, entonces L(D) tiene
al menos m cuasinucleos mas que D. Centremos nuestra atencion en las

flechas simétricas de D y veamos el caso en el que n =2, o bien, D = K3 U Ka.

La representacion de la digréafica D es la siguiente:
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X, R X, SL X THLAY, RE Y, SKE Y, T, {2, RE {2, S}, {Z, T} son
los Unicos cuasinucleos de D, es decir, D tiene 9 cuasindcleos distintos. No
pueden estar dos vértices de la misma componente conexa contenidos en un
mismo cuasinucleo de D pues romperian su independencia, ademas, cada
vértice de cualquier componente conexa es cuasiabsorbente en dicha
componente a la cual pertenece.

Construyamos ahora L(D) = L(K3) U L(K3)

d e j 3

" N/ N

6
oo N
m

Por el teorema 3.1, {({X, R}) = {a, f, g mJ}, {({X, S}) = {a, f, j, O, 1(X,
T) = {a, f, k, A}, {{Y, R}) = {d, ¢, g, m}, {{Y, S} = {d;, ¢, j, }, +{Y, T}) =
i, c, k, W}, {(1Z, R}) = {e, b, g, m}, {({Z, S}) = {e, b, j, [}, {({Z, T}) = {e, b,

k, h}, son cuasintcleos de L(D).
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Por otro lado, los conjuntos de la forma {u, v} < V(L(D)), donde u < {a,
b, c, d, e flyvelg h i j k, m}, son cuasinicleos de L(D) ya que todo
vértice de cualquier componente fuertemente conexa de L(D) es cuasinucleo
en dicha componente.

Tan solo con estos conjuntos de cuasinucleos de L(D) superamos el
namero de cuasinucleos de D en mas de n = 2. Observemos que L(D) tiene la
misma cantidad de componentes conexas que D, y ademas

| V(Ks)| = nimero de cuasindcleos distintos de Ka.
mientras que en L(D) tenemos
| V(L(K3)) | < ndmero de cuasindcleos distintos de L(K3)
como K3 es una digrafica completa y simétrica, entonces L(D) tiene el doble de
vértices en cada componente conexa isomorfa a L(K3) por lo que el nimero de

cuasinucleos de L(D) aumenta al menos el doble siendo n = 2, recordemos que
estamos analizando un caso particular.

3.2.1 Numero de cuasinucleos en la digrafica de
lineas.

En esta seccion analizaremos algunos casos donde se da la igualdad del
teorema 3.2, por otra parte, veremos algunas digraficas que satisfacen la
desigualdad estricta del mismo teorema, pero antes necesitamos demostrar los
siguientes dos lemas.

LEMA 3.3: Sea D una digrafica tal que 8 (D) = 1. Si Q es el conjunto de
pozos de D, entonces {(Q), es el conjunto de pozos de L(D).

DEMOSTRACION:

Sea D una digréfica y Q es conjunto de pozos de D. Consideremos A =
(a, b) € V(L(D)) arbitrario.

= Sib e Q, entonces h € £Q). Sabemos que & *p (b) =5 |p) (M), como
Q es el conjunto de pozos de D, § * p (b) =0, entonces § * | py (1) =0, es
decir, i es pozo de L(D).
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= Si b ¢ Q, entonces h ¢ Q). Como Q es el conjunto de pozos y no
contiene a b, entonces & " p (b) > 0, esto implica que el exgrado de A es
mayor que cero en L(D), es decir, A no es pozo de L(D).

. {(Q), es el conjunto de pozos de L(D)e

LEMA 3.4: Sea D una digréfica tal que 8 (D) 21, N < F(D). Si /N es el
conjunto de pozos de L(D), entonces {v € V(D) / v es vértice terminal de
alguna i € N} es el conjunto de pozos de D.

DEMOSTRACION:

Sea D una digréfica de exgrado minimo no nulo, /N el conjunto de pozos
de L(D). Consideremos v e V(D) arbitrario. Por hipétesis § ~ p (v) 2 1, tenemos
dos casos:

= Si v es vértice terminal de alguna flecha A € F(D), con h e N,
entonces § | p) (M) =0=35"p (Vv), es decir, v es pozo de D.

= Si v es vértice terminal de alguna flecha A € F(D), con h ¢ N,

entonces & * |y (A) > 0, esto implica que § * p (V) > 0, es decir, v no es
pozo de D.

- {v € V(D) | v es vértice terminal de alguna i € N} es el conjunto de

pozos de De

En el siguiente teorema veremos un caso especial del teorema 3.2 en
donde la digrafica de lineas contiene el mismo nimero de cuasinucleos que la
digrafica original.

TEOREMA 3.3: Toda digréfica D cuyo ingrado minimo es al menos 1,
tiene un Unico cuasindcleo si y solo si L(D) tiene un Unico cuasinucleo.

DEMOSTRACION:
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Demostraremos primero que toda digrafica con un unico cuasinucleo y
grado interior no nulo satisface que su digrafica de lineas contiene un unico
cuasinucleo.

Sea D una digréfica tal que vV x € V(D), § ~ (x)>1, Q el tnico cuasintcleo

de D.
P. D. L(D) tiene un solo cuasinucleo.

Por el teorema 2.3 [capitulo 2], Q es nlcleo de D y consiste sélo de
pozos. Por el teorema 3.1, {(Q) es cuasinucleo de L(D). Por el lema 3.3, {(Q)
es el conjunto de pozos de L(D). Por el teorema 2.3 [capitulo 2], {(Q) es nlcleo
de L(D). Por la observacion 1 [capitulo 2], {(Q) es el Gnico nucleo de L(D) y por
el teorema 2.3 [capitulo 2], L(D) tiene un unico cuasindcleo, ademas {(Q) es un
conjunto independiente maximo en L(D) por ser nucleo en esta digréfica.

Por lo tanto, L(D) contiene un Gnico cuasintcleo . . . (1)

Demostremos ahora el otro sentido del teorema. Sea D una digréfica cuyo
ingrado minimo es distinto de cero y L(D) tiene un Unico cuasinucleo Q, por el
teorema 2.3 [capitulo 2], Q esta compuesto solamente por los pozos de L(D) y
es el unico nucleo de esta digrafica. Por el teorema 3.2, D tiene a lo mas un
cuasinucleo. Como toda digrafica contiene un cuasindcleo por el teorema de
Chvatal Lovasz [5], entonces D contiene un unico cuasinucleo.

Por consiguiente, si L(D) contiene un solo cuasinucleo, entonces D
contiene un solo cuasinucleo . . . (2)

-.Por (1)y (2), queda demostrado el teorema 3.3

No podemos eliminar la condicion del ingrado minimo distinto de cero de
lo contrario el teorema no necesariamente se cumple para cualquier digrafica,
de aqui el siguiente ejemplo:
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Observemos que & p(A) = 0, es decir, D no satisface las hipétesis del
teorema 3.3.

£(D) [ a3

{k} es el Gnico cuasintcleo y nucleo de L(D) mientras que {x, z}y {z} son
dos cuasinucleos distintos de D, por esta razon, si L(D) tiene un Unico
cuasinucleo, entonces no necesariamente D tiene un solo cuasinicleo.

Concluimos entonces que el teorema 3.3 es cierto solamente si (D) = 1.

Veamos ahora otros ejemplos de digraficas con ingrado minimo distinto de
cero, donde la digrafica de lineas tiene el mismo namero de cuasinucleos que
la digrafica original. Es claro que toda digrafica D isomorfa a su digrafica de
lineas cumple con dicha propiedad. Es el caso de los ciclos dirigidos C, = (xo,
X1, X2, . . ., Xn). Por el lema 3.1, sabemos que L(C,) = G,. Por lo tanto, C,
tiene el mismo nimero de cuasinudcleos que L(C,), V n € N.

Conozcamos otra familia de digréficas, las cuales también son isomorfas a
sus digraficas de lineas correspondientes y satisfacen el teorema 3.2.

En el dibujo siguiente podemos apreciar la representacion de dos
digraficas sobrepuestas, una de color negro (D;) y la otra de color gris (D>).
Observemos que D; es la digréfica de lineas correspondiente a D; y ambas son
digréficas isomorfas. Lo que pretendemos mostrar aqui es que cualquier
digréfica de este tipo cumple con las propiedades anteriores, sin importar la
longitud del ciclo dirigido que contienen y la longitud de las trayectorias
dirigidas que parten de los vértices del ciclo dirigido. Recordemos que estamos
considerando solo digréficas finitas.
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Existen otros ejemplos de digréficas isomorfas a su digrafica de lineas, sin
embargo, lo que realmente nos interesa, es saber si existe una digrafica que
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contenga al menos dos cuasinucleos distintos y satisfaga la igualdad del
teorema 3.2, sin ser isomorfa a su digrafica de lineas correspondiente.

Presentamos a continuacion un ejemplo:

D J] /3 Jm
() [ ) [
c n >c[ ¥ > e

Los cuasintcleos de la digrafica D son: {e, b}, {e, c}, {e, a}y {e, b, cl.

Observemos que como e es pozo de D, debe pertenecer a cualquier
cuasinicleo de D, de lo contrario no seria cuasiabsorbido por nadie. Como (d,
e) € F(D), entonces d no puede estar contenido en ningin cuasinicleo, de
hecho, los conjuntos de vértices que son independientes y contienen a e son

precisamente los cuasinucleos de D. Por lo tanto, D contiene solo 4
cuasinucleos distintos. Veamos en seguida la digrafica de lineas de D.

h
04’01%\‘
L(D) Je@ o

\04,0

k n

Por el teorema 3.2, {r, A}, {r, k}, {r, j} y {r, h, k} son cuasinlcleos de D
y ¥ es pozo en L(D), esto implica que ni n ni m pueden estar contenidos en
ningun cuasinucleo de D por ser adyacentes a 7, como son los uUnicos
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conjuntos de vértices que son independientes en L(D) y contienen a 7,
entonces son los Unicos cuasinucleos de L(D). Por lo tanto L(D) contiene 4
cuasinucleos distintos.

Entonces la digrafica mostrada en el ejemplo anterior satisface la igualdad
del teorema 3.2 sin ser isomorfa a su digréfica de lineas.

Veremos a continuacion que ¥V n = 3 (n € N), existe una digrafica que no
es isomorfa a su digrafica de lineas y satisface la igualdad del teorema 3.2.

Se trata de D, tal que
V(Dn) = {X0, X1, X2, . . ., Xn—2} U U}y

F(Dy) = {ei= (xi—1, xi)/ie{1,2,...,n=1}donde x,_1 = xo} U {h =
(xo0, W, kR = (x1, W)}

Observemos gque el ingrado minimo de estas digraficas siempre es 1, ya
que V xi e V(D),8 (x))=1lconie{0,1,2,...n-2} mientras que d (u) = 2.
Por otro lado, el nimero de pozos de L(D,) es exactamente la suma de los
ingrados de los pozos de D,, V n € N. En esta familia de digraficas, L(Dy)

tiene solo dos pozos, pues el Gnico pozode D,esuy s (u)=2vne N.
Presentamos a continuacion la digrafica mas pequefia de este tipo:

Se trata de D3, donde
V(Ds) = {x0, X1/ U {u}y

F(Ds) = {ei= (xi_1, x1)/ i € {1, 2} donde x, = xof U {h = (x0, W), k = (x4,
u)}.

Observemos su representaciéon geométrica en seguida:

u
o
D3 / VX
€
>
Xo L [ .Xl
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Como u es pozo de D3, debe intersecar cada cuasinucleo de D3, de hecho
es cuasinucleo y nacleo de D3, ya que {h = (xo, u), R = (x1, u)} € F(D3), por
esta misma razon es el Unico cuasinucleo de D3, recordemos el teorema 2.3,
[capitulo 2]. Por lo tanto D3 tiene un solo cuasindcleo.

A continuacion podemos apreciar la digrafica de lineas de Dg:

L(Ds)

h k
g ]
o

>e
(&) < é1

Por teorema 3.3, L(D3) contiene un Unico cuasinicleo, a saber {a, k}.
Veamos el caso en el cual n = 4:

és ﬁ
@4 (1

X1 k u

Los cuasinticleos de la digrafica arriba expuesta son: {u, x>}y {fu}. Como
u es pozo de Dy, debe estar contenido en cualquier cuasinucleo de D4 de lo
contrario no seria cuasiabsorbido por nadie. Ademéas {u} es un conjunto
independiente por ser unitario y es un cuasinicleo de Dg4, puesto que {(x2, Xo),
(X0, U), (x1, W)} = F(Da).
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Por otro lado, como {x», 1} es un conjunto independiente de vértices en
D4, entonces es un cuasinlcleo de D; ya que contiene a {u} el cual es
cuasiabsorbente en Da.

Puesto que X es el Gnico vértice no adyacente a u en Dy, entonces {u}y
{x2, u} son los Unicos conjuntos independientes de Dj.

Por lo tanto D4 tiene solo dos cuasinucleos distintos.

OBSERVACION 3.1: {x,, u} es nicleo de D4 pues u absorbe a {x,
x1} = V(Ds4) — {x2, u}, por medio de las flechas {(xo, 1), (x1, u)} = F(Ds).

Veamos ahora la digrafica de lineas correspondiente a la digrafica
anterior:

E () ﬁ
[ [ [
L(D,) \ / \ /
(4 .4 ® é3

Por el teorema 3.2, f(fu}) = {k, Al y £({x, u}) = {k, h, e} son
cuasintcleos de L(D4). Observemos que {k, A} es el conjunto de pozos de
L(D4), por lo que, esta contenido en la interseccién de todos los cuasindcleos
de dicha digrafica. Como e, es el unico vértice de L(D4) que no es adyacente a
A ni a k, entonces {k, A, e,} es el Gnico conjunto independiente de vértices de
L(D4) distinto de {k, A}). Por lo tanto L(D;) contiene exactamente dos
cuasinucleos distintos al igual que Dy.

OBSERVACION 3.2: Por teorema 3.1, {k, A, e»} es nGcleo de L(D,).

Sin =5, conozcamos la representacion geométrica de Ds:
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Ds e3 e1 ®u

Los cuasinicleos de Ds son {xs, 1}, {x», ul. En este caso u es el tnico
pozo de Ds, razén por la cual T~ (u) = {xo, x1} no interseca ningdn
cuasinicleo de Ds. Como V(Ds) — {u, x2, x3} = {x0, x1} y (x2, Xx3) € F(Ds),
entonces {u, x., X3} no es independiente en Ds.

Observemos la representacion de L(Ds) a continuacion:

é3 [ ﬁ

e o »®
L(Ds)

O © »©®
(&) (1 k

Por el teorema 3.2, {k, h, e} y {h, k, es} son cuasinicleos de L(Ds).
Como {h, k} es el conjunto de pozos de L(Ds), entonces I' ~ ({h, k}) = {es, ei}
no interseca ningln cuasinicleo de L(Ds). Notemos que V(L(Ds)) — {A, R, e,
esf = { e, es) y (e e3) € F(L(Ds)) implica que {h, k, e, es} no es
independiente en L(Ds). Por lo tanto L(Ds) contiene solo dos cuasinucleos
distintos al igual que Ds.
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En conclusion, D, (n = 3, n € N)se constituye por un ciclo dirigido C =
(X0, €1, X1, €2, X2, . « « , Xn—2, €n—1, Xn-1 = Xo) de longitud n — 1 y un pozo u,
el cual es adyacente desde los dos primeros vértices de C.

Demostremos ahora que L(Dp) tiene el mismo numero de cuasinucleos
que D,,Vn=3,ne N.

Consideremos la digréfica Dy, con n’ € N. Por definicién de D,, u e
V(Dy) es el tnico pozo de D,. Como {h = (xo, u), R = (x1, W)} € F(Dy) V n e
N, entonces {h, R} < F(Dy), por esta razon, {x,, X1} no intersecta ningin
cuasintcleo de Dy. Por otro lado, por el lema 3.3, #({u}) = {h, k} es el conjunto
de pozos de L(Dy). Como {(es, k), (er_1, h)} = F(L(D), V n € N, entonces {es,
ey _ 14 no interseca ningdn cuasindcleo de L(Dy).

Observemos que la digrafica D, — u = C = L(Dy) — {h, R}, por lo que
tienen el mismo nimero de cuasintcleos distintos. Recordemos que C = (xo,
€1, X1, €2, X2, . . ., Xn—2, €r_1, Xn—1 = Xo) €s un ciclo dirigido de longitud n’
— 1y es una subdigrafica inducida de Dy,.

Sea A < V(D - u), la familia de cuasinucleos de D, — u, los cuales no
contienen a Xo, ni a x1; B < V(L(Dy)) — {h, k}) es la familia de cuasinicleos de
L(Dn) — {h, R}, los cuales no contienen a e; ni a ey _ 1. Por la afirmacion del
parrafo anterior, | A| = |B|, ya que estamos quitando dos vértices
consecutivos en cada familia. Como u debe intersecar todos los cuasinucleos
de Dy, entonces Dy tiene | A| cuasintcleos distintos. Como {A, k} interseca
cada cuasinucleo de L(Dy), entonces L(Dy) tiene | B| cuasinucleos distintos.

Por lo tanto, D, tiene el mismo numero de cuasinucleos que L(Dy), V n 2
3,ne N.

Demostramos asi que la familia de digraficas de la forma D,, satisface la
igualdad del teorema 3.2.

Es probable que existan mas digraficas con la propiedad expuesta en el
teorema 3.2. Sin embargo, deseamos saber qué caracteristicas debe cumplir
una digrafica para que satisfaga la desigualdad estricta del teorema 3.2. Es
claro que existen digréficas de este tipo empezando por la digrafica siguiente:
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Cada vértice de D es un cuasinicleo de D, es decir, Q; = {u}, Q. = {v}y

Qs = {w/} son los cuasinicleos de D y son los Gnicos ya que cada par de

vértices distintos de D esta relacionado por al menos una flecha en F(D). Por lo
tanto D tiene solamente 3 cuasinucleos distintos.

Observemos la digréafica L(D):

L(D)

Por el teorema 3.2, {({v}) = {j, m}, {(tu}) = (A} y f(tw}) = {k} son
cuasintcleos de D. Por otro lado, {j, k} = {(Qi) V i e {1, 2, 3}, no obstante, {j,
k} es un cuasintcleo de L(D) debido a que {(k, j), (j, k)} n F(L(D)) = &,
mientras que {(m, h), (A, j)} = F(L(D)). Observemos que el conjunto A = {v
V(D) / v es vértice terminal de A 6 j en D} = {w, v} no es un conjunto

independiente de vértices en D, ya que (w, v) € F(D). Por lo tanto, D satisface
la desigualdad estricta del teorema 3.2.



134

En adelante, estudiaremos esta clase de digraficas para intentar encontrar
las condiciones suficientes para que se de la desigualdad estricta del teorema
3.2, para esto veremos a continuacién algunas definiciones.

Sea una digréfica D.

Consideremos {h, k} < F(D), con A = (u, v), k = (w, x). Un AR — camino
dirigido por flechas T es un camino dirigido en D tal que T = (u = xo, h = ey,
V=X1, €, X2, ..., €h-1,W =Xn_1, €1 = R, X = X;,). Observemos que h es
la flecha inicial de 7, mientras que kK es la flecha terminal de 7.

Diremos que A < F(D) es un cuasintcleo por flechas de D si cumple:

= Si{h, R} = A, entonces no existe un ik — camino dirigido por flechas de

longitud 2 y no existe un kA — camino dirigido por flechas de longitud 2
en D. (Propiedad de independencia por flechas)

= V h=(u v)e FD)- A, existe K = (W, x) € A, tal que D contiene un
vx — camino dirigido de longitud a lo mas 2, el cual contiene a k.
(Propiedad de cuasiabsorbencia por flechas)

En otras palabras A es un cuasinicleo por flechas si satisface las
siguientes dos condiciones:

= Si{h, R} = A, entonces el vértice terminal de A (k respectivamente) no
es vértice inicial de k (h respectivamente) en D.

= V h e FD) - A, existe kK € A tal que el vértice terminal de A esta a

distancia a lo mas 1 del vértice inicial de k.

Veamos un ejemplo de cuasinicleo por flechas en la digrafica que
mostramos en seguida:

h he hs hy hs
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A = {h3, hs, hs} es un cuasinicleo por flechas de D, ya que no existe un
hih; — camino dirigido por flechas de longitud 2 y no existe un A;A; — camino
dirigido por flechas de longitud 2 en D, V {i, j} < {3, 4, 5}, ademas, 7 = (v, w,
x) es un vx — camino dirigido de longitud 2 en D, el cual contiene un wx —
camino dirigido de longitud menor a 2 en D, con {hy = (u, v), h, = (v, w)} =
F(D) - A.

Por lo tanto, A es un cuasinucleo por flechas en D.
Observemos que el conjunto de flechas, las cuales tienen en comun el

vértice terminal (inicial respectivamente), es un conjunto independiente por
flechas.

LEMA 3.5: Dada una digrafica D de ingrado minimo distinto de cero. Si

Q < V(D) es un cuasinucleo de D, entonces f(Q) es un cuasinucleo por flechas
de D, donde

AQ)={h=(a, b) e F(D)I b e Q}

DEMOSTRACION:

Sea una digrafica D y Q < V(D) un cuasinucleo de D.

P.D. AQ) = {h = (a, b) e F(D) | b € Q} es un cuasintcleo por flechas de

(a) Si {h, k} = #Q), entonces el vértice terminal de A (k
respectivamente) no es vértice inicial de k (h respectivamente) en D.

Sean h = (a, b)y k = (c, d) dos elementos distintos de #Q).

Como Q es cuasinucleo de Dy {b, d} < Q, entonces (b, d) ¢ F(D) y
(d, b) ¢ F(D).

Por lo tanto, el vértice terminal de A (k respectivamente) no es
vértice inicial de k (h respectivamente) en D, de lo contrario ¢ = by
d = a, contradiciendo la independencia de Q en D.

(b) Vv h e F(D) — {(Q), existe k € (Q) tal que el vértice terminal de
h estéa a distancia a lo mas 1 del vértice inicial de k.
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Sea h = (u, v) e F(D) — {(Q), es decir, v ¢ Q por definicion de
#(Q). Como Q es cuasinucleo de D, tenemos dos subcasos:

» 3 x e Qtalque e = (v, x) e F(D), entonces e es un vx
— camino dirigido de longitud 1 en D, con e € #(Q), es
decir, el vértice terminal de A es inicial de e € AQ).

= 3yeV(D)-Qy3 xeQtalque e = (v, y) e =(y,
x)}  F(D), entonces (v, e1, V, €, X) es un vx —
camino dirigido de longitud 2 en D, donde d(v, y) =1,
con e; = (y, x) € {(Q).

Por lo tanto, V A € F(D) — (Q), existe k € Q) tal que el vértice
terminal de /1 esta a distancia a lo mas uno del vértice inicial de k.

. Por (a)y (b), {(Q) es un cuasintcleo por flechas de De

La siguiente cuestion es: ¢los vértices finales de un cuasinicleo por
flechas de D forman siempre un cuasinicleo de D? No necesariamente, de
aqui el siguiente ejemplo:

A = {k, j} es un cuasintcleo por flechas de D ya que la longitud minima
de Iosjlé — caminos dirigidos por flechas contenidos en D es 3 y la de los ﬁj—
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caminos dirigidos por flechas contenidos en D es 4, ademas C = (u, i, w, 7
u) es un uu — camino dirigido de longitud 2 contenido en D, el cual contiene aj
= (w, u),

Sin embargo, B = {v € V(D) / h = (u, v) ¢ A} = {fu, v} no es
cuasintcleo de D pues A = (v, u) € F(D).

Luego entonces, los vértices finales de un cuasinucleo por flechas de D no
siempre forman un cuasinucleo de D.

Denotemos con (; a la familia de cuasinucleos por flechas de una
digrafica D.

9={Ac GIB={veVD)/h=(u v)e A}esun cuasinicleo de D}.

P={AcCGIB={veVD)/h-=(u v)e A} no es un cuasinicleo de
D/

Esclaroque 9N P =
Explicitamente, ((}) = QU P.

TEOREMA 3.4: Sea D una digréfica tal que 6 (D) 2 1. Si A es un
cuasintcleo por flechas de D, entonces A es un cuasinucleo en L(D).

DEMOSTRACION:

Sea A < F(D), un cuasinucleo por flechas de D, es decir, para cualquier
pareja de elementos distintos Ay k en A, no existe un AR — camino dirigido por
flechas de longitud 2 y no existe un kA — camino dirigido por flechas de longitud
2 en D, ademas, V i = (u, v) € F(D) — A, existe kR = (W, x) € A, tal que D
contiene un vx — camino dirigido de longitud a lo mas 2, el cual contiene a k..

Por definicion de L(D), A, < V(L(D)).
P. D. A, es un cuasinucleo en L(D).

(a) Independencia de A_en L(D).
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Sean h, k dos elementos distintos de A .

Por definicién de cuasintcleo por flechas, no existe un Ak —
camino dirigido por flechas de longitud 2 y no existe un kA —
camino dirigido por flechas de longitud 2 en D.

Por definicion de digréafica de lineas, (A, k) ¢ F(L(D)) y (k, h) ¢
F(L(D)).

Por lo cual, A, es independiente en L(D) . . . (1)

(b) Cuasiabsorbencia de A, en L(D).

Sea h e V(L(D)) - A,

Por definicion de cuasintcleo por flechas, V A = (u, v) € F(D) — A,
existe k = (w, x) € A, tal que D contiene un vx — camino dirigido
de longitud a lo mas 2, el cual contiene a k, es decir, D contiene un

ux — camino dirigido de longitud a lo mas 3, el cual es un AR —
camino dirigido por flechas en D de longitud a lo mas 3.

Por definicion de digréafica de lineas, existe un Ak — camino dirigido

por flechas de longitud a lo mas 2 en L(D), con k = (W, x) e A <
V(L(D)).

Lo anterior implica que A, es cuasiabsorbente en L(D) . . . (2)

Por (1)y (2), A, es un cuasinicleo en L(D) e

Obtengamos la digrafica de lineas del ejemplo anterior la cual se muestra
en la siguiente ilustracion:

Hm
SR
wm
)
El )
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A, = {hs, hs, hs} es un cuasintcleo de L(D), ya que no existen flechas
entre As, As y hs, es decir, A es independiente en L(D). Por otro lado, Ay y A,
son cuasiabsorbidos por Az mediante las flechas (A, h2)y (hs, h3) contenidas
en F(L(D)), como {h;, h} = V(L(D)) — A, entonces A, es un conjunto

cuasiabsorbente en L(D). Por lo tanto A es un cuasinucleo de L(D).

COROLARIO 3.1: Sea D una digrafica de ingrado minimo distinto de
cero. Si ((G) = Q U P, con P # J, entonces L(D) contiene mas cuasinucleos
distintos que D.

DEMOSTRACION:

SeaD,talques (D)=21y () =9 u P con P = J. Porellema 3.5, el
conjunto de flechas cuyos vértices terminales forman un cuasinucleo en D, es
un cuasinucleo por flechas en D. Por el teorema 3.4, el namero de
cuasinucleos por flechas de D es menor o igual al nimero de cuasinucleos de
L(D). Como los vértices finales de los elementos de un cuasinucleo por flechas

en D, no siempre forman un cuasinucleode Dy P # & en D.

.. L(D) contiene mas cuasinucleos distintos que De

La cuestion es averiguar cuales son las caracteristicas de las digraficas
que satisfacen el corolario 3.1.

LEMA 3.6: Sea D una digrafica tal que 8 (D) = 0. Si A es un
cuasinucleo por flechas de D, entonces B = {v e V(D) / h = (u, v) € A} es
un conjunto cuasiabsorbente en D.

DEMOSTRACION:

Sea D una digréafica tal que 5 (D) = 0.

Consideremos un cuasintcleo por flechas Ade Dy B={v e V(D) / h =
(u, v) e Aj.

Sea u € V(D) — B. Como & p (u) # 0 (por hipotesis), entonces 3 A = (x,
u) e F(D). Por definicion de u, i ¢ A. Por definicion de 4,3 k = (y, v) e A
tal que 3 uv — camino dirigido de longitud a lo mas 2 en D, el cual contiene a k.
Como k € A, entonces v € B, es decir, U esta a distancia a lo méas dos de v
e B.
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.. B es un conjunto cuasiabsorbente en De

OBSERVACION 3. 3: Si un cuasintcleo por flechas Ade Dy B = {v
e V(D) / h = (u, v) € A} no es un cuasinicleo en D, entonces B no es un
conjunto independiente de vértices en D.

En conclusion, los vértices terminales de cada conjunto A < 2, no es un
conjunto independiente en D.

3.3 Cuasinucleos ajenos en la digrafica de lineas

En el capitulo 2, enunciamos una conjetura de Gutin, Meng, Guan y Yeo
[8], la cual afirma que toda digrafica sin pozos contiene al menos dos
cuasinucleos ajenos. Recordemos que esta conjetura solo ha sido demostrada
para digraficas nucleo perfectas y digraficas con cuasinucleos de cardinalidad a
lo mas 2. Ya sabemos que toda digrafica con al menos dos cuasinicleos
ajenos carece de pozos. Entonces veremos que la digrafica de lineas contiene
el mismo numero de cuasinicleos ajenos que su digrafica original, si D
contiene dos cuasinucleos ajenos.

LEMA 3.7: Dada una digrafica D donde 6 (D) > 0. Si D contiene dos
cuasinucleos ajenos, entonces L(D) contiene dos cuasinucleos ajenos.

DEMOSTRACION:

Sea D una digréfica, Q y R dos cuasinucleos ajenos de D, por lo cual, D
no tiene pozos, es decir, el grado exterior minimo es distinto de cero, ademas
#(Q) y f(R) son dos cuasinucleos en L(D) por el teorema 3.2. Supongamos que

3 u e V(L(D)) tal que u € Q) N f(R) con u = (a, b) e F(D), donde b e Qy a
e V(D) — Q pues Q es independiente, sin embargo, por definicion de (R), b <
Ry a e V(D) — R, esto quiere decir que R n Q # & CONTRADICCION. Esta
surgio al suponer que {(Q) y {(R) no eran ajenos.

.. L(D) tiene dos cuasindcleos ajenose
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Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis, es el estudio de cuasinucleos. El
resultado fundamental otorgado por Chvatal y Lovasz [5] fue que toda digrafica
contiene un cuasinucleo. Con base a esto, observamos que si la digréafica
contiene pozos y el conjunto de vértices de este tipo es un conjunto
absorbente, entonces el cuasinucleo de la digrafica es Unico. Si la digrafica no
contiene pozos, entonces contiene al menos dos cuasinucleos distintos.

Ademas, vimos las condiciones necesarias para que la digrafica contenga
exactamente dos cuasinucleos diferentes.

Retomando las observaciones anteriores, pudimos concluir que una
digrafica tiene al menos tres cuasinucleos distintos si es fuertemente conexa,
de orden al menos 3 y no isomorfa a un 4-ciclo dirigido.

Notamos a la vez que si la digréfica no tiene nicleo entonces contiene al
menos tres cuasinucleos distintos. Es el caso de los torneos con exgrado no
nulo.

Asi que proporcionamos una familia de torneos que contienen
exactamente tres reyes o cuasinucleos de cardinalidad 1.

Hasta ahora no existe algoritmo que determine la cantidad exacta de
cuasinucleos en cualquier digrafica que contenga mas de 3 cuasinucleos
distintos, sin embargo, también existen torneos donde cada vértice es rey, es
decir, existen digraficas que contienen tantos cuasinucleos distintos como
vértices.

Abordamos también la existencia de cuasinucleos ajenos en digréficas sin
pozos. En este dmbito, mencionamos la conjetura: Toda digrafica sin pozos
contiene al menos dos cuasinucleos ajenos. Gregory Gutin, Khee Meng Koh,
Eng Guan Tay y Anders Yeo [8], la demostraron sélo para digraficas nucleo
perfectas y para digraficas con cuasinucleos de cardinalidad a lo mas 2. Es
claro que toda digrafica sin pozos contiene al menos dos cuasinucleos
distintos, pero eso no necesariamente implica que sean ajenos.

Una vez estudiado el nimero de cuasinucleos en una digrafica, nos
enfocamos en su digrafica de lineas correspondiente. Basandonos en el
teorema de Hortensia Galeana, Laura Pastrana y Hugo Rincon [6]: Toda
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digrafica D con 3 (D) > 0 tiene al menos el nimero de cuasinlcleos distintos
que su digrafica de lineas correspondiente; tratamos de encontrar las
condiciones necesarias para que una digrafica satisfaga, ya sea la igualdad o
desigualdad estricta del teorema mencionado.

Para el primer caso, mencionamos que toda digrafica tiene un Unico
cuasindcleo si y solo si su digrafica de lineas contiene sélo un cuasinucleo; es
decir, la digrafica satisface la igualdad del teorema para numero de
cuasindcleos igual a uno. Es claro que toda digrafica isomorfa a su digréfica de
lineas satisface la igualdad del teorema. Es el caso de los ciclos dirigidos.

En cuanto a las digraficas que satisfacen la desigualdad estricta del
teorema sefalado, definimos un cuasinucleo por flechas para luego demostrar
que si la digrafica contiene un cuasinicleo por flechas cuyo conjunto de
vértices terminales no es un cuasinucleo de la digréafica referida, entonces ésta
contiene menos cuasinucleos distintos con respecto a su digrafica de lineas.
Falta determinar la estructura de la digrafica para que contenga dicho
cuasinucleo por flechas ya que esta situacién no siempre se da.

Finalmente, un nuevo paso hacia la investigaciéon podria ser el resolver las
siguientes dudas:

¢, Si el conjunto de vértices terminales de todo cuasinucleo por flechas de
una digrafica es un cuasinucleo de ella, entonces la digrafica referida contiene
el mismo namero de cuasinucleos que su digrafica de lineas?

¢cTendra toda digrafica tantos cuasindcleos por flechas como
cuasinucleos distintos tiene su digrafica de lineas?
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