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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo presentamos una serie de resultados que se han desarrollado en los tltimos diez anos
sobre el control a cero de la ecuacién del calor. La literatura sobre este tema es muy extensa y los
resultados publicados son de distinta indole. Véase por ejemplo en [7], [9] y [11]. Nos concentraremos
pues a analizar el control de la ecuacién del calor en un dominio acotado 2 C IR™ abierto, no vacio y con
frontera de clase C?. Ademés consideramos problemas con control distribuido, es decir, cuando el control
actia en un subconjunto abierto y no vacio w C ). S6lo imponemos condiciones de Dirichlet homogéneas
en la frontera de Q. Otras condiciones en la frontera se pueden ver en [8], [10] y [13] se pueden encontrar
resultados con control en la frontera.

Dado T > 0, definimos @ = Q x (0,7, X = 992 x (0,T). Consideremos la siguiente ecuacién del calor

lineal
yr — Ay +a(x,t)y =hl, en @
(1.1) y=0 en ¥
y(0) =3° en Q

donde 1,, denota la funcién caracteristica del conjunto w, a(x,t) € L=(Q), y° € L?(2) es un dato inicial
fijo y h € L?(w x (0,T)) es un “control” a determinar.

Decimos que el sistema (1.1) es controlable a cero (o que h es un control nulo de (1.1)) si para todo
y0 € L?(Q) existe h € L?(w x (0,T)) tal que la solucién correspondiente satisface

(1.2) y(T) = 0.
A lo largo de esta tesis también consideramos la ecuacién semilineal

ye— Ay + f(y) =hl, enQ
(1.3) y=20 en X
y(0) =y en

donde f es una funcién con distintos comportamientos.

Cuando f es una funcién globalmente Lipschitz la definicién de control a cero de (1.3) coincide con
la definicién dada para el caso lineal. Sin embargo, cuando f tiene un crecimiento “superlineal” existe la
posibilidad de una “explosién en tiempo finito”, es decir, existe 7™ tal que y(t) — oo cuando t — T*. En
ese caso necesitamos encontrar A € V, V un espacio de Banach a determinar, de manera que y solucién
de (1.3) verifique

y € C([0,T]; L*())

y(T) = 0.

iii



iv CAPITULO 1. INTRODUCCION

El trabajo estd estructurado de la siguiente manera. En el capitulo 1 damos una serie de resultados
preliminares que utilizaremos a lo largo de toda la tesis. En particular, presentamos resultados de existen-
cia y unicidad de soluciones y estimaciones de energia. Ademdas damos algunos resultados de compacidad
y un teorema de punto fijo que utilizaremos cuando estudiemos los casos semilineales siguientes: cuando
f es una funcién Lipschitz continua y cuando f es una funcién con crecimiento ligeramente superlineal.

En el capitulo 2 demostramos una “desigualdad de Carleman” para la ecuacion del calor. Esta parte
seguramente es la mas técnica de la tesis pero es necesaria ya que nos permite obtener una desigualdad
de observabilidad para el sistema adjunto que a su vez conduce al control a cero de la ecuacién del calor.
En el capitulo 3 demostramos el control a cero de la ecuacién del calor lineal. El capitulo 4 esta dedicado
a demostrar el control a cero de (1.3) cuando f es una funcién globalmente Lipschitz. Para hacer esto
utilizamos el resultado de control a cero en el caso lineal y mediante una técnica de punto fijo resolvemos
el caso semilineal. Finalmente, en el capitulo 5, demostramos el resultado principal de esta tesis. Veremos
que cuando se puede escribir

f(s) = s9(s)

)
|s|—o0 Log3/2(1 + |s])

entonces para todo dato inicial y° € W2P(Q) N HE () con p > n + 2, existe un control h € L?(Q) tal que
la solucién y de (1.3) verifica y € C([0,T]; L*(Q)) y y(T) = 0.

Este resultado se demostré originalmente en [7]. Sin embargo hemos utilizado una técnica muy
distinta a la utilizada alli. De hecho, construimos un control més regular a partir del control en L? que
se obtiene en el caso lineal utilizando una técnica que aprovecha el efecto regularizante de la ecuacién del
calor. Esta técnica fue introducida por Bodart et all (ver[3]) en un contexto muy distinto conocido como
“control insensibilizante”. Este problema analiza el control de dos ecuaciones de calor “en cascada” y
en ese contexto no es posible utilizar las técnicas de [7]. La técnica que utilizamos tiene la ventaja de
adaptarse a otros contextos como el de dominios no acotados (ver [12]).



Capitulo 2

Resultados preliminares

En este capitulo presentamos una serie de resultados que se utilizardn a lo largo de la tesis. Empezamos
recordando resultados de existencia y unicidad de soluciones para la ecuacién del calor.

En general consideraremos en este trabajo a {2 un conjunto abierto, acotado y con frontera 0f2 de clase
C? aunque algunas definiciones y resultados son validos en otro contexto. También utilizamos distintos
espacios de Sobolev. Para 1 < p < oo introducimos el espacio de Sobolev

WmP(Q) ={f € LP(Q)|D*f € LP(Q) para todo multiindice de orden |o| < m}

donde g1 geo 9o
Df = e f
Ox1 0o Oxy,
es la derivada en el sentido de distribuciones de f, y |a] = a1 + -+ + ay, es el orden del multiindice

(a1,...,an) € IN™.
Para p = 2 denotamos
H™(Q) = W™2(Q).

Estos espacios vectoriales son espacios de Banach (de Hilbert cuando p = 2) respecto a la norma
1
m p
1fllmp = ( YDA
|la]=0

En particular, en H'() tenemos la siguiente norma

1fll12 = </Q\f|2d:c+/Q!Vf\2da;)é.

Denotaremos por Wy"P(Q) la cerradura de C°(€) con la norma de W™P(Q). Asi H}(Q) denota la
cerradura de C°(€2) con la norma de H(Q). HE(Q) es un espacio de Hilbert y, cuando € es acotado

en alguna direccién,
1
2
111z ~ (/ IVf|2> -
Q

Esta equivalencia de normas se prueba con la desigualdad de Poincaré (ver [4] pagina 134). Definimos
W—™P(§2) como el espacio dual de WP () con 1 < p < 0.

También consideraremos espacios del tipo LP(0,T; X) y WP(0,T; X) para X un espacio de Banach. El
espacio LP(0,T; X) entra en la teoria que se conoce como espacios de Bochner [16]. En estos espacios es

1



2 CAPITULO 2. RESULTADOS PRELIMINARES

necesario definir una integral. Esta integral que tiene sentido cuando (A, X, 1) es un espacio de medida
y tomamos funciones f : A — X con X un espacio de Banach.

En nuestro caso consideraremos A = [0,7] y p = dt la medida de Lebesgue en [0,7]. A continuacién
definiremos funciones simples f : [0,7] — X.

Si {A1,...,Ax} es una coleccién finita de subconjuntos mutuamente disjuntos de [0,7] cada uno con
medida finita, y si {x1,...,2x} es un conjunto en X, se le llama a la funcién f, definida por
k
F) = xa, ), te[0,T),
i=1

una funcién simple de [0,7] en X. Para las funciones simples se define

k

T
/0 f)dt =3 | Al

i=1

La integral estd bien definida. Sea ahora f una funcién arbitraria definida de [0,7] en X. Se dice que f
es medible sobre [0, T, si existe una sucesién de funciones simples {f;} con soporte en [0, 7] tal que

(2.1) im 1£5() = F@®)lx =0 ctp. [0,T]

Se puede mostrar que f es medible si su rango es separable y si, para x’ en el dual de X, la funcién
escalar 2/(f(-)) es medible sobre [0, 7.

Supdngase que una sucesién de funciones simples { f;} que satisfacen (2.1) se puede escoger de tal manera
que

T
fim J/ 175 () = f(t)llxdt = 0.

Jj—00
Se dice entonces que f es Bochner integrable sobre X y se define
T T
(2.2) [ swde=1m [ g,
0 j—o0 Jo

donde el limite no depende de la eleccién de las funciones simples. Una funcién medible f es integrable
sobre [0, T siy s6lo si la funcién escalar || f(-)||x es integrable sobre [0, T']. De hecho se tiene la desigualdad
siguiente

T T
1] st < [ 1@
Sea 1 < p < co. Se dice que f € LP(0,T5 X) si || f|lzr(o,r;x) < 00, con
1
T P P 1<
£l r o) = { (S5 £ ) IBdt) sil<p<oo,
ess supeio ) ||lf(t)[x  sip=oo.

En este contexto definimos WP (0,T; X). Si 1 < p < oo, se dice que f € WLP(0,T; X) si I fllwreorx) <
00, con

- :{ (0 DRI+ IFOIE )" si1<p<on,
PO esssupenm (LFOlx +1701x) sip= oo,



donde la derivada de f con respecto a t estd definida en el sentido de distribuciones. Decimos que
Fe VVlgcm’l(O, T; X) si existe G € L}, .(0,T; X) tal que F = %Y:—f en el sentido de distribuciones.
Para a(x,t) € L*(Q) consideremos la siguiente ecuacién del calor:

wy — Aw+a(z,t)w=f enQ
(2.3) w=0 en X
w(0) = w en Q.

Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1 Sea f € L?(Q), w® € L?(2). Entonces, existe una tnica solucion w de (2.3) tal que
w e C([0,T], L*(%)),
w € L*(0,T; Hy ().

Ademds para cada 0 <t <t <T se tiene que

1/2
(2.4 ([ wrodn) " < (Iflla + N lzzey)
En particular
(2.5) lwllz 2@y < C (1fll2@) + 1w°llz2e )
y ~
(2.6) lwll 207 < € (IFllz2@) + 10° 22y )

donde C' > 0 es una constante genérica que puede variar de renglon en renglon. Mds aiun, cuando
w® € HY(Q), we L>®(0,T; H} () N L2(0,T; H*(Q) N HL(Q)) con
(2.7) lwll o 7,800y < € (IFllz2@) + 1Pl ey) -

Demostracién:

Los resultados de existencia quedan fuera de los objetivos de este trabajo pero se pueden encontrar en
[2]. Demostraremos tnicamente las estimaciones de energia. Empezaremos con la demostraciéon de (2.5)
y de (2.6). Para probar estos resultados se multiplica por w a la ecuacién (2.3), e integrando por partes

en () se obtiene
1d

= /wzdm—k/ \Vw|2dx+/ a(a:,t)dex:/fwdaz.
2dt Jo Q Q Q

Utilizando 2a3 < o + % para cada «, 8 € IR y la desigualdad de Holder tenemos:
d

(2.8) —/ w2dx+2/ |Vw|*dz < / dea:+(1+2HaHoo)/ w?dz.
dt Jo Q Q Q

Multiplicando (2.8) por e=“* con C' = (2||a||so + 1) obtenemos

d
— (eot/ wz(t)dx> +eiCt/ |Vw|*dx < e*Ct/ fdx
dt Q Q Q

Integrando sobre el intervalo [t/, t], tenemos

t t
e*Ct/ wQ(t)d:lH—/ efcs/ |Vw|*dzdt < / 6705/ f2dxds
Q % Q % Q
e O / w? () dxdt.
Q
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Asi, finalmente tenemos

t T
/ w? (t)dzx +/ e_cs/ \Vw|dzdt < C (// f2dxdt—|—/ wQ(t')dx> ,
Q t Q 0JQ Q

por lo cual, obtenemos (2.4). Esto implica en particular (2.5). Como L*(0,T;L%*(Q)) C L*(Q), se
obtiene (2.6). De manera similar, probaremos (2.7), es decir, multiplicamos por —Aw la ecuacién (2.3).
Integrando por partes en Q x (0,t), obtenemos

t t t
/ / VwVwdzdt + / / |Aw|*dzdt = / / fAwdzdt
0/Q 0/Q 0/Q

t
+// a(z, t)wAwdzdt.
0/

1 t t t
d// |Vw|2d:cdt+// | Aw|2dzdt < f// | Aw|2dzdt
2dt JoJa 0/Q 2 JoJa

1 rt 1 st t
_1_7// de:Edt—I——// aQdefL‘dt+E// | Aw|?dzdt.
2¢ JoJa 2¢ JoJa 2 JoJa
Para e = 1/2, se tiene

1 d t 1 t t
ff// |Vw|2da:dt+f// Aw|?de < 0// Pdudt
2dt JoJa 2 JoJa 0/

t
—i—C’HaHgO// w?dxdt.
0/o

t t
/ ]Vw(t)]de—l—// \Awy%zxgc// Pdadt
Q 0JQ 0/

t
+Cllal2 // dede/ Vw(0) 2.
0JQ Q

Asi tenemos

Finalmente se tiene

Esto termina la prueba de (2.7). |
A continuacién se presentaran una serie de resultados necesarios para el desarrollo de la tesis. En algunos
casos se menciona el resultado con su respectiva refencia.

En lo que sigue X y B son espacios de Banach. Sea 7,f(x) = f(z + h). Utilizaremos los siguientes
resultados que son una versién del Teorema de Fréchet-Kolmogorov debida a Simon [14].

Teorema 2 Supongamos que X C B con inclusion compacta, F C LP(0,T;B) donde 1 < p < oc.
Supongamos que F estd acotado en L, .(0,T;X) y que ||thf — fllzeo,r=n;B) — 0 cuando h — 0 uni-
formemente para toda f € F. Entonces F' es relativamente compacto en LP(0,T; B).

Observacién 3 El teorema nos dice en particular que L?(0,T; H3(Q)) N HY(0,T; L*(Q)) C L*(Q) es
una inclusion compacta.

Utilizaremos también el siguiente corolario:

Corolario 4 Sea X C B con inclusion compacta, y sea m cualquier entero. Sea F un conjunto acotado
en VVl;Cm’I(O,T; X) tal que %—f estd acotado en L"(0,T;B) donde r > 1. Entonces F es relativamente
compacto en C(0,T; B).



Para la prueba ver [14].

El Teorema 6 es un teorema de punto fijo debido a Kakutani que utilizaremos en los capitulos 4 y 5.
No incluiremos la demostracién pues queda lejos de los objetivos de esta tesis. Sin embargo el lector
interesado puede encontrar la demostracién en [1]. Para este teorema necesitamos primero incluir la
definicién de correspondencia hemicontinua superiormente.

Definicion 5 Sea A una correspondencia multivaluada definida sobre un subconjunto compacto K C X
con X un espacio de Hilbert y donde A(x) CY conY otro espacio de Hilbert. Consideraremos unicamente
correspondencias donde A(x) es no vacio convexo y cerrado. Sea Y’ el espacio dual de Y. Para todo
p €Y', definimos la funcién soporte de A(z) como

o(A(z),p) = sup <p,y>
yEA(z)

donde < -,- > denota el producto de dualidad Y'Y . Diremos que A es hemicontinua superiormente en
xo € K si y sdlo si para todo p € Y' la funcion x — o(A(x),p) es semicontinua superiormente en g, i.e,

limsup o (A(x),p) < o(A(zo),p),Vp €Y.

T—X0

Teorema 6 (Punto fijo de Kakutani). Sea K un subconjunto convexo y compacto de un espacio de
Banach X, y G : X — K una correspondencia multivaluada hemicontinua superiormente convexa y
cerrada. Entonces G tiene un punto fijo T € G(T) N K.



Capitulo 3

Desigualdad de Carleman

El objetivo de este capitulo es demostrar con todo detalle una desigualdad de Carleman para la ecuacién
del calor con potenciales. Esta desigualdad es la base para obtener una desigualdad de observabilidad que
implica la controlabilidad a cero de la ecuacién del calor lineal con potenciales. Con §2 y w verificando
lo enunciado en la introduccién y para a(z,t) € L>(Q), sea w solucién de la siguiente ecuacién del calor
lineal con potenciales:

w — Aw+a(z,t)w=f enQ
(3.1) w=0 en ¥

w(0) = w° en 2
donde f € L?(Q) y w® € L?() estan prefijados. A continuacién enunciamos, sin prueba, un resultado

que muestra la existencia de cierta funcién auxiliar. La demostracién se puede encontrar en [11].

Lema 7 Sea € abierto, acotado y de clase C?, dado w C § abierto y no wacio, existe una funcion

Y eC?)(Q), v >0enQytp=0endNy tal que V| #0 en Q\ w.

M4s ain, dado zp € 2, yd > 0, tal que Bs(xg) CC w, podemos elegir una funcién ¢ de tal manera que
|V1)| # 0 en Q\ Bs(zo). Nétese que por las condiciones sobre v se tiene que ng o < 0.

A partir del lema anterior, definimos las siguientes funciones:

eMW+m|Y]leo)

(3.2) o(x,t) = T —1)

@) tmlilioe) _ 2Amlb]loo
T — 1)

(3.3) P(w,t) =
con m > 1 fija.

Observaciéon 8 Consideramos m > 1 para que el numerador de (3.3) sea siempre negativo. Con esta
definicion, es fdcil ver que | @] < T@? y |@gu| < T3,
El objetivo de esta seccién es probar la siguiente desigualdad valida para w solucién de (3.1).

Teorema 9 Sean w solucidn de (3.1) y ¢, dadas por (3.2),(3.3) respectivamente. Entonces existen
C >0, A> 0 tal que para A > X existe so(\) tal que para toda s > so(\) se satisface:

Tro1 5 ~
/0 Q@GZS@OA’LUF—I-|wt|2)-f-(S)\QQD‘VU)F+S3)\4g03‘w|2)62s<'0dl‘dt

(3.4) T N T N
<C (// %P f2dxdt + / / 33A4<p3]w\262850da:dt.> .
0JQ 0 Jw
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Demostracion:
Hacemos el cambio de variable v = e*?w. Observamos que

vy = wie®? + wePsPp = we® + svdy

y el Laplaciano de v es )
Av = (Aw)e®? + 25VoVp — 20| V@[ + svAp.

Ademas,
Ve =Vp =V

También tenemos

Ag = Ap = div(ApV1p) = A2p| V| + ApAdp.
Sustituyendo lo anterior en la ecuacién (3.1) y reduciendo, se tiene
vy — Av — sv@; 4 25 pVoVy — s2X200? | Vip|2 = fo,
donde v(0) =0, v(T) = 0, v|yy = 0 en el siguiente sentido

li t)=0, Il t) = 0.
A =0 e

Aqui i
fs = P f — sudpAth — svpA?|Vip|2 — a(z, t)v.

Tenemos que
Liv+ Lov = f;

donde
Liv = —Av — s°A20%0| VY|? — sudy

Lov = v + 25 \pVv - Vb.

Por otro lado
Ifsll* = (L1 + Lo, Ly + Lo)

donde (,) representa el producto interior en L?(Q). Tenemos que

(3.5) £l = 1 Lall® + 2(L1, La) + || Lo||*.

Ahora analizamos el producto (Liv, Lav)

(Lyv, Lav) = —/QAvvtdxdt — 28)\/QQOV¢ - VuAvdxdy
—5%)\? /Q O | Vb Povydadt
—253)\3 /Q ©3|Vep |2V - Vovdzdy

—3/ Prvvidxdt — 282)\/ 0@V - Vovdzdt.
Q Q
En primer lugar, mostraremos que el producto interior de (3.6) se puede escribir como:

(Liv, Lyv) = Y] + X +25)\2/ @|V¢-Vv|2da:dt—s)\2/ ©|VY|?| V> dzdt

(3.7) Q Q

4353\ / ©30?| V| dadt
Q



donde
v |

dxdt >0
on rar =

o

= —sA
i //Q Y on

T T
S)\// @\Vv[2d$dt+s3)\3// ©3vidadt| .

0JQ 0JQ

Para obtener (3.7), desarrollamos los seis términos que aparecen en la expresién de (Ljv, Lov) es decir,
(Lyv, Lov) = Z?:l I;. En este desarrollo integraremos por partes en varias ocasiones con respecto al
espacio y al tiempo.
Primero calculamos

|1 X1| < C

- / Avvidzdt.
Q

Integrando por partes en @:

—/ Avvgdzdt = //Vv Vuidzdt — // vt—dacdt
Q o0 On

Sabemos que [i [y, vt 9v dzdt = 0, por lo cual,

2// 2V 2dudt.

Observamos que

lim Vo =20
t—0
y
lim Vv = 0.
t—T
Asi
_[1 =0.

Consideremos el segundo término de (3.6)

T
I, = —25)\/ / eV - VoAvdzdt.
0J0

Integrando por partes en @), obtenemos
T T
—23)\// oV - VoAvdzdt = 23)\// V(eV - Vo)Vodzdt
0.J0 0J0

T v R
725)\/ / eV - Vo—dzdt =15 + 1.
0 Joa on

Ahora bien, si Q C R" y x € 0L, sean 7!, 72, ..., 7"~ vectores tangenciales a la frontera de manera que
7(z)Ln(z) para i = 1,2,...,n — 1. Tenemos que {7!(x),7%(x),...,7 *(z),n(z)} forman una base para
IR™. De esta manera, si v estd definida en 02 una superficie regular entonces

Si v =0 en 0f) tenemos que g;’ =1 8” Por lo que, en 02

(3.8) Vo = (ngz) |
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de esto se deriva que

T T
[22 = 723)\/ / eV - Vv@dxdt = 723)\/ / goaj
0 Jon 87] 0 JoQ 877

Ahora, analicemos la integral:

2

0" Jedt = —2vi.

on

T T
Iy = 23)\// V(pVy - Vo)Vodedt = 23)\// oV (V) - V) - Vodzdt +
0Ja 0Ja
T
28A2// o|Vip - VoPdedt = Iy" + 1,2
0Ja

Observemos que

(,OV(V@D . VU) -Vov = "2 ZZ(l/JUUZ + ibivij)vj

j=li=1

donde v; = %’ Yij = af;;i - No es dificil comprobar que

33 iy = 5V V(VeP),

j=li=1
Por tanto, utilizando la expresién anterior tenemos
n n .7
I21,2 = 25\ ZZ/ / ©Yivivjdadt
j=1i=170 /9

T
+5A// OV - V(|Vo|*)dzdt.
0JQ

Para el término

QSAZZ/QQO@Z)ijvivjdxdt

j=li=1

aplicamos la desigualdad de Schwarz obteniendo:
n o n n n 1/2
250 Y / pUivvidedt < 25X N [( / Wij|ui|2dxdt)
@ j=li=1 [ \V@Q

j=1li=1
1/2
(/ (pi/}ij|vj|2d$dt> ] )
Q

Ademis, sea

M >

al‘ial‘j VZ”]’

reuniendo los resultados anteriores se tiene:

ZZ/ 25 pijvivjdedt < nM/ s)\go\Vdextd—i—nM/ s\o| Vo 2dzdt
j=1i=1"¢ Q Q

< 2nMs)\/ ©|Vu|drdt < C's)\/ ©|Vu|*dzdt.
Q Q
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Asi
1.2 T T
L=1, -l-S)\// ww-vuvu\?)dazdt+zsv// ©|Vip - Vo|*dzdt — 2Y7.
0.JQ 0JOQ

Por lo tanto 121 2 serd un sumando en X;. Falta analizar el segundo término, para lo que, integrando por
partes sobre (), obtenemos:

s)\// oV - V(| Vo) dzdt = s/\// (IVv]?) dxdt
—S)\2// @|V¢|2\V1}|2dwdt—s}\// gp\Vv|2A1/)dxdt.
0JQ 0JQ

Sabemos por (3.8) que sobre OS2

v\ |2 v |?
2 _ Bt _ |22
Vol = ‘(m@n> an
Por tanto
s)\//cpvw V(|Vul?) dxdt—s/\//
89 77 77

—s/\2/0 /Qw\V@/JF\VU\dedt — s)\/o /Qap\vu\?m/;dxdt =Y+ J; + J3.

Observemos que |J7| < CsA Jo ©|Vv|2dzdt y serd parte de Xi. Finalmente llegamos a

T
I, = 112+23/\2//<p\V1p-VU\2dxdt
0JQ
T
—SAQ//@|V¢|2|VU\2d:cdt—Y1.
0JQ

Consideremos la tercera integral del producto interior (Lyv, Lav):

T 1 T d
I3 = —SW// O?|Vip|Povpdadt = —732%// ©?|Vip |2 = |v|?dadt.
0JQ 2 0.Ja dt

Integrando por partes con respecto a t, tenemos

T
I :sz)\Q/O/Q\Vw|2g0g0t]v|2dxdt.

A@p+mlllloo) .
Como ¢(z,t) = W, derivando con respecto a ¢ obtenemos

_eAwmlvlle) (T — 2¢)
t2(T —t)2

$t =
Como 9 > 0 en ), por lo cual,
Ay > 0 entonces se tiene M > 1.

Claramente €2*¥ > e’ y multiplicando por el factor e22"¥ll= obtenemos

20 mlYllo) 5 AW+2mlPlloc) - AW+mY]loo)
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Tomando valor absoluto a ¢; tenemos

AWAmIl) |7 _ 9p|  Te2AWAmIvlc)

= Ty
12(T — t)2 =TTR(T 1) 7

le| =
Sustituyendo, obtenemos

T T
52)\2// wpilv|?dedt < MSQ)\zT// O3 || dzdt.
0JQ 0JQ

Esta desigualdad nos permite incluir éste término en X;. Consideremos la cuarta integral del producto
interior de (Ljv, Lov):

T T
14:—233A3// <p3|Vw]2(V¢-Vv)vdmdt:—53)\3// O3 |Vep |2 (VY - Vo?)dadt.
0.JQ 0JQ
Ahora, integrando por partes en ()
T T
—53)\3//@3\V¢|2(V1/)-Vv2)dxdt = 53A3//v-(<p3|v¢12w)v2dxdt
0.JQ 0.JQ
T
—// 53)\3903|V1j)|2026—wd1:dt.
0 JaQ on
Asf
T T
783)\3//g03|V1[)|2(V1/1-Vv2)dxdt = 383)\4//g03|vw|4122d:vdt
0.JQ 0JQ
T
+3X\33 / / |V > Ao dedt
0.JQ

El dltimo término 3\3s3 fng |V |2Appividadt < CA3s3 fOTfQ @3v2dxdt por lo que se incluir en X7. Por
tanto

T
I, =X, +383)\4// O3 |v2dadt
0JQ

Consideremos la quinta integral del producto interior de (Lqv, Lav):

T 1 (T d
I5 = —/ / s@tyytdwdt = —— / / S@tf’UQdZL‘dt
0.JQ 2 0JQ dt

Integrando por partes con respecto a t, obtenemos

]. T - 2
Is = ,3// Put|v|“dxdt.
2 JoJa

B < T2p°

]. T ~ 2
75// Su|v|“dxdt
2 JoJa

Por tanto, I5 podemos incluirlo también en el término X;. Consideremos la ultima integral de (Ljv, Lav):
a saber

Como

T
|I5| = < C'TQ//scp3|v|2dxdt
0JQ

T T
Is = —232/\// 0@ (Vp - Vo)vdadt = —82)\// 0@V - Voidadt
0.JQ 0.JQ
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Calculando
T T
—32)\//<p<,5tv¢~VU2da:dt = SQA//diU(¢gbtvw)v2dmdt+0
0JQ 0JQ
T
= 25%)\? / / 0@t | V|2 videdt
0J/9
T
+s2)\// oG Apv*dadt
0JQ

Por un célculo anterior, sabemos que
@t < CTy?

Acotando a las derivadas de v en Q, se tiene

T T T
— / / SPAP3VY - Voldzdt < CT ( / / X230 dxdt + / / 32/\g03v2dxdt.>
0JQ 0.JQ 0JQ

Observando la parte derecha de la iltima desigualdad, se tiene que ambos terminos se absorben en el
término X;. Juntando los resultados de todas las integrales, tenemos

T T
(Liv,Lov) = Y1+ X4 —// s)\2<,0|Vw|2|Vv|2dazdt+2// s\2p| Ve - Vo2 dzdt
0JQ 0JQ
T
+3 / / M3 | V| widdt.
0J0
Por otra parte, sabemos que fs = Liv + Lov. Multiplicando por el término A\2spv|Vi|?, se tiene

FsX2s00|Vl? = sX\pu| VY Liv + s\ vV Lov.

Sustituyendo la expresién de Liv = —Av — s2A2p%0|V1)|? — sv@y, en la igualdad anterior, e integrando
sobre (@,

T T T
S)\Q// f3¢v|vw\2d$dt:—s)\2// ¢U|V¢|2Avdxdt—s3)\4// 32| V| drdt
0JQ 0JQ 0JQ
T T
—32)\2// (pcﬁtvz\v¢\2dmdt+s)\2// ©v| V|2 Lovdadt.
0.J/0 0.J0
Despejando
T T T
//33A4<p3u2\w|4dxdt=—// fs/\ngov\Vzdea:dt—// sA2ov|Vip |2 Avdadt
0Jo 0.J0 (9)
T T
(3.9) —// 32)\2<p¢tv2|v¢|2d1:dt+// s\2ov|Vip |2 Lyvdzdt.
0JQ 0JQ
Queremos reducir esta expresion a
T T
// 33/\4<p3v2\vw\4d:rdt:// SN2V |V of2dzdt + Xo,
0Jo 0.J/0

donde 1 1
|Xo| < — / | Lov|dwdt + Cy / s NP oPdedt + | fl.
16 Jo Q 2
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Usando la desigualdad cd < g—i + % con € =8, ¢ = Lyvy d = s\2pv|V1|? e integrando sobre Q x (0,T),
obtenemos

T 1 (T T
// s\2pv|Vip|2 Lyvdzdt < —// |L2v|2dxdt+4// s2 M %02 | Vo ddt.
0JQ 16 Jo Ja 0.JQ

Acotando |V|* tenemos

T 1 T T
/ / sA2ov|Vep |2 Lyvdrdt < — / / | Lov|*dxdt + C / / 2N P dadt.
0Ja 16 Jo Ja 0Jo

Por otro lado, para la segunda integral en (3.9) e integrando por partes sobre ), tenemos
T T
—/ / sN2p| VY2 Avdedt = / / SN2V (@v|Vep|?) - Vudadt
0.JQ 0./
T
—/ / 5A2¢U\V¢|2@dxdt,
0 Joa on

como v = 0 en 052, fOTfaﬂ SA2¢U|V¢\2§—2d:cdt =0.
Asi,

T T
(3.10) —// s)\2<pv|V¢\2Avdfvdt:// SN2V (@u|Vep|?) - Vudadt.
0JQ 0JQ

Tenemos que
T T
//SA2V(¢U\V1ZJ|2)-Vvda:dt = //8A2¢|V¢|2|Vv|2dxdt
0JQ 0JQ
T
+// sA2 oV - V(| Vo|?)dxdt.
0.JQ
Analicemos la segunda integral de la igualdad anterior, esto es,

//S)\ZUV’U V(p|Vep|?)dzdt = //S)\2 ©|V[?) - Voidadt.

Por la férmula de Green, tenemos que

T 2
//S)\QVU V(p| VP dedt = // SAQUQMd:Edt
0 Joo on

T
—//5)\2112A(30]V1/1|2)d9:dt
0JQ

Como v = 0 en la 012, se tiene que %fOTfag s/\2v2%ﬁmda:dt = 0.
Asi,

T
// sAN2Vv? - V(p| V|2 dadt = // sAN2? A(p|Vip|?) dadt.
0JQ

Ahora bien, por la definicién de ¢, se tiene que
A(p|VE*) = MAP[VY e + X2 Vel'o + pAIVY P + 20V - VIV,

Por tanto

T T
—// sA2v2A(<pva\2)dxdt:—// sA3o0? | V|2 Avpddt
0.J/0 0J0
T T
f// s)\4gov2|vw|4dxdt7// sA3pv? A(|V|?)dadt
0Jo 0Jo
T
—2// sA3 oV - V(| Vo |?)dadt.
0.Jo



15

De lo anterior y de (3.10) obtenemos
T T
—// 5A2¢v\v¢|2md;cdt:// s\2o| V|| Vol dadt
0JQ 0JQ
T T
// 3A3¢02|V@ZJ|2A1/Jdasdt—// s\ ov? | V| dadt
0Ja 0.JQ
T T
—// s>\3g0v2A(]V1p\2)dxdt—2// sA3pu? Ve - V(| V| dadt.
0JQ 0JQ

Acotando superiormente la norma infinito de las derivadas i obtenemos

T T
’— / / s\3pv?|Vep |2 Arpdzdt| < C / / s* M 3vidadt
0JQ 0JQ

T T
|—// s\ ov? | V| dadt| < C1// s\ 32 dadt
0JQ 0JQ

T T
'—// sA3ov? A(|Vp|H)dadt| < 02// 2N 3v? dedt
0JQ 0JQ

T T
‘—2 / / NPV - V(W) dadt| < Cs / / A2 dadt,
0JQ 0JQ

concluyendo que

T T
—// s\2pv? |V |2 Avdadt = // sA2o| V|| Vol 2dzdt + X
0JQ 0JQ

Consideremos la tercera integral de (3.9):
T
— / / 2 X\2piv? | V| dadt
0J/0

Ya probamos anteriormente que || < Tw?. Tomando el valor absoluto a la siguiente expresién, se tiene:
T
< / / $2N202 | @y || V|2 dadt
0./0Q
T
< T/ / X202 p3dxdt
0./Q

T
§T// 2N dadt,
0.J0

por lo que éste termino pertenece a X,. Considerando la tdltima integral de (3.9):

T
‘—// 2 X2 0% | VY|P dadt
0JQ

T
— / / fss\2ou| V| 2dadt
0JQ

tenemos por la desigualdad de Schwarz
T 2 2 LTr LTr 904 29 4
/O/Qfss)\ ov|Vp|dadt < ifo/g)fsdxdt+§/()/g)s A v? | V| dadt

1 T
Sﬂmw+0//§ﬁﬁWMﬁ
0JQ
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Resumiendo, hemos probado que

T T
(3.11) //953)\4903112\V1[J|4d$dt://&28/\2cp|V1/)|2|Vv]2dxdt+X2,
0 0

donde
1 (T 9 Tr 94 39 1 2
|X2|§—// | Lol dwdt—i—C//s MPoPdedt + 5| 1%
16 Jo Jo 0JQ 2

Regresando al producto interior
T
(Liv, Lyv) = Y1+X1+2// sA2p| Ve - Vo 2dzdt
0./0Q
T
f//sA2g0]V1/1|2|Vv|2dxdt
0.JQ
T
+3 / / A 30 | V|t ddt
0./Q
y sustituyendo
T
2 / / SN V[ dwdt
0./
por la expresion en (3.11) obtenemos:
(L1v, Lav) = Y1 + 2Xo + X3 +2// s\2p| V) - Vo 2dadt

(3.12)
+//s)\2cp|V1/J] \Vv\Qda:dt—i—// A 30 | Vo[t dt.

Sabemos por otra parte, que
1fs1I* = [[Lav]|* + 2(Lav, Lav) + || Lav]*.

Sustituyendo (3.12) se tiene
T
I£sI1? = | Liv|* +2Y1 + 22X 44X, + 2/ /Qs/\Qap\VzMQ\Vv]?dxdt
0

T T
2// s3>\4cp3v2\v¢|4dmdt—|—4// s\2p| Ve - Vo 2dadt
0JQ 0JQ
+||LQU||2.
Acotemos inferiormente || f,|?:

Recordemos que Y7 = — fOT g—ﬁdwdt > 0, por la construccién de ¥. Ademads por las estima-

ciones para X; y X2 tenemos

T
1£sI? = || L1o])? —C'l/o/Qs/\gOWUFdxdt
Tl 3\3.3,2 1 2 Tl 2ya 3 2 2
702// s° A v dxdt — ZHLQUH +C'3// s“ AN vdxdt — 2|| fs|]
0JQ 0.J0

T T ‘
+2/ / sA2o|Vo|? - | V| dxdt + 2/ / s A 30 | Vap|rdxdt + || Lav||*.
0./Q 0J9
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Por lo cual,
2 2, 3 2 4 2
BIAIE = ILavl + JILavlf = O [ [ sh|Volduat
T T
—C’g// 53)\3<p3v2d$dt—|—03// s\ 3v? dadt
0JQ 0JQ
T T
+2// s/\2<p\Vw\2-\Vv\2da:dt+2// s>\ 1302 | V| ddt.
0Jo 0Ja

Finalmente obtenemos
2 1 2 1 o A [T 2
10 = GILawlP+ J1Lovl? = G [ sxplVofdads
3 4 0./Q
T T
—C'g// 33)\3<p3v2da:dt+C3// PN B v?dedt
0J9Q 0J9
2 (T 2 (T
—l-*// 8)\2<,D|V@ZJ|2'|VU|2d:Edt+*//53)\4<p3v2|v¢|4d27dt.
3 Jo Ja 3JoJa

En lo que sigue, utilizaremos la bola centrada en algin xy € Q y de radio § > 0, Bs C w para lo que se
construydé la funcién ¢ dada en el lema 1.

1 1 - [T
1A > SEl? + 1Ll = Cr [ sxplVoldudt
0.J0
~ T . c ~ T
—C’g// 33A5¢3v2dxdt+03// X3 dadt
0Jo 0Jo
2 (T 1o 2 2 2 (11 3.4 32 4
+*// sA“|V|© - |V dxdt+f// sPA vt |V | *dadt
3 0JOQ 3 0JQ
1 2 1 2 A " 2
= Il + Lol = G [ [ saplVoPdudt
3 4 0 Q\B(s
- (T . T
—Cl// s)\g0|Vv|2dacdt—Cg// SN p3vdadt
0 JBs 0JQ
~ T 2 T
+C’3//32)\4<p3v2dxdt+f// s\2p| V|2 - | Vo|2dzdt
0.J0 3 Jo Jo\B;

2 (T 2 (T
+§/o/3 s)\ch\V1/J|2'|Vv\2d:rdt+5/0/933)\4@3112\V¢|4dxdt.
é

Por construccién de 1, existe ks tal que 0 < ks < |V (x)| para toda = € Q \ By
Asi,

2, (T 2 (T
—kg// s)\Qap\Vv\Qda;dtSf// sA2o| Vol V|2 dadt.
3 " Jo Jo\Bs 3 Jo Ja\B;

En consecuencia,
2 T 2 1 2 1 2
1502+ Cr [ [ sxplVoldedt > Sl|Lwl® + ) Eael
0 JB; 3 4
T 2
+// (k‘gs)\2<p|Vv|2 —C’ls)\gDVv|2> da:dt—C’g/ s> N30 dadt
0Jao\Bs \3 Q

2
+Cg/ 52)\4g031)2dxdt—|—§/ PN 32| V| dxdt.
Q Q
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Tenemos que para cualquier a < %min(k§, k?) y para cada A > ) = max (2/3212_a, 2/3Zi_a)
2 T 2 1 2 1 2
1B+ [ [ sxgloldads > gLl + )| ool
0 JB; 3 4

T T
—l—a// 8A2¢\Vv\2dxdt+a// S N33 dadt
0 JQ\B;s 0 JO\Bs
T
—Cg// s3A3 3 v dadt +
0 /Bs
2 (T 3,4 32 4 2v4 3 2
+*// sPA vt | V| da:dt—l—Cg/s)\govdxdt.
3 Jo /JBs Q
Finalmente, obtenemos

T - (T 1 1
|]f5||2+01// s>\<p|Vv|2dmdt+C// SN ¥ 2dadt > ~ | Dyv|? + = || Lov||?
0 JBs 0 JBs 3 4

T T
+a/ / s\2p| Vo2 dzdt + a/ / SN 302 ddt.
0 JOQ\Bs 0 JQ\B;s

Sumando los terminos « fOT B, sA2p|Vo|?dxdt y fOT B s3\p3v2dxdt en ambos lados de la desigualdad
anterior, se obtiene lo siguiente:

T - [T 1 1
[FAREE C/ / s\2p| Vo 2dzdt + C’/ / sSSANp3v?dadt > = ||Liv||? + || Lov||?
0 JBjs 0 JB;s 3 4

T T
(3.13) —i—a// 3A290|Vv\2dmdt+a// s* A p3v?drdt.
0./0 0.J9

Por otro lado, sabemos que
—Av = L1v + $2X202|Vip |20 + 5.

Hemos obtenido con anterioridad |p;| < T'p?, por lo cual
| = Av| < |Lyv| + $°A? |V P |v] + Ts?|v]

Dividiendo por (s«p)%, tenemos

A L
’—( 1))1 | ( 1;) 7A2@%|V¢\2v‘ + ’Ts%go%v
sp)2 sp)?
L P p
= 1;)1 +M3%)\2g0%|v\ +Ts%g0%]v\
5p)2

3
2

Como s > 1 es arbitraria, para toda A\ > /T se tiene que S%)\QQO% > Tségo .
Integrando sobre ) obtenemos

1 (T |Av)? Lyv|?
(3.14) f/ | ”'ddt</ | 1”‘ddt+c// PALP
2JoJa s 0JQ
Razonando de manera semejante con Lov = vy 4+ 2sAp V) - Vo obtenemos la siguiente desigualdad
1 T 2 L 2
(3.15) 7/ el 4, dt<// vl dt+C// sA2o| Vo 2dud.
2 JoJa sp
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Multiplicando por un % y % a (3.14) y (3.15) respectivamente, tenemos

Avl? Lyv|?
6//' U gt < //'1”|ddt+c//3A4 v2dzdt

1 T 2 L 2
f/ il g < L // Lavl dt+C// sA2o| Vo 2dwdt.
8JoJa s

donde C' > 0 es una constante genérica que puede camblar de linea en linea. Sumando ambas desigual-

dades, obtenemos
1 T 2 A 2
f/ o i 4 L / AV
Q s Q 580

2 2
(3.16) < 3// ool e 4 // Ll
+C / / 3)\4cp3v2dazdt+0 / / 5A2<p|vu\2dxdt

: 2 . 1
Sis>T set1eneque§<1

1 Lv|? 1
f/ ol < L),
Q Ss¢ 3

1 Lovl|? 1
7/ 2Vt < Mg,
S 4

Sumando ambas desigualdades tenemos

[ a5 [ s < S + 2o
Q s /g sy ’ !

Tenemos que para cada s > T2, A > /T

1 T 2 A 2
f/ il g 4+ L // 2o 4 dt<—HL nk
8 Q S 6

+ZHL2UHZ + C/ 33)\4tp3v2dxdt+ C/ s\ 2| Vo|*dzdt.
Q Q

Finalmente obtenemos que existe C' > 0 tal que

T T 9
C<\|f5|!2+// 5)\290’VU|2dxdt+// 83)\4g03v2dxdt> z/ P e+
0 JB;s Q sp

2
// Ao, dt+/ 313 2d:pdt+/ sA\2p| Vo[ 2dzdt.
Q Q

Observemos que el lado izquierdo de la desigualdad, tenemos un término que involucra al gradiente de v
sobre la bola Bs. Para ello consideramos B, CC w con r > ¢. Definimos p(x) € C°(Q2) tal que

plx) =1 en B;
(3.17) 0<p(z)<1 en B, \ Bs
p(x) =0 en Q\ B,.

Multiplicando por el factor psA2pv € La(Q) a fs = Liv + Lav, tenemos

fspsAZov = —AvpsAiov — ps3 X302 | Vip |2 — ps®A2o@iv? + psAZouu; + 2ps° X320V - Vo.



20 CAPITULO 3. DESIGUALDAD DE CARLEMAN

Integrando sobre )
/ fops\2oudzdt = — Jo Avps Zpvdxdt — Jo ps3AN 32| V|2 dadt
Q
(3.18) */ P52A29085t02d$dt+/ ps\2puugdadt
) o ;

5
+2 / ps* A3 *oV - Vodadt = J;
Q i=1

Consideremos la primer integral de la expresién derecha de la igualdad de (3.18). Integrando por partes
sobre {2 tenemos

T T T ov
Ji = —// Avps)\Qvgod:cdt:// Vv-V(ps)\ngv)dxdt—/ PsAZpv——.
o Jo 0 Ja 0 Joa on

Como v = 0 en la 012, entonces — fOTfag ps)\ngvg—:’L = 0. Por otra parte,

V(s 2ppv) = sA2ppVo + sA2puVp + sA2puVp.

Por tanto,
T T T
//Vu-V(szapv)dxdt = //s)\2pg0]Vv|2dxdt+//s)\zgova-Vvdxdt
0JQ 0JQ 0JQ
T
—i—// sA\2puV - Vudadt.
0Ja
Asi
T 1 T
J1 :// s)\zpcp|Vv\2da:dt+f// sA\2pVp - Voidzdt
(3.19) 0Jo 2 JoJa

1 (T 3 .
+*/ / sA2pV - Voidrdt = Z Ji.
2JoJo i=1
Integrando por partes tenemos que
1T 2 2 1T 2 3. 2
Jp = 7// sA“pV - Vo“dxdt = —7// sA“div(pVp)v=dxdt
2JoJo 2JoJo

1 T
+*// S)\2U2dedt.
2 Jo Jaq on

1T 1T
J? = f// sN2pVp - Voldzdt = —f// s\2div(oV p)vidadt
2 Jo Ja 2 Jo Ja

T
+1// 8)\2U2Md$dt
2 Jo Jaq on

Pero como v = 0 en 09, %IOTIBQ SAQUZWCZ:MH = 0. Obtenemos asi que

T T
Ji = / / Vo - V(sA\?ppv)dadt = / / sA?p| Vol *dadt
0Ja 0JQ

1 (T 1 (T
—f// s/\Qdiv(chp)vgdmdt—f// s\2div(pV)vidadt.
2 Jo Ja 2 Jo Ja



21
Por otro lado, desarrollando div(pVp) tenemos

1 (T 1 /T 1 (T .
—f// s)\2v2div(<pr)dxdt:—f// s/\%chApdxdt—f// X302V p - Vapdadt.
2 Jo Ja 2 JoJa 2 Jo Ja

Es decir:
e 2,2 e 2,2 e 2,2
_7// sA* v div(pVp)dxdt = —7// sA“v*pApdxdt — 7// sA*v*pApdxdt
2 Jo Jo 2 Jo Jo\B, 2 Jo JB,
e 3,2 L 3,2
—7// s\ v*eVp - Vipdxdt — f// s\ v*eVp - Vipdxdt.
2 Jo Ja\B, 2 Jo /B,

Como suppp C B, tenemos que

LT 2,2 e 2,2 L 3,2

_7// sA“ v div(pVp)dxdt = —f/ ApsA“vipdxdt — f// sAv pVp - Vipdxdt.

2 Jo Ja 2 Jo /B, 2Jo JB,
Similarmente calculando div(pV ), multiplicando por el término sA?v? e integrando sobre @ tenemos

e 2,2 - e 4.2 2 e 3,2

—7// sA* v div(pV)dxdt = —7// spAS vt |V |“dadt — 7// SpAZ v Apdxdt
2 JoJa 2 Jo Jo 2 JoJa
1 (T .
—— / / sAN3v2 V) - Vpdadt.
2 JoJa
Asi
1 T T
—5// sA\2v div(pVp)dzdt = —7// ps\tpvidxdt — // psA3v2pdxdt
0.J/Q r B

—fsx”’ / / OV - Vpvidadt

En conclusién

T
// s\2p| Vo |2dadt
0 /B,
1T 2 1T 3,2
—f// SA vgoda;dt—f// sA v pdxdt
2Jo JB, 2 Jo JB,
1 (T 1 T
—= / / sAtlpdzdt — Zs\3 / / OV - Vpvidadt.
2Jo /B, 2 0Jo
Consideremos la segunda integral de (3.18), es decir:
T T
—// ssp)\4v2g03]V1/J\2d:vdt:—// SN2 pddt
0JQ 0J/B,
Tomando la tercera integral de (3.18), se tiene
T T
// 82)\2p]@t|v2g0da;dt§0// $2X2pv* P dadt
0JQ 0JQ

T
= C// $2X2p302 pdadt.
0 /By

T
|J3| = ‘—// s2\2p@ v pdrdt
0JQ
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Considerando la cuarta integral de (3.18), integrando por partes con respecto a t tenemos

T 1 /T d sA2 (T
Jy = // sA2ppuvgdrdt = f// s\2pp—|v|?dxdt = —~— / pei|v|*dudt
0.JQ 2 0JQ dt 2 0JQ

Finalmente obtenemos

| = 3A2
4

/ poi|v|?dzdt

< T// sA\2v% % pdadt.

Tomando la tltima integral de (3.18), calculando
T T
Js :2// S2A3p902UVUV¢d:Edt:// 2 X3 p Vo Vepdadt
0JQ 0JQ
T
—// s* N3 div(pp?Vip) v dadt.
0Ja
Desarrollando esta iltima integral obtenemos
T
—// 2 X302 0% pApdxdt
0JB,
T T
—// 282)\4pg02v2|vwl2dxdt—// 2X302? Vi - Vpdadt.
0J/B, 0B,

Ahora en la siguiente integral fOT Jo fspsAiovdxdt, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

T 1 (T 1 T
//fspsA2<pvd1:dt < f//fszda:dt—l—f//,0252)\4302112dxdt
0.J9 2 JoJa 2.JoJa
T T
C< / / F2dudt + / / 32>\4g0202dxdt>.
0JQ 0JB,

Asi
T T 1 (T
// sp)\290|Vv\2da:dt§//fsps)\ngvdxdt—i—f// sA2pv? Apdadt
0B, 0.JQ 2 Jo JB,
1 (7T 1 (7T
+= / / sXN3pv? V) - Vpdzdt + - / / ps\ipv? |V |2 dadt
2 Jo JB, 2 Jo JB,
1 (T T
+§/0/B ps)\?’gpvaQ/)d:Edt—i—/O/B 3N 0%p| V|2 dxdt
T, T,
—c// 32)\29031)2pd:cdt+01// sAN2p20% pdxdt
0 /B, 0 /B,
T T
+// 52)\3<p2v2pA@Z)dzdt+// 252\ 202 p| Vo | ddt
0 /B, 0 /B,
T
+ /0 / $2N3Q%0? Vi - Vpdadt

Como p =1 en Bg, tenemos que

// sA2o| Vo 2dadt < - //dedeC// SN G drdt
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Por lo tanto

Q se

T
+a/ s\2p|Vo|2dzdt < C (Hf5|]2 + // 33)\4903v2dwdt> .
Q 0 JBs

1 T 2 1 /T Avl?
8 Jo 6.JoJo sp Q

Usando i
e**Vw = Vv + svpV,

encontramos que

T ) T T
(3.20) / / s\2pe®?|Vw|*dzdt < C (/ / s\2p| Vo2 dzdt + / / 83A4g03]v|2dxdt.>
0JQ 0JQ 0JQ

Por otra parte sabemos
e*Pwy = v — SVPy,

calculando encontramos que

T ) T T
(3.21) //(5@)_16259"\wt\2dxdt§//(snp)_l|vt|2dxdt+sT2// ©3|v|?dxdt.
0JQ 0JQ 0JQ

Para Aw, utilizamos la siguiente igualdad

eSPAw = Av — 25 pVv - Vi + 2 X220 Vp|2 — sApvAy) — shou|Vip|?

T ) T
//(sgp)_lezs‘p\Aw|2da@dt < C (/ / (s0) HAv|*dzdt
0JQ 0JQ

T T
+// s/\2g0]V0]2+// 33A4g03\v]2dxdt.>
0JQ 0.J9

Sumando las desigualdades (3.20), (3.21) y (3.22) se obtiene para cada s > T2, A > V/T.

(3.22)

T _ -
/ / (50) " Le® P (|Aw|* + |w|?) + (sX2p|Vw|? 4+ 3 X3 |w|?) e dxdt
0JQ
T _ T -
<C // e2s@f82dxdt—l—//83)\4g03\w|262wd$dt
0JQ 0 Jw

fs = P f — se*PwAp Ay — se*PweN|Vy|? — a(z, t)e?.

Recordemos que

2
Elevando al cuadrado y acotando obtenemos para s > max(||a/|3%, C(Q,w))

T . T .
//e2s“pf32da:dt < //eQSWdea;dt
0JQ 0.J0
T .
—I—C'// 2\ 22w dadt
0JQ

Hemos concluido la prueba del Teorema 8. [



Capitulo 4

Control a cero en la ecuacion del calor
caso lineal

Hoy dia es bien sabido que los espacios de Hilbert son frecuentemente el marco adecuado para la res-
olucién de muchos problemas de una gran cantidad de ecuaciones de la fisica matematica. Habida cuenta
que las configuraciones de equilibrio son aquellas en las que la energia del sistema alcanza su minimo,
muchos de estos problemas se pueden resolver encontrarando el minimo de un funcional J : IH — IR,
siendo IH un espacio de Hilbert. En la préctica, frecuentemente, IH es un espacio de funciones como
por ejemplo, L?(2) o un espacio de Sobolev H*(Q2), H}(f2), se trata de espacios de dimensién infinita.
Esto conlleva un ntmero importante de dificultades mateméticas nuevas. Sabemos que muchas de las
propiedades en dimension finita dejan de serlo cuando la dimensién es infinita. La més importante, tal
vez, es que los conjuntos acotados dejan de ser autométicamente relativamente compactos. A causa de
este hecho el Método Directo del Célculo de Variaciones (MDCV) que tan facilmente se aplica a IR"
encuentra dificultades adicionales al pasar a espacios de Hilbert de dimensién infinita. En su momento,
mostraremos como salvamos ésta dificultad en la prueba del teorema 11 de este capitulo.

Sea w solucion de la ecuacién del calor lineal:

wy — Aw +a(z,t)w = f en Q,
(4.1) w=0 en X,
w(0) = w° en {2,

donde f € L*(Q) y w® € L%(Q) estén prefijados. A continuacién probaremos una desigualdad de
observabilidad para el sistema (3.1) que nos proporcionard un método para probar la controlabilidad a
cero de la ecuacién del calor lineal.

Teorema 10 Sea w solucion del sistema (4.1) y w C Q un abierto no vacio entonces existe C' > 0 tal

que
C(T+E+T 3 r r
/wz(T)datge (T4 +Tlall) // deacdt—i—//wzdxdt .
Q 0.JQ 0 Jw
Demostracion:

A lo largo de la demostracion C denotarda una constante genérica que puede variar de linea a linea.
Multiplicando por w a la ecuacién de (4.1), e integrando por partes en € y aplicando la desigualdad de
Gronwall se obtiene para t > t > 0, (ver preliminares)

t
(4.2) / w2 (t)da < CO2lall)t ( / Pdedt + / wz(t/)da:).
Q tQ Q

25
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Definimos M (t) = exp®Clel=tDt Sabemos [w?(t')| < ftf_to |w?(T)|dT con t' € [to, T — to]. Integrando

sobre €2 se tiene -
—lo
/ w2 (t')|dz < / / w2 (r)|drd
Q to Q
Por (4.2), tenemos

(4.3) /Q w2 ()| de < M(t) ( /OT/Q Fdadt + tj_t%|w2(7)d7dx>.

Queremos ahora utilizar la desigualdad de Carleman para estimar el lado derecho de (4.3). Elijamos
toz%quepara0<%<7<¥setiene
1 < 4 < 1 < 4 < 16
(%)2 3T~ 7(T—-7) " T(T—-7) T%

), sabemos que eX¥tmlvlo) > ¢ > 0. Asi
AWtmll¥]o) \ e
(T —17) A
Recordando la definicién de ¢, obtenemos @3 > C. Por otro lado sabemos que

AW+mlldlles) _ g2mA[[¢]le
255 _ 9 [ € e ‘
e e:vp(s( {T = 1) ))

Vamos a acotar inferiormente a e2*? en el intervalo (£, 3I). Como eM¥Fmil¥le) — e2mAllvllec > e2mAlvlloc,
Calculando se obtiene finalmente

e(_?gs) < e25¢
Para s y A fijas, elegidas de tal manera que la desigualdad de Carleman sea valida, se tiene

—Cs
CsleT?

TG

SALp3e2? >

Despejando

Multiplicando por w*(t) e integrando sobre € x [% %] se tiene
Cs 3T
6 5L ~
/ / T)dxdr < € 3 /T4/ S M3 Pw? (1) dxdr.
s T Jo
4

Finalmente combinando con (4.3) obtenemos:

/ﬂwQ() x < M(T (//f2d;pdt+// s3N1p3 2S¢w2d7>.

Por la desigualdad de Carleman, para cada ¢t > 0

/QwQ(t Ydx < M(t (//fzdxdt—i—// 2dmdt>

Como ya anunciamos, utilizando la desigualdad de observabilidad obtenemos la controlabilidad a cero de
la ecuacion lineal del calor.
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Teorema 11 Consideremos la ecuacion del calor con control localizado en w:

yr — Ay +a(xz,t)y =hl, enQ@,
(4.4) y=0 en X,
y(0) = y° en Q,

donde a(z,t) € L=(Q) y ¢ € L%(Q). Entonces existe un control h € L*(w x (0,T)) tal que y(T) = 0.
Mads atin )
12 oy < CeOTHEHTIAIR 4 o

Para demostrar el teorema 11 necesitaremos un resultado relacionado con el sistema adjunto de (4.4), es
decir, consideremos la ecuacion

—y — A +a(z,t)y =0 en Q,
(4.5) b =0 en

P(T) = 0 en ).

No sélo mostramos la existencia de un control sino que, ademas, proporcionamos un método para calcular
éste de manera efectiva minimizando un funcional convexo, continuo y coercivo en L?(2).
Para e > 0y ¢° € L?(2). Definimos el siguiente funcional:

J.:L*(Q) - R

1 T
1:00) = 5 || wPddt+ vy + [ yP(0)d
donde 1 es solucién de (4.5).

Lema 12 FEl operador J: es continuo, convero y coercivo. Por tanto, J. alcanza su minimo en un unico
V. [CorolarioV.8, [4]] Mds ain, cuando )0 # 0 se tiene que satisface la siguiente condicion de optimalidad

Tr - € 20,0 0 _
(4.6) /J/wwwdtderWOHLm) /Qw " dx—i—/ﬂy b(0)dz = 0,

para cada Y° € L*(Q) y ¢ la solucién correspondiente a (4.5).

Demostracién:

Veamos primero que J. es un funcional continuo. Dado n > 0 veremos que existe § > 0 tal que ||7° -] <
§ entonces |Je(7°) — Je(¥°)| < n. Para 99,9 € L?(Q) denotamos respectivamente por , v, la solucién
correspondiente a (4.5). Tenemos que

MWP£M>:;(ﬁwaFAme@+qw%%Wwﬂm@)
+ [ 40 @) =(0)).

En consecuencia:

() — L.(/")| < % /0 T/w VAdedt — /0 T/w Rddt

HIy" 220 [9(0) = (0| 2.

+ellv® = Vllrz
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Dado que 9% — 4% = (¥ +7)(¢» — ¥) obtenemos

T T
/ / 2 dadt — / / ~v2dxdt
0Jw 0Jw

Por estimaciones de energfa [Teorema 1, capitulo 2], sabemos que [|¢)[|12(g) < C||¢°||, de manera similar
17l 12() < Cln"|l. Consideremos ¢° tal que [|1)°—2°|| < 1 tenemos que [[¢|[ 2o+ 17l 12(@) < 2CIV°[+C.
Por tanto si ||/ — Y| < 1 se tiene que |J.(¢) — J-(7)| < C||v° — 4°||. Donde C depende de ||7°| y de
l¥°||. Por tanto para cada ¥° tal que

< (1l + 171D 22 @ 0,7 (1Y = Y L2 x 0.1))-

90 =7l < & min(1, )

Se tiene|J:(¢) — Je(7v)| < n. Por tanto el operador es continuo.

Vamos a demostrar que J; es convexo. Por la linealidad del sistema (4.5) es claro que J. es un funcional
convexo. Falta probar que éste operador es coercivo, es decir, J:(¥") — oo cuando ||¢?|| r2(Q) — oo. Es
suficiente mostrar que

(4.7) TR S G N,

191 120y =0 190N 20y —

En efecto, sea v la solucién de (4.5) con dato inicial 9 y

1 (T
500 = 5 [ [ wPdnde+ el a0y + [ 5'(0)do.

Por la desigualdad de Holder tenemos:

/Qy%(c))dx < (/Q|yo|2dgc>é (/Q@ZJQ(O)d:r)é.

Ahora bien, el teorema 10 aplicado al sistema (4.5), (observa que f = 0)tenemos

(/Q wQ(O)dx)% <C (/{)T/w detdx>%.

T 3
/Q y00(0)dz > —C|y°|| 2 ( /0 /w @detdx> .

Asi,

Se sigue que
1
2

1 (T T
&w%>2A/w%mwfwwp@—cw%m@(A/w%mg
Sea una sucesion {¢0} C L%(Q) tal que ||¢2||L2(Q) — 00, n — o0. Definimos 1;2 = m Y ¥ es la
solucién de (4.5) con condicién inicial by, (T) = 9.

1 0 T 72 % 0
S8l [ [ BRddz) = Clyllleaco

1

JE(w'rOL) > ( T ~2dtd )2
wmmm—él% v

+e.
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Si liminf [ ¢2dzdt > 0 es claro que

J- ()

liminf ————— =
1401l 2y =00 19°| L2 ()

Supongamos que lim inf f(;f 1. Y2dxdt = 0 al sustituir en la expresién anterior tenemos:

Je(¢°)

>
10N 2y —

Por lo anterior el operador J. : L?(€2) — IR es continuo, coercivo y convexo, por tanto existe un tinico
elemento @° € L?(€2) donde J alcanza su minimo. [Corolario V.8,[4]].

Supongamos @° # 0. Entonces para cualquier ¢° € L2(Q) y h € IR tenemos
JE(SEO) < JE(SEO + h‘PO)

Sea ° fijo pero arbitrario. Probaremos ahora la condicién de optimalidad (4.6). Es decir probaremos que

Je (") es Gateaux diferenciable en @Y en la direccién ¢°, y por tanto la derivada se anula en el minimo

3/0\0

h2 T T
J(@°+ he®) — J(3%) = ?/ / ©?dxdt + h/ / pedxdt
0Jw 0 Jw

1 1
+e ((/ 1?° + hgoOde> F </ ]@0|2d:z> 2)
Q Q
—l—h/ 4% (0)dz.
Q

Reduciendo y multiplicando por un factor adecuado tenemos

h2 T T
Jo(@° 4+ he®) — T (%) = —/ / lo|2dxdt + h/ / Podxdt
0 Jw 0Jw

2
1/2 ~ 1/2
(/ |<ﬁ0+h¢0|2da:>1/2 -(/ |@Ol2d:r)l/2] (20 + he2da)' " + (J |90 )"/
Q Q

+e
(Jo |8 + h02dz)'"? 4 (J, | [2da)

+h/ 120 (0)dz.
Q

Factorizando a h y dividiendo por h, obtenemos

-0 0y _ ~0 T T
0 Jw 0 Jw

h 2

2 o @°°dx + h [q |¢°Pda ] / ¥0(0)dz.
Q

+e
(Jo |80 + he®2da)/? + (f, |§0[2d) "/

Pasando al limite cuando A — 0 se tiene

T
D@o(Jg((ﬁo) ://cﬁgpd:vdth%/ @Ogood:c+/ 120 (0)dz.
0 Jw 12°M 220 Jo v
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Como @Y es un punto critico, queda probado (4.6). [
Estamos ahora ya en posibilidad de demostrar la existencia de un control a cero de la ecuacién del calor
lineal.

Demostracion del Teorema 11:

La demostracién la haremos por etapas. En primer lugar mostramos que existe un control tal que
ly=(T) |2y < €. Luego hacemos estimaciones sobre los controles y en una tercera etapa obtenemos el
control nulo por un proceso al limite.

Primera parte. Dado € > 0 consideremos g/ob el minimizador de J.. Definimos h. = .1, donde

@= es la solucién de (4.4) correspondiente a @°. Sea y. la solucién asociada con este control, entonces

ly=(T)] < e.
En efecto multiplicando por ¢ a (4.4)la ecuacién e integrando por partes se obtiene:

T T T
0JQ Q 0 0JQ

T T
—|—// a(x,y)yacpd:zdt://gﬁagodxdt.
0JQ 0 Jw

Como ¢ es solucién del sistema adjunto (4.5), se obtiene

T
/ya(T)apOd:L‘—/yogo(O)dx://gﬁggodxdt.
Q Q 0 Jw

Por la condicién de optimalidad (4.6) tenemos,

T
[ @iz = [ ylo0)do+ [ [ Gopdrdt == [ P
0 0 0 Juw 8% 220y Jo

Asi,

< elle’llr2),

[ v

lye(T) |l L2y < e

para cada @° € L?(2). Por tanto,

Segunda parte. Como @, es un minimizador de J. tenemos que
0= Je(0) > Je(%e),

es decir,

1 (Tr . ~
0 > 5 [ [ Gdwdt+ | Ppze) + [ 1700
0Jw Q

1 /T = 12110 T - 1/2
_5/0/%dxdt_c 197122 /o/%dmdt i

Por tanto, como ( JoJo 1@ dtdaz) # 0 hemos obtenido:

T 1/2
(4.9 ( I mr?dtdx) Sl

V
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donde C' es independiente de . (De hecho C sélo depende de la desigualdad de observabilidad). Hemos
construido una familia {@.}.>¢ acotada en L*(w x (0,T)). Si hacemos ¢ = 1, podemos extraer una
subsucesion tal que existen @y {@,}, € L?(w x (0,T)) tal que

1
$n — @ débilmente en L*(w x (0,T)) ademés ||y, (T)| < -
donde y,, es la solucién correspondiente a (4.4). Ponemos h = @ en (4.4), entonces
—Ay+a(z,t)y =¢ly,  enQ,
(4.9) y=0 en X,
y(0) = ¢° en €.

Afirmamos que y, (1)) — y(T") cuando n — oo. Notamos que si v, = y,, — y, satisface

Unt — Avy, +a(z, t)v, = (P — @)1y en Q,
(4.10) v, =0 en X,
v, (0) =0 en €.

Por estimaciones de energia tenemos:

/ [va(s) P +// Vo, |2dsdz < C// )2dsdz,

para 0 <t < T. Por tanto

(4.11) lvallze0.1,L2()) < €.
Ademiés
(4.12) IVonll 20,7, c2(0)) < C-

De (4.11) y (4.12) se obtiene que existe una subsucesion, que seguimos denotando por v, tal que v, — 0
débilmente en L?(0,T; H(9))
Ahora si multiplicamos la ecuacién (4.10) por vy, ¢. Por estimaciones de energfa obtenemos

1 d PO
2/9 .t dT + 2dt/ |Vn|?de < C (/w(gpn - g0)2dx+/ﬂ|vn|2dx) :
// |Un, t] dsd:v+/ |Vu,|? daz <C<// 2dsd1:+// vn|2dsd:p>

Finalmente se tiene

t t t
// |vn7t|2dtdx+/ Vo (1) 2da < c(// (@n—$)2dtd:z+// ]vn|2dtdx).
0/Q Q 0Jw 0/Q

De (4.8) y (4.11) se sigue que existe C' > 0 tal que

Asi,

Vol e 0.1, 02(0)) < C

HUnHLQ(o,T,Hg(Q)) <G,
para cada n € IN. Ademds
an,tHL2(0,T,L2(Q)) <C
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por lo que,
| Th0n = Unll e 0.0 h £2()) < BM2e — 0

cuando h — 0.

Asi, la sucesién {v,;} estd acotada en L2(0,T; L?(Q)). Por la observacién 3 es una inyeccién compacta.
Obtenemos que es un conjunto relativamente compacto (compacto). Para ver que {v,} estd acotada en
VVl;Cl’l(O,T; H}). Es suficiente probar que ||wnHLll (0,T; H}) < C, donde wy(t) = [3vn(s)ds. Para ello
integramos la ecuacién (4.10) de [0, t]. -

t t t t
/ Up pdt — / Av,dt + / a(x, t)v,dt = / (Pn — @)1,dt.
0 0 0 0
Entonces . '
Wpt — Awy, = / (Pn — P)1,dt — / a(z, t)v,dt
0 0
Por otro lado,

2 T T
dedt < //||a||OOT/ (o () [2dzdrdt
0JQ 0

T
<l [ Jou(r)Pdadr
0JQ

< lallZ.T?|[vnll £20x (0.1))
<C.

t
/ a(z, T)vpdr
0

Iy

Por lo cual
Wnt — Aw, = F,

con F,, € L?(0,T; L*(2)). Asf H'UJnHLll (0.1 < C, por lo que,

onllyy,- v o msmmy) < €

Entonces v, — 0 en C(0,T; L?()).
Por tanto [|yn(T)||2 — [|y(T)| 2 cuando n — co. Como ||y, (T)|| < & para cada n € IN, y(T) =0. =



Capitulo 5

Controlabilidad nula: Caso semilineal

En este capitulo estudiamos el problema de la controlabilidad nula para la ecuacién del calor semilineal
y desarrollamos algunos resultados para este fin.

Sean 2, w y T > 0 como antes. Sea f una funcién real, globalmente Lipschitz y tal que f(0) = 0.
Consideremos la siguiente ecuacion del calor semilineal

ye— Ay + f(y) =hl, enQ@
(5.1) y=20 en X
y(0) =3° en Q

El objetivo central de este capitulo es probar lo siguiente:

Teorema 13 Sea f : IR — IR una funcién globalmente Lipschitz tal que f(0) = 0, entonces, para cada
Y0 € L2(Q) existe un control h € L*(w x (0,T)) tal que la solucion y de (5.1) verifica que y(T) = 0.

En la demostracién de este teorema utilizamos los resultados del capitulo anterior y las estimaciones
explicitas obtenidas. También utilizamos el Teorema de punto fijo de Kakutani [1].

Demostracion:
La demostracién se hace en dos partes. Primero analizamos el caso f € C'(2) y en una segunda parte
mostramos el caso general.
Parte 1.

Sea f € C(IR). En este caso la funcién g definida como

o @ sis#0
g(s)_{ F(0) sis=0

es continua y acotada. En particular g(z) € L>(Q) para cada z € L?(Q). Linealizando el sistema (5.1)
en el origen, tenemos

ye— Ay +g(z)y=hl, enQ@Q
(5.2) y=20 en X

y(0) =3° en

Como g¢(z) € L*(Q), sabemos que existe al menos un control h, tal que la solucién y, de la ecuacién
(5.2) satisface y,(7T") = 0. Asi definimos la siguiente aplicacién multivaluada:

A+ LA(Q) — P(L(Q))

33
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dedinida por la siguiente correspondencia

A(z) = {y.: y.essolucién de (5.2) con y.(T) =0, h, <€ L*(wx (0,T))
Y lhallzz@) < Clllalloo, Ty L2y}

donde C' es la constante dada en el Teorema 11.

Tenemos que A(z) # () para cada z € L?(Q). Por el Teorema 11, sabemos que para cada z € L?(Q), A(z)
es un subconjunto no vacio de L?(Q). La idea es obtener un control de (5.1) utilizando un teorema de
punto fijo para A(z). Como A(z) es una aplicacién multivaluada, utilizaremos el teorema del punto fijo
de Kakutani, que introdujimos en el segundo capitulo.

Proposicién 14 Si f € CY(IR) y f es una funcién globalmente Lipschitz, entonces:

(i) Eziste un subconjunto acotado X de L*(Q) tal que para cada z € L*(Q), A(z) C X.
(ii) Para cada z € L*(Q), A(2) es un subconjunto no vacio, convero y compacto de L*(Q).
(iii) A(z) es hemicontinua superiormente en L%(Q).

Es decir, A(z) verifica las hipdtesis del teorema de Kakutani.

Demostracion de la proposicion 14:
(i)Denotamos y en lugar de y, y h en lugar de h, para simplificar la notacién. Por estimaciones de energia

t t
/ \y(t)lzdx—i—// ]Vy|2dxdt§C(// ]h\Qdacds—i—/ \yo\Qdaz>.
Q 0/o 0w Q

Como h es tal que [|2]|12(0) < C(llglloo; T)I|° | 12(), se tiene que

t
ly(t)|*da + Vy[Pdzdt < C(llgllso Ty 122
Q 0 JQ

donde C no depende de z y ||g|/c tampoco pues f es globalmente Lipschitz. La desigualdad anterior nos
permite afirmar que A(z) es un conjunto acotado en L?(Q), es decir, existe un conjunto acotado X en
L?(Q) tal que para toda z € L?(Q), A(z) C X.
(ii) Por la linealidad de (5.2) es claro que A(z) es un conjunto convexo. Vamos a probar la compacidad
del conjunto A(z). Para lo cual, mostraremos que A(z) es un conjunto cerrado y posteriormente que es un
conjunto relativamente compacto. Sea {y,} € A(z) tal que y, — y. Queremos demostrar que y € A(z).
Como y,, € A(z) existe una sucesién de controles {h,} tal que y, la solucién correspondiente para cada
ne N

Ynt — Ayn + g(z)yn =hpl, en@Q
(5.3) Yn =0 en Y

yn(0) = ° en ()

con y,,(T) =0y
(5.4) 1Bl 220,y < Cllv’llz2 ()

También por (5.4) existen una subsucesién (ver [4]) (que seguimos denotando por n) h, y h € L2(Q)
tales que

hn —h débilen L2*(Q).
Sea v la solucién correspondiente a h

v — Av+g(z)v="hl, enQ
(5.5) v=0 en X
v(0) = ¢° en 2
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Definimos v, = y, — v. Claramente v,, es solucién de

Unt — Avy + g(2)vy, = (hy, — E)lw en )
(5.6) v, =0 en %
Un(o) =0 en )

Por estimaciones de energfa, la definicién de h,, y (5.4), obtenemos

t 1 ~
[ len®Pdz+C [ [ 10, Pdodt < (gl + 5 ) Ionll + n = Bl soniorry
Por las estimaciones sobre las normas de h, y i~z,

[vnllzee0,1;02(02)) < C

”vvn”L2(Q) < C.

Definimos wy,(z,t) = fg vp(z, s)ds. Procediendo como antes obtenemos

Wpt —Aw, =F, en Q
(5.7) wy, =0 en ¥
wp(0) =0 en )

con Fy, € L*(0,T; L*(€)) donde || Fy|| 12(qy < C. Por Corolario 4 pégina 4 obtenemos H’U)nHLll ozt < C,

por lo cual, ||vn\|W_1,1( < C. Vemos que se satisfacen las hipdtesis del teorema 2 pagina 4. Entonces
loc

0,7:Hy)
tenemos v, — v en C(0,T; L?(Q)). De las propiedades de convergencia débil tenemos que

// | (B |dacdt—|—||g||oo// vupdadt — 0

Por las estimaciones de energia (ver preliminares) esto implica que
v, —0 en C([0,T];L*(Q))

En particular como v, = 3, — v esto implica que y, — v en L?(Q) y v(T) = 0. Sabiamos que y, — y y
por tanto y = v, y y € A(z). Acabamos de probar que A(z) es un conjunto cerrado. Por la observacién
3 del capitulo 2, tenemos que el conjunto es relativamente compacto. Esto nos dice que el conjunto A(z)
es compacto.

(iii) Tenemos que probar que la funcién multivaluada A es hemicontinua superiormente en z € L?(Q),
esto es, debemos probar que para cada k € L?(Q), la funcién

z— o(A(z),k) = sup /k(:c,t)y(x,t)dxdt
yeA(z) /Q

es semicontinua superiormente en z. Es decir, tenemos que mostrar que para cada

z e L*(Q) limsup o(A(zy), k) < o(A(2), k).

Zn—2z

Como A(z) es compacto para cada n € IN existe y,, € A(z,) tal que

o(A(zp), k / k(z, t)yn(x, t)dzdt
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Ahora como {y,} C X el cual es compacto en L?(Q) por lo que existe y € L*(Q) tal que la subsucesién
que siguiremos denotando por n tenemos que vy, — y.

/Qk:(x,t)ynﬁ/Qk:(w,t)y.

Sea {z,} C L*(Q) tal que z, — z fuerte en L?(Q). Elijamos y,, € A(z,) una sucesién tal que y, — y
fuerte en L2(Q) para algin y € A(z). Tenemos

Yn,it — Ayn + g(zn)yn = hnlw en Q
(5.8) Yn =0 en X
Yn(0) = 3/° en ()

con y,,(T) =0y
(5.9) 1Bl 220,y < Cllv’llz2 ()

Como z, — z existe una subsucesién (que seguiremos denotando por n) tenemos que z,(z,t) — z(z,t)
casi dondequiera en (). Como ¢ es una funcién continua y acotada tenemos g(z,(x,t)) — g(z(z,t)) casi
dondequiera en L?(Q). Por (5.9) existe una subsucesién [4](que seguimos denotando por n) h, y h €
L?(Q) tales que

hn — h débilmente en L?(Q).

Sea v la solucién correspondiente a h y z

ve — Av+ g(2)yn = hl, en Q
(5.10) v=20 en X
v(0) = ¢° en

Definimos v,, = y, — v. Claramente v,, es soluciéon de

Unt — Avy, + v(g(zn) - g(z)) - (hn - %)lw en Q)
(5.11) v, =0 en ¥
Un(o) =0 en (2

Por estimaciones de energia, la definicién de h,, y (5.9), obtenemos

[ bt +¢ [ [ (9enPdedt < gl (Jenll? + m = Fiscunior)
Por estimaciones sobre las normas de h,, y R
[vnll Lo 0,1;02(02)) < C-
Procediendo como en la cerradura obtenemos que
v, = 0en C([0,T); L*(Q))
Finalmente, y € A(z). Es decir que

limsup o(A(zy), k) < o(A(2), k).

Zn—%Z

La funcién A es hemicontinua superiormente en z. Uniendo los resultados anteriores, podemos concluir
que A(z) es un subconjunto no vacfo, convexo y compacto de L?(Q) y también hemos probado que la
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funcién es hemicontinua superiormente. [
Caso general. Supongamos que f es globalmente Lipschitz es decir, para cada z,y € () se satisface

[f(x) = f(y)] < Llz —y|- Ademds f(0) = 0.
Consideremos p, una sucesién regularizante, esto es, p, € C*(R), p, > 0, supp(p,) C B(0,1/n) y

Jrpn(s)ds =1.
Para cada n > 1, hagamos

fn = Pn * f
Fo(z) = fu(z) — fa(0)

F"S(S) sis#0
Gn(s) =
E(0) sis=0

n

Es bien sabido por las propiedades de la convolucién que f, € C*(IR) y f, — [ uniformemente en
intervalos compactos. Por las propiedades de p, y de la convolucion, asi como a las hipétesis sobre f, no
es dificil probar que las funciones F, y G, verifican las siguientes propiedades:
i) G, es continua y F,,(0) = 0 para cada n > 1. Esto se puede observar directamente de la definicién de
F,.
ii)F,, — f en C(K) para cualquier compacto K C IR. En efecto, por las propiedades de la convolucién
fn — fen C(K). Ademés, f,(0) — f(0). Sabemos que la convergencia uniforme implica la convergencia
puntual. En consecuencia F,, — f en C'(K) para cada compacto K C IR.
Por el resultado anterior para cada n € IN, existe y, y una sucesién de controles (h,), tales que y, es
solucién de

Yn,it — Ayn + Fn(yn) = hnlw en Qa
(5.12) yn =0 en X,

yn(0) =y en Q,

yn(T) = 0. Ademds, se cumple que

(5.13) 1l 2@x 01y < ClIY° L2

Por estimaciones de energia de (5.7) y, como los controles estdn acotados se obtiene que la sucesién yy,
estd uniformemente acotada en L?(Q). También por el Corolario I11.26 de [4] existen una subsucesién
(que seguimos denotando por n) y h € L2(Q) tales que h, — h es débil en L%(w x (0,T)). Sea y la
solucion correspondiente a R B

Yy —Ay+ f(y) =hl, enQ,
(5.14) y=20 en X,

y(0) = oY en .

Definimos v, = y, — y. Claramente v,, es solucién de
Un,t — Avy, + Fn(yn) - f(y) = (hn - ;L)lw €n Qa

(5.15) v, =0 en X,
vp(0) =0 en .

Calculando N
Unt — Avy + Fy(yn) — Fu(y) + Fa(y) — f(y) = (hn — h) 1,

Por otra parte
| En(yn) — Fa(y)| < Llvn|
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Teniendo en cuenta la propiedad ii., se tiene la convergencia puntual F,(y) — f(y) en C(K). Por
estimaciones de energfa de (5.10) y las acotaciones anteriores se tiene

/ |vn(t)|2dx—i—0/ IV on 2dzdt < C(T) 4] 20)
Q Q

Por lo cual, se obtiene
[vnll Lo 0,1;02(02)) < C

. - [ —1,1 .
Nuevamente por corolario 2 pagina 5. Demostraremos que v, estd acotada en W, . (0, T} H}), es decir,
anHLg(O THY) < C. Sea wy, = fot vp. Procediendo como antes obtenemos

Wn,t — Aw, = F,

con F,, € L(0,T; L*(2)). Asf Hw””Lzloc(OvTﬂé) < C, por lo cual,

lvnll -1 oz < C. Vemos que se satisfacen las hipdtesis del Corolario 1 del teorema 3 de Simén.
loc 0

Entonces tenemos

v, — 0

en C(0,T; L*(2)). Como ya vimos y, — y uniformemente en particular tenemos la convergencia puntual
esto es, yn(T) — y(T) sabemos que y,(T) = 0 para cada n € N. Asi tenemos que y(7') = 0. Esto resuelve
el problema de controlabilidad nula de (5.2). ]



Capitulo 6

Caso superlineal

Para resolver este problema requerimos los resultados obtenidos en el control de la ecuacion lineal con
potencial y una utilizacién reiterada del efecto regularizante de la ecuacién del calor. La estrategia que
seguiremos es la siguiente: en una primera etapa construiremos controles L? para la ecuacién linealizada
(ver capitulo 4) pero con los controles actuando en un wy CC w.

Utilizando los efectos regularizantes de la ecuacién del calor y con una técnica de “localizacién” veremos
que es posible obtener soluciones (y controles) més regulares a cambio de aumentar el soporte de los
controles a w. Después procederemos a implementar un argumento de punto fijo pero en L> N L? en vez
de en L? como se hizo en el capitulo anterior.

Estamos en condiciones de presentar los resultados sobre la existencia de controles para la controlabilidad
nula en la ecuacién del calor superlineal. Consideremos la ecuacién del calor semilineal siguiente:

ye — Ay + f(y) =hly, enQ,
(6.1) y=0 en X,
y(0) =¢° en ,

donde f es una funcién de clase C1(£2) definida sobre IR con un pequefio crecimiento superlineal en el
infinito, el dato inicial y° conocido y suficientemente regular y f(s) = g(s)s, donde

: l9(s)]
6.2 lim —— 1 =,
(6.2) [sl=00 log®/2(1 + |s])
observemos que en particular f(0) = 0. Con estas hipdtesis procederemos a demostrar el teorema sigu-
iente:

Teorema 15 Sea f una funcion de clase C1(2), verificando(6.2). Entonces para todo yo € H(2) N
Whee(Q) y T > 0, existe h € L*(w x (0,T)) N L>®(w x (0,T)) tal que la solucién correspondiente a (6.1)
verifica y(T') = 0.

Como mencionamos en la introduccién a este capitulo, la demostracién de este teorema utiliza un re-
sultado de control de la ecuacién lineal pero utilizando controles en L? N L™. De manera mas precisa,
utilizaremos el siguiente resultado.

Proposicién 16 Sea w C Q abierto, no vacio y T > 0. Sea y° € L?(Q) N WLH2(Q) y a(z,t) € L=(Q),
eziste h = h(a,y’) € L=((0,T) x w) N L2((0,T) x w) tal que la solucién de

Yt — Ay +a(x,t)y=hl, enQ,
(6.3) y=20 en X,
y(0) =¢° en €,

39
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verifica y(T) = 0. Ademds
IAllLenzz < Clly’llwrcnre

2
O — (C1(HT+ A +all & 4T llallo0) |

Introducimos los espacios de Banach siguientes:
W(0,T;Q) = {u : ue L*0,T; H(Q)), us € L*(0,T; H1(Q))}

con norma
lullw o) = el oo mm ) + 1wl 20 rm-1()-
Si ¥V C Q es un subconjunto abierto, p € [2,00) y 6 € [0,T)

XP(5,T;V) = {u : uec LP(5, T;W?P(V)), us € LP(V x (5,T))}

con la norma
lull xvs,1v) = lull e rwzeo) + lluell Lo o))

Tenemos el siguiente resultado

Lema 17 Sea a € L*>(Q). Consideremos una solucion débil
w e L2(0,T; HY(9)) 1 ([0, T); L2(9)) de

u— Au+alz,t)u=f enQ
(6.4) u=20 en X
u(0) = u° en €,

Sean V y V' dos abiertos tales que V' CCV C Q y sear € [2,00).
1)Supongamos que f € L"(5,T; L"(V)), con 6 € [0,T) arbitrario. Entonces

uwe X", T; V) v € (6,T)
2) Si ademds u(0) =0 en Q y f € L"(0,T; L"(V)), entonces
ue X"(0,T;V)
y existe una constante C(Q,n,r,V, V') tal que

lullxro.rvy < CA+T*) 1+ lalls) (Hf”L’"((O,T)XV) + HU||L2(0,T;H3(Q))m(C(o,T;L?(Q)))
donde o depende de r.

La demostracion de este lema es muy técnica por lo que esbozaremos su demostracion al final de este
capitulo. Procederemos a demostrar la proposicion 1.

Demostracién de la proposiciéon 16:

Sea wy CC w. Consideremos el siguiente problema de control auxiliar:

g — Aj+a(z,t)j = hly, enQ,
(6.5) g=0 en X,
§(0) = y" en ,

con a € L®(Q) y 40 € L*(Q) N WH®(Q). Por el Teorema 5 existe un control h € L?(wy x (0,T)) tal que

_ . O(Qw) ( 1+T+1/T+|all 2+ T all o
g(T) =0y [kl 12 < Clllallso, T)[4°l 2()- Donde C(|lalloo, T') = e ( )
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Sea w = gy — n(t)Y, donde n € C*([0,T]) satisface 0 <n < 1en [0,7],n=1en [0,7/4 yn =0 en
[3T/4,T] y Y es solucién de

Y; =AY +a(z,t)Y =0 en Q,
(6.6) Y=0 en X,

Y (0) = ¢° en (.

Obtenemos que w es solucion

wy — Aw + a(z, t)w = hl,, —nY en Q,

(6.7) w=0 en X,
w0)=0 y w(T)=0 en .
Sean wyg CC wy CC w. Definimos 6 como:
)1 enw
(6:8) 0= { 0 en Q\w.

Sea v = (1 — #)w. Con este cambio de variable obtenemos que v es solucién de

v —Av+a(z,t)v=h; — Y  en Q,
(6.9) v=20 en X,
v(0)=0 y v(T)=0 en

donde hy = wAf 4+ 2V - Vw + On,Y. Por construccién hi es un control que tiene soporte en w. Vemos
que v es solucién de un problema similar a (6.7) pero con hy una funcién con soporte en w. Veamos que
hy € L. El término 01,Y € L™ pues y° € W y por tanto Y € L™ y estamos multiplicando por
On: que son funciones acotadas. Para ver que h; estd en L™ veremos que wAf y 2VOVw estan en L.
Como suppwAf C Q\ wy y supp2VOVw C Q \ w; basta ver la regularidad de w y de Vw en Q \ wy.
Aplicando el Lema 17 con V = Q\wg y V' = Q\ w1 vemos que w € X"(0,T;V’) para cada r > 2. Por
las inclusiones de Sobolev para r suficientemente grande tenemos X" (0,T;V') C L>(0,T; W*(V')) en
conclusién h; € L. Ademaés
A1l Lenze < Clly°lwreene-

Definimos y = v 4 n(t)Y entonces y es solucién de (6.3) con el control h = h; € L. |
Para R > 0, introducimos la funcién truncatura T'r definida por

s si|s|] <R
Rsgns sils| > R.

Tr(s) = {

Demostracion del Teorema 15:
Sea Z = L*(Q) N L>®(Q), para cada z € Z, consideremos el siguiente sistema lineal:

yt — Ay +g(Tr(2))y = hl, en Q,
(6.10) y=0 en X,
y(0) = 0 en ().

)
Observemos que si hacemos a = a, = g(Tr(2)) € L*°(Q). En consecuencia podemos aplicar la Proposicién
16, en el intervalo de tiempo (0,7%) donde

72/3}

T. = min{T, [|g(Tr(2))llx
es decir, encontramos h, € L®(w x (0,7T%)) N L2(w x (0,T%)) tal que y = . satisface

U.(x,T,) =0 en
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y
1ha]l < exp O (T, l|az]lo) l1y°ll 2

2
1 3 ~ ~
donde C(T, ||az||lo0) = eC1 Tt 7 Hlal o+ Tellalloe) - geap h, y ¥, la extension por cero de h, y 3, a todo
el cilindro Q = Q x (0,7). Claramente por construccién de 7T, tenemos que

~ = 2
J:(x,T) =0 |[hllpeenrz < exp(C(T, ) (1 + [laz[5)[[9°|lwroonre

donde C depende de T, de Q y de w pero no depende de ||a.||~. Esta cota es fundamental en el proceso
que sigue y por ello se construy6é T, un tiempo auxiliar en el control. Para cada z € L?(Q) N L™(Q)
definimos

Ar(z) = {y» : y. es solucién de (6.10) cony,(T) =0,
h. € L*(w x (0,7)) N L®(w x (0,T)) y
[zl Lo (@)nz2(q) < exp (C(Tv Q)1+ ||az||2/3)) H?/OHWLOO(Q)mL?(Q)} :

Por la Proposicién 16, tenemos que Ag(z) # ) para cada z € L%(Q)NL>®(Q). Mostraremos que el teorema
de Kakutani puede aplicarse a Ar, para R fijo. Para probar que Ar(z) es un subconjunto convexo,
uniformemente acotado y compacto de Z. Se procede como en el caso semilineal. Ahora probaremos
que z — A(z) es hemicontinua superiormente. Tenemos que probar que la funcién multivaluada Ar es
hemicontinua superiormente en z € L%(Q), esto es, debemos probar que para cada k € L?(Q), la funcién

z+ o(ARr(2),k) = sup /k(m,t)y(x,t)dxdt
yEAR(2) /Q

es semicontinua superiormente en z. Es decir, tenemos que mostrar que para cada

z€ LA(Q)NL>® limsupo(Ag(zn), k) < o(Agr(2),k).

Zn—Z

Como Ag(z) es compacto para cada n € IN existe y, € Ar(z,) tal que
o(Ar(zn), k) = / Kz, Oyn (2, £) dwdt
Q

Ahora como {y,} C X el cual es compacto en L%(Q) por lo que existe y € L?(Q) tal que la subsucesién
que siguiremos denotando por n tenemos que y, — ¥.

/Qk(a:,t)ynﬂ/Qk(x,t)y.

Sea {z,} C L*(Q) tal que z, — z fuerte en L?(Q). Elijamos y, € Ag(z,) una sucesién tal que y, — y
fuerte en L%(Q) para algin y € Agr(2). Sea {z,} C L*(Q) N L>=(Q) tal que

2, — z fuerte en L*(Q) N L™(Q).
Elijamos y,, € Agr(z,) una sucesioén tal que
Yn — y fuerte en L?(Q) N L™®(Q)

para algin y € L2(Q) N L*(Q). Queremos demostrar que y € Ap(z). Tenemos que

Ynt — Ayn + g(TR(zn))yn =hyl, en Q
(6.11) Yn =0 en ¥
Yn(0) = 3/° en
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2
con yn(T) = 0y ||z, | 2w (0,701 (wx (0.7)) < C(T, Q, |az, 13)19° lwreenpz. Como z, — 29 en  L*(Q)N
L>(Q) entonces, existe una subsucesién de z, (que seguimos denotando por z,) tal que z, — 2
en casi todo punto de Q y Tr(z,) — Tgr(z0) en casi todo punto de Q. Como g es continua se tiene
9(Tr(2zn)) — g(Tr(20)) en casi todo punto de Q). Ademads

(6.12) Al L2 @ynze < exp C(T, 2, R¥3) 190 120w ()

Por (6.12) de [4], existe una subsucesién, que seguiremos denotando por {h,}, y h € L2(Q) N L>®(Q) :
hp —h débilen L2(Q).
hp — h  débil* en  L™(Q).

Sea v la solucién correspondiente a g(Tr(2)) v a h, es decir,

vy — Av+ g(Tr(z))v =hl, enQ
(6.13) v=20 en X
v(0) = ¢° en

Definimos v, = y, — v. Entonces v,, es solucién de

Vng = Aoy + g(Tr(2))vn + 0(9(Tr(z0)) = 9(Tr(2))) = (ha = W)l en Q
(6.14) v, =0 en ¥
v (0) =0 en

Por las estimaciones sobre las normas de h, y /ﬁ,
|vnll Lo (0,7;22(02)) < C.

Cabe aclarar que la constante anterior no depende de z. Definimos wy, (¢, ) = [3 v, (s, z)ds. Obtenemos
que

wpt —Aw, =F, en Q
(6.15) wy, =0 en X

wp(0) =0 en )

con F, € L?(0,T; L*(?)) donde [ Fnllz2(q) < C. Por las estimaciones de energfa (referencia) obtenemos
que
|’w”HL}OC(D,T;H3mW(}”") <C paracadar > 2.

Por la definicién de w, esto significa que

HU"HWl;Cl’l(O,T;H(}OWOM) <C

r suficientemente grande tenemos Wol "(Q) C L>(Q) es compacta. Hemos obtenido que v, satisface las
hipétesis del Corolario 2 y por tanto existe ¢ tal que v, — @ en C(0,T; L?(Q)). De las propiedades de
convergencia débil y convergencia fuerte tenemos que para todo 7' >t > 0,

(/ot/g vn(hn = h) + /Ot/Q v (9(Tr(21)) — Q(TR(Z)))d:I:dt> 0.

Lo anterior nos indica que

(S
Il
)
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En particular como v, = y, — v esto implica que y, — v en L*(Q) N L>=(Q) y v(T) = 0. Sabfamos que
yn — y en L2(Q) N L*>®(Q) y por tanto y = v, y y € Ar(2). Esto prueba que la funcién es hemicontinua
superiormente. Por lo que, se cumplen las hipStesis del teorema de Kakutani. Denotemos por z = y%
este punto fijo y su sistema lineal

ylt — AyR + g(Try®)y" = hrl, en Q
(6.16) yE =0 en ¥
yR(T) =0, y"(0) = ¢° en €.

|
Demostracién del Lema:
Como f € L2(Q2x (0,T)) es regular. Supongamos que f € L"(w x (6,T)) conr > 2y § € (0,T) arbitrario,
y fijo. Sea ¢’ € (6,T). Consideremos el intervalo (d,4’). Dividiendo el intervalo anterior en I + 2 partes
iguales, donde I se determinara mas adelante. Definimos

(i+1)(0" =)
=0+ -—"——=
=0t I+2
parai=0,1,2,3,..., I+ 2. De manera semejante elegimos una familia de abiertos {V;}o<i<r+1 tales que

V =V, ,CccVycc---ccVyccVyccV

Sea 1y € C*°([0,T]) verificando 9 = 0 en [0,6], ng = len[dg,T] y 0 < np < 1, (@) < 50%6 y sea
& € COO(Q)
1 enw
(6.17) f0= { 0 en Qo\w
y0<& <1

Poniendo wy = no&yu. Multiplicando por 79y a la ecuacién (6.4), tenemos

wor — Awg = noo f + Moo — 210V - Vu — nouly — anoéou

entonces wy resuelve el problema
wor —Awyg =G en Q
(6.18) wp =0 en ¥
wp(0) =0 en (2,

donde G = Go = no&of + npéou — 210 VEp - Vu — noul&y — anoéou. Analizando cada término de G vemos
que G € L*(Q) Por el Teorema 2.1 [Gigal, se tiene

wy € L*(0,T; H*(Q) N HF(Q)), woy € L*(Q)
en particular como wy = npépu restrengida a wy es igual a u; tenemos
w e L*(8o, T; H*(wp) N L™ (80, T; H (wp))

Sea m € C*([0,T)) verificando 71 = 0 en [0,d0], mn = 1 en[61,T] y 0 < m < 1, @) <
ﬁ en(0,7]. Ysea & € C®(Q) & =0enQ\ Wy & =1 enw;. Haciendo wy = n1& u resuelve (6.18)
con G = Gy dada por G1 = m& f + nj&u — 2mVE - Vu — nouléy — améu calculando Gy — & f =

nhéou — 2o Vo - Vu — nouléy — anoéou ast tenemos Gy — m &1 f € H (wp) C L2 (Q) donde

_n—2

1
2 2 n  2n
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Tenemos
L*(0,T; L* (Q)) N L>®(0,T; L*()) C L7(0,T; LP())

donde r esta fijo y p por determinar. Por Lema 7 de [14], obtenemos
L*(0,T5 L% (Q)) N L>®(0,T; L*()) € L"(0,T; (L**, L*)g,,)

sis=0 6=\donde

I A
roo2*
despejando A se tiene
\— 2n
-~ r(n—2)

Recordemos que n > 2. Calculando
1 A 1—A
(6.19) 1_x (0=
p 2* 2

sustituyendo el valor de A en (6.19) y despejendo p finalmente obtenemos

2r(n —2)
r+2)(n—2)—2n

P

Realizando este proceso un nimero finito de veces podemos alcanzar 7.
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