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Introduccion

En esta tesis vamos a estudiar las ecuaciones de Einstein en un sistema que presenta
simetria plana e isotropia. En este caso la simetria la consideraremos con respecto a los
planos con x = cte, es decir que nuestro espacio-tiempo sera simétrico con respecto a
los planos que presenten x = cte y que se medira de la misma manera en las direcciones
y v z. La métrica que cumple con estas caracteristicas y que vamos a utilizar es:

ds* = —a’dt* + Ada® + B (dy* + d=?) . (0.0.1)

Para poder estudiar el comportamiento de las ecuaciones de Einstein en este sistema las
reescribiremos como un problema de valores iniciales para lo cual usaremos el forma-
lismo 341 en el cual la parte temporal se separa de la parte espacial de las ecuaciones.
De esta manera las ecuaciones que utilizaremos para realizar la evolucion seréan las
llamadas Fcuaciones ADM?! escritas a la manera de York? [5, 13].

Las ecuaciones ADM constan de las ecuaciones de evolucion de la norma tridimensio-
nal, 7,5, y la curvatura extrinseca de la foliacién utilizada, K;;. La evolucién de dichas
variables estd sujeta a las llamadas Constricciones Hamiltoniana y de momento que
también provienen de las ecuaciones de Einstein solo que en este caso las ecuaciones no
involucran derivadas temporales de las variables de interés sino tinicamente derivadas
espaciales.

Haremos la evolucién de las ecuaciones de manera numérica utilizando diferencias fini-
tas y el método de “Cranck-Nicholson Iterado” el cual es de segundo orden, mientras
que el programa que las evoluciona esta escrito en lenguaje FORTRAN 90.

Debido a que las ecuaciones ADM no presentan un sistema de ecuaciones fuertemente
hiperbdlico les sumaremos multiplos de las ecuaciones de constriccién, Hamiltoniana
y de momento, obteniendo asi 3 sistemas de ecuaciones, fuertemente hiperbodlicos, di-
ferentes entre si. Vamos a analizar estos 3 sistemas para ver bajo que condiciones se
presentan los llamados chogques, en uno de los sistemas estudiaremos los choques en
la funcion de lapso, mientras que en los otros dos nos enfocaremos en choques en las

!Ecuaciones de Arnowitt-Deser-Misner.

2Esta diferencia se debe a que la forma en la que las utilizaremos estd dada en el articulo de York
[13], mientras que las originales de ADM utilizan otras variables.
De ahora en adelante las llamaremos por simplicidad “ADM”
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constricciones.

Modificaremos las ecuaciones de ADM de la siguiente manera:

1. Al primer sistema se le suma la constriccién Hamiltoniana a la ecuacién de evo-
lucién de K3.

2. Al segundo se le suma un multiplo de la constriccién Hamiltoniana tanto a la
ecuacion de evolucién de K como a la de Kpp.

3. Al tercer sistema de ecuaciones se le suma un multiplo de la Constriccion Ha-
miltoniana a la ecuaciéon de evoluciéon de K y un multiplo de la Constriccion de
momento a la de D 4.

Cabe mencionar que en el caso 2 y 3 los multiplos de las constricciones que se suman
a las ecuaciones de evolucion no estan fijos desde un principio, sino que se dejan como
coeficientes libres a determinar.

Vamos a considerar choques en las soluciones, en este caso nos enfocaremos en los cho-
ques de constricciones y veremos unos choques de norma sélo para confirmar que el
cédigo esta funcionando correctamente.

Para estudiar los choques utilizaremos dos métodos: el de Degeneracion lineal indirecta
en el que se encuentran condiciones para evitar que las derivadas de las variables de
evolucion se vuelvan infinitas, y el Criterio de Fuentes en el que las condiciones son
para evitar que la variable misma de evolucién se vuelva infinita. Aplicaremos ambos
criterios a los 3 distintos sistemas de ecuaciones de evoluciéon mencionados previamente.

Para el sistema 1 estudiaremos los choques de norma comparando distintas elecciones
de lapso, encontrando que la eleccion de lapso dada por:

oo = —a’ f(a)K, (0.0.2)

nos lleva a que no se presenten dichos choques de norma, a esta eleccion de lapso se le
conoce como evita-choques.

En los sistemas 2 y 3 estudiaremos los choques de constricciones, en estos dos sistemas
la conclusion a la que llegamos al utilizar los criterios arriba mencionados es que se
deben de cumplir los siguientes relaciones:
hx = 1/2,
hKBB - mDA - 07

i.e. que se debe modificar la ecuacién de evoluciéon de K por el factor —%hKBBCH
mientras que las ecuaciones de evolucién de Kgg y de D4 no deben de modificarse, al

3la traza de la curvatura extrinseca
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menos no modificarse de la manera que lo hicimos en este trabajo.

Por otro lado hay que recalcar que aun cuando no se presentan choques de constric-
ciones, las constricciones no son estrictamente cero, como deberian de ser, si no que
las constricciones son un minimo con respecto a aquellas evoluciones en las que no se
respeta los parametros resultados de los métodos para evitar choques.



Capitulo 1

Introduccion a la Relatividad
General

Para poder enunciar las ecuaciones de campo de Einstein y las ecuaciones con las cuales
trabajaremos, primero vamos a dar los conceptos basicos necesarios. Debido a que en
dichas ecuaciones se utilizan cantidades con varios indices por simplicidad tomaremos
la convencién en la cudl los indices griegos («, (3...) toman los valores {0, 1, 2, 3} y los
indices latinos (i, j...) toman los valores {1, 2, 3}, en dénde la componente 0 siempre se
toma c6mo la componente temporal y las componentes {1, 2, 3} como las espaciales.

1.1. Meétrica

Empecemos por considerar un espacio-tiempo de 4 dimensiones, i.e. 3 dimensiones
espaciales y 1 dimension temporal, y sean z® las coordenadas de un evento en este
espacio-tiempo. Si tomamos dos eventos infinitesimalmente cercanos cuyas coordenadas
sean 2% v 2% + da®, podemos definir una distancia invariante ds* cémo:

4
ds® = Z Jopdrda’ = gopda®da”, (1.1.1)
a, =1

en doénde g, es conocido como el tensor métrico o la métrica y en la segunda igualdad
tomamos la convencion de suma de Einstein en la cudl indices que se repiten implican
una suma. La cantidad ds? se llama intervalo y al ser una cantidad escalar no depende
del sistema de coordenadas utilizado para describir a nuestro espacio-tiempo de manera
que su valor es igual en cualquier sistema de referencia.

En cada punto del espacio es una matriz simétrica de 4 x 4 elementos, con eigenva-
af )

lores con signos (—, +, +, +)!, i.e. un eigenvalor negativo que estd asociado al tiempo

y 3 eigenvalores positivos asociados al espacio. En relatividad especial el tensor métrico

I Esta eleccién de signos es por convencion, lo que importa es que la métrica es Lorentziana es decir
que su signatura es negativa, otra opcién es poner la métrica con signos (+.—,—,—)



es la llamada métrica de Minkowsk: dada por:
ds® = —dt® + da* + dy? + dz* = napda®da”, (1.1.2)

la cual corresponde a un espacio plano en coordenadas cartesianas. Por otro lado en
relatividad general g,s puede depender, y en general lo hace, de las variables coorde-
nadas, de manera que cambia punto a punto.

Debido a la presencia de un eigenvalor negativo en g,4 el intervalo ds® no es una
cantidad positiva definida. Debido a esto a partir de la métrica se pueden distinguir 3
formas distintas de relacionar a los eventos, dadas por:

ds® > 0 intervalo espacialoide, (1.1.3)
ds* < 0 intervalo temporaloide, (1.1.4)
ds* = 0 intervalo nulo. (1.1.5)

Un intervalo espacialoide corresponde a eventos separados de manera tal que una senal
tendria que moverse més rapido que la luz para llegar de un evento a otro. Un intervalo
temporaloide corresponde a eventos en donde una senal tiene que moverse mas lento
que la luz para llegar de uno a otro y un intervalo nulo corresponde a eventos en los
que una senal tiene que moverse justo a la velocidad de la luz para llegar de uno a otro.

Futuro Causal

Resto Resto

Pasado Causal

Figura 1.1: Cono de Luz.

De esta manera los intervalos espacialoides corresponden a eventos que estan separados
principalmente en el espacio y los temporaloides a eventos que estan separados en el
tiempo, mientras que los intervalos nulos marcan la frontera entre separacién espacial
y separacion temporal.



1.1.1. Transporte Paralelo y Ecuaciéon Geodésica
Transporte Paralelo

Cuando estamos en un espacio plano, un vector al transportarse de manera paralela a
sl mismo no cambia, mientras que en un espacio curvo el vector si lo hace. El ejemplo
mas sencillo es el de una esfera, en la figura 1.2 se puede ver claramente que al trans-
portarse un vector paralelamente a si mismo en un circuito cerrado al llegar al punto
de partida el vector cambid.

Figura 1.2: Transporte Paralelo

Ecuacion Geodésica

En la teoria de la relatividad los objetos en caida libre se mueven siguiendo las trayec-
torias méas rectas posibles (i.e. trayectorias extremas en cualquier métrica), a éstas tra-
yectorias extremas se les llama geodésicas, asi la gravedad no es vista como una fuerza
externa sino como una distorsion en la curvatura del espacio-tiempo.

Para encontrar la ecuacién que siguen dichas trayectorias extremas, vamos a empe-
zar definiéndolas como aquellas trayectorias cuyos vectores tangentes se transportan
paralelamente a si mismos, es decir:

D [(dzx® dx®

en donde Dﬁu es la derivada absoluta de un tensor definida a lo largo de una curva cémo:

D

oo (T%5.) = AxT*5., (1.1.7)

. «@
con % = z® (u) una curva parametrizada por u y ddiu = X el vector tangente a z°.
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Sin embargo siempre podemos parametrizar a la curva de manera que \ (u) se anule,
de manera que la ecuacion general para una geodésica esta dada por:

d?x™ dzP dx”
I, ——— =20 1.1.8
dr? T dr dr ’ ( )

en donde 7 se llama parametro afin a las geodésicas que es el que anula a \.

En el caso de un observador 7 se asocia al llamado tiempo propio que corresponde
al tiempo medido por un reloj ideal atado al objeto en movimiento definido como
dr? = —ds?, y %, son los llamados Simbolos de Christoffel que estdan dados en
términos de la métrica de la siguiente manera:

Qb
Foz — g agﬁﬂ ag"/# _ agﬁ’y (119)

fr= o | gxv oxP  Oxm |’

en dénde los coeficientes g® se definen cémo los coeficientes de la matriz inversa de
gap, de manera que g**g,s = 0.

Entonces dado un campo gravitacional, i.e. dada la métrica del espacio-tiempo, la ecua-
cién de las geodésicas describe la trayectoria de los objetos, es decir, el espacio-tiempo
le dice a los objetos como moverse.

1.2. Curvatura

Para poder distinguir un espacio plano de un espacio curvo, necesitamos otra cantidad
que nos de informacion acerca de la curvatura del espacio, ya que a partir de los simbo-
los de Christoffel no es posible distinguirlos debido a que el hecho de que los simbolos
de Christoffel se anulen no implica que el espacio es plano. Esto puede corroborarse
sacando los Christoffel para un espacio plano con la métrica en coordenadas esféricas,
en este caso los Christoffel son distintos de cero y la curva geodésica ya no tiene una
expresion trivial.

1.2.1. Tensor de Riemann

La manera de distinguir un espacio plano de uno curvo es mediante el tensor de curvatu-
ra de Riemann. Este tensor mide el cambio de un vector al transportarlo paralelamente.
La manera de ver si un espacio es plano o curvo es que el vector no cambia al transpor-
tarlo paralelamente en un espacio plano, mientras que si el espacio es curvo el vector
si cambia.

En términos de los Christoffel el tensor de Riemann esta dado de la siguiente manera:

R, = d,1°, —9I°%, +I° 1%, T 17 . (1.2.10)
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Este tensor es antisimétrico en su segundo par de indices:

R,,=— R, (1.2.11)

nvp

Aparte tenemos la siguiente identidad:

Ryt RO+ R, =0, (1.2.12)

puv

Si ahora se baja el primer indice utilizando la métrica? se puede ver que el tensor de
Riemann es simétrico bajo intercambios del primer y segundo par de indices:

Rauup = Rl/po',u,‘ (1213)

Tomando las ecuaciones (1.2.11) y (1.2.13) se puede ver que R, también es anti-
simétrico en su primer par de indices:

Rcr,uzzp = - R,u,cn/pa (1214)

si ahora consideramos las ecuaciones (1.2.11), (1.2.13) y (1.2.14), llegamos a que se
cumplen las siguientes propiedades:

Ra;wp = - Raupl/ = - RNUVP = R[/pay,, (1215)
Rcrp,zzp + Rcrp,u,zz + Raup,u, = 0. (1216)

Si n es el nimero de dimensiones del espacio en el cual estamos evaluando a Ry,
entonces estas simetrias reducen el ntimero de componentes independientes de n* a
%n2(n2 —1). En nuestro caso estamos en 4D, asi que nos reducen de 256 componentes
a unicamente 20 componentes independientes.

1.2.2. Tensor de Ricci

A partir del tensor de Riemann podemos definir otros dos objetos matematicos, el
tensor de Ricci Ry, y el escalar de Ricci o “escalar de curvatura” de la siguiente
manera;

R, = R, (1.2.17)
R = ¢"™R,. (1.2.18)

El tensor de Ricci es de hecho la tinica contraccién posible del tensor de Riemann, ya
que cualquier otra combinacion 6 es idénticamente cero o se reduce a + R,

Aqui es importante senalar que el hecho de que el tensor de Ricci sea cero no implica
que el espacio sea plano. Esto es debido a que el tensor de Riemann tiene 20 compo-
nentes independientes, mientras que el de Ricci s6lo tiene 10 (en 4D), de manera que el
que sus 10 componentes sean cero no nos dice nada acerca de las otras 10 del Riemann.

2
R(ﬂl.l/p = JGox R)\Myp



1.2.3. Identidades de Bianchi

A partir de la definicién del Riemann, ecuacién (1.2.10), se puede demostrar que se
satisface el siguiente conjunto de identidades diferenciales:

VeRpyw + ViBRpou + ViR, =0, (1.2.19)

en donde V, es la derivada covariante definida a continuacion. A estas identidades se
les llama Identidades de Bianchi, y son muy importantes en la relatividad general.

1.2.4. Derivada Covariante

Ahora voy a definir un concepto que mas adelante serda muy 1til, y es la derivada cova-
riante.

Cuando queremos ver el cambio de un campo vectorial o de uno tensorial tenemos que
tomar en cuenta que al moverse de un punto a otro no inicamente pueden cambiar las
componentes del campo sino que también puede cambiar la base con la que se miden
dichas componentes.

Para ver como afecta esto, tomemos como ejemplo un vector:
U= v%e,, (1.2.20)

en dénde €, son los vectores de la base en la que esta escrito ¥ y v son sus componentes.
Considerando ahora el cambio del vector a lo largo de una coordenada cualquiera:

o o
ov® o 08,

S+, (1.2.22)

en donde la derivada g% es un vector, de tal manera que podemos escribirla como

combinacién lineal de los vectores de la base de la siguiente manera:
0€y .
5 = T, (1.2.23)

con I 5o 10s simbolos de Christoffel que ya definimos anteriormente. Substituyendo
esto en la ecuacion (1.2.22) llegamos a:

or _ow
oxB OB

como los indices que se suman son mudos lo cudal quiere decir que podemos renombrar-
los, tenemos la siguiente expresion:

ov ( ov®

w w + U“Faﬁ“) ga‘ (1225)

Ea + V¥, 8, (1.2.24)

6



Definimos la Derivada Covariante de un vector de la siguiente manera:

'Ua B = Vg 'Ua = 7 + v“Faﬁu. (1226)
Para un vector con los indices abajo vg la derivada covariante se define de la siguiente
manera:

OV,

Vo;8 = W — Fua,ﬁ'vﬂ' (1227)

Este concepto de derivada covariante se puede extender a tensores de mayor rango,
esto se hace agregando un simbolo de Christoffel por cada indice extra, de manera que
para tensores de rango 2 tenemos las siguientes definiciones:

vﬁAMV - aﬁA,uV - Aauraﬂlg - A#arayﬂ’ (1228)
vﬁAuu — aﬁAMV —l—AaVFMaﬁ _i_AuoTuaﬁ’ (1‘2'29)
VgAl, = 0AF, + A% — AMT°, (1.2.30)

en donde utilizamos la expresién que nos convenga dependiendo de los indices del tensor
que tengamos.

1.3. Ecuaciones de campo de Einstein

Dentro de la teoria de gravitacién de Einstein son las ecuaciones de campo de Finstein
las que relacionan la geometria del espacio-tiempo con la distribucion de materia y de
energia. Einstein llegd a ellas al generalizar, de una manera relativista y consistente,
la ley de gravitacion de Newton. Sin embargo, de manera casi paralela, Hilbert las
derivo formalmente a partir de un Lagrangiano. De cualquiera de las dos maneras las
ecuaciones estan dadas de la siguiente forma:

G = i—jGTuu, (1.3.31)

en dénde G, es el tensor de Einstein que se define mas adelante, 7T}, es el tensor
de energia-momento de la materia, c es la velocidad de la luz y G es la constante de
gravitaciéon de Newton. En esta tesis trabajaremos en las unidades geométricas, en las
que se toman los siguientes valores:

c = 1, (1.3.32)
G = 1. (1.3.33)
El tomar estos valores de ¢ y de G nos implica un cambio en las unidades de masa

y de tiempo, ahora ambas se mediran en metros (m) y no en las unidades en las que
estamos acostumbrados.

Entonces las ecuaciones de Einstein con las que trabajaremos en adelante son las si-
guientes:
G = 87Ty, (1.3.34)

7



El tensor de Einstein esta definido en términos del tensor de Ricci de la siguiente

manera: 1
G;w = R,u,zx - ég,u,yR‘ (1335)

El tensor de energia-momento describe la densidad de energia, la densidad de momento
y el flujo de momento de un campo de materia. Cada una de sus componentes se explica
de la siguiente manera:

T = densidad de energfa, (1.3.36)
T% = densidad de momento, (1.3.37)
TY = flujo de momento i a través de la superficie ;. (1.3.38)

En dénde las cantidades anteriores estan medidas por observadores inerciales en reposo
en un sistema localmente plano, i.e. que la métrica del espacio tiempo en una vecindad
lo suficientemente pequenia se ve como la métrica de Minkowski, ecuacién (1.1.2).
Una de las consecuencias més importantes de las identidades de Bianchi antes mencio-
nadas es que la divergencia covariante del tensor de Einstein es cero:

V,G* = 0. (1.3.39)
Si ahora se utilizan las ecuaciones (1.3.34), tenemos la siguiente propiedad:
Vv, T" = 0. (1.3.40)

Estas 4 ecuaciones representan las leyes locales de conservacién de energia y momento,
y garantizan que la pérdida de energia y momento en una regién esta compensada por
el flujo de energia y momento fuera de dicha regién. De esta manera se puede ver que
las ecuaciones de Einstein implican automaticamente a las leyes de conservacién de
energia y momento.

Cuando se trabaja en el vacio, entonces el tensor de energia-momento es cero y las
ecuaciones (1.3.34) se reducen a:
G =0 (1.3.41)

0 equivalentemente:
R, = 0. (1.3.42)

Aqui es donde toma importancia el que cuando el tensor de Ricci es cero no signifique
que el espacio sea plano, ya que sabemos que el campo gravitacional de un objeto se
extiende mas alla del objeto, por lo que la curvatura en una regién del vacio cercana a
un objeto masivo no puede ser cero.

Las ecuaciones (1.3.41) describen la forma en la que el campo gravitacional se propaga
en el vacio y predicen la existencia de las ondas gravitacionales, perturbaciones del
campo gravitacional que se propagan a la velocidad de la luz.



Capitulo 2

Formalismo 3+1

2.1. Introduccion

Lo primero que se hace para estudiar la evolucién en el tiempo de un sistema fisico en
particular es formular dicha evolucién como un problema de valores iniciales o Proble-
ma de Cauchy, en el que dadas las condiciones iniciales y de frontera adecuadas, las
ecuaciones de evoluciéon puedan predecir el futuro o el pasado del sistema.

Para poder expresar las ecuaciones de Einstein, ecuaciones (1.3.34), como un problema
de Cauchy tenemos una dificultad, ésta es que las ecuaciones estan escritas de manera
tal que el espacio y el tiempo son simétricos y juegan papeles equivalentes, por lo que la
evolucion en el tiempo del campo gravitacional no es evidente. Una manera de remediar
esto es separando las partes temporal y espacial de forma explicita. A la formulacién
resultante de esta separacion se le conoce como formalismo 3+1.

Consideremos un espacio-tiempo con métrica g,g y supongamos que dicho espacio-
tiempo puede ser foliado, es decir, separado en cortes tridimensionales tales que cada
hoja tridimensional es espacialoide (ecuacién (1.1.3)); se dice que dicho espacio-tiempo
es globalmente hiperbdlico. En un espacio-tiempo asi definido no existen curvas tempo-
raloides cerradas, lo cual implica que no se permiten viajes hacia atras en el tiempo.
En la figura 2.1 podemos ver un ejemplo de foliaciéon de este tipo.

La foliacién de un espacio-tiempo globalmente hiperbdlico en general no es tnica. De-
finimos el parametro ¢ como aquél que identifica a las hojas de la foliacién, de esta
manera t se puede considerar como un tiempo universal. Es importante notar que t
puede no coincidir con el tiempo propio de ningun observador.

Consideremos una cierta foliacion y dos hipersuperficies infinitesimalmente cercanas 3,
y 2erar, tal como se muestra en la figura 2.2. La geometria de la regién del espacio-
tiempo contenida entre ambas hipersuperficies se puede determinar a partir de las
siguientes cantidades:



Hipersuperficies espacialoides

tiempo

A 2}

2}

131

Figura 2.1: Foliacién del Espacio-Tiempo.

» La métrica tridimensional v;;, que mide las distancias dentro de la hipersuperficie
misma:
N o
dl* = ~,jdz'da’. (2.1.1)

= El lapso de tiempo propio a entre ambas hipersuperficies que mide un observador
que se mueve en la direccién normal a ellas (observador de Euler) :

dr = a (t,2') dt. (2.1.2)

» La velocidad relativa (3° entre los observadores de Euler y las lineas con coorde-
nadas espaciales constantes:

Tipa = 71— 0 (t,2") dt, (2.1.3)
en donde la tltima ecuacién vale para observadores de Euler y al vector 3¢ se le

llama vector de corrimiento o shift.

Coémo puede notarse la manera de hacer la foliaciéon no es tnica y tampoco lo es la
manera en la que se propaga el sistema de coordenadas espacial de una superficie a
otra. Esto ultimo significa que tanto la funcién de lapso a como el vector de corrimiento
3" son funciones que se pueden especificar libremente. Estas funciones determinan el
sistema de coordenadas y son conocidas como funciones de norma.

Si expresamos la métrica del espacio-tiempo en términos de las funciones {a, 3, 7;;}
se tiene lo siguiente:

ds* = (—o® + 3;4") dt® + 20;dtda’ + ~yda'da? (2.1.4)

con ﬂl = P)/Z]ﬂ]
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trayectoria ortogonal  linea de coordenadas espaciales
constantes

z— Bdt t+dt
3dt '

Figura 2.2: 2 Hipersuperficies infinitamente cercanas.

Explicitamente la métrica toma la siguiente forma:

| P+ B0 B
G = < PG ) , (2.1.5)

cuya inversa es:
v —1/OZQ ﬂi/QQ
- ( B2 49— FE e, ) (21)

Las componentes del vector normal unitario n* a las hipersuperficies son:
n = (1/a, =f"/a), n,=(—a, 0). (2.1.7)

Aqui hay que hacer la anotaciéon que n* es un vector unitario temporaloide, i.e. n#n, =
—1.

2.2. Curvatura extrinseca

En las hipersuperficies que forman la foliacion del espacio-tiempo hay que hablar de
curvatura intrinseca y curvatura extrinseca, la primera relacionada con su geometria
interna y la segunda con la forma en la que dichas hipersuperficies se encuentran in-
mersas en el espacio-tiempo (4-D).

La curvatura intrinseca estda dada por el tensor de Ricci tridimensional definido en
términos de 7;;, la métrica en 3-D . La curvatura extrinseca estd definida en términos
de lo que le pasa al vector n* al transportarlo paralelamente de un punto de la hiper-
superficie a otro, en general el nuevo vector ya no sera normal a la hiper-superficie.
Una medida de que tanto cambia n* bajo transporte paralelo es el tensor de curva-
tura extrinseca K,p. Para poder definirlo primero tenemos que definir el operador de
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proyeccion Pg a las hiper-superficies espaciales:

PG = g% +nng, (2.2.8)

y se tiene la siguiente propiedad:
(PG ) ne =0, W, (2.2.9)
i.e. todo vector proyectado a la hiper-superficie es ortogonal a n®.

Utilizando el operador de proyeccion el tensor de curvatura extrinseca se define de la
siguiente manera:

Ko = —P%Vang, (2.2.10)

en donde se proyectan todos los indices libres a la hiper-superficie espacial y V,, es la
derivada covariante en 4D.

A partir de la ecuacién (2.2.10) se puede mostrar que el tensor de curvatura extrinseca
tiene las siguientes propiedades:

Ko = Kpa, (2.2.11)
nKag = 0, (2.2.12)

es decir, que es un tensor simétrico y que es puramente espacial, de esta manera lo
denotaremos unicamente como K;;. Si ahora substituimos la ecuacién (2.1.7) en la
definicién (2.2.10), se encuentra que K;; tiene la siguiente forma en términos de la
métrica espacial:
1

[=0yvij + DiBj + D3, (2.2.13)

K = —

Q@
con D; la derivada covariante tridimensional, en términos de los Christoffel correspon-
dientes a la métrica espacial. La ecuacién anterior se puede reescribir de la siguiente

manera;
Orvij = —2aKi; + Dif; + Db (2.2.14)

De esta manera se puede ver como K;; esta relacionada con el cambio en el tiempo de
la métrica espacial.

La ecuacién (2.2.14) nos da la evolucién temporal de la métrica espacial, sélo hace
falta una que nos de la evolucién temporal de K;;. Aqui es necesario puntualizar que
la ecuacion obtenida es puramente cinematica ya que fue derivada tnicamente con
conceptos geométricos, mientras que la ecuacion de evolucion para K;; tendrd la infor-
macién dindmica del sistema, para determinarla utilizaremos las ecuaciones de campo
de Einstein, ecuaciones (1.3.34).
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2.3. Descomposicién 341 de las Ecuaciones de Eins-
tein

Utilizando el operador de proyeccién definido en la ecuacién (2.2.8) podemos separar
las ecuaciones de Einstein (1.3.34) en 3 grupos:

» Proyeccién normal (1 ecuacién):

nn’ (Gus — 87Ths) = 0. (2.3.15)

» Proyeccién a la hiper-superficie (6 ecuaciones):

PP (Gog — 87Tg) = 0. (2.3.16)

= Proyeccién mixta (3 ecuaciones):

P [n” (Gap — 87Tag)] = 0. (2.3.17)

De la ecuacion (2.3.15) se obtiene la siguiente ecuacion:
®R+ K? - K;; K7 = 167p, (2.3.18)

con ®) R el escalar de curvatura de Ricci tridimensional, p la densidad de energfa de la
materia medida por los observadores de Euler y K la traza de la curvatura extrinseca,
definidas de la siguiente manera:

pi= nangT. (2.3.20)
Debido a que la ecuacién (2.3.18) no tiene derivadas temporales no es una ecuacién de

evolucién. Como contiene derivadas espaciales (en el escalar de Ricci), se le llama una
constriccion y ya que involucra a p se le conoce como constriccion Hamiltoniana.

De la ecuacion (2.3.17) se obtiene:
D;|[K" — 4" K] = 8nj", (2.3.21)

con j' el flujo de momento medido por los observadores de Euler dado de la siguiente
manera:
j'i=— Py (n 7). (2.3.22)

La ecuacién (2.3.21) tampoco tiene derivadas temporales pero si espaciales, por lo que
a estas 3 ecuaciones se les conoce como constricciones de momento.
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A partir de las ecuaciones (2.3.16) se obtienen las 6 ecuaciones que contienen la dindmi-
ca del sistema, las cudles son de la siguiente forma:

O Kij = B°DoKij + KioD;B" + Ko D; 3"
— DiDjOé -+ Oé[(g)RZ‘j — 2KiaK;-l -+ KZJK]
+ dmalyi; (S — p) — 25] (2.3.23)

en dénde se ha introducido el llamado tensor de esfuerzos S;;, que se define de la
siguiente manera:
y su traza S definida como: -

S = ’}/USZ‘J'. (2325)

En la ecuacién (2.3.23), los términos que tienen [3° son derivadas de Lie, las cudles
estan dadas por:
fﬂKij - ﬁlalKij + Kljaiﬂl + Kilajﬂl. (2326)

Las ecuaciones (2.2.14) y (2.3.23) forman el siguiente sistema cerrado de ecuaciones de
evolucion:

Oy = —2aK+ Difs; + D;f3;, (2.3.27)
0Ky = B°D Ky + KioaDjf3* + Ko Di3

— DiDja+ a[P Ry — 2K;u K¢ + K;; K]

+ draly; (S — p) — 25;]. (2.3.28)

A éstas ecuaciones se les conoce simplemente como las ecuaciones de Arnowitt-Deser-
Misner o simplemente ecuaciones ADM en la forma de York ([5],[13]).

Aqui es importante senalar que no hemos obtenido ecuaciones de evolucién para las
funciones de norma {«a, ('}, ya que éstas se pueden elegir libremente. De manera que
al fijar la norma, i.e. el sistema de coordenadas, se puede especificar la forma en la que
evolucionaran las funciones de norma.

También es posible demostrar, como consecuencia de las identidades de Bianchi, ecua-

ciones (1.2.19), que si las constricciones se satisfacen al tiempo inicial entonces también
lo harédn después, i.e. las ecuaciones de evolucion propagan las constricciones.
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Capitulo 3

Ecuaciones de Evolucion en
Simetria Plana

En este capitulo presentaremos los distintos sistemas de ecuaciones de evolucion que
utilizaremos para hacer nuestra simulacién numérica y su respectivo anélisis.

También veremos sus propiedades matematicas para asegurarnos que sean aptos para
su evolucion. Mas adelante explicaré esto con mayor detalle.

3.1. Ecuaciones de Evoluciéon

Las ecuaciones de evolucién que se utilizardn son las ecuaciones ADM que se encon-
traron en la seccién anterior y que pongo de nuevo como referencia:
Ovi; = —2aK;; + DB+ D;f3, (3.1.1)
0 K BDaKij + Ko D; 3% + Ko D; 3"
— DiDja+ a[P Ry — 2K, K} + K;; K]
+ dmaly; (S — p) — 2544]. (3.1.2)

Sin embargo en este analisis tomamos las ecuaciones en el vacio, es decir, sin materia.
Para esto se toman las ecuaciones con las siguientes restricciones:

g = 0, (3.1.3)
Sij = 0, (3.1.4)
p = 0, (3.1.5)
Ji = 0. (3.1.6)
Al hacer esto! las ecuaciones utilizadas se reducen a:
Ovij = —2akKy,
0 K;; = —DiDjo+ o[*Ry; — 2K;, K¢ + K;; K].

'El tomar el vector de corrimiento cero representa que las lineas coordenadas y las normales
coinciden.
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De ahora en adelante se llamara a las constricciones simplemente C'y (Hamiltoniana)
y Cy (momento), y se tomaran como las siguientes:

Cy = OR—- K uK®+K? =0, (3.1.9)
Cy = D,K{ — 0K =0. (3.1.10)
En esta tesis vamos a trabajar con una métrica en simetria plana, lo que significa
que nuestro espacio-tiempo es simétrico con respecto al plano y — z o x = cte, también

vamos a considerar isotropia en las superficies con x = cte, i.e. el espacio se medira igual
en y y en z. La métrica completa y el intervalo di? estan dados por:

ds?> = —a® dt? + Ada® + B (dy® + dz?), (3.1.11)
—2 0 0 0
0 A0 0

G = o omol (3.1.12)
0 0 0 B

en dénde A y B son sélo funciones de x.

Después de hacer los calculos con esta métrica, se tienen las siguientes 4 ecuaciones de
evolucion:

KA = —2aKy, (3.1.13)
8tB == —QOéKBB, (3114)
1 1 1
Kis = —0la+ —0,00,A —=&?B+ ——0,A0,B
O K g0 8xoz+2A(9 a0, A + a< Bax +2ABa 0,
- (8B)2+2K K L (3.1.15)
5p2 Y7 pliaaties = 5 8aa ) L
OKpy = ——0,00,B + Loepy L o,40,8
t{1N\BB — 24 0z « 247 4 A2 T T
1
+ZKAAKBB) . (3116)
En dénde hemos hecho las siguientes definiciones:
KAA = K$$, (3117)
Kpp = Ky, =K,.. (3.1.18)

Calculando las constricciones con la métrica de la ecuacion (3.1.12) llegamos a las
siguientes ecuaciones:

2 1 1
C ——0,D ——DsD —_D?
a AprE T pptats Tt o g Y
4 2
+ EKAAKBB‘F@KBB :O, (3119)
2 1 Kpp = Kaa
. ——0, K —D — ] =0. 1.2
Cum Bax BB+B B( I + 1 ) 0 (3.1.20)
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3.1.1. Condicidon de foliacion de Bona-Masso

Lo unico que nos falta elegir para poder empezar a calcular las ecuaciones de evoluciéon
es la condicion de foliacién. En este caso la eleccion serd la condicion de foliacién de
Bona-Masso, [6], la cual estd dada por la siguiente ecuacion:

oo = —a’ f(a)K, (3.1.21)
donde f es una funcion arbitraria de « tal que:

fla) >0, (3.1.22)

y la traza de K, K se define cémo:

’ K K
KEtTK:v”Kij:TAA—i—Q gB.

(3.1.23)
La ecuacién (3.1.21) surgi6 al hacer una reformulacién hiperbdlica de las ecuaciones
de Einstein, [6], y es muy importante y préctica ya que para diversos valores de f se
“recuperan” otras condiciones de foliaciéon que han sido utilizadas para la evolucion
numérica de las ecuaciones de Einstein, por ejemplo al tomar f = 1 se recupera la
Foliacion Armdnica en la cual se definen las coordenadas arménicas las cuales estan
dadas por Oz = 0%. Mientras que al poner f = % se llega a la llamada Foliacion 1+log
la cual a probado ser bastante robusta en la practica.

Un punto importante que debe de ser tomado en cuenta en el momento de escoger la
condicién de foliacion es que evite singularidades lo cual quiere decir que no se permi-
te que las hipersuperficies lleguen arbitrariamente cerca a la singularidad fisica, como
seria el horizonte de eventos de un agujero negro. La condicion de foliacion Bona-
Masso, ecuacion (3.1.21), tiene como consecuencia el llamado Colapso del lapso, i.e.
que el lapso se va hacia cero, lo que significa que el tiempo avanza en la region exterior
al horizonte del hoyo negro (singularidad) pero se “congela” dentro del horizonte. Esto
permite cubrir una gran parte del espacio-tiempo exterior sin alcanzar la singularidad
fisica y que por ende el cédigo numérico falle. Con esto se puede ver que la ecuaciéon
(3.1.21) tiene la particularidad de evitar singularidades.

Al derivar la ecuacién (3.1.21) una segunda vez con respecto al tiempo y utilizando la
ecuacién de evolucién para K;; (2.3.23), encontramos que el lapso obedece una ecua-
cién de onda. Esto nos indica que la condicién (3.1.21) es una condicién de foliacién
hiperbdlica ya que el lapso evoluciona siguiendo una ecuacion de tipo hiperbdlico.

20z = g™V, V, 2"
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3.2. Cambio de variables

Las ecuaciones (3.1.13) - (3.1.16) son ecuaciones de segundo orden y queremos un
sistema de primer orden, por lo que definimos las siguientes variables:

D, = 0;lna, (3.2.24)

D, = 8,A, (3.2.25)

Dy = 0.B. (3.2.26)
La ecuacién (3.2.24) implica que:

O, = aD,. (3.2.27)

Haciendo los cambios de variables necesarios se encuentra que las ecuaciones a primer
orden estan dadas por:

0Dy = aDafK—éax(anK), (3.2.28)
Dy = —20,(aKaa), (3.2.29)
0Dp = —20.(aKpp), (3.2.30)
O Kas = —aD?—ad,Dy+ %DQDA ta (_éax Dy

+LDADB+LDQ+EK2 +3K K ) (3.2.31)

2AB oB2 BT AT AAT pTAAREE |
0:Kpp = —ﬁDaDB—l—a(—i&BDB%—LDADB

2A 2A 1A2

1
+ZKAAKBB) : (3.2.32)

Las ecuaciones de evolucién para Dy y Dp (3.2.29) y (3.2.30), se obtuvieron de la
siguiente manera:

0y (OLA) = 0, (—2aK44),
= Gt (&CA) = 896 (—QOéKAA) . (3233)

Recordando la ecuacién (3.2.25), finalmente queda que la ecuacién de evolucion para
D 4 se calcula de la siguiente manera:

8tDA = &B (—QQKAA) == —2(935 (OéKAA) s

la cual es la ecuacién (3.2.29). El procedimiento es totalmente andlogo para Dg. Por
otro lado la ecuacion de evolucion de D, se obtuvo de la siguiente manera:

O (Opa) = 0, (-’ f()K)
= 0, (0,) O (—a’f(a)K), (3.2.34)

18



y substituyendo la ecuacién (3.2.24) en la ecuacién anterior, llegamos a:
O (aD,) = 0, (—’f(a)K) ,
de donde se sigue que la ecuacién de evolucion para D, es:

0Dy = = (0, (=’ f(a)K) — Dyosar) . (3.2.35)

SEES

Finalmente las variables en las que trabajaremos no son (D, Da, D, Kaa, Kpp) sino
que cambiaremos K4 por K, la cual estd relacionada con K44 v Kgp de la siguiente
manera:

1 2
K==K —Kpg. 3.2.36
7 taa + g BB ( )
De aqui obtenemos la siguiente expresion para K44 en términos de Ky Kpgp:
2
KAA:A(K—EKBB) . (3.2.37)

Derivando ésta ecuacion con respecto al tiempo y utilizando las ecuaciones de evoluciéon
conocidas para K4 v Kpgp se llega a la siguiente ecuacion de evolucion para K:

« «
atK = —ZaxDa — QEaxDB

1 1 1
+ « |:—ZDQ (ﬂDA_EDB_Da)

1 1

2 2
DaDp+——D%+ (K- 2K
A2 AR T S B+( B BB)

4 2 Krg\?
+ —(K——KBB)KBB+4( BB)

+

= = = (3.2.38)

De esta manera el sistema de ecuaciones con el que se trabajard es el formado por las
ecuaciones (3.2.28)-(3.2.30), (3.2.32) y (3.2.38).

3.3. Hiperbolicidad

En esta seccién nos preocuparemos de la hiperbolicidad de los sistemas de ecuaciones
de evolucién que vamos a utilizar para nuestras simulaciones numeéricas.

Cuando decimos que tenemos un sistema de ecuaciones hiperbdlico nos hace pensar
en un sistema formado por ecuaciones de onda o por sus generalizaciones. Cémo los
sistemas asi compuestos son matematicamente bien puestos entonces podemos hacer
el simil a que nuestros sistemas de ecuaciones también lo seran. En este caso decir
que un problema estd matematicamente bien puesto implica que el sistema depende
de los datos iniciales de una manera continua, es decir que para cambios pequenos en
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los datos iniciales se corresponde un cambio pequeno en la solucién. A esto le vamos a
llamar estabilidad de la soluciéon numérica.

Otra propiedad que tienen estos sistemas de ecuaciones de onda es que tienen una
velocidad finita de propagacion lo cual implica que tienen un dominio de dependencia
pasada finito, i.e. que lo que sucede en el presente tiene causalidad con lo que sucedié en
el pasado.

Cabe destacar que el que hiperbolicidad implique un problema bien puesto no es pura-
mente por parecido entre ecuaciones, sino que se puede demostrar que hiperbolicidad
fuerte, definida en la siguiente seccion, implica que el sistema estd bien puesto.

3.3.1. Introduccién
Consideremos un sistema de ecuaciones de evolucion de la siguiente forma:

O + 0, F; = qi, i€ {1,..., N}, (3.3.39)

con F; y ¢; funciones arbitrarias de las u's pero no de sus derivadas. Reescribimos el
sistema de la siguiente manera:

@ui + Z Mij&:uj = (q;, (3340)
J

en donde M es la matriz jacobiana dada por:

OF;
M, = — .3.41
) auj (3 3 )

Sean \; los eigenvalores de M. El sistema (3.3.40) se clasifica de la siguiente manera:
= “Hiperbodlico” si todas las A; son funciones reales.

s “Fuertemente hiperbdlico” si la matriz M tiene un conjunto completo de eigen-
vectores.

s “Débilmente hiperbdlico” si la matriz M tiene todos sus eigenvalores reales pero
no existe un conjunto completo de eigenvectores.

» “Simétricamente hiperbdlico” si la matriz M cumple con M;; = Mj;.

3.3.2. Analisis

Para ver si el sistema formado por las ecuaciones (3.2.28)-(3.2.30), (3.2.32) y (3.2.38)
es hiperbdlico se escribe en la siguiente manera:

0,7 + MO, 7 = gy (3.3.42)
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En donde ¢ = (D, Da, Dp, Kpg, K). Acomodando esto se tiene que M es:

00 0 0o f
00 0 -2 24
M=al| 0 0 0 2 0 |. (3.3.43)
(1) 0 % 0 0
L0 35 0 0

Al analizar esta matriz se encuentra que sus eigenvalores son los siguientes:

o a f 1/2 f 1/2
Al = m, Ay = _m, A3=0, M=« (Z) , As=—a (Z) ) (3'3'44)

con sus respectivos eigenvectores:

" (17 A (ff+ ) _B (;;f— D B4(ffA:/21)’_fjl/2) 7 (3.3.45)
b (17 A (ff+ ) _B (J;f— b, _B4(ffA:/21)’ fjm) 7 (3.3.46)
vy = (0,1,0,0,0), (3.3.47)
b = <1,%,0,0,—W), (3.3.48)
v = <1,%,0,0,W), (3.3.49)

es decir, que el sistema es fuertemente hiperbélico a primera vista. Sin embargo para
el caso particular f = 13 se tiene que:

v = (1,24,0,0,—51z) = (3.3.50)
vy = (1,24,0,0, i5) =us (3.3.51)

por lo que no se tiene un conjunto completo de eigenvectores y por lo tanto el sistema
no es fuertemente hiperbdlico para f = 1.

Para hacer el sistema hiperbdlico para toda f, se suma Cy a la ecuacién de evolucion
de K, ecuacién (3.2.38), y se suma con un factor de —a, i.e.

1 1 1
0K — 0,K —aCy — —%&BDQ ta bpa (ﬂDA — =D Da)

2 2 Kgp\”
K—-—K 2
+( B BB)+ (B)

3ésta eleccién corresponde a un t arménico, i.e. Ot = 0 por eso se le conoce como lapso arménico

(3.3.52)
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Es importante recalcar que debido a que estamos en vacio la Cy es cero, (ecuacién
(3.1.19)), en realidad estamos sumando un cero a la ecuacién (3.2.38). Esto es vélido
siempre y cuando la solucién corresponda a un caso fisico, que son los casos de nuestro
interés por lo que siempre podemos hacer esta operacién sin que afecte las soluciones
que nos ocupan en esta tesis. El mismo razonamiento se aplicarda cudando se utilice Cy,
para modificar las ecuaciones de evolucion.

A la ecuacién (3.3.52) la llamaremos la ecuacién de evolucién para K y es la que usa-
remos de ahora en adelante.

Considerando esta tltima ecuacién para 0; K en lugar de la ecuacién (3.2.38) y acomo-

dando el sistema en la forma de la ecuacién (3.3.42), se llega al siguiente sistema de
ecuaciones de evolucién:

1
oD, = aDafK—aax(anK),

2
atDA = —an(OéA (K—EKBB),
8,5DB = —an(OéKBB),
o
oK = ——D,Dgp,
1\ BB 5A B
+ 18D + ! DaDp+ | K 2K K
G gAYz B T T AYE B BB BB |
@ 1 1 1
K = ——0.D, —D, | —D D D,
% 20 +O‘[A (ZA AT s )
2 Kpp>
K—-—=K 2 3.3.53
+( I BB) + ( 5 ) : ( )
en este caso la matriz M es la siguiente:
0 0 O 0 f
00 0 —% 24
M=a| 0 0 0 2 0 (3.3.54)
0055 0 0
5 0 0 0 0

Al hacer el analisis de hiperbolicidad de la matriz M se encuentra que si se tiene un
sistema completo de eigenvectores, y por lo tanto es hiperbdlica para toda f.

En este caso sus eigenvalores son los siguientes:

o o If I f
M=—, =——+, A3=0, M=o/, I=-—-ay/=, 3.3.55
' VA ? VA 5 4 A > A ( )
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con sus correspondientes eigenvectores:

2A 1
v = Oa__a17—70 )
1 ( B’ 2y4 )
(0 24 1 L 0)
% - sy T T vty )
? B’ 24

vz = (0, 1,0, 0,0), (3.3.56)
[ f Vf

Vg = (ﬂ’ 1,0,0, m >
[ f VI

Vs = (ﬂ,l,o,o,—m .

De estos eigenvectores podemos notar que la elecciéon f = 1 no rompe con la hiperboli-
cidad del sistema, entonces este es el sistema que vamos a utilizar en nuestra simulaciéon
numérica.

3.4. Generalizacion

En la seccion pasada se modifico la ecuacion de evolucién de la K sumando —aCly, en
ésta secciéon modificaremos no sélo la ecuacion para la K, sino también la de Kgp y la
de D A-

Esto lo haremos para investigar si de esta manera podemos obtener sistemas que se
comporten de una manera mas robusta en la evolucién, ya que en el caso de las ecua-
ciones de Einstein y de nuestra formulacién se ha encontrado que diversos sistemas de
ecuaciones de evolucion que son fuertemente hiperbdlicos, y por lo tanto matematica-
mente bien puestos, se comportan de manera diferente en las simulaciones numéricas,
es decir que en la practica algunos sistemas son mejor comportados que otros, sin que
se sepa muy bien porque.

En la primera parte de ésta seccién se modificara la ecuacion para K de una mane-
ra mas general, al mismo tiempo que se modifica la ecuacion de evolucion para Kgp
también sumandole un multiplo de Cy, mientras que en la segunda se modificara la
ecuaciéon de evolucién para D4 sumandole un multiplo de C)y.

El hecho de que se haga por partes la generalizacién y tengamos 3 sistemas de ecua-
ciones de evolucién en lugar de uno solo es por simplicidad de andlisis y también nos
permitird encontrar si algin sistema es mds robusto? en la simulacién numérica.

Al generalizar dejaremos indicadas las constantes hx hg,, y mp, como parametros
libres, lo cual nos ayudard méas adelante al hacer el andlisis de choques.

4Por robusto nos referimos a que se comporta mejor en la simulacién.
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3.4.1. Modificando las ecuaciones de K y Kgp
En este caso se sumo6 C'y a ambas ecuaciones de evolucién, de manera que las potencias

de o sean las correctas y se tengan 2 parametros libres, h y hx,,, lo cual se realizé de
la siguiente manera:

aB «Q o

0Kpn = “hicasCi = 570:Dp (hicys = 1) = 77 DaDs — = BhKBBD2
+a (422 DaDp + (K — %KBB) KBB) (1= hkgy)
—?hz@s (%)2, (3.4.57)
0K — ahxCy = —%&Da + 2%&303 (hx — 1) + %Da (21ADA - %DB D )

1 1, 4 2

2 2 Kps\’
to (K - EKBB) + 20 < §B> (2= hg) . (3.4.58)

Al tomar en cuenta estas dos ultimas ecuaciones de evolucién, y substituir la ecuacion
(3.2.37), en lugar de las ecuaciones (3.2.32) y (3.3.52) se llega al siguiente sistema de
ecuaciones de evolucion:

oD, = aDafK—la$(a2fK),
(0%

s = a0 (o (5~ 2rar)).
0Dp = —20,(aKpp),
0, Kpp = —%&CDB (1 - hiy,) — (2{40 Dy + ;KgB (1 - ZhKBB)
—4—114291493 (1= hipy) = KKpp (1 = hicyp) + 8ABhKBBDB)
K = —%@DQHA 8,D5 (h K—1)+% (2A A—%DB Da)

1
DsD —D? —K——K K 1—h
(g st (- ) ) oo

a <K - %KBB>2 + 20 (KBB) (2 — hg). (3.4.59)

Al acomodar éste sistema en la forma de la ecuacién (3.3.42) se tiene que la matriz M
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es la siguiente:

0 0 0 0o f
0 0 0 44 24
M=a| 0 0 0 2 0 (3.4.60)
0 0 —55(hgp,—1) 0 0
+ 0 —2Z(hg—1) 0 0O

En este caso los eigenvalores de M son los siguientes:

/[1—h [1—h
)\1 =« %, KBB )\3—0 )\4_06\/2 )\5: — £7

(3.4.61)

y sus respectivos eigenvectores son:

\/ZB(f + hKBB — 1)
2 Y

v = (f\/z(hK - 1)a _A3/2(_2hK +1+ f + hKBB)a

B(f + hKBB - 1) V 1- h’KBB
a(hK - 1)

4 h’KBB >
B h —
vy = (—f\/Z(hK—1),A3/2(—2hK+1+f+hKBB),—\/_ (f+2 Ko ),
B h —1 1—-~h
(f + hkgpy y )\/ KBB’(hK_l)m).
Vg = (071707070)7 (3462)

3/2
v = (m,%,o,o,l),

vy = (—\/fiA,—&\/?;,0,0, 1).

En este caso para que M tenga un conjunto completo de eigenvectores (y que el siste-
ma sea fuertemente hiperbdlico), tenemos que pedir que hg,, < 1 (para que nuestros
eigenvalores sean reales), y que hx y hg,, no sean cero de manera simultanea, ya que
en este ultimo caso para f = 1 tenemos que v; = v5 y v9 = v4 y No se tiene un conjunto
completo de eigenvectores.

Es importante notar que para el caso hx =1, hg,, = 0, los eigenvectores del sistema
(3.4.62) se reducen a los del sistema (3.3.56) con lo que verificamos que el sistema
de ecuaciones de evolucién (3.4.59) es una generalizacion del sistema (3.3.53) y no un
sistema nuevo.

3.4.2. Modificando las ecuaciones de K y Dy

Para este caso se modificara la ecuacién para la K sumandole un multiplo de Cy vy
la ecuacion de evolucién de D, suméndole un miltiplo de C);, de manera que las
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potencias de « fueran las correctas (i.e. que fueran homogéneas) y que quedaran 2
parametros libres, mp, y hk. Esto se realizé de la siguiente manera:

0:Da+2amp, ACyy = —2aA0, K + 4%(%[(33 (1—mp,)
+20‘B—fDBKBB (mp, —2) — Q%KAA (AD, + D,)
+2mDA%KAADB. (3.4.63)
8K — ahxCy = —%&CDQ n 2%6@3 (hi —1)
+%Da (iDA - %DB - Da)
ta {AiBDADB n ﬁD% + % <K - %KBB] KBB) (1 - hg)
+a <K - %KBB)Z + 2 (KEB)Q (2 — h). (3.4.64)

De esta manera se tiene la misma ecuacién de evolucion para la K, mientras que para
D4 después de substituir la ecuacién (3.2.37) llegamos a la siguiente expresion:

A
atDA = — 20(14&,;K+404E8$KBB (1 - mDA)
2 A
—2« |:<K — EKBB) (ADa + DA) + EDBKBB (2 + mDA)
A
_mDAEDBK] . (3465)

Sin embargo aqui hay que notar que al haber modificado la ecuacién para 0,D, ya
no se cumple la ecuacién (3.2.25):D4 = 0, A. Para ver porqué recordemos la ecuacién
(3.2.33), la cuél esta dada por:

O (0:A) = 0y (—2aK44) .
En este caso se estd sumando 2amp, AC)s a la ecuacién (3.2.29) , entonces se tiene:

0Dy = 0, (—QOéKAA) + 2amDAACM,
=Dy # 0,A. (3.4.66)
Lo anterior es cierto para el caso en el que C; # 0, v ya que el cdlculo que haremos

sera numérico siempre habra una pequena violacién de las constricciones asi que pode-
mos tomarlo por verdadero.

Para evitar confusiones, necesitamos una nueva variable que si cumpla con la ecua-
cién (3.2.25), a ésta le llamaremos Dy, de manera que para calculos posteriores no
utilizaremos la ecuacién (3.2.25), sino la siguiente:

Dy = 0, A. (3.4.67)
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Y ya que tenemos una variable extra, entonces el sistema de ecuaciones de evolucion
con el que trabajaremos tiene 6 ecuaciones, dicho sistema es:

0D, = aDufK — ~0,(a*fK),
«

@ZA)A -

0Dy =

o0Dp =
O Kpp =

2
—20, (aA (K - ZK

A
2040, K + 4%89%33 (1—mp,)

aA 2
+2§DBKBB (mDA - 2) — 2 (K - EKBB) (ADa + DA)

A 2
+20(77”LDA§ (K — _KBB) DB>

B

28 (OéKBB),

DD
2478
+ 8D + — L —DsDp + K—%K K
«Q T BT TpAYE B BB BB | »
Q
AaD +2ABa$DB(hK_1)
« 1 1
AD (ZADA EDB—DQ)

1 1 4 2
+o AQBDADB+2ABQDB+§ K—EKBB KBB (1—hK)
2 2 Kps\’

a(K—EKBB) —|—2a( EB) (2 — hg). (3.4.68)

Al acomodar este sistema en la forma (3.3.42), se tiene la siguiente matriz M:

0 0O 0 0 f
000 0 4 24
B 0 00 0 —4 (1 —mp,) 24
M=a« 00 0 0 9 0 (3.4.69)
0 00 ﬁ 0 0
5 00 =% (hg—1) 0 0
La matriz M tiene los siguientes eigenvalores:
A= Lo = !
1= Q73 A2 ——Oéﬁ>
A3 = 0, Ay = 0 (3.4.70)

)\5 = « %, )\6 :—Oévg



Con sus respectivos eigenvectores:

(%1

(%

U3

(o

Us

Vg

Q%Mm—nﬂwem—rﬁu

A3/2(—1—f—mDA+mDAf+2hK),

(f-D)BVA (f-1B , _Q
2 ’ 4 K ’

(—fVZmK—nf+W%wW—1—fu

—A3/2 (—1 —f—mDA +mDAf+2hK),—

(f=1)BVA (f-1)B , 1)

) y UK ™ )
2 4

(0,1,0,0,0,0), (3.4.71)

(0,0,1,0,0,0),

2432 2A%?
A? ) 707 07 ]‘ )
(Vf Vi VT )

2432 2432
—/fA, — - .0,0,1) .
(Va0

Para que M tenga un conjunto completo de eigenvectores hay que pedir que hx y mp,
no sean simultaneamente cero porque en ese caso se tiene v; = v5 y v9 = vg y M ya no
tiene un conjunto completo de eigenvectores de manera que el sistema (3.4.68) ya no
es hiperbdlico.

En los eigenvectores anteriores hay que tener cuidado de no poner f =1y hg =1 de
manera simultdnea ya que al hacer eso tenemos que v; = vy con lo que el sistema ya
no es fuertemente hiperbélico.

Aqui también hay que recalcar que si se toman hx = 1y mp, = 0 los eigenvectores
(3.4.71) se reducen a los de la ecuacién (3.3.56), lo cual nos permite checar que efecti-
vamente el sistema (3.4.68) es la generalizacién del sistema de ecuaciones de evolucién
(3.3.53) y no otro diferente.
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Capitulo 4

Eigencampos

4.1. Introduccidon

En esta secciéon vamos a encontrar los llamados “eigencampos” correspondientes para
los sistemas (3.4.59) y (3.4.68). Estos los ocuparemos para hacer el andlisis de choques
en el siguiente capitulo.

Consideremos una matriz jacobiana definida como en la ecuacién (3.3.41 asumamos
3

que el sistema de ecuaciones al que se refiere es fuertemente hiperbélico. En ese caso

definimos los “eigencampos” w; de la siguiente manera:

7 = R (4.1.1)
=u = R (4.1.2)

en dénde R es la matriz con los eigenvectores de M como vectores columnas, i.e. si &;
son los eigenvectores de nuestro sistema entonces R estd dada por:

R (.6 &), (4.1.3)

con n la dimensién de M. Asi M se puede diagonalizar de la siguiente manera:
R 'MR = diag[)\, \o, ..., \y] = A. (4.1.4)

Si ahora multiplicamos el sistema (3.3.42) por la izquierda por R~ obtenemos:

9, (R%)+ (R™™R) 9, (R™'7) (4.1.5)
= R'¢+[OR '+ (R'MR)0,R] 7.
Entonces la ecuacién (4.1.5) se ve de la siguiente manera:
O + A0, W = ¢y, (4.1.6)
Esta es la ecuacion de evolucién para los eigencampos y en donde se hizo la siguiente

definicion:

Gw=R"'¢+ [0R'+ (R'MR)0,R ] 7. (4.1.7)
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Aqui hay que hacer la aclaracién de que el término 9;R~! no contiene derivadas de
nuestras variables de evolucién y por lo tanto contiene tinicamente términos fuente.
Recordando que R depende de las variables A, f y «, entonces 9,R~! tendrd como
variables a Dy, f'yv D, y no a sus derivadas, de manera que son términos fuentes.

De esta manera tenemos que en nuestras ecuaciones de evolucién el lado izquierdo
estd desacoplado y que se redujeron a simples ecuaciones de adveccién!, de manera que
lo que hay que resolver es un sistema de ecuaciones desacoplado.

Para encontrar los eigencampos lo que haremos sera derivar con respecto al tiempo la

ecuacion (4.1.2), tanto para el sistema (3.4.59) como para el (3.4.68), los sistemas de
evolucién obtenidos serdan los que se utilicen en la simulaciéon numérica.

4.2. Sistema con la ecuacion modificada de K

Ahora vamos a calcular los eigencampos del sistema de ecuaciones (3.3.53), el cuél
esta dado por:

0D, = aDafK—la$(a2fK),
(6%

2
8tDA = —2833(0{14 (K — EKBB) )
OKpp = 2AD Dg,

1
+a |:_ﬂaxDB + DADB + (K - _KBB) KBB:| ;
1

« 1 1
oK = —=0.D, D, D —Dp— D,
t A0t [A (QA AT B )
(k- 2k 2+2 Kpp)’ (4.2.9)
phins B ) -4
Ahora la matriz de eigenvectores R es la siguiente:
0 0 0 (AN —(ap'”
_JAGR A 2,4;3//22) 2,4;3//22)
R=a 2AY2  _9AY2 0 0 : (4.2.10)
1 1 0 0 0
0 0 0 1 1
!Una ecuacién de adveccién es del tipo:
BE + 0,6 = 0. (4.1.8)
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Al hacer el célculo de la ecuacién (4.1.2), nos queda que los eigencampos correspon-
dientes al sistema de ecuaciones (3.3.53) son los siguientes:

D
wr = Kpp+ A52, (4.2.11)
AD, AD
w = =27 +Dy+2 BB, (4.2.12)
D,

De esta manera el vector @ que utilizaremos en la ecuacién (4.1.6) es el formado por
las ecuaciones (4.2.11)-(4.2.13), en dénde la matriz A es la siguiente:

]
o O O o o

0
0
0 . (4.2.14)
0
i
A

>1/2

4.3. Sistema con las ecuaciones modificadas de Kggp
y K

En esta seccién trabajaremos con el sistema (3.4.59), el cual es:

0D, = aDafK—la$(a2fK),
(6%

2
8tDA = —2833 (OéA <K—§KBB)),
0Dp = —20,(aKpp),
« 1 2 3
O Kpp = _ﬂaxDB(l_hKBB)_ 2AD DB+BKBB 1__hKBB
1
_EDADB (1 - hKBB) - KKBB (1 - hKBB) + 8ABhKBBD2)
1
oK = 0D 2—— aD hg —1 Djy——=D D
: ~ 3% Dat 23 50: D (hie = 1) (2A AT BUET )

1
DAD
+Q{AQB 4 B+2ABQ

Lo a
A
4
DB + 5 (K— —KBB) KBB:| (1- hK)
2

2 K
a (K - EKBB) + 20 ( BB (2= hy). (4.3.15)



En este caso la matriz R de eigenvectores es la siguiente:

A 1/2
f <1_hKBB )

AP (2hg + 14 fthi )

/
F=t)” 0 A A

A3/2(—2hg+1+ f+hi ) | 243 _ 243/2

(hx=1)(A~hr )12

(hx—1)(A~hkp)1/? f f

R=« AV2B(f+hi g, —1) AVB(thicpp=1) g 0 0
2(hgx—1)(1~hk 5 p) 12 2(hg —1)(1—hK ) '/?
B(f+hkgp—1) B(f+hkpp—1 0 0
a(hg—1) 4(hk—1)
1 1 0 1 1

(4.3.16)
Realizando el calculo de la ecuacién (4.1.2) nos queda que los eigencampos para el
sistema anterior son los siguientes:

1 — hy 1/2

wE = ZKBBi(TBB) Dg, (4.3.17)

2AD, 2AD
w = = + D4+ BB, (4.3.18)

D
= _ N e

2 hi —1) | 2Kpp + / 1/21) 4.3.19
- E( k—1) RS B (4.3.19)

Entonces el sistema a resolver en esta seccion es la ecuacién (4.1.6) en dénde el vector
W serd el formado por los eigencampos (4.3.17)-(4.3.19) y la matriz A es la siguiente:

(HL#)W 0 0 0 0
0 = (”#)1/2 0 0 0
A=a 0 . 0 0 X (4.3.20)
0 0 0o (DY 0
0 0 0 0 —(H)”

4.4. Sistema con las ecuaciones modificadas de Dy

y K

Ahora vamos a trabajar con el sistema (3.4.68), el cudl consiste en:

1
8 Do = aDofK — —0,(c*fK),
(%
. 2
atDA = —an(OéA (K - EKBB)),
A
GtDA = — 2aA8xK+4a§8xKBB (1 - mDA)
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2 A
—2« ((K — EKBB) (ADa + DA) -+ _DBKBB (2 -+ mDA)

32
A
8tDB = —281,(04](33),
«
0:Kpp = _ﬂDaDB
+ ! 0,Dp + L DyDp+ | K 2K K
07 P Ao - 5 b
54 BT atals 5 BB BB
a « o 1 1
K = ——0,D,+2—0,Dpg (hx — 1)+ —=D, | — D4 — —=Dg — D,
% 20 Pa+ 250D (e = 1) + 5 (2A AT pls )
1 1, 4 2
+ « AQBDADB+WDB+§ K—EKBB KBB (1—hK)
2 2 Kps\’
+a<K—EKBB) + 2 (%) (2 — hg). (4.4.22)

Para este sistema la matriz R es la siguiente:

VA VA 0 0 VAf —VAf
A0 2hie) A1t f—2hc) 0 1 2472 oA
hrg—1 hi—1 V7 V7
A32(—1—f-mp +mf+2hg)  AY2(=1—f-mp,+mf+2hK) 1 0 242 L
R = h—1 B hi—l Vi
(f-1)BVA _(f-1BVA 00 0 0
(Y, 5"
U i 00 0 0
1 1 0 0 1 1
(4.4.23)

Al hacer el cdlculo que se muestra en la ecuacién (4.1.2), queda que los eigencampos
para el sistema anterior son los siguientes:

+ Dp

wy = 2KppE (4.4.24)

wt = —QA;)“ N (ijB_ D Ds. (4.4.25)
2AD 2ADg

o _ a
w’ = 7+ Dat =5 (4.4.26)
(Af)

2 (hx — 1) Y
B0 T] <2KBBi (A Dg | . (4.4.27)

En la ecuacién (4.4.27) se puede ver que para este sistema la eleccién de f = 1 nos
mete en un problema, ya que tendriamos una division entre cero, sin embargo al poner

33



hkg = 1 el problema se desvanece, por lo tanto f = 1 requiere poner hy = 1. Sin em-
bargo ésta eleccion hace que los eigenvectores de M ya no formen un sistema completo
y que el sistema deje de ser fuertemente hiperbdlico.

En este caso, el vector  utilizado en la ecuacién (4.1.6) serd el formado por los eigen-
campos (4.4.24)-(4.4.27), mientras que la matriz A es la siguiente:

5173 01 00 0 0
0 —47 00 0 0
0 0 00 0 0
A=« 0 0 00 0 0 (4428)
0 0 00 (D 0
f 1/2
0 0 00 0 —(4

Aqui hay que hacer notar que el vector w tiene 6 componentes en lugar de las 5 que
se usaron anteriormente, esto se debe a que en este caso se tuvo que incluir la variable
auxiliar D4, la cudl corresponde al eigencampo w*.
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Capitulo 5

Choques

5.1. Introducciéon

En las secciones anteriores nos hemos preocupado por encontrar sistemas de ecuaciones
que fueran fuertemente hiperbdlicos para que las soluciones numéricas que encontrara-
mos fueran estables en el sentido que un pequeno cambio en los datos iniciales ocasione
un pequeno cambio en la solucién, a la cudl llamaremos u en adelante. Sin embargo hay
que recordar que las ecuaciones de evolucién no evolucionan tnicamente los grados de
libertad fisicos. En particular hay grados de libertad de norma que pueden ocasionar
singularidades de coordenadas durante la evolucién, por ejemplo singularidades debi-
das al cruzamiento de las lineas caracteristicas asociadas a la propagacién de la norma
como se demuestra en [1].

También hay que considerar la violacién de las constricciones (Cy y Chy) que aunque
para datos iniciales fisicos deberian de ser nulas (en vacio) los errores numéricos hacen
inevitable su presencia durante las evoluciones numéricas. Dicha violacion de las cons-
tricciones pueden dar pie a que la u explote en un tiempo finito, éste efecto puede ser
reducido o eliminado si se escoge cuidadosamente la manera en la que se utilizan las
constricciones en el momento de construir el sistema hiperbdlico que se va a estudiar.
Es por esto que en los sistemas (3.4.59) y (3.4.68) hemos dejado indicadas las constan-
tes hk, hi,, Yy mp, para poder analizar qué valores pueden tomar de manera que las
explosiones debidas a la suma de constricciones al sistema formado por las ecuaciones
(2.3.27)y (2.3.28) puedan ser minimizadas. De ahora en adelante me referiré indistin-
tamente a las explosiones como “choques”.

En las siguientes secciones expondré dos métodos que son utilizados para analizar
los términos fuente de las ecuaciones de evolucion con el fin de ver si dichos térmi-
nos pueden dar lugar a explosiones en las soluciones. Mas adelante veremos si dichas
explosiones se deben a la propagacion de la norma o a la violacién de las constricciones.
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5.2. Explosion Geométrica y Degeneracion Lineal

Consideremos una ecuacion del siguiente tipo:

Ou+ 0, F(u) = O+ a(u)d,u = 0, (5.2.1)

en donde a(u) = 8;(;‘), ( la ecuacién (5.2.1) es del tipo de ecuaciones que estamos

evolucionando). Sus lineas caracteristicas' estdn dadas por la siguiente ecuacién:

du dx
= Ow+a(u)du = 0, (5.2.2)

a lo largo de las cuales el valor de v no cambia.

Consideremos dos puntos x; y x5 de manera que x; < Zo, con sus correspondientes va-
lores iniciales u; = ug(x1) y us = up(x2). A menos que a(u) sea estrictamente creciente
puede encontrarse una region en la cual a(ui) > a(us), de manera que las caracteristi-
cas de la izquierda vayan mas rapido que las de la derecha, de manera que se cruzan.

El tiempo en el cudl las caracteristicas se cruzan esta dado por la siguiente expresion:

o (ﬁ) | (52.3)

En t* tenemos que u toma los valores u; y us de manera que u ya no es unica, en este
momento la derivada espacial se vuelve infinita y ya no se puede seguir resolviendo la
ecuacion diferencial, i.e. después de t = t* ya no existe una solucién suave.

Debido a que la explosion de u es causada porque las caracteristicas se cruzan, a
este mecanismo de choque se le conoce como “explosion geométrica”. Una condicién
suficiente para que no se crucen seria pedir que a(u) fuera lineal, i.e. pedir que:

a'(u) =0, (5.2.4)

cémo queremos a como funcién de u en este caso requerimos que a = nu con 7 = cte.

La generalizacion de ésta condicién para sistemas hiperbdlicos como los que estamos

analizando, para evitar los choques relacionados a la propagacion de los eigencampos
w;, es la siguiente:

yud a)\Z 3/\2 c%j

Vodi & = 4 = Y

8wi

= 0, 5.2.5
- an 8wZ ( )
7j=1

en donde é son los eigenvectores de la matriz M de la ecuacién (3.3.42). La ecuacién
(5.2.5) quiere decir que w; es “linealmente degenerado”, i.e. que \; debe ser constante

i.e. las lineas de flujo, son lineas en las cuales u permanece constante, si la fuente es cero como en
este caso, lo anterior implica que: % =0.
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a lo largo de la curva integral del correspondiente &;.

Sin embargo, este criterio es insuficiente para evitar explosiones para nuestro sistema,
primero porque hay términos fuente que no se desvanecen y segundo porque todos los \;
son linealmente degenerados de manera trivial ya que la matriz M depende tinicamente
de las variables (o, Ay B) y no de sus derivadas.

5.2.1. Degeneracion Lineal Indirecta

Para poder aplicar este criterio a nuestro sistema de evolucién, se substituye A por A
en la ecuacién (5.2.5), para llegar a la siguiente condicién:
ON;
8wi
8)\Z al)j

pu == -2-
a?}j @wl 0’ (5 6)

J=1
a esta condicion se le conoce como “Degeneracion Lineal Indirecta”, y da resultados

no-triviales si las derivadas temporales de las u's, que aparecen al derivar \; con res-
pecto al tiempo, dependen del eigencampo correspondiente.

5.3. Mecanismo EDO; Criterio de Fuentes

Este mecanismo de explosion es cuando en ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO),
ecuaciones diferenciales parciales o sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, una
variable de evolucién se vuelve infinita en un punto debido a un proceso de “auto-
crecimiento”, a diferencia de la explosion geométrica en el cual la derivada de la variable
de evolucién es la que se vuelve infinita. A este mecanismo de explosién se le llama
Mecanismo-EDQO, y el nombre se debe a que suele encontrarse en EDQO’s simples como
la siguiente:

d
d—? =cu?, c=cte#0 (5.3.7)
para datos iniciales no triviales la solucién de (5.3.7) es:
Ug
1) = ———— 0 5.3.8
esta ultima ecuacion explota al tiempo finito ¢*:
1
"= — 5.3.9
upC’ ( )

y dependiendo del signo del producto ugc se puede tener la explosion en el “pasado” o
en el “futuro” de la evolucién. Es importante recalcar que las explosiones tipo-ODE se
pueden presentar incluso cuando ¢ no es constante sino una funcién del tiempo, para
esta demostracion ver [9]. A continuacion presentaré un criterio con el cual se pueden
evitar choques debido al Mecanismo-EDO.
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5.3.1. Criterio de Fuentes
Recordando el sistema de ecuaciones (4.1.6):
O + A0, W = Gy,
y la expresion de sus fuentes:
Gw =R7'¢ + [ORTT + (RT'MR) 0,R7'] 7,

si originalmente ¢, tiene términos cuadréiticos en las derivadas de las {«o, A, B, f},
tenemos que:

dw;
(n+m)
= > cijpwjwy + O(w). (5.3.10)
j.k=1

En este caso el término dominante es el ciiiw?, de manera que los términos mixtos y de
menor orden pueden despreciarse, asi que se puede hacer la siguiente aproximacion:

d’LUZ‘
dt

s6lo tomamos en cuenta el término que es proporcional al eigencampo al cuadrado
porque éste evoluciona inversamente al tiempo de evolucién (i.e. %), asi que al empezar
la evolucion el eigencampo se va a infinito, mientras que los términos que son lineales
en w; evolucionan como una exponencial en el tiempo (¢7) y ya que siempre puede
hacerse v tal que la exponencial no explote no nos interesa este término.

~ ciwy, (5.3.11)

El llamado Criterio de Fuentes para evitar choques debidos al mecanismo ODE es
pedir que los coeficientes ¢;; de la ecuacion (5.3.11) desaparezcan, i.e:

Cii = 0 (5.3.12)

Es importante resaltar que no existen contribuciones al término c¢;; que vengan de la
segunda parte de la ecuacién (4.1.5), ya que los términos cuadréticos que aparecen
debido a las operaciones [;R™! + (R™TMR) 9,R ™| ¥ se desvanecen?, esto indica que
los ¢;;; provienen tnicamente de la ecuacién de evolucién original y no del hecho de que
estemos evolucionando los eigencampos en lugar de {D,, D4, Dp, Kgp, K}.

También es necesario decir que los eigencampos no son unicos ya que pueden ser mul-
tiplicados por una funcién arbitraria de las variables de evolucién:

W = Q;(@)w;. (5.3.13)

En el caso particular de nuestras ecuaciones éste re-escalamiento de las w; no introduce
nuevos términos a las ¢;; (ver [9]), de manera que siempre se puede reescalar a los
eigencampos para que su manejo sea mas sencillo.

2La demostracién de esto se puede ver en la referencia [9]
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5.4. Relacién entre mecanismos

Consideremos la ecuacién (5.2.1) que vimos en la seccién 5.2 que genera una explosion
geométrica e introducimos una nueva variable D = 0,u. Al hacer esto obtenemos el
siguiente sistema:

O = —a(u)D, (5.4.14)
oD+ a(u)0,D = —d(u)D? (5.4.15)

en donde la segunda ecuacién se obtiene derivando espacialmente la ecuacién (5.2.1) e
intercambiando el orden de 0, y 0;. Céomo lo que queremos es la solucién de la ecuacion
(5.2.1) se consideran condiciones iniciales que conserven la constriccion D = 0, u.
Recordando que u, y por lo tanto a(u) y a'(u), es constante a lo largo de la linea
caracteristica de (5.2.1), tenemos la siguiente ecuacién:

dD

% = (9tD + CL(U)@;BD = —CL/(U)D2, (5416)
con solucion: D )
D)= —2 "= —— 4.1
(®) 1+ Doa'(u)t ~ Doa'(u)’ (54.17)

en donde t* es el valor de tiempo para el cual se producird el choque.

Por otro lado tomemos ) = 0O;u. Al hacer esto obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones:

du = Q, (5.4.18)
0,Q + a(u)0,Q = Q% (5.4.19)

en donde la ecuacién (5.4.19) se obtiene derivando con respecto al tiempo la ecuacién
(5.2.1). De nuevo podemos integrar la ecuacién:

dQ

—= = 0Q+ a(uw)o,Q = Q% (5.4.20)

A lo largo de la caracteristica tenemos la siguiente solucion:
a(u)

Q :
= =, 5.4.21
1 (Qot) e 7T Q) o421

a(u)

Q(t)

Para que los sistemas (5.4.15) y (5.4.19) no desarrollaran choques se necesitaria im-
poner a'(u) = 0, que es la condicién (5.2.4) de la explosién geométrica, sin embargo
el tnico eigenvalor a(u) de los sistemas es linealmente degenerado, (es independiente
de D y de @), por lo que la explosién se debe al mecanismo ODE y no a la explosién
geométrica. De este modo lo que puede ser considerado como una explosién geométrica
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de una variable u puede ser reinterpretado como una explosién del tipo del mecanismo
EDO de sus derivadas, por lo tanto ambos mecanismos de choques estdn cercanamente
relacionados.

En algunos casos se ha visto que el criterio de Degeneracién Lineal Indirecta y el
Criterio de Fuentes dan las mismas condiciones para evitar choques, y en aquellos
casos en donde los resultados han sido diferentes el resultado del Criterio de Fuentes
ha demostrado ser mas importante [9]. Sin embargo, en este caso haré ambos andlisis
para comparar resultados cuando se cumplen ambos criterios y cuando tinicamente se
cumple uno de ellos.

5.5. Analisis

En esta seccién vamos a hacer el andlisis de choques para nuestros 3 sistemas de
evolucion.

5.5.1. Degeneracion Lineal Indirecta

Recordemos la ecuacion (5.2.6):

Vohi - & = % = 0, (5.5.22)

de ella podemos ver que en este caso vamos a analizar los eigenvalores de los sistemas
de ecuaciones de evolucion.

Para el primer sistema, el (3.3.53) tenemos los siguientes resultados:

0)\i,2 2c

awci - _ALQ E, (5523)
OXs
— = A 5.5.24
a)\;L,S a .,
5 Ais @ (1 —f- 5f) . (5.5.25)

Aqui podemos darnos cuenta que para las ecuaciones (5.5.23) es imposible evitar cho-
ques ya que se necesitaria a = 0 , mientras que para la ecuacién (5.5.24) simplemente
no se producen choques ya que A\3 = 0. Dejaremos el resultado de la ecuacién (5.5.25)
para el final de la seccién.

Para el sistema en el que se sumé C'y a las ecuaciones de evolucion de K y Kpgg, el
(3.4.59), los resultados obtenidos son los siguientes:

[0
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O3

8)\;175 (6% ,
5 Ais @ (1 —f- §f> . (5.5.28)

De nuevo tenemos que para A3 no hay choques, y obtenemos la misma condicién en la
ecuacion (5.5.28) que para el sistema anterior. En este caso de la ecuacién (5.5.26) si
podemos encontrar una condicién que nos evite choques dada por:

higs — f —2hxg +2fhy +1 = 0 (5.5.29)
= hrpp, = (f—1)(1—2hgk). (5.5.30)

Por tultimo analicemos los eigenvalores del sistema al que se le sumé C'y a las ecuaciones
de evolucién de K y (s a la de D4, en este caso tenemos que:

%iicf _ Ll _hllz (_2l;;< - (5.5.31)
g_i'z ~ (5.5.32)
gii _ (5.5.33)
6?925; — Assa <1 _fe %f/) 7 (5.5.34)

los resultados para los eigenvalores Az 4 ¥ A5 ¢ son los mismos que en los casos anteriores,
mientras que de las ecuaciones (5.5.30) y (5.5.31) podemos obtener la siguiente relacién:

(f=1@hxg—1) = 0 (5.5.35)
Sf=1 & hg=1/2 (5.5.36)

Con respecto a la condicién de las ecuaciones (5.5.25), (5.5.28) y (5.5.34) tenemos que
debe cumplirse que:

1—f— %f’ — 0, (5.5.37)

con solucion:
K = cte (5.5.38)

o
OZQ

5.5.2. Criterio de Fuentes

A continuacién presentaré los resultados que se obtuvieron al aplicar el Criterio de
Fuentes (ecuacién (5.3.12)), a los sistemas hiperbdlicos de las secciones 3.3.2, 3.4.1 y
3.4.2.
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Lo que hice fue elaborar una hoja de calculo en el programa Maple 9.5 en la que se deri-
van con respecto al tiempo los eigencampos correspondientes al sistema hiperbdlico a es-
tudiar, y se substituyen las variables originales de evolucion (i.e. D, Da, D, Kgg, K
) en términos de los eigencampos. De esta manera se obtienen un sistema de ecuaciones
del tipo (4.1.6), i.e:

Ol + ADi = g

5.5.3. Sistema con la ecuacion modificada de K

Los eigencampos asociados al sistema (3.3.53) son los siguientes:

D
+ B
W, = KBBZE—QAUQ,
a ADB
= =2 D 2
Wo f + A+ B y
D
=+ _ [e%
wy = K+ (Af)2

Al derivarlos con respecto al tiempo y obtener sus ecuaciones de evolucién, encontramos
que los factores cuadraticos de sus fuentes son los siguientes:

2

w, ~ —awai (5.5.39)

Owy ~ 0w, (5.5.40)
(6]

Dy ~ a<f—1+§f)wf. (5.5.41)

Como queremos que estos coeficientes sean nulos, de la ecuacion (5.5.41) se tiene que
satisfacer la siguiente igualdad:

1-f - %f’ =0, (5.5.42)
cuya solucién general es la siguiente:
K
fla)=1+ o K = cte. (5.5.43)

De la ecuacion (5.5.39) se tendria que tener & = 0, de modo que en este caso en
particular no podemos evitar que se forme un choque debido a la propagacién de los
eigencampos wE. Y de la ecuacién (5.5.40) tenemos que no existen choques debido a
la propagacién del eigencampo wy.

5.5.4. Sistema con las ecuaciones modificadas de K y Kgp

El sistema que vamos a analizar es el (3.4.59) y sus respectivos eigencampos son:

1 — hy 1/2
wF = 2Kpp=+ (TBB) Dg,
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2AD,, 2AD
Wy = — f +DA+ BB,

Do
wi = (hxgs —1-f) (Kiw>

_ %(h,( 1) <2KBB + (%)1/2 DB> -

Al derivarlos con respecto al tiempo encontramos que los coeficientes cuadraticos de
sus fuentes van como:

(5.5.44)

Oé(f + hKBB _ 1) (3hKBB — 8hk + 4) (hKBB _ Z)wi2

Opwe ~ . (5.5.45

o 16 (hie — 1) (hxpy — 1) ¢ (5.5.45)
owy ~ 0w, (5.5.46)
dwy ~ « (f -1+ %f’) wf. (5.5.47)

De nuevo encontramos la condicién (5.5.42) para la propagacién de los eigencampos

w}? asi que tenemos que pedir que f(«a) sea de la forma (5.5.43).

De la ecuacién (5.5.45) encontramos las siguientes posibles relaciones:
higps, —1+f = 0,
3hkps —8Shxk +4 = 0,

h‘KBB - 27

sin embargo lo que buscamos es una condiciéon sobre nuestros parametros libres hy y
Iy, y debido a que en la seccién 3.4.1 encontramos la restriccion hg,,,, < 1, entonces
la condicién que tenemos para evitar choques es la siguiente:

1\ 8

De esta manera tenemos a hx como un “pardmetro libre” a escoger y a hg,, como
parametro dependiente.

También hay que recalcar que de nuevo se encontré que no hay choques debido a la
propagacion del eigencampo wy.

5.5.5. Sistema con las ecuaciones modificadas de K y Dy

En este caso vamos a estudiar el sistema (3.4.68). Sus eigencampos asociados son los
siguientes:

D

+ B

w, = 2Kpp=+ ,
BB 1B

43




2AD, 2A(mp, — 1) Dg
e — _ _D A
w 7 + Da+ B ;
24D, 2AD
W = — ot Da+ = B (5.5.49)

+ Da _
e <“<Af>”2>(f !

9 f 1/2
—— (hg — 1) | 2K £ | = Dg | .
B( K ) BB ( A) B
Al encontrar sus ecuaciones de evolucién tenemos que los términos cuadraticos de sus
fuentes son:

(f =1 (4hxg —2—mp,) >

Ow, ~ —« e — 1) wo (5.5.50)

owy ~ 0w, (5.5.51)

owe ~ 0 w?, (5.5.52)
(6% 2

dw; ~ —a <f 14 5f’) wt (5.5.53)

De la ecuacién (5.5.53) retomamos la condicién (5.5.43), mientras que de la ecuacién
(5.5.50) debemos de satisfacer la siguiente igualdad para poder evitar choques debido

a la propagacién de los eigencampos w:
dhg —2—mp, = 0, (5.5.54)
= Mp, = dhg — 2. (5555)

En este caso no tenemos ninguna restriccién para mp,, de esta manera tenemos toda
una familia de parejas de pardametros (mp,, hx) que evitaria la presencia de choques
debido a los eigencampos wZE. Por otro lado de nuevo encontramos que los eigencam-
pos con velocidad cero, wy y w, (de hecho éste es el resultado esperado) no generan
explosiones, ya que sus fuentes no tienen términos cuadraticos en ellos.

5.5.6. Conclusiones

En nuestros tres sistemas de ecuaciones de evolucién, (3.3.53), (3.4.59) y (3.4.68) en-
contramos la condicién (5.5.42) para que no se produzcan choques asociados a los
eigencampos wfi:

1—f— %f’ =0, (5.5.56)

con solucion: .
fla)=1+ o K = cte. (5.5.57)

A la ecuacion (5.5.57) se le conoce como eleccién de lapso “evita choques” debido a que
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nos da toda una familia de f’s con las que se pueden evitar los choques debidos a w]jf, 0
lo que es lo mismo nos evita los choques debidos a la propagacion de la funcion de lapso.

Para el caso particular en el que en la ecuacién (5.5.57) se toma k = 0, se tiene que:
f=1 (5.5.58)

a esta eleccién de lapso se le conoce como “lapso arménico” y al ser parte de la fami-
lia de la ecuacién (5.5.57) nos permite evitar choques para nuestros tres sistemas de
ecuaciones de evolucion.

Con respecto a las otras condiciones encontradas, para el sistema (3.3.53) nos es im-
posible evitar el choque debido a los eigencampos w* ya que la ecuacién (5.5.39) nos
impone pedir = 0 lo que en la practica no podemos hacer.

Para el sistema (3.4.59) tenemos la condicién (5.5.48), lo que también nos da toda una
familia de parametros hg,, v hx que nos permiten evitar los choques debidos a la
propagacién de los eigencampos wZ, en este caso estos choques estdn asociados a la

violacion de las constricciones Cy y Cyy.

Para el sistema (3.4.68) tenemos la condicién (5.5.55) la cual de nuevo nos brinda una
familia de pardmetros, en este caso hx y mp, que evitan los choques debidos wZ, los
cuales asociaremos a la violacion de las constricciones.

Por tultimo es importante senalar que las condiciones obtenidas mediante el criterio
de degeneracion lineal indirecta son substancialmente diferentes a las que se obtienen
mediante el criterio de fuentes, por lo que las evoluciones las haré tratando de empatar
ambos criterios de manera que se cumplan simultaneamente.
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Capitulo 6

Resultados Numéricos

En esta seccién presento los resultados de mis simulaciones numéricas, para esto uti-
licé los 3 sistemas de ecuaciones (3.3.53), (3.4.59) y (3.4.68) que encontré en la seccién 3.

La forma en la que verificaré si es que hay choques es mediante la convergencia! de
la variable en cuestion, para los choques de norma me fijaré en la funcion de lapso «,
mientras que para los choques de constricciones me fijaré en Cy v C)y.

Lo que haré sera experimentar con los parametros libres que encontramos en las ecua-
ciones (5.5.57), (5.5.48) y (5.5.55), para verificar que cuando no se cumplen dichas
ecuaciones existen choques y que cuando se cumplen es posible evitarlos.

En las simulaciones ocupe 5 resoluciones diferentes, dx = 0,1, do = 0,05, dx = 0,0125,
dxr =0,0125 y dz = 0,00625 el programa que utilicé esta escrito en lenguaje “FORTRAN
90”.

Aqui es importante especificar que lo que se evoluciona en el cédigo no son los eigen-
campos {wE, wy, we, w%}, sino las variables {«, A, B, D,, D4, Dp, Kpp, K}.

Esto es debido a que las ecuaciones de evolucién de los eigencampos son demasiado
complicadas, mientras que las ecuaciones de las variables programadas no lo son tanto.

6.1. Choques de norma

Las evoluciones las hice hasta un tiempo final t = 28 y para dos elecciones de norma
distintas, la primera con lapso arménico y f = cte, la segunda con el lapso evita-
choques, esto con el fin de mostrar que para elecciones de f = cte # 1 existen choques
de norma, mientras que para lapso armonico y lapso evita choques no se presentan.

Para checar la convergencia de la variable a lo que hice fue calcular en mi programa

Ver el Apéndice A.

47



la siguiente diferencia:
C, =D, —0,Ina?, (6.1.1)

en donde D, es la variable de evolucion que aparece en nuestros sistemas de ecuacio-
nes, entonces lo que representa C, es la diferencia entre la variable de evolucion y la
derivada parcial espacial de « calculada punto a punto durante la simulacién numérica.
Asi lo que nos da C, es una medida del error numérico que tenemos paso a paso.

En las graficas se muestra la razén de convergencia de C,, a diferentes resoluciones en
doénde la razén de convergencia esta dada por la siguiente ecuacion:

‘Ca’dm
‘Ca’dm’

Razén de convergencia =

(6.1.2)

con dx el tamarno del paso que utilizo en el programa, |C,| la norma® de C,, y dxy > dws.
Debido a que estamos utilizando cémo método numérico el ICN* de segundo orden,
esperamos que la razén de convergencia sea 4.

Error ~ (Az)?,

EA::: B (AQZ)Q -
Enz/a B (Ax/Q)2 y (6.1.3)

También se espera que a mayor resolucion mejor sea la convergencia, i.e. que se acerque
mas al 4.

En esta seccion se utilizé para los calculos el sistema de ecuaciones (3.3.53).

6.1.1. Datos Iniciales
Los datos iniciales que utilizo en este caso son los siguientes:

7(93710))2

Qg = O + ’}/0€< 20 (6.1.4)
con los siguientes valores:
Yo = O,2
To = 0,0
oo = 1,0 (6.1.5)

El método de integracién utilizado es el ICN con diferencias finitas centradas®.

%i.e. C,, mide la violacién de la constriccién (3.2.27)
3Ver Apéndice C

“4Tterative Cranck Nicolson

5Ver Apéndice B
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6.1.2.

En este caso la eleccién de funcion de lapso es poner f = cte, y utilizo 3 diferentes
valores, uno de los cudles es f = 1 que es justamente el lapso arménico de la ecuacién

f = constante

(5.5.58). Recordando la condicién de foliacion de Bona-Massé :

oo = —a*f(a)K,

entonces la condicién de foliacién que estaremos usando sera la siguiente:

| Iu = 1
En la figura 6.1(a) se muestra la razén de convergencia de C,, en un rango vertical
corto, y en la figura 6.1(b) se presenta la misma gréfica pero en un rango vertical

oov = —a’uK,

con =1, 1/202.

mas amplio, en la figura 6.1(c) muestro la norma de C,.
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(a) Razon de Convergencia de C,

En las figuras 6.1(a) y 6.1(b) podemos apreciar que la razén de convergencia es 4
y que a mayor resolucion es mas cercana a 4. Con esto podemos decir que no hay
choque de norma porque no se esta perdiendo la convergencia, mientras que en
la figura 6.1(c) se ve que a mayor resolucion el valor de la norma de C,, se acerca
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Figura 6.1: Lapso armonico: f = 1.
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(6.1.6)

(6.1.7)
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Figura 6.2: Funcién de lapso para p = 1 a distintos tiempos
mas al cero en un factor de 4.

Si ahora nos fijamos en la figura 6.2 podemos darnos cuenta que la evolucién
de la funcién de lapso es totalmente uniforme, es decir empieza en @ = 1,2 e
inmediatamente se estabiliza en el a ~ 1,095 y esto pasa para cualquier tiempo,
lo cudl indica que la evolucién de la funcién de lapso es suave y que no presenta
choques.

w p=1/2
En este caso estamos escogiendo la siguiente condicién de foliacion:

2

O = —%K. (6.1.8)

En la figura 6.3(a) se ve claramente una pérdida de convergencia, lo que se puede
apreciar es que para tiempos cercanos a t = 12 la grafica de convergencia se
parece a una funciéon tipo escalon, lo que vemos es que la razén de convergencia
de C, cae por debajo de 1. Esto indica que el error a resoluciéon alta es mayor
que el error a resoluciéon baja, lo que quiere decir que la solucién numérica ha
empezado a diverger.

45 1 0.0012
0.1/0.05 dx=0.1
4 = 0.05/0.025 | dx=0.05
| 0.025/0.0125 0.001 | dx=0.025
: 0.0125/0.00625 —— dx=0.0125 ——
é—: 3} | 0.0008 | dx=0.00625
T 25| T3
5] -, 2 1.0006 |
2| 3
15 | AN | 0.0004 |
1| T | r
=T 0.0002 | . y
05 | —_— | e
oL . L L L L | ot S— winc |
0 5 10 15 20 25 a0 0 5 10 15 20 25 a0
t t
(a) Razén de Convergencia de Cy, (b) Norma de C,

Figura 6.3: Lapso Bona-Mass6 con f = 1/2.
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Figura 6.4: Funcién de lapso para g = 1/2 a distintos tiempos

Lo anterior podemos verlo més claramente en la figura 6.3(b), en esta se presen-
ta la norma ¢ de Cy, la cual si la solucién convergiera deberia de ir a cero, pero
se puede apreciar que a mayor resolucion lejos de disminuir aumenta rapidamente.

Por otro lado al fijarnos en la figura 6.4 nos podemos dar cuenta que la evolucion
de la funcién de lapso no es suave, si no que al avanzar la evolucién la parte
de atras del pulso, es decir la que estd mas cercana al cero, de alguna manera
alcanza a la parte delantera, lo que esta sucediendo es que la derivada de la parte
trasera del pulso se esta volviendo infinita lo que indica un choque de norma.

llu:2

La condicién de foliacion utilizada es la siguiente:

2
O = —2a°K. (6.1.9)
1 0.00016 |
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t t
(a) Razén de Convergencia de Cy, (b) Norma de C,

Figura 6.5: Lapso Bona-Massé con f = 2.

En la figura 6.5(a) se muestra de nuevo que la razén de convergencia de C, va
decayendo conforme la resolucion del cédigo va aumentando, esto quiere decir
que la soluciéon numérica esta divergiendo y nos muestra un choque en la funciéon
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Figura 6.6: Funcién de lapso para p = 2 a distintos tiempos
de lapso.

En la figura 6.5(b) se ve que la norma de C,, estd aumentado rapidamente con la
resolucion, esto nos indica que el error crece conforme la resolucién crece, lo cual
quiere decir que la solucién esta presentando un choque.

Al fijarnos en la figura 6.6 podemos ver que de nuevo la evolucion de la funcion
de lapso no es suave, en este caso el valor de a aumenta en el tiempo y la
parte delantera del pulso se va frenando, volviéndose casi vertical, en este caso la
derivada de la parte delantera del pulso se esta volviéndose infinita lo cual nos
indica la presencia de un choque de norma.

6.1.3. Lapso Evita Choques

Ahora la eleccién de funcién de lapso es el evita-choques (5.5.57), recordando la con-
dicién de foliacién de Bona-Massé:

oo = —a’f(a)K, (6.1.10)
entonces la condicién de foliacion que estaremos usando serd la siguiente:

oo = —a® <1+%> K, conk=20b5. (6.1.11)
a

| ] /{:2

En este caso se utiliza la siguiente condicién de foliacion:
9 2
da=—a”(1+— | K. (6.1.12)
o

En la figura 6.7(a) podemos ver que mientras mayor es la resolucién utilizada en
el cédigo mas se acerca al 4, lo cudl indica que no esta sucediendo un choque

6Ver Apéndice A.
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Figura 6.7: C,, con lapso evita choques y k = 2.
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Figura 6.8: Funcién de lapso para x = 2 a distintos tiempos

ya que no hay pérdida de convergencia. En la figura 6.7(b) podemos ver que a
mayor resolucion mas se acerca el valor de la norma a cero, lo que nos indica que
cada vez es mas pequeno el error entre la D, calculada en el cédigo y la derivada
logaritmica de a.

Lo anterior podemos verificarlo al ver la figura 6.8 en ella se ve que la evolucion
de « es suave, que empieza en o = 1,2 y que se estabiliza en a ~ 1,1 lo cual nos
permite ver que la soluciéon no estd generando choques de norma.

K=25

En este caso se utiliza la siguiente condicién de foliacion:

5
Ohav = —a? (1 + —2> K.
o

De nuevo notamos en la figura 6.9(a) que a mayor resolucién la convergencia no
so0lo no se pierde si no que se acerca cada vez al 4, mientras que en la figura
6.9(b) se nota que con el aumento de resolucién la norma de C,, se acerca mas al
cero en un factor de 4, esto nos indica que la solucién se comporta exactamen-
te como se espera cuando no hay choques de norma presentes, tal como es el caso.

(6.1.13)
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Figura 6.9: C,, con lapso evita choques y x = 5.
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Figura 6.10: Funcion de lapso para x = 5 a distintos tiempos

De nuevo podemos verificar lo anterior al fijarnos en la figura 6.10 en la cudl se ve
que la evolucién de « es suave, en este caso empezando en a = 1,2 y estilizandose
alrededor de o« = 1,1, un poco mas cercanamente que en el caso anterior. Aqui ca-
be mencionar que las condiciones de frontera son de tipo periédico, al ser muy
larga la evolucién y tener la onda una velocidad alta la onda llega a la frontera
y Se regresa, es por eso que se ve que la « va y viene.

6.1.4. Analisis

Es facil notar que las evoluciones que se muestran en las figuras 6.4 y 6.6 son distintas,
en la primera es la derivada de la parte posterior del pulso la que se hace infinita y
en la segunda es la derivada de la parte delantera, esto nos indica que los choques de
norma a los que nos referimos son diferentes.

En las figuras 6.3(a) y 6.5(a) podemos ver que alrededor de ¢t = 12 la magnitud de la
razéon de convergencia de C, empieza a disminuir y que aproximadamente para t = 20
(en la resolucién més alta) se estabiliza alrededor de 0,5 lo cudl nos indica claramente
que el codigo esta perdiendo convergencia provocada por un choque en la funcion de
lapso, esto se puede ver mds claramente en las figuras 6.3(b) y 6.5(b) ya que en ellas
podemos ver que la norma de C\, es mayor para las resoluciones mas altas que para las
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resoluciones mas pequenas.

La razén por la cudl los choques presentados en los sistemas con p = 1/2y p = 2
sean diferentes se debe a que la velocidad de norma en ambos casos es diferente, esto
se puede ver mas claramente en las figuras 6.11(b) y 6.11(c), en dénde la velocidad de
norma esta dada por:

Uy = a(%)lm, (6.1.14)
- a(%)m. (6.1.15)

En la figura 6.11(b) podemos ver que la velocidad empieza en 1,02 y que segiin avanza
el tiempo llega alrededor de 0, 70 punto en el que empieza a pararse la grafica, en este
caso se ve que la parte de atras va mas rapido que la de adelante, de alguna manera
es como si la parte posterior del pulso “rebasara” a la parte delantera, esto es lo que
genera el choque en la norma.

En la figura 6.11(c) se puede observar que la velocidad inicial es del 1,7 mientras que
la velocidad final es de 1,515, en este caso la parte delantera del pulso es la que se
va parando, de manera que es como si la parte trasera del pulso chocara con la parte
delantera que se ha vuelto una recta vertical. Esto nos muestra un choque de una onda
que, de nuevo, tiene diferentes velocidades para diferentes partes del pulso. Comparan-
do las figuras 6.11(b) y 6.11(c) podemos ver que la velocidad en la primera es menor
que en la segunda, es por esto que las evoluciones de la funcién de lapso, figuras 6.4 y
6.6 el pulso avanza hasta diferentes valores de la posicién.

En los sistemas en los que evolucionamos con f = 1, en el caso de f constante, y con
k =2y Kk =05, en el caso de lapso evita-choques, podemos ver en las figuras 6.1(a),
6.7(a) y 6.9(a), que la razén de convergencia de C, no disminuye al aumentar la re-
solucién, sino que al contrario a mayor resolucion més se acerca la convergencia al 4,
esto nos indica que el cédigo converge a la solucion correcta y que por lo tanto no hay
choques de norma para estas elecciones de funcién de lapso.

Para ver esto mas claramente nos fijamos en las velocidades de norma de estos sistemas.
En la figura 6.11(a) podemos ver que la evolucién de la velocidad es totalmente suave, no
presenta choques ni se “para” en ningun punto, y de hecho después de la perturbacion
inicial la velocidad regresa a v, = 1, lo cudl es lo que se espera ya que cémo A no
estd siendo perturbada, y con f =1, A =1 a v, no le queda de otra mas que valer 1.
En la figura 6.12(a) se puede ver que la velocidad empieza alrededor del 1,85 y que se
estabiliza un poco antes de 1,73, lo cudl es lo esperado al substituir el valor dado por la
ecuacién (5.5.57) con o = 1 en la ecuacién (6.1.15). Por otro lado, en la figura 6.12(b)
se ve que la velocidad es mayor que en el caso anterior, lo cual también es lo esperado
al substituir los valores utilizados en la ecuacién (6.1.15) estabilizdndose alrededor del
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2,45,

En ambos casos hay que notar que no se ven choques en la velocidad, es decir que la
velocidad es suave y de hecho, después de la perturbacién inicial se estabilizan en un
valor constante, semejandose a la figura 6.11(a) que acabamos de comentar.

Con esto podemos verificar que para cualquier valor de x en la eleccion de lapso evita-
choques no se presentan choques de norma, recordando que f = 1 corresponde a tomar
k =0 en la ecuacién (5.5.57), mientras que para elecciones de f = cte distintas de 1 si
se presentan, lo cudl es lo que se obtuvo en la seccion 5.5.6.

6.2. Choques de Constricciones

En éste caso presento los resultados para los sistemas de ecuaciones (3.4.59) y (3.4.68).
Cémo voy a utilizar datos iniciales que violan las constricciones es necesario calcular
la razén de convergencia de una manera diferente que en la secciéon anterior, esto se
hara con la siguiente ecuacion:

1Crna — Crnag |l
2

Razon de Convergencia ¢y, ,, = : (6.2.16)
M ICrMy = Cy |
2 1
en dénde || || indica norma y A se refiere a la resolucién utilizada en la corrida para
ese dato.
Como notacién en las gréaficas se encuentran las siguientes definiciones:
Razon de Convergencia ¢, = F, (6.2.17)
Razon de Convergencia ¢,, = R, (6.2.18)
también como notacion en las figuras se muestra lo siguiente:
1CH s — Crnay |l
FR, = 2 6.2.19
" = YCrory — Crny | (6219
2 4
F,R, = : 6.2.20
[Crary, — Corg | (6220
1CH My — Crpag |
F.R, = = : (6.2.21)

||OH,MA - C&{,]WA H .
8 16

También muestro las normas de ambas constricciones, en este caso utilizo como elecciéon
de lapso el evita choques con k = 2, de manera que la condicién de foliacién que utilizo
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es la ecuacién (6.1.12), dada por:

o = —a® (1 + 3) K. (6.2.22)

a2

6.2.1. Condiciones Iniciales

Las condiciones iniciales que propongo en esta seccién son condiciones que en principio
no cumplen con las constricciones, Cy y Cyy, ecuaciones (3.1.19) y (3.1.20), de esta
manera se puede ver si es que hay choques de constricciones o no, ya que de satisfacer
las constricciones los datos iniciales nunca habria una perturbacién en Cy y Cy v
permanecerian con valor igual a cero durante toda la evolucién.

Los datos iniciales son los siguientes:

(= 20) (5m)”
90

Kpp (t =0) = =27 (6.2.23)

los cuales corresponden a tomar la derivada con respecto a x de una gaussiana. Los
datos iniciales se toman de esta manera para que la violaciéon de las constricciones no
se disipara, ya que al tomar datos iniciales inicamente como una gaussiana la violacién
se disipaba y esto no me permitia realizar el analisis de choques de constricciones. Se
toman los siguientes valores en los datos iniciales:

Yo = 0715 )
To = 0,0 5
oo = 10. (6.2.24)

6.2.2. Sistema con la ecuaciéon modificada de Kgp

En esta seccion se muestran las graficas hechas para el sistema de ecuaciones (3.4.59),
en este caso se tomaron en cuenta las condiciones dadas por el criterio de degeneracion
lineal indirecta, ecuaciones (5.5.36):

f=1 6 (6.2.25)
hix = 1/2, (6.2.26)

y por el criterio de fuentes, ecuacién (5.5.48):

1) 8

De las condiciones de la ecuacién (6.2.26) al tomar la eleccion f = 1 el cddigo falla,
a una resolucion de dxr = 0,025 se tiene que « se vuelve negativa a ¢t = 8,1, para ver
porque me refiero a la figura 6.19 en el andlisis para una explicacion. Es por esta razén
que en este sistema de ecuaciones de manera que escogemos valores de hyx y de hx,,
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tal que satisfagan las ecuaciones (6.2.26) y (6.2.27) simultdneamente. Esto nos lleva al
siguiente par de valores:

hin, = O, (6.2.28)
hie = 1/2. (6.2.29)

En las graficas se presentan 5 pares de valores para hyx y de hg,,, 4 de los cuales no
cumplen con el criterio de fuentes, pero todas cumplen con el criterio de degeneraciéon
lineal indirecta, ecuacion (6.2.27), estos valores son:

hips = =02y hg =05, (6.2.30)
hips, = —04 y hg =05, (6.2.31)
hips, = 02y hg =05, (6.2.32)
hips = 04 y hg =05, (6.2.33)
hips = 0 vy hxg =05 (6.2.34)

Al evolucionar a t > 16,2 la funcién de lapso a se vuelve negativa, cémo esto no puede
suceder significa que el codigo ya no esta haciendo las cosas bien, es por esto que las
graficas se ve que el tiempo sélo llega hasta t = 16,2.

ICH

En la figura 6.13 se ve la razén de convergencia de la ecuacién (6.2.31)-(6.2.33) y
en la figura 6.14 se muestra la norma de la Constriccion Hamiltoniana, con una
resolucion de dx = 0,00625, para los 5 pares de valores antes mencionados.

En la figura 6.15 se muestra la evolucion de C'y para los 5 juegos de valores antes
mencionados. Al fijarnos en ellas podemos ver que en la figura 6.15(e) la evolucién
de Cy es totalmente suave y que los pulsos se mueven a la misma velocidad y son
del mismo tamano, por otro lado en las figuras 6.15(a)-6.15(d) podemos ver que
los pulsos derecho e izquierdo no viajan de igual manera, si no que se desplazan a
diferentes velocidades. Esto se ve més acentuado en la figura 6.15(d) en dénde el
pulso derecho y le izquierdo difieren mas en sus magnitudes, y el pulso izquierdo
se mueve a una mayor velocidad, esto se nota en el gradiente que se forma en Cy
al final de la evolucién.

Al observar las evoluciones en la figura 6.15 podemos reafirmar que el tnico sis-
tema que no genera choques es aquél en el que se tiene hx = 0,5y hg,, = 0,
mientras que en los demaés si se presentan choques en Cp.

ICM
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Figura 6.14: Norma de Cy para el sistema (3.4.59).

En la figura 6.16 presento las gréficas correspondientes a la Constricciéon de Mo-
mento para el juego de valores (6.2.31)-(6.2.33) y en la figura 6.17 muestro la nor-
ma de la Constriccion de momento también con una resolucion de dz = 0,00625,
para los 5 pares de valores antes mencionados.

En la figura 6.18 se pueden ver la evolucion de C; para los pares de valores antes
mencionados, en este caso en la figura 6.18(e) la evolucién es la més suave de
las que se muestran, aunque el pulso derecho no es simétrico al izquierdo ambos
pulsos se mueven con magnitud constante. Por otro lado, en las figuras 6.18(a)-
6.18(d) se puede ver cémo la magnitud de los pulsos varia rapidamente, en dénde
se nota esto con mayor claridad es en la figura 6.18(d) en la cudl se aprecia que
el pulso del lado izquierdo es mucho mayor al del lado derecho, de hecho el pulso
izquierdo se vuelve totalmente vertical, lo que indica que su derivada se ha vuelto
infinita de dénde se sigue que un choque se esta generando.

De la figura 6.18 podemos ver que todos los sistemas presentan problemas excep-
to por el sistema cuya evolucién se presenta en la figura 6.18(e).

Analisis

Primero vamos a ver el porque no se puede tomar la condiciéon de f = 1 en este
sistema de ecuaciones, para esto me refiero a la figura 6.19 en la cudl se muestra
la velocidad de constriccion, ecuacién (6.2.35), en ella se ve que hacia el final de
la evolucién la parte trasera del pulso izquierdo se va volviendo vertical, mientras
que la parte delantera del pulso derecho tiene el mismo tipo de comportamiento,
siendo mucho més pronunciada la verticalidad del lado izquierdo, de éste lado la
parte de atras empieza a “atropellar” a la parte delantera. Esto nos muestra que
diferentes partes del pulso se estan moviendo a diferentes velocidades lo que nos
conlleva a que el codigo falle, como ya lo mencioné con esta eleccién de lapso a
se vuelve negativa lo cual fisicamente no es correcto.
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Sin embargo no es claro el porqué de este comportamiento ya que en princi-
pio se esta cumpliendo el criterio de degeneracion lineal indirecta y el principio
de fuentes, ya que en la figura 6.19 justamente las elecciones de los parametros
corresponden a la eleccién dada por la ecuacién (6.2.34), esto se deja para un
estudio futuro.

Para poder explicar porque tinicamente un sistema de ecuaciones no genera cho-
ques vamos a ver la velocidad de constriccion la cudl en este caso esta dada por

la siguiente ecuacion:
1 — g 1/2
Ve = QX (TBB> s (6235)

en la figura 6.20 se puede ver la velocidad de constriccion para el sistema de
ecuaciones (3.4.59)

En la figura 6.20(e) se puede notar que la velocidad es completamente suave, lo
que nos indica que la solucién en este caso se mueve uniformemente, porque am-
bos pulsos se mueven con la misma velocidad, ver la figura 6.15(e). En las figuras
6.20(a) y 6.20(c) se puede ver que un gradiente grande se empieza desarrollar en
el pulso de la izquierda, mientras que en el pulso de la derecha no es tan grande
pero la gréfica se pone un poco més vertical. Mientras que en la figuras 6.20(b)
y 6.20(d) se muestra un gradiente muy grande del lado izquierdo, de hecho pun-
tiaguda que casi llega al cero en el caso de la figura 6.20(d), esto indica que la
velocidad estd a punto de desaparecer, mientras que del lado derecho la velocidad
es extremadamente menor a la que se muestra en las figuras anteriores.

Debido a que la velocidad de constricciéon de los sistemas de ecuaciones que tienen
los juegos de valores de las ecuaciones (6.2.30)-(6.2.33) de los pulsos derecho e
izquierdo son diferentes entre si, e incluso la velocidad en diferentes puntos del
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pulso es diferente, se generan choques en las constricciones. Esto se ve méas acen-
tuado en el sistema que tiene el par de valores (6.2.31) ya que es la velocidad que
mayor diferencia de velocidades tiene.

Por otro lado en las gréaficas 6.13 se nota que a mayor resolucién la razén de con-
vergencia de Cy de la solucién aumenta, cémo era esperado en la figura 6.13(e)
la razén con mayor resolucion es casi una linea recta en el 4, mientras que en las
otras figuras de este grupo se ve que la convergencia es menor a 4, lo cual nos
da exactamente lo que andamos buscando, que al cumplirse tanto el criterio de
fuentes como el de degeneracién lineal indirecta, no se presentaran choques en la
solucion. El hecho de que la convergencia sea 4 nos da como resultado el que la
solucion del codigo efectivamente converge a la del problema fisico en cuestion.

Aqui hay que hacer una aclaracién, en la figura 6.13(d) vemos que a mayor reso-
lucion, justo antes de terminar la evolucion, la convergencia aumenta y se vuelve
muy grande, mientras que para resoluciones menores la convergencia es menor a 1
lo cual implica que el c6digo empieza a diverger. En esta grafica no es muy preciso
lo que sucede hacia el final de la evolucién. Esto es debido a que para un tiempo
ligeramente mayor al mostrado, incluso ¢ = 16,3 la funcién de lapso se volvia
negativa, lo cual aparte de que fisicamente no tiene sentido ya que estariamos
midiendo el tiempo “negativamente”, el cddigo dejaba de funcionar. Esto es por
la eleccion de valores de la ecuacién (6.2.33), y entonces el comportamiento en la
frontera no puede ser tomado a consideracion.

Analicemos el comportamiento de la norma de C'y vista en la figura 6.14. Lo que
buscamos aqui es que el valor de la constriccién no crezca demasiado, es decir
que sea lo mas cercano posible al cero, esto se logra para el caso en que se toma
los valores de la ecuacién (6.2.34), tenemos un minimo de la constriccién, que se
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estabiliza en 0.1, mientras que para los demas valores C'yy es mayor.

Fijandonos ahora en la figura 6.16, en ella se puede notar (en general), que a
mayor resoluciéon la convergencia de C); se acerca mas a 4, aunque es inicamente
la figura 6.16(e) la que tiene una linea muy cercana a 4, esto nos indica que en
todos los demas casos se puede estar presentando un choque en la constriccién
de momento, de las graficas nos damos cuenta que la que tiene una convergencia
menor a 1 es la 6.16(d) lo cudl concuerda con lo explicado anteriormente que
justo este sistema es el que presentaba problemas para un ¢ > 16,2.

Viendo ahora la norma de C); de la figura 6.17 podemos notar que de nuevo los
valores de la ecuacion (6.2.34) son los que nos dan un minimo de la constriccién,
mientras que para los demdas valores la norma de C); es mayor, incluso crece
mucho al utilizar los valores de (6.2.31). El minimo en esta ocasién se presente
en 0,05, lo cual nos indica que la mejor aproximacién a Cp; = 0 se da cudndo los
2 criterios aqui probados se cumplen.

Con todo esto podemos concluir que la mejor aproximacién a la no-violacion de
las constricciones se da justo cuando los 2 criterios aqui ocupados se cumplen
simultaneamente, es decir para el sistema en el que se utiliza el juego de valores
de la ecuacion (6.2.34).

6.2.3. Sistema con la ecuaciéon modificada de D4

En esta seccion presento las graficas obtenidas al trabajar con el sistema de ecuaciones
(3.4.68), en ellas presento tanto la razén de convergencia como la norma de las cons-
tricciones Hamiltoniana y de momento.

En este caso la condicién dada por el criterio de degeneracion lineal indirecta esta dada
por la ecuacion (5.5.36):

=1 6 (6.2.36)
hk = 1/2, (6.2.37)

y la del criterio de fuentes por la ecuacién (5.5.55):
mp, = 4hx— 2. (6.2.38)

De la ecuacién (4.4.27) vemos que la eleccién f = 1 requeriria poner h = 1, pero de los
eigenvectores de este sistema, ecuacién (3.4.71), al poner estos valores tenemos que v; =
vy = (0,0,0,0,0,0) de manera que ya no tenemos un sistema completo de eigenvalores
y por lo tanto el sistema de ecuaciones deja de ser hiperbdlico y ya no lo podemos
seguir utilizando en la simulacién numérica. Es por esto que de la ecuacién (6.2.37)
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tomamos hx = 1/2, entonces se obtienen que las siguientes condiciones cumplen con
ambos criterios para evitar choques:

mp, = 0,

hx = 1/2. (6.2.39)

Con ayuda de las condiciones anteriores escogemos 5 pares de valores, de los cudles 4
no cumplen con el criterio de fuentes, para poder comparar las graficas resultantes. Los
valores escogidos son los siguientes:

mp, = —02 y hg =05, (6.2.40)
mp, = —04 y hg =05, (6.2.41)
mp,= 02 y hg=0p5, (6.2.42)
mp, = 04 y hg=0, (6.2.43)
mp,= 0 y hg=0p5. (6.2.44)

En este caso la evolucion se hizo para un tiempo de ¢t = 24, ya que para tiempos mayo-
res la norma A se vuelve negativa y por lo tanto el codigo no puede seguir funcionando.

ICH

En la figura 6.21 muestro las graficas que se obtuvieron al utilizar los valores
(6.2.41)-(6.2.43) al graficar la razén de convergencia de la Constricciéon Hamil-
toniana y en la figura 6.22 muestro la norma de Cy para los 5 pares de valores
antes mencionados.

En la figura 6.23 se muestra la evolucién de Cy para los 5 pares de valores utili-
zados. Al fijarnos en la figura 6.23(e) podemos darnos cuenta de que la evolucién
de C'y es totalmente suave y que el pulso derecho es simétrico, con una reflexion
horizontal, con respecto al pulso izquierdo. Sin embargo en las figuras 6.23(a),
6.23(c) y 6.23(d) esta simetria se rompe un poco ya que el pulso izquierdo crece
mucho mas que el pulso de la derecha. Esto se puede ver mas acentuado en la
figura 6.23(b) en la que el pulso de la derecha es muy pequeno mientras que el
pulso de la izquierda crece demasiado, volviéndose practicamente vertical lo que
significa que su derivada se esta volviendo infinita, de manera que se esta produ-
ciendo un choque en Cy.

Lo anterior nos deja ver que efectivamente el tinico sistema que no genera un cho-
que es aquél en el que se escogen los parametros de manera que los dos criterios
para evitar choques se cumplen simultaneamente.

ICM
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En la figura 6.24 se muestran las graficas correspondientes a la razén de conver-
gencia de la Constriccién de Momento con los valores (6.2.41)-(6.2.43), mientras
que en la figura 6.25 presento la norma de la Constriccién de momento, para los
5 pares de valores antes mencionados.

En la figura 6.26 se muestra la evolucién de C); para los pares de valores antes
mencionados, en este caso se ve que la evolucion del sistema que tiene el juego de
valores (6.2.44), figura 6.26(e), es suave, ya que aun cuando los pulsos derecho e
izquierdo no sean totalmente simétricos, no cambian de tamano durante la evolu-
cién lo cudl nos indica que su velocidad es uniforme. Por otro lado en las figuras
6.26(a) y 6.26(c) se ve que el pulso izquierdo empieza a crecer mucho, en este caso
ésta caracteristica es mds acentuada en las figuras 6.26(b) y 6.26(d), sobre todo
en la primera de ellas, ya que el pulso derecho es muy pequeno en comparacion
con el de la izquierda, lo cual quiere decir que el pulso izquierdo esta creciendo
demasiado réapido y se esta volviendo casi vertical lo cual nos esta indicando que
hay un choque presente.

Con esto podemos ver que efectivamente la evolucion del sistema que cumple con
ambos criterios para evitar choques es aquél en el cual la evolucion de C'y; es suave.

Analisis

En este caso la velocidad de constricciéon esta dada por la siguiente ecuacion:

1\ 12
Ve = v (Z) : (6.2.45)

En la figura 6.27 se muestra la velocidad de constriccién para este sistema. En
ella se puede notar que la unica eleccion de valores que da como resultado una
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velocidad suave es la dada por la ecuacién (6.2.44) que se puede ver en la figura
6.27(e). En las figuras 6.27(c) y 6.27(d) se ven gradientes desarrolldndose, y la
velocidad que se va volviendo un poco mas vertical lo que nos indicaria que su
derivada se vuelve infinita lo cudl implica un choque. Esta caracteristica no se
puede notar del todo porque las evoluciones no son lo suficientemente largas, esto
es debido a que para tiempos mayores a t = 24 la funcién de lapso a se volvia
negativa por lo que el cédigo dejaba de funcionar.

Por otro lado en las figuras 6.27(a) y 6.27(b) se ve que el pulso de la izquierda
no solo se esta volviendo vertical si no que también hay un gradiente hacia abajo
que se vuelve muy puntiagudo, esto nos muestra que la velocidad se hace muy
pequena y que de nuevo el pulso estd viajando a diferentes velocidades. Es debido
a esto que en las figuras 6.23 y 6.26 la tinica grafica que tiene una evolucion suave
es aquella que tiene el par de valores dado por la ecuacién (6.2.44).

Fijandonos en la figura 6.21 en donde se ve la razén de convergencia de C'y po-
demos ver que en las 5 graficas se aprecia que en general a mayor resolucion la
convergencia se acerca mas a 4, sin embargo es tinicamente en la figura 6.21(e) en
la que se tiene una linea recta practicamente en el 4, mientras que en las figuras
6.21(c) y 6.21(d) se tiene que la convergencia cae incluso cudndo la resolucién
aumenta.

Aqui de nuevo hay que especificar que aunque en las figuras 6.21(a) y 6.21(b)
conforme la resolucién aumenta, la convergencia parece aumentar (hacia el final
de la evolucién), incluso es mayor a 4, esto no tiene mucho sentido ya que en
estos sistemas el cédigo deja de funcionar si se tomaba un valor de t > 24, al
volverse negativa la funcién de lapso «, de manera que estos sistemas presentan
problemas graves y por lo tanto su comportamiento hacia el final de la evolucion
no es muy confiable.
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En la figura 6.22 vemos que la norma de Cy es efectivamente un minimo para los
valores dados por la ecuacién (6.2.44), mientras que para los otros valores la nor-
ma de Cy aumenta y de hecho en el caso particular de los de la ecuacién (6.2.41)
la norma crece mucho. Hay que recordar que deberia de ser del orden de cero y
se vuelve del orden 1 lo cudl no es lo esperado, esto concuerda con lo explicado
anteriormente de que el codigo deja de funcionar si se utilizan estos valores en
una evoluciéon ligeramente més larga. Con esto podemos decir que la norma de
Cy se acerca mas a lo esperado, en este caso se estabiliza en C'y = 0,1 justo
cuando los criterios de fuentes y el de degeneracion lineal indirecta se cumplen
simultaneamente, que era lo que se esperaba.

Por otro lado, en la figura 6.24(e) se puede notar que a mayor resolucién se tiene
una recta practicamente en el 4, lo cudl nos indica que la solucién que da el codigo
converge a la del problema fisico, mientras que en las figuras 6.24(c) y 6.24(d)
tenemos que la convergencia decrece aun cuando la resolucién aumenta. En las
figuras 6.24(a) y 6.24(b) se nota que al aumentar la resolucién también lo hace
la convergencia, el argumento aqui es el mismo que en el caso de Cy y es que
este par de sistemas al aumentar un poquito el tiempo de evolucion el codigo
deja de funcionar, al volverse a < 0, de manera que se estan dirigiendo a un
problema muy grande, por lo que no hay que tener mucho en consideracién su
comportamiento en cuanto a convergencia en la frontera de la evolucion.

Al fijarnos en la norma de C); en la figura 6.25 podemos notar que la eleccion
de valores de la ecuacién (6.2.44) nos da un minimo de la norma de Cj;, mien-
tras que en las demés elecciones se tienen valores de la constriccién mayores. De
nuevo se ve que en el caso de los valores de la ecuacién (6.2.41) la norma de Cy
crece mucho, y de hecho por la forma de la curva puede decirse que si el codigo
hubiera evolucionado mas tiempo se volveria demasiado grande, éste es el sistema
que no puede ser evolucionado mas tiempo porque ocasiona que el codigo truene.
Podemos ver que si los dos criterios para evitar choques se cumplen de manera
simultanea la norma de C); se acerca mas al cero esperado, en este caso llega a
un valor de 0,05.

Con los argumentos mencionados podemos llegar a la conclusién de que para que
las constricciones sean un minimo y no se presenten choques en ellas es necesa-
rio evolucionar el sistema de ecuaciones (3.4.68) con los valores de la ecuacién
(6.2.44) que es lo que esperdbamos encontrar.
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Capitulo 7

Conclusiones

En la seccién 6.1 pudimos ver que al elegir el lapso armonico y el lapso evita-choques,
la solucién del sistema de ecuaciones (3.3.53) no presenta choques en la funcién de
lapso, lo cual concuerda con lo dicho en la seccién 5.5.6 al tomar en cuenta lo que los
criterios de fuentes y el de degeneracién lineal indirecta piden como condiciones.

Cuando nos fijamos en la velocidad de norma para los sistemas en los que se generan
choques de norma podemos darnos cuenta de que su evolucién no es suave, de hecho
se nota que incluso son casi verticales lo que indica que sus derivadas se estan volvien-
do muy altas, también se aprecia que puntos diferentes del mismo pulso se mueven a
diferentes velocidades lo cudl inevitablemente provoca problemas en la evolucién de la
funcién de lapso a.

En la seccién 6.2 vimos que al satisfacer ambos criterios para evitar choques de constric-
cion se permite que la perturbacién inicial en las constricciones, dada por la ecuacion
(6.2.23) se desvanezca dando paso a que la norma de las constricciones sean minimas,
mientras que si no se satisfacen ambos criterios se presentan problemas y la constric-
cién crece en magnitud.

Al fijarnos en las gréficas de las velocidades de constriccion, ecuaciones (6.2.35) y
(6.2.45), podemos darnos cuenta que para que no haya choques es necesario que la
evolucion de la velocidad sea lo mas suave posible, y que los pulsos derecho e izquierdo
sean simétricos, o casi simétricos, ya que al viajar a diferentes velocidades provocan
problemas que ocasionan que las constricciones ya no se propaguen de una manera
suave y que generen choques. Esto se logro en los dos casos tratados, al utilizar los
parametros de manera tal que se cumplieran el criterio de fuentes y el de degeneracién
lineal indirecta de manera simultanea.

También es notorio que para poder explicar bien que pasa en las evoluciones es muy
importante fijarnos en la velocidad del pulso, ya sea de norma o de constriccién, porque
es aqui en donde se puede encontrar una razon por la cual la evolucién se comporta de
cierta manera.
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Por 1ultimo, hay que mencionar que en este trabajo surgié una gran dificultad, y es
que en trabajos anteriores, ver [9], se habia considerado que con satisfacer el criterio
de fuentes, inicamente, era necesario para que no se presentaran choques en las cons-
tricciones, sin embargo al realizar las evoluciones correspondientes a los sistemas de
ecuaciones (3.4.59) y (3.4.68) se encontr6 con que los resultados esperados no eran los
obtenidos.

Al encontrarse con esta dificultad se tuvo que calcular el criterio de degeneracion lineal
indirecta en el que dieron los mismos resultados para los choques de norma, es decir que
volvié a salir la ecuacién (5.5.57), pero en lo concerniente a las constantes hg,, y mp,
la condicién era diferente. Al juntar las condiciones de ambos criterios y al evolucionar
el cédigo con estas hg,, y mp, se obtuvieron los resultados que se presentan en esta
tesis.

En este punto hay que hacer hincapié en que de los 10 sistemas probados en la parte
de choques de constricciones, inicamente 2 de ellos, uno para cada modificacion de
las ecuaciones de evolucién del sistema, no presentan choques y presentan un minimo
en la norma de ambas constricciones: Hamiltoniana y momento. Estos dos sistemas
presentan 2 caracteristicas en comun y es que en ambos se exige que la ecuacion de
evolucion de la K se modifique por el factor:

1

hg = =, (7.0.1)
2

y que el factor por el que se modifica la otra ecuacion, la de Kgg o D4 segin sea el

caso, sea cero, es decir que no se modifique la otra ecuacion:

hKBB = Mp, = 0. (702)

De esta manera para cumplir las condiciones derivadas tanto del criterio de fuentes
como del criterio de degeneracién lineal indirecta simultaneamente se exige que la
ecuacion de evolucion de K se modifique sumandole %CH y no se haga ninguna otra
modificacién. En particular no se requiere que las ecuaciones de evolucion sean modi-
ficadas por la constriccion de momento.

El porqué se requiere estas condiciones no esta claro y se deja para un futuro trabajo
el investigar porque para este sistema de ecuaciones se necesitan cumplir los 2 crite-
rios simultaneamente cuando en otros sistemas no ha sido necesario, y el porque la
constriccion de momento no es necesaria para evitar los choques de constricciones.
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Apéndice A

Convergencia, Consistencia y
Estabilidad

En esta seccién voy a explicar 3 conceptos que son importantes para la correcta elec-
cién de aproximaciones en diferencias finitas y su eficacia al resolver las ecuaciones
diferenciales que se necesiten: Convergencia, Consistencia y Estabilidad.

Cuando se hace una aproximacion numérica a una ecuacién diferencial se quiere que
la soluciéon numérica se parezca a la solucién de la ecuacién utilizada y no la de a otra
ecuacién. Y que al disminuir At y Az! uno espera que la aproximacién se acerque
todavia mas a la ecuacién original, (i.e. en el limite continuo),cudndo esto sucede de
manera local se dice que la aproximacion es Consistente. Sin embargo ésta es una pro-
piedad local de la solucién y por lo tanto es posible que de manera global la solucion
numérica no se parezca o acerque a la solucion de la ecuacion diferencial.

Cuéndo al refinar la malla computacional, (At y Az que hacen cada vez mas pequenos),
la diferencia entre la solucién exacta y la numérica a un tiempo fijo 7' tiende a cero
en el limite continuo se dice que la solucién es Convergente. Aqui hay que hacer la
aclaracion de que la consistencia de una solucién es diferente a la convergencia de una
solucién ya que una solucion puede ser consistente pero a un tiempo finito ser diver-
gente. El problema es que ver que la solucién numérica converge a la soluciéon exacta y
no a cualquier otra cosa puede ser bastante complicado.

La tultima propiedad que vamos a ver de las aproximaciones en diferencias finitas es
que independientemente del comportamiento de la soluciéon a la ecuacion diferencial
se debe pedir que las soluciones exactas de las ecuaciones en diferencias finitas per-
manezcan acotadas para cualquier tiempo finito 7"y cualquier intervalo de tiempo At,
una aproximacién que cumple con este requisito se dice que es estable. Esta propiedad
es del sistema de ecuaciones en diferencias finitas y es el andlogo discreto de que el
sistema de ecuaciones diferenciales esté bien planteado.

'Es decir el tamafio de los pasos de integracién en el cédigo utilizado.
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Un resultado que combina los conceptos anteriores es el Teorema de Laz:
Dado un problema de valores iniciales bien planteado matematicamente y una
aproximacion en diferencias finitas a él que satisface la condicion de consistencia,

entonces la estabilidad es condicién necesaria y suficiente para la convergencia.

Debido a que es mucho mas facil probar estabilidad que convergencia el resultado an-
terior es muy util para poder discernir entre aproximaciones en diferencias finitas.
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Apéndice B

Diferencias Centradas y
Crank-Nicholson Iterado

En este trabajo se utilizé un método de lineas para realizar la evolucion de los siste-
mas de ecuaciones. Separando las derivadas temporales y espaciales de la ecuacién de
evolucion llegamos a una ecuacién del tipo:

OF = OF, (B.0.1)

en dénde F = F (x,t) y O es un operador en el que se expresa la derivada espacial
en diferencias finitas asi como los términos restantes de nuestra ecuacién de evolucién
que no involucren derivadas temporales. En nuestro caso las diferencias finitas para la
derivada espacial utilizadas son centradas y estan dadas de la siguiente manera:

Fi— Fi

0. F =
2

dx. (B.0.2)

En el caso de los métodos de lineas no importa la estructura del operador O sino la
manera en la que se hace la evolucién de la parte temporal. Sin embargo no todos los
métodos de lineas son estables. En este trabajo utilizamos un método que ha probado
ser estable (ver [3, 11]); el método de Crank-Nicholson Iterado (ICN) el cual puede
verse de modo esquematico de la siguiente manera:

O m A A
Fy7 = F] +7 OF;, (B.0.3)
@ _ g B g —
5._5+705, i=2,...,N (B.0.4)
(n+1) n A N
F; = I+ At OF}, (B.0.5)

en dénde N es el nimero de pasos que se realizan, en [3, 11] se puede ver que con N = 2
ya se obtiene una aproximacién estable de segundo orden, es por esto que el método
ICN de 3 pasos es el estandar en relatividad numérica y por lo tanto es el que utilizamos.
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Apéndice C
Norma

En este trabajo, la norma que se utiliza para las diferentes funciones de x es el llamado
Valor Cuadrdtico Medio o RMS por sus siglas en inglés (Root Mean Square) la cudl
esta dada por la siguiente ecuacion:

2 1/2
\F|l = fvem = (Z%;;le) , (C.0.1)

en donde N es el nimero de elementos que tiene la suma. En general la divisién debe
ser entre N y no entre N + 1, pero en los cédigos que utilizo se empieza a contar desde
el cero y no desde el uno, es por eso que se utiliza N + 1.

En este caso cada uno de los elementos f; corresponde al valor de una variable en
un punto espacial al mismo tiempo, es decir f; y f; corresponden a diferentes valores
espaciales pero evaluados en el mismo tiempo, de manera que la fi ¢y obtenida es el
valor cuadratico medio de la variable f a un tiempo dado. Estos son los valores que se
grafican en todas las figuras en las que se indica la norma.
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