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Introduccion

En esta tesis se estudian algunas superficies con curvatura media constante
en ambientes con curvatura también constante. Este trabajo estd inspirado
en un articulo de Robert Bryant [1], donde él se pregunta si las superficies con
curvatura media constante de un espacio ambiente con curvatura seccional
constante K admiten una representacién analitica. Si la curvatura media
H satisface H = ++v/—K, cuando K = 0 tenemos el caso cldsico de las
superficies minimas y tal representacion es justamente la representacién de
Weierstrass. Cuando K > 0, no hay tales superficies. Cuando K < 0,
podemos usar una dilataciéon y reducir al caso K = —1; es decir, al espacio
hiperbdlico y las superficies con curvatura media constante e igual a uno.

En el capitulo 1 estudiaremos los elementos bésicos y generales de la geo-
metria diferencial para variedades. En el capitulo 2 definiremos y analizare-
mos el plano hiperbélico H?, dando algunos ejemplos de curvas con curvatura
constante.

En el capitulo 3 extenderemos el estudio del capitulo anterior a dimen-
siones superiores; estudiaremos con mayor detalle algunas subvariedades de
H" con curvatura media constante, como las horoesferas, las esferas geodési-
cas y las hipersuperficies equidistantes.

En el capitulo 4 introducimos las superficies mfnimas en R3. Dichas super-
ficies pueden ser representadas en términos de funciones analiticas, obtenién-
dose asf la llamada “representacién de Weierstrass”. Mostraremos la analogia
entre el caso de las superficies minimas en R? y las superficies con curvatura
media constante uno en el espacio hiperbdélico H?3.

Concluiremos este trabajo motivando la representaciéon de Bryant a través
de algunos ejemplos.



Capitulo 1

Preliminares

Aqui introducimos conceptos bésicos de dlgebra lineal, variedades diferencia-
bles y estructuras semi-riemannianas. Estudiaremos las hipersuperficies; es
decir, las subvariedades de codimensién 1, por medio de la segunda forma
fundamental. En particular, usaremos en el capitulo 3 esta forma para definir
las subvariedades totalmente geodésicas y las subvariedades totalmente um-
bilicas. Recordaremos también las ecuaciones de estructura, para finalmente
desarrollar estos conceptos en el espacio hiperbdlico.

1.1 Definiciones basicas

Sea V' un espacio vectorial sobre R de dimensién finita. Una forma bilineal
en V es una transformacién g : V. x V' — R tal que es lineal en cada entrada.
La forma ¢ es simétrica si y sélo si g(v,w) = g(w,v) para todo v, w en V.

Definicién 1.1. Una forma bilineal simétrica g en V' es:

1. definida positiva [negativa] si y sélo si siempre que v # 0 entonces
g(v,v) >0 [<0].

2. semidefinida positiva [negativa] si y sélo si g(v,v) > 0 [< 0] para todo
velV.

3. no-degenerada si y sélo si siempre que g(v,w) = 0 para todo w € V,
entonces v = 0.
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Podemos describir a las formas bilineales de la siguiente manera

Si g es una forma bilineal simétrica en Vy ey, ..., e, es una base para V,
entonces la matriz G = (g;;) = (g(ei, e;)) de n x n es llamada matriz de g
para eq, ..., e,. Si g es una forma bilineal simétrica entonces esta matriz G es
simétrica; claramente ¢ estd determinada por

glv,w)=g (Zviei,ije]) = Zgijviwj = v'Gw
i j ij

El siguiente lema muestra que es posible diagonalizar a la matriz G, es
decir, encontraremos una matriz @ tal que D = Q'G(Q donde D es una
matriz diagonal.

Lema 1.2. §i g es una forma bilineal simétrica en V entonces existe una
base tal que g(v,v) = M\v? + ... + \v2 donde \; son valores propios de G,
para 1 =1,...,n.

Demostracion: Si G es la matriz de g para una base cualquiera, tenemos
que

g(v,v) = (v')t G’

como G es una matriz simétrica podemos encontrar una matriz ) de cambio
de base tal que D = Q'GQ y v"= Qu. Sustituyendo estas igualdades tenemos
g(v,) = (1) GU = (Qu)' GQu
= v (Q'GQ)v = v'Dv
= MUP+ .+ 02

Proposicién 1.3. Sea g una forma bilineal simétrica en V. Tenemos que

. positiva si y sélo si \; > 0 para todoi=1,....,n
1ges deﬁnlda{ negativa si y sélo si \; < 0 paratodos=1,....,n

9. ges semi—deﬁnida{ positiva si y s6lo si \; > 0 para todo i =1,...,n }

negativa si y solo si A; < 0 para todoi =1,...,n

Si g es una forma bilineal simétrica en V', para cualquier subespacio W
de V' se tiene que la restriccién g | W x W, denotada por g | W, es otra vez
simétrica y bilineal.
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Definicién 1.4. El indice v de una forma bilineal simétrica g en V es el
mayor entero tal que es la dimension de un subespacio W de V', en el cual
g | W es una forma definida negativa.

En forma equivalente, el indice v es el niimero de valores propios negativos
de g.

Lema 1.5. Una forma bilineal simétrica g en V' es no degenerada si y solo
si la matriz G que la representa en una base de V' es invertible.

Demostracién: Sea eq,...,e, una base de V. Si v € V, entonces
g(v,w) = 0 para toda w € V si y sélo si g(v,e;) = 0 para todo i = 1, ..., n.
Como g es simétrica y v = > v;e; tenemos:

J

g(v,e) =g (Z%‘@ja 6z‘> = giv;
J

J

Entonces g es degenerada si y sélo si existen nimeros vy, ..., v, no todos cero
tales que ) g;ju; = 0 para i = 1,...,n. Pero esto es equivalente a decir que
la matriz (g;;) es singular. O]

Definicién 1.6. Un producto escalar g en un espacio vectorial V es una
forma bilineal simétrica no-degenerada.

Ejemplo: R? denota al conjunto de parejas de mimeros reales con el
producto interior g : R? x R? — R definido como

g:RZxRI =R

(%]

—1
g(v,w)zthw:(Ul vz)( 0 ?)(wl):—vltﬁ%—vng

Es fécil ver que g es simétrica, bilineal y con determinante diferente de 0;
entonces, por el lema 1.5 sabemos que g es no-degenerada y g es un producto
escalar.

Definicién 1.7. Dado un producto escalar g en un espacio vectorial V, un
vector w en V' es nulo si y sélo si g(u,u) =0 yu # 0. Si existen vectores
nulos en V' diremos que g es indefinido.
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El producto escalar g definido en R? es indefinido, ya que los vectores
nulos se encuentran en las rectas con pendientes 1 y -1 omitiendo el origen.

Observacién: Si g es indefinido siempre hay subespacios donde la forma
es degenerada; tales subespacios se llaman degenerados.

En el ejemplo de R? vemos que g(u,u) podria ser negativo, a diferencia
del producto interior usual.

Definicién 1.8. La norma |u| de un vector u estd definida como +/|g(u,u)|.
Un vector unitario u es un vector tal que g(u,u) = %1.

Definicién 1.9. Una base ortonormal es un conjunto de vectores linealmente
independientes ey, ..., e, tales que g(e;, e;) = £1 y g(e;, e;) =0 sii # .

Ahora mostraremos que cualquier espacio V' con un producto escalar tiene
una base ortonormal.

Lema 1.10. Si g es un producto escalar en V' entonces existe un vector u
en V tal que g(u,u) # 0.

Demostraciéon: Como ¢ es no-degenerado entonces para todo v # 0 en
V existe w en V tal que g(v,w) # 0. Si g(v,v) # 0y g(w,w) # 0 no hay
nada que demostrar. De lo contrario, supéngase que g(v,v) = g(w,w) = 0,
haciendo u = v + w tenemos que:
g(u,u) = g(v+w,v+w) = g(v,v) + g(v,w) + g(w,v) + g(w,w) =
= 2¢(v,w) # 0.0

Lema 1.11. Si W es un subespacio de un espacio con producto escalar V.,
entonces

dimW +dimW+ =n=dimV

Demostraciéon: Sea ey, ..., e, una base para W, la cual completamos a
una base de V. Ahora v € W+ si y sélo si g(v,e;) = 0 para 1 < i < k; en
términos de coordenadas tenemos

Zgijvj =0 para 1l <i <k
j=1

Estas son k ecuaciones lineales con n incégnitas, de modo que por el lema
1.5 las columnas de la matriz (g;;) son linealmente independientes, y por
tanto, el espacio de soluciones tiene dimensién n — k. Pero por construccién
estas soluciones son exactamente los vectores de W+.0J



CAPITULO 1. PRELIMINARES 7

Lema 1.12. Un subespacio W de V es no degenerado si y sdlo si V =
W Wt

Demostracién: Por el lema anterior acerca de las dimensiones de W y
W+ tenemos que W + W+ es una suma directa siy sélo si WNW+ = {0},
pero

WnW={weW|wlLW}=/{0},

ya que el producto escalar es no degenerado en W. [J

Lema 1.13. W es un subespacio de V no-degenerado si y solo si W+ es
no-degenerado.

Demostracién: Sabemos que W y V' son no-degenerados por lo que se
puede escribir V = W @ W+; entonces W+ es no-degenerado. El inverso es
andlogo. [J

Teorema 1.14. Todo espacio vectorial V # 0 con un producto escalar tiene
una base ortonormal.

Demostracién: Utilizaremos induccién sobre n = dimV. Sin = 1,
como g es no-degenerada entonces existe un vector u en V' tal que g(u, u) # 0.
Asi que u/|u| es un vector unitario. Supdéngase que el teorema es valido
para cualquier espacio vectorial con dimensién k menor que n para algin
entero fijo n > 1. Sean ey, ..., e, vectores ortonormales con k < n. Quer-
emos demostrar que podemos agregarles otro vector ortonormal. Los vec-
tores e, ..., e; generan un subespacio W no-degenerado. Como W+ es no-
degenerado (y dim W+ > 1) existe un vector unitario ey, € W+.0J

Sieq, ..., e, es una base ortonormal, la matriz ¢;; = g(e;, e;) es diagonal.
Podemos escribir

g(ei, e5) = dijej,

donde €¢; = g(ej,e;) = —1 para j = 1,...,v y ¢; = g(e;,e;) = 1 para
j =v-+1,..,n. Asi, una forma bilineal simétrica g con indice v se puede
escribir de la siguiente manera:

g(v,v) =— UZQUZ-? + Z”: €jv7.
j=1

Jj=v+1

Siv =0,V esisomorfo a R". Si v =1, V es isomorfo a R}, el espacio
de Minkowski, con el cual trabajaremos posteriormente.
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1.2 Variedades semi-riemannianas

Analizaremos las variedades diferenciables dotadas de una métrica semi-
riemanniana, definiendo los conceptos de espacio tangente, conexién afin,
derivada covariante de un campo vectorial X a lo largo de una curva diferen-
ciable v, geodésicas y transporte paralelo. Concluiremos con el teorema de
Levi-Civita para variedades semi-riemannianas.

Definicién 1.15. Una variedad diferenciable de dimension n es un espacio
topoldgico M, junto con una familia de transformaciones inyectivas continuas
Xy Uy CR™ — M de un conjunto abierto U, de R™ en M tal que:

1. Uaxo(Uy) = M.

2. Para cualquier par o, B con @ # x,(Us) Nx5(Ug) = W, los conjuntos

x, 1 (W), XEI(W) son conguntos abiertos en R™ y las transformaciones

- oxg son diferenciables.

X5 0Xq, X
3. La familia (U,,X,) es maximal para las condiciones 1) y 2).

(Ua,Xq) €s una parametrizaciéon o sistema de coordenadas de M en p
mientras que X, (U,) es una vecindad coordenada en p. Una familia (U,,x,)
que satisface 1 y 2 se llama una estructura diferenciable en M.

Definicién 1.16. Sea M wuna variedad diferenciable, y o : (—€,¢) — M
una curva diferenciable en M. Supéngase que a(0) =p € M y sea D(M) el
conjunto de funciones en M que son diferenciables en p. FEl vector tangente
a la curva a ent =0 es una funcion o/ (0) : (M) — R dada por

d(foa
o)f =MD pen)
Un vector tangente en p es el vector tangente en t = 0 para alguna curva
a: (—€€) — M con a(0) = p.El conjunto de todos los vectores tangentes a
M en p es el espacio tangente a M en p y se denota por T, M.

A continuacién definimos una variedad semi-riemanniana.

Definicién 1.17. Una métrica semi-riemanniana g = (, >p es una transfor-
macion que a cada p € M le asocia una forma bilineal simétrica no degener-
ada, de modo que el indice de g, no depende de p.
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En otras palabras, para cada punto p de M , tenemos un producto escalar
{,) , en el espacio tangente 7, M y el indice de (,) , €s el mismo para todo p.

Definicién 1.18. Una variedad semi-riemanniana es una variedad diferen-

ciable M con una métrica semi-riemanniana , >p.

Una isometria es un tipo especial de transformacién, que expresa la nocién
de isomorfismo para variedades semi-riemannianas.

Definicién 1.19. Sea M y N wvariedades semi-riemannianas. Una isometria
de f : M — N es un difeomorfismo que preserva las métricas semi-rie-
mannianas; es decir

(v,wy = (df (v),df (w)) para todo v,w € T,M, pe M.

Un objeto preservado por todas las isometrias es llamado un invari-
ante isométrico. La geometria semi-riemanniana es tradicionalmente descrita
como el estudio de tales invariantes. Si existe una isometria entre M y N
decimos que son isométricas; si las variedades son isométricas son geométri-
camente indistinguibles.

Necesitamos algunos elementos adicionales para enunciar el teorema de
Levi-Civita para variedades semi-riemannianas.

Definicién 1.20. Un campo vectorial X en una variedad diferenciable M es
una correspondencia que asocia a cada punto de p en M un vector X,, € T,M.

El campo vectorial X es C* si y sélo si para cada parametrizaciéon de M
tenemos que X = Zaia%i con a; : M — R € C para toda 1.

Denotamos por X(M) al conjunto de todos los campos vectoriales de clase
C* definidos en M.

Sean X,Y € X(M). El objetivo de lo que sigue es definir un nuevo campo
vectorial VxY en M, en el cual, el valor en cada punto p es el vector de
razén de cambio de Y en la direccién X,,. Hay un camino natural para hacer

esto en R”.

Definicién 1.21. Sean x4, ..., x,, las coordenadas enR?, Si X yY = YQ%

son campos vectoriales en R?, el campo vectorial VxY =3 X (Y;)>
es llamado la derivada de Y con respecto a X.

No es obvio como extender el concepto de conexién afin a variedades semi-
riemannianas arbitrarias; pero empecemos por axiomatizar sus propiedades.
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Definicién 1.22. Una conexién afin V en una variedad diferenciable M es
una transformacion

V:X(M)xX(M)— X(M)
denotada por (X,Y) AR V.Y con las siguientes propiedades:
1. Vixigy 4= fVxZ +gVyZ,
1. Vx(Y+2)=VxY +VxZ,

2. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
donde XY, Z € X(M)y f,g € D(M).

Sea

X'(M)={w:X(M) —D(M) | w es lineal y C*}

Aqui, w es C™ en el sentido de que si X € C'* entonces w(X) € C™,

Proposicién 1.23. Sea M una variedad semi-riemanniana. Si V € X(M),
sea w una 1-forma en M definida por:

wy(X)=(X,V)  para todo X € X(M)

Entonces la funcion V. — wy es un isomorfismo lineal de X(M) —

x*(M).

Demostracién: wy es lineal, esto es, en realidad una 1-forma [ver la sec-
cién 1.3] y la funcién V — wy es también lineal. Ademds, es un isomorfismo
por los siguientes dos hechos que probamos en seguida:

(a) Si(V,X) = (W, X) para todo X € X(M), entonces V = W.

(b) Dada cualquier 1-forma w € X*(M) hay un tnico campo vectorial V' €
X(M) tal que w(X) = (V, X) para toda X.

Para probar (a) consideramos Y = V — W, entonces (Y, X) = 0 para
todo X € X(M) y todo p € M, de donde Y = 0 porque la métrica es no
degenerada.
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Para probar (b) es suficiente determinar a V' en una vecindad coordenada
U. Siw=> widx;, seaV = Zgijwia%j donde las matrices g;; y g“ son
ij

matrices inversas entre si. Entonces
8 8 8 y
<V7 a—xk> = Zg”wia_xj7 Dar = Zwigngk
1) 3
= > wibi = Wy = w (%)
(2
Por linealidad tenemos que w(X) = (X, V) para todo X en U.OJ

Definicién 1.24. Una conexion afinV en una variedad semi-riemanniana
M es stmétrica cuando

VxY = VyX = [X,Y] para todo X,Y € X(M).

Observacién: En un sistema de coordenadas (U, x), si V es simétrica se
tiene

0

para toda i y j = 1,...,n. Lo anterior es equivalente a decir que I'}; = T'%;
donde Ffj son los sfmbolos de Christoffel que veremos posteriormente.

Definicién 1.25. Una conexion afin V en una variedad semi-riemanniana
M es compatible con la métrica si y sélo si

XY, Z)=(VxY, Z)+ (Y,VxZ)
Ahora podemos enunciar el teorema fundamental de la seccién.

Teorema 1.26. (Levi-Civita) Dada una variedad semi-riemanniana M,
existe una unica conexion afin V simétrica y compatible con la métrica semi-
riemannianda.

Demostraciéon: Supongamos primeramente que existe tal conexién afin
V; entonces

XY, Z) = (VxY,Z)+ Y,V Z) (1.1)

Y (Z,X) = (VyZ, X) + (Z,Vy X) (1.2)
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Z(X,Y) = (VzX,Y)+ (X, VzY) (1.3)

Sumando (1.1) y (1.2) y restando (1.3), usando la simetria de V, tenemos
que
2(Vy X, Z)

Es decir,

(Z,VyX) =YX (Y, 2) + Y (Z,X) - Z (X,Y) —
- <[X7Z] ’Y> - <[KZ] 7X> - <[X’Y] 7Z>}

A la expresion (1.4) le llamaremos la férmula de Koszul; como V satisface
la féormula de Koszul, por el inciso (a) de la proposicién anterior, tenemos
que es unica.

Para probar la existencia usaremos una funcién F(X,Y, Z) igual al lado
derecho de la férmula de Koszul. Primero fijamos a X, Y y haciendo célculos
demostramos que la funcién Z —— F(X,Y, Z) es lineal y ademds es una 1-
forma. Por el inciso (b) de la proposicién anterior existe un tinico campo vec-
torial, el cual se denota por Vy X tal que (Vy X, 7) = %F(X, Y, Z) para todo
Z. Falta demostrar que la conexién V asi definida cumple las tres propiedades
de la definicién de conexién afin V; aunque aqui sélo probaremos la tercera:
Usando las siguientes igualdades

(1.4)

X Y]=FIX Y=Y (NX vy Y(Z[X)=/Y{ZX)+Y())({ZX),

tenemos que

2(Z,VyfX) = XY, Z2)+Y (Z fX)—-Z(fX,Y)

—(f X, 21,Y) = (v, 2], ; X) = ([f X, Y], Z)

= fX<YZ>+fY<Z,X>+Y(f)<Z,X>—fZ<X,Y>

Z(f)XY) = f(X,2],Y) + 2(f) (X Y)

(Y, 2], X) = f{X,Y], 2) + Y(f) (X, Z)

— FX(Y.Z)+ Y (Z.X) ~ fZ(X.Y) - [ (X,2],Y)
—M{X. Y], 2) = f([Y, 2], X) + Y (f) (2, X)
—Z(f )<X Y)Y+ Z())(X,Y) +Y(f) (X, 2)

= 2f{Z,VyX) +2Y (f) (2, X)

= 2(Z, fVy X +Y (f)X).
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Como estas igualdades valen para todo Z, tenemos que

VyfX = fVy X +Y (f) X. O

De aqui en adelante, V denota la conexién dada por el teorema anterior
y decimos que V es la conexién semi-riemanniana asociada a la métrica.

Definicién 1.27. Sea M una variedad semi-riemanniana de dimension n, y

X1, ..., X, campos vectoriales definidos en un abierto U de M, tales que en
cada punto p, los vectores X1(p),..., X, ( ) forman una base de T,M. Las
funciones T}, definidas en U por Vx, X ZF X son los coeﬁc1entes 0

simbolos de Christoffel de la conexion V en U

Observacién: En términos de los coeficientes g;; de la métrica, los sfm-
bolos de Christoffel estdn dados por la siguiente férmula:

1 0 0 0
k _ _E , S . km
Y 2 — {81’1 g]m + axj gzm 833ng]} g

donde {g*™} es la matriz inversa de {gin}. Esta expresion surge de la apli-
cacion de la féormula de Koszul a los vectores de una base.

Definicién 1.28. Un campo vectorial X a lo largo de una curva v : I — M
es una transformacion diferenciable que asocia a cada s en I en un vector
tangente X (s) € Ty M.

Proposicién 1.29. Sea M una variedad semi-riemanniana con una conexion
afin V. FEntonces existe una unica correspondencia que asocia a un campo
vectorial X definido a lo largo de una curva diferenciable v : I — M otro
campo vectorial 2 f a lo largo de v, llamado la derivada covariante de X a
lo largo de 7y, tal que cumple con las siguientes propiedades:

1. (X +Y) = DX + == DY para cada pareja de campos X, Y definidos a lo
largo de 7;

2. ( fX)= df S X+ f , donde X es un campo vectorial a lo largo de ~y
y f es una funmon dlferenciable en [;

3. Si X es inducido Por um campo vectorial Y € X(M) (es decir, X (s) =
Y (y(s))), entonces 2% de
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Lo anterior nos permite definir los campos paralelos y las geodésicas.

Definicién 1.30. Sea M una variedad semi-riemanniana con una conexion
afin V. Un campo vectorial X a lo largo de una curvay : I — M es paralelo

si%zopamtodasel.

Definicién 1.31. Una curva v : I — M es una geodésica en sqg € I si
% (Z—Z) = 0 en el punto sg; si 7 es una geodésica en s para toda s € I,

decimos que 7y es una geodésica.

Para concluir esta seccién recordaremos la definicién del tensor de cur-
vatura.

Definicién 1.32. La curvatura R de una variedad semi-riemanniana M es

la transformacion R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ — Vixy 2.

1.3 Subvariedades de codimension 1

El propdsito de esta seccién es definir el concepto de segunda forma funda-
mental y aplicarlo a las subvariedades de codimensiéon 1, analizando en este
contexto el caso particular del espacio hiperbélico. Comenzaremos definiendo
el concepto de subvariedad.

Definicién 1.33. Sean M y M variedades semi-riemannianas. Una trans-
formacion diferenciable f : M — M es una inmersion si dfp : T,M — TPM
es inyectiva para toda p en M. Si ademds f es un homeomorfismo en f(M) C
M, decimos que f es un encaje. Si M C M, la inclusion f : M — M es
un encaje y la métrica de M restringida a M es no degenerada, decimos que
M es una subvariedad semi-riemanniana de M.

Consideremos de aqui en adelante una subvariedad semi-riemanniana M
de dimensién n inmersa en una variedad semi-riemanniana M de dimensién
m mediante la transformacién f : M — M . En adelante nos referiremos a
M como el espacio ambiente y a m — n como la codimension de M en M .

Para cada punto p € M, tenemos una descomposicién del plano tangente
de M como T,,M =T,M & T,M* y podemos definir la proyeccién tangente
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T: &M — T,M y normal | : T,M — T,M* para X y Y campos vectoriales
en M como S L

Vi,V = (Vx, V) + (Vg V)"
donde V es la conexién en M.

Lema 1.34. Si 'V es la conexion afin de M determinada por la métrica y la

inmersion f, entonces o
(vypyy = VXPY

donde (Y )T =Y (ver [10)).

Definimos a B(X,,,Y,) = (Vyp?)L como una transformacién B : X(U) x

X(U) — X(U)* bilineal simétrica mediante la siguiente férmula:

B(X,,Y,) =Vx,Y — Vy,Y. donde X,Y € X(U)

Consideremos una situacion especifica donde M es una hipersuperficie en
M , es decir, una subvariedad de codimensién 1. En este caso, existe una
vecindad U de un punto p € M y un campo vectorial unitario normal a
M denotado por 7 tal que n(p) € (T,M)* para todo p € U y |(n,n)| = 1.
De hecho, hay sélo dos elecciones para 7. Ademds, como 7 es un campo
vectorial de M definido localmente en M, el simbolo vxpn tiene sentido para
X, € T,M. Observemos que para todo X, € T, M tenemos que prn cT,M.

Definicién 1.35. Sin es un campo vectorial unitario normal a M, definimos
el operador de forma S, : T,M — T,M mediante la expresion

Sh (Xp) = — (vXpU)T

Es conocido que S, : T,M — T,M es una transformacioén lineal simétrica
y que existe una base ortogonal de vectores propios {es,...,e,} de T,M con
valores propios Aq, ..., A, tales que S,(e;) = Ae;, con 1 < i < n. En este
caso, decimos que las direcciones determinadas por los e; son las direcciones
principales y que \; = k; son las curvaturas principales de M.

SiY es un campo vectorial tangente en M, entonces

(Vo Yp) = = (1, Vx,Y) (1.5)
Definicién 1.36. La segunda forma fundamental de M se define como:

11(X,,Y,) =(Vx,nY,) X,Y e X(M) ne(T,M)*
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Definicién 1.37. M es totalmente geodésica si la sequnda forma fundamen-
tal es idénticamente cero.

Definicién 1.38. Un punto p € M es umbilico si las curvaturas principales
en p son iguales; es decir, si existe X = A(p) tal que S,(X,) = AX,, para todo
X

-

En la siguiente proposicién damos un criterio para decidir si un punto es
umbilico.

Proposicién 1.39. S,(X,) = AX, para todo X,, si y sdlo si Ffj“(n,n) =
Agij, donde X, 11 = n es un vector normal a M.

Demostracién: Supongamos primero que S, (X,) = AX,; entonces:

Agij = (Sy(Xp), Xj) = —(Vxn, Xj5) = (0, Vx, Xj)
= (.Y _THX) =T (n.m).

Reciprocamente, debemos mostrar que Vx, X1 = AX,; parai =1,...,n:
n+1
(VxXoi1, X;) = — (X0 Vi, X;) = — <Xn+1, ZP;;-Xk>

= _F%+1<77 77> - )‘gw <)‘X17X>

Como X; es arbitrario, Vx, X, 11 = AX;. [

La siguiente relacién entre las curvaturas seccionales K de M y K de
M es llamada ecuacién de Gauss. Mediante esta ecuacién calcularemos la
curvatura seccional de H".

Proposicién 1.40. (ver [8] p.107) Sea S, el operador de forma de la hiper-
superficie M C M. Si X,,Y, generan un plano tangente en M no degenerado
, entonces

<S (Xp)v XP> <ST7(YP)7YP> — <S77(XP>7YP>

KX, Yp) = KX, Yy) = o e — (XY,

En particular, veamos qué ocurre cuando M es una variedad diferencia-
ble de dimensién 2, la cual llamaremos superficie regular orientada. En-
contraremos las curvaturas principales en términos de los coeficientes de la
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primera y segunda forma fundamental y usaremos estos resultados en el capi-
tulo 4.

Sea M una superficie definida por f : U C R?> — R? de clase C%. Sea
n: U — R3 de clase C*, tal que 7(p) es normal a f en U de modo que

of
N = i =1.2 1.
<77, a:cj> 0, Jj=1, (1.6)

Derivamos esta ecuacién y obtenemos

on of O*f .
—L = — ) = b;; =1,2 1.
<(9a:i’ Ga:j> <77’ 8mi8xj> bi " ’ (1.7)

Los coeficientes b;; son llamados los coeficientes de la segunda forma funda-
mental.

Proposicion 1.41. Las curvaturas principales ki y ko son las raices de la
stguiente ecuacion:

det(bj; — Ag;;) =0. O (1.8)
(ver [9] p.13)

Definicién 1.42. La curvatura media H se define en términos de las cur-
vaturas principales
B ki + ko

H
2

(1.9)

Encontraremos una expresién para H en términos de b;; y g;; definidas
en (1.7).
La ecuacién (1.8) toma la forma

det(gij))\Q — (g22b11 + g11b22 — 2912b12) A + det(by;) = 0;

como la curvatura media es igual a la mitad de la suma de las raices de este
polinomio, tenemos

_ g22b11 + gribaa — 2g12b12

H = 3 det{or) (1.10)
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1.4 Ecuaciones de estructura

Aqui definiremos las 1-formas llamadas formas de conexién en términos de los
marcos méviles y escribiremos la conexién afin en el lenguaje de las formas,
para obtener las ecuaciones de estructura, cerrando esta seccién probando el
lema de Cartan.

Definicién 1.43. Sea U una vecindad de p en M, y X4,...,X, campos
vectoriales tales que para cada punto p en U, los vectores {X;(p)},i=1,...,n
forman una base en T,M. Decimos que {X;} es un marco movil en U.

Consideremos un marco movil ortonormal Xi,..., X, en un conjunto
abierto en M definimos las 1-formas duales w; asociadas al marco movil
como

wi(X;) = (X, X;) = 045, (1.11)

dOHdeézj:]_SlZ:jy(Sw:081717&]
Definimos las formas de conerion de la siguiente manera:

wii(X) = (Vi X, X)) (1.12)

Ya que (X;, X;) = d;j, su derivada con respecto de X se anula; si V es
una conexién compatible con la métrica, tenemos que

X <XZ,X]> = <VXXi,Xj> -+ <Xi,VXXj) = (wij —|—wﬂ)(X) = O,

de modo que las formas de conexién w;; = —w;; son antisimétricas en 1, j.
Podemos escribir a (1.12) en términos de las 1-formas duales como

wij(Xi) = (Vx, Xi, Xj) = w;(Vx, Xi).
Usando la linealidad, tenemos que para X arbitrario,
wij(X) = <VxXi,Xj> = Wj(VXXi>. (113)

La ecuacién anterior define w;; en términos de V (y de la métrica). Si
ahora queremos usar la ecuacién (1.12) para definir la conexién en términos
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de w;; tendriamos que para Y = ) y;Y; se cumple

VXk(Zini) = > (Xu(w)Yi + 4V x,Y5)

(2

2

= Z(Xk(yj) + Zylwu(xk))yy

J

Por la linealidad, si X € X(M), entonces
VY =) (X(y) + Y _yawi(X))Y; (1.14)
J i

Utilizaremos esta ecuacién para un cédlculo posterior. Ahora mostraremos
que las formas w; y w;; satisfacen las llamadas ecuaciones de estructura.

Teorema 1.44. Sea M una variedad riemanniana con formas duales w; y
formas de conexion w;;j. Entonces se cumple la primera ecuacion de estruc-
tura

dwi = ij' N Wij- (115)
J

Demostracién: Por linealidad, basta ver qué ocurre al evaluar las formas
en las parejas (Xi, X;). Se tiene

dw; (X, Xi) = Xp(wi(X1)) — Xp(wi( X)) — wil[ Xy, Xi]) = —w;([X, Xi]).

Por otro lado,

D wiAwi(X, X)) = wa(Xk) — wa(X))
= (X, Vx, X)) — (Xi, Vx, Xk)
= (X, Vx, Xi — Vx, Xi)
= —wi(Vx, X1 — Vx, Xi)
= —wi([X, X]). O
Se puede decir que la primera ecuacién de estructura es una manera de

establecer la compatibilidad de la conexién V (dada por las formas w;;) con
la métrica (dada por las formas duales).
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Ahora definimos el tensor de curvatura como

QU<X? Y) = <R(Ya X)XMX]> = <VXVYX1 - vaXXi - V[X7Y]X1,Xj>
(1.16)
Teorema 1.45. Sea M una variedad riemanniana con formas duales w;, y

formas de conexion w;j. Entonces se cumple la sequnda ecuacion de estruc-
tura

Qij = dwl-j -+ Zwik N Wej- (117)
k

Demostracién: Basta ver qué ocurre al evaluar las ecuaciones (1.16) y
(1.17) en la pareja (X;, X,,) :

Qij(Xla Xm) == (dwij + Zwik A wkj)(Xl, Xm)
= Xij(wij(Xm)) — Xin(wij (X1)) — wi ([ X1, Xin])

= wir(X)wr (Xom) = wir(Xom)oon; (X0)).

Analizaremos ahora el lado derecho de (1.17) por partes. La expresién
(1.14) es en este caso

Vi, Xi = wir(Xm)Xs
k
Si aplicamos Vi, a la ecuacién anterior, tenemos
Vi Ve, Xi = Y Vi (wi(Xm)X)
k

= ) (X (win (X)) Xi + wi(Xin) Vi, X3

= ) (X(win(Xm) Xk + win(Xm) Y win(X1) X,)
k’ n

= Z(Xl(wzk(Xm))Xk + Zwik(Xm)wkn(Xl)Xn>



De este modo,

<levaXi7Xj> = (Xleka) -+ szk(Xm)wkj(Xl))
k

Al comparar con la expresién de €;;(X;, X,,), s6lo resta probar
—wi([ X1, X)) = (Vix, %00 Xi X;)

pero esto es claro de la ecuacién (1.13). O

El siguiente lema, llamado Lema de Cartan, nos permite determinar los
coeficientes h;; de la segunda forma fundamental; en el capitulo 4 utilizaremos
esta expresion para analizar las diferenciales dwqs, dwos.

Lema 1.46. Sea {X;} un marco mévil en U y sean wy,...,w, : T,M — R,
r < n, 1-formas linealmente independientes. Supongamos que existen 1-

formas wjy, ..., w; : T,M — R tales que Y w; Aw;j = 0. Entonces,
i=1

Wiy = Zhijwj donde hij = hji

Jj=1

Demostraciéon: Completamos las formas w; para obtener una base

Wiy ooy Wy, Weil, - . ., wy de T, M* y escribimos
T n
Wi = E ]’Lijw]‘ + E hilwl, .
j=1 I=r+1

Usando la hipétesis, obtenemos

n _
0 = Zwi N Wij = Zhijwi VAN Wi + Zhuwi N\ Wy
@ l

i=1
= Z(hlj — hji)wi N Wi + Zhilwi N Wi
1<J i<l
Como wp Awg, k < s,k,s = 1,...,n son linealmente independientes,

concluimos que h; = 0 y hij = hj;.



Capitulo 2

El plano hiperbdlico

En este capitulo analizaremos tres modelos de la geometria hiperbdlica en
dimensién 2, las isometrias entre estos modelos, asi como algunas curvas
particulares llamadas horociclos, curvas equidistantes y circulos geodésicos.
Mostraremos que estas curvas son las tnicas con curvatura constante en
el plano hiperbdlico, en particular, los horociclos son las tinicas curvas con
curvatura constante 1 en H? .

2.1 El semiplano superior y el disco de Poincaré
El semiplano superior es el conjunto
Hi = {(z,y) €R*| y >0}

con la métrica

d® + dy?
dsg = W
Y

Esta métrica en el semi-plano superior es igual al producto escalar ds?
en R? multiplicada por el factor y—12 La forma compleja de esta métrica se
obtiene sustituyendo

en la ecuacién para ds2, de donde

23
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ds? — dz2+dy? _ d(fzf)Qtd(%f)Q
0 y2 2222
2
d(z42)?—d(2—2)2 __  dz?—2dzdz4+dz%?—(dz?+2dzdz+dz2)
2—7%)2 o (z—2)2
—4dzc%

(2=2)?

Por otro lado, el disco de Poincaré es el disco unitario abierto
D? = {(:L’,y) ER? |22 +yP < 1}
con la métrica
4(dx® + dy?)
(1= (=*+y%)
Estableceremos transformaciones de Hi a D?, asf como en si mismas,

actuando como isometrias hiperbdlicas.
Las transformaciones de Mobius tienen la forma

2 _
dsi =

b
F(z) = Z,:—td con a,b,c,d € C ad— bc#0

que son composicién de transformaciones que respetan no sélo dngulos, sino
también su sentido:

1) Traslaciones F'(z) = z + b, beC
2) Homotecias F(z) =az, a€R
3) Rotaciones F'(z) = az, a=¢e?eC

4) La transformacién F(z) = % es la composicién de la inversién en la
circunferencia unitaria y la reflexién en el eje real.

El conjunto de las transformaciones de Mobius es un grupo isomorfo al
grupo de matrices complejas de 2 x 2 al identificar cada matriz con su ne-
gativa. Sea SL(2,C) el grupo de matrices 2 x 2 con entradas de nimeros
complejos y determinante uno. Definimos PSL(2,C) como el grupo proyec-
tivo especial lineal de la siguiente manera

PSL(2,C) = SL(2,C)/ + I.

Ademds, denotaremos por PSL(2,R) al conjunto de matrices con entradas
reales y determinante uno.

El siguiente teorema establece propiedades geométricas fundamentales de
las transformaciones de Mobius:
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Teorema 2.1. Cualquier transformacion de Mdébius en PSL(2,C) se puede
expresar como la composicion de traslaciones, rotaciones, homotecias y la
1

transformacion F(z) = .

Demostracién: Una transformacién en PSL(2,C) que fija el infinito es

de la forma
a b
2= =2+

d d

es decir, es una composicién de homotecias, rotaciones y translaciones.

Si la transformacién no fija el infinito tenemos
az+b Llez4d)+b— _a b—
cz+d cz+d ¢ cz4d

y es por tanto composicién de algunas de las transformaciones descritas
anteriormente. [

Veremos bajo qué condiciones las transformaciones de PSL(2,C) dejan
invariante a H2 y D? actuando como isometrias hiperbdlicas.

z— F(2) =

Teorema 2.2. Una transformacion de Mobius F deja invariante a H si y

sdlo si F' € PSL(2,C); es decir, si y sélo si tiene la forma

az+b
F(z)=——, a,b,c,deR, ad —bc=1. 2.1
(2) cz+d (2.1)
Demostracién: Primero demostraremos que a, b, c,d € R.
Vamos a encontrar el subgrupo de transformaciones F' € PSL(2,C) que
llevan cualquier mimero real en otro nimero real.
Si la transformacion F estd en PSL(2,C), tenemos que

az+b
F<Z)_cz—|—d con ad—bc=1.

Por hipdétesis, F' preserva a ]H[i; por continuidad y la biyectividad implica

que F' también preserva la recta real extendida R = RU {o0}.
Si _
az+b

T(z) = —
(2) cz+d

Resulta que F'y T coinciden en I@, ya que si z € R entonces
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Por lo tanto, como F'y T' coinciden en més de dos puntos, 7' = F.Evaluando
en 0 y oo tenemos

b b

F0)=T'0)=—=—-=

O =10)=-2=-2

d b

Fl :Til = —_—— = — =

(00) = T (o0) = 2 = -

de maneraque%z%:)\ y%zg:,u.Asique
F(z):az+b—ﬁaz+b—HT(z)

cz+d  Nez4+d A
Pero F' =T, asi que A\ = p. Ahora encontraremos el valor de A:
1 =ad — bc = N*(ad — bc) = N>,

Tenemos que A = +1, por lo que

a b a b
(fa)-=(%7)
Es facil ver el caso cuando ¢ =@, b=b, c = ¢, d= d son nuimeros reales.
Falta demostrar el caso cuando a = —a, b = —b, c = —¢, d = —d no son

imaginarios puros; si asf fuera, se tendria

F(i)

Calculando la parte imaginaria tenemos

Cci+d e+ d)

() =120 - M
|ci + d |ci + d|

lo cual contradice que F' preserva a H?.0J

Vamos a encontrar una transformacién G € PSL(2,C) que transforme
H? a D?. Para que esto ocurra, basta hallar una transformacién de Mobius
que mande tres puntos distintos de la recta extendida R a tres puntos dis-
tintos de la circunferencia unitaria en dD?. Una eleccién que resulta muy
adecuada, es enviar —1,0,1 a 1,7, —1.
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Si
az+b

cz+d’

G(z) =

entonces

G0) =1t =3 G(1)=gT+g:-1 G(-1):%’;:1

de modo que

a+b =—(c+d) y —a+b =—c+d.

Sumando y restando se obtienen las siguientes ecuaciénes

—b=c a=—d
Si d = —1, tenemos la transformaciéon de Mobius
z—1
G(z) = . 2.2
()= (22)

Daremos un criterio para determinar el subgrupo PSL(2,C) que deja
invariante al disco D?.

Teorema 2.3. Una transformacion de Mébius H(z) deja invariante al disco
D? si y solo si tiene la forma

H(z) = 2217 donde |a|* —|f]*=1, a,f€C.  (23)
bz +@

Demostracién: Vamos a demostrar que si H deja invariante al disco D?
entonces H tiene la forma (2.3).
Consideremos las transformaciones de Mobius dadas en forma matricial

por
1 — a b
(i a) v (i)
de modo que F = G"'HG. Tenemos el siguiente diagrama:

p? & p2

G1 |G
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F

Como H deja invariante al disco, F' deja invariante a HY y F' € PSL(2,R).
Calculando tenemos

- 1 (1 =i a b -1 4
mearot = (0S5 ) (5
1 a—ci b—di -1 3
B _i(az’—c bi —d —i 1
1 —(a+d)+(c—=b)i c+b+ (a—d)i
- _5( c+b+(d—a)i —(a+d)+(b—c)i>
a B\
(54):
es decir,

H:(%a) € PSL(2,C) donde |a]*—|8?=1a, B€C

Demostraremos el inverso; es decir que si H tiene la forma (2.3) entonces
H deja invariante a D?. Para mostrar esto, calcularemos a Iy veremos que
pertenece a PSL(2,R).

Sea
L)%
G 1 | G
m Lom2

Por hipétesis tenemos la condicién (2.3). Calculando a F' tenemos:

oo - ()G ) (1)
(Ton5 5560
1 ( —(a+@)+(B-B)i (B+p)+(a—a)i )

N[ =

N[ =

2\ BHB+@—a) (a+a)+ (8- P)i
Asi que F' € PSL(2,R) y por tanto deja invariante a Hi; entonces, como
G: H? — D?, tenemos que H = GFG™! deja invariante a D?. O

2.2 Geodésicas e isometrias del plano hiper-
bdélico

Ahora demostraremos que las semirrectas ortogonales a JH?2 son geodésicas
de OHZ .
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Teorema 2.4. Las semirrectas ortogonales a OH2 son geodésicas de HZ.

Demostracién: Consideremos el modelo del semiplano superior con la
métrica g1 = goo = ylza g12 = go1 = 0y calculemos los simbolos de.Christoffel
k.
I
1

Fh:F%z:F%z:Oa F%1: ) Fb:F%Q:——

NS

Para determinar si la curva v(t) = (a,€e') es una geodésica, veremos que
cumple con el siguiente sistema de ecuaciones de segundo orden:

dt? T Jodt dt
Asi, tenemos que
d?xq 1 dxy dxy | dxy dxo | dxodxy | dxo dzy B
dt? Wt at 2qt dt Ldt dt 2dt dt
pues % =0 y I, = 0; andlogamente,
dgl’g 2 dlL’l d.Il 2 dl’l dI‘Q 2 d.fg dl’l 2 d(L’Q dlL’Q

o R T T T L T TS R T
pues
dQ.I'Q 1d33‘2d.1’2

a2y dt dt
Ast, y(t) = (a, €') es una geodésica. [
En los siguientes dos teoremas se demostrard que PSL(2,R) = I( H?)
donde I( HZ) son las isometrias del semi-plano superior.

Teorema 2.5. Los elementos de PSL(2,R) son isometrias de H? respecto
a la métrica hiperbdlica, es decir, PSL(2,R) C I(H2).

Demostracién: Sea F' € PSL(2,R) de la forma

b
w:F(z):ZZZj__d donde a,b,c,d € R.

Debemos mostrar que
dw - dw dz -dz

(w—w)?  (z—7%)?
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Calculando tenemos:

az+b az+b
_4 dw-dw _ _4d( cz+d)'d( c?+d)
(w_m)2 - (az+biaE+b 2
cz+d cz+d
(cz—d)-a-dz—(az+b)-c-dz (cZ+d)adZ—(aZ+b)cdz
4 (cz+d)2 (cz+d)2
- (az+b)(cz+d)—(az+b)(cz+b)
(cz+d)2(cz+d)2
dz-dz

—4 aczzt+adz+bcz+bd—aczzZ—adz+becz—bd
= 4 dz-dz
(z—2)"

Por lo tanto F'(z) es una isometria. [J

Teorema 2.6. Las isometrias ' : HY — Hi que preservan orientacion son
elementos de PSL(2,R), es decir, PSL(2,R) D I( H?).

Demostracién: Sea F': H2 — H? una isometria.

Si P,Q,R € H?, sean F(P) = P,F(Q) = Q,F(R) = R € H3. Es claro
que F' lleva APQR en APQR.

Sabemos que existe G € PSL(2,R) tal que G(P) = Py G(Q) =
()"Demostraremos que si F'(R) = G(R). G(R) tiene sélo dos posibilidades,
que son los puntos de interseccién de la circunferencia hiperbdlica con centro
en P’y radio dy (P, R) y la circunferencia hiperbdlica con centro en ()’ y ra-
dio dy(Q, R). Como G preserva la orientacién, tenemos que F(R) = G(R).
Andlogamente podemos demostrar que F(S) = G(S) para todo S € H2; por
lo tanto, F =Gy F € PSL(2,R).00

2.3 EIl modelo del hiperboloide

R3 denota el espacio vectorial de dimensién 3 con el producto escalar sigui-
ente:

(x,y) = —ToYo + T1Y1 + T2Ya,

donde z = (o, 1, 22) ¥y Yy = (Yo, Y1, Y2)-
Sea H? C R? el conjunto definido de la siguiente manera:

H={z R} | (v,2) = —a5 +af +253=—1, 29> 0}

Ahora daremos una isometria G : H? — D? entre el hiperboloide H? y
el disco de Poincaré D?. Sea v una recta que une a los puntos p € H? y
po = (0,0, —1). Definimos G(p) como la interseccién de v con D? como en la
siguiente figura.
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Para dar una expresién analitica de G, sean p = (zo,21,22) y G(p) =
(u,,us2,0). Entonces la recta que une p y po estd parametrizada por

~(t) = (0,0, —1) + t [(zo, z1,x2) — (0,0, —1)] = (txo, txy, txs +t — 1).
Como la tercera coordenada debe anularse, tenemos

‘o 1
_$2+1

Entonces la proyeccién de H? en D? es

G(zg, 1, 22) — < 0 7 0> )

.112—’—1’[)’]24—17

Para la transformacién inversa, consideramos la recta que pasa por (xg, 21, 0)
y (0,0,—1), dada por ~(xg, z1) = (tzg,tz1,t — 1). Calculando a ¢, tenemos
lo siguiente:

2
t =
1 — (0% + 12)
de modo que
270 211 2
_ -1
f(xo, 1) (1 — (2?2 +212) " 1 — (2o® + 212) 1 — (w® + 712) )

es la proyeccién f : D?— H2.

Teorema 2.7. La transformacion G es una isometria entre el hiperboloide
y el disco de Poincaré.
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Demostracién: Sean u, = tr, paraa =0,1y zo =t — 1, con

2
t= .
1 — (1'02 —|— ZL‘12)

Tenemos que

4(xodro + 21d21)
(1 — (2§ +27))*

due = xo dt +tdr,, drg=dt, y dt =

sustituyendo en la expresion para la métrica del hiperboloide, tenemos

(du0)2 + (du1)2 - (du2)2 = (dtxo + tdl’o)z + (dtl’l + tdIl)z - dtz
= dt* (zf + 27 — 1) + ¢* (dg + d=]) + 2tdt(zodzo + z1dz1)
16(zodzo + I1d$1)2 2 2 2 2 2
= (1= (22 5 220 (:co—i-xl—l)—i-t (d:co—i-d:cl)—l—
2 4(I‘0dﬂfo + I’ldl‘l)
1= (wo® +2:%)] (1= (2§ + 1))
16(zodzo + x1dx1)?  16(z0d0 + T1d21)? 5, 4 )
- Girey | (-Gray T
4 (da? + da?)

[1— (zo2 + 212)]*

+2 (l’gdl’o + Ild(IIl)

de modo que

4 (da? + da?)
[1— (202 + 2:2)]

(dug)? + (dup)* — (duy)® =

De esto concluimos que f : D? — H? induce en D? la métrica usual del disco
y por tanto es una isometria. [J

2.4 Curvas distinguidas en el plano hiperbdlico
Aqui presentamos las circunferencias geodésicas, los horociclos y las curvas

equidistantes a una geodésica en el semiplano superior. Posteriormente de-
scribiremos estos tipos de curvas en los otros modelos del plano hiperbdlico.
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Curvas en el modelo del semiplano superior

Consideramos una circunferencia “euclidiana” completamente contenida en
]HEr El siguiente teorema muestra que ésta es una circunferencia “hiper-
bélica”.

Teorema 2.8. Una circunferencia euclidiana es una circunferencia hiper-
bolica en H2.

Demostracién: Sea C' = {z € C||z| =r conr < 1} una circunferencia
euclidiana con centro en el origen contenida en el disco de Poincaré D?. Como
hemos visto G : D? — H2 es una isometria y G~*(C') es una circunferencia
hiperbdlica, ya que cualquier transformacién de Mobius lleva circunferencias
en circunferencias euclidianas, por lo tanto, G71(C) es una circunferencia
euclidiana y hiperbdlica contenida en Hi Por otro lado, C' se puede llevar
en cualquier otra circunferencia mediante una transformacién de Mobius. [

T

(|
\_| /

S~

Circunferencia hiperbélica en H?

Definicién 2.9. Un horociclo es una circunferencia euclidiana tangente a
la frontera de Hi, o bien, su imagen bajo una isometria de Hi

Dada una circunferencia euclidiana tangente a la frontera de H? , si man-
damos el punto de tangencia en el punto al infinito de @, obtenemos una
recta paralela a la frontera del semiplano superior, como vemos en la sigu-
iente figura:
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Horociclos en H2

Definiremos una curva equidistante a una geodésica de la manera sigu-
iente.

Proposicién 2.10. Una curva equidistante a una geodésica () es una recta
euclidiana P que corta a la frontera de H% en un punto O formando un
dngulo «, o bien su imagen bajo una isometria de H? .

Por medio de una inversién la recta P de dngulo «, se transforma en
un arco de circunferencia que corta a la frontera del semiplano superior con
dngulo «, como vemos en la siguiente figura:

Curvas equidistantes en ]I-]I%r

Para justificar este nombre, consideremos una semirrecta () ortogonal a
OHZ que pase por el punto de interseccién de P con 0HZ. Vamos a probar
que P es una curva equidistante de (). Para esto, sea 7, una geodésica rep-
resentada por una semicircunferencia de radio 7, con centro en 0 € PN 9OHZ .
Mostraremos que la longitud de -y, entre los puntos de interseccién con Py
@ no depende de 7. Sea 7, = (rcosf,rsenf), donde 0 € [a, §]. Entonces
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2 2 [r2(cos? § 4 sen? f) 31
Ny do = \/ df = / ——df
/a gl /a r2sen? 6 . sen?f

lo que no depende de r. Concluimos que al tomar una recta () perpendicular
a OHZ, P tiene una distancia fija a @, lo que justifica el nombre de curva
equidistante.

Curvas en D?

Usando nuevamente las transformaciones de Mobius y la caracterizacién de
las circunferencias geodésicas en H?, tenemos que las circunferencias geo-

désicas de D? son las circunferencias euclidianas totalmente contenidas en
D2,

Circunferencia en D?

Para ver los horociclos en el disco de Poincaré, utilizamos una transfor-
macién de Mobius; esta transformacion lleva una circunferencia tangente a la
frontera del semiplano superior en una circunferencia tangente a la frontera
del disco como en la siguiente figura.
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Horociclo en D?

Anélogamente, podemos ver que una curva equidistante a una geodésica
Q@ en el disco de Poincaré es un arco de circunferencia que corta a la frontera
del disco formando un dngulo a.

N\

e

Curva equidistante en D?

Curvas en el modelo del hiperboloide

Antes de analizar con detalle las curvas anteriores en el modelo del hiper-
boloide, probaremos que la imagen de una circunferencia en ID? bajo la proyec-
cién antes definida se puede ver como la interseccién de H? con un plano P.
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Si parametrizamos una circunferencia en D? como
Ty =7rcost —c, xTo=rsent,

donde c es el centro y r es el radio, su imagen en H? estd dada de la siguiente
manera:

2rcost — ¢ 2rsent 2 1
1—1r242rccost —c2’ 1 —1r24+2rccost —c2’ 1 —r2 4+ 2rccost — c2

Los puntos de esta curva satisfacen la ecuacién de un plano
Ar+By+Cz=D

con A=¢, B=0,C = # y D = # Asi, la imagen de un arco de
circunferencia en D? bajo la proyeccién a H? es una curva plana en H? es
decir, la curva es la interseccién de P con H? donde P es un plano que forma
un angulo a con el plano xy..

En particular, si una circunferencia tiene centro en el origen con radio
r < 1 en D?, al proyectar en H? obtenemos una circunferencia, que es la
interseccién de un plano P paralelo al plano zoz; con H?, haciendo el célculo
tenemos:

2cost 2sent 2
, , -1
(1—7"2 1—7r2"1—1r2 >

Asi que P tiene un dngulo o = 0. Si trasladamos el centro de la cir-
cunferencia en el eje x la proyecciéon de la circunferencia sélo cambia de
dngulo. Si el plano P forma un dngulo entre 0 < a < 7, se tiene que
P NH? es una elipse. Por otro lado, si parametrizamos un horociclo en H?
fijando el centro ¢ en el eje de las abcsisas con 0 < ¢ — 1 < 1y escribi-
endo el radio en términos del centro, tenemos la circunferencia siguiente
((1+¢)cost — ¢, (1 — c) sent) proyectando el horociclo en G~! : D?>— H?
obtenemos una curva que pertenece al plano P como x = z + a, que es
un plano paralelo a la generatriz del cono con dngulo o = %, es decir, la im-
agen del horociclo en H? es una pardabola. Si la circunferencia es una curva
equidistante a una geodésica, la proyeccién en H? es una hipérbola, donde el
plano P tiene un dngulo a, 7 < a < 7. Si el plano tiene un dngulo o = 7
tenemos una geodésica en H?2.

Las curvas descritas anteriormente tienen la forma que se muestra en las

siguientes figuras.
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(0,0,-1)

Circunferencia geodésica en H?

Horociclos en H?

- o,a,-1)

Curvas equidistantes a una geodésica en H?

Curvas con curvatura constante en ]I-]I%r

En esta seccién calcularemos la curvatura de una recta euclidiana en Hi,
Como consecuencia de esto obtendremos como resultado que los horociclos
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son las curvas en Hi que tienen curvatura constante 1.
Como primer céalculo auxiliar obtendremos la curvatura de una recta
euclidiana en el modelo del semiplano superior.

Recta euclidiana en H?

Teorema 2.11. Las rectas euclidianas que forman un dngulo o con la fron-
tera de Hi tienen curvatura

k = —cosa
Demostracién: Usaremos la siguiente parametrizacion de la curva:
x(t) = (tcosa,tsen ).

En los puntos de la curva, la métrica de Hi se ve como

1
1 = 0
(9i5) = —5— ( ' )
sen?a \ 0 1

Utilizaremos la definicién (1.27) para calcular los simbolos de Christoffel en
términos de la métrica. Como ¢"™* = 0 si m # k, se tiene

1( 0 0 0
MF =0 g+ —Gr — ——Gi; > ¢

de modo que

1 _ 1 1 1l cos o 1 _
Fll—_;7 F12—F21—_3enaa I3, =0,

2 __ _cosa 2 _ 12 _ 2 __ __cosa
Fll T t2sena’ F12 - F21 - 0’ F22 ~  sena’



Sustituimos estos coeficientes en la conexién afin, donde X es el campo tan-
gente a la recta y n = 1, X7 + 1,X2 = sen «Xs es un campo vectorial normal
constante en la recta.

2 /2
Vxn = Z (mejrfj + X(Wk)) Xk

k ij
= 551771F%1X1 + leQFiQXI + 552771F§1X1 + X(771)X1
jL5151771F%1X2 + 332772F§2X2 + X (n9) X2

1 COS & COS &
=ty (——> X1+t <— > X1 + wamy (— ) X1+ X(n) X1
1 sen « sen o

COS &
+oimn (frggra) Yo+ o (—5g )Xot Xn) X

cos o cos v
= tsena(— >X1+tsena<— )Xg
sen « sen o

= —cosa(tX; +tX5)

COS ¥

lo que implica que
Vxn = —cosaX.

Asi, la curvatura de una recta euclidiana en Hi depende sélo del dngulo .
Como resultado obtenemos la curvatura de los horociclos y las geodésicas.

Corolario 2.12. Si v es un horociclo de HY, entonces v tiene curvatura
constante 1.

Demostracién: Como el horociclo es isométrico a una recta paralela
a la frontera de H?, se tiene que a@ = 0, de modo que su curvatura es
k =cos0=1.

En el capitulo 3, veremos el reciproco, en el caso general (ver 3.18), es
decir: Si v tiene curvatura constante 1 en H% entonces v C H2 es un horo-
ciclo.

Como los tres modelos son isométricos, los horociclos también tienen cur-
vatura 1 en el disco de Poincaré y en el hiperboloide.



Capitulo 3

El espacio hiperbdlico

El objetivo ahora es generalizar el anélisis del capitulo anterior al caso de di-
mensién n. Veremos nuevamente tres modelos del espacio hiperbélico. En el
modelo del hiperboloide pensaremos a H" como subconjunto del espacio vec-
torial R y veremos que H" es una subvariedad completa, totalmente um-
bilica de R, calculando su curvatura seccional. Finalmente analizaremos
algunas subvariedades inmersas en H" con curvatura constante; en particu-
lar, las subvariedades totalmente geodésicas y las subvariedades totalmente
umbilicas en H".

3.1 Los modelos del espacio hiperbdélico
El semiespacio superior H' se define como el conjunto

HY = {(21,...,2,) € R"; 2, > 0}
con la métrica

dz? + -+ da?

ds® = 5
ITL

Anédlogamente a lo que hicimos en el capitulo anterior, es posible mostrar
que las geodésicas de H' son las semicircunferencias en H! ortogonales a
R" ' = {(z1,...,2,-1,0)} y también las semirectas en H", perpendiculares
a R"1L,

El grupo de isometrias de H' es el grupo generado por las inversiones
en esferas de dimensién n — 1 cuyo centro estd en R"~! y las reflexiones con
respecto a hiperplanos verticales. Ver [14].

41



42 3.1. LOS MODELOS DEL ESPACIO HIPERBOLICO

El disco de Poincaré es el disco unitario abierto
D" ={z=(21,...,2,) ER" | 2] + -+ 22 <1}.

con la métrica
4(dat+ -+ da?)
(1—(af 4+ +23))

Sea OD" = S"! la frontera de D", definida por:

ds® =

St ={zeR" |2} + - +al=1}.

Sabemos entonces que las geodésicas de D" son las circunferencias ortogonales
a S" ! y los didmetros de D".

Definiremos el modelo del hiperboloide, como el conjunto de (n + 1)-adas
de niimeros reales, con la siguiente métrica:

(7,9) = oyo + = TnYn
donde = = (zg,...,2,) Yy ¥ = (Yo, ---,Yn). Sea H" el conjunto definido como
H" = {z e R"" | (z,2) =23 + - — 22 = —1, =, > 0}.

Maés adelante mostraremos que H" tiene curvatura seccional constante
negativa. Como paso preliminar, mostramos que el vector de posicién p (en
R} *1) es el vector normal a H™.

Consideremos una curva en el hiperboloide, es decir,

z3(t) + - —22(t) = —1.
Derivando con respecto a t, tenemos
2z0z(t) + - - — 2z, (t) =0
lo que nos dice que
(0, Tnor, @), (20, . @y, @0,)) = 0;

(con la meétrica dada) es decir, el vector de posicién es ortogonal al vector
tangente. En adelante denotaremos el vector normal por 7.

Teorema 3.1. H" es una subvariedad totalmente umbdlica en R},
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Demostracién: Sea S, el operador de forma de la hipersuperficie H" C
R7™. De acuerdo con la definicién 1.38, debemos mostrar que S, (X,) = X,
Como hemos visto, el vector de posicién p es el vector normal 7, de modo
que

_ o= =
Sy(Xp) = (VXpn) = (VXP p) = Vx, p=Xp;

esto muestra que p € H"” es un punto umbilico; como esto vale para todo p,

tenemos que H" es totalmente umbilica en R},

Teorema 3.2. La curvatura seccional de H" es constante e igual a —1.

Demostracién: Si X,,,Y), generan un plano tangente no degenerado en
M, entonces por la ecuacién de Gauss para hipersuperficies (1.40) tenemos
que:

2
K(Xp, Y;)) _ F(Xp, Y;)) _ <ST]<XP)7 XP> <S77<Y;D)7 Y;D> — <ST7(X2P)> er>
<Xp’Xp> <Y;J7Y;J> o <Xp7Y;J>

Como R} tiene curvatura seccional K(X,,Y,) = 0; ademds, S,(X,) = X,,
de modo que al sustituir en la expresién anterior tenemos que la curvatura
seccional de H" es K(X,,Y,) = —1.

Para demostrar que H" es completa necesitaremos algunos resultados de
isometrias. Si T : V — W es un isomorfismo lineal que preserva el producto
escalar lo llamamos isometria lineal.

Teorema 3.3. Dos espacios vectoriales V, W con producto escalar tienen la
misma dimension y el mismo indice st y solo si existe una isometria lineal

deV aW.

Demostraciéon: Supongamos que los espacios tienen la misma dimensién
y el mismo indice. Sean ey, ..., e, una base ortonormal para V y €}, ... e,
una base ortonormal para W. Por el lema 2.26 de [8], podemos suponer que
(€i,e;) = <e;, e;»> para toda 1, j.

Sea T' la transformacién lineal tal que T (e;) = €} para toda i. Es claro
que T es una isometria lineal.

Reciprocamente, si 7' : V — W es una isometria lineal, 7" lleva una
base ortonormal para V' en una base ortonormal para W. Ademds, dimV =
dim W y por el mismo lema 2.26 de [8] tenemos que ind V' = ind W.
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Teorema 3.4. Sean ey,...,e, y €|,... e, bases ortonormales de vectores
tangentes en H"™ en los puntos p y q respectivamente. Entonces existe una
isometria T : RYT™ — R que lleva H" isométricamente en si mismo tal

que T'(p) = q y dT'(e;) =€, para 1 < i < n.

Demostracién: Tenemos ey, .. ., e, una base ortonormal en 7,H" y otra
base ortonormal €}, ..., e} en T,H". Como sabemos que el vector posicién

es el vector normal a H", cada base ey, ....,e,, py €|,...,€, ¢ es una base

g o)
ortonormal en R}, Por lo que podemos encontrar una transformacién 7 :
R} — R tal que T(p) = ¢q. Como T es lineal tenemos dT'(e;) = e
para toda i . Por el lema 3.7 de [8] sabemos que T restringida a H" es una

isometria de H".
Teorema 3.5. H" es completo.

Demostracion: La idea es mostrar que una geodésica particular es com-
pleta y luego llevar esa curva en otra geodésica arbitraria.

Mostraremos primero que la curva v, (t) = (0,...,0,senht,cosht) es una
geodésica completa en H". Calculando la derivada, tenemos que

1) = (0,...,0,—cosht,senht)

de modo que

||7’1(t)||;2wp = cosh?t — senh?t = 1

lo que dice que v, estd parametrizada por longitud de arco; ademds

)= [ 150l de = far=s
0 0

de modo que 7, es completa.

En el caso de una geodésica v, arbitraria, por la proposicién anterior im-
plica que existe una isometria 7" tal que T'(y;) = 75. Como T lleva geodésicas
completas en geodésicas completas, toda geodésica en H" es completa y H"
es completo.
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3.2 Subvariedades totalmente geodésicas de
HTL

En esta seccion veremos que si una subvariedad M estd inmersa y es total-
mente geodésica en H", entonces M es de la forma P NH", donde P es un
hiperplano en R7*!. Primeramente construiremos la herramienta en términos
de distribuciones y campos vectoriales.

Definicién 3.6. Sea 7 : [a,b] — M una curva en una variedad diferenciable
M, A es una distribucion de dimension j a lo largo v, si para cada
v(s) € M tenemos un subespacio de dimension j tal que Ay C Ty M y
A s) es generado por j campos vectoriales suaves para toda s.

Definicién 3.7. A es una distribucion de dimension j paralela a lo
largo de vy st y sélo si existen j campos vectoriales suaves Xy, ..., X; paralelos
a lo largo de v y Ay es generado por Xi(y(s)),...,X;(v(s)) para toda s.

Teorema 3.8. Sea A una distribucion a lo largo de~y. La condicion DX (s)/ds
S Aww para todo campo vectorial suave X tal que X (s) € AW(S) es equiva-
lente a que A sea una distribucion paralela a lo largo de 7.

Demostracién: Sean X, ..., X, campos vectoriales suaves que generen

a A. Supongamos, DX;(s)/ds € A_; entonces existen a;; tales que

=Y anX
ds - QA

Si W = > b;X; es un campo paralelo a lo largo de -, entonces

DW DX, _ db
VS T Z@‘K*ds ) Z(bzaszH— )

i

- % (Zb azk—i—dbk)

Asi que,

db
Zbiaik—l——k:() para k=1,...,7.
- ds
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Esta ecuacién es lineal, por lo que tiene soluciones en todo el intervalo
[a,b] con condiciones iniciales arbitrarias. Si para cada A = 1,...,j deno-
tamos por b;, las soluciones del sistema anterior con condiciones iniciales
birn(a) = diny Wy = ithi, entonces los campos vectoriales W, son para-
lelos a lo largo de ; 1son linealmente independientes en a, por lo que son
linealmente independientes en todas partes. Los campos W;(s) generan a
A, s) para toda s, lo cual demuestra que A es paralelo a largo de .

Demostrando el reciproco, supongamos que A es una distribucién paralela
a lo largo de v y X es un campo vectorial a lo largo de v tal que pertenece
a A (esdecir, X(s) € A para todo s). Por lo que

X = ZGZXZ

Como cada X; es un campo vectorial paralelo,

DX DX, da T da,
—Z(aid—wﬂ)@')— dai
S

ds & ds o dt
Asi que

DX

2 €80 para todo s € [a,b]. O

En seguida definiremos la transformacién exponencial.
Sabemos que dado cualquier p en M; existen d, € > 0, un conjunto abierto
V' C M y una transformacién « (ver [3] p.64)

v:i(=6,0) xU — M donde U ={(q,v) €ETM |qeV,veT,M |v]<ce}

tales que la curva y(t,q,v), t € (—0,d) es la unica geodésica en M tal que
7(0) = ¢, 7'(0) =v paracada g € V y v € T, M.
Por otra parte, usando la unicidad de las geodésicas tenemos que

v(t, q,av) = vy(at, q,v);

el lado izquierdo de esta igualdad representa la geodésica que pasa por q
con velocidad av y el lado derecho representa una reparametrizaciéon de la
geodésica que pasa por ¢ con velocidad v.
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Si hacemos a = 0/2, 7y(at,q,v) estd definida en el intervalo (—2,2) de
modo que (¢, q,av) estd definida para |av| < €, o |v| < 2¢/0. Podemos
entonces definir la aplicacién exp por

v
exp(q,v) = (L, q,0) = 1 (!v\ a0 m) g e V.|| < 2¢/5.

Teorema 3.9. Sea v : [a,b] — R una curva en RY". Supongamos que A es
una distribucion de dim j paralela a lo largo de «y tal que '(s) € Ay para
toda s. Entonces la curva v pertenece a un subespacio vectorial de dimension
j, P CR™ y P =exp(A ) para toda s.

Demostracién: Sea P = A, el subespacio vectorial de dimensién j al
que pertenece 7' (a) en R}". Supondremos que P es paralelo al subespacio vec-
torial (21,...,2;). Supongamos que la curva ¥ = (Y1, -, V5 Vo> Vm)
no estd enteramente contenida en P; entonces existe k donde j < k < m tal
que v,(a) # v.(s); por el teorema del valor medio, sabemos que

Ti(@) = 7i(s) = Yi(s0)(a — 9)

entonces hay un vector tangente con 7} (sg) # 0; esto es imposible, ya que
A_  es una distribucién paralela a lo largo de «y y es igual a P. Es claro que

v(s)
P =exp(A O

“/(S))'
Definicién 3.10. M es totalmente geodésica en M siy sdlo si cada geodésica
de M es también geodésica en M .

Usaremos los resultados anteriores para analizar el caso hiperbélico.

Teorema 3.11. Sean 7 : [a,b] — H" una inmersion y A una distribucion
paralela de dimension j a lo largo de v tal que v'(s) € Ay para toda s.
Entonces v estd contenida en P una subvariedad totalmente geodésica en H"
y exp(A(s)) C P para toda s.

Demostracién: Este resultado es esencialmente local. Sea H" C R}t
Denotemos las conexiones en H" y R} por V y V, respectivamente y sea
7 un campo unitario normal a H".

Como A, es una distribucién paralela a lo largo de v, por el teorema
3.8
DX(s)

7. € A, para todo X (s) € A(y(s));
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definimos
4s) = Ay @R -n(y(s)) para toda s. (3.1)

Asf que falta demostrar que ZW(S) es paralela en R} es decir, hay que
demostrar que para todo X € X(R7™) tal que X (v(s)) € A (), se cumple

que % € A, (s). escribimos X (7(s)) como

X(s) = X(s) + Als)n(s)

Al derivar obtenemos

DX(y(s) _ 5X(”/(S))4_5(/\(8)77(8))
ds ds d

— T s _ 1 —
_ DX(~(s) DX(~(s) D(A(s)n(s))
= (PG (BXGD) T DOG

Pero

(mfg(s))f _DX(() _ o

Sélo falta demostrar que 5(%277(5)) € Z,Y(S)

D(X(s)n(s)) DA Dy
ds ds nEA ds

Por otro lado, por la proposicién 3.1, H” es totalmente umbilica en R},
por lo que

D _
W = Vo = A7) € Bygs) (3:2)

Asi que

DX(v(s)) DA P
— = p+ A A
ds ds " T E 2

Por el teorema 3.8 tenemos que A es una distribucién paralela en R}
Por el teorema 3.9, la curva v estd en un subespacio vectorial P C R}
de dimensién j + 1y P = exp(A, ) para toda s. Como n(v(s)) € A,
el subespacio vectorial P pasa por el origen 0 € R?*!. Asi, la curva v estd
contenida en P N H", también tenemos que exp(A,)) C P NH" para toda
s. Esto implica que P N H" es totalmente geodésica en H™. [J
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Teorema 3.12. Sea M una subvariedad conexa inmersa en H" y sea A una
distribucion de dimension j a lo largo de M tal que T,M C A(p) para toda
p € M. Supongamos que A, es una distribucion paralela a lo largo de cada
curva vy tal que ¥'(s) € Ay para toda s en M. Entonces M estd contenida
en una subvariedad totalmente geodésica P C H" y exp(A(p)) C P para toda
pe M.

Demostraciéon: Sean py € M y P una subvariedad totalmente geo-
désica en H" con exp(A (pp)) C P. Para cada p € M encontramos una
curva v : [0,1] — M con y(0) = po y v(1) = p. Aplicamos el teorema
3.11 a la distribucién s — A () lo que implica que ~y estd contenida en una
subvariedad totalmente geodésica ) C H" de dimensién j, y exp(A (y(s))) C
() para toda s. Si s =0, vemos que @) C P. Entonces p € P y exp(A(p)) =
exp(A(1(1)) € Q C P. O

Lema 3.13. Si M es una subvariedad totalmente geodésica en H" y e, 1 € M
entonces M = P NH"

Demostracién: Sea P un subespacio de R} 'tal que P =T, ., M@®Xe, 41
y ent1 € P entonces P NH" es totalmente geodésica en H".

T, M =T,

€n+1 €n+1

(PNH")

Por unicidad de las geodésicas

M=PnNnH" O

Teorema 3.14. Si M es una subvariedad totalmente geodésica en H" para
cualquier g en M entonces M = P NH" donde P es un subespacio de Ry
tal que q € P.

Demostracién: Sea T' una isometria de H" tal que T'(e,+1) = ¢ donde
q € P; entonces T~ 1(M) es una subvariedad totalmente geodésica que pasa
por e, 1. Por el lema anterior T-}(M) = P N H" por lo tanto M = T(P) N
H™.[]

3.3 Subvariedades totalmente umbilicas de H'!

Ahora veremos que las tinicas subvariedades totalmente umbilicas en H’} son
las horoesferas, las esferas geodésicas y las hipersuperficies equidistantes.
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Dedicamos el resto de este capitulo a mostrar que estas hipersuperficies
son las tnicas totalmente umbilicas en el espacio hiperbdlico.

Teorema 3.15. Sean n > 2 y M" una subvariedad conexa y totalmente
umbilica inmersa en R"™ | de modo que si n es el campo normal a M,
entonces

VXU =-)\X

para todo campo X en M. Entonces A es constante.

Demostracion: Es suficiente probar el lema localmente. Sea X1, ..., X,
X,11 = n un marco moévil en M. Por hipétesis existe una funcién A\ : M
— R tal que

VxXni1 = —AX X € X(M) (3.3)
En términos de 1-formas duales y las formas de conexién tenemos
Win1(X) = <vXXn+1>Xi> = =M (X, Xi);

es decir,
wins1(X) = —wai14(X) = —Awi(X)

Calculando la derivada exterior y usando las ecuaciones de estructura
obtenemos

dX\ N Wi + )\dwj = anﬂ‘lyi VAN Wiy = —A Zwi A Wij

Como

dwj = — E wi/\wij,
i

entonces
d)\ A wj = O

Esto implica que d\ = 0, asf que A es constante localmente. Este argu-
mento demuestra en general que {¢ € M : A(q) = A(p)} es abierto, pero
también es cerrado y M es conexa por lo que A es constante en todo M. [J

Teorema 3.16. Sean n > 2 y M" una subvariedad conexa y totalmente
umbilica inmersa en R"! . Entonces
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1. M es totalmente geodésica y estd contenida en un espacio vectorial de
dimension n, es decir, I1 = 0 en todas partes.

2. M esta contenida en una esfera de dimension n.

Demostracién: Por el lema anterior, sabemos que \ es constante. Si A =
0, entonces <7XXR+1, Xj> = 0, por lo tanto la segunda forma fundamental
11 = 0 se anula en todas partes; esto implica que M es totalmente geodésica
en R"! y que M estd contenida en un espacio vectorial de dimensién n.

Por otro lado, si A # 0, sea V el campo vectorial en R"*! definido por

V(p) =pe T,R".

Entonces VxV = X para cada vector tangente X de R"*!. Por la
ecuacion (3.3), B
Vx(Xpt1 +AV) =0

El campo vectorial X,, .1 + AV es paralelo a lo largo de M identificando el
vector tangente de R™™! con elementos de R"!. Esto significa que X, 11 +AV
es un vector constante vy sobre M, por lo tanto tenemos

Xot1(p) + Ap =1 €R"
Asi,
p— Yo _ —X41(p) y ‘ _ Yol _ Xnt1(p) _ 1
A A A A ||

para todo p € M, lo cual significa que M estd contenida en una esfera de
radio ﬁ con centro en el punto vy/A. O
Teorema 3.17. Sean f : N — N conforme y M una subvariedad de N con
p € M un punto umbilico. Entonces f(p) es un punto umbilico de f(M) C N
(aunque la X para f(p) no necesariamente es la misma que la A para p).

Demostracién: Como el resultado es local, supondremos que N y N
estdn contenidas en R™, que f es la identidad con p = f(p) =0y T,M =
Tty f(M) es el plano (z1,...,%,) contenido en ToR™. Las métricas para N
y N tienen componentes g,s y Jap> donde

— 2
gozﬁ =€ Ggaﬁ
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para alguna funcién o. Entonces g*° = e727¢*%; haciendo cdlculos directos
relacionamos los correspondientes simbolos de Christoffel de Ny N (ver la
observacién de la definicién 1.27) tenemos:

1 aga,u + agﬁu B agaﬁ
Org  Ov, Oz,
B 1 {862090(y N 6620'96” B 66209045}

2 | Oz Oz, oz,
0e* 2aagau 8620 20095 0™ 20 09ap
- {31) Goe € s T Bz T Br, T 91,9 T D,

_ (_ {0gau N agﬁu ~ 0gag

axﬁ axa ax# } _'_ ga'yo'ﬁ + gﬁ’}’ao{ - gOlﬁo-,U«)

Entonces
F’Y _ Zm: 8904;1, ag/g’u agaﬁ gu»y
af Oxg T Bz, oz,

1

=
Il

1

2
aga,u, agﬂu o agaﬁ
8x5 0z, Ox,,

I
Ms

} + Gop0p + 98u0a — gaﬁau> gN’Y
1

=
Il

I
HMS

1 8ga,u + agﬁ,u i agaﬁ g,w
“2 | Ozg  Oxa Oz

‘I'Zgwgauaﬁ + nggﬁuga _ Zguvgaﬁaﬂ
pn=1 pn=1 =1

= g+ 00,08+ 05,00 — goégz:gwaH
pn=1

En particular, para i,j <ny y=n+ 1 tenemos
T =t =g,y gt 3.4
ij ij 9i5 ) 9 g, (3.4)

Por hipétesis, p = 0 es un punto umbilico para M. Por la proposicién
1.39, esto significa que hay una constante A tal que

L5H0) = Agi;(0).



Entonces por la ecuacién (3.4) tenemos
=n+1 i n
Iy (0) = (A -9 H“(O)%(O)) 9:5(0)
pn=1

lo cual demuestra que f(p) = 0 es un punto umbilico para f(M). O

Teorema 3.18. Seann > 2y f: M — Hiﬂ, donde M es una hipersu-

perficie conexa inmersa en HTl y totalmente umbilica en HTFl. Entonces

f(M) estd contenida en una esfera geodésica, o en una horoesfera, o en una
. . . g, n+1

hipersuperficie equidistante en H' ™.

Demostracién: Utilizamos el modelo del semiespacio superior H.
Observemos que la identidad ¢ : H"*' — R"*! es conforme, de modo que
por la proposicién anterior, M es totalmente umbilica en R*™!. Esto implica
que M estd contenida en una hiperesfera o un hiperplano de R"*!, lo que
concluye la demostracién. [J



Capitulo 4

Superficies con curvatura
media constante

El objetivo final de nuestro trabajo es estudiar las superficies minimas en
el espacio euclidiano y las superficies en el espacio hiperbdlico con cur-
vatura media constante, mostrando que estas superficies comparten ciertas
propiedades; en particular, que estas superficies admiten una estructura com-
pleja.

Analizaremos la transformacién de Gauss en el caso de las superficies mi-
nimas en R3 y su transformacién correspondiente para las superficies con H =
1 en el espacio hiperbélico H?. Mé4s adelante veremos la representacién de
Weierstrass y concluiremos con la representaciéon de Bryant parametrizando
una superficie en H? en términos de funciones analfticas, presentando un
ejemplo de esta representacién.

4.1 Superficies minimas en R?

Las superficies minimas son aquellas que tienen curvatura media cero. Ver-
emos la relacién entre las funciones arménicas y las superficies minimas,
relacién que nos permitird obtener la representacion de Weierstrass. Ademds,
daremos algunos ejemplos de superficies mfnimas en R3.

Discutiremos brevemente el método de variaciones para superficies mini-
mas, para caracterizar a éstas como aquellas superficies de menor drea entre
todas las superficies con la misma frontera. Para formalizar lo anterior con-
sideremos la siguiente situacion:

95
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Sea M una superficie regular obtenida como la imagen de f : U C R? —
R? de clase C%. Sea I' una curva cerrada simple de clase C' contenida en
U de tal manera que acota a un subdominio simplemente conexo © C U
(00 =T') y ¥ la superficie definida por f restringida a ©. Sea ¥ una superficie
definida por f:0 - R tal que ?(p) = f(p) para todo p € I". Queremos
encontrar condiciones para que X tenga area menor o igual que el drea de i,
considerando la variacién del vector normal de la superficie.

Sean: © — R? de clase C*, tal que 7(p) es normal a T3, M. Considera-
mos una funcién arbitraria i : © — R de clase C? en U y para cada mimero
real A definimos f(p) = f(p) + Ah(p)n(p). Con esto formamos la superficie
>, definida por:

Y ={f(p)|ped, 0<A<1}

Diferenciando a f, tenemos:

of  Of

on  0Oh
Alh —n|;
usando (??) y (1.7) vemos que los coeficientes de la métrica en f(p) se rela-

cionan con los coeficientes de la métrica en f(p) como sigue:
N of of )
G5 = (50 o ) = giy — 2Ahby; + Ncyj,
J < axz amj > J J J
donde ¢;; es una funcién continua en ©. De esto se sigue que:
det g;; = ap + a1 A + as\?, (4.1)

donde

ap = det Gij, a1 = _Qh(gllbﬂ + g22b11 — 29121912) (4-2)

y ay es una funcién continua en p, A(p) en U.

Como una primera consecuencia de esta férmula, usando el hecho de que
M es regular deducimos que aq tiene un minimo positivo sobre ©.

Demostraremos que si el drea de ) es minima entonces la curvatura
media es H = 0.

Calcularemos el area de A(A\) = A(>_,), considerando lo siguiente:
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A()\) = 4/ detﬁij = bo + b1>\ + b2>\2;

Tenemos lo siguiente:

det gz‘j = (bo + bl)\ + bg)\2)2
= b2+ 2bgbi A\ + (20pby + b2 + 2b1by + BINP) N2
Por lo que
b% = Jap, by = \/@
200b1 = ay, by = ;Tlo = 25/1(70

y podemos escribir

\/detﬁij = bo+b1>\+b2>\2
— \/a—0+23170A+o(A2)

Como a; y as son continuas en O, existe € > 0, p en O,tal que

s (2

para |A\| < ey pen O, donde M, es una constante positiva.
Definimos el 4rea de Sy = ), en términos de la ecuacién (4.2) como

) ‘ < Mo\? (4.3)

A(0) = A(Sp) = / /@ N (4.4)

Integrando (4.3), tenemos que

‘A(A) — A(0) — )\//627/161_de1de < M2, donde M, = MO//deldmg

y AL [ oy,

Haciendo A tender a cero, sustituyendo las expresiones de ag, a; de la
ecuacién (4.2) y renombrando la férmula para la curvatura media en la
ecuacion (1 10) obtenemos la expresién (4.5) siguiente

o -

_ —2h(g11b22+9g22b11—2g12b12) dz,dzs

2\/det gij

—(2det gij)hH

dI‘ldl‘g
) v/ det g;;

<]\70)\
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A, (0) = —2/41‘[]1\/ det gijdl'ldl’g (45)

Con esta notacién, encontramos una familia de superficies ) ,, para
obtener la siguiente ecuacién reducimos a h (p) = 1 en (4.5).

A’(O):—Q//@HdA

la cual nos da una interpretacién interesante para la curvatura media H.
Regresemos a nuestro problema original.

Teorema 4.1. Si el drea de ) es minima, entonces la curvatura media H
se anula.

Demostracién: Supongamos que la curvatura media no es idéntica-
mente cero: entonces existe un punto p en © y n(p) tal que H # 0. Supong-
amos que H > 0. Por el lema 2.2 podemos encontrar una vecindad V; en p
tal que n(p) = n en Vi, tomemos una vecindad V; tal que p € Vo C Vi con
H > 0 en Vj; si encontramos una funcién h(p) tal que h(p) > 0, h(p) = 0
para todo p € O,y h(p) = 0 para p ¢ V3, la integral del lado derecho de (4.5)
serfa estrictamente positiva. Sin embargo, si V5 es bastante pequena entonces
f = f sobre I, por lo que ), serfa una superficie con la misma frontera de
> . La afirmacién de que ) | minimiza el drea implica que A(A) > A (0) para
todo A, de donde A’ (0) = 0, y obtenemos una contradiccién ya que A’(0) < 0
por (4.5). O

4.2 El laplaciano y las funciones armoénicas

Aqui veremos la relacién del laplaciano de una parametrizaciéon con la cur-
vatura media y usaremos las funciones arménicas para dar una estructura
analitica a la superficie.

Definicién 4.2. Sean U C R? un conjunto abierto simplemente conexo y
f:U — R? una inmersion de clase C*, k > 2. f es isotérmica si

[ OF OEN _J0F OEN [ OF OF\
g11 = oz, Oy = 02y OTs =0g22; G122 = g21 = 071 O%s =
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En este caso f es una transformacién conforme (es decir preserva angulos),
la cual induce una métrica de la forma

ds* = \*(da? + dx3),

donde A\ = g11 = go2, también decimos que (z1, r2) son pardmetros isotérmi-
cos para la superficie descrita por f.

Teorema 4.3. Sea f : U — R3? una inmersion de clase g’k Entonces exis-
te un difeomorfismo ¢ : U — U de clase C* tal que ¢ = f o ¢ es una
transformacion conforme.

La demostracién de este teorema aparece en [10].

Sean M una superficie conexa orientable y f : U C R? — M C R? una
inmersién de clase C*. Por el teorema anterior podemos decir que cada punto
p € M tiene una vecindad con pardmetros isotérmicos.

Definicién 4.4. FEl laplaciano Af de f se define como

o’f 0

Af = — + —.

o3 i O3
Si Af = 0, decimos que f es arménica.

Teorema 4.5. Sea f: U C R? — M C R? una parametrizacion isotérmica;
entonces
Af =2)°H (4.6)

donde H es la curvatura media.

Demostraciéon: Como f es una parametrizacién isotérmica,

B A AN BV A
g1 = oz, 01y = 07y 02 = g22, g12 = 071 02y =

Diferenciando la primera ecuacién con respecto a x; y la segunda con respecto

a T,
R A S A S
821‘17 6371 N (9:7018172’ 81‘2 N 622727 8x1 ’

of 0*f  O*f Of
Af, — ) = =0.
< ’8:61> <8x%+8x§’8x1> 0

es decir,
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Similarmente, derivando la primera ecuacién con respecto a x5 y la segunda
con respecto a xp tenemos

of o’f 0 oOf
Af, — ) = =0
< ’8:1:'2> <8x%+8x§’8x2>
Concluimos que Af es un vector perpendicular al plano tangente de modo
que tenemos por (1.7) y (1.10) las siguientes igualdades:

0*f 0*f 5
(Af,n) = <82—x1>77> + <82—3:2777> =bi1 + by = <2)‘ Hﬂ?>,

de donde

Af = 2)\*H,
que es lo que se querfa probar. []

Teorema 4.6. Sea f : U C R?> — M C R? una parametrizacion isotérmica.
La superficie £(U) es minima si y solo si f es armdnica.

Demostracién: Si f(U) es minima entonces H se anula y por el lema
anterior tenemos:

S s
- Ox? * ord
Por lo tanto, f es una funciéon arménica. El reciproco es andlogo. [

Introducimos la siguiente notacién: Dada una superficie f(U) definida
por la parametrizacién f = (f,,f5,f3) : U C R* — M C R® consideramos la
funciones complejas:

Af 0.

of;, Of;,
e R i =1,23. 4.
& 0xy Z@:UQ’ K 2,3 (4.7)

Tenemos las siguientes proposiciones:

Proposicién 4.7. f; es armonica si y solo si ¢;, es analitica.

A _ Of — _Of = j
Demostracién: Sean u = g VU=~ g de modo que ¢, = u + iv.

Supongamos que ¢, es analitica, por lo que se cumplen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann, es decir

ou ov ou ov

05, Oy ° Ozs  Omy
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. o (ot ) _ o (_ o of  __ _0Of, . ,
sustituyendo tenemos B <_8a:1> = o3 ( _am) Y Tagdrr = Taon; S1Y sélo
. Of2 | Of? .
si 35 + 5.5 = 0 por lo tanto fj, es armdénica. [
1 2

Proposicién 4.8. f : U C R? — M C R? es isotérmica si y sdlo si

> =0 (4.8)

k=1

Demostracion: Basta observar que

3
2 2 2 '
Z O = 911 — 922 — 2ig12.1
k=1
Ahora demostraremos que las superficies minimas admiten una estructura
compleja.

Corolario 4.9. Sea f : U C R?> — M C R?® una parametrizacion isotérmica
de una superficie minima f(U). Entonces las funciones ¢,, definidas por (4.7)
son analiticas y satisfacen las ecuaciones (4.8).

Demostracién: Sea M una superficie minima con una parametrizacién
isotérmica f. Entonces las funciones f;, son funciones arménicas, aplicando
el teorema (4.6). Por la proposicién (4.7) cada ¢, es analitica. La ultima
proposiciéon muestra que las ¢, satisfacen (4.8). O

4.3 Representaciéon de Weierstrass
En esta secciéon describimos una superficie minima en términos de funciones
analiticas mediante la llamada representacién de Weierstrass.

Teorema 4.10. Sean ¢y, ¢y, ¢3 : U C R* — C funciones analiticas, las
cuales satisfacen (4.8) en un dominio simplemente conexo U. Entonces existe
f:UCR?— M C R? tal que f(U) es una superficie minima donde la
ecuacion (4.7) es vdlida.

Demostracién: Por hipétesis ¢, @5, ¢5 son analiticas. Definimos

¢
f, = %e/gbk(z)dz. (4.9)
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Observemos que

¢
%e/qﬁ(z)dz = %e} (Reg + Im ¢) (dxy + dxy)

20

¢
= [ Repdr, — Im pdu,.

20

Demostraremos que ¢, = g—i’i — z'g—i’; para k =1,2,3. Derivando a f;, con
respecto a x; y x9 :
¢+h ¢+h
(C4h) © Re [ ¢4(2) J Reddz1—Im ¢pdxs
ofy; — 1 £ (C+h)—fu(©) _ 15 ¢ 1 ¢
=k = lim = lim = lim
om (€) h h h—o N h—0 h

Puesto que estamos derivando con respecto de x;, podemos considerar

que la trayectoria de ( a ( + h es un segmento horizontal, de modo que
(+h

[ Imgdzs =0y

¢
of;,
— () =N )
50 = Reo (0)
Andlogamente, g—i’; (¢) es igual a
(+ih ¢+ih
Bl ih) ~fe(C) il [ ey —tm bz
i ST TRG) iy —S 1§ _
M= lim —— = lim ; Imé (C).

Asi, se cumple la ecuacién (4.7). Entonces f = (f, f5, f3) son arménicas

por la proposicién (4.7) y £f(U) es una superficie minima por el teorema 4.6.
[

Describiremos explicitamente todas las soluciones en términos de la ecuacién

(4.8).

Lema 4.11. Sean ¢y, ¢y, ¢5 funciones analiticas en U que cumplen con
(4.8). Entonces podemos representar estas funciones en la forma (4.12)
exceplo si ¢y = iy, ¢3 = 0.

Demostracién: Daremos la solucién de (4.8). Sean

W= ¢ — iy, 9= ﬁ (4.10)

Escribimos (4.8) de la siguiente forma
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o bien,
(61 + i) (01 — i0hy) = — 453, (4.11)
de donde
S
N T iy
2 o 2
by ity = -3 WO T G e

(P1 — i) (¢ — ichy) (¢1 —ipy)?
¢+ 10y = _92W

20, = —g*w + ¢y — iy = w — gw

1
¢ = 5”(1 - 92>-
Asi, podemos encontrar a ¢,, ¢;. Esta representacién no es vélida si w no

es analitica; es decir si ¢; = i¢,, o0 si el denominador de g se anula en (4.10)
y en el caso de (4.11) si ¢35 = 0.00

Definicién 4.12. Sea U C C conexo. Una funcion g es meromorfa si
existe A = {z1, 29, ..., 2,y C U tal que g es analitica en U — A y cada z; es
un polo de orden m de g.

Lema 4.13. Sea g : U — C wuna funcion meromorfa en U con polos de
orden m. Sea w : U — C una funcion en U con ceros de orden menor que
2m. Entonces las funciones ¢y, ¢y, ¢4 dadas por

1

b= 01— ), by = w(l+ ), 6 =wg (1.12)

son analiticas en U y satisfacen (4.8).

Demostracién: Un cédlculo directo muestra que las funciones dadas en
(4.12) cumplen (4.8). Las expresiones (4.12) reciben el nombre de repre-
sentacion de Weierstrass. [

Escribimos la representacién de Weierstrass de modo que después po-
damos hacer una comparacién con la representacién de Bryant.



64 4.4. EJEMPLOS DE LA REPRESENTACION DE WEIERSTRASS

Teorema 4.14. Sea f : U C R? — M C R® una parametrizacion isotérmica
de una superficie minima f(U). Entonces existe F : U C R>— C* analitica
tal que Re F' = f . La funcion F puede ser representada en la forma siguiente

n:/%@m

con ¢} + ¢3 + ¢ = 0.

4.4 Ejemplos de la representacion de Weier-
strass

En esta seccién daremos dos ejemplos del uso de la representacion de Weier-
strass: la catenoide y la superficie de Enneper.

La catenoide

Sea g(z) = —e* y w(z) = —e *. Observemos que g no tiene polos y w no
tiene ceros en C. De la ecuacién (4.12) obtenemos:
o = wl=g") = j(=e)(1+e¥) = -5 = —senhz
b = jw(l+g’) = s(-e?)l—e¥) = LD = icoshs
¢3 = wyg = (=e")(=e™) =1

Como senhz, i cosh z y la multiplicacién por una constante son funciones
analiticas en C, entonces fv ¢,(2) = 0 para cada curva cerrada v en C y
k =1,2,3. Obtenemos que

r1(¢) = Re fv—senhzdz = Re(coshz—1) = cosycoshz —1
To = Re fvz’coshzdz = Re(—isenhz) = senycoshzx

(€)
23(() = Re [ dz = Re(2) =

x(z,y) = (cosycoshz — 1, senycoshz, x)

es la parametrizacién de la catenoide.
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Catenoide en R3

La superficie de Enneper

Sea ¢g(z) = z y w(z) = 1. Observemos que ¢ no tiene polos y w no tiene ceros
en C. Sustituyendo en (4.12) obtenemos:

¢ = w(l-g’) = (1+27)

¢y = sw(l+g®) = 5(1-2°

¢3 = wg = z

(??7) tenemos:

z1(¢) = Re [ (1+2%)dz = Re(z+
) = Re [ 5(1-2%dz = Re(z—
w3(¢) = Re [ zdz Re (2)
Haciendo los cédlculos, obtenemos la parametrizaciéon de la superficie de

Enneper:

)
)

ooy

1 Z‘3 3
X(x7y)=§<x—g+rcy2,— y—%+x2y, xz—y2)-

Superficie de Enneper en R3?
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4.5 Transformacién de Gauss hiperbdlica

El objetivo de esta seccion es establecer una relacién entre la transformacion
de Gauss en el caso de las superficies minimas en R3 y su transformacién
correspondiente para las superficies con curvatura media uno en el espacio
hiperbélico H?3.

Primero necesitaremos introducir la definicién de la tercera forma funda-
mental y una proposicién.

Definicién 4.15. La tercera forma fundamental de M se define como:
I1,(X,Y) = (dn(X),d,n(Y)) XY eT,M (4.13)
Proposicién 4.16. Para cualquier superficie M C R? tenemos
IIT—-2HIT+ KI =0 (4.14)

Demostracién: Recordando el teorema de Cayley-Hamilton, la diferen-
cial de la transformacion de Gauss satisface su polinomio caracteristico, el
cual estd definido por

Py(\) = N — traza(—dn)\ + det(—dn) = \* — 2HA + K
por lo que
(—dn)® — 2H(—dn) + K -identidad = 0 en T, M

Aplicando esta ecuacién en X y haciendo el producto escalar con Y,
obtenemos el resultado deseado. []

Teorema 4.17. La transformacion de Gauss euclidiana es conforme si y
solo si la superficie tiene curvatura media cero o es totalmente umbilica en
R3.

Demostracién: Supongamos que 7 es conforme; entonces satisface la
ecuacion 1] = —\I para alguna funcién A > 0; entonces por (4.14), sabemos
(K+\I=2HII (4.15)

Si H(p) # 0, podemos escribir a I/ como un miltiplo de (K + A)I, es
decir VxX,11 = (K + M) X;, lo que significa que p es umbilico de acuerdo
con la definicién 1.38.
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Si H(p) = 0 tenemos por (4.15) que K = —X < 0. Como la curvatura
cambia de signo, p no puede ser umbilico, asi que
p es umbilico si y sélo si H(p) # 0

Inversamente tenemos:
Supongamos que M es minima, entonces, por la ecuacién (4.14), sabemos
que

11T = —KI,

es decir

(dpn(X), dpn(Y)) = =K (X}, Y})

lo que demuestra que 7 es conforme donde A(p) = —K(p). O

A continuacién definiremos la transformacién de Gauss en el caso hiper-
bélico.

Sea

R} = {(z0, 21,72, 23) | 7; € R con la métrica (v,v) = —zj + 27 + 23 + 23}

con una orientacién positiva.
Definimos

H? ={veR]|(v,v)=—-1yz>0}

Sea M una subvariedad en H? con dimM = 2 y (eg, ey, €9, €3) un marco
moévil ortogonal en M con ey € M, ey, es una base orientada en T, M (la
orientacién es positiva) y es el vector normal de M en H?.

Definicién 4.18. Sea (e, €1, €2, €3) un marco movil ortogonal en M orien-
tado positivamente, que ademds satisface

1. z(eg) >0
—1 st 2, 7=0
2. (ej,e;) = 0 si i#j
1 si i=j=1,263
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La segunda condicién se puede expresar en términos de la siguiente matriz

-1 0 0 O

0 1 00 .. ,
(€i,€j) = 0 010 i,7=0,1,263

0 0 01

Definiremos el cono N? como

N? = {v e R} | (v,v) =0y zg(eg) >0} C R}

Veamos que para cada marco ortonormal (e, €1, €2, €3), €l vector ey + e3
pertenece al cono N3:

H@O + 63”2 = <€0, €o + €3> + <€3, €o + €3>

= <€0; €0> + (60, €3> + (637 €0> =+ <€3, €3>
= —1+1=0.

Identificaremos al espacio H? como el conjunto de rectas que estdn en el
interior del cono. Al espacio de rectas contenidas en N* le llamaremos S .
De esta forma, podemos compactificar a H? agregandole N3 como frontera.

Observacién: Cada geodésica en H? es la interseccién de un plano en
el origen y H3. La interseccién de este plano con N3 estd formada por dos
rectas, es decir, dos puntos en S .

Sea [eg + e3] la recta generada por e +e3 € N? entonces [eg + e3] : M —
S2 tenemos que SZ es el cociente N?/R* es decir

[60+€3]:{/\(60+€3)|)\€R+}.

Definicién 4.19. La transformacion [eq +e3] : M — S% es llamada la
transformacion de Gauss hiperbolica en H3.

Ahora vamos a escribir las métricas de M y S% en términos de las 1-
formas duales, las formas de conexién y las ecuaciones de estructura.

Sean w; las formas duales de los e;; es decir, w;(e;) = (e;, ;). Ademds,
sean w;; las formas de conexién dadas por

wij(er) = (Ve €, ej) = (de;(ex), e;), wij +wj; = 0. Observemos que

dei(er) = Zwij(ek)ej. (4.16)

Ademis,

woi (ex) = (deg(ex), e;) = (Ve €0, €:) = (ex, €;) = w; (ex) (4.17)
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Usando la férmula (4.17), estas ecuaciones pueden escribirse como

d@o = ijej (418)
de,- = w;eg+ Z Wij€;
Ademss, diferenciando las 1-formas y las formas de conexién, obtenemos
las ecuaciones de estructura (ver (1.15))

dwi = —wij A CUj
dwij = —Wik A wkj — W N w]‘

(4.19)

Si (deg,deg) denota la métrica inducida en M por la métrica de H?,
podemos escribirla en términos de las 1-formas:

(deg, deg) = (w1)? + (w2)? + (w3)? .

Para calcular la métrica ||d (eg + e3)||* inducida en M por la transforma-
cién [eg + e3], usando la ecuacién 4.18 podemos escribir

3 3
d (60 + 63) = Zwiei “+ wszeg + wjgej
i=1 j=1

= wie] + wees + wiez + waeo + wize1 + wazeo + Wsazes
= w3 (eg+e3) + (w1 +wiz) er + (wa + was) e;

sustituyendo y haciendo las operaciones tenemos

ld (eo+e3)|* = (d(eo+es),d(eo +e3))
= Wi lleo+ es)l* + (w1 +wia)” [le]|” + (wa + was)” [leal|”
= (w1 + w13)2 + (wo + w23)2 .
(4.20)
Fl siguiente teorema muestra la analogia entre las superficies con H = 1
en el espacio hiperbélico y las superficies con H = 0 en R3.

Teorema 4.20. La transformacion de Gauss [eg + e3] : M — S% es con-
forme, donde M es una subvariedad conexa de H3si y solo si M tiene cur-
vatura media 1 o M es totalmente umbilica.

Demostracién: La transformacién [eg + e3] es conforme si y sélo si
|d (g + e3)||” es un multiplo de ||deol|>.
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Sabemos que

Hd (60 -+ 63)“2 = (wl + W13)2 + (w1 + w23)2 .

Observemos que
dw;; = —W13 Nwip = Wa3 N wy = 0,

Por el lema de Cartan, sabemos que existen funciones suaves h;; = hj; (i,j =

1,2) tales que
w13 hir  hia w1
= 4.21
<w23) <h21 h22)(w2) ( )

Sustituyendo a w13 y w3, y haciendo operaciones tenemos

Id (eo + es)|* = ((1+ har)wi + hisws)” + (harwr + (1 + élzz) ws)?
(2(H? = H) — (1+ hi, S hithaz)) || deol| ,
+ (H —1)[(hi1 — ho2) (w1)” + 4hiswiws — (h11 — hag) (w2)7].
(4.22)

Si sustituimos H = 1 en 4.22 tenemos

Id(eo +e3)|” = —(1+ h2, — hiihay) ||deo|*.

Si M es totalmente umbilica, podemos elegir un marco e, e5 de modo
que hyy = hos y h1o = 0, por lo que

ld (eo +es)I” = [2(H? — H) = (1 — harhas)] ||deo]*.

Por lo tanto, en ambos casos, ||d (eg + e3)||* es conforme.

Inversamente, si la transformacion de Gauss [eg + e3] : M — S% es con-
forme, entonces existe una funcién A tal que ||d (eq + e3)||* = A ||de||*. Eva-
luando en e; y e; tenemos

Id (eo + e3)lI* (1) = ((1+ hu)wi(er) + hiawa(er))* +
(horwi(er) + (1 + hag) w2(€1))2
= (1+hn)*+ (ha)*.
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y
Id (o + es)|* (e2) = ((1+ har) wilez) + hagwa(e2))” +
(hglwl(ez) + (1 + hgg) w2(62))2
= (h12)” + (14 hao)?.
Comol|d (eg + e3)|)” (e1) = ||d (eo + e3)]|* (e2) = A, obtenemos

(14 h11)? = (14 ha)®.

Esto implica que hy; = hes y M es umbilica, o bien que (1+ hyy) =
— (1 + hgg), de donde

hii + h
H:_¥:1.

Observacion: En el caso de que H = 1 y M es totalmente umbilica
en ]HI%r vimos en el capitulo 2 que M es un subconjunto abierto de una
horoesfera en H? ..

4.6 Representacién de Bryant

En los capitulo 2 y 3 hallamos curvas y subvariedades de curvatura media 1
en H? y H" respectivamente. En esta seccién daremos una analogfa entre el
teorema de Weierstrass para las superficies mfnimas en R3 y el teorema de
Bryant para las superficies de curvatura media 1 en HS3.

Primero identificamos a R} con Herm(2 x 2), el conjunto de las matrices
simétricas hermitianas de 2x 2, asociando (zg, 1, T2, z3) € R} con la siguiente

matriz
v-( To + T3 Il“”). (4.23)
Ty — 1Ty ITg— T3
Observemos que det v = —x§ + a3 4+ 23 + 23, entonces se puede identificar
con

H? = {v € Herm(2 x 2) | detv = 1}, el conjunto de las matrices v con
det v = 1, tal que preserva el producto escalar en Herm(2 x 2) dado por

detv = — (v,v).

Si definimos SL (2,C) como el conjunto de matrices complejas 2 x 2 con
determinante 1, que resulta ser un grupo de Lie complejo, definimos una
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transformacién F': C — SL(2,C) como:

A(z) B(z)

F(z) = ( o D) ) € SL(2,C) (4.24)

donde A, B, C, D son funciones analiticas.

Introduciremos una nueva subvariedad en H?, representada como

{FF*| F € SL(2,C) donde F* =' F} C H?

Podemos definir una transformacién ® de SL(2,C) en H?

®(F) = FF*,

Derivando tenemos (ver [10], [15])

d®(F) = F'dF

Decimos que la inmersién F es nula si y sélo si det(F~'dF) = 0. Esta
serd la condicion para la representacién de Bryant equivalente a la condicion
@7 + ¢3 + ¢3 = 0 para la representacion de Weierstrass.

Teorema 4.21. Sea F : C — SL(2,C) una inmersion conforme nula. En-
tonces FF* = f : C — H? es una inmersion suave con H = 1 de C en

H3
Inversamente,

Teorema 4.22. Si f : C — H3 es una inmersién conforme con H = 1,
entonces existe F': C — SL(2,C) tal que FF* = f.

Observaciéon: FEl resultado anterior es andlogo al teorema de Weier-
strass, sustituyendo a R?® por H?, C3 por SL(2,C), Re : C3> — R3 por & :
SL(2,C) — H? y por supuesto H = 0 por H = 1 respectivamente. Es-
quemadticamente, tenemos:

Representacion de Weierstrass

inmersion Re
c et e S R3
nula
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Representacion de Bryant

C inmisio'n SL(2, C) g H3
conforme
nula

En analogfa con lo que hicimos en la seccién 4.3, podemos escribir la
representaciéon de Bryant en términos de una funcién g y una forma w de la
manera siguiente.

Proposicién 4.23. Si F : C — SL(2,C) es una inmersion nula, entonces
F~YdF se puede escribir como:

2
—1 _ (9 9
FdF = ( 1 g )w, (4.25)
donde g = —% es meromorfa y w = AdC — CdA es una 1-forma analitica.
Demostracién:
Sea
D —-B dA dB
-1 _
Frdr = -C A ( dC dD

< DdA — BdC' DAB — BdD > (4.26)

AdC — CdA AdD — CdB
Sabemos que AD — BC' = 1. Al derivar, vemos que

0 =d(AD — BC) = DdA + AdD — CdB — BdC = tr(F~'dF)
Por lo que tenemos

DdA — BdC = CdB — AdD y dAdD = dBdC

Calculando la primera entrada de la matriz 4.26 tenemos

DdA — BdC = CdB— AdD CdB% — ABC
= —4B(AdC - CdA) = —gw

donde llamaremos a g = —% y w = AdC — CdA.
y calculando la segunda entrada de la matriz 4.26 tenemos
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DdB — BdD = 2 (DdBdA— BdAdD) = -2 (DdBdA— BdBdC)
= 28(DdA - BdC) = 22(CdB — AdD)
= 4B (CdAdB — AdAdD) = 45 (CdAdB — AdBdC)
— B2 (AdC — CdA) = —¢?w.O

4.7 TUn ejemplo de una superficie en H*

Obtendremos algunas superficies en términos de la representacién de Bryant
para el modelo matricial para H? establecido en (4.23). Para ver las superfi-
cies en el modelo del semiespacio superior proyectamos estereograficamente
H? C R} en el disco B = {z? + 22 + 22 < 1} y finalmente usamos una
transformacion de B en H?.

Describimos la proyeccién natural de H? C R en la bola unitaria B =
{22 + 23 + 22 < 1} tomando la recta que pasa por & = (zg, 71, To, x3) € H? y
por (—1,0,0,0), es decir, A(zg + 1,21, T2, 23) + (—1,0,0,0) = (0, *) entonces
A= ﬁ, la interseccién de la recta con B, le llamamos y:

Asi que

T L2 T3
JCL’Q—Fl’ZL’O—Fl,IO—i‘l
es la proyeccién estereografica de H? en B.

Ahora queremos una isometria que mande B en el semiespacio superior
H3 = {(u,v,w) | w > 0} y que preserve orientacion.

Primero hacemos una inversién en la esfera de radio v/2 centrada en
(0,0,1):

)

<x07x17$27'r3> — Y= (0

2(p—(0,0,1))

I p—1(0,0,1) |I?

Esta transformacion preserva orientacién y lleva B en el semiespacio in-

ferior {w < 0}. Componemos esta transformacién con (u, v, w) — (u,v, —w)

para obtener una isometria de B en el semiespacio superior que preserve la
orientacion :

+(0,0,1)

(yh Yo, 1-— y3)

4.27
y: + s+ (1 —ys)? (4.27)

(yb Y2, y3) -

Al componer la proyeccién estereografica con esta transformacién obte-
nemos una aplicacién de H* C R} en H? dada por
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T T2 1

) = (u,v,w).  (4.28)

(l‘o,xl,fﬂg,l’g) - ) 9
To — T3 To — T3 To — T3

En lo siguiente generaremos superficies en el semiespacio superior Hi en
términos de las funciones A, B, C, D de la representacién de Bryant.

Proposicién 4.24. Sean (u,v,w) las coordenadas de H3. En términos de
la matriz 4.24 de la representacion de Bryant,

u+ v ‘écg“ijg
€1 41D (4.29)

w = —_—

|C|*+|DJ?

Demostracién: Para resolver a (u,v,w) € H?, necesitamos encontrar

a x; en términos de A, B, C, D. Relacionando a H? con la matriz de lado
izquierdo y igualando la operacién, antes definida, tenemos:

To+ T3 T1 + 129 . A B Z 6 — FF*
ZEl—iZEQ Tog — I3 - C D E ﬁ -

Sustituyendo y igualando obtenemos

270 = |AP+ B +|C] +|D)?
225 = AP+ B> —|C* - D
211 = AC+CA+BD+ DB

279 = i(CA+ DB - AC — BD)

Finalmente obtenemos (u,v,w) en términos de A, B,C, D, usando la
parametrizacién (4.28) ,

. _ AC+BD
u+w =
|C[*+|D?
1
W = ——
|C]*+|DJ?

Estas ecuaciones permiten describir superficies en HiD
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4.8 Ejemplos de la representacién de Bryant

Daremos un ejemplo del uso de la representacién de Bryant para generar una
familia de superficies en el semi-espacio superior Hi Recordemos que en la
seccién 4.4, obtuvimos la representacion de Weierstrass de la catenoide en
R?. Ahora parametrizaremos una familia de catenoides variando A en H?,
con la ayuda del teorema 4.21 usando las siguientes funciones:

g(z) = ¢€* w(z) = e “dz (4.30)

Sustituimos estos datos en la representacién de Bryant 4.25, tenemos

A B 1 —e
a2 ) (e

Ahora vamos a encontrar las soluciones para A, B, C, D. Obteniendo un
sistema de ecuaciones
A=) A+ Xe ?B (4.31)
B’ = —)\Ae? — \B
C'"=XC+ X e ?D
D= —Xe*C — \D

Para resolver esto, usamos el método de Umehara y Yamada ([11]).
Derivando la primera de estas ecuaciones, tenemos:

A" = AA'— ABe %+ Ae *(—AAe* — \B)
= M = NA—(A+1)\Be™?
= M = NA—(A+1)(4 - \A)

de modo que A satisface la ecuacién

A"+ A — XA =0 (4.32)

Repetimos este procedimiento para B, C' y D obteniendo

B"—B' —AB=0 (4.33)
C"+C"=XNC =0
D'"—D — XD =0

Como éstas son ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden ho-

mogéneas y con coeficientes constantes, las soluciones son de la siguiente
forma A = ae?’?, B = be®*.
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Y+y-A=0

2 —0-A=0

Para encontrar las soluciones consideramos las siguientes raices de las
anteriores ecuaciones

donde o? :%+)\y)\: (a—%) (OH-%) = 7,01 = Yy00.
Para \ # —}l, vamos a encontrar a y b sustituyéndola en las soluciones
de la ecuacién (4.31) tenemos:

Y4 = Aa+Ab
b = —da—Xb

sustituyendo, obtenemos las soluciones para a y b:

1 1
(a—§>a+<a+§>b:71a+51b:0

Asi que
A=r(a+ %)e(a’%)z (4.34)
B=r(i- a)elota)
C=s(3— a)el~27)2
D =s(:+ a)elz =)

Consideremos el caso real si « > 0y a # % Sustituyendo las soluciones
A, B,C, D en la ecuacién 4.29 tenemos

. lia2 et e~ 7 e?az A
u+iv = ((14_a)2)e(—z+(1+)a)2ez €2ayz
P (4.35)
w —=

(3—a)2e~o+(5+a)e”

Las siguientes figuras muestran una familia de hipersuperficies en el semi-
espacio superior Hi variando los valores de a:
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a=1.25

a=0.76
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a =054
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