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Resumen

En esta tesis se estudia el proceso de transferencia de calor de un flujo
laminar e incompresible sobre una placa plana con un salto de temperatura
en su superficie. La aportacion méas importante de este trabajo es que para
estudiar el efecto real del salto de temperatura se considera el intercambio
de calor entre los dos materiales que conforman la placa usando propiedades
térmicas finitas. Se introduce un parametro adimensional importante que es
la razon de la longitud de penetracion térmica entre la distancia desde el
borde de ataque de la placa hasta la posicién del salto de temperatura. Al
variar este parametro de 0 a oo se puede estudiar con el mismo formalismo,
desde la transferencia de calor de una placa con temperatura de superficie
constante hasta una placa con un salto en la temperatura. Se obtienen dos
nimeros de Nusselt diferentes, uno de ellos considerando el flujo de calor
hacia el fluido y el segundo considerando el flujo de calor en la interfaz entre
los dos materiales que conforman a la placa. La consecuencia fundamental
de esta metodologia es la ausencia de singularidades en la transferencia de

calor.



Abstract

In this thesis the heat transfer problem of an incompressible laminar
boundary layer due to a step in surface temperature over a flat plate is
studied. Here, the most important contribution is to take into account the
heat transfer process between the plate materials using finite thermal pro-
perties in order to study the real effect of a step in surface temperature. An
nondimensional parameter has been introduced, this important parameter
is defined as the ratio of the thermal penetration lenght and the initially
unheated distance. The transition from a step in surface temperature to the
constant temperature plate has been obtained as the parameter varies from 0
to co. Two different Nusselt numbers are obtained, one considering the heat
flux to the fluid and the second one considering the upward heat flux at the
interface between the two plate materials. The fundamental contribution of
this methodology is the absence of a singular behavior in the heat transfer

process.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Muchos fenémenos tanto naturales como en procesos tecnolégicos involu-
cran transferencia de calor. Tal es el caso del flujo de calor desde una taza
de café hacia el medio ambiente (interfaz: liquido-gas) o del medio ambiente
hacia un pedazo de hielo (interfaz: gas-sélido). Un fluido que circula por un
tubo intercambia calor con la pared. Un proyectil en vuelo y el ala de un
avién intercambian energia con el aire alrededor de su superficie. Si estas su-
perficies metélicas estuvieran en contacto con una atmésfera fria podriamos
obtener una transferencia de calor muy grande que ocasionaria congelamien-
to, y por tanto, resultados negativos en el desplazamiento de estos cuerpos.
El congelamiento de dichas superficies perturban el flujo laminar del aire a
lo largo del cuerpo, incrementando el arrastre y disminuyendo la capacidad
de sustentacion en el caso de un perfil aerodindmico. Esta pérdida de sus-

tentacion debe ser compensada incrementando la energia del artefacto para
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su desplazamiento.

Otro proceso de transferencia de calor ocurre en el fenémeno de remojado
de superficies calientes. Este proceso es de importancia practica en industrias
metalirgicas y nucleares. Por ejemplo, en procesos metalirgicos es necesario
enfriar rapidamente ciertos productos metalicos como tiras de metal, pla-
cas, cilindros, etc. Sin embargo el liquido inyectado para enfriar, no moja
inmediatamente la superficie porque una capa de vapor evita el contacto
liquido-sélido. La temperatura maxima de superficie en la cual el liquido
enfriador establece contacto con la superficie caliente se le llama temperatu-
ra de remojado (rewetting) o temperatura de apagado. Cuando la superficie
esta debajo de la temperatura de remojado, el contacto liquido-sélido ocurre.
Aguas arriba, (regién mojada) el sélido es enfriado por conveccion, mientras
que aguas abajo (regién seca) es enfriado por el flujo de calor a una mezcla

de vapor y gotas del liquido.

Es por estos fenémenos que la comprension del proceso de transferencia
de calor entre una superficie sélida y un fluido en movimiento es de suma
importancia. En la mayoria de los casos la temperatura a lo largo de la
superficie sélida es variable. A este tipo de problemas se le llama conjugados
porque involucran varios mecanismos simultaneos de transferencia de calor

como conduccién, conveccion o radiacion.

Es importante resaltar que en la literatura sélo existen los dos casos
limites del problema estudiado, el andlisis de una placa plana con temperatu-
ra de superficie constante y el estudio de una placa con un salto abrupto en la
temperatura de su superficie. Cuando se analiza el flujo de calor para la placa

con un salto en su temperatura, se obtiene una singularidad del flujo de calor
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en la posicién donde ocurre el salto. Esta singularidad genera un gradiente
de temperatura infinito en la direccion longitudinal. Basta un material con

conductividad térmica finita para que se destruya dicha singularidad.

1.2. Antecedentes

El problema clasico de transferencia de calor entre una placa plana y un
fluido se ha estudiado desde hace muchos anos. Prandtl (Prandtl, 1904) fue
el primero en senalar en 1904 que la ecuacién de cantidad de movimiento en
la aproximacién de capa limite, para flujos sobre una placa plana con veloci-
dad de corriente libre uniforme y con temperatura de superficie constante,
podria ser transformada en una ecuacién diferencial ordinaria. En 1908, su
estudiante de doctorado Blasius (Blasius, 1908), obtuvo la primera solucién
a la ecuacién de cantidad de movimiento en la aproximacion de capa limite.
En 1921, Polhausen (Polhausen, 1921) siguiendo los trabajos de Prandtl y
Blasius, obtuvo por vez primera la solucién a la ecuacién de la energia con
la aproximacion de capa limite. Falkner y Skan (Falkner and Skan, 1931) en
1930 demostraron que se podia aplicar la misma transformacién a una familia
de problemas. Tiempo después en 1939, Goldstein, (Goldstein, 1939) inves-
tigd en detalle las condiciones bajo las cuales tales transformaciones pueden

llevarse a cabo.

Cuando consideramos que la temperatura de la placa es variable, el pro-
blema adquiere un interés especial debido a que el proceso de transferencia de
calor es conjugado, es decir la temperatura de la superficie depende tanto de

los procesos de conduccién de calor en la placa como del proceso de conveccion
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hacia el fluido. Si la temperatura de superficie de la placa, T,,, es constante,
el proceso de transferencia de calor se obtiene como ¢ = k(T, — T)/0r,
donde T, es la temperatura del fluido incompresible lejos de la placa, k es la
conductividad térmica del fluido y ér es el espesor de la capa limite térmica. Si
bien este espesor hay que encontrarlo a través de la solucion de las ecuaciones
de movimiento y energia del fluido, las propiedades de la superficie no tienen
influencia alguna en la transferencia de calor. En un fluido en movimiento a
lo largo de una placa plana o un tubo la temperatura de la pared es variable a
lo largo del flujo, entonces dicha temperatura de la pared no se puede deducir
s6lo por el comportamiento del fluido, sino sera funcién de la dinamica del

fluido y de las propiedades térmicas de la pared.

La temperatura de superficie de la placa depende entonces no solo de
la coordenada x a lo largo de la placa sino también de la conductividad
térmica del material que conforma la placa. Este hecho se puede verificar
experimentalmente. En la figura 1.1, obtenida de (Luikov, 1974), se muestra
la grafica de la funcién Nu, = f(x*) para placas de cerdmica y vidrio. Aqui,
x* es la coordenada longitudinal normalizada y Nu, es el nimero de Nusselt
local definido como Nu, = —x (g_z)y:o /(T —Tx). La figura muestra que la
curva f(z*) para una placa de vidrio con z* > 0.5, el nimero de Nusselt local
es negativo (Nu, < 0). Por lo tanto para célculos del nimero de Nusselt Nu,
necesitamos una solucién simultanea del problema de transferencia de calor
de un fluido sobre una superficie sélida y el problema de conduccién de calor
dentro de la placa. Es decir, debemos resolver un problema conjugado. En este
caso, la condicién de frontera de tercera clase, k (0T/0y),_o+c1(Tw —T) =

0, debe ser sustituida por una condiciéon de frontera de cuarta clase en la

superficie, k (9T/0y),_q = kw (01,,/0y),_ -
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Figura 1.1: Nimero de Nusselt local a lo largo de la coordenada z* para

placas de vidrio y cerdamica. (reproducida de (Luikov, 1974))

Notemos que las condiciones de frontera anteriores solo son validas para
placas sin fuentes de calor. En publicaciones relacionadas con problemas de
transferencia de calor conjugado, el proceso de solucién esta bien estableci-
do. Se deduce en todos ellos el nimero de Nusselt Nu,, ya sea de manera
numérica o de forma analitica. Por ejemplo, para un problema bidimensio-
nal Nu, = —x (g_:g)y:o /(Tw — Ts), donde y es normal a la placa. Aqui se
considera T,, como constante. En el caso de considerar temperatura de su-
perficie variable, tenemos Nu, = —x (%_:yp>yo /(T(0,z)—T,). Para este tipo

de problema conjugado se puede utilizar, segin (Luikov, 1974), una simple
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relaciéon empirica de la forma Nu, = ABr™Rel f(Br), donde A,n y m son
constantes, Br es el niimero de Brun definido como la relacién 3/¢? donde (3
es el parametro de transferencia de calor adimensional, 3= (k/k,)(?Re? Pr™,
Re, es el nimero de Reynolds y ¢ es la relacién de aspecto de la placa (el
espesor entre la longitud). Estas correlaciones son usadas sobre todo en in-

genieria.

Existen en la literatura varios estudios sistematicos en relacién con el
proceso de transferencia de calor entre un fluido laminar e incompresible y
una placa plana en conveccién forzada cuya parte inferior es mantenida a
temperatura constante (ver figura 1.2). Tal es el caso de Perelman (Perel-
man, 1961), Luikov (Luikov, 1974), Payvar (Payvar, 1977), Karvinen (Karvi-
nen, 1978), Pozzi y Lupo (Pozzy and M.Lupo, 1989), Pop e Ingham (Pop
and D.Ingham, 1993), Trevino (Trevino and F.Mendez, 1997) y Vynnycky
(Vynnycky and S.Kimura, 1998). Perelman fue el primero en considerar este
problema de forma acoplada. Luikov obtuvo dos soluciones aproximadas, la
primera basada en un analisis diferencial y la segunda basada en el método
integral, donde asumié formas polinomiales para el perfil de velocidades y
temperatura. Luikov obtuvo un criterio usando el nimero de Brun para de-
cidir cuando considerar el problema como conjugado. Concluy6 que cuando
el nimero de Brun es menor que 0.1 la resistencia térmica de la pared puede
ser despreciada, es decir el problema puede considerarse como no conjugado
porque segun Luikov el Nusselt calculado bajo estas condiciones tendra sélo

el cinco por ciento de error respecto al Nusselt real.

Payvar (Payvar, 1977) utilizé la aproximacién de Lighthill para grandes

nimeros de Prandtl y obtuvo una ecuacién integral la cual resolvié numéri-
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Figura 1.2: Esquema del problema de transferencia de calor estudiado en la

literatura

camente. El también obtuvo soluciones asintéticas para numeros de Prandtl
grandes y pequenos. Pozzi y Lupo (Pozzy and M.Lupo, 1989) resolvieron el
problema con el método de desarrollo en series y obtuvieron una primera
serie valida para valores pequenos de x (coordenada a lo largo de la placa) y
una segunda serie valida para valores grandes de x. Ademas demostraron que
si la serie para valores pequenos de x es transformada utilizando una trans-
formacion de Padé, ésta puede describir de manera muy precisa la solucion
en todo el dominio del flujo. Aunque este método de solucién es interesante,
requiere una gran cantidad de trabajo numérico para encontrar las soluciones
de ecuaciones diferenciales ordinarias interrelacionadas. De hecho, el trabajo
numérico requerido puede ser mayor al necesitado para resolver numérica-
mente el problema completo. Trevifio, et.al. (Trevino and F.Mendez, 1997),
consideraron la transferencia de calor longitudinal y transversal en la placa,
lo que articulos anteriores no habian hecho. Con la inclusion de la transferen-
cia de calor longitudinal el conjunto de ecuaciones que gobiernan el fenémeno
son elipticas y las resolvieron usando la aproximacion de Lighthill (Lighthill,

1950) para ntumeros de Prandtl muy grandes comparados con la unidad.
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Ademas utilizaron técnicas asintéticas y numéricas, comparando finalmente
ambas soluciones. Ellos concluyeron que el nimero de Nusselt promedio es
ligeramente mayor que cuando no se considera la transferencia de calor lon-
gitudinal en la placa. Recientemente Wang (Wang, 1997), formul6 el mismo
problema pero considerando fluidos no newtonianos. Utiliz6é el modelo de la
ley de potencias 7 = pu(0U/0y)™ usada para fluidos no newtonianos, la cual
dice que si el exponente es n < 1 corresponde a pseudoplasticos, si n = 1 co-
rresponde a fluidos newtonianos y n > 1 a fluidos dilatantes. Wang resolvié el
problema numéricamente utilizando el método de diferencias finitas y pudo
estudiar los efectos del nimero de Prandtl y la no linealidad de los fluidos
en los perfiles de temperatura de la placa. Finalmente Kikuji Chida (Chida,
2000), obtiene de forma numérica la temperatura de superficie de la placa
plana considerando la conduccién de calor longitudinal y transversalmente.
Chida, compara sus resultados con los obtenidos por Payvar, Luikov y Pop.
Esta comparacién puede verse en la Figura 1.3. Aqui el perfil de tempera-
tura de superficie de la placa normalizado T} es graficado para Pr =0.72.
Los resultados de Chida concuerdan muy bien con los de Payvar y Luikov.
Segin Chida, si la coordenada x* para los resultados de Pop e Ingham fuese
multiplicada por (1/4), entonces sus resultados coincidirian con los demds

autores.

Debido al hecho de utilizar propiedades térmicas constantes del fluido
(conductividad térmica, densidad y calor especifico), la ecuacién de la energia
es lineal e independiente de la ecuaciones de conservacién de masa y balance
de cantidad de movimiento, hay entonces una representacién integral del flujo
de calor hacia el fluido como funcién de la distribucién de temperatura de la

placa. Un caso especial es cuando la temperatura de la placa experimenta un
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Figura 1.3: Comparacién de los resultados de varios autores para la tempe-

ratura de superficie 7). (reproducida de (Chida, 2000))

cambio abrupto de T, (que corresponde a la temperatura del fluido en co-
rriente libre ) a T, Ty # Two(ver figura 1.4). Lighthill (Lighthill, 1950)para
este problema obtuvo una solucion de autosemejanza asumiendo que el espe-
sor de la capa limite térmica es muy pequeno comparado con el espesor de la
capa limite viscosa, la cual da una excelente aproximacién ain para numeros
de Prandtl de orden unidad. El flujo de calor en este caso muestra una singu-
laridad en la posicién donde ocurre el salto de temperatura (ver figura 1.4).
Con el objetivo de evitar esta singularidad usaremos dos materiales diferentes
con propiedades térmicas distintas. Basicamente, necesitaremos un material
con conductividad térmica pequena y practicamente despreciable para cubrir
la longitud inicial de la placa. En esta configuraciéon habra un pequeno pero
finito flujo de calor en la interfaz de las dos secciones de la placa. Este flujo
perturbara el flujo de calor al fluido y destruird su comportamiento singu-
lar en la posicion de la interfaz. Bajo estas condiciones es necesario resolver

un problema de transferencia de calor conjugado. Existen también muchos
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articulos relacionados con la transferencia de calor de flujos compresibles. En
este trabajo se considera el fluido como incompresible.

y N

Figura 1.4: Esquema del problema estudiado por M. Lighthill

1.3. Objetivos

Los objetivos del presente trabajo son:

x Obtener el proceso de transferencia de calor para una placa plana con
un salto en su temperatura de superficie, colocada paralela a un flujo

incompresible y forzado.

x Utilizar los métodos de perturbacion para encontrar soluciones analiticas

al problema para casos limites importantes.

x Resolver el problema de forma numérica utilizando el método de

diferencias finitas.

x Comparar las soluciones analiticas con los resultados numeéricos.



Capitulo 2

Modelos Matematicos

En este capitulo se plantea el problema fisico estudiado. Se establecen
las ecuaciones que rigen el fenémeno fisico y sus condiciones de frontera y se

presenta la metodologia usada para resolver el problema.

2.1. Ecuaciones que gobiernan la mecanica de

fluidos

El andlisis presentado a continuacién estd basado en libro (Brodkey,

1995).

2.1.1. Balance de propiedades generales

El balance de una propiedad general se puede hacer sobre un elemento

de volumen v que se mueve con velocidad de corriente U. Las propiedades
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(masa, momento y energia) por unidad de volumen las denotaremos como
y el flujo de dicha propiedad como W. El flujo neto a través de la superficie

estara dado por la integral de superficie cerrada

]{ (@-dS) (2.1)
S
La integral sera negativa para flujos hacia dentro de la superficie y positiva

para flujos hacia fuera. La generacion de la propiedad por unidad de volumen

y tiempo serd denotada por ¢, entonces la generacion dentro del volumen es

/y %dv (2.2)

La razén de cambio de la propiedad en el volumen es

4 foa) o3

Debido a que la razén de cambio dentro del volumen debe ser igual al flujo

neto a través de la superficie mas la generacion, entonces el balance queda

(o) fom fon s

El término de la izquierda es el cambio total de la propiedad en v . Este

representado por

puede ser reescrito como

4 ( / wdv> - vwas)+ [v/ona, (25

donde el término de la derivada parcial considera la razén de cambio con
respecto al tiempo en v, mientras que el otro término representa el cambio

de la propiedad asociado con el movimiento del elemento de volumen con
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velocidad U. El resultado se obtiene de la diferenciacién de una integral. La

ecuacién (2.4) se reescribe como

j'{ »(U-dS)+ / (O )0t)dv = — fi (W-dS)+ / W, dv (2.6)

El teorema de Gauss senala que

/v<v A)do = — ]g(A-dS). (2.7)

Combinando (2.6) y (2.7) obtenemos

/ {aw/at + (V- 9U) + (V- \I:)—{pg] dv = 0.
Debido a que la expresién es verdadera para cualquier region en el espacio,
entonces
D)0t + (V- pU) + (V- ¥) =1y, = 0, (2.8)
la cual es la ecuacién general de cambio para la propiedad . El elemento
de volumen pudo haberse considerado como estacionario en la corriente del

fluido, en cuyo caso el segundo término seria cero.

Es interesante resaltar que el andlisis macroscépico realizado con ante-
rioridad, coincide con un analisis microscopico, proveniente de la Fisica Es-
tadistica. Aqui, mediante una aproximacion molecular se deduce la ecuacion
de Enskog (ecuacién general de cambio), para un gas monoatémico diluido.
Esta ecuacion debe ser sumada sobre todas las n moléculas para obtener el

equivalente de ecuacién (2.8).

2.1.2. Ecuacién de conservacion de masa

Para obtener expresiones explicitas de las ecuaciones de cambio, debemos

sustituir las propiedades y flujos dentro de las ecuaciones generales. En esta
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seccion, la ecuacién (2.8) sera utilizada.

La propiedad macroscépica de la masa por unidad de volumen es la den-
sidad p. El flujo de masa en este caso es cero, debido a que el elemento bajo
consideracién se mueve con la velocidad de corriente U. La generacion de

masa es cero. La ecuacion general de balance (2.8) es entonces
op/ot + (V-pU) =0 (2.9)
En términos de la derivada material

Dp/Dt = (0p/0t) + U-Vp (2.10)

La ecuacion (2.9) queda por lo tanto
Dp/Dt = —p(V - U). (2.11)

Si el material es incompresible, la densidad es constante, entonces obtenemos
de (2.11)
(V-U)=0

Las ecuaciones (2.11) y (2.9) son formas de representar la ecuacién de
continuidad. Si la densidad en un volumen dado es decreciente con el tiempo,
entonces debe haber un exceso de flujo que sale sobre el que entra; el término
(V-U) debe ser una funcién positiva creciente (la divergencia de la velocidad).
El término divergencia significa exceso de flujo que sale sobre el que entra en

un volumen dado.
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2.1.3. Ecuacion de balance de cantidad de movimiento

La propiedad macroscopica de la cantidad de movimiento por unidad de
volumen es pU, el flujo de la cantidad de movimiento es el tensor de presion
P. Sin embargo, debido a que la cantidad de movimiento puede ser modificada
por fuerzas de campo tales como la gravedad, la ecuacion general de balance

se puede escribir como
0pU /0t + (V- p(UU)) + (V- P) = > pF, =0 (2.12)

donde F, representa las fuerzas de campo por unidad de masa. Usando la
identidad (V - p(UU)) = (pU-V)U 4+ U(V - pU), v

opU _ 0U . Op
ot "ot T ot

La ecuacion (2.12) se reescribe como

ou  0p

4+ - (V.-P)— . F 2.1
P +8t (V-P)—(pU-V)U+ ES pF (2.13)
Combinando ésta con la ecuacién de continuidad (2.9) y expresandola en

términos de la derivada material, obtenemos

pE =—(V- P)+Zst (2.14)

Dt
La Ecuacién (2.14) es una forma de la ecuacién de balance de cantidad
de movimiento, e indica que la velocidad de un elemento cambia (se acelera)
por el gradiente del tensor de presiones y por fuerzas externas. Se puede
demostrar que el tensor de presién P se compone de dos términos ( pre-

sién estatica y esfuerzos viscosos), por lo tanto, el cambio en la velocidad se
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deberd al gradiente en la presién estatica, —(1/p)Vp, y al término que pro-
duce una desaceleracién en el elemento del fluido debido al esfuerzo viscoso,
—(1/p)(V-7). La ecuacién (2.14) es una expresién matematica de la segunda

ley de Newton.

La ecuacién de cantidad de movimiento (2.14) puede ser modificada di-
vidiendo el tensor de presion P en un tensor de presion estatica y un tensor
viscoso. Finalmente aplicando ciertas identidades vectoriales obtenemos la

conocida ecuacién de Navier-Stokes

DU 1 )
S = ~Vp+uV(V-U) + VUL Z pF, (2.15)

donde u representa la viscosidad dinamica del fluido.

2.1.4. Ecuacion de conservacion de la energia

La propiedad macroscopica de la energia interna por unidad de volumen
es pe, donde e es la energia interna por unidad de masa. El flujo de energia
debido al flujo de calor por conduccién y difusion se denota por q. Aqui no
se toma en cuenta generacién de energia por medios eléctricos, quimicos o
nucleares. Sin embargo, se realiza un trabajo (fuerza x distancia) hacia el
fluido. Este consiste de dos partes: primero, el trabajo hecho sobre el fluido
el cual es asociado a fuerzas de bulto (todas las fuerzas de campo pFy);
y segundo, el trabajo hecho por el fluido el cual esta asociado con fuerzas
de superficie (fuerzas viscosas y de presién) como se describe en el tensor
de presion (P-dS). En este caso el trabajo por unidad de tiempo (fuerza x

velocidad) es

/U?bgdv = /vZ(U-pFS)dv — fiU-P-ds (2.16)
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Aplicando el teorema de Gauss a la ecuacion anterior y luego de ciertos
arreglos matematicos, podemos sustituirla en la ecuacién (2.8) y expresar
esta ultima en términos de las energias interna y cinética
8[p(6+%UQ)]/ﬁt—i—(V-p(e—l—%UQ)U +(V-q)+V-(U - P)—U-zs: pFS—Z:(J-Fs) =0
(2.17)
donde J = —DVp (ley de Fick). Aqui J es el vector de flujo mésico y D es

la difusividad de masa.

El tensor de presion se puede dividir en dos términos: un término de
trabajo-presién-volumen, asociado con efectos de compresiéon —p(V-U) y un
término de disipacién viscosa —7 : (VU). Con lo anterior y usando ciertas

identidades vectoriales (2.17) se reescribe como

p(De/Dt) = —(V-q) = p(V-U) = 7: (VU) + > (J-F,) (2.18)

Fisicamente esta ecuacion nos dice que la energia interna cambia debido
al flujo de calor, efectos de expansion, calentamiento viscoso y por fuerzas
externas. Existen otras maneras de representar la ecuacién de la energia,
ya sea en funcién de la entalpia, energia cinética o temperatura. Una forma
importante para el andlisis de la transferencia de calor es la ecuacién de la
energia en términos de la temperatura. Esta se puede obtener expresando la
energia interna en términos termodinamicos, presion, volumen y temperatu-

ra. Usando esto en la ecuacién (2.18), el resultado es
pcy(DT/Dt) = kV°T + Dp/Dt + ©+ Y (J-F,) (2.19)

donde se introdujo la ley de Fourier q = —kVT, la capacidad calorifica a
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volumen constante ¢, y la funciéon de disipacion ® definida como
(2.20)

En la ecuacién (2.19), el lado izquierdo representa al cambio como funcién
del tiempo de la energia interna, mientras que el lado derecho representa,
respectivamente, la razén de difusion de calor al fluido, la razén de trabajo
hecha sobre el fluido por compresion y la razén de disipacion viscosa por

unidad de volumen.

2.2. Planteamiento del problema

El modelo fisico analizado se muestra en la Figura 2.1. Una placa plana
delgada de longitud L y espesor 2h se coloca paralela a un flujo forzado de
un fluido incompresible con velocidad de corriente libre Uy, temperatura T,
y conductividad térmica k. La placa esta compuesta de dos materiales con
diferentes propiedades térmicas. El primer material tiene una conductividad
térmica finita k,. Este material estd localizado desde el borde delantero y
tiene una longitud xy. Le sigue el segundo material con una conductividad
térmica extremadamente grande y que tiene una temperatura uniforme Tj.
Las coordenadas cartesianas son x en la direccion longitudinal y y en direccion
transversal con el origen del sistema cartesiano en la esquina izquierda de la
placa plana. Se considera al flujo incompresible, estacionario y bidimensional,

ademas se desprecian los efectos de borde hidrodindmicos.
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Figura 2.1: Esquema del problema de transferencia de calor estudiado

2.3. Ecuacién de conservacién de masa para

el problema

Debido a que consideramos al flujo como incompresible, estacionario y
bidimensional, la ecuacién de conservacion de masa (2.9) se escribe (White,

1979)

ou oV
U= 22 1+2" _
v 0x+(3y

donde U es el vector velocidad del fluido, U y V son las componentes de la

0 (2.21)

velocidad en la direccion = y y respectivamente.
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2.4. Ecuacién de capa limite

Al considerar un fluido viscoso en movimiento estacionario, sobre una
superficie plana de longitud L, podemos suponer que las particulas del flui-
do se adhieren a la superficie, entonces las fuerzas de friccién retardan el
movimiento del fluido dentro de una capa delgada cercana a la superficie.
En esta capa delgada (llamada capa limite viscosa §) la velocidad del fluido
decrece desde su velocidad de corriente libre U,, hasta cero en la superficie
(condicién de no deslizamiento). Esta grandiosa observaciéon fue introducida
por Ludwig Prandtl en 1904 quien por esto, es considerado el fundador de la

aerodindmica moderna.

Con esta idea, Prandtl adimensionalizé la ecuacion de balance de canti-
dad de movimiento (2.15) y utilizando el hecho experimental 6 = §/L < 1,
aplicé a (2.15) un andlisis de orden de magnitud. Dedujo entonces que el
término 0°U /0% < 0°U/0%? v que 0p/0y = O(0), aqui las variables tes-
tadas representan la adimensionalizacion de las mismas. Con el andlisis an-
terior la ecuacién de balance de cantidad de movimiento (2.15) para nuestro

problema se simplifica como

oU oU 0*U

(2.22)
donde se considera que el gradiente de presion es cero, debido a que la veloci-
dad de corriente libre U, del fluido es constante. Las condiciones de frontera

para la ecuacion de balance de cantidad de movimiento son
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U = V=0en y=0 (2.23)
U = Uy, para y—

U = Ugxenzx=0: (2.24)

La ecuacién (2.22) sujeta a (2.23) se resuelve facilmente al introducir la va-
riable de autosemejanza n = y/1/Us /vx. (White, 1979). Esta variable trans-
forma (2.22) y (2.21) en una ecuacién diferencial ordinaria de tercer orden,

conocida como ecuacién de Blasius,

af 1 .d*f
— 4+ —f—=0 2.25
a2y T (2.25)
con las condiciones de frontera
df df
f(0)=— =1- — = 0. (2.26)
dn 77:0 dn 7—00

2.5. Ecuacién de la energia en la aproximacién

de capa limite

Si la temperatura de la placa plana es diferente de la temperatura del
fluido, una capa limite térmica o7 también se desarrollard sobre la placa.
En una region pequena, en la vecindad inmediata de la placa, ocurrird una

variacién significativa de la temperatura. Nuevamente tomando en cuenta
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que 67 = 67/L < 1,5 = O(67) y adimensionalizando (2.19) se observa
que 0°T/0x? < 0°T/0y?. Entonces la ecuacion de la energfa (2.19) en la
aproximacién de capa limite para un flujo estacionario, bidimensional e in-

compresible con propiedades termofisicas constantes es

2

—_—. 2.2
ox dy « oy? (227)

donde se ha suprimido el término u/pc,(du/dy)?, el cual es importante sélo
para altas velocidades del fluido. Las condiciones de frontera para la ecuacion

de la energia son

T = Teoenz=0 (2.28)
U = U, para y — 00

T = Topara y=0, z>z9y T =Ty(x) para z < xg

2.6. Analisis de escala

Un analisis de escala para la transferencia de calor en la interfaz entre

ambas porciones de la placa, Q)s, es (Bejan, 1994)

kw(TO — Too)h ]C(TO — Too)l'p

T

Qs ~ (2.29)

p or
donde z, denota la longitud de penetracion térmica caracteristica medida
desde la posicion de la interfaz (ver Figura 2.1) y dr es el espesor de la capa

limite térmica. En la relacion (2.29) el calor que fluye a través de la interfaz,
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finalmente se transfiere hacia el fluido, es decir, debido a que el problema es
estacionario, se cumple la ley de conservacion de la energia. Del balance de
los términos convectivos (UOT /0z) y difusivos (adT?/dy?) en la ecuacién de

la energia del fluido (2.27), se obtiene la siguiente relacién

U(TO — Too) - Oé(TO — Too)
Lp o7

(2.30)

donde U corresponde a la velocidad local del fluido, U ~ Uy,d7/d, con ¢ deno-
tando la capa limite viscosa y « la difusividad térmica del fluido. Del balance
de términos inerciales (UOU/dz) y de friccién (vOU?/dy?)en la ecuacién de
cantidad de movimiento (2.22), se obtiene el orden de magnitud para el espe-
sor de la capa limite viscosa, 0 ~ xy/ Ré/ 2, donde Ry es el nimero de Reynolds
basado en xg, Ry = Uso/v, con v la viscosidad cinematica del fluido. Usan-
do las relaciones (2.29) y (2.30), la longitud de penetracién térmica x, relativa

a xg es

3/5
To  Pr'/® Rg/lo Ty k

donde C; = (3/4)'/3(4/f"(0))}/> =1.495 es una constante incluida por con-
veniencia. El valor de la constante C'; se dedujo luego de adimensionalizar la
ecuacién integro-diferencial para 6, (2.36) .Aqui f”(0) =0.332 corresponde
a la segunda derivada de la funcién de Blasius evaluada en la superficie,

(White, 1979) y Pr es el ntimero de Prandtl del fluido, Pr = v/a.

Si suponemos propiedades térmicas constantes del fluido (conductividad
térmica, densidad y calor especifico), la ecuacién de la energia es lineal e inde-

pendiente de las ecuaciones de conservacion de masa y cantidad de movimien-
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to. Hay entonces una representacion integral del flujo de calor hacia el fluido
como funcién de la distribuciéon de temperatura de la placa. Entonces, el
flujo de calor de la placa con temperatura variable al fluido por unidad de

superficie, g, se puede escribir como (ver apéndice A)

k £ (0) Pr]'"*

Tw(z)

Tt

donde K (z,£) es el Kernel definido por K (z,¢) = [L — (&/2)*4)73 y T, ()
es la temperatura en la interfaz (placa-fluido), la cual se obtendr4 al resolver
la ecuacion de la energia (Laplace) para la placa. T, es la temperatura en
el borde delantero de la placa, T,y = T,,(0) . En la aproximacién de placa
delgada (h/xy < 1) podemos suponer que las variaciones de temperatura
en la direccién transversal de la placa pueden ser despreciadas (placa térmi-
camente delgada). En este sentido, se integra la ecuacién de Laplace en la

direccién transversal para la placa plana en un dominio [0, A, obteniendo
h T a2 2
0*T, 0T,
— 4+ ——ldy*=0 2.33
/0 [3$2+3y*2] ’ (233)

donde y* = y + h. Usando la aproximacién de placa delgada y de la simetria

del problema obtenemos

ET,  10T,(z,h)
=——. 2.34
dz? h  Oy* (2:34)

De la condicién de continuidad del flujo de calor en la interfaz, se cumple la

siguiente condicién de frontera

OTy(x,h) 0T (x,0)
= = —(Qup- 2.
K o k o G (2.35)




2.6 Analisis de escala

25

Sustituyendo la Ecuacion (2.35) en la (2.34), se obtiene la siguiente ecuacién

integro-diferencial adimensional para T, (z)

d*0 (3/4)5 Bu(s)
== ) K(s,£)do! 2.
ds? 53\ /s wl + /owl (s,¢")dd,, (2.36)
donde
Tw(s) — T x
buls) = =7 T = (2:37)

Para el problema, suponemos que el borde delantero de la placa es adiabético
y que la temperatura en s = 1 alcanza la temperatura Ty. En este caso, las

condiciones de frontera para la ecuacién (2.36) se expresan como

db,,

—| =fu()-1=0. (2.38)

s=0

En el problema existe tanto un flujo de energia por conduccién como por
conveccién. Ademas, debido a que el fluido estd en movimiento por algun
agente externo, el fendmeno de transferencia de calor, se denomina proceso de
conveccién forzada. Existe un nimero adimensional conocido como nimero
de Nusselt en el estudio de la conveccion forzada el cual nos proporciona una
medida de la relacién entre la transferencia de calor total y la transferencia de
calor por conduccion. Este nimero, se define como la relacién del coeficiente
de transferencia de calor v multiplicado por una longitud caracteristica [
dividido por la conductividad térmica. Se representa con el simbolo Nu. Es

decir,

Podemos sustituir en la ecuaciéon anterior la definicién del coeficiente de
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transferencia de calor v = ¢,,/(Ty — T) (Kakac and Yener, 1995) y obtener

una nueva expresion para el niumero de Nusselt

Q!

Nuy= — 1w
T (T — T

(2.39)

Por todo lo anterior, para conocer el fenémeno de transferencia de calor
de la placa hacia el fluido en conveccién forzada, utilizaremos el niimero de

Nusselt. Para el problema, el Nu escalado se expresa como

0w (3)
O + / K(s,&YH(1 —&")db,,
Gwl

Qw0 4\ 1 1
Nu = -
k(To —T) \f"(0) ) Pr'3R)? /s
(2.40)

La ecuacién (2.40) proviene de sustituir (2.32) en la ecuacién (2.39).
Aqui H(t) corresponde a la funcién de Heaviside, H(t) = 0 para t < 0
y H(t) =1 para t > 0. La discretizacién de ecuacién (2.40) puede verse en

el Apéndice B.



Capitulo 3

Resultados

En este capitulo se presentan las soluciones numéricas y su comparacion

con las soluciones asintéticas obtenidas para casos limite importantes.

Para los célculos numéricos es conveniente introducir una coordenada lon-
gitudinal definida como 2z = (3/4)%'85%//£%/6. Con esta nueva coordenada,

la ecuacién (2.36) se transforma en

3z

2 z
20, df, 162 l 0 / do, 1, 51)
0

2 dz 3 dz' (1 —2'/2)1/3
la cual se resuelve con las siguientes condiciones de frontera df,,(0)/dz = 0
y 0u(z) = 1 (ver Apéndice C). Aqui z; = (3/4)%18/&%/6. La ecuacién (3.1)
esta libre de parametros, pues el pardmetro € se coloco en la condicién de
frontera. Esta ecuacién se puede resolver como un problema de condiciones
de frontera df,,(0)/dz =0 y 6,(0) = 0, (). Especificando el valor de 6,
en el programa obtenemos el valor de z; como la posicién de la coordenada z

en donde 6, alcanza el valor de la unidad. Una vez que conocemos el valor de
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z; podemos obtener el valor del pardmetro ¢ de la relacién ¢ = (4/3)Y Szf/ °.
La figura 3.1 muestra los perfiles de temperatura adimensional en funcién de
la coordenada normalizada s, para diferentes valores del pardmetro €, al re-
solver numéricamente la ecuacién (3.1) con sus correspondientes condiciones
de frontera. En esta misma figura el caso ¢ = 0 y ¢ — o0 corresponderian
a la funcién 6, = H(s — 1) y 6, = 1 respectivamente. La relacién entre la
temperatura adimensional 6, del borde delantero de la placa (s = 0) y el
parametro €, es obtenida y se muestra en la figura 3.2, donde también se
grafica el comportamiento asintotico de 0, para valores grandes y pequenos
de €. Para valores pequetios de ¢, la aproximacién 6,; = exp(—1/¢) es exce-
lente. En el recuadro de la figura 3.2 se muestra esta relacion. Sin embargo el
comportamiento asintético para valores grandes de € dados por la ecuacion
(3.6) sélo reproduce la solucién para valores mayores de 10. Notemos, que

conforme el flujo de calor penetra mas hacia el lado izquierdo de la placa

(e > 0), la temperatura del borde de ataque 6,,; se incrementa.

La figura 3.3 muestra los resultados numéricos del nimero de Nusselt
Nu en funcién de la coordenada normalizada s. Ademas en esta figura se
grafican las soluciones asintdticas del Nu. Para ¢ = 0, se tiene Nu = H(s —
D1 — (1/5)*4s7Y/2? (Kakac and Yener, 1995) que corresponde a la solucién
clasica de una placa con un salto en la temperatura de su superficie y para
e — 00, Nu = s71/2 (ver Apéndice D) el cual es la solucién de una placa con
temperatura constante. En esta grafica notamos que la singularidad en s = 1
desaparece para valores pequenos pero finitos de ¢, produciéndose un pico en
el nimero de Nusselt en esta posicion con valor decreciente si aumentamos
el valor de €. Una singularidad aparece ahora en s = 0, o sea en el borde

de ataque de la placa. Se observa en esta misma grafica una transicion hacia
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Figura 3.1: Perfiles de temperatura adimensionales para diferentes valores

del parametro ¢

la soluciéon obtenida para una placa plana con temperatura de superficie
constante (¢ — oo) conforme el valor de ¢ se incrementa. El pico en s = 1
desaparece para valores € > 1. La figura 3.3, demuestra que el flujo de calor
hacia el fluido es finito en la posicién donde ocurre el salto de temperatura
cuando se considera la transferencia de calor en la interfaz de los materiales
que conforman la placa. En esta misma grafica, notemos que los resultados
estan acotados por los casos limites analizados en la literatura, es decir,
placa plana con temperatura de superficie constante y placa plana con salto
abrupto en la temperatura de superficie, ¢ — 0o y € = 0 respectivamente. Se
logré demostrar que el flujo de calor hacia el fluido no es infinito al considerar
que existe un flujo de calor en la interfaz de ambos materiales que conforman

la placa; condicién que vuelve mas real el estudio de este problema.
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Figura 3.2: Temperatura adimensional 6,,; del borde delantero de la placa

(s = 0) como funcién del pardmetro e

Las soluciones asintéticas para valores pequenos pero finitos de € com-
parados con la unidad, en otras palabras z, < zy, se obtienen al introducir
la variable interna r = (1 — s)/e en la ecuacién (2.36). Después de ciertas

simplificaciones dicha ecuacién (2.36) se transforma en

20, (r) /" df,, 52)

dr? N ! —
sujeta a las condiciones de frontera 6,,(0) = 1y 6,(c0) = 0 . La solucién a
la ecuacién (3.2) con sus respectivas condiciones de frontera se obtiene facil-

mente y corresponde a la funcién exponencial 6, (r) = exp(—Cr) donde C' es
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Figura 3.3: Niimero de Nusselt Nu en funcién de la coordenada normalizada

s para diferentes valores del parametro e

una constante dada por C' = [['(2/3)]*/?, mientras que I'(2/3) es la funcién
gamma, ['(2/3) = [t /% exp(—t)dt =1.3541 y por lo tanto C ~1.1995. El

numero de Nusselt en este régimen es

AN\ V/3
Nu = (§> C%exp(—Cr), parar >0 (s < 1) (3.3)

Nu = (g)l/g’ exp(—Cr)I'(—=r/C,2/3), parar <0 (s > 1), (3.4)

donde I'(—r/C,2/3) corresponde a la funcién gamma incompleta definida
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como I'(—r/C,2/3) = ff:/c t=1/3 exp(—t)dt. El niimero de Nusselt reducido

/3 Nu para valores pequeiios de ¢ se obtiene de las ecuaciones (3.3) y (3.4)
y se muestra en la Figura 3.4 como funcién de r. Valores positivos de r
corresponden a valores s < 1, con s = 1 — er. El maximo valor del nimero

de Nusselt en s = 1 es entonces (4/3)'/3C?/'/? para ¢ — 0.

1.6 .

1.4- |
1.2 1
1.0+ /|

0.8- /|

113
e Nu

0.6- . |
0.4 ____ |

0.2

0.0 , : . AN
-20 10 0 10

Figura 3.4: Ntimero de Nusselt reducido /3 Nu como funcién de la coorde-

nada interna r

Por otra parte, para valores grandes de € comparados con la unidad, el
proceso de transferencia de calor tiende al de una placa con temperatura
constante en toda su superficie. De la ecuacién (2.36) se puede deducir el
comportamiento para valores grandes de €. Para valores grandes y finitos de

g, la temperatura en la placa es (ver Apéndice E)
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O 1.1364 5,5 0.29056 4
ewl = (b =1 + 8578 / + 510/3 + ... (6 — OO) (35)
con 0,; dada por (ver Apéndice E)
1.1364  1.0008
O =1-— +...(e = 0) (3.6)

25/3 £10/3

Otro parametro de interés es el flujo de calor por unidad de longitud en
la interfaz entre ambos materiales de la placa, Q)s, en * = xy. En forma

adimensional, el nimero de Nusselt Nu* apropiado es entonces

NU/* . sto . aew

" hky,AT  Os (3.7)

s=1
Los comportamientos asintoticos para valores pequenos y grandes de e

comparados con la unidad son (ver Apéndice F)

1.7046  0.8769
=5/3 + £10/3 o

C
Nu*w;,eeOyNu*N €—00. (3.8)

La figura 3.5 muestra al nimero de Nusselt Nu* como funcién de €, obtenido
numéricamente de la ecuacién (3.1). Los comportamientos asintéticos para
valores pequenos y grandes de £ comparados con la unidad, dados por las
ecuaciones (3.8), se muestran también en esta figura. La solucién asintética
para valores pequenos de € reproduce muy bien al Nu*para valores de ¢ del

orden unidad.
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—
S

Hf-l
e

—— Resultados numéricos
~ Umite asintético ,e—0
Limite asintdtico ,e—

Figura 3.5: Numero de Nusselt Nu*

como funcién de ¢



Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo, el proceso de transferencia de calor de un flujo laminar e
incompresible sobre una placa con un salto de temperatura en su superficie
ha sido analizado. Se introdujo un parametro adimensional importante e
definido como la razén de la longitud de penetracién térmica z, entre la
distancia desde el borde de ataque de la placa hasta la posicion del salto
de temperatura xy. Al variar este parametro de 0 a oo se puede estudiar
con el mismo formalismo, desde la transferencia de calor de una placa con
un salto de temperatura en su superficie hasta una placa con temperatura
de superficie constante. Se obtuvieron dos numeros de Nusselt diferentes,
uno de ellos considerando el flujo de calor hacia el fluido Nu y el segundo
considerando el flujo de calor en la interfaz entre los dos materiales que
conforman a la placa Nu*. El flujo de calor hacia el fluido se obtuvo en

funcién del parametro e.

En conclusién, la contribucién mas importante de este trabajo fue de-

mostrar que la transferencia de calor al fluido es finita en la posicién donde
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ocurre el salto de temperatura. Lo cual se logré considerando el intercambio
de calor entre los dos materiales que conforman la placa usando propiedades

térmicas finitas.



Apéndice A

Deduccion del flujo de calor

hacia el fluido

De la literatura, el problema de flujo de calor hacia el fluido para una
placa plana con un salto en su temperatura, (Kakac and Yener, 1995) es

b [Usaos (f7(0)Pr)'* (Ty = To) H (s — 1)
Guw = o5 y 41/3 (1- 3*3/4)1/3

donde s representa la coordenada normalizada s = x/xo y H(t) corres-
ponde a la funcién de Heaviside, H(t) = 0 parat < 0 y H(t) = 1 para
t > 0. Debido a que nuestro problema considera propiedades fisicas del flujo
constantes, la ecuacion de la energia es lineal en la temperatura, entonces
el principio de superposiciéon puede usarse para resolver el problema de su-
perficies con temperatura variable. Esta superposicion es conocida como el

método de Duhamel.
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A.1. Método de Duhamel

Consideremos nuevamente el problema de la placa plana con temperatura
de superficie variable. La ecuacién de capa limite de la energia con condiciones
de frontera generales estd dada por las ecuaciones (2.27) y (2.28). Es posible
construir la solucién de T'(x,y), si fraccionamos la temperatura de la super-
ficie T);(x) en un numero constante de pasos y después se superponen las
soluciones para temperaturas de superficie constantes de cada paso. Notando

la linearidad del problema escribimos T'(x,y) de la siguiente forma

T(x,y) =T = [Tw(0) = Tu] $(0,2,y) (A1)
+ [Tw(&1) — Tw(0)] ¢(&1, 2, y)
+ [Tw(&) - Tw(fl)] d(&, 2, y)

+...

+ [Tw(én) - Tw<€n,1)] ¢(£n; Z, y)a

donde ¢(&, z,y) es la solucién del siguiente problema auxiliar

¢ = Oparaz=¢ (A.3)
¢ = 0para y— o0

o = O0Oeny=0paral0< z<fy¢=1parax>E¢.

Introduciendo ATy, . = Tyy(&m) — Tw(€m—1) escribimos la ecuacion (A.1)
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como

n

T(.Q?, y) - TOO = [Tw(O) - TOO] ¢(O7 T, y) + Z ¢(€m7 T, y)ATw,mv (A4)

m=1

la cual puede ser escrita de la siguiente forma

A7—111),711
Adm

T($7y) - TOO = [Tw(O) - TOO] ¢(075B7y) + Z ¢(£mv z??/) Agm? (A5)

donde se introdujo A&, = &, — &._1.Finalmente en el limite n — oo, la

ecuacién (A.5) se escribe como

dT,

T y) — T = [T(0) — Too) 6(0, 2, 9) + /0 (e, Wl (1)

Este resultado es conocido como la superposiciéon integral de Duhamel. El

flujo de calor de la placa al fluido es, de la ecuacién (A.6)

dT,

e (A7)

quw = [Tw(0) — Too] R(0, ) +/ h(&, x)
0
donde h(&, ) es el coeficiente local de transferencia de calor definido como

a¢(£7 :C, 0)

(A.8)

Asumiendo un polinomio de tercer grado para ¢(&, z,y), el método integral

reduce (A.8) a

ot (0 Pr]” e

e o) = RO [ (/] (A9)

Sustituyendo la ecuacién (A.9) en la (A.7), se obtiene el flujo de calor hacia

el fluido

_ kel (0) Pr] ’ 34113 dT,,
quw = ;Re; QT [Tw(o) —Tx +/0 [1 — (&/x) ] d_fds}

(A.10)



Apéndice B

Discretizacion del numero de

Nusselt, Nu

4/3

Utilizando el cambio de coordenada s = (2/2z5)** en la ecuacién (2.40),

se obtiene

Zp\2/3 *de 1 9 d*0 3 db
Nu — (_f) ¥ / w r_— 2/3 wo w
" 2 [6 o o dz' (1— Z’/Z)1/3dz 16228 a2 T 162558 dz (2 <2)

e /Zf b, 1 ,
Nu = <z> {erl— . d (1_2,/2)1/3612' . (2> 2y). (B.1)

La discretizacién del Nu para el caso (z < zy) es simple. S6lo se sustituye la

discretizacion de las derivadas segun el método de las diferencias finitas.
Para el caso (z > zf) se discretiza el espacio z como

z = (E—=1DAz k=1,.n

2= (1—1)AZ i=1,..n,
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entonces existe un a = i tal que 2’ = (a — 1)A2’ = 27, por lo que de la

ecuacién (B.1) la integral se discretiza como

*df, 1 i R— [ du
dZ = AR — = B.2
/0 d (1—Zys izl( Az )z/ (1) (B-2)
Az
a—1 2/3
3 z Az
= 0 —0) | (1—(i— D=2 -
A O >[( i-n%) ]
a—1 2/3
3 z Az

donde se ha aproximado la derivada como

a0 Gir—0;

_— B.
dz' Az (B.3)

y se ha utilizado la variable u = z’/z. Nétese que por comodidad se ha

redefinido 6,, por #. Sustituyendo en la ecuacién (B.2) w = z/Az se obtiene

/OZf ;Z_j, (1— Z%/Z)l/gdzl — gw 2_: (0ix1 — 0;) [(1 —(i— 1)/w)2/3 -—(1- Z'/wl)Q/S}

=1

a—1
3 1/3 . 2/3 \2/3
S El (0iv1—6;) [(w — i+ 17— (w—1) }

a—1
3 .
= 5101/3 ;1 (0i+1 — 0;) b(w, i),

donde se ha definido b(w,7) = [(w — i+ 1) = (w— z')2/3] Finalmente la

ecuacién (B.1) queda discretizada de la forma siguiente



) ew 3 a—1 .
Nu(z,€) = z)%/(3 22/3 + SGAT g (Oiy1 — 0;) b(w, i) |, (2> z7) (BA4)
i=1



Apéndice C

Discretizacion de la ecuacion

(3.1)

Tal como se hizo en al Apéndice anterior, se discretiza el espacio de la

siguiente manera

z = (k—1)Az (C.1)

7 = (i—1)A7.

Con ello, la integral toma la forma

/ O SR ) /A = (0o
0 dz' (1 - %’)1/3 pry Az (i—1)Az (1 — %/)1/3 .
k—1

B Az G-y (1 —u)l/3

=1 k—1

donde se ha aproximado la derivada
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do b1 —0;
dz' A2
y propuesto el cambio de variable z’/z = u. Después de evaluar la integral

en (C.2) como

= do 1 ) 3(k — 1)1/3 FL | |
[t = S S e 1

i=1
(C.3)
se define
alk,i) = (k—9)*3 — (k—1—1)%3 (C.4)
Con (C.4) , la ecuacién (C.3) se reescribe como
/Z d—e;dz’ = §(k — 13 %(9 —0;)a(k, 1) (C.5)
0 dz’ (1 — Z//Z)l/g - 9 - i+1 ) ; .

Se sustituye la ecuacién (C.5) en la ecuacién (3.1), quedando ésta como

d*0  df 16z

k—1
a% _af _ 16z 3 BSG — 0alk.
3Zdz2 dz 3 lewl * Q(k ! Z»Zl(elﬂ Oi)o(k,7) (C.6)

Discretizando el lado izquierdo de (C.6) segun el método de diferencias

finitas

a9 Oy, — 20,1 + O
dz? Az?

do 0, — 0

dz Az
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se obtiene

0, — 201 + 0o 0, — 01 o 162
32( A7 )‘( A ) =5 |t 3
O COIMMo
16(k — 1)Az2?
3(k—1)(0e—201 1465 2)—(Op—b_1) = %

sujeta a las siguientes condiciones

o) =1

do

52:0 -0
6(0) = Ouw,

k—1) 1/32 0:i1 — 0;)

3

01+ 2(k—

TR VLD S (0
(C.7)

)30y, — O_1)+ ]
—0)alk,i)

donde 6 = 6(z). Agrupando los términos semejantes de la ecuacién (C.7), se

obtiene finalmente

Or[3(k — 1) — 1 — 8AZ2(k — 2)*7]

Qk 2[3(k
— 1 Az

16(k — 1)Az

3

donde k= 3,...,n

Op_1[6(k —1) — 1 — 8AZ2(k —

DY)~

[91 3

3
5(]45 — 1)1/3 Z(&H_l — 62)06
=1

2)"3 (0 — 01— 1)1

(k, i)]




Apéndice D

Solucion asintética (¢ — o)

para Nu.

El flujo de calor adimensional hacia el fluido para (z < zy) segin (2.40)

es

1 fu(s) 1
Nu=— |6, do,, .
A L +/ (1= (€51

Sustituyendo el cambio de variable s = (z/z;)3/* y la definicién ¢ = 0, /0.

se obtiene

Nu= (%)2/3 O [1 i / %u - <zfl/zz/>3/4>1/3} .

Introduciendo en la ecuacién (D.1) las soluciones asintéticas (¢ — 00)
para 0,; y ¢ dadas por las ecuaciones (3.5) y (3.6), respectivamente, se

obtiene
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Nu = (Z—f>2/3 (1 L ) [1 + §z23(2 4/3) + iz B(4,4/3) +
(D2)
donde se introdujo la funcién beta, B(z,y) fo = Z, 72T Finalmente ex-
presando la ecuacién (D.2) en funcién de s = (2/z;)%* y e = (3/4)1/3/(24)/°

se llega a la solucién asintdtica

1 (4/3)"° 3/2
Nu:E T (1 -2, (e — o). (D.3)




Apéndice E

Solucién asintética (¢ — oo) de
la temperatura de superficie de

la placa plana.

Se considera la ecuacién

d*0 do 162 Zde 1
———= O = dz'| . E.1
3 dz? dz 3 [ ! /0 dz' (1 — (//2)3/4)1/3 Z} (E.1)
Definiendo ¢ = 6,, /0., la ecuacién (E.1) toma la forma
d*¢ do 16z “ do 1
3r—m ——=—|1 — dz'| . E.2
ZdZQ dz 3 [ + /O dz' (1 _ (Z//Z)3/4)1/3 21 ( )

Se propone la solucién asintética para valores grandes de € (e — o0) de 6,

¢~ 14b2% 4zt + . (E.3)

Al sustituir (E.3) en (E.2), se obtiene



49

162 @/Z (202" — 402’3)dz, (B.4)
0

2 3 _
32[20+12c2" +...| = 2bz —4cz" 4 ... = ?%- 5 FESESTE

La ecuacion anterior puede simplificarse a tercer orden en z, quedando

16 32023
dbz + 32¢2° = ?Z n 32 B(2,4/3), (E.5)
donde se deduce que
4 4 2
b= - =-B(2,4/3) = -
37 c 9 ( ) / ) 5

Finalmente la solucién asintotica para #,, esta dada por

4 2
¢~1+§f+g#+“. (E.6)

Sustiyendo el cambio de variable z = (3/4)%/1853/4 /25/6 en la relacién (E.6),

se obtiene

0.29056

bu 1'136433/2 $° 4 ... (e = ) (E.7)

Ol ~ 1+ 25/3 ~10/3

Para el limite asintético de 6, se nota que 6, =1 en 2, lo que implica de

la relacién (E.6)

1 445 2,
™ ~1+§4+54+u. (E.8)

Aplicando el binomio de Newton a la relacién (E.8) se obtiene

4, 62,

Finalmente sustituyendo z; = (3/4)%8/e%° en la expresién anterior, ésta

queda como
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ewl

~ 1

~ 1.1364

1.0008

=5/3

£10/3

(E.9)



Apéndice F

Soluciones asintoticas para el

Nusselt de la interfaz, Nu*

De la ecuacién (3.7) y utilizando el cambio de coordenada r = (1 — s) /¢,
el nimero de Nusselt Nu* estd dado por

* Qsﬂfo o 8911)
N =10 AT = Bs

100,

a1 e Or

(F.1)

r=0

Para el caso ¢ — 0, se tiene un comportamiento exponencial para la tem-
peratura en la superficie de la placa, es decir, 6, (r) = exp(—Cr), donde
C' ~1.1995. Al sustituirlo en la ecuacion (F.1), se encuentra el comportamien-

to asintético de Nu* para € — 0, como

C
Nu*~—  e—0 (F.2)
£

El comportamiento asintético € — oo lo obtenemos al sustituir la ecuacion

(3.5) en (F.1), donde se aproxima 6,,; ~ 1, quedando como

., L7046 0.8769
Nu* ~ = + ~i0/3 +..,e—>00 (F.3)
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