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Objetivo

Desarrollar un material de apoyo a la docencia dirigido principalmente a los
estudiantes de la licenciatura en Matematicas Aplicadas y Computacion, como
complemento para la ensefianza de |a asignatura de Métodos Numeéricos |, del
plan de estudios 2006.






| ntroduccion

Al leer € titulo de este trabagjo tal vez te preguntes. ¢porqué elaborar un
material de apoyo ala docencia de Métodos Numeéricos 1?, si en la actualidad
existen muchos libros y paginas de Internet relacionados con este tema.
Efectivamente |o anterior es muy cierto; sin embargo, se han modificado los
planes de estudio de la Licenciatura en Matemadticas Aplicadas y
Computacioén, con €l fin de megorar y actualizar la carrera, siendo € maés
actual el plan de estudios 2006; por lo que creo que € generar un material
didactico de apoyo a la docencia enfocado en la asignatura de Métodos
Numéricos | del plan 2006, me permite contribuir a este fin.

Asi mismo recuerdo platicando con comparieros durante la carrera, el como
nos gustaria encontrar en un solo libro todos los temas explicados de forma
clara'y sencilla referente a las asignaturas que |llevdbamos; debido a que en
muchas ocasiones en algunos libros e tema no estaba explicado tan
claramente o0 en los g emplos no se desarrollaba a detalle como se obtenian los
resultados, y no entendiamos como pasaban de un punto a otro.

Por lo anterior, me decidi a realizar un material de apoyo a la docencia, en €l
cua se explican de forma clara y sencilla los temas de la asignatura de
Métodos Numéricos | del plan de estudios 2006; asi mismo en los gjemplos se
explican a detalle como se obtienen |os resultados.

Este material esta dirigido principalmente a: alumnos que estan cursando
dicha asignatura, alumnos que estan preparando el extraordinario y a los
profesores que laimparten.

En & capitulo I, se explicara que son los métodos numéricos, € andlisis de
error, asi como las herramientas disponibles para el andlisis numeérico.

En e capitulo I, se expondran algunos métodos numéricos para hallar raices
reales de ecuaciones no lineales de una variable, que satisfacen a una ecuacion
del tipo f(x)=0, incluyendo los métodos de biseccidn, falsa posicion, de
Newton y finalmente de la secante.

En & capitulo 111, se describirdn algunos métodos numéricos para hallar los
vaores x,x,...x. que en forma simultanea satisfacen a un sistema de

ecuaciones lineales.

En el capitulo IV, como complemento del capitulo Ill, se trataran algunos
métodos numéricos para factorizar una matriz A, en la forma LU ; mismos
que también sirven para hallar los valores x,x,.,...x, que en forma simultanea

satisfacen a un sistema de ecuaciones lineal es.
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Capitulo 1

Analisisded error

1.1 Introduccién

Un método numeérico es un procedimiento mediante el cual se obtiene, casi siempre
de manera aproximada, |a solucion de ciertos problemas realizando célculos puramente
aritméticos y légicos (operaciones aritméticas elementales, calculo de funciones,
consulta de unatabla de valores, etc.).

Cuando se emplean los métodos numéricos para resolver algun tipo de ecuacion se
debe aque:

1. No existe solucion exacta.

2. Resolverla de manera anditica es demasiado costoso en cuanto a trabajo, 6
incluso imposible.

Al aplicar los métodos numéricos se sigue un procedimiento que consiste en una
lista finita de instrucciones precisas que especifican una secuencia de operaciones
algebraicas y légicas (algoritmo), que producen una aproximacion de la solucion del
problema (solucién numérica) 6 un mensgje. La eficiencia en e caculo de dicha
aproximacion depende, en parte, de la facilidad de implementacién del agoritmo y de
las caracteristicas especiales y limitaciones de los instrumentos de cdculo (las
calculadoras o computadoras). En general, a emplear estos instrumentos de calculo se
introducen errores; |os cuales se desean cuantificar y minimizar.

Existen dos tipos de errores que estén relacionados directamente con los métodos
NUMEricos:

1. Errores de redondeo.
2. Errores de truncamiento.

Sin embargo existen otro tipo de errores como las equivocaciones, errores de
formulacion o del modelo, incertidumbre en la obtencién de datos, entre otros; aunque
los métodos numéricos pueden estudiarse en su mayoria de los casos, en forma
independiente de estos errores. Por consiguiente se supondra que no hay errores por
equivocaciones, que el modelo es adecuado y que se esta trabajando sin errores en las
mediciones de |os datos.
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1.2. Errores de redondeo: aritmética del punto flotante,
erroresdetruncamiento, absoluto y relativo

Los métodos numéricos dan una aproximacion a la solucion analitica (solucion
exacta), es decir existe cierto error en la solucion numeérica; por lo que es muy
importante el estudio de |os diferentes tipos de error.

Antes de analizar los errores asociados con los métodos numéricos, es Util repasar
algunos conceptos bésicos referentes a la representacion aproximada a los nimeros
mMiSmos.

El concepto de cifras o digitos significativos se ha desarrollado para designar
formalmente la confiabilidad de un valor numérico. Las cifras significativas de un
nimero son aquellas que pueden utilizarse en forma confiable. El digito principal (6
més significativo) de un nimero real x no nulo, es el digito no nulo més a laizquierda
de su expansién decimal. Todos los digitos incluyendo los ceros a la derecha del digito
significativo principal, son significativos y € ’ultimo desplegado se llama digito menos
significativo. Sin embargo los ceros a la izquierda del digito significativo principal no
son significativos. Asi el digito significativo principal de 0.067 es 6 (no cero), pero €l
digito menos significativo de 1.090 es el cuarto digito significativo, cero (no € tercero
9).

Error absolutoy relativo

Se denomina error absoluto de un nimero x, que aproximaaotro x, aladistancia

entre ellos. Si s6lo se dispone de que € error es por gemplo 1m, no se sabe nada de la
fiabilidad del resultado, ya que no es o mismo decir que se ha cometido un error de un
metro al medir la altura de una persona que a medir la distancia entre dos galaxias. Se
debe reflgjar de alguna manera“lo que se esta evaluando” en €l dato del error. Para esto
se utiliza el error relativo que es e cociente entre el error absoluto y el objeto evaluado.

Cuando se manejan cantidades “muy grandes’ o “muy pequefias’, € error absoluto
puede ser engafioso, mientras que el error relativo es mas significativo en estos casos.

Si se cuenta con la solucién analitica se puede calcular el error verdadero en forma
exacta:

Definicion 1.2.1 Error absoluto, relativo y relativo porcentual cuando se conoce la
solucion analitica.

S X, esunaaproximacion a X,
1. € error absoluto verdadero se define como:

Eqv = \X—Xn\ (1.1
2. € eror relativo verdadero como:

X=X,
X

r,v

‘ siemprequex = 0 (1.2)

3. y € error relativo porcentual verdadero como:
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& (%) = ‘ﬂ‘loo% siemprequex = 0 3
’ X

BEjemplol.2.1 Se deseamedir lalongitud de un puente y lade un tornillo, y se obtiene
5999cm y 5cm, respectivamente. Si los valores verdaderos son 6000cm y 6cm,
calcular e error absoluto verdadero y el error relativo porcentual verdadero; y compare
los resultados.

Con los datos anteriores, se sabe que para el puente x=6000cmy x, =5999cm, y
para € tornillo x=6cm y x, =5cm. Se comienza calculando e error absoluto
verdadero con la ecuacion (1); obteniéndose:
|6000cm —5999cm| = 1cm paragl puente

|6cm —5cm| =1cm paraeltornillo

ga,v

ga,v

Después se cacula el error relativo verdadero porcentual con la ecuacion (1.3);
obteniéndose:

&, = [%%%2%100% = 0.01666667%  paraelpuente
&, = |%5%100% = 16.66666667% paraeltornillo

.. Aunque ambas medidas tienen un error absoluto verdadero de 1cm, no dice nada

sobre la fiabilidad del resultado; a diferencia del error relativo porcentual verdadero del
tornillo que es mucho mayor; con lo que se puede concluir que se ha hecho un buen
trabajo en lamedicion del puente; mientras que lamedicion para el tornillo serealizo de
manera deficiente.

En laredidad la mayoria de las veces no se cuenta con la solucion analitica, por 1o
que solo se tiene una aproximacion del error.

Ciertos métodos numéricos usan un método iterativo para calcular la solucién
numérica; en tales métodos ésta se calcula considerando la aproximacion anterior. Este
proceso se efectlia varias veces, esperando cada vez una mejor aproximacion a la
solucién, en tales casos € error se puede calcular como se indica a continuacion:

Definicion 1.2.2 Error absoluto, relativoy relativo por centual.
S X, , esunaaproximacion a x,,
1. € error absoluto se define como:
£a =[¥% =% (14

2. € error relativo como:

Sr:

‘M siemprequex, # 0 (15)

3. y € error relativo porcentual como:

& (%) = % 100%  siemprequex, #0 (16)

En los métodos iterativos, € error relativo (por ser més significativo) se utiliza
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como uno de los criterios de paro. (Ver capitulo 2: secciones 2.1, 2.2, 23y 24,y
capitulo 3: seccion 3.4).

Error deredondeo

Los errores de redondeo se producen ya que los nimeros pueden requerir para su
representacion decimal, de unainfinidad de digitos. En la préctica, para su manejo sélo
debe considerarse un nimero finito de digitos en su representacion, procediéndose a su
determinacion mediante un adecuado redondeo. Un caso tipico lo presentan las
computadoras que, en su memoria, amacenan solo representaciones finitas de los
nUmeros.

Lasreglas para redondear un nimero son las siguientes:

1. Si e primero delos digitos descartado (n+1) esmenor que 5, no seadterael n-
ésimo digito.

2. Si el primero de los digitos descartado (n+1) es mayor que 5, se suma uno al
digito dela n-ésima posicion.

3. Si € primero de los digitos descartado (n+1) esigua que 5, se redondea como
en el caso delasegundaregla

BEjemplol.2.2 Redondear € nimero 4179.3650002 a 4, 5, 6 y 7 digitos; y €
nimero 3.14159 a 3, 4 y 5 digitos; siguiendo las reglas de redondeo.

Se redondea el nimero 4179.3650002 :

1. A 4 digitos, como el primero de los digitos descartado es 3y es <5 no cambian
los digitos restantes: 4179

2. A 5 digitos; como el primero de los digitos descartado es 6y es >5 sele
agrega un uno a ultimo de los digitos. 4179.4

3. A 6 digitos; como el primero de los digitos descartado es 5y es =5 se le
agrega un uno a ultimo de los digitos. 4179.37

4. A 7 digitos; como el primero de los digitos descartado esOy es <5 no cambian
los digitos restantes: 4179.365

Después se redondea el nimero 3.14159:

1. A 3 digitos; como € primero de los digitos descartado es 1y es <5 no cambian
los digitos restantes: 3.14

2. A 4 digitos, como el primero de los digitos descartado es 5y es =5 se le
agrega un uno a ultimo de los digitos: 3.142

3. A 5 digitos; como €l primero de los digitos descartado es 9 y es >5 se le
agregaun uno al ultimo de los digitos. 3.1416

Al resolver un problema matematico por medio de la computadora € namero
limitado de digitos provoca errores de redondeo. En algunos casos, estos errores causan
efectos muy serios y hacen que los resultados de los célcul os carezcan por completo de
sentido. Por esta razdn es importante saber como se representan los nimeros en la
computadora.
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Aritmética del punto flotante

El sistema numérico que se usa cotidianamente se llama sistema decimal. La base
del sistema numérico decimal es 10. Sin embargo, las computadoras no usan el sistema
decimal en los célculos ni en lamemoria, sino que usan €l sistema binario (base 2).

La base de un nimero se denota por medio de un subindice; por gemplo: 3,224,
es 3.224 en base 10 6 1001.11,, €s 1001.11 en base 2.

Un esguema de amacenamiento ampliamente usado para la forma binaria es el
estdndar de la IEEE Standard for Binary Floating-Point Arithmetic. Esta forma fue
definida por e Institute of Electrical and Electronic Engineers, IEEE (Instituto de
Ingenieros Eléctricos y Electronicos). En general los fabricantes de las
microcomputadoras utilizan este estdndar para el hardware de punto flotante.

Para almacenar un nimero en forma binaria, primero se normaliza; es decir, se
vuelve a escribir e numero, en un equivalente binario de notacion cientifica
convencional, desplazando el punto decimal inmediatamente a la derecha del primer bit
significativo del nimero (es decir después del primer 1 de izquierda a derecha). Luego
el resultado se multiplica por 2", si € punto se desplazé n posiciones alaizquierda, o
por 27" si e punto se desplazd n posiciones ala derecha; la multiplicacion es necesaria
para recuperar €l valor original del nimero.

Un nimero de punto flotante se puede escribir en la forma normalizada general, de
la siguiente manera:

V = (=1)°(L),(2), L7

donde V es el nUmero de punto flotante, s es el bit de signo, cuyo valor puede ser 0 6
1 (s s=1 indica un nimero negativo, s s=0 indica un nimero positivo). Los bits
significativos del nimero estan contenidos en la cantidad(1.f), que se denomina
mantisa. Lapotenciat a final de larepresentacion es la caracteristica 6 exponente.

El valor binario del exponente t no se almacena directamente; en vez de ello, se
almacena en forma sesgada o equivalente como un valor binario no negativo c. La
relacion del exponentereal t en términos del valor amacenado ¢ y el sesgo b es:

t=c-b (1.8)
=c=t+b (1.9

donde b, toma un valor 127 para precision simple (32 bits) y 1023 para precision
doble (64 bits).

El formato de precision simple usa 32 bits, de los cuaes el primer bit (Ilamado bit
mas significativo), esta reservado para €l bit del signo s; los 8 bits siguientes se usan
para almacenar un patron de bits que representan el exponente t en forma sesgada (¢) y

los 23 bits restantes se usan paralamantisa f . S6lo se almacenala parte de la mantisa
denotada por f porgue €l digito principal sempre esigual a 1 y se entiende que forma
parte del nimero.
il NEEEENNNENEREENNEREEEEE
— = ~ 7S ~ -
Signo s Exponente ¢ Mantisa f

El formato de precision doble usa 64 bits, de los cuales € primer bit, esta reservado
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para el bit del signo s; los 11 bits siguientes se usan para almacenar un patrén de bits
que representan el exponente t en forma sesgada (c) y los 52 bits restantes se usan

parala mantisa f . S0lo se dmacena la parte de la mantisa denotada por f porque €
digito principal siempre esigual a 1 y se entiende que forma parte del nimero.

Igsiinnmnnnnnnnnnnnnmnmnnnmmnm
—— - - -

Signo s Exponente ¢ Mantisa f

El exponente es desplazado antes de ser almacenado, gjustando su valor para
ponerlo dentro de un rango sin signo adaptable a una comparacion. Asi, para un nimero
en precision ssimple, un exponente en el rango —126 (-1111110,) a +127 (1111111))

es desplazado mediante la suma de 127 para obtener unvalorenel rango 1 a 254 (0 y
255 tienen valores especiales descritos mas adelante). Para un nimero en precision
doble, un exponente en el rango —-1022 (-1111111110,) a +1023 (1111111111,) es

desplazado mediante la suma de 1023 para obtener un valor en el rango 1 a 2046 (0 y
2047 tienen valores especiales descritos mas adel ante).

Antes de ver como se amacena un nimero en una computadora en una palabra de
32 y 64 bits, es necesario saber como realizar las conversiones del sistema decimal a
binario y viceversa; tanto para nimeros enteros, como para fraccionarios.

Conversiéon de nimer os enter os del sistema decimal al sistema binario

Para convertir un nimero n del sistema decimal al sistema binario, se divide €

nimero n entre 2 y seregistra el cociente ¢, y €l residuo r, resultantes; se divide ¢,
entre 2 y se anotan €l nuevo cociente ¢, y € nuevo residuo r, . Este procedimiento se
repite hasta obtener un cociente ¢ igual a cero con un residuo r.. El nimero

equivalentea n en el sistemabinario queda formado asi: r,,r,_;,f ,,...1;.
BEjemplol.2.3 Convertir —118,, a sistemabinario.

Se comienza dividiendo 118 entre 2; lo que resulte se divide nuevamente entre 2.
Se sigue e mismo procedimiento hasta que el cociente sea igual a cero. Los residuos
son los que forman el nimero en sistema binario. (El signo no se toma en cuenta para
realizar las divisiones, solo se colocad final derealizar la conversion).

118 + 2 = 59 ysobra O donde ¢=5 y r=0
59 + 2 = 29 ysobra 1 c,=29 y r,=1
29 + 2 = 14 ysobra 1 =14 y r,=1
14 + 2 = 7 ysobra O c,=7 'y r,=0
7 + 2 = 3 ysobra 1 =3 Yy r=1
3 + 2 = 1 ysobra 1 =1 y ry=1
1 + 2 = 0 ysobra 1 c,=0 y r,=1 T

o —118, =-1110110,

Conversiéon de nimer os enteros del sistema binario al sistema decimal

Para convertir un nimero n del sistema binario a sistema decimal, se multiplica
cada digito de n por la base 2 elevado a una potencia igual a la posicion del digito,
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tomando como posicion cero el digito mas a la derecha. La suma da el equivalente en
decimal.

BEjemplol.2.4 Convertir —1110110, al sistemadecimal.

Se comienza multiplicando cada digito de 1110110 por 2 elevado a una potencia
igual ala posicion del digito, tomando como posicién cero el digito més a la derecha;
sumando después todos los términos que formaran el nimero en sistema decimal. (El
signo no se toma en cuenta para realizar las multiplicaciones, solo se coloca a final de
realizar la conversion).

—1110110, = (1x 2° +1x 2° +1x 2* + 0x 2° +1x 2* +1x 2" + 0x 2°) = -118,

-, —1110110, =118,

Conversion de nimeros fraccionarios del sistema decimal al sistema binario

Para convertir un nimero n fraccionario del sistema decimal al sistema binario, se
multiplica dicho nimero por 2; el resultado tiene una parte entera € y una parte

fraccionaria f,. Semultiplica ahora f, por 2 y se obtiene un nuevo producto con parte
entera e, y fraccionaria f,. Este procedimiento se repite un nimero suficiente de veces
0 hasta que se presenta f, =0. El equivalente de n en sistema binario queda asi:
O.eeegsp,...
BEjemplol.2.5 Convertir 0.625,, a sistema binario.

Se comienza multiplicando 0.625 por 2; la parte fraccionaria que resulte se
multiplica nuevamente por 2. Se sigue el mismo procedimiento un nimero suficiente

de veces 0 hasta que la parte fraccionaria seaigual a cero. La parte entera que resulta de
estas multiplicaciones esla que forma el nimero en sistema binario.

0625 x 2 = 125 donde =1 y f=025 \’
025 x 2 = 05 e=0 y f,=05
05 x 2 = 10 e=1 y f,=00

" 0.62510=0.101>

Conversiéon de nimer os fraccionarios del sistema binario al sistema decimal

Para convertir un nimero n fraccionario del sistema binario a sistema decimal, se
multiplica cada digito de n por labase 2 elevado a una potenciaigual ala posicién del
digito, tomando como posicién inicial —1, a partir del punto. La sumada el equivalente
en decimal.

BEjemplol.2.6 Convertir 0,101, a sistemadecimal.

Se comienza multiplicando cada digito de 0.101 por 2 elevado a una potenciaigual
alaposicion del digito, tomando como posicion inicial —1, a partir del punto; sumando
después todos |os términos que formaran el nimero en sistema decimal.

0.101, = (Ix 2"+ 0x 2% +1x 2°%) = 0.625,

. 0.1012 = 0.62510
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Ya que se sabe como realizar las conversiones del sistema decimal a binario y
viceversa, a continuacion se veran gjemplos de como se almacena un nimero en una
computadora.

BEjemplol.2.7 Representar €l nimero —118.625 en una palabra de 32 bits usando el
sistemadelalEEE.

Para poder representar —118.625 en un tamafio de palabra de 32 bits, se tienen que
identificar cada una de sus partes (el signo s, el exponente t en forma sesgada (c) y la
mantisa f).

Dado que es un nimero negativo, € signo se representacon s=1.

Primero se escribe el nUmero —118.625 sin signo en base 2, obteniendo primero la
parte entera y después la fraccionaria. El resultado es 1110110.101; resultados
obtenidosen losgemplos 1.2.3y 1.2.5

Ya que se tiene € nimero en base 2, se normaliza desplazando el punto decimal
inmediatamente a la derecha del primer bit significativo del nimero (es decir después
del primer 1 deizquierda a derecha), obteniendo: 1110110.101= (1.110110101),(2%),, -

Se escribe éste nimero de punto flotante en la forma normalizada general, usando la
ecuacion (1.7); obteniéndose:
V =(-1°1.),(2"), = (-1)"(1.110110101), (2°),,
El 2 seelevaala 6, yaque el punto decimal se desplazd 6 veces alaizquierda.

La mantisa es la parte a la derecha del punto decimal, y se rellena con ceros a la
derecha hasta que se obtengan los 23 bits. Es decir f =11011010100000000000000 .

El exponente es t = 6, se necesita desplazarlo para obtener el valor de c, usando la
ecuacion (1.9). Para e formato IEEE de 32 hits, € desplazamiento es b=127:
= c=6+127=133. Este valor se convierte en binario.

133 + 2 = 66 ysobra 1 donde ¢ =66 y r=1
66 + 2 = 33 ysobra O c,=33 y 1r,=0
33 + 2 = 16 ysobra 1 =16 y =1
16 + 2 = 8 ysobra O c,=8 y r,=0
8 + 2 = 4 ysobra O =4 y 1r,=0
4 + 2 = 2 ysobra O cG,=2 Yy 1,=0
2 + 2 = 1 ysobra O ¢c,=1 vy r=0
1 + 2 = 0 vysobra 1 =0 y r,=1 T

= 133,, =10000101,

- —118.625 se representa en una palabra de 32 bits usando € sistema de la |EEE,
de lasiguiente manera:

1] [1ToToTolol1fol][x1oli1Tol1Tol1]ololoJoloTofoloToloJololo]o]
HU,_/L [0jofo1fof1ji1]1fo[1]1]0[1]0[1]0[0[0[0[0[0]0[0[0[0[O[O]O]O]
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Comprobacion:

Este nimero de punto flotante se puede escribir en la forma normalizada general, de
la siguiente manera; (para obtener el valor de t, se utilizala ecuacion (1.8)):

1 10000101 11011010100000000000000=
1)1 (1.11011010100000000000000) (2133127
1)(1.11011010100000000000000)5(2%),, =
1110110.101000000000000005 = —118.625

Lo anterior se obtuvo desplazando 6 posiciones a la derecha € punto decimal de la
mantisa, ya que t =6. Después se escribe e nimero sin signo en base 10, obteniendo
primero la parte entera y después la fraccionaria. El resultado es —118.625, ver los
resultados obtenidos en los gjemplos 1.2.4y 1.2.6.

BEjemplol.2.8 Representar €l nimero 0.2 en unapalabrade 32 bits usando € sistema
delalEEE.

Para poder representar 0.2 en un tamafio de palabra de 32 bits, se tienen que
identificar cada una de sus partes (el signo s, el exponente t en forma sesgada (c) y la

mantisa f).
Dado que es un nimero positivo, el signo se representacon s=0.

Primero se escribe el nimero en base 2, como no tiene parte entera, se obtiene solo
la parte fraccionaria. Se comienza multiplicando 0.2 por 2; la parte fraccionaria que
resulte se multiplica nuevamente por 2. Se sigue el mismo procedimiento un nimero
suficiente de veces 6 hasta que la parte fraccionaria seaigual a cero. La parte entera que
resulta de estas multiplicaciones es la que forma el nimero en sistema binario.

02 x 2 = 04 donde =0 y f =04 J
04 x 2 = 08 e=0 y f,=08
08 x 2 = 16 e=1 y f,=06
06 x 2 = 12 =1 y f,=02
02 x 2 = 04 e=0 y f,=04
04 x 2 = 08 e=0 y f,=08
08 x 2 = 16 e=1 y f,=06
06 x 2 = 12 e=1 y f,=02

= 0.2,=0.0011001100110011001100110011..,

No se sigue multiplicando, debido a que se vuelve a obtener la misma parte
fraccionaria.

Ya que se tiene e nimero en base 2, se normaliza desplazando € punto decimal
inmediatamente a la derecha del primer bit significativo del nimero (es decir después
del primer 1 de izquierda a derecha), obteniendo:
0.0011001100110011001100110011= (1.1001100110011001100110011),(2°),,

Se escribe éste nimero de punto flotante en 1a forma normalizada general, usando la
ecuacion (1.7); obteniéndose:
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V = (1. ),(2"), = (-1)°(1.1001100110011001100110011),(2"*),,

El 2 seelevaala -3, yaque el punto decimal se desplazé 3 veces ala derecha.

La mantisa es la parte a la derecha del punto decimal, y se colocan solamente 23
bits. Es decir f =10011001100110011001100.

El exponente t = -3, se necesita desplazarlo para obtener el valor de c, usando la
ecuacion (1.9). Para € formato IEEE de 32 hits, € desplazamiento es b=127:
= c=-3+127=124. Este valor se convierte en binario.

124 + 2 = 62 ysobra O donde ¢=62 y n=0
62 + 2 = 31 ysobra O c,=31 vy r,=0
31 + 2 = 15 ysobra 1 =15 y =1
15 + 2 = 7 ysobra 1 c,=7 'y r=1
7 + 2 = 3 ysobra 1 =3 Yy r=1
3 + 2 = 1 ysobra 1 =1 vy r=1
1 + 2 = 0 ysobra 1 c,=0 y r=1 T

= 124,,=1111100,

. 0.2 se representa en una palabra de 32 bits usando el sistema de la |EEE, de la
siguiente manera:

[0] [o[1]1]1]1]1]0]o][xJofo [z 1o o 1]1]0 0]11]0]011]0[0[1]1[0]0]

— —

Comprobacion:

Este nimero de punto flotante se puede escribir en la forma normalizada general, de
lasiguiente manera; (para obtener el valor de t, se utilizala ecuacion (1.8)):

1 01111100 10011001100110011001100=

(=1)"(1.10011001100110011001100)5(2124-127),, =

(1)(1.10011001100110011001100)5(27 %) =
0.001100110011001100110011005 = 0.199999988079,,

Lo anterior se obtuvo desplazando 3 posiciones alaizquierda el punto decimal de la
mantisa, ya que t =-3. Después se escribe el nimero en base 10, multiplicando cada
digito de 0.00110011001100110011001100 por 2 elevado a una potencia igual a la
posicion del digito, tomando como posicion inicial —1, a partir del punto; sumando
después todos |os términos que formaran el nimero en sistema decimal.

0.00110011001100110011001100: =
(Ix 234+ 27 +1x 27" +1x 28 +Ax 27 41 272 +
Ix 2P 4Ax 270 +1x 270 +1x 2P +1x 22 +1x2%) =
0.199999988079%10 ~ 0.20

Con gemplo 1.2.8 se puede gemplificar e error de redondeo, ya que € nimero
0.2, para su representacion requiere de una infinidad de digitos, y la memoria de la
computadora en éste caso sélo puede almacenar 32 bits, por lo que a pasar e nimero
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amacenado en la computadora a sistema decimal no resulta exactamente 0.2, sino
0.199999988079.

BEjemplo 1.2.9 Representar el numero 0.2 en una palabra de 64 bits usando €
sistemadelalEEE.

Para poder representar 0.2 en un tamafio de palabra de 64 bits, se tienen que
identificar cada una de sus partes (el signo s, el exponente t en forma sesgada (c) y la
mantisa f).

Dado que es un nimero positivo, el signo se representacon s=0.

Primero se escribe el nimero en base 2, como no tiene parte entera, se obtiene solo
la parte fraccionaria. Se comienza multiplicando 0.2 por 2; la parte fraccionaria que
resulte se multiplica nuevamente por 2. Se sigue el mismo procedimiento un nimero
suficiente de veces 6 hasta que la parte fraccionaria seaigual a cero. La parte entera que
resulta de estas multiplicaciones es la que forma el nimero en sistema binario.

02 x 2 = 04 donde =0 y f =04 J
04 x 2 = 08 e=0 y f,=08
08 x 2 = 16 e=1 y f,=06
06 x 2 = 12 eg=1 y f,=02
02 x 2 = 04 e=0 vy f,=04
04 x 2 = 08 e=0 y f,=08
08 x 2 = 16 e=1 y f,=06
06 x 2 = 12 g=1 y f;=02

=
0.210=0.00110011001100110011001100110011001100110011001100110011...,,

No se sigue multiplicando, debido a que se vuelve a obtener la misma parte
fraccionaria.

Ya que se tiene e nimero en base 2, se normaliza desplazando € punto decimal
inmediatamente a la derecha del primer bit significativo del nimero (es decir después
del primer 1 deizquierda a derecha), obteniendo:

0.0011001100110011001100110011001100110011001100110011001100110011
(1.1001100110011001100110011001100110011001100110011001100110011),(2°),,

Se escribe éste nimero de punto flotante en la forma normalizada general, usando la
ecuacion (1.7); obteniéndose:

V=(DLF),2)=)"1
El 2 seelevaala —3, yaque el punto decimal se desplazd 3 veces ala derecha.

La mantisa es |la parte a la derecha del punto decimal, y se colocan solamente 52
bits. Es decir f =1001100110011001100110011001100110011001100110011001.
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El exponente t = -3, se necesita desplazarlo para obtener el valor de ¢, usando la
ecuacion (1.9). Para € formato |IEEE de 64 bits, el desplazamiento es b=1023:
= ¢=-3+1023=1020. Este valor se convierte en binario.

1020 + 2 = 510 ysobra O donde ¢ =510 y 1r=0
510 + 2 = 255 ysobra O c,=255 vy r,=0
255 + 2 = 127 ysobra 1 c=127 y =1
127 + 2 = 63 ysobra 1 c,=63 y r,=1
63 + 2 = 31 ysobra 1 =31 y r=1
31 + 2 = 15 ysobra 1 =15 y ;=1
15 + 2 = 7 ysobra 1 c,=7 y =1
7 =+ 2 = 3 ysobra 1 G=3 Yy r,=1
3 + 2 = 1 ysobra 1 G =1 y =1
1 =+ 2 = 0 ysobra 1 =0 'y r,=1 T

— 1020,, =1111111100,

. 0.2 serepresenta en una palabra de 64 bits usando el sistema de la IEEE, de la
siguiente manera:

ﬂ{;]'l L L ] 2]fofo} (oo IO oo Ol Tolf] [»jm|l]u|)|u|n]n|||u oo oo Lolf o]

.

signo SR ponents Mintisa

Comprobacion:

Este nimero de punto flotante se puede escribir en la forma normalizada general, de
lasiguiente manera; (para obtener el valor de t, se utilizala ecuacion (1.8)):

0 01111111100 1001100110011001100110011001100110011001100110011001
(—1)(1.1001100110011001100110011001100110011001100110011001 )4 (210201023
(1)(1.10011001100110011001100110011001100110011001100 11001 )4(2 ']1..
0.0011001100110011001100110011001100110011001100110011001,=
0.200000000001 44

Lo anterior se obtuvo desplazando 3 posiciones alaizquierda el punto decimal de la
mantisa, ya que t =-3. Después se escribe el nimero en base 10, multiplicando cada
digito de 0.0011001100110011001100110011001100110011001100110011001 por 2
elevado a una potenciaigual alaposicion del digito, tomando como posicioninicial —1,
a partir del punto; sumando después todos los términos que formarédn e nimero en
sistema decimal.

0.00 lil}UlllFU 1100110011001100110011001100110011001100110015 =
[ >

( - 1x 2+ 1x2 T +1x284+1x27 141 x27124
L®2 -1><3"'- FI 2 W I 7P 4 I B 1 o)
I x24T +1X 2 P41 x2N 41 %2241 %2941 x 2%y
IX.”:“]']XEHI-|?<2l'-:-lx"_}Hilx‘_"'”—-lx‘j"“i-

’ % _} 51 4 l w 92 92 1 % 9—55Y =

- —- J

0.200000000001 5~ 0.2,
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Con los gemplos 1.28 y 1.2.9 se puede observar que el error de redondeo
disminuye con la precisién doble, ya que con ésta se pueden almacenar un nimero
mayor de bits.

Algunos casos especiales para 32 bits

e Sic =255y [ es no nulo, entonces V = Na/N (“Not a number”)
0 11111111 00000100000000000000000=NaN
1 11111111 00100010010101010101010=NaN
e Sic=255y fesceroy s es 1, entonces V= —Infinito

1 11111111 0D0000000000000000000000= —Infinito
e Sic= 255y f esceroy s es 0, entonces V = Infinito

0 11111111 00000000000000000000000 = Infinito

e Sic=0y fesceroy s es 0, entonces V =0

0 00000000 0000D0000000000000000000=0

e Sic=0y fesceroy ses 1, entonces V= —0

1 00000000 00000000000000000000000=-0

e Si0 < < 255 entonces V = (—1)%(1.1)2(27127) g

|

0 10000000 00D00O00D000D0D00000D00000000=
(—=1)°(1 .00000000000000000000000)5 (2128-127) ;=
(1)(1.00000000000000000000000)2(2' )5 =

10.00000000000000000000005 = 21y

0 10000001 10100000000000000000000=
(—=1)"(1.10100000000000000000000) (2129-127) |, =
(1)(1.10100000000000000000000)5(22),4 =

110.1000000000000000000002 = 6.519

1 10000001 10100000000000000000000=

(—1)'(1.10100000000000000000000)5 (229127
(—1)(1.10100000000000000000000)5(22) 1o =

—110.1000000000000000000005 = —6.5;4

0 00000001 00000000000000000000000=
(—1)°(1.00000000000000000000000)5 (2" =127}, =
(1)(1.00000000000000000000000)5(2126)15 = (1 * 10-126)

Il

]

e Sic=0y f esnonulo, entonces V = (—1)%(0.f)2(27'26),q

0 00000000 10000000000000000000000=
(—1)%(0.10000000000000000000000), (2126, =
(1)(0.10000000000000000000000)2(2726) 15 = (1 % 1071%7),,

0 00000000 000000000D0O0DODODODODOO0OOD0O1 =

(—1)"(0.00000000000000000000001), (2 126),,
(1)(0.00000000000000000000001)5(27126),5 = (1 * 107149),,
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Algunos casos especiales par a 64 bits
e 5ic=2047 v [ es no nulo, entonces V = NaN (“Not a number”)

0 TI1T1111111T 0000010000000000000000000000100000000000000000000011=NaN
L T1111111111 0010001001010101010101000100010010101010101010101010=NaN

® Sic=2047y f es ceroy s es 1, entonces V = —Infinito

1 11111111111 0000000000000000000000000000000000000000000000000000=—Infinito

Sic=2047 y f es ceroy s es 0, entonces V = Infinito

0 11111111111 0000000000000000000000000000000000000000000000000000=Infinito

Sice=0y fesceroy ses(, entonces V=10

0 00000000000 0000000000000000000000000000000000000000000000000000=0

Sie=0y fesceroy ses 1, entonces V = —0

1 00000000000 (000000000000000000000000000000000000000000000000000=—0

® Si 0 < ¢ < 2047 entonces V = (—1)%(1.f)o(2¢719%),,
0 10000000000 000000000000000000000AN00000000000000000000000000 =
(—1)"(1.0000000000000000000000000000000000000000000000000000 ) (210241023,
(1)(1.0000000000000000000000000000000000000000000000000000)2(2*)19=
10.0000000000000000000000000000000000000000000000000005=244

Sic=0y f es no nulo, entonces V' = (—1)%(0.f)2(271922),,

000000000000 1000000000000000000000000000000000000000000000000000
(—1)"(0.1000000000000000000000000000000000000000000000000000)2 (2~ 1922) -
(1)(0.1000000000000000000000000000000000000000000000000000)5 (2 1922), ;=
(1 10~ ]l]L’.‘i:}]”

000000000000 0000000000DN000O0N0O0000N0NNO00000N000N000NN0000 1 =

(—1)"(0.0000000000000000000000000000000000000000000000000001 ) (2~ 1022, =
(1)(0.0000000000000000000000000000000000000000000000000001 )2 (2 19%2)
(1= l{_)_l[]7'1}]|j

Error detruncamiento

Los errores de truncamiento corresponden a caso de calcular por ggemplo sen(x),
cos(x), €, etc., usando series de potencias. Estas series tienen un nimero infinito de
elementos, pero evidentemente para calcular su valor sdlo se puede considerar un
nimero finito de ellos. Es € caso de constantes que no pueden representarse
exactamente, como por ejemplo, los nimeros pi y e, o fracciones como %, %, efc.
Estos errores también se presentan cuando se hacen transformaciones del sistema
decimal a binarioy viceversa.
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Para entender mas a que se refiere €l error de truncamiento es necesario conocer €l
desarrollo de funciones en series de potencias; ya que en las mateméticas con frecuencia
las funciones se representan mediante series infinitas.

Si setoman en cuenta més términos de la serie (es decir mientras menos términos se
trunquen), casi siempre seramejor la aproximacion.

Definicion 1.2.3 Serie de Taylor. Es una serie infinita de potencias, que representa de
maneraexactaaunafuncion f(x) alrededor de un punto x = c; se define como:

f(mzf(Q+f(qo«cy+f“@SFCf+f”@XX—®3+m+ijm%%:££

3 (1.10)

S ¢c=0 setratadelaserie de Maclaurin.

BEjemplo 1.2.10 Obtener los primeros 6 términos de la serie de Taylor para f(x) =€"
arededor de 0.

Se comienza calculando las 5 primeras derivadas de la funcion, obteniéndose:
f(x)=¢€
f'(x)=€"
f"(x)=¢€"
f"(x)= €
fV(x)= €

£V (x) = &"

Despuésseevallanentornoa 0:
f(0)=¢€"=1
f'(0)=€’=1
f"(0)=¢€"=1
f"0)=¢€"=1
fY0)=¢€"=1

fY(0) =€ =1
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Finalmente se sustituyen los resultados anteriores en la ecuacion (1.10):

f(x)= f(0)+ f'(Q)(x—0) +-LQLO | FTOLOZ , (FOOO" | TOOO"

_0)? _0)3 0V _0\°
f(X) = 1+1(x— Q) + 22 L 2D 10D | 20O
f(X)=1+Ix+ 28 420 1l 10
- 2! 3! 4! 5! e
2 3 4 5
FX) =1+ X+ 5+ 5+ 5+5+...

.. Los primeros seis términos de |la serie de Taylor para € son:

2 3 4 5
X x* X
€ x1l+X+—+—

FERARELAT (1.11)
223 4 5

BmEjemplo 1.2.11 Si se sabe que la raiz exacta de €% =1.6487212707, cacular €
error relativo porcentual que se esta cometiendo si se trunca su representacion en series
de potenciasparal 2,3,..,6 términos. Utilizar laecuacion (1.11); con 6 decimales.

Se comienza calculando € trucando la serie de potencias (1.11) a un término:
€% =1
Después se calcula € trucando la serie de potencias (1.11) a dos términos:
€9 =1+(05)=15
Después se calcula €°° trucando la serie de potencias (1.11) atres términos:
€9 =1+ (0.5)+ 92 =1625

Para obtener € trucando la serie de potencias (1.11) a cuatro, cinco y seis
términos, se repite el proceso anterior. Los resultados se muestran en el cuadro 1.1

“Términos Resultados  £,(%)
1 1.000000
2 1.500000 33.333333
3 1.625000 7.692308
| l
—P

1.645833 265803
1.648437 0.157968

] 1.648697 0.015770

Cuadro 1.1: Error de truncamiento

100% .

A continuacion seindica como calcular e error relativo porcentual ‘%
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Para la primera iteracion el error relativo porcentual no se calcula, porque no se
cuenta con una aproximacién inicial.

Para la segunda iteracion € error relativo porcentual se calcula de la siguiente
manera

‘u‘m% - ‘%‘ 100% = 33.333333%

%

Paralaterceraiteracion el error relativo porcentual se calcula

100% = 7.692308%

‘u 100% —

%

‘1.625—1.5‘

Para obtener el error relativo porcentual de las demas iteraciones se repite el proceso
anterior. Los errores se muestran en e cuadro 1.1

.. Se puede observar que mientras mas términos de la serie se tomen; casi siempre
seramejor laaproximacion alaraiz.

BEjemplo 1.2.12 Obtener los primeros 5 términos de la serie de Taylor para
f (X) = cos(x) arededor de 0.

Se comienza calculando las 8 primeras derivadas de la funcidn, obteniéndose:

f (x) = cos(x)
f'(X) =—sen(x)
f"(x) = —cos(x)
f"(X) = sen(x)
f¥(x) = cos(x)

Y (X) =—sen(x)
f¥'(x) = —cos(X)
fVII

(X) = sen(x)

" (X) = cos(X)

Después seevallanentornoa 0:
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f(0) = cos(0) =1
f'(0) =—sen(0)=0
f"(0)= —cos(0) =-1
f ”(0) =sen(0)=0
f'V(0) = cos(0) =1
Y (0) =-sen(0)=0
f¥'(0) = —cos(0) = -1
V"' (0) =sen(0)=0
¥ (0) = cos(0) =1
Finalmente se sustituyen los resultados anteriores en la ecuacioén (1.10):

£V (0)(x-0)*

f(x)= f(0)+ f'(0)(x—0)+ QL0 OO o +

¥ (0)(x-0)° ¥ (0)(x-0)° ¥ (0)(x=0)7 1" (0)(x-0)°
5! + 6! + 7 ++ 8!

_ —1(x=0)2 | 0(x=0)° |, 1x-0)* |, 0(x=0)° , -1(x-0)® , 0(x-0)" , 1(x-0)
f(X)=1+0(X-0)+ =5 +—"F—+—"F—+—Fg -+ —g—Ft—F—+—g

f(x)=1-2 420 10,200
2 4 6 8
f)=1-5+5 -5 +5+...

.. Los primeros cinco términos de la serie de Taylor para cos(x) son:

2 X4 X6 X8

X
COS(X)~1_?!+Z!_E+§ (1.12)

BEjemplo 1.213 S se sabe que la raiz exacta de cos(0.01) =0.999950000417 ,

calcular e error relativo porcentual que se esta cometiendo s se trunca su
representacion en series de potencias para 1,2,3,...5 términos. Utilizar la ecuacion

(1.12); con 12 decimales.

Se comienza calculando co0s(0.01) trucando la serie de potencias (1.12) a un
término:

cos(0.0) =1

Después se calcula cos(0.01) trucando la serie de potencias (1.12) a dos términos:
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€0s(0.01) = 1— 2" — 0.999950000000

Después se calcula cos(0.01) trucando la serie de potencias (1.12) atres términos:

€0s(0.01) = 1— 020" CO° _ 0 999950000417

Para obtener cos(0.01) trucando la serie de potencias (1.12) a cuatro y cinco
términos, se repite e proceso anterior. Los resultados se muestran en el cuadro 1.2

Términos Resultados e %)

1 1.000000000000
0.999950000000  0.005000250013
(.999950000417 0.000000041702
0.999950000417  0.000000000000
0.999950000417 0000000000000

Cuadro 1.2: Error de truncamiento

A continuacion seindica como calcular € error relativo porcentual ‘% 100% .

Para la primera iteracion € error relativo porcentual no se calcula, porgue no se
cuenta con unaaproximacion inicial.

Para la segunda iteracion e error relativo porcentual se calcula de la siguiente
manera

|0.999950000000—1

100% = 0.005000250013%
| 0.999950000000 |

‘XZ Xl‘1000/
X,

Paralaterceraiteracion el error relativo porcentual se calcula

_ |0.999950000417 — 0.999950000000|
| 0.999950000417 |

100% =

‘ 5% 100% = 0.000000041702%

X

Para obtener €l error relativo porcentual de las demas iteraciones se repite el proceso
anterior. Los errores se muestran en €l cuadro 1.

. Se puede observar en este caso, que con |os tres primeros términos de la serie se
obtiene la solucién exacta.
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1.3 Propagacion del error en distintas operaciones
aritméticas

Cuando se resuelve un problema matemético por métodos numéricos y aungue las
operaciones se lleven a cabo exactamente, obtenemos una aproximacion a la solucion
del problema; por lo que es importante tratar de conocer el efecto que sobre e resultado
final del problema tiene cada una de las operaciones realizadas.

Para estudiar como se propaga €l error, se necesita saber cual es el efecto que cada
una de las operaciones béasicas tiene sobre e error final cuando se aplican sobre dos

nameros x +&(X) Yy X% £ &(x,).

BEjemplo 1.3.1 Suponer que una calculadora o computadora opera con 5 decimales en
su sistema numérico de punto flotante. Realizar las cuatro operaciones aritméticas
basicas (+,—,x,+) utilizando primero todos los decimales y después silo 5, con los dos

siguientes nimeros de maquina: x=0.31426x10° y y=0.92577x10°; y calcular los
errores relativos verdaderos para cada operacion.

Se comienza redlizando las cuatro operaciones aritméticas basicas (+,—,x,+)
utilizando todos |los decimales:

Cuando se suman o restan dos nimeros de punto flotante, los digitos del niUmero de
menor exponente deben desplazarse para alinear 1os puntos decimales con el nimero de
mayor exponente, en este caso € de menor exponente es x, por lo que se desplaza a

manera de que el exponente seaigual que el de y: x=0.0031426x10°

Para la multiplicacion y divisién primero se normalizan * los nimeros, en este caso
no es necesario que los exponentes sean iguales; en € caso de la multiplicacion se
suman los exponentes y en el caso de la divisén se restan. Si e resultado no esta
normalizado, se normaliza

X+ y = 0.0031426x10° + 0.92577x 10> = 0.9289126 x 10
X—y= 0.0031426x10° - 0.92577x10° = —0.9226274x 10°
xx y = 0.31426x10° x 0.92577 x 10° = 0.2909324802 x 10°

X+ Yy = 0.31426x10° + 0.92577x10° = 0.339457964721x 10

La calculadora o computadora con 5 decimales los almacenara en forma redondeada
de lasiguiente manera:

X+ y = 0.00314x10° +0.92577x10° = 0.92891x 10
X—y= 0.00314x10° —0.92577 x10° = —0.92263x 10°

'En e sistema decimal, cuaquier nimero real puede expresarse mediante la
denominada notacion cientifica normalizada. Para expresar un nimero en notacion
cientifica normalizada se multiplica o divide por 10 tantas veces sea necesario para que
todos los digitos aparezcan a la derecha del punto decimal y de modo que € primer
digito después del punto no sea cero.
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xx y = 0.31426x 10> x 0.92577x10° = 0.29093x 10°
X+ Yy = 0.31426x10° + 0.92577x10° = 0.33946x10 >

n X Xn gr A%

1 0.9289126x10° 0.92891x10° 2.8x10°
2 —0.9226274x10° -0.92263x10° 2.8x10°
3 0.2909324802 x 10° 0.29093x10° 8.5x10°
4 0.339457964721x102%  0.33946x107 6.0x10°

Cuadro 1.3 Error relativo verdadero
X%,
x|

Paralasumael error relativo verdadero se calcula de la siguiente manera:

|x—x| ]0.9289126x10° —0.92891x10°|

x| 0.9289126x10° |—00000028 2.8x10°

Paralarestad error relativo verdadero se calcula:

. 5 _ (_ 5
_|-0.9226274x10° — ( 0.0226310 )| — 0.0000028 = 2.8x10°
| ~0.9226274x10 |

Para obtener el error relativo verdadero de la multiplicacion y de la division se
repite el proceso anterior. Los errores se muestran en el cuadro 1.3.

. Se puede observar que al realizar operaciones bésicas con dos niimeros que han
sido redondeados €l resultado final también tendra un error; es decir éste se propaga.

Cuando €l problema consiste en calcular € resultado y = f(X), setiene lasiguiente
formula aproximada de propagacion del error:

e(y) = T’ &(x) (1.13)

En e caso mas general, en que una funcion depende de més de una variable
y = f(X,X%,..,X,), laformula aproximada de propagacion del error es:

(%) (1.14)

BEjemplo 1.3.2 Dados dos valores x, =2.0+0.1 y x,=3.0+0.2, estimar €l error
resultante en lafuncion y = x x5

El error cometido, de acuerdo con la ecuacion (1.14), se puede calcular mediante:
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£(y) = [ 008)] £ 00) + [ 008)| 2(x,)

&(y) = | £04) +[2x%,| (%)
Sustituyendo los valoresde x,, (), X, y &(x,) seobtiene:
y=(2.0)(3.0)2=18
£(y) = [3.07(0.1) +]2(2.0)(3.0)|(0.2) = 3.3

o y=18+33
0 que el valor verdadero se encuentra entre 14.7 y 21.3.

BEjemplo 1.3.3 Dado e siguiente sistema de ecuaciones lineales, estimar e error
resultante del producto xy.

X+ay=>5
bx+2y=d (1.15)
donde a=1.000+£0.002; b=1y d=b-a

Se comienza resolviendo €l sistema de ecuaciones lineales por reduccién. Se despeja
x delaprimeraecuacion de (1) y se sustituye en la segunda para obtener el valor de y;

obteniéndose:
x=5-ay
b(5—ay)+2y=d
5b—aby+2y=d
—aby+2y=d-5b

(2—ab)y=d-5b

Después se sustituye y en x:
x=5-a(4R)
X =5+ =4S

__ 5(2-ab)-ad+5ab

X 2-ab

32



X — 10-5ab-ad+5ab
2-ab

Ecuaciones que conducen ala siguiente expresion para el producto:

B (10—ad)(d —5b)
~ (2-ab)?

C

(1.16)

Se resolvera el problema por dos métodos.

El primer método consistird en calcular € error asociado a cada una de las variables
y los términos de la expresion anterior con las ecuaciones (1.13) y (1.14), obteniéndose:

a = 1.000 e(a) = 0.002
bz %:%:--J g(b) = ﬁ(%) ela) = a 2;’{({)——%—%—:—(”}
d=b—-a e(d) = rm“’ a)|=(b) + !i_‘}r(h- a)le(a)
1-1=0 = |1lle(b) + | — 1|e(a) = (a) + £(a) = 2=(a)
A = (10 — ad) e(A) = | 5(10 — ad)| e(a) + | (10 — ad)| £(d)
10 — (1)(0) =10 = | —d|e(a) + | — alze(d) = 0e(a) + e(d) = &(d) = 2¢(a)
B = (d — 5b) e(B) = |$(d—5b)| e(d) + | &(d — 5b)| <(b)
=0-5(1)=-5 = |1lle(d) + | — 5le(b) = e(d) + 5e(a)
= 2z(a) + 5e(a) = Te(a)
C = (2 - ab)? e(C) = f‘i:;{-l dab + a?b?)| e(a) + | 5% H — 4ab 4 HI‘"U‘!H =(h)
= (2 —1)%=1 = |(4b + 2ab?)|e(a) + |(4a + 2a* M-[h)
= 4(1) 4 2{1 (1)2|e m}+ —4(1) + 2(1)2(1)|=(b) =
= 2z(a) + 2=(b) = 2=(a) g(a) = 4e(a)
AB = (10)(-5) e(AB) = |35 (- 1B}|::_.4} -: ;}j-;{,»wr!;m;
50 = |Ble(A) + |Ale(B) = | — 5|e(A) + |10|z(B)
"2.=-[u)] +10(72(a)) =
= 10e(a) + 7T0e(a) = 80s(a)
xy = 42 e(zy) = | 7% (42)| €(A) + |75 (48) | e(B) + | (42)| €(C)
= L% = 50 = |B|e(A) + |&|e(B) + |- 2E|e(C)
CBle(A)+|C 1 (B)+| - ABJe(C)
= 1){—5)|2e(a)+|(1){10)[Te(a)+|—(10)(=5) 4&(a)
I_'
J_IJ-:'[ru . ?IJ:‘%(! 14200=(a) - 25“:_{”}
Sustituyendo el valor de ¢(a) se obtiene:
Xy =-50

£(Xy) = 280¢(a)=280(0.002)=0.56
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— xy=-50+0.56

0 que el valor verdadero se encuentra entre -50.56 Yy -49.44.

El segundo método consiste en sustituir en la ecuacion (1.16) los valores de b
(b=1) y d (d=b-a) por sus correspondientes expresiones en funcion de a,

obteniéndose:

_ (10-ad)(d-5b)

xy = o2

B (10—a(b—a))((b—a)—5(%))

_ (10—1+ a? j(%—a—g)
e

_fped
Xy - (1)2

o= (ora )
Xy = —36—11;32—34

xy=-¥-13a-a°
El error cometido, de acuerdo con la ecuacion (1.13), se puede calcular mediante:

%[—i—ma—a?’j‘g(a)

a

e(xy) =
£(xy) = |2 -13-3a°|2(a)
Sustituyendo losvaloresde a y £(a) se obtiene:

xy=—%_13a-a’=-_13(1) - (1)* =50

£(xy) = | & ~13-3(1)? (0.002) = 0.04

= xy=-50%£0.04
0 que €l valor verdadero se encuentra entre -50.04 y -49.96.

.. Aunque los dos resultados sean correctos, con e segundo método € error es
menor, debido a que se han eliminado operaciones intermedias, permitiendo que
algunos errores se cancelen. En general, cuanto menor sea € nimero de pasos
intermedios que se efectlien para a canzar la solucion, menor sera el error cometido.
Algunas estrategias paraminimizar €l error deredondeo

1. Estrategia dela mantisa completa.



Para minimizar el error de redondeo, se deben de introducir los valores de entrada
con tantos digitos significativos como puedan amacenarse en e dispositivo
(calculadora o computadora). Por jemplo: en un dispositivo de 7 digitos significativos,

pi se debe proporcionar como 3.141593 (N0 COMO 3.1416).

2. Estrategia derespuestafinal.

A menudo, los valores de entrada de un célculo son conocidos con menos digitos
exactos que la precision del dispositivo de célculo, se sugiere redondear la respuesta
final a una exactitud conocida. Por gjemplo: si un célculo bien condicionado resulta
23.3876 y € dato de entrada menos exacto se conoce solo con exactitud de tres digitos
significativos, entonces la respuesta debe anotarse como 23.4 es decir, redondeada a 3
digitos. Es aconsejable una nota de que incluso 23.4 podria ser inexacto si se sabe que €
célculo estuvo mal condicionado.

3. Estrategia de operaciones minimas.

Para ayudar a minimizar el error de redondeo, evaluar las expresiones matematicas
en unaforma gue requiera el menor nimero de operaciones aritméticas. Ejemplo:

y° =yxyxyxyxyxy

y? =yxy
y =y xy?
yo=yixy?

4. Estrategia dela multiplicacion anidada.
Evaluar los polinomios de forma anidada. Ejemplo:
f(x) = 2x* —19x® + 56.98x* —56.834x + 5.1324
su equivalente en forma anidada es:
f (X) = (((2x—19)x+56.98)x—56.834)x+5.1324

Ambas formas requieren cuatro adiciones/sustracciones y cuatro multiplicaciones
por una potencia de x, sin embargo, la evaluacion en la primera ecuacion requiere e

céculo adicional de x*, x>y x*.
1.4 Orden de convergencia

Al aplicar los métodos numéricos se siguen algoritmos, que se definen como
secuencias de operaciones algebraicas y 16gicas que producen una aproximacion a la

solucién del problema. Generalmente, se dispone de varios algoritmos para resolver un
problema en particular; uno de los criterios de seleccion es la estabilidad del algoritmo;
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esto es que a peguerios errores de los valores manegjados se obtengan pequefios errores
en los resultados finales.

Definicion 1.4.1 Sup6ngase que un error ¢ se introduce en algun paso en los calculos y
que €l error de propagacion de n operaciones subsiguientes se denote por ¢, . Si:

1. |e,|=C,, donde C es una constante independiente de n; se dice entonces que
lapropagacion del error eslineal.

2. |g,|=k", para k>1; se dice entonces que la propagacion del error es
exponencial.

La propagacion lineal de los errores suele ser inevitable; cuando C y ¢ son
pequefios, los resultados finales normalmente son aceptables. Por otro lado la
propagacion exponencial debe evitarse, ya que e término k" crece con rapidez para
valores relativamente pequefios de n. Esto conduce a resultados finales muy poco
exactos, sea cual sea el tamafio de ¢ . Como consecuencia, se dice que un algoritmo con
crecimiento lineal del error es estable, mientras que un algoritmo con una propagacion
exponencia esinestable. (Ver figural.l).

Propagacion exponencia

&n &y =k"e

s .~ Propagacion lineal
en=Che

Figura 1.1 Propagacion lineal y propagacién exponencial de errores.

1.5 Herramientas disponibles para e analisis numeérico.
(Matlab, Maple, Mathematica, etc.)

Algunas herramientas disponibles para el andlisis matemético que pueden facilitar
enormemente €l trabajo y ahorrar una gran cantidad de tiempo son |os programas como
Matlab, Maple y Mathematica. Lo anterior no significa que estos programas vayan a
desplazar la manera de aprender las mateméticas de la forma tradicional; simplemente
se deben ver estos programas como una herramienta que sera de gran ayuda.
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Matlab es un lenguaje de programacion de alto nivel, con un enfoque directo hacia
la computacion cientifica. Méas concretamente, es un programa de calculo numérico con
instrucciones dirigidas a la resoluciéon de problemas cientificos. Desde este punto de
vista puede ser considerado entonces como una gran calculadora cientifica programable
y muy potente. EI nombre de Matlab proviene de las palabras inglesas Matrix
Laboratory (laboratorio de matrices), que evidentemente dan una idea de la utilidad
primordial de dicho programa, orientado a matricesy vectores.

Maple es un programa matematico de propésito general capaz de reaizar calculos
simbalicos, algebraicos y de dgebra computacional. Fue originalmente desarrollado en
1981 por e Grupo de Clculo Simbdlico en la Universidad de Waterloo en Waterloo,
Ontario, Canad&. Su nombre proviene de MAthematical PLEasure (Placer Matemético).

Mathematica es el primer programa para la computacion y visualizacion numérica,
simbolica y gréafica; incluye un amplio rango de funciones matematicas, soporta
operaciones de agebra lined, redliza todo tipo de operaciones algebraicas, opera con
funciones, derivadas e integrales, entre otras muchas cosas.

En los cuadros 1.4, 1.5, 1.6, 1.7, 1.8 , 1.9 y 1.10, se muestran algunas de las
funciones que se pueden realizar en estos programas; que seran de gran utilidad, para
los temas que se verdn més adelante.

En la interfase de Matlab, en la parte superior de la hoja de trabajo en blanco
aparece un simbolo con el siguiente aspecto EDU >>. Esta cadena de caracteres es €l
indicador de peticién de 6rdenes de Matlab en la edicion de estudiante de Matlab. Si se

teclea d final de una orden “;” ésta se gecuta pero e resultado no se visualiza por
pantalla. Para que se gjecute una operacion, se debe pulsar latecla ENTER.

En lainterfase de Maple, en la parte superior de la hoja de trabajo en blanco aparece
un simbolo con el siguiente aspecto [>. Este simbolo es e prompt de comandos e
indica que lo que espera e editor es una instruccién del sistema Maple: cualquier cosa
gue se escriba a continuacion aparecera en rojo, color reservado a los comandos,
mientras que € texto utiliza € color negro. Las instrucciones de Maple han de finalizar
con “;” (caracteristica comun con € lengugje de programacion C)o con “:”. La
diferencia entre ambas opciones es que la primera genera una salida en la pantalla (en
azul) mientras que la segunda evita que ésta aparezca aunque, por supuesto, en ambos
casos el comando se gjecuta cuando se pulsalatecla ENTER.

La interfase de Mathematica ofrece una forma interactiva de operar con el
programa, de forma que cuando se introduce una operacion, Mathematica la gjecuta y
devuelve un valor. Al mismo tiempo, numera los Input (In[] entradas) y los Output

(Out[] salidas), secuencialmente. Al igua que en Matlab, s se teclea a final de una

orden “;” ésta se gecuta pero € resultado no se visualiza por pantala. Para que se
gjecute una operacion, se debe pulsar latecla ENTER.
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1.6. Aplicacionesy gercicios

Ejerciciol.1l Redondear y trucar cada uno de los siguientes casos utilizando 5 cifras
significativas. 1. e=2.718281828, 2. n=3.141592653, 3. x=-123456789, 4.
y=0.0000213475y 5. z=% .

Solucioén:

1. e = 2718281828
Redondeando: 2.7183
Truncando: 2.7182
T = 3.141592653
Redondeando: 3.1416
Truncando: 3.1415
3. x = —123456780
Redondeando: —12346
Truncando: —12345
4. y = 0.0000213475
Redondeando: 0.000021348
Truncando: 0.000021347
2= % = 0.6666666666T
Redondeando: 0.66667
Truncando: 0.66666

[

s

Ejerciciol.2 Encontrar e error absoluto y € error relativo porcgntual de x 2con
respecto a xn, en cada uno de los siguientes casos: 1. x=.50x10 , xn=.51x10 ; 2.

-3 -3 6 6
x=.50x10 , xn=.51x10 y 3.x=.50%x10 , xn=.51x10 .
Solucion:

1. = .50= 10%, z, = .51 = 10°, entonces:

Eap = |-50 x 10% — .51 x 10
50 x 102 — 51 x 10°
50 x 102
=2x107% x 100% =2%

= |—.Dl x 103 =.1 % 10t =1.0

1.0 10°
%= ———100%
100% = —— =100

Evul o) =

2. r=.50x% 1073 x, = .51 x 10~*, entonces:

Cap = |50 x 1072 — 51 x 107%| = |—.01 x 10*| = .1 x 10~* = 0.00001
50 x 10~ — .51 x 1073 1> 10~
Ene( %) = 100 % = ————100%
+(%) 50 % 102 0= Box 10

2x107t %« 100% =2%
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3. z = .50 x 10%, z, = .51 x 10°, entonces:

Eaw = |50 x 10° — 51 x 10°| = |-.01 % 10°| = .1 x 10° = 10000
50 x 10° — .51 x 10° 1% 10°
Eral( %) = 100% = ————-100%
() 50 % 10° = B0 10

= 2x 107t % 100% =2%

Con este gercicio se puede observar que € error relativo es invariante al cambio
de escala. Cuando se manejan cantidades muy grandes o muy pequefias, €l error
absoluto puede ser engafioso, mientras que €l error relativo es més significativo
€en estos casos.

-5 5
Ejerciciol.3 Obtener una aproximacion para e y e, redondeando a 4 cifras
significativas usando la serie de Taylor.

:If2 3 4 5 b}
e mltr+—4+—+—+—+...+—
21 3 41 B! n!
Solucion:

5

Las aproximaciones correspondientes a e™" ¥ e aparecen en el cuadro 1.11.

~. Al redondear a 4 cifras significativas, e=" = 0.006738 (la suma ELD -'Lf,i s
estabilizé en n = 24) v €® = 148.4, la suma (3 _;_, % se estabilizd en n = 17).
X
Ejerciciol.4 Usar la serie de Taylor de e con 9 términos redondeando a 4 cifras
5
significativas paraobtener e mediante:

y compararlos resultasdos obtenidos con el gerciciol.3.(Valor exacto de e
=6.737946999... x10 ).

Solucion:

-5
L as aproximaciones correspondientesae aparecen en el cuadro 1.12.

-5
Al redondear a 4 cifras significativas y utilizando 9 términos de la serie, e

~0.007230. Es decir con el método utilizado en el gercicio 1.4 se obtiene una
mejor aproximacion que con el utilizado en el gerciciol.3. Esto se debe a que
5

hay términos relativamente grandes con respecto a un nimero pequefio e , los
cuales a ser sumados producen pérdidas de cifras significativas. Por lo que una

5
forma més adecuada de calcular e es aumentando la precision y calculando |
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-5
enlugar dee .

Ejerciciol.5 La pérdida de cifras significativas se puede evitar a veces reordenando
los términos de la funcion usando una identidad conocida del dgebra o de la
trigonometria. Encontrar, en cada uno de los siguientes casos, una formula
equivalente a la dada que evite la pérdida de cifras significativas y la resta 6
suma de dos nimeros casi iguales.

[y

.In{x+1) —In(x) para x grande

@ i £ 7
cos*(x) — sen®(x) para r = T

b2

3. ,vflL-zﬂiﬂ para =
/ 1 ) _
& 1—cos(x) para r = 0
Solucion:
1' ]'n(:r + 1:' - 11'.I.|:I':| = ]_n|: T+1:l — 111|:1 + %:I
2' EDSE'::E:I - %HZI:I') = COEpl:
3. "fl 5 = coa(%
y 1 _ )
N l—cos(x) — Zsen®(F)
ol Y — 1 —E‘E-E-I.I‘:I 1—.:-:5(1-}
Ben EII - 1‘."" 2 \.-"E
F [
V2sen(Z) = /1 — cos(x)
(v/2sen( % ] = (4/ mlz
2sen?(%) = 1 — cos(z)

Al reordenar los términos de la funcion usando unaidentidad conocida, se puede
evitar la pérdida de cifras significativas y la resta 6 suma de dos nimeros casi
iguales.

Ejerciciol.6 Representar el nimero 1.32421875 en una palabra de 64 bits usando el
sistemadelalEEE.

Solucioén:

Para poder representar 1.32421875 en un tamafio de palabra de 64 bits, se tienen
gue identificar cada una de sus partes (el signo s, € exponente t en forma
sesgada (¢) y lamantisaf).

Dado que es un nimero positivo, € signo se representa con s= 0.

Primero se escribe e numero 1.32421875 sin signo en base 2, obteniendo

primero la parte entera 'y después la fraccionaria. El resultado es 1.010100110;
(resultado obtenido en Maple).

Debido a que el niUmero ya esta normalizado se escribe en la forma normalizada
general, usando la ecuacion (1.7); obteniéndose:

V= (=1)*(1.f)2(2")0 = (—1)"(1.010100110)2(2%)10
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La mantisa es la parte ala derecha del punto decimal, y serellenacon cerosala
derecha hasta que se obtengan los 52 bits Es decir:
f=0101001100000000000000000000000000000000000000000000.

El exponente t=0, se necesita desplazarlo para obtener el valor de c, usando la
ecuacion (1.9). Para el formato |EEE de 64 bits, €l desplazamiento es b=1023:
Oc =0+1023 = 1023. Este valor se convierte en binario, obteniéndose:
11111111113; (resultados obtenidos en Maple). [11.32421875 se representa en
una palabra de 64 bits usando el sistemade lalEEE, de la siguiente manera:

e oo oo 004D

a '
Signo Exponente Mantisa

Ejerciciol.7 Usar € sistema de la IEEE para determinar e decimal equivalente al
siguiente nimero de maguina de punto flotante en una palabra de 64 bits.

1}1/00igo0ieofrjolo t00ido000eP0 a0 A0Gd000G0RIE0G0600I0NY0

Solucioén:

Este nimero de punto flotante se puede escribir en la forma normalizada general,
de la siguiente manera; (para obtener € vaor de t, se utiliza la ecuacion (1.8)),
donde c=100000010102=103410; (resultado obtenido en Maple).

1 10000001010 1001000110000000000000000000000000000000000000000000 =
(—1)1(1.1001000110000000000000000000000000000000000000000000 ), (210241022 —
(—1)(1.1001001100000000000000000000000000000000000000000000) (21 ), ,=
—110010011000.00000000000000000000000000000000000000000,=

—3224,,

Lo anterior se obtuvo desplazando 11 posiciones a la derecha el punto decimal de
lamantisa, yaque t=11. Después se escribe el niimero en base 10.

El nimero decimal equivalente es -3224.

3 2
Ejerciciol.8 Evauar f(x)= x -6.1x +3.2x+1.5 en x=4.71; redondeando a tres cifras
significativas y calcular € error relativo, (valor exacto f(4.71)=-
14.263899).

Solucion:

En el cuadro 1.13 se dan los resultados intermedios de los cé cul os.
fl471) =104 — 1354+ 15.1+ 1.5 = —14.4

El error relativo verdadero es:

—14.2635899 — (—14.4)

— 0.00954
—14.263390 0
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f(4.71) = —14.4

3 2
Ejerciciol.9 Evauar f(x)= x -6.1x +3.2x+1.5 en x=4, escribiendo la funcién en forma
anidada; redondeando a tres cifras significativas y calcular € error relativo;
comparar con € resultado obtenido en el gercicio 1.8.

Solucion:

Se escribe f(x) de forma anidada, obteniéndose:

fl4.71) = ({471 - 6.1)4.71 4+ 3.2)4.71 + 1.5 = —14.3
El error relativo verdadero es:

—14.263899 — (—14.3)

—14.263899 = 0.00253

f(4.71)=-14.3. Se puede observar con los gjercicios 1.8 y 1.9 que a evaluar los
polinomios en forma anidada se reduce el error relativo.

Ejerciciol.10 Una cdmara instalada en una sonda espacial tomo fotografias del planeta
Marte y las envio en forma de sefiales de radio hacia la tierra, en donde una
computadora recibi6 las “fotografias’ enforma de numerales binarios formados
por seis bits. EI sombreado de cada punto, en la fotografia final, fue determinado
por esos seis bits. EI numeral 0000002 indicaba un punto blanco y € numeral
1111112 denotaba un punto negro. Los 62 numerales intermedios representaban
distintos sombreados que iban del gris a negro. Para obtener una fotografia
completa se necesitaban 40.000 puntos.

1S uno de los numerales recibidos fue e 1101112 ¢jndicar a que numeral
decimal corresponde?

2 ¢El punto gue corresponde a numeral recibido en el inciso anterior representa
una sombra de color gris cercanaa blanco o a negro?

3 ¢Cudl es el numeral binario que representaria €l gris més claro que no llegue a
blanco?

4 ¢Cud es el numeral binario que constituiria el gris mas oscuro que no llegue a
negro?

5¢Indicar que numeral binario representaria el sombreado correspondiente al
ndmero 31?

Solucioén:

1101115 = 5544

. El 55 es un mimero que representa una sombra color gris cercana al negro
000001,

111110,

11111,

i

o
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Diescripeidn Matlahb

MNimero de cifras significativas EDU == vpa(pi, &)

comn las que s= desea trabajar ans—
3.141559
Aproximacidn a la solucidn EDU == vpafalhvaluss (solve(” — 2428 + 546 — 22 x5 — 11 =10""x")}, &)
de una ecuacidn de una variable  ans—
[ —z.59307
B48435

| 202025 — 7971104
| —.2920264.797110%
| 726027 — 544071
| TREO2T4. 54407 L4
| 1.28675 — 150967+
| 1286764 1. 5005 T+

Gréfica de una funcidn EDU == x=linspace{ —5, 5);
EDMT 2 y= —2400."8 + B8 — 2240”5 — 113
EDUz = plotix, ¥)
EDU= = axis([-4, 1,-300,500])

Drefinir una matriz A EDU»>A=[111;2 —-11; 321]
A=
1 1 1
2 -1 1
3 21
Dreterminants de A EDU = det(A)
ans=
5
Algin elemento de A EDU== A(2,2)
ans=
-1
Imversa d= A EDU == invarse(A)
ans=

[ -3/, 1/5, 2/5 |
[ 1/5, —2/5, 1/ |
[ 75, 1/5, —3/5 |

Transpuesta de A EDU == transpose(A)
ans=
[ 1, 2, 3 ]
[ 1. -1, 2 |
[ 1, 1, 1 ]
Resclver un sistema Az = b EDU== b= [11; 6 24]
11
5
24

EDUz = x = linsolve (A, b)
=

4]

151

2]

Cuadro 1.4: Algunas funciones en Matlab



Descripreidn Matlab
Multiplicacién de un escalar EDU== 274

por A ans=
2 2 2
4 -2 2
G 4 2

Multiplicacién de matrices EDMU== A'h
ans—
40

41
in
Eigenvalores de A EDTU= 2 aigiA)

ans=
.6044

—0.7468
—1.8576

Factorizacidn de la matriz A EDU== lu(A)
en la forma LT ans=
30000 20000 1.0000

—0.6667 —2.3333 0.3333
—0.3333 0.1429 0.7143

Factorizacidn de la matriz A EDUs=> A = matrix[512; 1 70; 20 5]

en la forma LL* A=
5 1 2
1 7 0
2 0 5
EDU = vpa(chol(A).4)
ans=
| 2236, 4472,  S04d |
[ D, 2608, —.1534 |
[ 0. 0, z044 |

Cuadre 1.5: Algunas funciones en Matlab

Descripeidn Maple
Mimero de cifras significativas = Digits :=T;
con las que s= desea trabajar Digita : =7
Aproximacidn a la salucidn = fi= —2%x"8 4+ 5%x"6 — 22 %x"5 —11;
de una ecuacidn de una variable fr= —22% 4 52% — 2205 — 11

= feolve(f,«):
—2.593, —0.8454

Grafica de una funcidn = plot(f, x=—4..1, y=—300..800, color=[black[);
Se carga la libreria linalg = with{linalg);
Dafinir una matriz A = A = matrix([[1, 1.11]. [2.1— 1.11]. [, 2. 2]]);
A:=|2 -1 1
3 2 1
Dieterminante de A = det{A);
5

Cuadro 1.6: Algunas funciones en Maple



Descripeiin Maple

Menores de A = minorf A, 2, 2);
1 1
a1
Algin elemento de A = Az, 2);
-1
Irversa de A = inverse(A);
o 1 ]
B3 T T
1 —1 1
E T
T 1 =3
k) T F
Transpuesta de A = transpose(A);
1 2 3
1 -1
1 1 1

Resolver un sistema Az = b = b= matrix(][11], [5], [24]]}:

b= 5
24
= x 1= linsolve A, b);
4
T = 5
2
Multiplicaridn de un escalar = evalm(Z « A):
por A
2 2 2
4 -2 2
] 4 2
Multiplicacidn de matrices = multiply (A, B);
40
41
a7
Transformar la matriz [A]b] = Ab = matrix([[1.1,1,11].[2, =1, 1.5], [, 2, 1, 24]] };

en la matriz identidad 1
1 1 1 11
Ab= 2 -1 1 5
3 2 1 24
= gaussjord{Ak);

1 0o 0o 4
o 1 0
o o 1 2z

Transformar la matriz [A]b] = gausselim{Ak);
en matriz triangular supericr

Eigervalores de A = evalf{eigenvalues{A));
3604407, —1.858-0.0008560 [, —0.T46540.0008660

Cuadro 1.7: Alpunas funciones en Maple
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Descripeidn Maple

Factorizaciin de Ta matriz A = LUdecomp(A L=T,T="u"};
en la forma LU

1 1 1
0 -3 -1
=5
b5
= evalmil);
1 0 0
2 1 0
i
33
= evalmiu);
1 1 1
o -3 -1
=5
o5

Factarizacidn de la matriz A = A = matribc([[5,1, 2], [1. 7.0], [2, 0, 5]]);
en la forma LLE

5 1 2
A= 1 7 0
2 0 B
= evalf{ cholesky{ A)):
2,236 0. 0.
0.4472 2608 0.

08944 —0.1534  2.043

Cuadro 1.8: Algunas funciones en Maple

46



Drescripeidn Mathematica

Mimera de cifras significativas  In[1]:= N[Pi.20|
con las que se desea trabajar Chut[1] = 3.1415026535807032385

Aprocimacidn a la salucidn In[2]:= N[Solve[-2 +x™8 + 5+ x'8 — 22+ x"5 — 11 == 0,x]|
de una ecuacién Out[2]= {{x—> —2.50307}, {x—= —0.848435},

= {x—= —0.292025 — 0.79711 1},

= {x—> —0.202025 + 0.797111},

= {m—= —0.TH602T — 06440711},

> {x—> —0.726027 + 0.544071 1},

= {x—» —1.28675 — 1.50057 [},

> {x—> —1.28675 + 1.50057 [}}

Grafica de una funcidn In[3]:= Plot[{ —Z2+x"8 + 5 +x"6 — 2226 — 11},
{x,—4,1}, PlatRange—= {—300, 300}
Cht[3]= -Graphics-

Definir una matriz A In[4:= MatricForm[A = {{1,1,1}.{2,—1,1}.{3.2.1}}]
Crat[4]/ / MatrixForm=
1 1 1
2 -1 1
3 2 1
Dieterminante de A In[5]:= Det[A]
Chat[5]=5
Menaores de 4 In[d]:= Minors[A][[2,2]]
Outfd]= -2
Algin elemento de A In[7):= A[[2.2]):
Out[7]= -1
Inversa de A In[gl:= MatricForm|[Inverse|A])
Cnat[3]/ / MatrixForm=
3 1 2
-® 5 3
1 2 1
5 @ 3
7 1 3
5 5 @
Transpuesta de A In[9]:= MatricForm([Transpose[A])

Crat[9]/ / MatrixForm=
1 2 3

1 -1 z
1 1 1

Resolver un sistema Az = b In[10):= MatrixForm[b = {{11},{5}.{24} }]
Crat[10]/ MatrieForm=
11

5
24
In[11]):= x=LinsarSolve |4 h]
Out[1]={{4}. {5}, {2}}

Multipliacién de un escalar In[12]:= MatrixForm[A 2]
por A Crat[12]/ /MatrieForm=

2 2 2

4 -2 Z

G 4 2

Cuadro 1.9: Algunas funciones en Mathematica
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Descripeidn Mathematica

Multiplicacidn de matrices In[13]:= MatricForm[A . B]
Chut [13]/ /MatrixForm=

40

41

Lix)
Transformar la matriz [A]5] In[14]:= MatrixForm|[Ab = {{1,1,1,11},{2,—-1,1,5},{3,2,1.24}}]
en la matriz identidad 1 Chut [14]/ /MatrixForm=

1 1 1 11

2 -1 1 5
3 2 1 24
In[15):= MatrixForm[RowReduce[Ah]|

Chut [16] /7 /MatrixForm=
1 0 0 4

1 o &5

0
o010z
Eigemvalores de A In[16]:= N[ Eigenvalues[A]]
Ot [16]=
{3.60438 111022 10-1% [, _0.7467644.44080 10—16 1,
—1.85762—2.22045 1015}

Factorizacién de la matriz A In[17):= LUDecomposition|A4)
en la forma LU Chut [17]=

({1, 1,1}, {3, -1, -2}, {2, 3,5}}. {1, 3.2}, 1}

Cuadre 1.10: Algunas funciones en Mathematica

Términos Resultadcs para Fesultadce para
L :—kslm* S=%r . %

1 1.000 1000
2 -4.000 G.000
3 5.500 18.50
4 -12.33 30.33
5 13.71 G5.38
L -12.33 91.42
7 0,368 113.1
=1 -3.133 128.6
a 3.555 138.3
10 -1.827 143.7
11 0.8640 146.4
1z -0, 3552 147.46
13 01505 145.1
14 -0.04556 145.3
15 002446 1458.4
16 0.001120 l4z.4
17 0008413 145.4
18 0006268
14 0006864
20 0.006707
21 0006746
22 0.00GTAT
23 0006739
24 0006735

Cuadro 1.11: Ejercicio para obtener una aproximacién de e™® y °
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Términos Resultados para  Resultados para

-5 _ §9 (-5
e’ =2 ko m

1
o &k
ef=Fh—o W

1 1.000 1.000

2 -4.000 0.1667

3 5.500 0.05405
4 -12.33 0.02542
5 13.71 0.01530
b -12.33 0.01094
7 9.368 0.008840
5 -6.133 0.007775
0 3.555 0.007230

Cuadre 1.12: Ejercicio para obtener una aproximacién de e~ utilizando dos métodos

T 2 r* 6.1lx* 3.2z
i .

471 222 104 135 151

Cuadro 1.13: Cdleulos intermedios de la funcién f(z) = 2% — 6.1 + 3.2z 4+ 1.5
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Capitulo 2

Solucidon numérica de ecuaciones

En muchas aplicaciones de laingenieriay la ciencia se presentan con frecuencia problemas
que no se pueden resolver analiticamente , por lo que se recurre a los métodos numéricos
para poder encontrar una solucion.
El objetivo principal de este capitulo sera aplicar algunos métodos numéricos para hallar
raices reales 2 de ecuaciones no lineales de una variable, que satisfacen a una ecuacion del
tipo:

f(x)=0

Los valores que hacen que una funcion f(x) =0, se conocen con el nombre de raices o
cerosde f.
Se andizaran los siguientes métodos, por medio de los cuales se obtendra un valor x, tal
que:
X, = X
f(x)=0

1 Métodos cerrados: requieren dos valores iniciales X, ¥ X 3 que deben
encerrar alaraiz.

(@  Método de biseccion.

(b)  Méodo defalsaposicion.
2. M etodos abiertos: requieren un solo valor deinicio x, o dos de ellos x, y
X, , Pero que no necesariamente deben encerrar alaraiz.

(@ Método de Newton.
(b)  Méodo delasecante.

Y_os métodos anal iticos consisten en despejar lavariable x delafuncion f(x).
23610 se estudiaran raices complejas para ecuaciones polinémicas.
3_os valores iniciales también se pueden denominar como a y b.
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Cabe mencionar que no existe un método universal de resolucion de sistemas de ecuaciones
no lineales. Algunos de ellos funcionaran sobre ciertos sistemas y no serviran para resolver
otros. Los métodos que presenten un buen comportamiento sobre algunos sistemas pueden
no ser los mejores para resolver otros sistemas diferentes.

2.1 Método de hiseccion

El método de biseccion es el més antiguo y sencillo para determinar las raices reales de una
ecuacion; también denominado método de Bolzano, ya que éste fue el primero en
proponerlo. Comienza con un intervalo [a,b] donde f(a) y f(b) son de signos opuestos,

garantizando asi la existencia de al menos una raiz en e intervalo [a,b]. Esta es una
consecuencia del teoremadel valor medio para funciones continuas.

Teorema 2.1.1 S f esunafuncion continua definida en € intervalo [a,b], y se satisface
f(a)* f (b) <0, entonces existe a menos un nimero x en (a,b) tal que f(x)=0.

Para simplificar, asumimos que [a,b] contiene exactamente unaraiz X. (Aungue el método
también se puede aplicar cuando hay mas de unaraiz en [a,b] ; pero cuando esto sucede no
se garantiza que el método converja ala solucion buscada).

Este método consiste en dividir sucesivamente €l intervalo [a,b] por la mitad, hasta que la
longitud del subintervalo tienda a cero.

En lafigura 2.1 se muestrala representacion grafica del método de biseccion.

10
f(b)
¥
| |
a X . D Primeraiteracion
a Xo b Segundaiteracion
a x b Terceraiteracion

Figura 2.1. Representacion grafica del método de biseccién
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El primer paso antes de aplicar el método de bisecciéon para garantizar que converja a la
solucién, es comprobar que f escontinua en el intervalo [a,b] *y que en éste intervalo se
encuentra exactamente una raiz > si se cumplen estos dos requisitos se garantiza la
convergencia del método; pero no significa que si no se cumple cualquiera de estos €
método vaya a diverger.
A continuacién, se calcula para la primera iteracion (n=1) e punto medio del intervalo,
que serdla primera aproximacioén de laraiz. Este valor esta dado por:
b-a Z2a+b-a a+b

2 2 2

X =a+

Para obtener e n-ésimo punto medio, la ecuacion seria:

X, = a%b férmuladeiter aci dnpar ael métododebi seccién (2.4)

Después se verifican los signos de f(a)*f(x,) y f(x,)*f(b), para saber en que
subintervalo se encuentralaraiz:

1 S f(a)=*f(x,) <0, entonces en e subintervalo [a,X,] se encuentralaraiz,
renombrando a=ay b=x,.
2. S f(a)=* f(x,)>0, entonces en el subintervalo [x ,b] se encuentralaraiz,

renombrando a=x, y b=Db.
3. S f(a)* f(x,)=0, entonces X, ® eslaraiz.

Si ocurre alguno de los dos primeros casos se calcula para la segunda iteracion el punto
medio del nuevo intervalo con la ecuacion (5), siendo éste la aproximacion mas actualizada
delaraiz.

Se repite el proceso hasta que se cumplan |os siguientes criterios de convergencia:

‘ﬁifisTd (2.5)
| f(x,)|<Tol (2.6)
n>N 27)

donde Tol esalgunatoleranciadefinida >0 y N esun nimero maximo de iteraciones.

Se deben cumplir simultdneamente los criterios (2.5) y (2.6), para asegurar que se ha
encontrado una aproximacion de la raiz. En su defecto se debe cumplir €l criterio (2.7), €
cual nos indicar& que no se halogrado la convergencia, en un cierto nimero de iteraciones.

“Cuando no hay informacién previa acerca de los valores aproximados de las raices, una
forma sencilla para halar intervalos [a,b] que contengan unaraiz, es escribir unatabla de

lafuncion paravalores de x con separacion uniforme; 6 graficar lafuncion con ayudade
un programa.
Unaformade verificar estos dos requisitos es graficando lafuncion f(x) .

®Debido alos errores de redondeo, es poco probable que f (x,) =0, por lo que se deben de
utilizar otros criterios para saber cuando detener el proceso.
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Teorema 2.1.2 S f esunafuncion continua definida en € intervalo [a,b], y se satisface
f(a)=* f(b) <0. El método de biseccidn genera una sucesion {xn}f:=l que aproxima una raiz
de f, tal que:

a <Tol paran>1 (2.8)

b_
X, =X, 4| < 5

n

Aplicando € teorema 2.1.2, se puede despejar n de la ecuacion (2.8/, para saber cuantas
iteraciones se necesitan realizar con unatolerancia (Tol ); obteniéndose:

a
:7STOI

b-—a< 2"Tol

<2"
Tol

b-a
log| —— |< log 2"
g[ Tol j d

b-a
logl —— |< nlog2
g( Tol j J

(2.9)

log(%5) .
log2 !

<Tol y f(x,)<Tol , para asegurar

Nota: Es necesario utilizar mas iteraciones de las obtenidas al calcular

ya que se

deben cumplir simultaneamente los criterios: ‘—X"‘X:“

gue se ha encontrado una aproximacion de la raiz; es decir no sdlo se esta tomando en
cuenta un error determinado, sino que lafuncion f(x) = Tal ; y laecuacién (2.9) solo toma

en cuentael intervaloy €l error.

Algoritmo 2.1.1 Método de biseccion. Para encontrar una aproximacion de laraiz, de una
ecuacion f(x)=0 donde f es una funcion continua en [a,b] y f(a)* f(b)<0. (Para
garantizar la convergencia del método).

Datos. f(x), € intervalo [a,b], una tolerancia Tol y un nimero maximo de iteraciones
N.

Resultados: Unaraiz aproximada o un mensgje de falla.

o9(32)

J Paso 1: Calcular —;7-+10, redondear a enteros eigualar con N .
. Paso 2: Hacer n=1.
o Paso 3: Mientras n< N, repetir los pasos 4 a 15.

54



- Paso 4: Cacular f(a) y f(b).
- Paso 5: S n=1 entonces redlizar las siguientes comparaciones. De

lo contrario CONTINUAR.
* Paso 6: Si f(a)* f(b) =0 entonces IMPRIMIR “Unaraiz de

la ecuacion dada es uno de los extremos del intervao’ y
TERMINAR. Delo contrario CONTINUAR.
* Paso 7: Si f(a)* f(b)>0, entonces IMPRIMIR “Intervalo

incorrecto, no hay raiz o hay varias raices’ y TERMINAR. De lo
contrario CONTINUAR.
* Paso 8: Si f(a)* f(b) <0, entonces IMPRIMIR “Intervalo

correcto” y CONTINUAR. Delo contrario TERMINAR.
- Paso 9: Calcular x, =252,

- Paso 10: Calcular f(X,).

- Paso 11: Si f(a)* f(x,) =0 entonces IMPRIMIR “Una raiz de la
ecuacion dadaes x,” y TERMINAR. Delo contrario CONTINUAR.

- Paso 12: S f(a)* f(x,) <0, entonces hacer a=a y b=x, delo
contrario hacer a=x, y b=D.

y redlizar la siguiente

- Paso 13: Si n>1 entonces calcular ¢ = ‘—X";:"fl

comparacion. Delo contrario CONTINUAR.
* Paso 14: Si ¢<Tol y |f(x,)|<Tol entonces IMPRIMIR

“Unaraiz aproximada de la ecuacion dadaes x,” y TERMINAR. De

lo contrario CONTINUAR.
- Paso 15: Hacer n=n+1.
o Paso 16: IMPRIMIR mensgje de fala“El método no converge aunaraiz’ y
TERMINAR.

Ejemplo 2.1.1 Usar el método de biseccidn para encontrar una aproximacion de laraiz de
la siguiente ecuacion; en [0,1], con unatoleranciade 10™°; utilizar 6 decimales.

f(X)=€ —x*+3x-2 (2.10)

Antes de aplicar el método de biseccion se grafica la funcion f (x), obteniendo la figura
2.2; donde se puede observar que la funcion es continua en €l intervalo [0,1] y que en éste

intervalo se encuentra exactamente una raiz; por lo que se empieza a aplicar e método de
biseccion, ya que se puede garantizar que va ha converger.
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Figura 2.2 Graficadelaecuacion f(X)=e‘—x*+3x—2
Utilizando € agoritmo 2.1.1, sin tomar en cuenta el Paso 1; se empieza calculando f(0) y
f (1), obteniéndose:
f (0) =€ —(0)* + 3(0) — 2 =-1.000000
f(1)=e" —(1)?+3(1) —2=2.718282

Como f(0)* f(1) <0, el intervalo es correcto ya que encierra una raiz (teorema 2.1.1); a
continuacion se calcula x, con laecuacion (2.4):

X, = OTH = 0.500000

después secalcula f(x):
f (0.500000) = &'**** —(0.500000) + 3(0.500000) — 2 =0.898721

y se multiplica f (0)* f (0.500000) =—0.898721; como es < 0, € intervalo parala segunda
iteracion seriac a=0 y b =0.500000.
Luego se calcula x, con laecuacion (2.4):

_ 0+0.500000 _ 50009

después se calcula f(x,):
f (0.250000) = €'°%* _ (0.250000)? + 3(0.250000) — 2 =-0.028475
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y se multiplica f (0)* f (0.250000) = 0.028475; como es >0, €l intervalo para la tercera
iteracién seriac a=0.250000 y b= 0.500000.

Para saber cuando degjar de iterar, se debe se cumplir que ‘% <0.00001 y que

|f(x,)|<0.00001; esto se cumple en la iteracion 19: 0.000007 <0.00001 vy

0.000006 < 0.00001.
Para obtener X,, X,, X, Xs, .., X9 ; SErepite el proceso anterior. Lasiteraciones se muestran en
el cuadro 2.1.

n a 13 fla) b T flzn) Flaj* fixg) £

1 0000000 L.oooo0o -1.000000 2718282 0500000 0.808721 - —

2 0000000 0500000 -1.000000 0895721 0.250000 -0.028475 + L.00000o
3 0250000 0500000  -0.028475  0.808TZ1 0375000 0.430366 - 0.333333
4 0250000 0375000  -0.0ZB475 0.430366 0312500 0. 206682 - 0.200000
] 0.250000 0312500  -0.028475 0206682 0.281250 0.059433 = 0.111111
Li] 0.250000 0281250 -0.028475 0.080433  0.265625 0.030664 — 0.0528824
T 0250000 0265625 -0.028475H  0.0305464  0.257813 0001065 — 0.030303
g 0.250000 0257813 -0.028475 0001066  0.2530046 -0.013698 + 0.015385
9 0.253906 0257813 -0.01365s8 0001066 0.255859 -0.006315 + 0007634
1o 0255850 0257813 -0.006315 0001066  0.256534 -0.002625 + 0.003502
11 0256836 0257813  -0.002625 0001066 0257324 -0.000780 + O.o0l1s0s
12 0257324 0257813 -0.000730 0001066 0257563 0.000144 = 0.000945
13 0.257324 0257568  -0.000780  0.000144 0257446 -0.000318 + 0.000474
14 0257446 0257568 -0.000315 0000144 0257507 -0.00008s + 0.000Z37
15 0257507 0257588  -0.0000558  0.000144 0257538 0.00002s - 0000119
16 0257607 0267538 -0.000088 0000028 0257522 -0.000030 + 0.000059
17 0257522 0257538 -0.000030  0.000028  0.257530 -0.000001 + 0.000030
18 0.257530 0257538 -0.00000L  O0.000028 0257534 0000013 - 0.000015
19 0257530 0257534 -0.000001L 0.0000L3 0257532 0.000006 = 0.000007

Cuadro 2.1: Ejemplo del método de biseccion cuando converge

A continuacion se indica como calcular €l error relativo ‘—X"‘X:H

Para la primera iteracion € error relativo no se calcula, porque no se cuenta con una
aproximacion inicial.
Parala segundaiteracion el error relativo se calcula de la siguiente manera:

|x,—x| |0.250000-0.500000|

= =1.000000
X% | | 0250000 |
Paralaterceraiteracion el error relativo se calcula:
|%,—%,| |0.375000-0.250000]

= =0.333333
X | | 0.375000 |

Para obtener el error relativo de las demés iteraciones se repite el proceso anterior. Los
errores se muestran en el cuadro 2.1.
X~ 0.257532 Conunatolerancia Tol=0.00001

Comprobacién:
f(0.257532)=e°**™%) _(0.257532)* + 3(0.257532) — 2 = 0.000006 ~ O
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La raiz verdadera de x, con diez cifras decimales , es x=0.2575302854. Se puede
observar que Xx,=0.257530 es una mejor aproximacion de X que Xg, ya que

| f (%) <| f(x)|, es decir f(x,) seaproximamésa O (cero); se puede verificar que esto

es cierto ya que se conoce la raiz verdadera. Por lo tanto x~ 0.257530. Cabe aclarar que
aplicando € algoritmo 2.1.1 el resultado que se obtiene es, x ~ 0.257532.

Con & gemplo 2.1.1, se puede observar que € hecho de que € método de biseccion no
tome en cuenta la magnitud de los valores de la funcidn en la aproximaciones calculadas
X, Y que solo tome en cuenta el signo de f(x,);puede resultar que una aproximacion

intermedia (X,,), Se aproxime més alaraiz que larespuestafinal (x) .

Ejemplo 2.1.2 Determinar € nimero de iteraciones necesarias para resolver la ecuacion
(2.10); en [0,1], con unatoleranciade 10™°.
Utilizando laecuacion (2.9); se calcula el valor de N, delasiguiente manera:

log 2
log( -1
n > M(l)
log 2
. og100000 )
0.301029995664
n > 16.609640474436
Redondeando a enteros, se obtiene:
N =17

Por lo tanto se necesitan 17 iteraciones paralograr una aproximacion con unatolerancia de
10°. Esto se puede verificar con € gercicio 2.1.1. Cabe mencionar que en este giemplo
s0lo se esta tomando en cuenta €l error de tolerancia Tol .

Observando los gemplos 2.1.1 y 2.1.2, es conveniente utilizar la ecuacion (2.9) para
calcular el nimero maximo deiteraciones N, en lugar de designarlo arbitrariamente. Por o
gue es importante tomar en cuentael Paso 1 en algoritmo 2.1.1.

Asi mismo en & gjemplo 2.1.2, se puede observar que para calcular € valor de N, no se
toma en cuenta la funcion f(x), sdlo € intervalo y €l error de tolerancia; por lo que al
calcular €l valor de N aplicando € teorema 2.1.2 y la ecuacion (2.9); no significa que en
esa iteracion ya se encontrO un aproximacion de la raiz. Se tienen que cumplir

simultaneamente |os siguientes criterios: ‘% <Tol y | f (xn)| <Tol , para asegurar que se

ha encontrado una aproximacién de laraiz.

Ejemplo 2.1.3 Usar el método de biseccidn para encontrar una aproximacion de laraiz de
la siguiente ecuacion; en [2,5], con unatoleranciade 10°°; utilizar 6 decimales.
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Antes de aplicar e método de biseccion se grafica la funcion f (x), obteniendo la figura
2.3; donde se puede observar que la funcidn no es continua en el intervalo [2,5] y que en

éste intervalo no se encuentra alguna raiz. La linea que intersecta en x=4, es una
singularidad ’.

-2

—44

Figura 2.3 Gréficadelaecuacion f(X)=-2

Supdngase que no se grafica la funcion y se empieza a aplicar el método. Utilizando €l
algoritmo 2.1.1, se empieza calculando €l valor de N :

log( =2
N > M+1o
log 2
log(-3;
N > M +10(3)
log 2
N log 300000 +10(4)
0.301029995664
N > 18.194602975158+10(5)
N > 28.194602975158
Redondeando a enteros, se obtiene:
= N=28

Despuéssecalcula f(2) y f(5), obteniéndose:

f(2)= —2 1000000
3-4

"Un punto singular es aquel en el que el valor de lafuncion tiende ainfinito.
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f(5) = 2 = 2.000000
3-4
Como f(2)* f(5) <0, se supondria que € intervalo es correcto y que encierra una raiz; a
continuacion se calcula x, con laecuacion (2.4):

X = % = 3.500000
después secalcula f(x):
f (3.500000) = 2 4000000
3.500000-4

y se multiplica f(2)* f (3.500000) = 4.000000; como es >0, €l intervalo para la segunda
iteracion seriac a=3.500000 y b=5.
Luego se calcula x, con laecuacion (2.4):

_ 350000045 _  oen000
después secalcula f(x,):
f (4.250000) = 2 =8.000000
4.250000-4

y se multiplica f(3.500000) * f (4.250000) = —32.000000; como es <0, € intervalo para
laterceraiteracion seria: a=3.500000 y b =4.250000.

Para saber cuando dejar de iterar, se debe de cumplir que ‘% <0.00001 y que

|f(xn)| <0.00001; lo cua no se cumple, ya que aunque € error si se va haciendo méas

pequefio, f(x,) encadaiteracion vacreciendo, (ver cuadro 2.2).
Para obtener x,,X,, X, %s,..., Se repite €l proceso anterior. Algunas iteraciones se muestran
en el cuadro 2.2.

n a b fla) Rl Eq Y Fla)+ flz,) G

1 2000000 5000000 -1.000000 Z.000000 3500000 -4.000000 +

2 3.500000 5000000 -4.000000 2.000000 4250000 8.000000 = 0176471
3 3.500000 4. 250000 -4.000000 S.000000 3875000 -16.000000 + 0096774
4 3.BTH000 4. 250000 -16.000000 S.000000 4062500 32.000000 - 0046154
5 3.BTH000 4062500 -16.000000 32000000 3958750 =G 000000 + 0023622
Li] 3.0GETE0 4062500 =G4.000000 32000000 4015625 125000000 - 0011673
T 3068750 4.015G25 -G4. 000000 128000000 3002158 -256.016385 + 0005871
8 3.902188  4.015G25 -ERG.016385 128000000 4.003007 511.601715 - 0.002927
9 3.992188  4.003007 -Z256.016355 511001715  3.998045 -1024. 580164 + 0001465
10 3995045  4.003807  -1024.590164 511901715 4.000973 2044.95977T5 = 0000732
11 3903045 4000978  -1024.590164 20440980775 3.990513 -4106. 776151 + 0000366
12 3000513 4000975  -4106.77T6181 20440809775 4000245 5130.0581301 - 0000153
13 3000513 4000246  -4106.776181  S130.081301  3.990380  -16G6GG6.GHGEGT + 0000092

Cuadro 2.2: Ejemplo del método de biseccidn cuando encuentra una singnlaridad

60



A continuacion se indica como calcular el error relativo ‘—X"’Xn‘"fl

Para la primera iteracion el error relativo no se calcula, porque no se cuenta con una
aproximacion inicial.
Parala segundaiteracion el error relativo se calcula de la siguiente manera:

X, =% _ | 4.250000— 3.500000| 0176471
x | | 4250000 |
Paralaterceraiteracion € error relativo se calcula
X~ %,| _|3.875000-4.250000| _ p—
X, | | 3.875000 |

Para obtener el error relativo de las demés iteraciones se repite el proceso anterior. Los
errores se muestran en el cuadro 2.2.
El método de biseccidn no converge aunaraiz.

El método de biseccion puede atrapar una singularidad como si fuera unaraiz, debido a que
no reconoce la diferencia entre una raiz y una singularidad. Para evitar este problema es
necesario graficar la funcién; pero s se llegara a aplicar € algoritmo 2.1.1, se tiene que

verificar que se cumplan simultneamente los siguientes criterios: ‘% <Tol vy

| f (xn)| <Tol ; paraasegurar que se ha encontrado una aproximacion de laraiz.

Ejemplo 2.1.4 Usar el método de biseccidn para encontrar una aproximacion de la primera
raiz positiva de la siguiente ecuacion; en [0,7], con una tolerancia de 10°°; utilizar 7
decimales.

f(X)=-19(x-0.5)(x-1) + & —e**

Antes de aplicar el método de biseccion se grafica la funcion f (x), obteniendo la figura
2.4; donde se puede observar que la funcién es continua en € intervalo [0,7], pero en éste

intervalo se encuentran tres raices; por 10 que se tiene que tomar otro intervalo que
contenga exactamente una raiz . Como se busca la primera raiz positiva se toma el
intervalo [0,1], empezando a aplicar el método de biseccion, ya que se puede garantizar que
va ha converger, ala solucién buscada.

8Aunque el método también se puede aplicar cuando hay més de unaraiz en [a,b] ; pero

cuando esto sucede no se puede garantizar que e método converja ala solucién buscada,
(ver gercicio 2.2).
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Figura 2.4 Gréfica dela ecuacion f (X) = —-19(x—0.5)(x—1) + & —e™>*

Utilizando € algoritmo 2.1.1, se empieza calculando el valor de N :

log( 2
N > M +10
log 2
log( -1
N > g(m )+10(6)
log 2
N log100000 +10(7)
0.301029995664
N > 16.609640474436+10(8)
N > 26.609640474436
Redondeando a enteros, se obtiene:
= N=27

Despuéssecalcula f(0) y f (1), obteniéndose:
f (0) = —19(0—0.5)(0-1) + €’ — e *® = —9.5000000
f (1) = —19(1-0.5)(1-1) + €' — e *" = 2.5829465

Como f(0)* f(1) <0, el intervalo es correcto ya que encierra una raiz (teorema 2.1.1); a
continuacion se calcula x, con laecuacion (2.4):

= 0—;1 = 0.5000000
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después secalcula f(x):
F(0.5000000) = —19(0.5000000 — 0.5)(0.5000000 — 1) 4 05000000 _ =2(0.5000000)
= 1.2808418
y se multiplica f(0)* f (0.5000000) =-12.1679971; como es <0, €l intervao para la
segunda iteracion seria: a=0 y b =0.5000000.
Luego se calcula x, con laecuacion (2.4):

_ 0+0.5000000 _ 0.2500000

después secalcula f(x,):
£(0.2500000) = —19(0.2500000 — 0.5)(0.2500000 — 1) 4 52500000 _ o—2(0.2500000)

—2.8850052

y se multiplica f(0)=* f(0.2500000) = 27.4075494; como es >0, € intervalo para la

terceraiteracion seriac a=0.2500000 y b=0.5000000.

Para saber cuando degjar de iterar, se debe se cumplir que ‘%

<0.00001 y que

|f(x,)|<0.00001; esto se cumple en la iteracion 18: 0.0000094<0.00001 vy

0.0000090 < 0.00001.
Para obtener X,, X,, Xs, X, .., X5 ; SE repite el proceso anterior. Lasiteraciones se muestran en
el cuadro 2.3.

n a b Flal Rl Tn FE] Flal* fir,) £

1 00000000 Lo00oood  -9.5000000 25820465 0.5000000 12808418 =

2 0.0000000 05000000 -9.5000000 125808418 02500000 -2.8850052 + 10000000
3 02500000 05000000  -2.8850052 12808418 03750000 -0.5017501 + 0.3333333
4 03750000 05000000 -0 5017501 1.2808418 04375000 0.4630095 - 01428571
5 0LATE0000 04375000  -0.5017501 04630005 04062500 -0.0001867 + 0.07TE9231
G 04062500 04375000 -0.0001867 046300905 04218750 0.2365690 = 00370370
T 04062500 04218750 -0.0001867 02365600 04140625 0.1193550 = 0.0158670
8 04062500 04140625  -0.0001867 01193580 0.4101563 0.0598783 - 00095237
O 04062500 04101563 -0.0001867  0.0B08TE3 04052032 0.0290195 - 0.00475844
10 04062500 04082032 -0.0001867 00200195 040722645 0.0148847 - 0.0023982
11 04062500 04072266  -0.0001867 00148847 04067383 00073535 - 0.0012005
12 04062500 04067383 -0.0001867 00073535 04064942 00035853 - 0.000E005
13 04062500 04064942 -0.0001867 00035853 04063721 0.0016996 - 0.0003005
14 04062500 04063721 -0.0001867 000169595 04063111 00007573 - 0.0000 501
15 04062500 04063111 -0.0001867 00007573 04062808 00002861 - 0.000075]
16 04062500 04062806  -0.0001867 00002861 0. 4062653 0.0000497 - 00000377
17 04062500 04062653 -0.0001867 00000497 04062577 -0.0000677T + 00000187
18 04062577 04062653 -0.0000677 0.0000497 04062615  -0.0000090 + 0.00000094

Cuadro 2.3: Ejemplo del método de biseccidn cuando converge

A continuacion se indica como calcular el error relativo ‘—X"’Xn‘"fl

Para la primera iteracion el error relativo no se calcula, porque no se cuenta con una
aproximacion inicial.
Parala segundaiteracion el error relativo se calcula de la siguiente manera:

%, —x| |0.2500000-0.5000000|

=1.0000000
X | | 0.2500000 |
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Paralaterceraiteracion € error relativo se calcula:
%% _|0.3750000-0.2500000| _ ) 2533041
ESR 0.3750000 |

Para obtener el error relativo de las demés iteraciones se repite el proceso anterior. Los
errores se muestran en el cuadro 2.3.
Laprimeraraiz positivaes.
X ~ 0.4062615 Conunatolerancia Tol=0.00001
Comprobacion:

£(0.4062615) = —19(0.4062615 — 0.5)(0.4062615 — 1) 4 4052615 _ —2(0.4062015)
= —0.0000090 == 0

No fue necesario realizar las 27 iteraciones, ya que se cumplieron antes simultdneamente
los criterios de convergencia (2.5) y (2.6).

Ventajas del método de biseccion.

1 Encuentra unaraiz alin cuando la funcién no sea analitica.

2. Siempre encuentra una raiz de la funcidn si se sabe que laraiz existe en un
intervalo dado; es decir siempre converge.

3. Sirve como punto inicial paralaaplicacion de otro método.

4. Por el teorema 2.1.2 se sabe cuantas iteraciones se necesitan realizar con un
error determinado Tol .

5. Lalongitud del subintervalo que contiene a la raiz tiende a cero, por lo que

ésta puede tomarse como un criterio de aproximacion alaraiz.
Desventajas del método de biseccidn.

1. Su convergencia es muy lenta comparada con la convergencia de otros métodos, por
lo que se sugiere escoger un intervalo inicial [a,b], tan pequefio como sea posible.

2. No toma en cuenta la magnitud de los valores de la funcién en las aproximaciones
calculadas x,, solo toma en cuenta el signo de f(x,), lo que puede resultar que una
aproximacion intermedia, mejor que la respuesta final, pase desapercibida.

3. Puede atrapar una singularidad como s fuera una raiz, debido a que € método no
distingue las raices de las singul aridades.

4. Una tarea importante que se debe de readizar antes de aplicar €l método para
garantizar la convergencia, es encontrar un intervalo que contenga la raiz buscada,
asi como verificar gque la funcién sea continua en él. Lo anterior no significa que si
no se cumple cual quiera de estos requisitos el método vaya a diverger.

2.2 M étodo de falsa posicion

El método de la falsa posicion pretende conjugar la seguridad del método de biseccion para
converger, con la rapidez del método de la secante (ver seccion 2.4); también es
denominado como: Regla falsa, Posicion falsa o Interpolacion Lineal. Comienza con un



intervalo [a,b] que encierra a la raiz, es decir f(a) y f(b) son de signos opuestos,
(teorema2.1.1).

Es similar al método de biseccidn ya que consiste en generar subintervalos que encierren a
la raiz; pero la aproximacion de laraiz x, no se obtiene con el punto medio, sino con la

interseccion de la recta secante a la curva que une alos puntos (a, f(a)) y (b, f (b)) con €

gje x; proporcionando una mejor estimacion de laraiz. El reemplazamiento de la curva por
unalinearectadauna"posicion falsa' delaraiz, de aqui el nombre del método.

En lafigura 2.5 se muestra la representacion gréfica del método de la falsa posicion; donde
se puede observar que una vez iniciado el proceso iterativo, uno de los extremos del
intervalo puede quedarse fijo.

f (b)

f(x)
Primeraiteracion >
Segundaiteracion

Terceraiteracion

b  Primeraiteracion

f(a) b  Segundaiteracion

]

b Terceraiteracion
Figura 2.5 Representacion gréfica del método de falsa posicion

Con €l uso de tridngulos semejantes, la interseccion de la recta secante con €l ge x se
puede calcular de la siguiente manera (Ver figura 2.5):
catetoadyacente

catetoopuesto

cotd =

cotg=21—2 coté?:b_—xl
“f(a) f (b)

- 878 b
~f@ '
f(b)(% -a)=—f (a)(b-x)

x, f (b) —af (b) = —bf (a) + x, f (a)
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% F(0) = T (&) = -bi(a+ai(b)
X, (f(b) - () =af(b)-bi(a)

_ af (b)-bf (a)
X =Fof@

El primer paso para aplicar € método de la falsa posicion y garantizar que converja a la
solucién, es comprobar que f es continuaen el intervalo [a,b] y que en éste intervalo se

encuentre una raiz (f(a)* f(b)<0), s se cumplen estos dos requisitos se garantiza la

convergencia del método; pero no significa que s no se cumple cualquiera de estos €
método vaya a diverger.
A continuacién, se calcula la interseccion con € gje x de la recta secante a la curva que
pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f (b)), que serala primera aproximacion de laraiz. Este
valor esta dado por:
_ af (b)—bf (a)
f(b)—-f(a)

Para obtener la n-ésimainterseccion con € ge x de larecta secante ala curva, laecuacion
seria
= al(b)-bf (@) férmuladeiter aci dnpar ael métododefal saposicion (2.11)
f(b)-f(a)
A continuacion se verifican los signosde f(a)* f(x,) y f(x,)=* f(b), para saber en que
subinterval o se encuentralaraiz (como en el método de biseccion):
1. S f(a)xf(x,)<0, entonces en e subintervalo [a,x,] sSe encuentra la raiz,
renombrando a=ay b=x,.
2. S f(a)=f(x,)>0, entonces en e subintervalo [X,,b] se encuentra la raiz,
renombrando a=x, y b=Db.
3. S f(a)*f(x,)=0,entonces x, eslaraiz.

Si ocurre alguno de los dos primeros casos se calculalainterseccion con € gje x delarecta
secante ala curva con la ecuacion (2.11), siendo ésta la aproximacion mas actualizada de la
raiz.

Al igual que en e méodo de biseccidn se repite € proceso hasta que se cumplan los
criterios de convergencia de las ecuaciones (2.5), (2.6) y (2.7).

ALGORITMO 2.2.1 Método de falsa posicion. Para encontrar una aproximacion de la
raiz, de una ecuacion f(x)=0 donde f es una funcion continua en [ab] vy

f(a)* f (b) < 0. (Paragarantizar la convergencia del método).
Datos. f(X), € intervalo [a,b], una tolerancia Tol y un nimero maximo de iteraciones
N.
Resultados: Unaraiz aproximada o un mensagje de falla.
o Paso 1: Hacer n=1.
o Paso 2: Mientras n< N, repetir |os pasos 3 a 14.
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- Paso 3: Cacular f(a) y f(b).
- Paso 4: S n=1 entonces redlizar |as siguientes comparaciones. De

lo contrario CONTINUAR.
* Paso 5: Si f(a)* f(b)=0 entonces IMPRIMIR “Unaraiz de

la ecuacion dada es uno de los extremos del intervao’ y
TERMINAR. Delo contrario CONTINUAR.
* Paso 6: Si f(a)=* f(b)>0, entonces IMPRIMIR “Intervalo

incorrecto, no hay raiz o hay varias raices’ y TERMINAR. De lo
contrario CONTINUAR.
* Paso 7. Si f(a)* f(b) <0, entonces IMPRIMIR “Intervalo

correcto” y CONTINUAR. Delo contrario TERMINAR.
- Paso 8: Calcular x, = 4075 .
- Paso 9: Calcular f(X,).
- Paso 10: Si f(a)* f(x,)=0 entonces IMPRIMIR “Una raiz de la
ecuacion dadaes x,” y TERMINAR. Delo contrario CONTINUAR.
- Paso 11: S f(a)* f(x,) <0, entonces hacer a=a y b=x, delo

contrario hacer a=x, y b=b.

- Paso 12: Si n>1 entonces calcular g:‘% y redlizar la siguiente

comparacion. De lo contrario CONTINUAR.
* Paso 13: Si ¢<Tol y |f(x,)|<Tol entonces IMPRIMIR

“Unaraiz aproximada de la ecuacion dadaes x,” y TERMINAR. De
lo contrario CONTINUAR.
- Paso 14: Hacer n=n+1.

o Paso 15: IMPRIMIR mensgje de falla*“El método no converge aunaraiz” y
TERMINAR.

Se puede verificar que el algoritmo del método de falsa posicion esidéntico a de el método
de biseccion (algoritmo 2.1.1), con laexcepcion del Paso 1y de que en el primero se utiliza
laecuacion (2.11) y en el segundo la (2.4).

Ejemplo 2.2.1 Usar el método de falsa posicion para encontrar una aproximacion de laraiz
delaecuacion (2.10), ( f (x) = e*—x*+3x—2); en [0,1], con unatoleranciade 10°°; utilizar
6 decimales.

Antes de aplicar el método de falsa posicion se grafica la funcion f (x), obteniendo la
figura 2.2; donde se puede observar que la funcién es continua en €l intervalo [0,1] y que

en éste intervalo se encuentra exactamente una raiz; por o que se empieza a aplicar €l
método de falsa posicién, ya que se puede garantizar que va a converger.
Aplicando e algoritmo 2.2.1 del método de falsa posicion, se empieza calculando f (0) y

f (1), paraverificar que en e intervalo [0,1] se encuentra unaraiz, obteniéndose:
f (0) =€ —(0)* + 3(0) — 2 =-1.000000
f(1)=e" —(1)?+3() —2=2718282
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Como f(0)* f(1) <0, el intervalo es correcto ya que encierra una raiz (teorema 2.1.1); a
continuacion se calcula x, con la ecuacion (2):
_ (0)(2.718282) — (1)(—1.000000)
~ (2.718282) — (—1.000000)

=0.268941

después secalcula f(x):
f (0.268941) = %2 _(0.268941)* + 3(0.268941) — 2 = 0.043072

y se multiplica f (0)* f (0.268941) = —-0.043072 ; como es < 0, € intervalo parala segunda
iteracion seriac a=0y b=0.268941.
Luego se calcula x, con laecuacion (2.11):
_ (0)(0.043072) — (0.268941)(—1.000000)
B (0.043072) — (—1.000000)

=0.257836

después secalcula f(x,):
f (0.257836) = €'°%™ _ (0.257836)° + 3(0.257836) — 2 =0.001155

y se multiplica f (0)* f (0.257836) = —0.001155; como es <0, €l intervalo para la tercera
iteracion seriac a=0y b=0.257836.
Para saber cuando degjar de iterar, se debe se cumplir que <0.00001 y que

|f(x,)|<0.00001; esto se cumple en la iteracion 5 0.000004<0.00001 vy

0.000001< 0.00001.
Para obtener x,, X, ¥ X;; se repite el proceso anterior. Las iteraciones se muestran en €

cuadro 2.4.

Xn—Xna
Xn

a ) fla) F(E) Tn filzn) fla)# flza) =
0.000000  L.Oo00000 -1.000000  2.71828Z 0268941 0.043072 - e
0.oo0oo0 0LEGESY1 -L.000000 .04 30TZ 0.2578346 0.001155 0.043070
0.oo0000  0.EGTE3E  -1.000000 Q.001155 0.257530 0000033 0.001153
n.ooo0ooo 0LESTEI9 -1.000000 0000033 0257531 0000003 0000031
0000000 0257531 -1.000000  0.000003 0267530 -0.000001 0.000004

(=, IS IO R -

+ 111

Cuadro 2.4: Ejemplo del método de falsa posicion cuando converge

A continuacion se indica como calcular el error relativo ‘—X“;:"*l

Para la primera iteracion €l error relativo no se calcula, porque no se cuenta con una
aproximacion inicial.
Parala segundaiteracion el error relativo se calcula de la siguiente manera:

x,—x| |0.257836-0.268941

_ = 0.043070
x, | | 025783%6 |
Paralaterceraiteracion € error relativo se calcula:
%~ %|_|0.257539-0.257836| _ ) 1

X | | 0257539 |
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Para obtener el error relativo de las demés iteraciones se repite el proceso anterior. Los
errores se muestran en el cuadro 2.4.
X~ 0.257530 Con unatolerancia & = 0.00001

Comprobacion:
f( 0.257530)=e**"**) _(0.257530)” + 3(0.257530) — 2 = —0.000001 ~ 0

En éste g emplo se puede observar que €l aplicar el método de falsa posicion uno de los
extremos del intervalo se puede quedar fijo; (ver figura 2.5).

Observando los gemplos 2.1.1 y 2.2.1, se puede verificar que para la ecuacion (2.10) el
método de falsa posicion converge mas rapido que € método de biseccién; aunque hay
casos en donde éste Ultimo converge mas rapido.

Ejemplo 2.2.2 Usar el método de falsa posicién para encontrar una aproximacion de laraiz
de la siguiente ecuacion; en [0,1.5], con unatoleranciade 10™°; utilizar 7 decimales.

f(x)=x"-1

Antes de aplicar el método de falsa posicion se grafica la funcion f(x), obteniendo la
figura 2.6; donde se puede observar que la funcion es continuaen € intervalo [0,1.5] y que

en éste intervalo se encuentra exactamente una raiz; por 1o que se empieza a aplicar €l
método de falsa posicion, ya que se puede garantizar que va a converger.

NS

2

Figura 2.6 Gréafica dela ecuacion f(X)=x° -1
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Aplicando € algoritmo 2.1.1 del método de falsa posicion, se empieza calculando f (0) y
f (1.5), paraverificar que en el intervalo [0,1.5] se encuentra unaraiz, obteniéndose:
f (0) = 0'° —1=-1.0000000
f (1.5) =1.5"—1=56.6650391

Como f(0)* f(1.5) <0, €l intervalo es correcto ya que encierra unaraiz (teorema 2.1.1); a
continuacion se calcula x, con laecuacion (2.11):
_ (0)(56.6650391) — (1.5)(—1.0000000)
~ (56.6650391) — (—1.0000000)

=0.0260123

después secalcula f(x):
f (0.0260123) = 0.0260123" —1=-1.0000000

y se multiplica f(0)=* f(0.0260123) =1.0000000; como es >0, € intervalo para la
segunda iteracion seriac a=0.0260123 y b =1.5000000.
Luego se calcula x, con laecuacion (2):
~ (0.0260123)(56.6650391) — (1.5000000)(—1.0000000)
2= (56.6650391) — (—1.0000000)

=0.0515735

después secalcula f(x,):
f (0.0515735) = 0.0515735"° — 1 =—1.0000000

y se multiplica f(0.0260123) * f (0.0515735) =1.0000000; como es >0, €l intervalo para
laterceraiteracion seria a=0.0260123 y b =0.0515735.

Para saber cuando degjar de iterar, se debe se cumplir que <0.00001 y que

|f(x,)|<0.00001; esto se cumple en la iteracion 184: 0.0000009<0.00001 Yy

0.0000001 < 0.00001.
Para obtener X, X,, X, Xs,..» X5, ; S€ repite e proceso anterior. Algunas iteraciones se
muestran en el cuadro 2.5.

Xn—Xna
Xn

A continuacion seindica como calcular €l error relativo ‘—X"‘X:H

Para la primera iteracion € error relativo no se calcula, porque no se cuenta con una
aproximacion inicial.
Parala segundaiteracion el error relativo se calcula de la siguiente manera:

|x,— x| |0.0515735-0.0260123|

= 0.4956266
% | | 0.0515735 |
Paralaterceraiteracion €l error relativo se calcula:
%~ %|_|0.0766914-0.0515735| _ | pcro0

X | | 0.0766914 B
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n a | Flal F(b) Ty e fla)* flx,) £

1 0.0000000  L.5000000  -1.0000000  56GGR030] 0.0260123 -1.0000000 +

2 00260123 15000000 -L.0000000 566650301 00515735 -L.0000000 + 0. 4056266
3 Q0515735 L5000000  -L0000000 566650391 0.0766914 ~L.0000000 + 0.3275191
4 00766014 15000000 -L.0000000 566850301 01013737 -L.0000000 + 0.2434783
5 01013737 LA000000  -L0000000 566650391 01256280 ~1.0000000 + 0.1930644
Li] 01256280 L.5000000  -1.0000000  56GGH0Z0] 01494617 -1.0000000 + 015946306
T 01494617 L.5000000  -L.0000000 566650301 01728521 -L.0000000 + 0.1354704
8 01728821 L5000000  -L.0000000 566650301 01953964 -0.9309599 + 01174820
9 019528064 L.5000000  -0.9900000 566650301 02185115 -0.9900908 + 0.1034062
10 02185115 L.5000000  -0.9999595 5666500301 0.2407345 -0.9909993 + 00923133
11 0.2407345  L.5000000  -0.9900003 566850301  0.2625721 -0.0000534 + 00831680
12 02625721  L.5000000  -0.9999934 5666560391  0.2540310 =0 9909965 + 00755513
13 02840310 L.5000000  -0.0909966  S6GGH0I0] 0.3051177 -0.9999930 + 00591101
14 03051177 L5000000 09900030 566650301 03258386 -0. 9900865 + 00635025
15 032538386 L.5000000  -0.9909865 566600301 0.34G2001 -0.9909753 + 005558143
1d 03452001  L5000000  -0.9900753 566850301 03662023 -0. 9900564 + 0.0546361
17 03652083 L5000000  -0.9999566 566600301 0.3558631 -0. 99099265 + 0.0509520
15 03858691  L5000000 09900265 566650301 04051854 -0. 9005807 + 00476708
19 04051884  L5000000  -0.9905807 566650301 04241719 -0.9905115 + 00447543
20 04241719 L.5000000  -0.0905115  S6GGHOIOL 0.44258249 -0.9997101 + 00421227
21 0.4428240  L5000000  -0.9907101 566650301 04611527 -0, 9905650 + 00297435
22 04611527 L5000000 09905650 566650301 04791602 -0.9903620 + 00375814
23 04791602 L5000000  -0.9903820 566650301 04068520 -0.9400832 + 0.0356078
24 048638520 L5000000 -0.9900832 5666560391 05142324 -0 9957070 + 0L033TOET
25 05142324 L5000000  -0.9937070 566850301 05313054 -0 0082075 + 0.0321341
26 05313054 L5000000  -0.9952076 566650301 0.5480745 -0.9975543 + 0.0305064
27 05450745 L5000000  -0.9975543 5666500301 0.5G45427 -099GT117 + 00291709
28 05645427 L5000000  -099GT11T 566650301 05807125 -0 9956387 + 00278448
29 05807125 L500O000 -0.9956387 5666500301 0.59G5350 -0.9942335 + 00266072
30 05055860 L.5000000 09942888 566650301 06121646 -0. 9426004 + 0.0254484
154 09909990 15000000  -0.0000100 566650391 0.9999991  -0.0000090 + 0L0000001

Cuadro 2.5: Ejemplo del método de falsa posicion cuando converge muy lentamente

Para obtener el error relativo de las demas iteraciones se repite e proceso anterior. Los
errores se muestran en el cuadro 2.5.

X~0.9999991  Conun & = 0.00001
Comprobacién:

f(0.9999991)=0.9999991 **~1 = —0.0000090 ~ O

Con e gjemplo 2.2.2 se puede comprobar que el aplicar el método de falsa posicién uno de
los extremos del intervalo se puede quedar fijo; (ver figura 1); asi mismo se puede observar
gue para la ecuacién (2.12) el método de falsa posicién funciona de manera deficiente, ya
gue converge muy lentamente. EI método de biseccién ofrece mejores resultados para esta
ecuacion, (ver gercicio 2.1); yaque converge en 20 iteraciones.

Ejemplo 2.2.3 Usar e método de falsa posicion para encontrar una aproximacion de la

primera raiz negativa de la siguiente ecuacion; en [-4,4], con unatoleranciade 10°°; utilizar
6 decimales.
f (X) = tan(x)
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Antes de aplicar el método de falsa posicion se grafica la funcion f (x), obteniendo la
figura 2.7; donde se puede observar que la funcién no es continuaen €l intervalo [-4,4], y

que en éste intervalo se encuentran tres raices; por |o que se tiene que tomar otro intervalo
gue contenga exactamente una raiz y que la funcién sea continua en él. Como se busca la
primeraraiz negativa se toma el intervalo [-3.5,—-2.5] , empezando a aplicar € método de la

falsa posicion, ya que se puede garantizar que va ha converger, ala solucion buscada.

14

-2

-3

4

Figure2.7 Gréficadelaecuacion f(X) = tan(x)

Aplicando el algoritmo 2.2.1 del método de falsa posicion, se empieza calculando f (—3.5)
y f(-25), para verificar que en € intervalo [-3.5-25] se encuentra una raiz,
obteniéndose:

f (—3.5) = tan(—3.5) =-0.374586

f (-2.5) = tan(—2.5) = 0.747022

Como f(-3.5)* f(-25)<0, € intervalo es correcto ya que encierra una raiz (teorema
2.2.1); acontinuacion se calcula x, con laecuacion (2.11):
X = (—3.500000)(0.747022) — (—2.500000)(—0.374586) 3166028
(0.747022) — (—0.374586)

después secalcula f(x):
f (—3.166028) = tan(—3.166028) =—0.024440

y se multiplica f(—3.500000) * f (—3.166028) = 0.009155; como es >0, €l intervalo para
lasegundaiteracion seriac a=-3.166028 y b =-2.500000.
Luego se calcula x, con laecuacion (2.11):
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,, — (£3.166028)(0.747022) - (-2.500000)(-0.024440) _ 5 14005
(0.747022) — (~0.024440)

después secalcula f(x,):
f (—3.144928) = tan(—3.144928) = -0.003335

y se multiplica f(-3.166028) * f (—3.144928) = 0.000082; como es >0, €l intervalo para
laterceraiteracion seria a=-3.144928 y b =-2.500000.

Para saber cuando degjar de iterar, se debe se cumplir que <0.00001 y que

|f(x,)|<0.00001; esto se cumple en la iteracion 6: 0.000003<0.00001 vy

0.000001 < 0.00001.
Para obtener x,, X,, X, Y Xs; serepite e proceso anterior. Las iteraciones se muestran en

el cuadro 2.6.
A continuacion se indicacomo calcular el error relativo ‘—X"‘X:H

Xn—Xna
Xn

Para la primera iteracion € error relativo no se calcula, porque no se cuenta con una
aproximacion inicial.
Parala segundaiteracion el error relativo se calcula de la siguiente manera:

X% =X |_|-8144928(-3.166028)| _ ) 100
X, | | ~3.144928 |
Paralaterceraiteracion € error relativo se calcula:
X~ %| _|-8.142062(-3.144928) _ ) 100015
X, | | ~3.142062 |

Para obtener el error relativo de las demés iteraciones se repite el proceso anterior. Los
errores se muestran en el cuadro 2.6.
X~ —3.141594 Conun ¢ = 0.00001

Comprobacién:
f( -3.141594)= tan(—3.141594) = —0.000001~ O
Ventajas del método de falsa posicion.
1. Siempre encuentra unaraiz de lafuncidn si se sabe que laraiz existe en un intervalo

dado; es decir siempre converge.
2. Casi siempre converge mas rapido que el método de biseccion.
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Desventajas del método de falsa posicion.

1. Lalongitud del subintervalo que contiene a la raiz en general no tiende a cero,
debido a que uno de los extremos de los subintervalos se aproxima a la raiz,
mientras el otro puede permanecer fijo; es decir la longitud del subintervalo [a,b]
no puede tomarse como un criterio de aproximacion alaraiz.

2. Unatareaimportante que se debe de realizar antes de aplicar el método es encontrar
un intervalo que contenga la raiz buscada, asi como verificar que la funcion sea
continua en é. Lo anterior no significa que s no se cumple cuaquiera de estos
requisitos el método vayaadiverger.

2.3 Método de Newton

El método de Newton es una de las técnicas numéricas méas poderosas y conocidas, para
determinar las raices de una ecuacion. Comienza con una aproximacion inicial ° x, ala
raiz, a continuacion se traza una recta tangente a la curva en e punto (x,, f(X,)). La
interseccion de la recta tangente con el gje x, se denota como X, y Se considera una mejor

aproximacion de la raiz; después se traza otra recta tangente a la curva en e punto
(%, f(x)). Lanuevainterseccion de larecta tangente con €l ge x, se denotacomo X, y se
considera una mejor aproximacion de laraiz. El proceso se repite hasta que se cumplan los
criterios de convergencia de las ecuaciones (2.5), (2.6) y (2.7).

El método de Newton, se puede aplicar para hallar raices complgas, siempre y cuando €l
valor inicial x, seaun nimero complejo.

En lafigura 2.8 se muestrala representacion gréfica del método de Newton.

%El método casi siempre converge muy répidamente si x, esta “suficientemente cerca’ de

laraiz. En lapréctica es un temadificil determinar lo que es “ suficientemente cerca’, por o
gue muchas veces se utiliza el método de biseccién para encontrar una aproximacion inicial
X,- Asi mismo s x, “no esta lo suficientemente cerca’ de la raiz, e método quiza no

converjaalaraiz; pero esto no siempre es asi.

74



£ ——>

Primera iteracion

Segunda iteracion

(%)

|
\
aiz’ X Xg Primera iteraciéon

X5 Segunda iteracién

Figura 2.8 Representacion grafica del método de Newton

La interseccion de la recta tangente con el gje x se puede calcular de la siguiente manera
(Ver figura 2.8):
catetoopuesto

catetoadyacente

tan@ =

tanG:M: f'(%)

Seigualaalaprimeraderivadade x,, yaque ésta es equivalente ala pendiente:

' f(xo)_o
f =
(%) X

FO) _ ¢
e (%)

(% =%) F'(%) = (%)
F6) = (6 —x) F'(%)
(%) =% T"(%) =% (%)
X F00) =% 1'(%) = (%)

— %f'(0)-f(%)
X =T )

_ f (%)
X=X~ F0e)
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Para obtener la n-ésima interseccion con e ge x de la recta tangente a la curva, la
ecuacion seria:
_ fx)

(%)

X = formul adeiter aci onpar ael métododeNewton (2.13)

Un método alternativo para deducir e método de Newton, es apartir de la serie de Taylor.
Al utilizar la serie de Taylor de f(x,,,) en torno a una aproximacion x, de la raiz, la

ecuacion se puede escribir como:

PO =%)"
;

f(X,0) = F(x)+ £/ (%) (X = %,) + (2.14)

Truncando la serie de Taylor después del término de la primera derivada, se obtiene:
FOG) = FO6) + F/06) (%= %)

Enlainterseccion con el ge x, f(x,,,) debeserigual 0 muy proximo a cero, entonces:

O~ f(x,)+ F'(X)(X1—X%,)
de donde se despgjaa X, ., :
O~ f(X,)+X,.f'(%)=%f(x)
Xpr T /(%) = %, T/(%,)— f(X,)

~ Xt O0)- (%)
Xn+1 ~ (%)

~ (%)
A F(%,)

Obteniendo la ecuacion (2.13).

Algoritmo 2.3.1 Método de Newton. Para encontrar una aproximacion de la raiz, de una
ecuacion f(x)=0.
Datos: f(x), f'(X), una aproximacion inicial x,, una tolerancia Tol y un nimero

maximo de iteraciones N .
Resultados: Unaraiz aproximada o un mensgje de falla.

. Paso 1: Hacer n=0.

o Paso 2: Mientras n< N, repetir lospasos3all.
- Paso 3: S n=0 entonces hacer lo siguiente. De lo contrario
CONTINUAR.

* Paso 4: Calcular f(x,)
* Paso 5: Si f(x,)=0, entonces IMPRIMIR “Una raiz de la

ecuacion dadaes x.” y TERMINAR. Delo contrario CONTINUAR.
_ (%)
- Paso 6: Calcular x.., = X, __f’(xx:)
- Paso 7: Calcular f(x.,,)
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- Paso 8: Si f(x,,,)=0 entonces IMPRIMIR “Unaraiz de laecuacion
dadaes x..,” y TERMINAR. Delo contrario CONTINUAR.

- Paso 9: Si n>0 entonces calcular g:‘% y redlizar la siguiente

comparacion. Delo contrario CONTINUAR.
* Paso 10: Si e<Tol y |f(x,)|<Tol entonces IMPRIMIR

“Unaraiz aproximada de la ecuacion dadaes x,” y TERMINAR. De
lo contrario CONTINUAR.
- Paso 11. Hacer n=n+1.

o Paso 12: IMPRIMIR mensagje de falla“El método no converge aunaraiz’ y
TERMINAR.

En algunos casos |o més dificil al aplicar el método de Newton consiste en € calculo de la
derivada delafuncion f(x) y laobtencion del valor inicia X, .

Se tiene que tener en cuenta que la naturaleza de la funcion puede originar dificultades,
Ilegando incluso hacer que el método no converja; algunos casos son:

1. Caso 1. S la aproximacion inicia x,, es un punto de inflexion (es decir
f"(x) =0), lasiteraciones divergen progresivamente de laraiz. (Ver figura 2.9).

2. Caso 2: Si e método oscila en los alrededores de un maximo o un minimo local.
Tales oscilaciones pueden acanzar una pendiente cercana a cero, en cuyo caso la
solucion se dejadel areadeinterés. (Ver figura2.10).

3. Caso 3: Si e vaor inicia cercano a la raiz, salta a otra raiz muy distante de la
anterior. Esta tendencia a alejarse del area de interés se debe a que se encuentran
pendientes cercanas a cero. (Ver figura2.11).

4. Caso 4. Una pendiente nula provoca una division entre cero (lo cud
geomeétricamente representa a una tangente horizontal que jamas corta a ge x).
(Ver figura2.12).

Analisis de convergencia para € método de Newton

Para analizar la convergencia del método de Newton, se utiliza la serie de Taylor, tomando
en cuentaque €l error en la n-ésimaiteracion seria: ¢, = X—X, .

=& = X=X,
Ena=X"X

Se sustituye la ecuacion (2.13), en ¢, obteniéndose:

n+1?
— f (%)
Sni1 = X_|:Xn - f'(xn):|

— f (%)
Enn = X=X T 70

COMO &, = X— X, , eNtONCes:
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= f/./ ‘.‘/ T a2
£ = o -"
Figura9.Caso 1 Figura 10. Caso 2
| AN —~.
‘ . /I/ | \|\--‘__ i .
I_ \ _:;;-'_J.L___ “‘ - fi 5
|
Figura1l. Casos 3 Figura12. Caso 4
f(x)
€1 =€ +Txn)
L&)+ f(x) 015
n+l — f y()(n) "

Al utilizar la serie de Taylor de f(x) en torno a una aproximacion X, de la raiz, la
ecuacion se puede escribir como:

o)X
2!

FO) = f06)+ F/00)(x=%) +

Truncando la serie de Taylor después del término de la segunda derivada, se obtiene:
F"(%)(X=%,)°
2

FO)~ F06)+ F/O0)(X=%,) +

En lainterseccion con el ge x, f(x) debe serigual acero, entonces:

F (%) (X=%,)°
2

O~ f(x)+ F'(x)(x=x)+
como &, = X— X, , entonces:
f"(

0= F(x)+ F'0x)(e) +—2L (5,

06)+ 1006 =22 s,
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Se multiplica la ecuacion anterior por + (Xn)

N f(Xn)+,f (x)(e,) __ F(%) ()’
f'(x.) 2f/(x,)
obteniendo del lado derecho de la ecuacion anterior ¢, ,, (ver ecuacion (2.15)):

i e a8 (g y
2f'(x,)
esdecir € error en una determinada iteracion es proporciona a cuadrado del error anterior.
Esto significa que si en una determinada iteracion se tienen n cifras decimales exactas, en
la siguiente iteracidn se tendrédn 2n cifras decimales exactas. A este comportamiento se le
Ilama convergencia cuadrética.

Teorema 2.3.1 Sea f unafuncion continuay dos veces derivable en € intervalo [a,b] . Si

f(a)* f (b) <0 y sus dos primeras derivadas f'(x) y f”(x) no se anulan en [a,b] existe
una unica raiz de la ecuacion f(x)=0 en dicho intervalo y se puede garantizar la
convergencia del método de Newton tomando como valor inicial x, € extremo del
intervalo en € que lafunciény su derivadatienen el mismo signo.

Aplicando el teorema 2.3.1 se tiene que: e méodo de Newton converge a la Unica raiz x
de la ecuacion f(x), s f escontinuay dos veces derivable en € intervalo [a,b], y s

f(a)* f(b)<0 y sus dos primeras derivadas f'(x) y f"(x) no se anulan en [a,b],
tomando como valor inicial:

{a sf (a)f"(a) >0 219)

“lb sif(b)f(b)>0

es decir el extremo en que la funcién tiene el mismo signo gque su segunda derivada. (Ver
figura2.13)

Ejemplo 2.3.1 Usar e método de Newton para encontrar una aproximacion de laraiz de la
ecuacion (2.10), ( f (x) =e*—x*+3x—2); con x, =0.5, con unatoleranciade 10°°; utilizar

6 decimales.
Antes de aplicar el méodo de Newton se grafica la funcion f (x), obteniendo la figura 2,

donde se puede observar que la funcion es continua y que e punto inicial se encuentra
cercade laraiz; por lo que se empieza a aplicar el método.
Se calculalaprimeraderivada f'(x), (obtenida con Maple):

f'(x) =€ —2x+3

Utilizando el algoritmo 2.3.1, se empieza calculando f(0.5) y f'(0.5) obteniéndose:
£(0.5) = e'” — 0.5 +3(0.5) — 2 = 0.898721
F(0.5) = e —ElD 5) +3 = 3.648721
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Figure 7. Casos posibles para escoger X, , cuando setieneun intervalo [a, D]

A continuacion se calcula x, con laecuacion (2.13):
0.898721

X =0.5-—————=0.253689
3.648721

despuéssecacula f(x) y f'(x):
£(0.253680) = "% _ (9536807 4 3(0.253680) — 2 = —0.014520
£'(0.253680) = 2253652 _ 9(() 253680) + 3 = 3.781393

Luego se calcula x, con laecuacion (2.13):
-0.014520

X, =0.253689 - ———— = 0.257529
3.781393

despuéssecalcula f(x,) y f'(x,):
F(0.257520) = £"#7% _ 0,257520% 4 3(0.257529) — 2 = —0.000005
F/(0.257529) = %25752° _ 2(0.257529) + 3 = 3.778671
<0.00001 y que
|f(x,)|<0.00001; esto se cumple en la iteracion 3: 0.000004<0.00001 vy

mO0.000001 < 0.00001.
Para obtener X, ; serepite el proceso anterior. Las iteraciones se muestran en el cuadro 2.7.

Para saber cuando dejar de iterar, se debe se cumplir que ‘—X"’Xn‘"fl
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n ZTn flzn) f'(zs) £
0 0500000  0.898721 3.648721

1 0.253689 -0.014520 3.781393 0.970917
2 0257520 -0.000005 3.778671 0.014911
3 0.257530 -0.000001 3.778671 0.000004

Cuadro 2.7: Ejemplo del método de Newton cuando converge

A continuacion se indica como calcular el error relativo ‘—X“;:"*l

Parala primeraiteracion el error relativo se calcula de la siguiente manera:

X, —%,|_|0-253689—0.500000| _ 0.970917
x | | 0.253689 |
Parala segundaiteracion el error relativo se calcula:
X, —% | _|0.257529—0.253689)| _ 0.014911
X, | | 0.257529 |

Para obtener el error relativo de la Ultima iteracion se repite el proceso anterior. Los errores
se muestran en el cuadro 2.7.

x = 0.257530 Conunatolerancia Tol=0.00001
Comprobacion:

f(0.257530)=e(*%*™*) _(0.257530)? + 3(0.257530) — 2 = —0.000001~ O

Observando los giemplos 2.1.1, 2.2.1 y 2.3.1, se puede verificar que parala ecuacion (2.10)
el méodo de Newton converge mas rapido que los métodos de falsa posicion y biseccion;
aunque hay casos en donde estos Ultimos convergen mas rapido.

Ejemplo 2.3.2 Usar el método de Newton para encontrar una aproximacion de la raiz
positiva més pequefia de la siguiente ecuacion; con X, =3.6, con una tolerancia de 10°°;

utilizar 7 decimales.
f (Xx) = tan(x) — 0.5x

Antes de aplicar el método de Newton se grafica la funcién f (x), obteniendo la figura

2.14; donde se puede observar que la funcidon no es continua y que € punto inicial no se
encuentratan cercade laraiz.

Supdngase que no se graficalafuncion y se empieza aplicar el método.

Se calculala primeraderivada f'(x), (obtenida con Maple):

f'(x) = 0.5+ tan(x)*
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Figura 2.14. Gréfica delaecuacion f (x) = tan(x) —0.5x

Utilizando €l algoritmo 2.3.1, se empieza calculando f(3.6) y f'(3.6) obteniéndose:
f (3.6) = tan(3.6) — 0.5(3.6) = —1.3065333
f'(3.6) = 0.5+ tan(3.6)? = 0.7435094

A continuacion se calcula x, con laecuacion (2.13):
—-1.3065333

X =36-—— 222 _ 53572519
0.7435094

despuéssecalcula f(x) y f'(x):
f (5.3572519) = tan(5.3572519) — 0.5(5.3572519) = —4.0081833

f'(5.3572519) = 0.5+ tan(5.3572519)° = 2.2677228

Luego se calcula x, con laecuacion (2.13):
—-4.0081833

X, =5.3572519 - ——— =7.124745
2.2677228

despuéssecalcula f(x,) y f'(x,):
f(7.1247445) = tan(7.1247445) — 0.5(7.1247445) = —2.4432340
f'(7.1247445) = 0.5+ tan(7.1247445)* = 1.7524705
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Para saber cuando dejar de iterar, se debe se cumplir que ‘—X"’Xn‘"fl

| f (x,)| < 0.00001; esto nunca se cumple, ya que el método diverge.

Para obtener x,, X,, %, X;,..., Se repite el proceso anterior. Algunas iteraciones se muestran

en € cuadro 2.8.

n T flan) Jrjixnj =

] 3.6000000 -1.3065333 0.7435094

1 5.35725190 -4.0081833  2.2677228 0.3280137
2 T7.1247445 -2.4432340  1.7524705  0.2480780
3 8.5189101 -5.5349126  2.1267919 0.1636554
4 11.1213803  -13.4674562 63.0169493  0.2340060
5 11.3350919 -5.4988493 55162789 0.01858540
6 12.3330453 -6.4041764  0.5564793  0.0800170
T 238414274 -15.4051057 12.64005875 0.45827052
8 25.0600906  -12.6028240  0.5052067 0.0486296
9 50.0015240  -25.2710266  0.5730430 0.4988135
10 041012279 -47.19522309 05217857 0.4686411
11 184.5558064  -93.3036180  1.5520003 0.4901207
12 2446741959 -122.7249969  0.6504656 0.2457076
13 433.3467358 -216.8688528  0.5382144 0.4353847
14 836.2881153 -417.423379%  1.0193768 0.4818212
15 1245.7769124 54.3601902 0.3287015

-630.2274064

Cuadro 2.3: Ejemplo del método de Newton cuando no converge

A continuacion se indica como calcular el error relativo ‘—X“;:"*l

Paralaprimeraiteracion el error relativo se calcula de la siguiente manera:

X —%| _|5.3572519—3.6000000|

Parala segundaiteracion el erro

X | |

5.3572518

r relativo se calcula
X, —%| |7.1247445-53572519|

<0.00001 y que

% | |

7.1247445

0.3280137

0.2480780

Para obtener el error relativo de las demas iteraciones se repite el proceso anterior. Los

errores se muestran en el cuadro 2.8.

El método de Newton no converge aunaraiz.

Observando € egemplo 2.3.2, se puede verificar que quiza el método de Newton no
converja a la raiz debido a que la aproximacion inicial X,, “no esta lo suficientemente

cerca’ delaraiz. Tal vez, seria mejor empezar conx, =4, (ver gercicio 2.5). Pero esto no
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siempre es asi; es decir habra casos en donde el método converja aunque la aproximacion
inicial “no este lo suficientemente cerca” delaraiz, (ver gercicio 2.6).

Ejemplo 2.3.3 Usar el método de Newton para encontrar una aproximacion de laraiz de la
siguiente ecuacion; en [-0.65,0.65] , con unatoleranciade 10°°; utilizar 8 decimales.

3
1+¢€*
Seigualala ecuacion con cero, para poder utilizar el método, es decir:
3 -2=0
1+¢€*
= f(X)= 3e ——2
l+e

Antes de aplicar el método de Newton se grafica la funcién f(x), obteniendo la figura
2.15; donde se puede observar que lafuncion es continua en € intervalo [-0.65,0.65] y que
en éste interval o se encuentra exactamente unaraiz.

0.5

Figura 2.15 Gréaficadelaecuacion f(X) = %_ 2

Se calculalaprimeray lasegundaderivada f'(x) y f"(x), (obtenidas con Maple):
f'(x) = 3¢ 3

e (1+€°)?
" _ 3¢ 9(e")? 6(e¥)°
(9 = v @ | ey

Para saber que aproximacion inicial tomar, se verifica en qué extremo del intervalo la
funcion y su derivadatienen el mismo signo, (teorema 2.3.1); obteniéndose:



f (-0.65) = =% —2=-0.97103139
f"(~0.65) = 2= _ 972" 4 6P _ (921229169

1+e—0.65 (1+e—0.65 )2 (1+e—0v65)3

f (0.65) = 3¢~ — 2= -0.02896861

142

f”(o_65) — 360(.1625 . 9(60'65)2 + 6(e0.65)3 _ 0.21229169

1€ B2 T (B3

Tomando como valor inicia x, =0.65, yaque en este extremo del intervalo lafunciony su

derivada tienen el mismo signo. Por lo que se empieza a aplicar e método de Newton, ya
gue se puede garantizar que va a converger.
Utilizando € algoritmo 2.3.1, se empiezacalculando f(0.65) y f'(0.65) obteniéndose:

f (0.65) = =~ — 2=-0.02896861

1+e

f(0.65) = 2= — X0 — 067604314

l+eO.65 (l+eO.65)

A continuacion se calcula x, con la ecuacion (2.13):

x =0. GS—W = 0.69285024

0.67604314
despuéssecacula f(x) y f'(x):

f (0.69285024) = 7 — 2= —0.00019797

/(0.69285024) = 2 — e ) — 0.66673264

(1+e

Luego se calcula x, con laecuacion (2.13):

X, = 0.69285024 — —0.00019797 0.69314717

0.66673264
despuéssecalcula f(x,) y f'(x,):

f (0.69314717) = 2 — 2= —0.00000001

069314717
3069314717 3(¢ )

f '(0'69314717) = 1+eO.69314717 - (1+eD.69314717 )22 = 0' 66666667

Para saber cuando degjar de iterar, se debe se cumplir que <0.00001 y que

|f(x,)|<0.00001; esto se cumple en la iteracion 3: 0.00000003<0.00001 vy

trm0.00000001 < 0.00001.
Para obtener X, ; serepite el proceso anterior. Las iteraciones se muestran en el cuadro 2.9.

Xn—Xna
Xn

A continuacion se indica como calcular el error relativo ‘—X“;:"*l

Parala primeraiteracion el error relativo se calcula de la siguiente manera:
[ % = %| _|0.69285024 - 0.65000000| _ 1 11 0
x | | 0.69285024 |
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n T flan) flz) &

0 0.63000000 -0.02596861  0.67604314 =

1 0.69235024 -0.00019797  0.66673264 0.06134632
2 069314717 -0.00000001 066666667  0.00042835
3 0.69314719  0.00000001 066666666 0.00000003

Cuadre 2.9: Ejemplo del método de Newton cuando converge

Parala segundaiteracion € error relativo se calcula:
| X=X | 0.69314717 — 0.69285024
X | | 0.69314717

Para obtener €l error relativo de la Gltimaiteracion se repite el proceso anterior. Los errores
se muestran en el cuadro 2.9.
X~ 0.69314719 Conunatol erancia Tol=0.00001

= 0.00042838

Comprobacion:

3€0.69314T19

F(0.60314719) = {7 oemae — 2 = 0.00000001 == 0
Ejemplo 2.3.4 Usar el método de Newton para encontrar una aproximacion de la raiz
compleja de la siguiente ecuacion; con x, =1+i, con una tolerancia de 10°°; utilizar 6
decimales.
f(X)=x>+2x*—x+5
Antes de aplicar el método de Newton se grafica la funcion f(x), obteniendo la figura

2.16; donde se puede observar que la funcién solo tiene unaraiz real, por lo que las otras
dos raices son complejas.

100

80

60

40

20

A ; 3 5 b

-100 -

Figura2.16 Graficadelaecuacion f(X)=x>+2x*—x+5
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Se calculala primeraderivada f'(x), (obtenida con Maple):
f'(x) =3x*+4x-1
Utilizando € algoritmo 2.3.1, seempiezacalculando f(1+i) y f'(1+i) obteniéndose:
f@+i)= (1+i)*+2(1+i)* - (1+i)+5=2+5i
f'(L+i) = 3(1+i)* +4(1+i)—1=3+10i

A continuacion se calcula x, con laecuacion (2.13):

2+9 _ ) 486239+ 1.045872i
3+10i

% = (L+i)-
despuéssecalcula f(x) y f'(x):

F(0.48623941.0458724) = (0.4862304-1.045872¢) 4 2(0.4862394-1.0458724)% —
(0.48623941.0458722) + 5
= 1.318268+4+0.586005 ¢
F(0.4862304+1.0458724) = 3(0.486230+1.0458721)% 4+ 4(0.4862304+1.0458724) — 1
= —1.62730747.234746 4
Luego se calcula x, con laecuacion (2.13):
1.318268 + 0.586095i

X, = (0.486239+1.045872i) - - = 0.448140+1.236655i
—-1.627307 + 7.234746i

despuéssecalcula f(x,) y f'(x,):
F(0.44814041.236655¢) = (0.4481404+1.236655¢)° + 2(0.44814041.2366554)% —
(0.448140+1.236655¢) + 5
= —0.071155-0.166043 ¢
F(0.4481404+1.2366557) = 3(0.4481404+1.236655 1)% + 4(0.4481404+1.2366557) — 1
= —3.1928084+-8. 271787 ¢

Para saber cuando dejar de iterar, se debe se cumplir que | f (x,)| < 0.00001; esto se cumple
en laiteracion 5: 0.00000000 < 0.00001.

Para obtener x,, X, ¥ X; serepite el proceso anterior. Las iteraciones se muestran en €l
cuadro 2.10.

A continuacion se indica como calcular el error relativo ‘%

Parala primeraiteracion el error relativo se calcula de la siguiente manera:

X =% _ | (0.486239+1.045872i) — (1.000009 +1.000000i) 0447216
X \ 0.486239+1.045872i
Parala segundaiteracion el error relativo se calcula:
X =% _ | (0.448140+1.236655i1) — (0.486239+1.045872) l _ 0.147007
X, \ 0.448140+1.236655i
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n Ln flzn) f'(Zn) £

0 1.000000+1.000000 2.0000004+5.000000¢  3.000000410.000000 § _
1 0.45623941.045872 1.318268+4+0.5860051 —1.6273074+7.234746¢ 0.447216
2 0.445814041.236655¢ —0.071155 — 0.166043¢ —3.1928084+8.271787¢  0.147907
3 0.46272141.222425 0.001564 — 00013574 —2.9897574+5.28364641 (.0155588
4 0.46202941.2225404  —0.0000014+0.000001¢ —2.9892094+-5.2855833¢ 0.000180
5 0.462926+1.2225407 —0.000000 — 0.000002¢ —2.9892094-8.285830¢  0.000000

Cuadro 2.10: Ejemplo del método de Newton cuando converge

Para obtener el error relativo de las demés iteraciones se repite el proceso anterior. Los
errores se muestran en el cuadro 2.10.
Donde el valor absoluto de los nimeros compl e os esta definido de la siguiente manera:

|a+bi| =+/a% +b?
X ~ 0.462926+1.222540i Conunatolerancia Tol=0.00001
Comprobacion:
£(0.46292641.22254014) = (0.4629264+1.22254014)° + 2(0.462926+1.2225404)"
—(0.46292641.2225404) + 5
= —0.000000 — 0.0000027 = 0+ 0z

Ventajas del método de Newton.
1. Larazon de convergenciaiterativa del método de Newton es ata, cuando funciona.

2. Sirve para encontrar raices complejas, para lo cual requiere que X, Sea un nimero
complejo x, =a+bi .
Desventajas del método de Newton.
1. El método requiere una buena estimacion inicial. De otro modo, la solucién iterativa
puede diverger o converger a una solucion irrelevante.
2. Laderivada f'(x), no siempre esféacil de calcular.
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2. 4 Méodo dela secante

El método de la secante es una variante del método de Newton, aproximando f'(x,) por la

pendiente de la recta, obteniéndose: e calcular. En dichos casos, la derivada se puede
aproximar mediante la pendiente de |a recta secante, obteniéndose:

f r(Xn) ~ f (Xn) —f (anl)

pendientedel arecta

X~ X
X1 =% _%XX:))
Xoa = X, _%
Xn=Xn1
X, =% —f(x) : (x):; : )]f”(‘;n_l) formuladeiteracionparaelmétododelasecante  (2.17)

La ventgja es que no hay que calcular la derivada de f ; esto es de gran ayuda en un caso
enque f’ seadificil de calcular.

En la ecuacion (7) se puede observar que paraiterar con €l método de la secante se requiere
conocer dos aproximacionesiniciales X, y X, .

El méodo de la secante también esta ligado con el método de falsa posicion, ya que ambos
comienzan con un intervalo y se basan en la formula de interpolacion lineal, pero el
primero utiliza extrapolaciones y no necesariamente el intervalo encierralaraiz buscada (lo
gue puede provocar divergencia en e meétodo), mientras que el segundo utiliza Unicamente
interpolaciones y el intervalo debe encerrar la raiz buscada (por lo que el método siempre
converge).

Al igual que & método de falsa posicion, la aproximacion alaraiz x,, se obtiene con la

interseccion de larecta secante ala curva que une alos puntos (x,, f(X,)) ¥ (X, f (X)) con
el ge x y se denota como X,; proporcionando una mejor estimacion de la raiz. Sin

embargo la diferencia entre ambos métodos radica en la forma en que uno de los valores
iniciales se reemplaza por la nueva aproximacion, ya que en el método de la secante se usan
las dos Ultimas aproximaciones x, y X.., para obtener el nuevo subintervalo en lugar de

buscar €l subintervalo que encierraalaraiz; (en consecuencia, algunas veces los valores del
subintervalo estéan del mismo lado de la raiz). Entonces el nuevo intervalo seria [, X,],

después se traza otra recta secante a la curva que une alos puntos (x, f (%)) ¥ (%, f(X,)).
La nueva interseccion de la recta secante con € gje x, se denota como X, y se considera

una mejor aproximacion de laraiz. El proceso se repite hasta que se cumplan los criterios
de convergencia de las ecuaciones (2.5), (2.6) y (2.7).

En lafigura2.17 se muestra la representacion gréfica del método de la secante.

La interseccién de la recta secante con €l ge x se puede calcular de la siguiente manera
(Ver figura2.17):
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f(x)

(%)

% Primeraiteracion

]

X3 Xy % Segundaiteracion

N

Figura 2.17 Representacion grafica del método de la secante

ot — catetoadyacente
catetoopuesto
cot (9 — u cot 9 — &
f(x) f(%)—f(x)
X —X% -
~ (%) = T %)

X =% = (%) Triroer
X=X+ f(xl)m
X, =% = £ (%) r57y

Para obtener la n-ésima interseccion con €l ge x delarecta secante ala curva, la ecuacién
seria

X~ X
F(x)— (%)

Xn+1:Xn_f(Xn)

obteniendo la ecuacion (2.17).
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Algoritmo 2.4.1 Méodo de la secante Para encontrar una aproximacion de laraiz, de una
ecuacion f(x)=0, conocidas dos aproximaciones iniciales x, y x . Datos. f(x), dos

aproximaciones iniciales x, y X, unatolerancia Tol y un ndmero maximo de iteraciones

N .

Resultados: Unaraiz aproximada o un mensgje de falla.

Paso 1: Hacer n=1.

Paso 2: Mientras n< N, repetir lospasos3all.

- Paso 3: Calcular f(x,,) Yy f(X,).

- Paso 4: Si n=1 entonces realizar la siguiente comparacion. De lo

contrario CONTINUAR.
* Paso 5: Si f(x,,)* f(x,)=0 entonces IMPRIMIR “Unaraiz
de la ecuacién dada es uno de los extremos del intervalo” y
TERMINAR. Delo contrario CONTINUAR.

- Paso 6: Calcular X1 = f(Xn) f(xﬂxr; )f<n(>1<n D

- Paso 7: Calcular f(xml)
- Paso 8: Si f(x,,,)=0 entonces IMPRIMIR “Unaraiz de la ecuacion

dadaes x..,” y TERMINAR. Delo contrario CONTINUAR.

- Paso 9: S n>1 entonces calcular ¢ =

%‘ y redlizar la siguiente
comparacion. De lo contrario CONTINUAR.
* Paso 10: Si ¢<Tol y |f(x,,)|<Tol entonces IMPRIMIR

“Una raiz aproximada de la ecuacion dada es x..,” y TERMINAR.
Delo contrario CONTINUAR.

- Paso 11: Hacer n=n+1.

Paso 12: IMPRIMIR mensgje de fala“El método no converge aunaraiz’ y

TERMINAR.

Analisis de convergencia para el método de la secante

Para andlizar de la convergencia del método de la secante, se utiliza la serie de Taylor,
tomando en cuenta que el error en la n-ésimaiteracion seria ¢, = X— X, .

Se sustituye la ecuacion (2.17), en ¢

=& = X=X,
En =X=X
obteniéndose:

n+1?

Epy = X— [ — (%) Ty ?n&nl)}

- x— [ X F 000 f Oa) =X f O60) %04 f (xn)]

(%)= (%1)
= y—| 2f )% fO6)
Ena = X [ 00T O00) }
e .= XFO6) =X (%) %0 F (Xoa) X0 F ()
n+l f (%)= (%-1)
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£ .= (%) Xn) = f (%) (X=%,)
n+l (%)= F (%1)

COMo &, =X—X, Y &, ,=X—X,,, entonces:

_ f()ens— F(x)e, (2.18)

gn+1
F(x) = f(x)

Se multiplicalaecuacion (2.18) por =, obteniéndose:

& _ ( Xn— anl)( f (%) ena—F (1) én )
L F(%)-F 1)

( Xn—Xna )( f (%) ena—F (%a)en )
(%)= (X) X0 =%n1

€nn

Sefactorizaen términosde ¢, y ¢, ,, obteniéndose:

& =( %=X jf‘(gxn)_f(gxnll) £.E (2.19)
")) X%y )T

Al utilizar laseriede Taylor de f(x,) alrededor de x, setiene:
.I:n _ 2
(6) = T+ (0%, 0+ L =H

Truncando la serie de Taylor después del término de la segunda derivada, se obtiene:

F06)= 19+ 110905, -3+

En lainterseccion con el ge x, f(x) debe serigual acero, entonces:

F'O9(%, = %)*

f(x) =0+ £'()(%, —x) + >

COMo —¢,, = X, — X, ENtONCeS:

f(5) = 1 (a,) + ot

f(xn)z{—f'(x)Jr@gn]gn
f(x") -f'(xX)+—= f"(x) (2.20)

Al utilizar laseriede Taylor de f(x, ,) arededor de x, setiene:

f(X, )=+ F' (X)X, ,—X)+ f "(X)();n!—l —X) +
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Truncando la serie de Taylor después del término de la segunda derivada, se obtiene:
F"(¥) (%= %)
2

F(x) = FO)+ /00X =X) +

En lainterseccion con el ge x, f(x) debe serigual acero, entonces:

LG
2

f (X, 1) =0+ F'(X)(X,_,— X

como —¢, , = X, , — X, entonces:

{060 192, )+ O Ena)”

n-1

F(x,,) = {— 0+, o

M) o) +¥ £ (2.21)
n-1

Se restan las ecuaciones (2.20) y (2.21); obteniéndose:
f (Xn) _ f (Xn—l) ~ _.I:!(X)_i_@g {_ f ’(X)‘f‘ f"(x) gn—l}

n_ 2
&n Ena

-+ e + F/()-Re

~ X)L f'(X)
&, 2

£
~ éX) (gn - gn—l)

8n_1

COMO &, =X—X Y &, =X—X_, , eNtonces:
E,— &1 = X=X, _(X_Xn—l) =EX=X = XEX =X X

— f()ﬂq) _ f(Xn—l) ~ f"z(x) (Xn—l_ Xn)

gn gn—l
f(x) F&a) o+
el o T (x X))
&y Eha
f(%) (%)
€n En-1 ~_f"(X)
~ 2
X, =X

obteniendo la segunda expresion del 1ado derecho entre paréntesis de la ecuacion (2.19).
La primera expresion entre paréntesis de la ecuacion (2.19), se puede escribir como:

X~ X ~ 1
F)-F(x)  F'(¥)
yaque f'(x,) seaproximaalapendiente delarecta
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1 f"(x) f"(x)
S ® T, - Enéna ® T o Gnna

f'(x) 2 2f'(x)
es decir € error en una determinada iteracion es proporcional a producto de los errores de
las dos iteraciones previas. A este comportamiento se le [lama convergencia superlineal.

Por lo tanto e método de la secante comparado con € método de Newton, tiene una
convergencia ligeramente menor, pero con la ventaja que no hay que derivar f(X).

Ejemplo 2.4.1 Usar el método de la secante para encontrar una aproximacion de la raiz de
la ecuacion (2.10), ( f (x) =€* — x*+3x-2); en [0,1], con unatolerancia de 10°°; utilizar 6
decimales.

Antes de aplicar el método de la secante se grafica la funcion f(x), obteniendo la figura

2.2; donde se puede observar que la funcién es continua y que en este caso € intervalo
encierralaraiz; por lo que se empieza a aplicar e método.
Utilizando el algoritmo 2.4.1, se empiezacalculando f(0) y f (1) obteniéndose:

FIO) = " — 0% + 3(0) — 2 = —1.000000
F(1) =e' — 124 3(1) — 2 = 2.718282

A continuacion se calcula x, con laecuacion (2.17):
1-0
2.718282 — (—1.000000)

X, =1- 2.718282( j =0.268941

después secalcula f(x,):
F(0.268941) = ™25 _ ().268941% + 3(0.268941) — 2 = 0.043073

Luego utilizando las Gltimas dos iteraciones x, =1 y x, =0.268941 se calcula x, con la
ecuacion (2.17):

0.268941-1.000000
0.043073-2.718282

X, =0.268941— 0.043073( j =0.257171

después se calcula f(x,):
f(0.257171) = ™77 _ 02571717 4 3(0.257171) — 2 = —0.001359
Para saber cuando dejar de iterar, se debe se cumplir que %‘S0.0000l y que

|f(x,)|<0.00001; esto se cumple en la iteracion 4: 0.000001<0.00001 vy

0.000000 < 0.00001.
Para obtener x,; se repite el proceso anterior. Las iteraciones se muestran en el cuadro
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L1 6 f(zn_1) flzs) Tnil flTnia) g
0.000000 1000000 -1.000000 2718282  0.268941 0.043073 o
1.000000  0.2680941 2718282 0.043073 0257171 -0L001359 0045770
0.2658041 0.257171 0043073 -0.001359 0.257531 0000001 0001395
0.25T171  0.257531 -0.001359 0000001 0257530  0.000000 0.000001

L TR T

Cuadro 2.11: Ejemplo del método de la secante cuando converge

A continuacion se indicacomo calcular el error relativo ‘%‘ :

Paralaprimeraiteracion € error relativo se calcula de la siguiente manera:
| X=X, | B | 0.257171- 0.268941| B

= =0.0457707
x | | 0257171 |
Parala segundaiteracion el error relativo se calcula:
X, —%|_[0.257531-0.257171 _ ) o oo

| % | | 0257331 |

Para obtener €l error relativo de la Ultimaiteracion se repite € proceso anterior. Los errores
se muestran en el cuadro 2.11.
X~ 0.257530 Conunatolerancia Tol=0.00001

Comprobacion:
f(0.257530)=e***™* —(0.257530)* + 3(0.257530) — 2 = 0.000000...~ 0

Observando los giemplos 2.1.1, 2.2.1, 2.3.1 y 2.4.1 se puede verificar que para la ecuacion
(2.10) e método de Newton converge més répido que los métodos de falsa posicion,
biseccion y secante; aunque hay casos en donde estos Ultimos convergen mas rapido.

Ejemplo 2.4.2 Usar e método de la secante para encontrar una aproximacion de laraiz de
la siguiente ecuacion; en [5,6] y en [1516] , con una tolerancia de 10™°; utilizar 6
decimales.

f (x) = xlogx-10

Antes de aplicar el método de la secante se grafica la funcion f(x), obteniendo la figura

2.18; donde se puede observar que la funcion es continua y que en este caso solo €
intervalo [5,6] encierralaraiz; por lo que se empieza a aplicar el método.

Para €l intervalo [5,6] :

Utilizando el algoritmo 2.4.1, se empiezacalculando f(5) y f(6) obteniéndose:
f (5) =5log5-10=-1.952810
f (6) = 6log6—10=0.750557
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A continuacion se calcula x, con laecuacion (2.17):
6-5
0.750557 — (—1.952810)

X, =6-0. 750557( ] =5.722362

después secalcula f(x,):
f (5.722362) = 5.7223621095.722362-10 = -0.018016
Luego utilizando las Ultimas dos iteraciones x, =6 y x, =5.722362 se calcula x, con la
ecuacion (2.17):
X, = 5.722362 (-0, 018016)( 5.722362 - 6.000000

—0.018016 - 0.750557

j =5.728870

50
40
30
20

10

-5 0 ‘ 10 15 20
X
~10

Figura2.18 Gréficadelaecuacion f(X) = xlogx—-10

después se calcula f(x,):
f (5.728870) = 5.72887010g5.728870—-10 = —0.000152

Para saber cuando degar de iterar, se debe se cumplir que ‘%‘S0.000M y que

|f(x,)|<0.00001; esto se cumple en la iteracion 4: 0.000000<0.00001 vy

0.000000 < 0.00001.
Para obtener x,; se repite el proceso anterior. Las iteraciones se muestran en el cuadro
2.12.
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Tp—1 Tp flan_1) flza) Tntl flTni1) £
5.000000 6.000000 -1.952810 0.750557 5.722362  -0.018016 —
6.000000 5.722362  0.750557 -0.018016 5.728870  -0.000152 0.001136

5.
h.

5.722362 5.728870 -0.018016 -0.000152 728926 0.000000 0.000010
5. 728870 5.728926 -0.000152  0.000000 728926  0.000000  0.000000

= o b =3

Cuadro 2.12: Ejemplo del método de la secante cnando converge

Xni1
Paralaprimeraiteracion el error relativo se calcula de la siguiente manera:

A continuacion seindica como calcular el error relativo ‘M )

X3 —X,| _[5.728870—-5.722362| _ 0.001136

X 5.728870

Parala segundaiteracion el error relativo se calcula:
X, —Xs| _[5.728926-5.728870| _ 0.000010

X, 5.728926

Para obtener el error relativo de la Ultima iteracion se repite e proceso anterior. Los errores
se muestran en el cuadro 2.12.
X ~ 5.728926 Conunatol erancia Tol=0.00001
Comprobacion:
f(5.728926)=5.728926 109 5.728926—10 = 0.000000...~ 0

Paraelintervalo[15,16] :

Utilizando el algoritmo 2.4.1, se empiezacalculando f (15) y f(16) obteniéndose:
f (15) = 15log15-10=-30.620753
f (16) = 161091610 =34.361420

A continuacion se calcula x, con laecuacion (2.17):
16-15
34.361420-(30.620753)

X, =16-34. 361420[ j =6.814092

después secalcula f(x,):
f (6.814092) = 6.8140921096.814092-10 = —-3.076193

Luego utilizando las Gltimas dos iteraciones x, =16 y X, =6.814092 se calcula X, con la
ecuacion (2.17):

6.814092 —16.000000
3.076193-34.361420

X, =6.814092 — 3.076193( j =5.910866

después se calcula f(x,):
f (5.910866) = 5.9108661095.910866—10 = 0.502381
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Para saber cuando degjar de iterar, se debe se cumplir que ‘%‘S0.000M y que

|f(x,)|<0.00001; esto se cumple en la iteracion 5 0.000006<0.00001 vy

0.000000 < 0.00001.
Para obtener x, y X;; serepite el proceso anterior. Las iteraciones se muestran en €l cuadro

2.13.

n Tn-1 Tn flzn_1) flzg) Tntl flzap) £

1 15.000000 16.000000 30.620753 34.361420 6.814092 3.076193  ——

2 16.000000 6.814092 34.361420 3.076193 5.910866 0.502381 0.152808
3 6.814002 5910866  3.076193  0.502381 5.734566  0.015488 0.030743
4 5910866  5.734566  0.502381 0.015488 5.728958  0.000088 0.000979
5 5734566 5728058  0.015488  0.000088 5.728926 0.000000 0.000006

Cuadro 2.13: Ejemplo del método de la secante cuando converge

A continuacion se indica como calcular €l error relativo ‘—X";jlx"

Paralaprimeraiteracion el error relativo se calcula de la siguiente manera:
|%,—x,| |5.910866—6.814092|

= = 0.152808
x | | 5910866 |
Parala segundaiteracion e error relativo se calcula:
X, = %,| _|5.7345665.910866| _ ) 10100

X | | 5734566 |

Para obtener el error relativo de las demés iteraciones se repite el proceso anterior. Los
errores se muestran en el cuadro 2.13.
X ~ 5.728926 Conunatol erancia Tol=0.00001

Comprobacién:
f(5.728926)=5.728926 109 5.728926 —10 = 0.000000...~ 0

Observando € gemplo 2.4.2, se puede verificar que no necesariamente para aplicar €l
método de la secante el intervalo debe encerrar laraiz, asi mismo en la mayoria de los casos
el método converge mas rdpido cuando €l interval o se encuentra cercano a ésta.

Ejemplo 2.4.3 Usar e método de la secante para encontrar una aproximacion de laraiz de
la siguiente ecuacion; en [0,0.48] , con unatoleranciade 10°°; utilizar 6 decimales.

f(X) =tan(zXx)-6
Antes de aplicar el método de la secante se grafica la funcion f(x), obteniendo la figura

2.19; donde se puede observar que lafuncidn no es continua'y que en este caso €l intervalo
encierralaraiz; por lo que se empieza a aplicar el método.
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Figura2.19 Gréficadelaecuacion f(X)=tan(zx)—6

Utilizando €l algoritmo 2.4.1, se empieza calculando f (0) y f(0.48) obteniéndose:
f (0) = tan(x 0) — 6 = —6.000000
f (0.48) = tan( 0.48) — 6 = 9.894545

A continuacion se calcula x, con laecuacion (2.17):

0.48-0
9.894545 — (—6.000000)

X, =0.48— 9.894545[ J =0.181194

después secalcula f(x,):
f (0.181194) = tan(~ 0.181194) — 6 = —5.360105

L uego utilizando las Gltimas dos iteraciones x, =0.48 y x, =0.181194 se calcula x, con la
ecuacion (2.17): se
%, =0.181194 (—5.360105)( 0.181194 - 0.480000

—5.360105-9.894545

) =0.286187

después se calcula f(x,):
f (0.286187) = tan( 0.286187) — 6 = —4.742211

Para saber cuando degar de iterar, se debe se cumplir que ‘%‘S0.000M y que

| f (x,)| < 0.00001; lo cual no se cumple, (ver cuadro 2.14).

Para obtener x,, X,, %, X;,..., Se repite el proceso anterior. Algunas iteraciones se muestran
en el cuadro 2.14.
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n Tr—1 T flzn_1]) Flza) T4l flxng1) E

1 0L000000 0. 480000 -G, 000000 0894545 0.151194 -5, 360105

2 0.480000 0.1581194 0.804545 -5.360L05 0.286187 -4.742211 0. 356508
3 0181154 0.286187 -5.360105 -4.742211 LA 0&6 -5. 702695 0.737921
4 0286187 1.091956 -4.742211 -5. 702695 -3.602207 -4.551143 1.295747
5 1091956 -3.602207 -5.T02685 -4.651143 -22.600650 -2.043553 0.E836620
G -3.602207 -Z2G00650 -4.551143 -2.943563 -GT.222832 -6, 842372 0.G05041
7 -Z2.G00E50 -5T.22ZR3Z -2.0943563 -G.842372 3.638T68  -14.172006  17.1T0315
g -B7.222832 3.538THR -G.842372  -14.172096 -113.044398 -5.B23623 1031067
a 3.538758 -113.044398  -14.172096 -5.823523 -195.804431 -5.655HG24 0.418338
10 -113.044358 -1495.894431 -5.823523 -5.B65624  -2OG6.3IG6TTL -8.248014 0933738
11 -196.804431 2066366771 -GUa55624 -5.248014 5E26.423063 -1.943618 1L.507407
12 -ZA5G6.366TTL GE26.423063 -8.248014 -1.943618 8634119755 -5.G04026 0.317279

Cuadro 2.14: Ejemplo del método de la secante cuando no converge

A continuacion se indica como calcular el error relativo %‘ :
Paralaprimeraiteracion el error relativo se calcula de la siguiente manera:
X, —%| _|0.286187-0.181194| _ 0.366868
X, | | 0.286187 |
Parala segundaiteracion € error relativo se calcula:
X, —%| _|1.091986-0.286187| _ 0737901
x, | | 1091986 |

Para obtener el error relativo de las demas iteraciones se repite el proceso anterior. Los
errores se muestran en el cuadro 2.14.
El método de la secante no converge aunaraiz.

Observando la gréfica se toma otro interval 0 que se encuentre mas cercano alaraiz.

Para €l intervalo [0.40,0.48] :

Utilizando el algoritmo 2.4.1, se empieza calculando f(0.40) y f(0.48) obteniéndose:
f (0.40) = tan( 0.40) — 6 = —2.922316
f (0.48) = tan(x 0.48) — 6 =9.8945448

A continuacion se calcula x, con laecuacion (2.17):

0.48-0.40
0.894545 — (—2.922316)

X, =0.48— 9.894545( ) =0.418240

después secalcula f(x,):
f (0.418240) = tan( 0.418240) — 6 = —2.192753
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Capitulo 3

Solucion de Sstemas de ecuaciones

lineales

A diferencia del capitulo 2 en el que se trataron métodos para determinar €l valor de x
que satisface a una Unica ecuacion, f(x)=0, en éste capitulo el objetivo principal sera
aplicar algunos métodos numéricos para hallar los valores x;,x,,...X, que en forma

simultanea satisfacen a un sistema de ecuaciones lineales.
Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de n ecuaciones (con coeficientes
reales) con n incognitas x,X,, %,...X,, que deben resolverse simultaneamente y que

pueden escribirse de formatradicional de la siguiente manera:

ax A% +oag + ..o+ aXx = b
X T oARX, + aygX + S+ X, = b (3.0)
agX + apX + agX + ... + ax = b
El sistema de ecuaciones lineales (3.1) en notacion matricial tiene laforma:
Ax=b 32
a; @, & a, | (% by
R ©9
a‘nl ahZ ah3 a‘nn Xn bn
M atrizdecoeficientes Marizanl—‘oégnitas Matrizdaérmmdepmdian&s
Donde:
1 A es la matriz de dimensién nxn formada por los coeficientes del
sistema.
2. x es el vector columna formado por las incognitas, también Ilamado

vector solucion.

3. b es el vector columna formado por |os términos independientes.
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Los sistemas de ecuaciones lineales que se veran en éste capitulo son del tipo no
homogéneo. *

La matriz formada por A, ala que se le agrega el véctor de términos independientes,
como ultima columna, se llama lamatriz aumentada del sistema, y se representa de la
siguiente manera

a, a, &; ... a,|b
[alb]- & % % A
anl q12 %3 a‘nn bn
donde con la linea se separan los coeficientes de las incognitas, de los términos
independientes. Los métodos numéricos gque se analizaran para la solucién de sistemas
de ecuaciones lineales son:

1 M étodos exactos 6 directos. son agquellos que proporcionan una solucién
en un nimero determinado de pasos; la cua seria exacta si no fuera por los
errores de redondeo.

a Método de Gauss.

b Método de Gauss-Jordan.

C. Inversion de matrices.

d. Inversion de matrices particionadas.

e Gauss-Jordan particionado.

f. Método de intercambio.
2. Métodos iterativos 6 indirectos. son aquellos que parten de una

aproximacion inicial alasolucion del sistema dado, y aplicando cierto algoritmo
se genera, a partir de dicha aproximacién, una sucesion de vectores que S
converge lo hace ala solucion del sistema.
a Método de Jacobi.
b. Método de Gauss-Seidel.
C. Método de relgjacion.
L as matrices asociadas con |os sistemas de ecuaciones lineales se clasifican en densasy
esparcidas. Las matrices densas tienen pocos elementos nulos y su orden es
relativamente pequefio (n<50) ; para sistemas con matrices densas se recomienda usar
métodos exactos. Las matrices esparcidas tienen pocos elementos no nulos y su orden
puede ser muy grande. Los métodos iterativos son recomendados para resolver sistemas
con matrices esparcidas.

3.1 Condiciones necesariasy suficientes para la existencia
dela solucion de sistemas de ecuaciones lineales

No siempre es posible resolver un conjunto de ecuaciones lineales en forma numérica,
por ejemplo:
1. Sistemas que representan lineas paralelas, donde no existe solucién, ya que las
dos lineas jamés se cruzan. Ejemplo:

Cuando a menos uno de |os términos independientes de |a ecuacion (3.1) es distinto de
cero, se dice que el conjunto de ecuaciones lineales es no homogéneo.
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1
-— + 1
5 X X
1y _ 1
2 % % 2
También |lamados sistemas inconsistentes 2. Figura 3.1.

1.4+

1.2+

0.8

0.6 1

o
=}
N
o]
IS
=}
o
=}
©
-

Figura 3.1 Grafica de sistemas de ecuaciones sin solucion.

2. Sistemas que representan dos lineas que coinciden, donde existe un nimero
infinito de soluciones. Ejemplo:

_lxl X%
2
=X + 2Xx, = 2
Se puede observar que si multiplicamos la segunda ecuacion por 4, se obtiene la

primera, por lo que mateméticamente son idénticas. Cualquier punto (Xx,y) que

satisfaga una de las ecuaciones, también es solucion de la otra. Por gemplo
(-0.4,0.8), (0.2,1.1), (0.4,1.2) ; esdecir son linealmente dependientes 3. Figura 3.2

1

Un conjunto de ecuaciones es inconsistente si el lado izquierdo de a menos una de las
ecuaciones se puede eliminar totalmente (sumando o restando otras ecuaciones),
mientras que €l lado derecho permanece distinto de cero. En éste tipo de sistemas el det
A=0.

% Si una ecuacion es multiplo de otra, 0 se puede obtener sumando o restando otras
ecuaciones, se dice que esa ecuacion es lineamente dependiente de otras. En éste tipo
de sistemas € det A=0, por las propiedades (6) y (7) de los determinantes, (seccion
3.1.2).
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1.5

1.4+

1.3

1.2

1.1+

X

Figura 3.2 Gré&fica de sistemas de ecuaciones con nimer o infinito de soluciones.

3. Sistemas muy proximos a ser singulares. Esto se puede observar gréficamente
cuando es dificil identificar el punto exacto donde las lineas se intersectan.
Ejemplo:

-— = 11
5X1 %

1
—Zx 4+ = 1
> X X
También llamados sistemas mal condicionados *. Figura 3.3.

‘Los sistemas mal condicionados son aguellos donde pequefios cambios en los
coeficientes generan grandes cambios en la solucién; debido a que son extremadamente
sensibles a los errores de redondeo. Con el uso de las estrategias de pivoteo (seccion
3.3.7) y aumentando la precision del célculo (utilizando mas cifras significativas), se
puede solucionar este problema. En éste tipo de sistemas el det A~ 0.
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1.5+

0 1 2 3 2

X

Figura 3.3. Gréfica de sistemas de ecuaciones muy proéximosa ser singulares.

4, Sistemas con mayor humero de ecuaciones que de incognitas. Ejemplo:
-+ X =1
X + 2% = -2
2x, - x, =0

5. Como se puede ver en la figura 3.4, las tres ecuaciones no se pueden

satisfacer simultaneamente.
Si e nimero de ecuaciones es mayor que dos, la carencia de independencia linea o de
inconsi stencia son menos obvias.

-2 1 1 2

, \

44

Figura 3.4 Gréfica de sistemas de ecuaciones con mayor nimer o de ecuaciones que de incognitas.
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Con lo anterior se puede concluir que las condiciones necesarias para la existencia de
una solucion unica son:

e El nimero de ecuaciones debe ser igual a nimero de incognitas.

e Cada ecuacion debe de ser linealmente independiente; es decir ninguna ecuacion

se puede eliminar sumando o restando otras ecuaciones.

o det A=|A=0.
Para poder aplicar alguno de los métodos numeéricos que se analizarén en éste capitulo
es necesario comprobar que el det A= 0, por lo que se revisara la definicion y algunas
propiedades de | os determinantes.

3.1.1 Definicion de los deter minantes

Definicion 3.1.1 Determinante. El determinante de una matriz A determina la
existencia de una solucién Unica en un sistema de ecuaciones linedes; y se representa
pordet A 6 |A|.°

1. S A=(a) esunamatriz de 1x1, entoncesdet A=a.

2. S A esunamatrizde 2x2, entoncesdet A= a,,8,, — a,,a,, .

3. Si A esunamatriz de 3x3, entonces;

ay Ay &, 4y &
det A=a, -a +a,

N Ay Clay Ay |8 8

4, S A esunamatriz de nxn, cuando n>1, entonces € determinante esta dado
por:
det A=> aA => (-)"aM, paacada i=12...n
j=1 i=1

0 bien por

det A=Y a,A =D (-)"'gM, paracada  j=12...,n
i-1 j=1

donde A, esel cofactor ij de Ay M, esel menor ij de A.
Definicion 3.1.2 Menor. Sea A una matriz de nxn y sea M; la matriz de
(n=)x(n-1) obtenidade A eliminando &l renglon i y lacolumna j. M; sellamaél
menor ij de A.
Definicion 3.1.3 Cofactor. Sea A una matriz de nxn. El cofactor ij de A, denotado
por A, estadado por:
Aj = (_:I-)i+j | Mij
Esto es; € cofactor ij de A se obtiene tomando el determinante del menor ij y
multiplicandolo por (—1)"*'. Se puede observar que
()" =15 i+ espar

-1s i+ | esimpar

°No se debe de confundir esta notacién con ladel valor absoluto.

122

(3.4)

(35)



Ejemplo 3.1.1 Calcular €l determinante de la siguiente matriz, usando la definicién
311

2 0 1 2

1 1 0 2
A=

2 -1 31

3 -1 4 3

Para calcular € det A, es mas adecuado escoger e renglén o la columna que tengan
mas ceros, para realizar menos calculos. En este caso es escoge € segundo renglén
(i=2) por lo que se ocuparalaecuacion (3.4); desarrollandola se obtiene:

det A= azlAzl + azzAzz + azsAzs + az4Az4 (3.6)

Se calculan los menores M, M,,, M,, y M,, por ladefinicion 3.1.2. Entonces para
obtener el menor M,,, se elimina el segundo renglon y la primera columna de A,

obteniéndose;
0O 1 2

M, =[-1 3 1
-1 4 3
Para calcular el menor M,,, se eliminael segundo renglon y la segunda columnade A,
obteniéndose:

2 1 2
M,=/2 3 1
3 4 3
Se sigue el mismo procedimiento para calcular |os menores restantes, obteniéndose:
2 0 2 2 0 1
M,=[2 -1 1 M, ={2 -1 3
3 -1 3 3 -1 4

Después se obtienen los cofactores A, A,, A, Y A, por las definiciones 3.1.1 y

3.13:
0 1 2

A, =(-1°|-1 3 1:(—1)3(o|3 i‘—1|_1 j+2|_1 3U=
143 4 -1 -1 4

(=10((3x 3) = (1x4)) + (=1)((-1x3) = (Ix 1)) + 2((-1x 4) - (3x-D)]) =
(-10(9—4) - 1(-3+1) + 2(-4+3)]) = (-D(0+2-2) =0

= A, =0
2 1 2
e 3 1:(_1)4[2‘3 1‘_1‘2 jﬂ‘z j]
A, =( 4 3 3
3 4 3

(@2((3x3) - (1x4)) + (-D((2x3) - (1x3)) + 2((2x 4) - (3x J))]) =
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(1)(10-3-2) =5

= A,=5
2 0 2
= (%2 -1 1=(—1)5(2‘_1 j—o‘z j+2‘2 _jﬂ=
Aoy =( 1 3 3 _
3 -1 3

(=12((-1x3) = (Ix=1) + (=0)((2x 3 = (1= ) + 2((2x -1 - (-1x3I))]) =
(-D(-4-0+2) =2

> As=2
2 01 13 |23 |2
=(-D°2 -1 3=(-0°2 ~ “]-0 +1° =
A24 ( )3 1 ( )[‘_1 4‘ ‘3 4‘ ‘3 _;I:U

A2((-1x4) - (3x-1)) + (-0)((2x 4) - (3= 3)) + U(2x -D - (-1x3))]) =
D(2+0+)=—1

= A24=_1

Finalmente se sustituyen los cofactores A, A,, A, Yy A, en la ecuacion (3.6),
obteniéndose:

det A= (1x0)+ (1x5)+(0x 2)+(2x-1) =3

det A=3

3.1.2 Propiedades de los determinantes

1 Si A estriangular, esto es A solo tiene ceros por encima o por debajo de
la diagonal principal, entonces | A| es igual a producto de los elementos de la

diagonal.
2. Si cualquier renglon o columnade A esun vector cero, entonces | A|=0.

3. Si el renglon i olacolumna j de A se multiplica por un escalar ¢, para

obtener una matriz triangular superior (inferior); 6 una matriz diagonal, entonces
| A| se multiplica por € reciproco de c.

4, Si A, B y C son idénticas excepto por € renglon i,y € renglon i de
C eslasumadelosi-ésimosrenglonesde Ay B. Entonces |C|=| A|+|B|. La
misma afirmacion es cierta para columnas.

5. S B se obtiene a intercambiar dos renglones o columnas de A,
entonces |Bj=—| A|.

6. Si A tiene dos renglones o columnas iguales, entonces | A|=0.

7. Si un renglon (columna) de A es multiplo escaar de otro renglon
(columna), entonces | A|=0.

8. Si se suma un multiplo escalar de un renglon (columna) de A a otro

renglon (columna) de A, entonces €l determinante no cambia.
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3.2 Planteamiento de problemas de sistemaslineales

Para resolver problemas mediante e planteamiento de un sistema de ecuaciones
lineales, se deben seguir varios pasos:

1. Plantear el problema, entendiendo su enunciado y convirtiéndolo en
ecuaciones con coeficientes, constantes y variables o incognitas.

2. Analizar €l tipo de sistema que se obtiene.

3. Elegir un método de resolucion (algebraico o grafico) y aplicarlo.

4, Estudiar s las soluciones obtenidas son pertinentes en e contexto del
problema.

5. Comprobar |as soluciones en las ecuaciones planteadas.

3.3 M étodos exactos

Cuando la matriz asociada al sistema se clasifica como densa, los métodos exactos son
los més usuales 'y recomendables, porque dan la solucion analitica del problema. Salvo
algunos casos todos éstos métodos emplean |as operaciones elementales de una matriz,
para hallar la solucién. Usando estas operaciones se simplifica el sistemaatal grado que
lasolucién seafécil de determinar. Existen varios métodos en esta categoria.

3.3.1 Método de Gauss

Uno de los métodos mas antiguos para resolver sistemas de ecuaciones lineales es €
método de Gauss, € cua tiene mucha importancia debido a que la mayoria de los
métodos directos son variantes de éste.
Consiste béasicamente en realizar |0s siguientes pasos:
1. Trasformar la matriz aumentada columna por columna a un sistema
triangular superior, aplicando operaciones € ementales;

a; &, a; ... (b a, a, a; ... a,b
ot f o 0 % s
a‘nl 5%12 an3 aﬂn bn O 0 0 a‘nn bn
es decir, dado un sistema de “n” ecuaciones con “n” incognitas se trata de
obtener un sistema equivalente cuya primera ecuacion tenga n incognitas, la
segunda n-1, la tercera n—2, y asi sucesivamente hasta llegar a la ultima
ecuacion, que tendra una solaincognita, (eliminacion hacia adelante).
2. Resolver la Ultima ecuacion, a continuaciéon la pendltima, y asi hasta
Ilegar alaprimera, (sustitucion hacia atras 6 sustitucion regresiva).
Operaciones elemental es que se pueden aplicar a una matriz aumentada:

1 Multiplicar (o dividir) un renglén por (entre) un nimero distinto de cero.
2. Sumar el multiplo de un renglén a otro renglon.
3. Intercambiar dos renglones.

Ejemplo 3.3.1 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de
Gauss.

X + X + x =11
2, — X% + X = 5
X + 2% + X = 24
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Escribiendo € sistema de ecuaciones en notacién matricial setiene:

1 11 11
3 21 24

Primero se calcula el det A por la definicion 3.3.1, para garantizar la existencia de una
solucién Unica.
-1 2 2 -
det A=1 -1 +1 =
2 3 2

3
1((~1x1) - (1x 2)) (2% 1) - (1x 3)) + (2% 2) — (~1x 3)) =
-3 -L-D+17) =5

Como det A+ 0 se empieza a aplicar el método; combinando las matrices A y b para
obtener su forma aumentada, y se empiezan a redlizar operaciones elementales para
obtener una matriz triangular superior.

1 1 111) 5, (1 1 1]11

Ri>-iRe+R
2 -1 15 |, a.e |0 -3 -1-17
3 2 124 0 -1 -2/-9
1 1 1|11
0 -3 -1-17
0 0 -3-%

Finamente, se aplica la sutitucién hacia atrés, a fin de obtener € valor de las
incognitas.

X + X + X = 1 x = 4
= - 3 - X = 17 Xx, = 5
- 3% = -3 X = 2

Comprobacién: °
4 + 6B + @ =1
249 - B + (@ = 5
39 + 25 + (2 = 24
Ejemplo 3.3.2 Resolver € siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de
Gauss.
ax, - X, + X = 8
2, + 5%, + 2%, = 3
X o+ 2% + 4x 11
Escribiendo €l sistema de ecuaciones en notacion matricial se tiene:

®Se puede comprobar que €l resultado obtenido es correcto, si a sustituir cadaunade la
incognitas (X, X,,..,X,) en el sistemaoriginal, se cumplen las igualdades.
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4 -1 1 8
A=|2 5 2 b=| 3
1 2 4 11
Primero se calcula el det A por la definicion 3.3.1, para garantizar la existencia de una

solucion Unica

5 2 2 2
det A=4" ‘1-(-1> J+1
2 4 1 1 2

25‘

A((5x 4) - (2x 2)) - (~1)((2x 4) - (2x D)) +1((2x 2) — (5x 1)) =
4(16) +1(6) +1(~1) =69

Como det A= 0 se empieza a aplicar e método; combinando las matrices A y b para
obtener su forma aumentada, y se empiezan a redlizar operaciones elementales para
obtener una matriz triangular superior.

4 -1 18), (1 2 411} poonem

2 5 2|3 2 5 2|3 R, >-4R, +R,
1 2 411 4 -1 18
1 2 4|11 1 2 4|11
R—9R +Ry
0 1 -6-19 01 -6(-19
0 -9 -15|-36 0 0 -69-207

Finamente, se aplica la sustitucién hacia atrés, a fin de obtener e vaor de las
incognitas.

X + 2% + 4 = 11 x =1
= X, — 6x, = -19 X = -1
- 69x, = -207 X = 3
Compraobacion:
44 - D + @ = 8
20) + 5-1) + 23 = 3
@ + 2 + 4939 = 11

Con el método de Gauss, se puede:

1. Resolver €l sistema de ecuaciones.
2. Obtener & determinante.
3. Factorizar lamatriz A enlaforma LU.

Si el método de Gauss puede aplicarse a sistema Ax=b, sin intercambio de renglones,
entonces lamatriz A puede factorizarse como el producto A= LU .

Definicion 3.3.1 Una matriz invertible A admite una factorizacion triangular o
factorizacion LU s puede expresarse como € producto de una matriz triangular
inferior L, cuyos elementos diagonales son todos iguales a 1, por una matriz triangular
superior U :
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0, escrito de manera desarrollada,

a @ 83 .. &, |1 0 0 .0 ju; W, Uy ..U,

A Ay By ... | |l 1 0 ... 0 0 uy, U ... Uy

8 8y 8y ... G| =|ly L, 1 ... 0 0 0 uy ... Uy

a, a, az; ... a,) U, I, 1, ... 1 0O 0 O .. u,
A L U

Lacondicion de que A seainvertible implicaque u,, = 0 paratodo K.

Donde U es la matriz final que se obtiene a aplicar el método de Gaussy L esla
matriz formada por los multiplicadores de cada uno de los renglones (con el signo
contrario) para obtener U .
Nota: Esta definicion sdlo se aplica para el método de Doalittle (Ver capitulo 4: seccidn
4.1).

4, Obtener lainversa.

Ejemplo 3.3.3 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de
Gauss; (det A=-1, obtenido con Maple).
X - 3% - 2%, = -1

3x - 12x, - 2%, - 6x, = -7 2g
- 2% + 10x, + 2%, + 5x, = 6 59
- X + 6x, + X + 3 = 4

Como det A= 0 seempiezaaaplicar e método.
Escribiendo € sistema de ecuaciones en notacién matricial setiene:

1 -3 0 -2 -1
3 -12 -2 -6 -7
A = b =
-2 10 2 5 6
-1 6 1 3 4

Combinando estas matrices para obtener su forma aumentada, se empiezan a realizar
operaciones el emental es para obtener una matriz triangular superior.

1 -3 0 2-1), .. 1 -3 0 -2-1 .
3 -12 -2 -6-7| Rk 0 3 -2 0-4
2 10 2 5|6 0 4 2 1|4 |f”"R
-1 6 1 3|4 0 3 1 1|3

1 -3 0 -2-1 1 -3 0 -2/-1

0 -3 -2 0|-4[R>®R |0 -3 -2 0|-4].

0 0 -2 1|-4 0 0 -2 —4

0 0 -1 1|1 0 0 0 -1

Finamente, se aplica la sustitucion hacia atrés, a fin de obtener e valor de las
incognitas.
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X - 3% - 2%, = -1 x =1
- - 3% - 2% = -4 X, = 2
- % o+ X% = -3 % = -1
- 3% = 1 X, = -2
Comprobacion:
@ - 302 - 22 = -1
3) - 1220 - 2(-) - 6(-2) = -7
- 20 + 1020 + 2-) + 5-2) = 6
- DO + 62 + (- + 3(-2 = 4

Ejemplo 3.3.4 Obtener e determinante del sistema de ecuaciones lineales (3.8), por €
método de Gauss.

Por las propiedades (1) y (8) de los determinantes.

1 -3 0 -2

03 2 ol
00 -2 1% A-3)-2)-3)-1 -
00 o0 —% 1

Ejemplo 3.3.5 Factorizar la matriz A en la forma LU , formada por € sistema de
ecuaciones lineales (3.8), por el método de Gauss.

Lamatriz U , eslamatriz triangular superior que resulta a aplicar e método de Gauss;
obtenidaen e gemplo 3.3.3:

1 -3 0 -2
0 -3 -2 O
0 O 2 1
3
0O 0 0 - 1
2
U

Para obtener L se formala matriz triangular inferior con unos en ladiagonal y debajo de
esta se colocan los escalares por |os que multiplicamos cada uno de los renglones para
obtener la matriz triangular superior, con el signo contrario, obteniéndose:

1 0 0O
3 1 0O
2 -2 10
3
—1—1§l
2
L

Finalmente, se verifican los resultados anteriores; LU=A
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1 0 00)(1 3 0 -2
3 1 00|03 2 0 1 -3 0 -2
4 5 |3 -12 2 -6
—2—51000—51 5 10 2 5
—1—1§1 000—1 1 6 13
2 2
L U A

Ejemplo 3.3.5 Obtener la inversa del sistema de ecuaciones lineales (3.8), por €
método de Gauss.

Se empieza combinando la matriz A con la identidad | para obtener su forma
aumentada [ A| 1], después se realizan operaciones elemental es sobre |os renglones para

convertira A en unamatriz triangular superior U . (Se realizan las mismas operaciones
enl).

1 -3 0 21000y, .. (1-30 -21000
3 12 2 60 1 0 O|R®% (0 -3 2 03100
2 10 2 50010 04 2 1/2 010
1 6 1 3/0001 03 1 1|1 00 1
1 -3 0 -2/1 000
B3 g 3 2 0|3 1 0 0|RIReR
a0 0 -2 12 410
00 -1 1/2 101
1 -3 0 -2
5 31 0 0
00 -2 1| , 4 1 g
00 o -§ 1 =t
2
U

Para obtener la inversa de A, se forman |os siguientes sistemas de ecuaciones lineales.
Donde la matriz de coeficientes esta formada por U y la matriz de términos
independientes (b) esta formada por cada uno de los vectores que forman la matriz
resultante de aplicar la operaciones elementalesal.
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13 0 -2
0.3 2 o 1 X - 3% - 2%, = 1 X, =
-3 - 3% - 2 = -3 = 1
00 -2 1 = %2 % %
3 -2 - X+ X = -2 X = 0
00 o - 1 - ix, = 1 X, = -2
2
—
u
1 -3 0 -2
0.3 2 o 0 X - 3% - 2%, = 0 x = 1
1 - 3 - 2 = 1 = -1
00 -2 1 . = %2 2X3 A %
3 3 - £X + X = 3 X, = 1
00 O B ] - ix, = -1 X, = 2
2
%/—/
u
18 0 2| o
03 2 0 ¥~ 3% -2 = x = 0
0 - 3%, - 2 = 0 —
00 -2 1 N 2 7 s 2 = 72
3 1 -5 + x4 = 1 X3 =
00 o Y -2 - 3% = 5 4 <3
2
%/—J
u
13 0 -2
o3 2 of 9 X - 3% -2 =0 x = 2
0 - 3% - 2 =0 = 2
00 -2 1 = X % %
3 0 - 2% + %X, =0 x = -3
00 o -1 - 3% =1 x = -2
2
—_
u

Finalmente, la matriz formada por |os vectores resultantes de cada uno de los sistemas
anteriores, eslainversade A.

0 1 0 2
pa |1 122
0 1 3 -3
2 2 3 -2

Comprobacion: Por ladefinicion 3.3.2, (seccion 3.3.3).

1 3 0 -2(0 1 0 2 1 000
| = AA- = 3 -12 -2 6|1 -1 -2 2 _ 0100
-2 10 2 5|0 1 3 -3 0010
-1 6 1 3)\-2 2 3 -2 0 001
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3.3.2 M étodo de Gauss-Jordan

El méodo de Gauss-Jordan es una variaciéon del método de Gauss. La principal
diferencia consiste en que no solo eimina los términos debajo de la diagonal principal
sino también los que estédn sobre de ella.
Consiste béasicamente en redlizar el siguiente paso:
1. Transformar el lado derecho de la matriz aumentada columna por columna en la
matriz identidad , aplicando operaciones elementales (eliminacion hacia
adelantey hacia atr 4s);

a, 8, & .. a,h 100 ..0R
% B BBl )01 0O
a, a, a; ... a,lb, 0 00 .. 1b
quedando en el vector de términos independientes el resultado del sistema. En
consecuencia no es necesario usar la sustitucién hacia atras para obtener la
solucion.
Con el método de Gauss-Jordan, se puede:
1. Resolver € sistema de ecuaciones.
2. Obtener € determinante.
3. Obtener lainversa.
Para obtener lainversade A, por el método de Gauss-Jordan, se empieza combinando
la matriz A con laidentidad | para obtener su forma aumentada [A| 1], después se
realizan operaciones elementales sobre los renglones para convertir a A en | . (Se
realizan las mismas operaciones en | ). Cuando la mitad izquierda de la matriz
aumentada se reduce ala matriz identidad, la mitad derecha se convierteen A™.
Ejemplo 3.3.7 Resolver € siguiente sistema de ecuaciones lineales por € método de
Gauss-Jordan; (det A=-15, obtenido con Maple).

4% + X + 2% = 99
2% + 4x, - x = -5(10)
X + % - X = -9

Como det A= 0 seempiezaaaplicar é método.
Escribiendo € sistema de ecuaciones en notacidn matricial tenemos:

4 1 2 9
A=|2 4 -1 b=|-5
11 -1 -9

Combinando estas matrices para obtener su forma aumentada, empezamos a realizar
operaciones el emental es para obtener la matriz identidad.

41 2/9), (11 -1-9) 5 om,
2 4 _1 _5 2 4 _1 _5 R3~>—4R1+R
11 -1-9 4 1 2|9

3
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11 -14-9), (1 1 -U9) qomen (10 -F-%) .
0 2 1013 11 JR%R+R301 1z
0 -3 6/45 0 -3 6 00 &=
10 —3-%) rojren (1 0 O-%F X = -2
0 1 4% |gdrer |01 0% x, = 14
00 1|= 00 1£ x, = &

Compraobacion:
13 11 43
4-=) + &) + 2= = 9
( 5) (5) (5)

13 11 43
A=)+ A - ) = 5
13 1 43
€9 - @ =

Ejemplo 3.3.8 Obtener e determinante del sistema de ecuaciones lineaes (3.9), por €
método de Gauss-Jordan.
Por las propiedades (1), (3), (5) y (8) de los determinantes.

1 00| -2

e 151 A I 7 ) 2 15 .
010 =% Al=0OMED(7)(5)=-15  ~l4=-
001 #£

Ejemplo 3.3.9 Obtener lainversa de la siguiente matriz por e método de Gauss-Jordan;
(det A=-9, obtenido con Maple).

1 2 -1
A=2 1 O
-1 1 2

Como det A=0 se empieza a aplicar el método, ya que se puede garantizar que la
matriz A esinvertible, por el teorema 3.3.3, (seccion 3.3.3).
Se obtiene la matriz aumentada [A| 1] y se empiezan arealizar operaciones elementales

para transformar Aen | .

1 2 —1 1 0 0 1 2 —1 1 0 0
; . Ro——2Ri1+R> - ¢ 1
-1 1 2 0 0 1 0 3 3 1 0 1
1 2 -1/ 1 0 0 1 0 1| -1 20
: 2 2 1 H1——2Ha+F1 = 2 2 1
01l =313 30 |m-Smm| 2! —3 3 —3 0 ] inRs
0 3 1 1 0 1 0 0 3 —1 1 1
1 1 2 . - 2 5 1
LO 5] =5 3 0N o pn (100 72 o =5
0 1 — 5 5 = L m 0O 1 0 5 =5 5
- - 1 11 i . 1 1 1
0 0 1 =5 T 3 0O 0 1 =i 5 5
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Comprobacion: Por ladefinicion 3.3.2,(seccion 3.3.3).

2 5 1
1 2 -1 49 91 29 100
I=AA=|2 1 0 S 5 97010
11 2), ; ;o1
3 3 3

3.3.3 Inversion de matrices

Definicion 3.3.2 Sediceque A eslainversadelamatriz A sy solo si:
AA' = ATA=
siendo | , lamatriz identidad.

No todas las matrices tienen inversa. Cuando una matriz no tiene inversa se dice que es
una matriz “singular”. Cuando la inversa de una matriz existe, se dice que la matriz es
invertible 6 “no singular”.

Una condicién que debe de cumplir la matriz para que sea invertible es que sea
cuadrada; ésto es evidente, pues la inversa debe verificar que e producto por la
izquierda y por la derecha debe dar siempre la matriz identidad, y ésto solo sucede
cuando la matriz es cuadrada. Sin embargo, ésta es una condicidn necesaria pero no
suficiente; es decir, no toda matriz que sea cuadrada es invertible.

Propiedades de la matricesinvertibles

1 Si unamatriz A esinvertible, entonces su inversaes Unica.

2. Si unamatriz A esinvertible, entonces se cumple: (A™)™ = A.

3. S A y B son dos matrices invertibles, entonces se cumple:
(AB)*=B'A™.

4, Si una matriz A es invertible, entonces se cumple que la inversa de la

transpuesta esigual alatranspuestade lainversa: (A)™ =(A™)".
Para poder resolver un sistema de ecuaciones lineales por medio de lainversalo que se
busca es despejar €l vector x del sistema Ax=Db; aplicando la ley asociativay las
propiedades de la matriz identidad, se obtiene:

A'Ax=A"D
(A'A)x=A"D
Ix=A"'b
x=A"D (3.10)

entonces a redizar la multiplicacion de la inversa de la matriz de coeficientes por el
vector de términos independientes, se obtendra el vector solucion.

Célculodelainversa para unamatriz de 1x1

Teorema 3.3.1 Una matriz A de 1x1 es invertible s y sdlo si su determinante es
diferente de cero (det A= 0).Laformade calcular suinversaes:
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N
A

Célculodelainversa paraunamatrizde 2x2

Teorema 3.3.2 Una matriz A de 2x2 es invertible s y slo si su determinante es
diferente de cero (det A= 0). Laformade calcular suinversaes:

-1 _ 1 ay, _a12}
detA_a21 a,

es decir los elementos que estan en la diagonal principal se intercambian y 1os que estan
en ladiagonal secundaria se les cambia el signo.

Célculodelainversa paraunamatrizde nxn

Teorema 3.3.3 Una matriz A de nxn es invertible s y solo s su determinante es
diferente de cero (det A= 0). Laformade calcular suinversaes:

A= agia
det A

donde adj A eslamatriz adjuntade A.
Para poder calcular lainversa de A por medio del teorema 3.3.3, es necesario definir
una matriz adjunta:

Definicion 3.3.3 Adjunta. Sea A una matriz de nxn. La matriz adjunta de A, esla
transpuesta de la matriz de cofactores de A:

adjA= (B)'
donde B, eslamatriz de cofactoresde A.

Ejemplo 3.3.10 Obtener lainversa de la siguiente matriz por € teorema 3.3.3.

1 2 -1
A=|2 2 4
1 3 -3

Primero se calcula det A por la definicion 3.1.1, para garantizar que la matriz es
invertible.
2 4 2 4 2 2
det A=1 -2 +(-2
3 - 1 - 1 3

1((2x—3) — (4% 3)) — 2((2x -3) — (4x D)) + (-D((2x 3) - (2x 1)) =
1(~18) - 2(~10) ~1(4) =2

Como det A#0, se calculan los menores por la definicién 3.1.2; los menores seran
matrices de 2x 2, entonces para obtener el menor M,,, se eliminael primer renglony la

primera columnade A, obteniéndose:
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2 4
M11= 3 _3

Para calcular el menor M,,, se elimina el primer renglén y la segunda columna de A,

obteniéndose;
. 2 4
12 — 1 _3

Para calcular el menor M,,, se elimina el primer renglén y la tercera columna de A,

obteniéndose;
M. < 2 2
13 — 1 3

Se sigue el mismo procedimiento para calcular |os menores restantes, obteniéndose:
. 2 - . 1 -1 M = 12
21— 3 _3 2 1 _3 23 1 3
M. = 2 - M. = 1 - M. = 1 2
12 4 2 \2 4 ®l2 2

Después se obtienen los cofactores por ladefinicion 3.1.3:

= 122 41 18 = 132 4—10 = l42 2—4
Au—(_) 3 _ - A&z—(_) 1 — - Ala—(_) 1 3—
32__ __41___ __512__
Au= D, _j—s Ap = (D] _j— 2 A0 3‘— 1
42__ __51—__ __612__
Au= (D) j—lo Ao = (D) 4“— 6 A=) 2‘- 2
-18 10 4
B=| 3 -2 -1 M atrizdecofactores
10 -6 -2

Luego se obtiene adj A, por ladefinicion 3.3.3:
-18 10 4 -18 3 10
adA=| 3 -2 -1|=/10 -2 -6
10 -6 -2 4 -1 -2

Finalmente se obtiene A™, por & teorema 3.3.3:

t
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L 1—18 3 10
A'=—adjA=—>| 10 -2 -6|=|-5 1 3
det A 2 4 1 -2 1

B 2 = 1
2
0 -2 s
2
A'=|-5 1 3
-2 1 1
2
Comprobacion: Por ladefinicion 3.3.2.
3
12 1) 3 % (100
I=AA'=|2 2 4|5 1 3|=|0 10
1 3 -3 ) % 1 0 01

Con el gemplo anterior se puede observar, que s n>3, por lo general es mas f&cil

calcular A con otros métodos que usando adj A, ya que por gjemplo, para el caso de
una matriz de 4x4 es necesario calcular 17 determinantes (16 parala adj A més det
A). Sin embargo € teorema 3.3.3, es muy importante ya que, antes de utilizar cualquier

método para calcular lainversa, € céculo del det A, dicess A™ existe o no.

3.3.4. Inversidon de matrices particionadas

Cuando lamatriz A es de orden tan grande que no se puede invertir con los métodos
antes vistos debido a la capacidad limitada de almacenamiento de la computadora que
se dispone, es posible dividirla en submatrices de orden menor.

El método que se vera a continuacion, sélo se puede aplicar cuando la particion de una
matriz A se puede realizar en cuatro submatrices; la Unica restriccion para redizar la
particion, es que las submatrices de la diagonal principal sean cuadradas para asegurar
en cierta forma la existencia de las inversas que se requieran y puedan efectuarse los
productos matriciales necesarios. Esto se ggemplificaen e cuadro 3.1. etc.

Inversion de matricesrealizando 4 particiones

Si un sistema de ecuaciones lineales de la forma (3.2), se puede expresar en forma

matricial como:
An | Ay Iy _ by
Az | Az Tz by

en donde fijada la posicion de la submatriz A,, en A quedan obligadas las otras
submatrices que aparecen en (2). De esta manera, s A,, esde orden mxm, los vectores
X, ¥ b, estarédn formados por dltimos m elementosde x yde b.

137

(3.11)



Orden de Ejemplos de como realizar

de la matriz 4 particiones
1 no es necesario particlonar
2 no es necesario particionar
3 no es necesario particlonar
@11 |1z 13 d14 11 1z|@13 014 11 a1z G13(d14
4 21 |flzz zz dz24 a1 zz|dz3 Oy g1 dzz Gz3 |0z
31 |3z 3z daq a1 (az|dzz 034 a1 az Gaz|daq
@41 |4z 043 044 41 Oqz| 043 G4y 4] G4z (43 (044
1|01z @iz G4 @5y [ @11 Giz|oia dig @15
iz |dzz dzz dzq dog 21 dgz (023 dz24 225
(31 |flaz (33 T34 d35 31 daz|d3z daq 2as
g1 | gz (43 T44 Q45 4] gz [T43 d44 D45
5 (51 |f5z G5z 054 ﬂss,rJ 51 gz 053 g ﬂss}
11 @1z @13 (014 ﬂls"ﬁ @11 1z 41z Q14 ﬂls\\
(21 gz Gz (024 Q25 az) dgz Gz Gz4|025
3] @az 33|34 d35 31 G3z 433 434|235
4] @4z 043|044 045 4] G4z G431 044|045
(51 gy Ggg|Gsy Gss )/ \ @51 Gsz Gsg ﬂsilﬂssj
{ 11|01z a3 @iy @15 @ie [ @11 @1z|G13 d14 15 G16
Q71 (@22 Aoz T34 Oos dog 21 Ogz|dzz dzq Q25 26
(31 |23z T3z T34 O35 d3s 231 3z |03z d3q4 235 Aag
41 [R4z 043 044 U455 O46 g1 Gz (043 044 345 G46
51 |6z (53 d54 @55 056 51 a5z (053 dsq4 255 Q66
\ﬂm gz ez daq d65 ﬂﬁﬁfJ \ﬂﬁl gz (a3 deq Qs des
{011 My @13|dyy G5 Tpe [/ @11 iz Gya 14|05 ig
g1 gz @z3|dz4 25 A2 g1 Ggz Gp3 Gz4|dz5 426
B 31 Oaz @33 |d34 U35 036 @31 G3z 33 Q34035 036
41 4z @43 T4 D45 T4 41 gz 43 Qg4 | 245 Qdi
51 ds2 @53 054 d55 056 51 gz (53 054|065 Q66
\ @1 gz Bg3|0ay Tes g/ \ Gl Ggz g3 (aq|0es Ogg

1] a1z a1z d14 a15(016
g1 gz Ozz dz4 025|026
31 Q3z Q33 d3q Q35036
@y1 Qgz Q43 Tq Qg5 |0
51 @52 O53 dgyg 55|06
g1 ez Gez dad Oas | a6

Cuadro 3.1: Ejemplos de como realizar 4 particiones.

Para facilitar los cdloules s2 sugiors qus si el orden do la matriz A @ miliple da 2 (4 2 4, 8% 6 8 » 8, oto.), se particione en submatricas dal
misme tamano; pere si @l orden de la matriz A no ss maltipls de 205 < 5 7% 7, 0x 9, sto.), se toma |la particidén en donds las submatrices qua
forman la diagonal principal sean de crden similar; por sjemplo si @l orden de la matriz es 5, se debsn tomar la segunda o la tercera particidn
sjemplificadas en este cuadro, ya que @5 mds ficil caleular la ioversa de una matriz de 2% 2 ¥ de 3 % 2 que la de una matriz de 4 % 4, primara
¥ cuarta particién sjemplificadas en ssta cuadro.
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Para resolver €l sistema matricial (3.11), se redlizardn las operaciones matriciales
indicadas en €, tomando en cuenta que los elementos de dicho sistema son a su vez
matrices:

A+ A = b
A21X1 + Azzxz = bz

Se despeja el vector x, de la segunda ecuacion de (3.12), para resolver € sistema de
ecuaciones lineales; obteniéndose:
AyX, = bz - A
X, = Ay (b, — Ayx,)
=% = A, — Ay Aux,

Sustituyendo x,, en la primera ecuacion de (3.12) y despejando de ésta el vector x, se
obtiene:

Al.lxl + ALz(Az_zlbz - A2_21A21X1) = bl
Ax + AzAz_zlbz - Alez_zlAzl)ﬁ =b

Sefactorizael vector x,, parapoderlo despejar:
(Au - A&zAgzlA‘zl))ﬁ = bl - ’Alzp‘;zlbz
=% = (A= AP An) (- A ALD)

Para facilitar la notacién en la Ultima expresion se renombran variables de la siguiente
manera

C=A- AtzAz_zlAA
D=AA,

¥ =C"(h - Db,)

x =C" —C"'Db,

Sustituyendo x, en x,, se obtiene:
X, = Ayl — A, A, (C 7 —C'Dby)
X, = Apb, — Ay ACy + A, ACTDb,
X, = _A2_21A21C_lb1 + (Az_zl + A2_21A21C_1D)b2

Nuevamente para facilitar la notacion en la tltima expresion se renombran variables:

E=AyA,
F=Al+EC'D
x,=—EC™'b +Fb,
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El sistema de ecuaciones (3.15) y (3.18), se puede escribir de laforma matricial como:
I ':’__-‘_1 | _{T—ID E-']_
) \ -EC'| F b,
(3.19)
Esdecir x= A™b, por lo quelainversadelamatriz A es.

— ¢! |-Cc-'D
© \-EC'| F

en donde la matrices C, D, E y F estén definidas por las ecuaciones (3.13), (3.14),
(3.16) y (3.17), respectivamente. Se puede observar que para obtener las matrices C,
D, E y F,lasubmatriz A,,, tiene que ser no singular.

(3.20)

Ejemplo 3.3.11 Resolver € siguiente sistema de ecuaciones lineales por e método de
inversion de matrices particionadas; (det A= 2, obtenido con Maple).

x/le + 2\/§x3 = 2

- 42x + 2x, = 42
X = 1

X + x, = 0

Como det A= 0 seempiezaaaplicar e método.
Escribiendo € sistema de ecuaciones en notacion matricial setiene:

V2 0 22 0 J2
Aol N2 V2 0 o | _|-42
0O 0 1 0 1
o 0 3 1 0

Primero se divide lamatriz A en submatrices. Se puede observar en el cuadro (3.1) que
la particion de la matriz de orden 4 se puede hacer de tres formas; en este caso se
escogio dividir la matriz en submatrices de orden 2, para facilitar los céculos;
obteniéndose:

[ |
= oD O

Para garantizar que el método funcione se tiene que verificar que la submatriz A,, sea
no singular:

10
Azzz( j donde  detA=1
31

Por el teorema ?:
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L (1 0y (1 0
Az=l 3 1]7| 3 1

Como A,, esno singular, se empieza obteniendo el valor C con laecuacion (?):

= v2 0 2v2 0 ( 10 00y vZ 0
T\ 47 V2 oo)J\=31/\oo) | _42 .2

. i

_:’:;_ 1 _-':’1:1;» A 2_ ;:,l -":’1-2 1
2o
~ct-1 V2 OJ— 2
2
W2 2 2.2 x/2§

Después se obtiene e valor de D con laecuacion (3.14):

e 2v2 0 10 j [ 2v2
00 -3 1 0
\'—f—!ﬁ_”

AL, AZl
J2

=0

an | 2 2J2 0) (-2 0

T 22 ﬁ[o OJ_(—S OJ
2

Luego se obtiene el valor de E con la ecuacion (3.16):

(5D )-(00)

- - -

A:T::,l Am
V2.
:>—EC‘1=—(O o] > z[o Oj
00 00
2z V2

2

Después se obtiene e valor de F con laecuacion (3.17):

(D ()21

Al EC-1 D
Sustituyendo C™*, -C'D, —EC™ y F en (3.20), se obtiene:
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2 o|l-2 0
acr_ | 22 |80
0 0] 10
0 0]-31
Comprobacion: Por ladefinicion 3.3.2.
J2
2 o0 220|372 © 20% 1000
_ 0100
0 O 1 o0 2 0010
o o 3 10 0 10 (0001
0 0 31

Finalmente, por la ecuacion (3.10) se multiplica A™ por b, afin de obtener € valor de
las incognitas.

Z ool20\ [ vI\ /-1 o
2y2 ¥Z| -8 0 —4/2 —8 2 =—8
x=A"'h= v = v = "2
0 0] 10 1 oL
0 0]-31 0 —3 Ty=—3
Compraobacion:
J2(-1) + 242Q) = 2
— 42(-1) + J2(-98 = 42
@ = 1
3) + A3 = 0

3.3.5 Gauss-Jordan particionado

El sistema de ecuaciones lineales de laforma (3.2), se puede particionar en submatrices,
para resolverse siguiendo el procedimiento de eliminacion de Gauss-Jordan. A
continuacion se verd el procedimiento realizando 4 y 9 particiones. Se pueden obtener
mas particiones siguiendo el mismo procedimiento.

La Unica restriccion para redlizar la particion, al igual que en el tema de inversiéon de
matrices particionadas; es que las submatrices de la diagonal principal sean cuadradas
para asegurar en cierta forma la existencia de las inversas que se requieran y puedan
efectuarse |os productos matriciales necesarios. Ver cuadro 3.1y 3.2.

Gauss-Jordan particionado realizando 4 particiones

Para 4 particiones se utilizara la siguiente matriz ampliada:

( A Az | b,y )
ba

An Az

(3.21)

142



Una vez fijada la posicion de la submatriz A, en A, quedan obligadas las otras
submatrices que aparecen en (1); es decir, s A,, esde orden mxm, el vector b, estara

formado por ultimos m elementosde b.
La transformacion de la matriz A en la matriz identidad se logra realizando los
siguientes pasos, tomando en cuenta que los elementos de dicho sistema son a su vez
matrices:

1. Premultiplicacion de todos los elementos del primer renglon de (3.21)

por A}, lainversadel pivote; obteniéndose:

I A,
*'.121 *'122

en donde:
= AA,
A; = ALA,
b =Ah
| A, =0
2. Restar a los elementos matriciales del segundo renglon los

correspondientes elementos del primer renglon premultiplicados por A, €l
elemento que se trata de eliminar; obteniéndose:

I A, | b
0 A, | b,
en donde:
0=A,-Al
A, = A, - AA,
b, =b, - Ay
3. Premultiplicacion de los elementos del segundo renglon por (A,) ™, la

inversa del nuevo pivote; obteniéndose:
I A, | b
D .ET Ca

| = (A,) A,
G, = (Azz)_lbz
| A, [#0

en donde:
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4, Finamente, restar de los elementos del primer renglon los
correspondientes elementos del segundo, premultiplicados previamente por A,

el elemento matricial que ahora se trata de eliminar; obteniéndose:

I 0 ]
(C' I L‘z)

(3.25)
en donde:
0= A&z - A&zl
C= bl - A1202
Lasolucién del sistemaes:
o
G

Ejemplo 3.3.12 Resolver € siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de
Gauss-Jordan particionado, realizando 4 particiones; (det A= -8, obtenido con Maple).

X - X% + 2% - X = 6
X - X% + X = 4
2% + X + 3 - 4x, = -2
- X% + X - X = 5
Como det A= 0 seempiezaaaplicar e método.
Escribiendo €l sistema de ecuaciones en notacion matricial setiene:

1 -1 2 -1 6

1 0 -1 1 4
A = b =

2 1 3 -4 -2

0 -1 1 1 5

Combinando estas matrices para obtener su forma aumentada y dividiendo la matriz A
en submatrices de orden 2 (ver cuadro 3.1); se obtiene:
-1 2 -1 6
0]-1 1| 4
1| 3 —4| -2
-1| 1 -1 5

[A|b] =

(==

Se empieza tomando como pivote alasubmatriz A, y se obtiene su inversa:

1

L (0 1) (0 1
Al=1 =
-11) (-1 1

144

1 -1
A= [ j donde  detA=1
0

Por €l teorema 3.3.2;



Como A, esno singular, se premultiplican todos los elementos del primer renglon por
A}, lainversadel pivote; obteniéndose:

0|-1 1| 4

1|-3 2| -2

1| 3 -4 -2
-1 1 -1] 5

= AA z[o 1}[1 —1}(1 o]
Rl 1)l o 01

A 0 1)(2 -1) (-1 1

S Vi R e

b = Ally {_01 ﬂ@ :(—g

Después se restan a los elementos matriciales del segundo renglén los correspondientes
elementos del primer renglon premultiplicados por A,,, € elemento que se trata de

eliminar; obteniéndose:

Matriz llevada a la forma (3.22)

[ TR o I Y e Y

Operaciones:

1L oj-1 1] 4
0 1|-3 2| -2
Matriz llevada a la forma (3.23)
00| 8 -8/ —8
0 0|2 1 3
Operaciones:
0= A A2|—2 1) (2 1)1 0) (0O
S 7 lo 1) (o -1)lo 1) oo
1

1
. ' 3 4 2 1)\-1
A=A, -AA; = (1 J {0 _:J(_s
2 4

5

o -n-an - 20 L) 5)-(3)

L uego se toma como pivote alasubmatriz A, y se obtiene su inversa:

: 8 -8
A, = ( j donde  detA=-8
-2 1

Por €l teorema 3.3.2;
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-- -1
D 1(1 8 8
A,)t=—= =
(A) 8(2 8]

Como (A,,)* esno singular, se premultiplican todos los elementos del segundo renglon
por (A,,)™", lainversadel nuevo pivote; obteniéndose:

1 0]-11]| 4

0 1|-3 2| -2
Matriz llevada a la forma (3.24)

00| 10| -2

0 0] 01| -1

Operaciones:

. (-% -1)(8 -8 10
|: "\-1 — 8 —
e 3% Do
: . (- -1)(-8 -2 X, = —2
C = -1y _| 8 _
SR S By G
Finalmente se restan alos elementos matriciales del primer renglon los correspondientes

elementos del segundo, premultiplicados previamente por A, , € elemento matricial que
ahora se trata de eliminar; obteniéndose:

(1 0[]0 0 3
0 1|0 0| —6
Matriz llevada a la forma (3.25)
0|1 0| -2
\ 0 0]0 1| —1

Operaciones:

Ne)
I
o
|
.
NO
I
|
N#
e
|
|
W
N e
N——
|
N
N—
I
|
& W
N—
RallP
oo
Low
o

Obteniendo asi la solucion del sistema:

Xx = 3

X, = —6
X = -2
X, = -1
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Compraobacion:

Ejemplo 3.3.13 Resolver € siguiente sistema de ecuaciones lineales por e método de

@ - 6 + 22 -
©) - (2 +

280 + (-6) + 3(-2

- (8 + (D -

Gauss-Jordan particionado, realizando 4 particiones;

Maple).

X + 2% + 3% +

_ )(2 + 2)(3 _
X +
X o+ X - 00X

Como det A= 0 seempiezaa aplicar € método.
Escribiendo € sistema de ecuaciones en notacion matricial setiene:

Combinando estas matrices para obtener su forma aumentada y dividiendo la matriz A

1 2 3 4
0 -1 2 -1
A=l1 0 0 2
11 -1 1
0 0 0 O

en 4 submatrices (ver cuadro 3.1); se obtiene:

Se empieza tomando como pivote alasubmatriz A, y se obtiene su inversa:

Operaciones:

4x,
X4
2X,

Xy

5
2
-1
1
4

(det A=-56, obtenido con

+
+

J’_

D
D
4(-1)

D =

b

59X, =
2%, =
)(5 =
)(5 =
4x, =

33

27
=|-10

4

36

1 2 3| 4 5| 33
0 -1 2|-1 2| 27
Ab]=]1 0 0] 2 -1| —10
1 1 -1 1 1 4
0 0 0o 0 4| 36

0 2

1 2 3

A,=(0 -1 2 donde
1 0 0

det A Il A
Yo o

1 0

.

1((~1x 0) — (2x 0)) — 2((0x 0) — (2x 1)) + 3((0x 0) — (~1x 1)) =

X0)-2(-2)+31) =7
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1

detA, =7

o

-2
5

33
27
-10
4
36

(3.26)



Para obtener A, se utiliza la matriz aumentada [A,|1] y se empiezan a redlizar
operaciones elementales para transformar A en | . (Método de Gauss-Jordan).

1 231100 1 o0da] 001
0 -1 2] 010 |gera| 0 =1 20010 | piim
1 O o001 1 2311 00
1 00 ] o 0 0
0 -1 2 Rzp— —1FH2 0 -2 0 -1 0 Ry——2Hz+Ha
0 2 3 0 0o 2 311 0 -1
10 0 1 10 o0 0 1
01 -2 0 01 -2 0 -1 0 | pgsrarhs
00 7 ~1 oo 1|+ 2 1
1 0 0 0 0 1
010[% -3 -2
001 % 2 L
Lamatriz del lado derecho, eslainversade A.
0O 0 1
An=|3 -3 -2
1 2 1
7 7 7

Como A, esno singular, se premultiplican todos los elementos del primer renglon por
., lainversadel pivote; obteniéndose:

10 02 -1] -10
01 o1 ¢ 5
Matriz llevada a la forma (3.22) 00 1|0 & z
11 -1|1 1 4
00 0|0 4] 36
Operaciones:
0 0 1 )1 2 3 10 0
| =A/A =3 -3 -3(6) |0 -1 2(7) 01 0(8)
12z 1)1 0 00
0 0 1 )4 2
Ar= AlA =3 -3 —509) | -1 2(10) = 6(11)
i 2 _1 0
7 7
0 0 1
b =Ab =% -3 -39 27(13) (14)
i 2 -1
7 7 7

148



Después se restan a los elementos matriciales del segundo renglén los correspondientes
elementos del primer renglon premultiplicados por A,,, € elemento que se trata de

eliminar; obteniéndose:

100 | 2 -1 —-10
0o1o0] 1 & g
Matriz llevada a la forma (3.23) 0011 0 % %
000 | —2 2|
000 | 0 4 36
Operaciones:
10 O
0= A AZI_11—1 11—1010(15)_000
S "™ loo o) loo o “looo
00 1
2 -1
OO E I | PR I z
S (! 0000710_04
7

-10
, C(4) (11 -y, | (=
% =0~ A :[36j_[o 0 oj 7(;) _[36]

L uego se toma como pivote alasubmatriz A,, y se obtiene su inversa:

, 18
A, = 7 donde  detA=-8
0 4
Por el teorema 3.3.2;

19
C 114 —-— 2 28
(Azz)l__g 7 |= 1
0 -2 0o =
4

Como (A,,)* esno singular, se premultiplican todos los elementos del segundo renglon
por (A,)™", lainversadel nuevo pivote; obteniéndose:

1002 -1] -10
0101 £ 2
Matriz llevada a la forma (3.24) 00 1|EI I—TD %
000t 0o -2
000[0 1 9
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Operaciones:

0

(NI

= (AL A [

Finalmente se restan alos elementos matriciales del primer renglon los correspondientes
elementos del segundo, premultiplicados previamente por A, , €l elemento matricial que

ahora se trata de eliminar; obteniéndose:

1 00|/00] 3
010/00f-5
Matriz llevada a la forma (3.25) 00 1|[| 0 1
000[1 0f-2
00O0[0 1| 9
Operaciones:
o 2 -1 2 -1 10 0O O
0=A,-A,l=[1 218 |-|1 £(19 (0 Jz 0 0(20)
o 2 o 2 0 O
-10 2 -1 P 3 X =
6 =b'-Ac = (2D |-| 1 $(22) [9]= 52| =% =
Z o 1 X, =
Obteniendo asi la solucion del sistema:
X = 3
x, = -5
Xz, = 1
X, = -2
X = 9
Comprobacion:
B + 2(-5 + 31D + 4-2 + 509 =
-9 + 20 - (2 + 29 =
©) + 22 - (9 =
@+ B -0 + ) + O =
409) =
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Gauss-Jordan particionado realizando 9 particiones

Para 9 particiones se utilizard |a siguiente matriz ampliada:
A A Ais by
*‘121 *‘122 *‘123 IE-"2

Az Az Az | by (3.27)

Una vez fijada la posicion de la submatriz A,; en A, quedan obligadas las otras
submatrices que aparecen en (1); es decir, s A, esde orden mxm, el vector b, estara

formado por ultimos m elementosde b.
La transformacion de la matriz A en la matriz identidad se logra realizando los
siguientes pasos.

1. Premultiplicacion de todos los elementos del primer renglén de (?) por A7, la
inversa del pivote; obteniéndose:
I A, A b
.‘121 .‘132 ."1':-3 lil__h (3.28 :l
*‘131 *‘132 *‘133 b&

en donde:
= AA,
ALZ = Al_llALZ
As= ATA,
bll = A;llbl
| Ay %0

2. Restar a los elementos matriciales del segundo renglon los
correspondientes elementos del primer renglon premultiplicados por A, , €

elemento que se trata de eliminar; obteniéndose:
I A, Az b
0 A, 4, | b (3.29)
Az Az Az ba

en donde:
0=A,-Al
Ap = Py = PuAy
A23 =Apx— A&lpls
b, =b, - Ab
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Crden de Ejemplos de como realizar

de la matriz 9 particiones
1 no es necesario particionar
2 no es necesario particionar
3 no es necesario particionar
ajp|aia (aig did ajy g |ais|dig a1 |22 413 |did
4 a1 |@ag [agy @y a3y Goa|aas(dy o) |aon aag|asy
g (dgn (033 oy gy fga|dgy|day gy [0gn dag|day
4] [04n (043 44 4] 049|043 |d44 4] (G4 43| a44
a1 a1 | a3 24 dis aq1 (212 d13|d14 dis aii|d1a a3 4 |G
ag)|aag |aag ay4 ags ag) Q33 a3g|day dsg ag]|day aag a4 |aos
Qg1 (a32 | a3y az4 dag O3y 033 dag|dzy d3s Q3 (agn agy Ay |das
041 (G472 | 043 044 45 041 | 042 a43| 044 q45 041 (042 G435 44 |45
- \Gsi 53 |45 G54 des O5] |05 d53|d54 d55 Q5] [d52 453 Osd |55
]
a1 02 |015]214 d15 i1 dy2|dqs ai4 (a5 a1] @3 415214 |25
Gn1 0|45 |024 d2g 0o das|dag a4 (adas Q31 Q3 Az |day |Gag
i3] (gp|0as(day dgs ag) dgo|day g4 |dss ag) (32 433|034 |35
4] @40 |a43 (044 a4s 04] 043|043 044|045 @41 43 ayg(ogy|ads
L'gt'nlsi Q53 |53 | 054 dss G5 dga|dss 4gd (ds55 Q5] Q52 ds3|dsy s
11 |19 |015 di4 35 Qi {ai1|aia ais|aig ais agg ajf|dia @iy did|dis 96
ag) | |Gos daq @95 Qo ag |dag aps|apq das 4o dgy|das apg dag|aos doag
03j |Oga |63y a3 Q35 035 3] |G32 033|034 a3 235 ag) | @3y a3y agy|azs azs
041 | @40 |g5 a44 045 O4p 041|048 Q453|044 045 045 41 (040 @45 44|24 046
5] (@52 | 053 O54 055 056 5] (852 053|054 O55 056 51|52 @53 d54| 255 d56
Qg1 |dan |06 dad 265 066 \ 61|06 063 |0a4 Qs s gl a2 Gg3 ded | Q65 d66
@91 |@2 813 @14 45 [0ig |'"5511 13| 015|014 H15 216 a1 092|215 414|215 16
ag) ey (g agq dos |00 a0 a2 |dgg|dy das dog gl oo |4y A4 |aos 408
ag) |dan dag g4 das |08g ag] d30|ags |04 dgs 4gg dg] fan|day A4 |ass a6
(41 |47 43 44 045 (048 241 43| 043|044 045 45 4] 047|043 a44| 045 48
Q51 |O58 053 G54 455|056 Q5] a51| 053 (G54 O55 5 as] 652|053 54|55 d56
8 gl |den (a3 OGR4 das | 066 \ 61 da2|0es|0aq des des gl den | Qa3 ded | 65 d66
a9y dya|dqs ajyq ais (046 (411 ain 0f3)dai4 |85 216 a1f 093 a93|di14 Ai5(a16
Q3] @aa|dag and ais (G2 Q] azs Gag|dad|das 42 azf Goa dag|dag 4os(ds
ag) dga|dag g4 das|08g a3 32 433 [a34|ass g dagl dgn 433 |a34 a3s|asa
Q] 342|043 Q44 Q45 |04 41 a4 043|044 |d4s 045 aq) o4 043|044 o4 |a4e
5] {50 |05y 054 55 (056 dg1 d53 055|054 |55 066 5] fe3 ds3)dsy Ogs|ds8
g1 g2 |de3 Qa4 Gas (06 '\'5561 dgy 065 |6 | Hen 266 i Og2 da3 |64 065 | Gaa
{ 11 aya 013 ay4|a15 |06
Qi azs 433 dad (405 (22
agi 433 433 034 035|236
4] 349 Q4% A44 045 | 046
5] dg3 g3 g4 | 055 (256

\ 61 dg2 Gg3 a4 |Gas |des

Cuadro 3.2: Ejemplos de como realizar 9 particiones.

Para facilitar los célculos s2 sugiers que si @l orden do la matriz 4 es miltiplo da 3 (6% 6, 0x 9, 12 ¥ 12, ato.), s particiona en submatrices
dal mismo tamano; pero si @l orden de la matriz A no es miiltiplo da 2 (8% 8, 7% 7, 8 % &, etc.), se tome la particién on donds las submatrices
qua forman la diagonal principal sean de orden similar; por ejempls si &l orden de la matriz e 5, se deben tomar |a ssguna, cuarta o quinta
pariiciin ajemplificadas en este cuadro, ya que es mds fécil calcular la inversa de una matriz de 2% 2 y de 1% 1; que la de una matriz de 3 x 3,
primers, tercara ¥ ssxta particién sjemplificadss sn sste cuadro,
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3. Restar alos elementos matriciales del tercer renglon los correspondientes

elementos del primer renglon premultiplicados por A,,, el elemento que se trata
de eliminar; obteniéndose:
I A, Ay | b
0 A, Ay | b

(3.30)
0 Ay A | b

en donde:
0= A - Al
Ay = Ay - AyA,
AQs =Ay— A.nAis
by = b~ Ajb
4,

Premultiplicacion de los elementos del segundo renglén por (A,) ™, la
inversa del nuevo pivote; obteniéndose:

L L

I A, Ag '51
0 AL | By (3.31)
0 Ay Ay | b
en donde:
I = (A) A,
As= (A" Ay
b, = (A)"'b,
| Ay, 20
5.

Restar de los elementos del primer renglén los correspondientes
elementos del segundo, premultiplicados previamente por A,, € elemento
matricial gue ahora se trata de eliminar; obteniéndose:

I o AL |

"

A | 8

0 I (3.32)
0 A3, Ay | b
en donde:
0=A,- Ayl
As= A=A,
b =b -Ab,
6.

Restar de los elementos del tercer renglon los correspondientes el ementos
del segundo, premultiplicados previamente por A,,, € elemento matricial que
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ahora se trata de eliminar; obteniéndose:

I 0 ALl b
0 I A, | b (3.33)
0 0 A, | by
en donde:
0= A, Al
Ao = A= A
b, = b~ Ah,
7. Premultiplicacion de los elementos del tercer renglon por (Ag)™", la
inversa del nuevo pivote; obteniéndose:
I o AL o
0 I A, | b, (3.34)
o0 7 C3
en donde:
I=(As) " Aq
= (Ag) by
| A0
8. Restar de los elementos del primer renglon los correspondientes

elementos del tercero, premultiplicados previamente por A, € elemento
matricial que ahora se trata de eliminar; obteniéndose:

I 0 0| ¢
0 I A, | b, (3.35)
oo I o3
en donde:
0=A;- Al
G = bl - AsG
0. Finamente, restar de los elementos del segundo renglén los

correspondientes elementos del tercero, premultiplicados previamente por A,
el elemento matricial que ahora se trata de eliminar; obteniéndose:

I 00| g
0 1 0| e (3.36)
00 I ecg
en donde:
0= Ay = Ayl
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G = bz - A23%

Lasolucién del sistemaes:
G

N

G
Ejemplo 3.3.14 Resolver € sistema de ecuaciones linedles (.3.26) por e método de
Gauss-Jordan particionado, realizando 9 particiones.
Como det A= 0 seempiezaaaplicar e método.
Escribiendo €l sistema de ecuaciones (3.26) en notacion matricial se tiene:

1 2 3 4 5 33
o -1 2 -1 2 27
A=1 0 0 2 -1 b=|-10
11 -1 1 1 4
O 0 0 0 4 36

Combinando estas matrices para obtener su forma aumentada y dividiendo la matriz A
en 9 submatrices (ver cuadro 3.2); se obtiene:

1 2| 3 4| 5] 33
0 -1 2 —-1| 2| 27
[Ab]=] 1 0| 0 2|-1| -10
1 1-1 1] 1 4
0 0| 0 0| 4] 36

Se empieza tomando como pivote alasubmatriz A, y se obtiene su inversa:

1 2
A= donde  detA=-1
0 -1

” -1 -2 1 2
Ap=-1 =
0 1 0 -

Como A, esno singular, se premultiplican todos los elementos del primer renglon por

Por el teorema 3.3.2;

A}, lainversadel pivote; obteniéndose:

1 II| T 2 | 8T
0 1|-2 1|-2| -2
Matriz llevada a la forma (3.28) 10 | 0 2 | —1 | —10
11 | -1 1 | 1 4
00| 00| 4 36

Operaciones:
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| = 1 2)1 2) (10
-ano o SHo
1 2Y3 4) (7 2
& %( A SHE Y
1 2)(5) (9
w-anly SIEH
1 2)(33 87
w-ancly )
Después se restan a los el ementos matriciales del segundo renglon los correspondientes

elementos del primer renglon premultiplicados por A,,, € elemento que se trata de
eliminar; obteniéndose:

D| 7 2| 9 87
1|—2 1| -2 | —27
Matriz llevada a la forma (3.29) 0 | -7 0 | =10 [ =97

0| -6 -2| —6| —56
o] o o 4] 36

a3 1o 3o o
SR P VR )
woenoan=( ) 3
S AR

Luego se restar a los elementos matriciales del tercer renglon los correspondientes
elementos del primer renglon premultiplicados por A, el elemento que se trata de
eliminar; obteniéndose:

Sl =2 ol O =

Operaciones:

D| 7 2| 9 87
1|—2 1| -2 | -27
Matriz llevada a la forma (3.30) 0 | -7 0 | —10 | —-97

0| -6 —2| —6| —56
o] o o 4] 36

ol o]l 9 =

Operaciones:

0= A~ AI=(0 00 0 F)=(0 0
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Ay =Py~ AyA,=(0 0)-(0 0(7 2)—(0 0)
A= A= AuA; = [2]

b b Al =(3)-0 0] 5 |-(#)

Nota: El paso anterior se puede omitir, ya que para este gemplo e elemento A, =0

por lo que ya no es necesario eliminarlo.
L uego se toma como pivote alasubmatriz A,, y se obtiene su inversa:

. (=7 O
A, = donde  detA=14
-6 -2

Por el teorema 3.3.2;
1

.. 1(-2 0 7
A ) == =
(A22) 14(6 —7] 3

7

Como (A,,)* esno singular, se premultiplican todos los elementos del segundo renglon
por (A,,)™", lainversadel nuevo pivote; obteniéndose:

0

1
2

10| 72| 9| 8
0 1|-2 1|-2| —27
Matriz llevada a la forma (3.31) 0o 1ol 2] Z
00| 01]-2| -
00| 0| 4| 36

Operaciones:

| = (A,) A, = (_ _%j[; —Oj_(é 2]
A= () Ay, = (_; j[ ej (_j
b, = (Ay) ™, = (% O%j( j [_—J

Después se restan de los elementos del primer renglon los correspondientes elementos
del segundo, premultiplicados previamente por A, € elemento matricial que ahora se

trata de eliminar; obteniéndose:
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Lofoo| ¥ =
0 1joo| £|
Matriz llevada a la forma (3.32) 001 0] L z
0 0o 1]-2| %
0 0l0 0] 4] 36

Operaciones:

O A" — Al = 7 2 7 2)(1 0) (0 O
“aeat= UG o 3o o
N 72\ (5
A.3_A13_A12A23_{_2J_(_2 :J _% -
co o [ 87 72 F) (#
e G R
Como el elemento A,, es cero, yano se eliming;

= A, =4
=h, =(36)

o
o

N ~G ~R

H
~g |

L uego se toma como pivote alasubmatriz (A;) " y se obtiene su inversa:

Por €l teorema 3.3.1;
o, 1
(Ass) ' ZZ

Como (A;)™" es no singular, se premultiplican todos los elementos del tercer renglon
por (Ag)™", lainversadel nuevo pivote; obteniéndose:

1 ojoo| 4| &
0 1o o] £

Matriz llevada a la forma (3.34) 0 0|1 o] B ¥
0 0fo 1]-3| -%

0 0|0 0] 1 9

Operaciones:

I = (A" As=(3)(4)=(1)
G =(Ay) b =(§)(36)=(9) =% = 9

Después se restan de los elementos del primer renglédn los correspondientes elementos
del tercero, premultiplicados previamente por A, € elemento matricial que ahora se
trata de eliminar; obteniéndose:
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1 0/oo| 0 3
0 1|0 0| 0| =5
Matriz llevada a la forma (3.35) 00|10 R F
0 0jo1]-%| -%
0 0|0 0] 1 9
Operaciones:
1
Rttt
7
120
" " = Xl = 3
g oy 102

Finalmente se restan a los elementos matricidles del segundo rengléon los
correspondientes elementos del tercero, premultiplicados previamente por A, €
elemento matricial que ahora se trata de eliminar; obteniéndose:

1 00 00 3

0 1]0 00| -5
Matriz llevada a la forma (3.36) 0 0 | 10 | 0] -1
0 0o 1]o| 2
00 | 0 0 | 1 9
Operaciones:
2 (2. (0
0= A23_A23|_ 9 | 9 (1):
-7) 7 0
& L -1 X = -1
c
9)=
G bZ A23C3 ( ) (_%j( ) (Zj :>X4 = 2
Obteniendo asi la solucién del sistema:
x = 3
X, = -5
x = 1
X, = -2
= 9

Comprobacion:
B + 2(-5 + 31 + 4-2 + 59 = 33

- (5 + 20 - (-2 + 29 = 27
) + 22 - (9 = -10
® + (B - @O + (2 + 9 = 4

49) = 36
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3.3.6 Método de intercambio

El método de intercambio es un método exacto para invertir matrices parecido a de
Gauss-Jordan. Con este método se invierte la matriz en el mismo sitio en donde se tiene
la matriz original; por lo que ya no es necesario separar espacio adicional para
almacenar lainversa.

Bésicamente el método consiste en despejar una incognita de una ecuacion y sustituirla
en todas las otras, tomar otra incognita de cualquier otra ecuacion y sustituirla en todas
las demés, etc.; a repetir n veces el proceso se tendran despejadas todas las incognitas
y resuelto el sistema.

Lo importante de este método es la forma en que se puede sistematizar, utilizandose
reglas fijas semejantes a las del proceso de Gauss-Jordan. Para obtener éstas se va a
particularizar, considerando un sistema de ecuaciones con tres incognitas (n=3), por lo

gue el sistematienelaforma:
X+ aX, Ak = bl
X o ApX, g% = bz
ayX + oapX, + agX = b

gue se puede representar por medio de latabla

I o g

lil_-n‘]_ a1 a2 a3
-?_'.'2 @ Ao oy
ba | am  az:  ass

Aplicando e método se puede despejar, por giemplo X,, de la segunda ecuacion de
(3.37):
QX =0, — 3% —ayX,
b, a, )

= X =—=-—2x-—2X, donde a,z0
% A Ay 3

Sustituyendo X, en la primera ecuacion de (3.37), se obtiene:

by = 8%, + 8%, + 8| 2 aﬂxl—%xz]

Q3 8y 8y

Sefactoriza b, entérminosde x, y X,:

%o -fag x-22ax

B3 Ay 2

8, L3
&, - a, —a, (% a23b2

b =a,x +a,x,+—

:>b1 {an_%ais X+

Sustituyendo X, en latercera ecuacion de (1), se obtiene:

b, = 8%, + 8%, + | 2 %1&—%4

Q3 8y Gy
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Sefactoriza b, entérminosde x y X,:
85 b, — Ly o

bs a31)(1"'a32X2"'a2 a, —apX — gassxz
9y a»
= b =8, ——Fay | X+ 8- —2a ><2+—bz
{ By By

Obteniéndose un nuevo sistema con (3.38), (3.39) y (3.40); €l cual puede escribirse en
forma de tabla, como se muestra a continuacion:

! L3 by
a1 o 2o S33
IE-"1 | fiii—Efii?l aiz 323 @13 aan
_ oz __@ag 1
T3 | azy aa3 a3
_ «.1'\.1 . Sy @33
l!'-'g @gq 313 LET agn _“""E':l agy (_.:jg

Comparando las tablas presentadas se observa que a despegjar x, de la segunda
ecuacion y sustituirla en las otras se intercambiaron las variables x, y b,, que aparecen

fuera ddl cuadro, situacién que da nombre al método. Con respecto a los valores en €l
interior de la tabla, y llamando pivote al elemento a,, ’, se ve que para pasar de una
tabla a otra se debe:

1 Dividir todos los elementos del renglén del pivote entre el propio pivote
y cambiarles de signo, (menos €l pivote).
2. Sumar alos elementos de todos |os renglones diferentes al del pivote, con

excepcion de los que estén en la columna del pivote, los correspondientes
elementos del renglon del pivote ya corregido en (1), multiplicados por el

elemento correspondiente en la columna pivote.

3. Dividir todos los elementos de la columna del pivote entre € propio
pivote,(excepto e elemento pivote).
4. Reemplazar el elemento pivote por su reciproco.

Al repetir tres veces los pasos anteriores sobre la matriz considerada, de orden tres,
buscando intercambiar términos independientes por incognitas ©, se llegard a un cuadro
como € siguiente:

by bz by

Iy | 11 1z C13

- . . (3.41)
Iz | Cz1 Cezz Coz3
I3 | Cz1 C3az Cas

de donde

'Se selecciona como pivote a elemento mayor en vaor absoluto entre los posibles
pivotes parareducir asi a maximo los errores de redondeo.

%S a redizar e intercambio de términos independientes por incognitas, los
encabezados no quedan de forma ordenada, sera necesario intercambiar renglones y
columnas a manera de que esto suceda.
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b + b + gy =
c21b.l. + szbz + Csz =
G+ Gob + by

que se puede representar matricialmente de la siguiente forma:

& o1 ©12 C13 1
Tg = | ©m €2z Ca3 by
T3 C31 Caz  Caz g

o

I:-I

Al comparar esta Gltima expresion con la ecuacion (3.10), C= A", es decir que los

elementos de latabla (3.41) forman lainversadelamatriz A.

Ejemplo 3.3.15 Resolver € siguiente sistema de ecuaciones lineales por € método de

intercambio; (det A=-12, obtenido con Maple).

- X + X - 3X,
X + 3 X
X — X - X

3x + X o+ 02X

Como det A= 0 seempiezaaaplicar é método.

Escribiendo € sistema de ecuaciones en notacion matricial setiene:

-11 0 -3
Ao 1 0 3 1 b
0 1 -1 -1
3 01 2
Se representa el sistema (3.34) por medio de la siguiente tabla:
I i i Ty
-1 1 0 -3
| 1 0 3 1
ba|] 0 1 -1 -1
bl 3 0 1 2

Se escoge como pivote a elemento mayor en valor absoluto, en este giemplo los
elementos que cumplen con esta caracteristica son: a,,, a,; Y a,,; por 10 que se puede

escoger como elemento pivote a cualquiera de ellos. En este caso se escoge como
elemento pivote a a,;, intercambiando X, y b,. Se sugiere identificar en la tabla el

renglén y la columna del pivote, realizando una division, para facilitar los clculos a

aplicar el método.

Los pasos del método de intercambio se tienen que realizar 4 veces, ya que € orden de
lamatriz A es 4, para lograr intercambiar todos los términos independientes por las

incognitas.

162

R w o b

(3.43)

(3.42)

(3.44)



Pasos del método de intercambio (primera vez)
Siguiendo los pasos del método, se divide todos los elementos del renglon del pivote
entre el propio pivotey seles cambia de signo, (menos el pivote); obteniéndose:

T Ty by Ty
h| -1 1 | 0] -3
z3 | -(3) -®| 3]-}
ba| O 1 | -1] -1
by | 3 0o | 1| 2

Después se suman a los elementos de todos los renglones diferentes a del pivote, con
excepcion de los que estén en la columna del pivote, los correspondientes elementos del
renglon del pivote ya corregido en e paso anterior, multiplicados por e elemento
correspondiente en la columna pivote; obteniéndose:

I Tz ba Iy
by | —14+(=3)(0) 1+(0)0) | 0| —34(=3)(0)
| 3] -3
by | 04 (—3)(—-1) 14+(0)(-1) | =1 | =14+ (=3)(-1)
by | 34(=3(1)  0+4(0)1) | 1] 2+4(-3)1)

I | —% ]

Realizando | as operaciones:

| -1 1| 0]-3
w5 O] 313
TIEIE
| 5 o] 1] 3

Luego se dividen todos los elementos de la columna del pivote entre e propio
pivote,(excepto el elemento pivote); obteniéndose:

Ty Ta by Iy

e
e[ 0] 8]
ARNIEIE
bl & 0] 3] 3

Después se reemplaza €l elemento pivote por su reciproco; obteniéndose:
I o b Iy

bh|-1 1| 0]-3
w5 0] 313
JREIE
bl 2 0] 3 3
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Pasos del método de intercambio (segunda vez)
Ahora se escoge como nuevo pivote a —3 (elemento mayor en valor absoluto),
intercambiando X, y b,. Y serepiten |os pasos anteriores.

Se divide todos los elementos del renglon del pivote entre e propio pivote y se les
cambia de signo, (menos € pivote); obteniéndose:

Iy Tz by by

=1 1 - [ i

Ty | —(=z) —(3) —{3) | —3
1 1 1

z3| -3 0 5=
1 1 2

bs |3 L -3 | -3
] 1 5

ba| 3 0 S

Después se suman a los elementos de todos los renglones diferentes a del pivote, con
excepcion de los que estén en la columna del pivote, |os correspondientes el ementos del
renglon del pivote ya corregido en e paso anterior, multiplicados por e elemento
correspondiente en la columna pivote; obteniéndose:

T T3 i b
w3 : 0 |3
w3 | -1+ (-1 0+ D=1 i+ | -1
b | 3H(-DED 1+B3) 3+ O | -3
b | 24+(=-1(D) 0+3)3) Ly | ¢

Redlizando las operaci ones.

Iy Lz b, by

1 1 i

ra|-3 5 0|-3

2 1 1 1

zs| -5 -5 3|-3

i T 1 2

R

19 5 1 5

b| T 3 3| 3

Luego se dividen todos los elementos de la columna del pivote entre e propio
pivote,(excepto e elemento pivote); obteniéndose:

ry, T2 b i

1 1 i

x| -2 1 0] -3
2 1 1 1/ 1
7| -3 -5 1| -3/(-3)=3
I 5 7 1 27 _ 2
b | 5 5 -3|-3(-3=3
; 19 5 1 |5/ _ay_ 5
| ¥ 0§ 1|33 =-3

Después se reemplaza € elemento pivote por su reciproco; obteniéndose:
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Ll
]

o
[

T Iz

1 1 1
Ta|-3 3 O0|-3

2 _1 1 1
x3|_9 m 3| o

& r _1 2
IE"3| o ] 3| a

1a 5 l|_E
b4| ] ] 3 9

Pasos del método deintercambio (terceravez)
Ahora se escoge como nuevo pivote a 2 (elemento mayor en valor absoluto),

intercambiando x, y b,.Y serepiten los pasos anteriores.

Se divide todos los elementos del rengldn del pivote entre el propio pivote y se les
cambia de signo, (menos € pivote); obteniéndose:

by Ig b i
1 1 1
ra | -5 | 3 0 —3
2 1 1 1
:€3| o | 3 3 9
5 7 1 2
bs | 5| 3 —3 0
10 Rl 5 71 /194 E 719 5
= — = =] = —= — == = —= —_— == =) = =
1 | 9 | (5/%) 10 vzl g/ 10 (—5/%) =1

Después se suman a los elementos de todos los renglones diferentes al del pivote, con
excepcion de los que estén en la columna del pivote, los correspondientes elementos del
renglén del pivote ya corregido en e paso anterior, multiplicados por € elemento
correspondiente en la columna pivote; obteniéndose:

E’u To bz IE"‘1

o | =3 | 3+-R)2) 0+ (9D —3+EHI()

v | =3 |3+ (CRD) SHERED s H@EID)

bs| 3] DB SIHERE® 0 EHHG)
19 5 3 [

n | 3 1 % 15

Realizando |as operaciones:

'E-".d. o bg '?-"1
1 E-3 1 _ 8
T4 ‘ —3 | 19 10 19
2 1 i 1
T3 ‘ o | 1o 10 19
b ‘ I} | 1z _ 8 L
3 0 15 10 18
19 | _5 _32 5
1 ‘ ) 15 19 18

Luego se dividen todos los elementos de la columna del pivote entre e propio
pivote,(excepto el elemento pivote); obteniéndose:

by Iz b by
- | _lyl _ _ 3 | 2 1 _38
4 3l B 19 19 19 19
T |_§.*£:_3|_L -z 1
3 /o 19 10 1o 10
b | fp10 _ 5 | 1z _ 8 T
3 a'o 19 10 10 10

19 5 a 5
1 | o | 15 19 10
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Después se reemplaza €l elemento pivote por su reciproco; obteniéndose:

3 3 1 8
¥4 | 1 | iE] W "1
2 1 T 1
I3 | 18 | 1o e 15
b | i| 1z 8 -
3 1% 19 19 19
a8 A 3 5
1 | 19 | T 19 18

Pasos del método de intercambio (cuarta vez)

Ahora se escoge como nuevo pivote a £ (elemento mayor en valor absoluto),

intercambiando X, y b,. Y serepiten |os pasos anteriores.

Se dividen todos los elementos del renglén del pivote entre e propio pivote y se les
cambia de signo, (menos el pivote); obteniéndose:

by b b b
3 | 2 | 1 _5
Ty | 14 19 14 19
2 1 T 1
Ta | 1 | 1o | i) 1o
T | (5 _3 —_F5 12 | _.’_i!E‘. — 2 _(i-E‘ —_T
Z \1a/ 9 12 10 TR 3 15/ 19/ 1z
a 5 3 5
1 | = | 1o | 1o 1o

Después se suman a los elementos de todos los renglones diferentes a del pivote, con
excepcion de los que estén en la columna del pivote, los correspondientes elementos del
renglon del pivote ya corregido en e paso anterior, multiplicados por e elemento
correspondiente en la columna pivote; obteniéndose:

by b3 b by
5 R =] 1 24+ 8 g IRTE-B'
| —m+DH | %] 5+3H -s+HH
2 B 3 ) 1| yi F2ye 1 1 AT B
—= ——=] | —= — [=1l—=] — [ —= ] —=—=])
5:3‘ 19+|: 12’( 19’| 19 19+‘3“ 19/ 19+‘ 12:|‘ 19/
5 12 2 T
7 | 1z | ] 3 1z
o 5 5 ] 3 2 5% 5 i T 5
— —— == _ | —= -] —+——=—==]
'rl‘ 19+|: 12’( 19/ | 19| 19+|:3’|: 194 1 +‘ 12:I 19/
Realizando | as operaciones:
by by by b
1 =] 1 2
ra | —3| w| 5 -3
1 1 1 1
13| -5 |-%| 3
5 12 2 T
| 5| B 3 %
T i) 1 5
e

Luego se dividen todos los elementos de la columna del pivote entre e propio
pivote,(excepto e elemento pivote); obteniéndose:
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o
'y
o
[
o
[
o
i

I | _1 | Bg12_ 2 | 1z
4 ] 19/ 10 — 3 3 F]
i | _ 1 | iz 1 1 1
3 1z m/1a — T 1z 3 1z
5 12 2 _ T

Iz | =13 | 10 | 3 12
7 5 /12 5 1 5

Tl | 12 | 15/ 19 12 3 12

Después se reemplaza €l elemento pivote por su reciproco; obteniéndose:
by b3 b by

w| —3| 3| 3 -3
o -wl-%l 3 &
-] Bl 3 %
ol ml-ul-s =

Como a redizar € intercambio de términos independientes por incognitas, los
encabezados no quedan de forma ordenada, sera necesario intercambiar renglones y
columnas a manera de que esto suceda; obteniéndose:

by b ba by

(%)

.I'1|

3:2|_1

._.
|"'|.:p|"*|\:p|"'-I

._.
I
[ ey
- ml'_' |a|"'" ml"*

“'T3| 1

.T_.i| e

| = = e ) | =
—

[N

3 3 3

Los elementos de latabla anterior forman lainversadelamatriz A:

5 1 5 7
L 3 1w 1
7 2 19 5
N T
1 1 1 1
z 3 1w 1
2 1 2 1
33 3 3

Comprobacion: Por ladefinicion 3.3.2, (seccidn 3.3.3).

s 1 5 7

12 3 12 12
-11 0 -3 7 2 19 5 1 000
|:AA7121031_E§E_E:O]—OO
01—1—1il_i_i 0010
3 01 2 12 3 12 12 0 001

221 2 1

3 3 3 3
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Finalmente, por la ecuacion (3.10) se multiplica A™ por b, afin de obtener e valor de
las incognitas.

5 1 5 7
2 3 12 12
7 2 19 5|4 (1 = 1
a2 3 1 12|0] |2 X = 2
1 1 1 13| |0 X, = 0
12 3 12 121 (-1 x, = -1
2 1 2 1
'3 3 3 3
Comprobacion:
- @O + @ - 31 = 4
@ + 30 + () =0
+ @ - 0 - ) =3
3(1) + 0 + 21 =1
3.3.7 Estrategias de pivoteo

El pivoteo tiene dos finalidades. 1) superar la dificultad que presentan cuando un
elemento pivote es cero, ya que origina una divisién entre cero; y 2) disminuir los
errores de redondeo; debido a que si la magnitud del pivote es peguefia comparada con
lade los otros elementos, entonces se pueden introducir errores de redondeo.
La Unica condicién para que un elemento pueda ser pivote es que seadistinto de 0.
Existen tres tipos de pivoteo:
1 Pivoteo maximo por columna o pivoteo parcial: Consiste en elegir un
elemento no nulo (denominado “pivote’) para cada columna, a partir de la
primera, que es € coeficiente de la columna cuyo valor absoluto es el mayor;
paralograr esto, se intercambia en cada caso € renglon i por e renglén k cuyo
elemento a, satisfagalacondicion anterior; yaque se €ligio el pivote se procede
de modo habitual aplicando €l método deseado.
2. Pivoteo total: Consiste en producir dominancia diagona en la matriz de
coeficientes, para ello se busca en toda la matriz €l elemento de mayor valor
absoluto, realizando intercambio de renglones y columnas; es decir consiste en
sustituir el pivote &, , en cada caso, por aquel elemento a,, cuyo valor absoluto

sea el mayor; paralograr esto, seintercambiael renglon i por € k y lacolumna
i porla j,y se procede de modo habitual aplicando € método deseado; el
proceso se repite (n—1) veces. Este tipo de pivoteo se usa en muy raras

ocasiones debido que a intercambiar columnas se cambia € orden de las x vy,
en consecuencia, se agrega complegjidad significativa a redlizar el programa en
la computadora.

3. Pivoteo escalado de fila o0 escalamiento: So6lo se usa para matrices con
elementos muy diferentes en magnitud y cuando un pivote es mucho mas
“pequefio” que aguno de los coeficientes de la ecuacion que é encabeza
Consiste en escalar una vez antes del proceso de eliminacion; es decir se divide
el rengldn o renglones entre e elemento de mayor magnitud.

Para escoger el pivote a; , para j =12,...n—1, seredlizan |os siguientes pasos:
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1. Parai=],j+1..,n,secacula

§ = max |a,|  factordeescala

1<l<n

2. Paai=j,j+1...n,secdcula

13|
S
3. Seencuentrael menor entero k tal que:
e 3113
S

j<i<n
Si ta k existey k= j, entonces se cambia el renglon j por €l renglén k, y se
procede de modo habitual aplicando el método deseado.
4. Serepiteel paso b) y ¢) hastaque j=n-1.
Los factores de cambio de escala s,s,,...S, se calculan sdlo una vez, al inicio del
procedimiento y también deben intercambiarse a realizar intercambio de renglones.

Ejemplo 3.3.16 Resolver € siguiente sistema de ecuaciones lineales por e método de
Gauss, sin utilizar aguna estrategia de pivoteo, con 4 cifras significativas;, (det
A=0.12457, obtenido con Maple).

0.0002x, — 0.00031x, + 0.0017x, 0.00609
5, - 7%, +  6X = 7 (3.45)

8%, + 6X, + 3X%, = 2
Como det A= 0 seempiezaaaplicar é método.
Escribiendo e sistema de ecuaciones en notacion matricial setiene:
0.0002 -0.00031 0.0017 0.00609
A= 5 -7 6 b= 7
8 6 3 2

Combinando las matrices A y b para obtener su forma aumentada, se empiezan a
realizar operaciones elemental es para obtener una matriz triangular superior.
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0.0002 —0.00031 0.0017 | 0.00609 .
. - _ RE——le+RE
i - 6 g Ry — — e Ry + Fa
8 4] 3 2

0.0002 —0.00031 00017 | 0.00609
0 0.750 —36.50 | —145.2 | Ra——LLR) 4Ry
0 1840 —65.00 | —241.6
0.0002  —0.00031  0.0017 | 0.00609
0 0.750 —36.50 | —145.2
0 0 8303 3320

Finamente, se aplica la sustitucion hacia atrés, a fin de obtener e vaor de las
incognitas.

0.0002x, — 000031x, + 00017x, = 0.00609 x ~ 3999
= 0.750x, - 3650x, = -1452 x, ~ 1067
830.3x, = 3320 x, ~ -1885

Ejemplo 3.3.17 Resolver e sistema de ecuaciones lineales (3.45) por € método de
Gauss, utilizando pivoteo parcial, con 4 cifras significativas.
Escribiendo €l sistema de ecuaciones en notacion matricial setiene:

0.0002 -0.00031 0.0017 0.00609
A=| 5 -7 6 b=| 7
8 6 3 2

Se combinan las matrices A y b para obtener su forma aumentada. Empezando a
aplicar pivoteo parcial; paraescoger €l pivote a,, , de la primera columna con elementos

diferentes de cero (Ilamada columna pivote), se selecciona el elemento de mayor valor
absoluto, en este caso es el elemento a,, = 8; aeste elemento se le llama pivote:

0.0002 —0.00031 0.0017 | 0.00609
5 -7 i T
8 & 3 2
Se intercambia el renglén 1 por e renglon 3, parallevar este elemento de la columna a
la posicion diagonal .
bl 6 3 2
5 -7 § 7
0.0002 —0.00031 0.0017 | 0.00609

Se empiezan a realizar operaciones elementales para hacer cero los elementos que se
encuentran debajo del pivote.
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o] 6 3 2
. _ _ Rg——%H1+R2
2 — i i Ra__D.D§02R1+R3
0.0002 —0.00031 0.0017 { 0.00600
8 6 3 2
0 —10.75 4.125 5.750

0 —0.0004600 0.001625 | 0.006040

De la segunda columna, se selecciona el nuevo pivote a,,, que es el elemento de mayor

valor absoluto de la diagonal principal para abgjo, en este caso es € nimero —10.75;
por lo que no se necesita realizar intercambio de renglones, ya que este elemento se
encuentraen laposicién diagonal .

8 § 3 2
0 —10.75 4.125 5.750
0 —0.0004600 0.001625 | 0.006040

Se empiezan a realizar operaciones elementales para hacer cero los e ementos que se
encuentran debajo del pivote.

8 6 3 2
0 ~10.75  4.125 5.750 | Ra—1880R, B,
0 —0.0004600 0.001625 | 0.006040

8 6 3 2

0 —10.75  4.125 5.750

0 0 0.001448 | 0.005794

Finalmente, se aplica la sustitucion hacia atrés, a fin de obtener e vaor de las
incognitas.

8 + 6x, + 3%, = 2 X ~ 4001
= - 10.75x, + 4125x, = 5750 X, ~ 1.000
0.001448x, = 0.005794 X, =~ —2.000

La solucion exacta del sistema (3.45) es x, =4, X,=1y X, =-2. Comparando |os

resultados obtenidos de los gjemplos 3.16 y 3.17, se puede observar que si no se aplica
pivoteo parcial los errores son significativos:

&, = |*=2%2/x100=0.025%
&, = [F%]x100=6.7%

r,%

£ = \wpm% 5.75%

r,%s

aplicando pivoteo parcial y un redondeo a 4 cifras significativas, x, y X, se obtienen de
maneraexactay x, seobtiene con un error relativo de (| 4—4.001| /4) x100= 0.025% .
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Ejemplo 3.3.18 Resolver € siguiente sistema de ecuaciones lineales por € método de
Gauss, sin utilizar aguna estrategia de pivoteo, con 4 cifras significativas;, (det
A=-65.679715, obtenido con Maple).

178x + 3.01x, - 4.88x, -7.70

463x, — 106x, - 227x, = -6.36 (3.46)

~ 339x, + 98lx, — 478X 3.95

Como det A= 0 seempiezaa aplicar é método.
Escribiendo € sistema de ecuaciones en notacion matricial setiene:

178 3.01 -4.88 —7.70
A=| 463 -106 -227 b=|-6.36
-339 981 -478 3.95

Combinando las matrices A y b para obtener su forma aumentada, se empiezan a
realizar operaciones elementales para obtener una matriz triangular superior.

1.78 301 —4.88 | —7.70

463 —1.06 —2.27| —6.36

—3.30 9.81 —4.78 3.95

Ry~ —fR Rt Ry

Rz — —(—323)R1 + Ra

L.78 3.01  —4.58 7.7
—8.880 1042 13.67 | Rae— 25 RetRa
1554 —14.07 | —10.71
1.78 3.01 —488 | —7.70
0 —8.889 1042 | 13.67
0 0 414 13.19

Finamente, se aplica la sustitucion hacia atrés, a fin de obtener € vaor de las
incognitas.

1.78x, + 30lx, - 488, = -7.70 X ~ 0.6966
= ~ 8889x, + 1042x, = 13.67 x, ~ 2197
414x, = 13.19 x, ~ 3186

Ejemplo 3.3.19 Resolver e sistema de ecuaciones lineales (3.46) por € método de
Gauss utilizando pivoteo total, con 4 cifras significativas.
Escribiendo €l sistema de ecuaciones en notacion matricial setiene:

178 3.01 -4.88 -7.70
A=| 463 -1.06 -227 b=|-6.36
-339 981 -478 3.95

Se combinan las matrices A y b para obtener su forma aumentada. Empezando a
aplicar pivoteo completo; para escoger € pivote a, Se busca en toda la matriz A el

elemento de mayor vaor absoluto, en este caso es € elemento a,, =9.81; a este
elemento se le [lama pivote:
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1.78 3.01 —488 | 7.7
4.63 —106 —2.27 | —6.36
—3.39 9.81 —4.78 3.95
Seintercambia el renglén 1 por el renglén 3:
—3.39 9381 —478 3.95
463 —1.06 —227| —6.36
1.78 301 —488 | 7.7
Después se intercambian la columna 1 por la columna 2:
.81 —339 —4.78 3.95
—1.06 4.63 —22T7| —6.36
300 178 —488| -7.70

Se empiezan a realizar operaciones elementales para hacer cero los elementos que se
encuentran debajo del pivote.

.81 —3.39 —-4.78 3.95
—1.06 4.63 -2.27 | —6.36
300 178 —488 | 770

Ra—1.06 Ry +Ra
Ry — —3.01R; + Ry

981 —3.39 —4.78 3.95

0 4.264 —2.787 | —5.933

0 2.820 -—-3413 | -8.912
Para escoger € pivote a,, se busca en toda la matriz a excepcion de la columna ya
afectada, el elemento de mayor valor absoluto, en este caso es a,, = 4.264; por lo que

no se necesita realizar intercambio de renglones y columnas, ya que este elemento se
encuentraen la posicién diagonal.

981 —3.39 —4.78 3.95
0 4264 -2.787 | —5.933
0 2820 —3413 | —-8.912

Se empiezan a realizar operaci ones elementales para hacer cero los elementos que se
encuentran debajo del pivote.

981 —3.39 —4.78 3.95
0 4264 —-2.787 | —5933 | Ra—-2ERu+Ra
0 2,820 —-3.413 | —-8912

981 —3.39 —4.78 3.95
0 4264 —2.787 | —5.933
0 0 —1.570 | —4.988
Como se intercambiaron la primera columna por la segunda, se cambia x, por x, en €l

sistema obtenido. Finalmente, se aplica la sustitucion hacia atrés, a fin de obtener e
valor de lasincognitas.
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981x, — 339x - 478, = 395 x ~ 06850
= 4262x - 2787x, = -5933 x, ~ 2188
~1570x, = -4.988 x, ~ 3177

Una buena aproximacion al sistema (3.46) es x, =0.6842, x,=2.187 y x,=3.176.

Comparando los resultados obtenidos de los gjemplos 3.3.18 y 3.3.19, se puede observar
gue s se aplica pivoteo total los errores relativos son menores. Errores sin aplicar
pivoteo total:

= |eez o], 100-1.81%

0.6842

| = [24852197) 100 = 0.457%
= [325:818/ 100 = 0.315%

Errores aplicando pivoteo total:
., = |0e2.0850 %100 = 0.117%

&, = |22 x100 = 0.0457%
&, = [F2547|x100 = 0.0315%

Al aplicar pivoteo total, se reducen los errores de redondeo y se obtiene una mejor
aproximacion de la solucion.

Nota: En la mayor parte de los problemas €l pivoteo completo no es mucho mas exacto
gue € pivoteo parcial; a menos no e suficiente para justificar € trabajo adiciona que
implica; por estarazon el pivoteo parcial se usamas.

Ejemplo 3.3.20 Resolver € siguiente sistema de ecuaciones lineales por € método de
Gauss, utilizando pivoteo escalado, con 4 cifras significativas; (det A= 28696.6707,
obtenido con Maple).

119x, + 211x, - 100x, + x, = 112
142x, - 0122x, + 122x, + x, = 344
100x, - 999%x, + x, = 215

153%  + 0.110x,

Como det A= 0 seempiezaa aplicar é método.
Escribiendo € sistema de ecuaciones en notacién matricial setiene:

131x, - x, = 416

119 211 -100 1 1.12
142 0122 122 -1 3.44
| 0 100 -999 1 "l 215
153 0110 -131 -1 4.16

Se combinan las matrices A 'y b para obtener su forma aumentada:
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1.19 211 —100 14 112
142 —0.122 122 -1 | 3.44

0 100 —-99.9 1| 2.15
153 0110 —131 -1 | 4.18

Empezando a aplicar pivoteo escalado, se calculan losfactoresdeescala s, s,,S;, Y S,

s = max(3){|1.19],| 2.11|,|-100|,| 1|} =100

1<l<4

s, = max(4){|14.2|,|-0.122],|12.2|,|-1|} = 14.2

1<l<4

S, = max(5){|0|,|100|,|—99.9|,|1|}:100

1<l<4

s, = max(6){|15.3/,/ 0.110,| -13.1|,| 1]} =15.3

1<l<4

Para escoger €l pivote a,, ; se calculan los siguientes elementos:

|8y | _n
a;l — L _ 001190

13| _ 22 _1 000

14.2

Después se encuentra el maximo de |os elementos anteriores:

max {~0.01190,1.000, 0,1.000} = 8l _l8al_4
s 05

En este caso existen dos maximos, por lo que se puede tomar cualquiera de dlos,
tomando a ‘a—gf‘ entonces seintercambia el renglén 1 por e renglon 2.
14.2 —-0.122 122 -1 | 3.44
1.19 211 —100 1] 112
0 100 —99.9 1] 2.15
153 0110 —-13.1 —-1| 416
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Se empiezan a realizar operaciones elementales para hacer cero los elementos que se
encuentran debajo del pivote.

142 -0122 122 -1 | 3.44 142 -0l122 122 -1 3.44

Ro—-Li0p, 1R ) I

119 211 10 1| 112 iz i+ 0 2120 -101.0 1.084 | 0.8317
183

0 wo —gae0 1| 215 | Ba—-giRi+ Ry 0 100 —90.0 1 2.15

153 0110 —131 -1 | 416 0 02414 -2624 0077 | 0455

Para escoger €l pivote a,, ; se calculan los siguientes elementos:

[22|_ 2 _ 002120
s

100

8| _ 20 _1 000

| a4 | \O 2414| 0 01578

Después se encuentra el maximo de |os elementos anteriores:
max {0.02120,1.000, 0.01578} = 12| _
S

Tomando a % entonces se cambia el renglon 2 por € renglon 3.

142 —0.122 12.2 -1 3.44

0 1000 —59.9 1 2.15
0 2120 —101.0 1.084 | 0.8317
0 0.2414 —26.24 0.077 0.455

Se empiezan a realizar operaciones elementales para hacer cero los elementos que se
encuentran debajo del pivote.

14.2 —0.122 12.2 -1 3.44
0 100 —-99.9 1 2.15
0 2120 —101.0 1.084 | 0.8317

0 02414 —2624 0.077 | 0.455
142 0122  12.2 1 3.44

Ra—— 438 R+ Ra 0 o —99.9 1 2.15
R — 2t Re + Ry 0 0 —088%  1.063 | 0.7861
0 0 —26.00 0.07450 | 0.4498

Para escoger €l pivote a,,; se calculan |os siguientes elementos:

| a33 | 1-98.88 98 88I =0.9888
S

ER
S

_ 291 699
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Después se encuentra el maximo de |os elementos anteriores:
max {0.9888,1.699} = [l _ 1.699

S

Tomando a %, entonces se cambia el rengldn 3 por € renglon 4.

14.2 —0.122 12.2 -1
0 100 —99.9 1
0 0 —26.00 0.07459
0 0 —08.88 1.063

3.44
2.15

0.4498
0.7861

Se empiezan a realizar operaciones elementales para hacer cero los e ementos que se

encuentran debajo del pivote.

14.2 —0.122 12.2 -1 3.44
0 100 —959.9 1 2.15
0 0 —26.00 0.07459 | 0.4498
0 0 —98.88 1.063 | 0.7361
142 —0.122 12.2 -1 3.44
Rue(255py Ry 0 100 —99.9 1 2.15
- 0 0 —26.00 0.07459 0.4498
0 0 0 05793 | —0.9249

Finalmente, se aplica la sustitucién hacia atras, a fin
incognitas.

142x - 0.122x, + 122x, - X,

- 100x, - 999x, + X,
= _ 2600x, + 0.07459x,
+ 0.7793x,

3.4 M étodos iter ativos

de obtener € valor de las

= 34 X =~
= 215 X, =~
= 215 X, =~
= -0.9249 X, =~

X

Estos se emplean rara vez para resolver sistemas de ecuaciones lineales de dimension
pequefia, ya que €l tiempo requerido paralograr un precision suficiente excede a de los
métodos exactos. Sin embargo, para sistemas grandes son eficientes en términos de
velocidad y requerimientos de la memoria de la computadora.

Los sistemas de ecuaciones lineales grandes se presentan en la solucién numérica de

ecuaciones diferencidles parcides, en la soluciéon de modelos resultantes en la

simulacion de columnas de destilacion, en andlisis de circuitos, en problemas con
valores en la frontera, etc.; (los cuales en genera forman sistemas con matrices

esparcidas).
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3.4.1 Megjoramiento iterativo dela solucion

Los métodos iterativos para resolver un sistema de ecuaciones lineales Ax=b
comienzan con una aproximacion inicial ° x® alasolucién x y genera una sucesion de
vectores {x}7, que si convergen, lo hacen a x. La mayoria de éstos métodos
involucran un proceso que convierte el sistema Ax=b en un sistema equivaente de la

forma x=Tx+c paraalgunamatriz T de nxn y un vector c¢. Se construye entonces la
sucesion de vectores a partir de laformula de iteracion:

X =Tx*Y ¢  parak=123...

Antes de empezar €l estudio de los métodos iterativos con que se resuelven los sistemas
lineales de ecuaciones, se necesita medir la distancia entre dos vectores columna, para
determinar s una serie de esos vectores converge ala solucion del sistema.

X
L as siguientes son algunas normas vectoridlesen R". Si X = X2 eR" entonces,
X,
1 Lanorma euclidiana (o norma 2) definida por:
I35
2. Lanorma suma (o norma 1) definida por:
Xl =
3. Lanormadel maximo (o norma ) definida por:
X[, = max x|
1<i<n

Estas normas en R", inducen las siguientes nociones de distancia entre dos vectores X ,
Y eR":
1. Lanormaeuclidiana (o norma 2) definida por:

=¥l = 305y

2. Lanormasuma (o norma 1) definida por:

||X_Y||1:;‘>ﬁ_yi‘

°El vector inicial x© puede ser arbitrario. Sin embargo, si se conoce un vector como

buena aproximacion ala solucion, éste debe utilizarse como x©; delo contrario se
puede igualar simplemente a cero.
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3. Lanormadel maximo (o norma o) definida por:

[X =Y., = max |x -

1<i<n

Definicion 3.4.1 Una matriz es estrictamente dominante diagonalmente (E.D.D.) s cada
elemento de la diagonal principal es mayor en (valor absoluto) que la suma de los
valores absol utos de todos los demés elementos de la misma fila o columna; es decir:

a,|> Zn: a 1<i<n  ED.Dporfilas
j=
a,|> Zn: a,| 1<i<n  ED.Dporcolumnas

j#i

Teorema 3.4.1 Si A es estrictamente dominante diagona mente, entonces la sucesion de
vectores que resulta a aplicar los métodos iterativos converge a la solucion de Ax=b
para cualquier vector inicial.

El teorema 3.4.1 es una implicacion de un solo sentido. El hecho de que un sistema no
sea estrictamente dominante diagonalmente, no significa que los métodos iterativos
vayan a ser divergentes. Habra casos en donde uno de los métodos converge y el otro
diverge. Sin embargo, s cualquiera de éstos métodos converge, entonces deben
converger haciala solucion, no pueden converger hacia algun otro punto.

Cuando lamatriz A, no es E.D.D, se recomienda reordenar |as ecuaciones del sistema
dado, realizando intercambios de renglones o columnas, de modo que la matriz de
coeficientes del sistema reordenado se convierta en una matriz E.D.D, 6 sea lo més
cercana posible a una matriz E.D.D (colocando primero las ecuaciones que tienen un
coeficiente dominante y luego las restantes).

Teorema 3.4.2 Paracualquier X en R", lasucesion de vectores {x}7_, definida por

la formula de iteracion x* =Tx*™ +¢ para k=1,2,3,..., converge a la Unica solucion
x del sistema x=Tx+c sy sdlos p(T)<1.

Paraaplicar el teorema 3.4.2 es necesario definir p(T) *°(radio espectral).

Definicion 3.4.2 El radio espectral p(A) deunamatriz A, esta definido por:
p(A)=max| 1] donde

A esunvalor caracteristico de A

(Cuando A esun niimero compleio, A =a + fi, setiene | A|= (o + %))

Para calcular losvaloresde 4, se utilizala siguiente definicion:

Definicion 3.4.3 Si A esunamatriz cuadrada, € polinomio definido por
p(A4) =det(A- A1)

OMientras p(T) se aproxime més a cero més rapida serala convergencia.
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recibe el nombre de polinomio caracteristico de A, con este polinomio se obtienen los
valoresde 4.

En resumen, con el polinomio caracteristico de A se obtienen losvaloresde 4,y s €
maximo de éstos en valor absoluto es menor que 1, e méodo converge a la Unica
solucion x del sistema; de lo contrario el método no converge.

3.4.2 M étodo de Jacobi

Dado un sistema de ecuaciones de laforma (3.1) (donde a, # 0 paratodo i =12,...n),
el método de Jacobi consiste basicamente en realizar |0s siguientes pasos.

1. Despgjar de cada ecuacion la variable sobre la diagonal principal, es
decir despgjar x, de la primeraecuacion, x, delasegunda, x, delatercera, etc.,
obteniéndose:
— @1 G123 Gin by
= Tant? Tan 3 T Tan e Tan
— _ 8y 823 gan b
T2 =~ g 11 TaaaT3 T Tagy Tn oy
— _ a3 @32 a3n b . v
T3 = "aa 1 a2 T TanTr tTog (3.55)
o= —fmn e fRno..

Generalizando es sistema de ecuaciones (3.55), se obtiene:

B T QT
I{Z—;—Z# parat=1,2,3...n (3.56)
i i
J=1
i
Asi mismo el sistema (3.55) se puede representar matricialmente de la siguiente forma:
0 %9 M3 _Sin by
I aq T aq 1 211
_azi _ &8z _Ain b
Iz aza 0 aga " °° azz T2 tiag
_ @3 _ a3 _ 8in
T3 = 033 a13 0 e a1l a4+ %
T _Gnl _ 8n2 _ O3 0 Tn L
Gnn [ N [ - P ; T
T i,'L T o

2. Asignar unvector inicid X = (x,%,,X,,..., x,)". (El superindice indica el
nimero de la sustitucién efectuada).
3. Sustituir € vector inicia x© en el sistema (3.55) para obtener x.

4, Sustituir e vector x en el sistema (3.55) para obtener x®; se repite el
proceso k veces parallegar ala aproximacion; como se muestra en e siguiente
sistema
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k _% Xg_l _%ixé(—l - . _% X::_l +H

)(1 =
a, a, A, a,
_ %k Qg it G k1, b,
X = ——2x —TAXL - L =B
8y a, Ay &)
= 8 k1 8y A, k1 b
X = X TR T s
a33 ass a33 a33
— 8y k1 A2 vkt Az yk1 bﬂ
Xp= —XTT ST S +
a, a, a, &

Generalizando €l sistema de ecuaciones (1), se obtiene el método iterativo de Jacobi:
b. n (kD

)ﬂ(k) — _ i/ paral =123..n
q; ; &;
ji
5. Escogidaalgunanormavectorid [””1'- ””2 o ””a:.:l'- algunatolerancia

&£>0 y un nimero maximo de iteraciones N ; continuar iterando hasta que se
satisfaga alguno de | os siguientes criterios de convergencia:

|x® — x &) < (3.59)
|X® — xE-) 0 e
<eg (3.60)
[[XE]
k>N (3.61)
X8

Para obtener €l primer criterio de convergencia | — X (error absoluto), se
utiliza cualquiera de las tres normas definidas en |as ecuaciones (3.51),(3.52) y (3.53).
X _x(k—1)

Para obtener € segundo criterio de convergencia (R (error relativo), se
utiliza cualquiera de las tres normas definidas en las ecuaciones (3.51),(3.52) y (3.53)
para € numerador; y para e denominador se utiliza cualquiera de las tres normas
definidas en las ecuaciones (3.48),(3.49) y (3.50). Se tiene que utilizar la misma norma
en el numerador que en e denominador.

Delastres normas la que se utiliza con frecuenciaesla I-/lec-

Analisisde convergencia para el método de Jacobi

Para analizar de la convergencia del método de Jacobi, se empieza descomponiendo la
matriz A enlaforma

A=D-L-U
donde D esla matriz diagona cuya diagonal es la diagonal principal de A, —L esla
matriz triangular inferior obtenida de la parte triangular estrictamente inferior de A,y
-U es la matriz triangular superior obtenida de la parte triangular estrictamente
superior de A. Con esta notacion

181

(357)

(3.58)



B &, & ... &,
& By By . By

&, &, a; - a,
sedivideen

aqq lu] ] ooc i} 0 lu] ] i ] 0 —al2 —ay3 ... —dqgn
0 g ] ooc i} —an lu] ] i ] ] ] —@43 ... —iag
A= 0 0 az ... 0 —azl  —aal 1] e 0 1] [} 1] ces  —a3n

] a a vew OGnn J —dnl —Gn? —dnd ... 0 0 a [a] o

D L U

Ax=b = (D-L-U)x=b
= Dx—(L+U)x=b
= Dx=(L+U)x+b

= x=D'(L+U)x+D"b

lo que conduce alaformulavectorial de iteracion del método de Jacobi:
X =DYL+U)x*?+D'b  paak=123...
que se usa para efectos tedricos, mientras que la ecuacion (3.58) se usa paralos calculos
NUMEi Cos.
Donde

T = DL+U) matrizdeiter aciondel métododeJacobi

Aplicando el teorema 3.4.2 se tiene que: e método iterativo de Jacobi converge a la
unicasolucion x del sistema x=T, x+c,s ysolos p(T,)<1.

Aplicando la definicion 3.4.2 se tiene que: p(T;)=max ||, donde A es un valor
caracteristicode T; .

Ejemplo 3.4.1 Resolver € siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de
Jacobi, con 6 decimales y una tolerancia de ¢ =0.0001; (det A= 2125, obtenido con

Maple).

10x, + 5x, = 6
5  + 10x, — 4x = 25
- 4x, + 8 - x, = -1
- X + 5% = -11

Como det A= 0 y e sistema es estrictamente dominante diagonalmente, se empieza a
aplicar el método; ya que se puede garantizar que e método va ha converger, (teorema
3.4.1).

Se despeja de cada ecuacion la variable sobre la diagonal principal, es decir se despegja
X, de la primera ecuacion, X, de la segunda, x, de la terceray X, de la cuarta,

obteniéndose:
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X = - EXZ
X = - X + zxs
2 5
X = 1Xz + EX
2 8"
X, = lXs
5

Escribiendo el sistema (3.64) en laforma x=Tx+c, se obtiene:

0 -1 00\ [ 2
| ozrol]=]|,| ¢
= _ 1 g 1 11
0o o0to/)\xz _u

k. " - - - -

T I [

Como no se conoce una buena aproximacion inicial, se iguala e vector inicial con

ceros;
0.000000) | x{®

0.000000 | | x©
0.000000 | | X
0.000000) | x©

xO _

glB olBNvioalw

Después se sustituye el vector inicial x'® en el sistema (3.64) para obtener x®:

2y = — Y{o.000000) + 2
zg! = — L{o.o00000) + £(0.000000) + £
2 = L(p.000000) + A {0.000000) — 4L
2§ = L{0.000000) -4

L uego se sustituye x® en e sistema (3.64) para obtener x®:

2D = — i (z.500000) + 2
247 = — L(n.soo0o0) + 2(-1.375000) + 5
25D = L {2.500000) + %(—z.z00000) — 41
2P = 1(-1.375000) -

Después se sustituye x® en el sistema (3.64) para obtener x® :

z® = — 1(1.650000) + 2
x = — L(—0.es0000) + 2{—0.400000) 3
zf = 2{1.650000) + i—z.476000) — 4L
25 = L{—0.400000) ==
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#i — n.6o0000
x4 — 2.500000
=
24 — _1.a75000
241 = —2.200000
28 = —0.650000
2 = 1.650000
= @
x5 = —0.400000

x{ — —2.475000

=% — _n.225000

=4 = 2 665000
2 = —n.850375

2(M = —2.280000

(3.64)



i %] LT T ") p
1 2 3 B

0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

1 0.600000 2.500000 -1.375000 -2.200000 1.000000
2 -0.650000 1.650000 -0.400000 -2.475000 0.505051
3 -0.225000 2.665000 -0.850375 -2.280000 0.380863
4 -0.732500 2268750 -0.327500 -2.371875 0.224242
5 -0.534375 2.735250 -0.537100 -2.265500 0.170551
6 -0.767625 2552344 -0.200563 -2.307422 0.006596
7 -0.676172 2.767588 -0.387256 -2.258113 0.077773
8 -0.783704 2.683184 -D.273470 -2.277451 0.042407

9 -0.741592 2.782509 -0.318090
0 -0.791254  2.743560 -0.2655582
11 -0.7717380 2.789394 -0.286172
12 -0.794697 2.771421 -0.261942
13 -0.785711 2.792572 -0.271444
14 -0.796286 2.784278 -0.260263
15 -0.792139 2.794038 -0.264647
16 -0.797019 2.790211 -0.259458
17 -0.795105 2.794714 -0.261511
18 -0.797357 2.792045 -0.259130
19 -0.796474  2.795027  -0.260064
20 -0.797513 2.794212 -0.258065
21 -0.797106 2.795171 -0.259396

§

0

5

54694 0.035696
63618  0.019138
53116 0.016432
57234 0.008743
52388 0.007574
54289 0.004016
52053  0.003493
5
5
5
5
5
5
5
5
5

2029 0.001849
1898 0.001612
2302 0.000852
1826 0.000744

13 0.000393
03 0.000343
79

1
BES BD B BRI BRI BI BI BD B B3 BRI BI BD BD B BRI BI BI B3 B B BI EI B O

1
22 -D.797585 2.794795 -0.258889 - 13 0.000181
23 -0.797397  2.795237 -0.259088 - 1775  0.000158
24 -0.797619 2.795064 -0.258854 - 1818 0.000084

Cuadro 3.3: Ejemplo del método de Jacobi

Escogiendo la ecuacion (3.60) (error relativo) para saber cuando dejar de iterar, se

Xk _ yik—1) :
_ o —L < 0.0001; _
debe se cumplir que I esto se cumple en la iteracion 24,

(0.000084 < D.DDDI)_
Para obtener x®,x® x® x™ ... x®: se repite el proceso anterior. Las iteraciones se
muestran € cuadro 3.3.

A continuacion se indica como calcular la ecuacion (3.60) con I-lloe-
Parala primeraiteracion €l error relativo se calcula de la siguiente manera:

[X® =X 2500000

[x®] 2500000 - 100000

Operaciones:
| 0.600000—0.000000/, 0.600000,
O v | 2.500000—0.000000], 2.500000,
[X® =X =max = = 2.500000
°° | —1.375000-0.000000 |, 1.375000,

| —2.200000 - 0.000000| 2.200000
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10.600000|, |  (0.600000,
| 2.500000], | | 2.500000,

[X®| = max = = 2.500000
» | -1.375000], 1.375000,
| —2.200000]| 2.200000
Parala segundaiteracion €l error relativo se calcula:
X(Z) -X (N}
XX, 1080000
x| 2.475000
Operaciones:
| —0.650000— 0.600000], 1.250000,
@ v | 1.650000— 2.500000 |, 0.850000,
[X@ =X = max = =1.250000

| -0.400000— (~1.375000) |, [ | 0.975000,
| -2.475000— (~2.200000) | | | 0.275000

|-0.650000],]  (0.650000,

o 11.650000|, | |1.650000,
[X[[™, = max =

- 1-0.400000], [ ~ |0.400000,

|-2.475000] ] | 2.475000

Para obtener €l error relativo de las demas iteraciones se repite el proceso anterior. Los
errores se muestran en el cuadro 3.3.

= 2.475000

x ~ -0.797619
X, ~ 2795064
Conun £ =0.0001

x, ~ -0.258854

x, ~ -2.251818
Compraobacion:
10(—0.797619) + 5(2.795064) =5.099130 =6
5(—0.797619) + 10(2.795064) — 4( —0.258854) — 24 997061 =25

— 4(2.795064) 4+ 8(—0.258854) — (—2.251818)= —10.909270 ~ —11

— (—0.258854) +5(—2.251818) = —11.000236 = —11
Ejemplo 3.4.2 Resolver € siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de
Jacobi con unatoleranciade & =0.0001; (det A=-12, obtenido con Maple).
2 — X + X = -1
X + X + 3% 0
33X, + 3%, + 5X% 4

Aungue det A= 0, el sistema no es estrictamente dominante diagonalmente; por lo que
se reordenan las ecuaciones del sistema dado, de modo que la matriz de coeficientes se
conviertaen unamatriz E.D.D 6 sealo mas cercanaposible aunamatriz E.D.D . En €
caso, la reordenacion mas conveniente es intercambiar el segundo renglon por €
tercero, obteniéndose:
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2% — X o+ X -1
3 + 3% + 5% = 4
X + X + 3 0

Se puede observar que la matriz de coeficientes de este sistema reordenado tampoco es
E.D.D., por lo que antes de empezar a aplicar el método se debe verificar que

p(T) <1
Para verificar esto se empieza obteniendo la matriz T, ; una forma de obtenerla, es

despejando de cada ecuacion la variable sobre la diagonal principal, es decir se despgja
x, delaprimera ecuacion, x, delasegunday x, delatercera™ , obteniéndose:

~ 1 1 1
X = EXZ - EXS -3
N = - X - §X3 + .
3 3
X = - lx1 - :—sz + + 0
3 3
Escribiendo €l sistema (5) en laforma x=Tx+ c, se obtiene:
0 L3\ (=) (-
x=] -1 0 —% ra | + %
—% —% 0 Tq 0
A 1'!;' JT \ﬂc:—r"
0§ -
= T;= -1 i —%
-1 40

Después se obtiene el polinomio caracteristico p(1) de T, con ladefinicion 3.4.3:

p(A) = det(T, - A1)

o 1 _1 4 1 1
2 2 100 2 2
det|| -1 0O —2—1010=det—1 ) —g
001
211 1
3 3 3 3

" Laotraforma de obtener T, , es con la ecuacion (3.62).
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2 % -4
Por ladefinicion3.1.1,det | -1 -4 -3 | es:
4 -4
) —g s 2 L2
-2 - 2|1 1f=
1 2| 1 2 |-= —=
—= Al = 2 3
3 3

—z«—zx—z)—(—%x—%))—%«—lx —ﬂ)—(—gx—g»

+(—§)((—1x—§)—(—ﬂx—§»

5 1 5 11 1
AR =D - (A-D-Z(E-22 .
( 9) 2( 9) 2(3 3)
EPCI PN PN ) _ et
9 2 18 6 9 9
2 1
= p(A)=-A2+=A+=
p(4) A

Lasraices del polinomio caracteristico p(1) son, (estas se obtuvieron con Maple):

A~ 0.631096
4, ~ 0.315548+0.276567i
4, ~ 0.315548—0.276567i

Por ladefinicion 3.4.2 setiene que:
p(T,) ~ max{| 0.631096,| 0.315548+ 0.276567i |,| 0.315548 - 0.276567i [} =

Operaciones:
10.315548+ 0.276567i | = | (0.3155487+0.276567)?| = 0.419595
10.315548—0.276567i | = |(0.315548°+(~0.276567)?)? | = 0.419595

max{| 0.631096/,|0.419595} = 0.631096
= p(T,) ~0.631006 <1

Por el teorema 3.4.2 el método iterativo de Jacobi converge a la Unica solucion x del
sistema, yaque p(T,) <1, por lo que se empieza a aplicar el metodo.

Como no se conoce una buena aproximacion inicial, se iguala el vector inicial con
Ceros,

0.000000) (X
x© =/ 0,000000 |=| X
0.000000) | x©
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Después se sustituye €l vector inicid x© en el sistema (3.66) para obtener x:

ol — 1(0.000000) — 1(0.000000) — 1 24 = —0.500000
M = _ 1{0.000000) — £{0.000000) + 4 = 2" =1.333333
= = — 1(0.000000) — 1(0.000000) + +0 2 = 0.000000

L uego se sustituye x® en e sistema (3.66) para obtener x?:
(2

2 = 1(1.333333) — 1(0.000000) — L 2\% = 0.166667
4% = — 1(—0.500000) — £{0.000000) + 4 = 1% = 1833333
2l = — 1(—0.500000) — 1(1.333333) + +0 2 = —0.277778
Después se sustituye x? en el sistema (3.66) para obtener x® :
2 = 1(1.833333) — 1(—0.277778) — 1 ¥ = 0.555556
2 = — 1(0.166667) — 5(—0.277778) + 4 = (¥ =1.629630
=4 = — 1(0.166667) — 1(1.833333) + +0 25 = —0.666667

.Iiﬂ :I:E_l“ .'L"gv;l :I:tél“ E

0 0.000000 0.000000 0.000000

1 -0.500000 1.333333  0.000000  1.000000

2 0.166667 1.833333 -0.277778  0.363636

3 0555556 1.620630 -0.666667 0.238636

4 0648148 1.888880 -0.728305 0.137255

5 0.808642 1.809177 -0.845670 0.084507

6 0872428 1034156 -0.002606 0.032979

T 0.918381 1.965249 -0.935528 0.023383

o) 0.950380 1.974166 -0.961210 0.016213

0 0067688 1084062 -0.074851 0.008715

10 0.970907 1.000308 -D.084216 D.006130

11 0.987307 1.003788 -D.000101 D.003712

12 0.901945 1.006195 -D.003698 0.002323

13 0.994947 1.997553 -0.996047 0.001503

14 0.996800 1.998464 -0.997500 0.000027

15 0.997982 1.999033 -0.998421 0.000591

16 0.008727 1.000387 -D.000005 0.000373

17 0.990196 1.000615 -D.999371 D.000234

1S 0.900493 1.000756 -D.900604 0.000149

10 D.990680 1.000846 -D.999750 0.000093

Cuadro 3.4: Ejemplo del método de Jacobi

Escogiendo la ecuacion (3.60) (error relativo) para saber cuando dejar de iterar, se debe

IXB-XE0 < 0.0001;
se cumplir que  IX™I - " esto se cumple en la iteracion 19,

(0.000093 < 0.0001).
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Para obtener x¥,x® x©® x™ ... x"9: se repite e proceso anterior. Las iteraciones se
muestran e cuadro 3.4.

A continuacion se indica como calcular la ecuacion (3.60) con -l
Parala primeraiteracion € error relativo se calcula de la siguiente manera:

[X® =X 1333333 L 600000
Hx me 1333333

Operaciones:
| —0.500000—0.000000]|, 0.500000,

[X® =X =max{ |1.333333-0.000000], ; =11.333333 ; =1.333333
| 0.000000 — 0.000000| 0.000000

|-0.500000/,]  (0.500000,
[X®|. = max{ |1.333333], {=11.333333 ; =1.333333
0.000000| 0.000000
Parala segundaiteracién el error relativo se calcula:
[X® =X 0666667

[x®] 1833333 0.363636

Operaciones:
| 0.166667 — (—0.500000) |, 0.666667,

Hx@) —x<1>H =max{ [1.833333-1.333333|, =10.500000, } = 0.666667
| -0.277778—0.000000| 0.277778

10.166667|,] (0.166667,
[X@[ =max[1.833333],  =1.833333, { =1.833333
|-0.277778|| | 0.277778

Para obtener €l error relativo de las demés iteraciones se repite el proceso anterior. Los
errores se muestran en el cuadro 3.4.

X =~ 0.999680
X, = 1.999846 Conun ¢ = 0.0001
X, =~ —0.999750

Comprobacion:

2(0.999680) — (1.999846) + (-0.999750) = -1.000236 ~ -1
(0.999680) + (1.999846) + 3(-0.999750) = 0.000277 ~ O
3(0.999680) + 3(1.999846) + 5(-0.999750) = 3.999830 ~ 4

Ejemplo 3.4.3 Resolver e sistema de ecuaciones lineales (3.65) por € método de
Jacobi, con 6 decimalesy con unatoleranciade ¢ = 0.0001. Sin reordenar el sistema.
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El sistema no es estrictamente dominante diagonamente; por o que no se puede
garantizar que el método vaya ha converger.
Antes de empezar a aplicar el método se debe verificar que p(T;) <1.

Para verificar esto se empieza obteniendo la matriz T, ; una forma de obtenerla, es

despejando de cada ecuacion del sistema (1) la variable sobre la diagonal principal, es
decir se despgja x, de la primera ecuacion, x, de la segunda y X, de la tercera,
obteniéndose:

~ 1 1 1

X = EXZ - EXS -5
= - X - 3% (3.67)

X = - §X1 - §Xz + + -

5 5 5

Escribiendo el sistema (3.67) enlaforma x=Tx+c, se obtiene:

0 3 b\ (=) (-3
X = —1 0 -3 s | + 0
% ¢ o) \= 4
L - -y

I} €I i

o 1 _1

2 2

= Tj ={-1 0 -3

3 3

5 5

Después se obtiene el polinomio caracteristico p(4) de T, con ladefinicion 3.4.3:

p(A) = det(T, - A1)

1 1 1 1
o = -= -4 = -=
2 2 100 2 2
det|| -1 0 -3|-4/0 1 Of|=det| -1 -1 -3
33 4| o1 3.3
5 5
-4 3 -3
Por ladefinicion 3.1.1,det | -1 -4 -3 | es:
-2 -% 4
-1 -3 -1 -3 -1 -2
A3 |23 |+ 3 3-
= - 2-= -2 = _=
5 5 5
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3, 1 3
~AH(=AX=A) = (28x =) = S (P =A) = (=3x =)

(=) - (A=) -

A D=5 —g>—§(§—§ ) -

ey 1,9 3.3 348,43
5 2 10 10 10 5 5

8 3
=p(A)=-A+=A1+=
p(A) -

Lasraices del polinomio caracteristico p(4) son, (estas se obtuvieron con Maple):

A~ —1.000000
A, ~ -0421954
A~ 1421954

Por ladefinicion 3.4.2 setiene que:
p(T,) ~ max{| -1.000000|,| -0.421954|,|1.421954 } = 1.421954

= p(T;) 1421954 >1

Por el teorema 3.4.2 el método iterativo de Jacobi no converge ala Unica soluciéon x del
sistema, yaque p(T,;) > 1.

Comparando los gjemplos 3.4.2 y 3.4.3, se puede observar que cuando la matriz A, no
es E.D.D, es muy importante reordenar las ecuaciones del sistema dado, de modo que
la matriz de coeficientes del sistema reordenado se convierta en una matriz E.D.D, 0
sealo més cercana posible aunamatriz E.D.D ; ya que esto puede ser la diferencia para
que el método converjaalalnicasolucion x del sistema.

Ejemplo 3.4.4 Verificar sl para el siguiente sistema de ecuaciones lineales el método de
Jacobi converge; sin reordenar el sistema; (det A=1, obtenido con Maple).

X o+ 2% - 2% =7
X + X + X = 2 (3.68)
2% + 2% + X =5

Aungue det A= 0, el sistema no es estrictamente dominante diagonalmente; por lo que
no se puede garantizar que el método vaya ha converger.
Antes de empezar a aplicar el método se debe verificar que p(T;) <1.

Para verificar esto se empieza obteniendo lamatriz T; ; con la ecuacion (3.62):
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1 00 0 00 0o -2 2
T;,=10 10 -1 001+ 0 |-
001 -2 =20 0 o0
D L U
1 0 0Y'(0O -2 2 1 0 0O -2 2 0 -2
=010 |-1 0 -1|=0 1 0)|-1 0 -1=-1 0
001 (-2 -2 0 00 1)l-2 -2 O -2 -2
o -2 2
:>sz -1 0 -1
-2 -2 0

Después se obtiene el polinomio caracteristico p(4) de T, con ladefinicion 3.4.3:

J

p(2) = det(T, - A1)

0 -2 2 1 00 -4 -2 2
det|| -1 0 -1|-4|0 1 Of|=det|] -1 -4 -1
-2 -2 0 0 01 -2 -2 -1
-4 -2 2
Por ladefinicion 3.1.1,det | -1 -4 -1] es:
-2 -2 -1
_/1‘—/1 —1‘_(_2)‘—1 —1+2—1 —/1‘:
-2 -2 -2 A |2 -2

A((~Ax=2) = (~1x=2)) + 2((~1x —2) — (~1x —2))
+2((~1x—2) - (~Ax~2))
AP x=2)+2(Ax—2)) + 2(2—22)

A3 4+20+24-4+4-4)) = -1
= p(1)=-21°
Lasraices del polinomio caracteristico p(1) son, (estas se obtuvieron con Maple):
4 =0
A =0
A =0

Por ladefinicion 3.4.2 setiene que:
p(T)=max{|0} =0
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= p(T;)=0<1

Por el teorema 3.4.2 e método iterativo de Jacobi converge a la Unica solucion x del
sistema, yaque p(T;) <1.

3.4.3 M étodo de Gauss-Seidel

El método de Gauss-Seidel es una mejora del método de Jacobi.
Dado un sistema de ecuaciones de laforma (3.1), (donde a, = 0 paratodo i =12,..,n),

consiste béasicamente en realizar |os siguientes pasos:

Seidel:

1 Despgiar de cada ecuacion la variable sobre la diagonal principal, es
decir despgjar x, de la primeraecuacion, x, delasegunda, x, delatercera, etc.,
obteniéndose el sistema de ecuaciones (3.55).

2. Asignar un vector inicia x© = (x, X,, X5, ..., X)'.

3. Sustituir el vector inicial x'® en la primera ecuacion del sistema (3.55)
para obtener un nuevo valor parala primeraincognita.
4, Pasar a la segunda ecuacion del sistema (3.55) y utilizar € valor

calculado para la incognita del paso 3 y los vaores obtenidos en la iteracion
anterior para las incognitas restantes. Este procedimiento se repite hasta obtener
los nuevos valores de todas las incognitas despejadas. Es decir siempre se utiliza
el valor més reciente de cada incognita en todos los calculos, como se muestra
en el siguiente sistema:

X< = By Bagr o Bnga B
a11 a11 all a11
_ Ak A3 y1 B k1 b,
X = ——2x e T G
, ay, A 3
_ Ay k Ay Ay k-1 EL
X = ——EX R - e S
a33 asa a33 a33
_ anl k _an K _Q‘ni K _ bn
X = — Ly Xk X +
a,, a, a,, 8
Generalizando el sistema de ecuaciones (1), se obtiene e método iterativo de Gauss-
n gax eaxt
X =~ - parai =123..n
& ; g j;l g
5. Continuar iterando hasta que se satisfaga alguno de los criterios de

convergencia definidos en las ecuaciones (3.59), (3.60) y (3.61).

Analisis de conver gencia para €l método de Gauss-Seidel

Para analizar de la convergencia del método de Gauss-Seidel, se empieza multiplicando
ambos lados del sistema de ecuaciones (3.69) por &, , obteniéndose:
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aile = _%anxz _Eﬁauxglf_l T _%allxn +2qu
a11 a:l_l all a:l.l

a, = — g x Pag - L Zmg et Peg
A, ay, A A,

6‘33)(3lf = _&aGSXl _észagsxg e agn 333Xn +L1Lass
Ay Ay, A3 Ay,

ax= —dmg b feg o Bug - L vDg
ann ann a‘nn ann

Simplificando €l sistema anterior y reuniendo todos los k -ésimos términos, se obtiene:

a,x = —a,% " et - L —axT +h

By, X8, X = O AT S A oY

By X, + 85, X5 + By X = -8, %" +h

BuXy 8% + BgXs + B Xy = +b,

Lo cua se puede expresar matricialmente de la siguiente forma:

}"5_

3 o

e 1'i (0 —aiz —o13 ... —opp 1 ¢ by
agg agz O ... 0 5 il 0 —aGgy ... —dan x;_i ( by
azl  a=zz azy ... O w0 0 0 ve.  —03n x;—i e

\, Gnl @n3 @nd ... non _rr'r-; ] 0 0 a x",‘;_i l b
S P . '

D_L ok [ e b

Con las definicionesde D, L y U para e andlisis de convergencia del método de
Jacobi, se obtiene:

(D-L)x® =Ux*? +b

Despejando x* de la ecuacion anterior, se deduce que la férmula vectorial de iteracion
del método de Gauss-Seidel es:

X =(D-L)"Ux*?+(D-L)"b  parsk=123...

Donde
T,=(D-L)"'U matrizdeiter aciondel métododeGauss — Seidel

Aplicando € teorema 3.4.2 se tiene que: €l método iterativo de Gauss-Seidel converge a
launicasolucion x del sistema x=T, x+c,s ysolos p(T,)<1.

Aplicando la definicion 3.4.2 se tiene que: p(T,)=max ||, donde 4 es un valor
caracteristico de T, .

Ejemplo 3.4.5 Resolver e sistema de ecuaciones linedles (3.63) por el método de
Gauss-Seidel, con 6 decimales.
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Se despeja de cada ecuacion la variable sobre la diagonal principal, es decir se despeja
X, de la primera ecuacion, x, de la segunda, x, de la terceray x, de la cuarta,

obteniéndose el sistema (3.64).
Como no se conoce una buena aproximacion inicial, se iguala el vector inicial con
Ceros,

0.000000) | x{®

0.000000 | | X
0.000000 | | x(©
0.000000) | x(®

X0 =

Después se sustituye x© en la primera ecuacion del sistema (3.64) para obtener un
nuevo vaor x*. Para la segunda ecuacion del sistema 3.64) se utilizar el valor

caculado x® y los valores previos para las incognitas restantes, obteniendo x{°. Para
la tercera ecuacion del sistema (3.64) se utilizan los valores calculados x® y x$ y los
valores previos para las incognitas restantes, obteniendo x{” . Finalmente para la cuarta
ecuacion del sistema (3.64) se utilizan los vaores calculados x, x’ y x’ y los

valores previos para las incognitas restantes, obteniendo x{” . Es decir siempre se utiliza
el valor mas reciente de cada incognita en todos |os célcul os.

1
o = - Y{0.000000) + 2 =M = 0.600000
=M = — L{n.600000) +  #(0.000000) + £ = = z 200000
£ _ L2 zo0000 Lio.onoo00) — 2 = Lm 275
xy = 2. ) + (0. V- = =4 = —0.275000
1 .
2 = 1(—0.275000) -4u 2§t = —2.255000
. .. . 2).
Se sigue el procedimiento anterior para obtener x®:
A2 1y ‘- a 9
xt) = — Liz.200000) + 2 2! = —0.500000
257 = — L(—0.500000) + &(—0.275000) + 2 =i — 2 640000
=
51 = 1(z.640000) + $(—zzs5000) — 4L 2 = —0.336875
() . 2
xf = 1 —0.336875) -4 xf! = —2.267375
. . . . 3 .
Se sigue & mismo procedimiento para obtener x®:
R3] i " a
zi = — L(z.640000) + & 2 = _0.720000
x5 = — L{—0.720000) + §(—0.336875) + 3 2 = 2.725250
P = iz 725250 + Lj—z.267375) — 4 T aE 5707
a Th= S = =5 Ty = —0. 205797
= = 1(—0.205797) it (¥ = _2.250150

Escogiendo la ecuacion (3.60) (error relativo) para saber cuando dejar de iterar, se debe
x x|

WﬁO.OOOl; esto se cumple en la iteracion 11,

se cumplir que
(0.000065 < 0.0001) .
Para obtener x¥,x® x©® x ... x™: se repite e proceso anterior. Las iteraciones se

muestran el cuadro 3.5.
A continuacion se indica como calcular la ecuacion (3.60) con || .

Parala primeraiteracion € error relativo se calcula de la siguiente manera:
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[x® =X 2255000

X 2a2ss000 "%

Operaciones:
| 0.600000—0.000000]|, 0.600000,

| 2.200000—-0.000000|, | | 2.200000,
| -0.275000—0.000000|, [ | 0.275000,
| —2.255000-0.000000]| 2.255000

Hx @ _ x<°>Hw = max = 2.255000

10.600000|, |  (0.600000,
2.2000001, | | 2.200000,
1-0.275000], [ ~ | 0.275000,
|-2.255000|| | 2.255000

wauw = max = 2.255000

Parala segundaiteracion el error relativo se calcula

[x® =X " 1100000
[x®] 2640000

= 0.416667

Operaciones:
| —0.500000 — 0.600000, 1.100000,
> v | 2.640000— 2.200000, 0.440000,
Hx ~X H — max - —1.100000
- | —0.336875— (~0.275000) |,( | 0.061875,

| -2.267375— (—2.255000) | 0.012375

|-0.500000/,)  (0.500000,
X = max 2640000, | _ |2640000,( , 0
- |-0.336875, |0.336875,(

| -2.267375| 2.267375

Para obtener € error relativo de las demés iteraciones se repite el proceso anterior. Los
errores se muestran en el cuadro 3.5.

X, =~ —0.797491
X, ~ 2795150
Conun ¢ =0.0001
X, =~ —0.258900
X4

~ -2.251780
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2 U.I I‘gcj :I!gk'l -TER'I e

o 0 DDDCIEID 0.000000  0.000000  0.000000 S

1 0.600000  2.2000000 -0.275000 -2.255000  1.000000
2 -0.500000 2.640000 -0.336875 -2.267375 0.416667
3 -0.7200000  2.7252500 -0.285797  -2.258159  0.080727
4 -0.762625 2.762994 -0.275898 -2.255180 0.015427
5 -0.781497 2780389 -0.266703 -2.253341 0.006787
6 -0.790195 2.788416 -0.262459 -2.252492 0.003119
7 -0.794208  2.792120 -0.260501 -2.252100 0.001437
& -0.796060 2793830 -0.259595 -2.251920 0.000663
9 -0.796915 2.794618 -0.259181 -2.251836 0.000306
100 -0.797300 2794982 -0.258988 -2.251795 0.000141
11 -0.797491  2.795150 -0.258900 -2.251780 0.000065

Cuadro 3.5: Ejemplo del método de Gauss-Seidel

Comprobacion:

10-0797491) + 5(2795150) - 600080 ~ 6
5-0797491) + 10(2796150) — 4(~0.258900) = 249945 ~ 5
A276150) + §-0258000) — (-2251780) = -1100002 ~ —11

~ (-0258900) + H-2251780) = -11000000 ~ -1

Comparando los gemplos 3.4.1 y 3.4.5, se puede observar que s un sistema es
estrictamente dominante diagonalmente, entonces el método de Gauss-Seidel converge
més rapidamente que el de Jacobi. (Para e método de Gauss-Seidel se realizaron 11
iteracionesy para el de Jacobi 24).

Ejemplo 3.4.6 Resolver el sistema de ecuaciones lineales (3.68) por € método de
Gauss-Seidel, con 6 decimalesy unatoleranciade ¢ = 0.0001. Sin reordenar el sistema.
Aungue det A= 0, el sistema no es estrictamente dominante diagonalmente; por lo que
no se puede garantizar que el método vaya ha converger.

Antes de empezar aaplicar el método se debe verificar que p(T,) <1.

Para verificar esto se empieza obteniendo lamatriz T ; con laecuacion (3.71):
-1

100 0 00 0 -2 2

T,=||ot1o]-| -1 00 0 0 -1
00 1 2 -2 0 0 0 o0
D L U

-1j=-1 1 00 0O -1j=0 2 -3

0 0)'(0 -2 2 1 0 0)0 -2 2 0 -2 2
10
21 0 -2 1))0 0 O 0O 0 2
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0 -2 2
=>T,={0 2 -3
0 0 2

Después se obtiene &l polinomio caracteristico p(1) de T, con ladefinicion 3.4.3:
p(A) =det(T, - I)

0 -2 2 1 00 -A =2 2
det||0 2 -3|-4/0 1 O||=det|] O 2-4 -3
0O 0 2 0 01 0 0 2-4
-4 -2 2
Por ladefinicion 3.1.1,det | 0 2-4 3]682
0 0O 2-4
‘2—/1 3‘ ‘0 -3 0 2—/1‘
- -(-2) +2 =
0 2-4 0 2-4 0 O

—A((2-A1x2-2)—(-3x0))+2((0x2— 1) — (-3x0)) + 2((0x 0) — (2— 1 x 0))
—A(A* =44+ 4)+2(0)-2(0)
~A°+41%° -4

= p(A)=-1>+41%*-4
Las raices del polinomio caracteristico p(4) son, (estas se obtuvieron con Maple):
4 =0
A = 2
A = 2

Por la definicion 3.4.2 setiene que:
p(Ty) =max{|O],| 2} =2

= p(T)=2>1
Por el teorema 3.4.2 el método iterativo de Gauss-Seidel no converge a la
solucion x del sistema, yaque p(T,) >1.

Comparando los gjemplos 3.4.4 y 3.4.6, se puede observar que € hecho de que un
sistema no sea estrictamente dominante diagonamente, no significa que los métodos
iterativos vayan a ser divergentes. Habra casos en donde uno de los métodos converge y
el otro diverge. En este caso € método de Jacobi convergey el método de Gauss-Seidel

no.

3.4.4 M étodo de sobrerrelajacion sucesiva (SOR)

La relgjacion representa una ligera modificacion a método de Gauss-Seidel y ésta
permite mejorar la convergencia. Después de que se calcula cada nuevo valor de x, por
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medio de la ecuacion (3.55), ese valor se modifica mediante un promedio ponderado de
los resultados de |as iteraciones anterior y actual:

X9 = wx® + (1— w)x*D
donde w esun factor de ponderacion quetieneun valorentre O y 2.

Sustituyendo la ecuacion (3.70), en la ecuacion anterior, se obtiene el método iterativo
de SOR:

i1 g x® o g xk?
a; X _Za”—JJparai:],Z,S...n
=1 aii j=i+1 aii

X = (1—w)x<D + W(H_
aii 1=
Donde:

1. Para O<w<1 e méodo se denomina de sub-relajacion y se puede usar para
obtener convergencia en algunos sistemas para los cuales el método de Gauss-
Seidel no es convergente.

2. Paral<w<2 e méodo se denomina de sobre-relajacion y se puede usar para
acelerar la convergencia en algunos sistemas que son convergentes por el
método de Gauss-Seidel.

3. Observequesi w=1, e método se convierte en e método de Gauss-Seidel.

En genera € célculo de w es complicado y s6lo en sistemas especiales (matriz definida
positivay tridiagonal) se tiene una ecuacién para calcularla
S A es una matriz definida positiva y tridiagonal, entonces la seleccion optima de w
para el método de SOR es:

2

L+ y1-[p(T)P"
donde p(T,) esel radio espectra delamatriz T, . Ver definicion 3.4.2.
Desarrollando la ecuacion (3.72), se obtiene:

w

K= (1-wx? _912\,\,)(1;1 _@3\,\,}@1 - _%er‘:fl +£’LW
ay a, 3y ay,
X= Q-wxt S oyt~ L St Py
CH 2 3y CH
K= -wi Py B — gt Dy
8, 8, cH 8
: g 1(6)
NI WS MV R SV By
ann ann ann a”"

Dado un sistema de ecuaciones de laforma (3.1), (donde a, # 0 paratodo i =12,..,n),
el método de SOR consiste basicamente en realizar |0s siguientes pasos:
1. Asignar un vector inicial x® = (X, X,, X,,..., X,)' y un valor para w.

2. Sustituir e vector inicial x® y el valor de w en la primera ecuacion del sistema
(3.74) para obtener un nuevo valor parala primeraincégnita.

3. Pasar ala segunda ecuacion del sistema (3.74) y utilizar el valor calculado para
la incognita del paso 2 y los valores obtenidos en la iteracion anterior para las
incognitas restantes. Este procedimiento se repite hasta obtener los nuevos
valores de todas las incognitas despejadas. Es decir siempre se utiliza el valor
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maés reciente de cada incognita en todos los calcul os.
4. Continuar iterando hasta que se satisfaga alguno de los criterios de convergencia
definidos en las ecuaciones (3.59), (3.60) y (3.61).

Analisis de conver gencia para €l método de SOR

Para analizar de la convergencia del método de SOR, se empieza multiplicando ambos
lados del sistema de ecuaciones (3.74) por a, , obteniéndose:

! - ) k-1 i k-1 a =1 a k-1 b
apyry = (1 — wlagyx] —H'Tﬁ‘ﬂ 1%, —%;ﬁﬁiiﬂg = 0oc _""31","“11'2“ +“""?}T‘211
v o . k1 a K a d—1 @ ki | b
agory = (1 — wiagory —u-sﬂ-uggx'{ —%E‘;'i-&gg:‘lg - ... —wfﬂ-'-—ugg.rn +%?§5&gg
k1 e k-1 __ a k.o a5 & _ g fe—1 by
azary = (1 — w)azary wllazar] —wiiazag co WSS ENT, w33
R ¢ \ k-1 A A by
annzl = (1 — w)annzy —u':f_l‘i_:-ann.r'i" —u'ai:funn.rﬁ —T.ll;—"":-:""&r\;l'\;ﬂ.'g ST s idnn

Simplificando el sistema anterior y reuniendo todos los k -ésimos términos, se obtiene:

aX = L-wax™ -waxt  -wadt - ..o-waxX’ +wh
Ve, X+aH= -Wax" -vaxt - .. -weXT
ey X +WaX, +8% = -wWad™ — ... X" -+
VB, X VB WG X+, X, = +nh,
Lo cua se puede expresar matricialmente de la siguiente forma:
[ 3
ay 0 0 ... 0 0 0 0 ... 0 ¥
0 agp 0 ... 0 —az 0 0 0 X
0 izz ... O —w| —0m —az: 0 0 73 | =
0 a PR . —py —Opz —fpz ... O s-,:;
- - ey
\ D L /o
a1l [u] ] o 0 0 —aiy —air ... —din l‘i‘l_l by
0 apz O ... 0O 0 0 —as3 ... —aIn xE_i ba
(1 — 1] dasy ... ] tw 0 [u} ] R xg—i e by
0 ] u,.., " 0 0 ] ] f're':—i b,
e N e —— e
D U k1 b

Con la definiciones de D, L y U para € andlisis de convergencia del método de
Jacobi, se obtiene:

(D-wL)x® =[A-w)D+wU]x*™? +wb
Despejando x* de la ecuacion anterior, se deduce que laférmula vectorial de iteracion
del método de SOR es:
xX¥ =(D-wL) [A-w)D+wWU]x*? +w(D-wL)'b  parak=123...
Donde

T,=(D-wL)[(1-w)D+wU]  matrizdeiteraciéndelmétododeSOR
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Aplicando el teorema 3.4.2 se tiene que: el método iterativo de SOR converge alatnica
solucion x del sistema x=T,X+cC, s ysolos p(T,) <1.

Aplicando la definicion 3.4.2 se tiene que: p(T,)=max|A|, donde 4 es un valor
caracteristicode T, .
Ejemplo 3.4.7 Resolver € siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de
SOR con unatoleranciade ¢ = 0.0001; (det A=950, obtenido con Maple).
10x, - X, = 9
- x + 10x, - 2x, = 7
- 2x, + 10x, = 6

Como det A= 0 y e sistema es estrictamente dominante diagonalmente, se empieza a
aplicar el método; ya que se puede garantizar que e método va ha converger, (teorema
3.4.1).
Como no se conoce una buena aproximacion inicial, se iguaa el vector inicia con
Ceros;

0.000000) |x®
x® =| 0.000000 |=| X
0.000000) | X

Al no tener un valor para w; como la matriz es definida positiva y tridiagonal, para
obtenerlo empieza calculando lamatriz T, ; con la ecuacion (3.62):

100 000 01
T,=| 010 100|400
00 1 020 0 0
D )7 U
S o L o
10 0)o 1 o)y |10 10 10
T =0 10|10 2|= L ol 02|t ot
j 10 10 5
001/lo0 20 L 2 0 L
0 0 — 0 = 0
10 5
o L o
10
:>T.:i0l
110 5
1o
5

Después se obtiene el polinomio caracteristico p(1) de T; con ladefinicion 3.4.3:
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p(A) = det(T, - A1)

0 = 0 W
detiol—/1010=deti—/1
10 5 00 1 10
0 1 0 0 1
5 5
-4+ 0
Por ladefinicion3.1.1,det | & -1 £ |es
0 & -4
2o g B
-4, 5_E10 5 [+0[t° .=
- -4 0 -4 0 -
5
11 1.1 1
“AU(-Ax=A)—(=x=2))+—=((=x-1)-(=x0))+0
(( )= (N + 5 (A -0
1, 1,1
—AA2 =)+ —(——=1-0))+0 =
( 10) 10( 10 )
_ﬂ3+ij’_i —
10 20

0
1
5
-1
L)
20

Lasraices del polinomio caracteristico p(1) son, (estas se obtuvieron con Maple):

A~ 0.00000
A, ~ -0.223607
4, ~ 0223607

Por ladefinicion 3.4.2 setiene que:
p(T,) =max{| 0|,| 0.223607 |} = 0.223607

Luego se obtiene el valor de w con la ecuacion (3.73):
2 2

N JA-Lo()P? 14 J1-[0.223607)
2

©1+4/0.974679 1.974679
= W=1.013

~ 1.012823

Después selleva el sistema (3.76) alaforma (3.74), obteniéndose:
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P
Il

1
k 1— k-1 _ Ak
a-wx W%

1
k 1— k-1 VK
X o= @wxt - WX

- WS wk

- + wW—

+ 0911700
+ 0200800 + Q709100 (3.77)
+ + 0607800

k k-1 2 k
X = ([1-w)x - W(_l_o)xz
Sustituyendo €l valor de w=1.013 y realizando las operaciones en el sistema anterior,
Se obtiene:
X = -0013000* + 0101300%*
X = -0013000%* + 0101300
X = -0013000%™ + 0202600

Después se sustituye x© en la primera ecuacion del sistema (3.77) para obtener un
nuevo valor x. Para la segunda ecuacion del sistema (3.77) se utilizar el valor

caculado x® y los valores previos para las incognitas restantes, obteniendo x{".
Finalmente para la tercera ecuacion del sistema (3.77) se utilizan los valores calculados
x y x{ y los valores previos para las incognitas restantes, obteniendo x{V. Es decir
siempre se utiliza €l valor més reciente de cada incdgnita en todos los cél culos;, como en

el método de Gauss-Seidel; obteniéndose:

Xf)
¥ = -00130000000000) + QI0L300Q9LLA0)

~0013000(0000000) + 0101300(0.000000) + 0911710

+ Q0B000000000) + Q709100

%) = 0013000000000 + 02260008014%) + + 060780

x® = 0911700
=x = 0.801455
x» = 0.770200

Se sigue € procedimiento anterior para obtener x?:

¥? = -QOL300009LIA0) + 0101300080145 + QLA
¥? = -QOI000804) + 0101300(Q9BI0E) + Q20070 + Q700
¥? = -001300Q77020) + Q200 + + Q6070

x? = 0.981035
0.954097
0.791100

U
S
|

°?<K>‘
Il
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Escogiendo la ecuacion (3.60) (error relativo) para saber cuando dejar de iterar, se debe
jxeo-x)

se cumplir que ]

<0.0001; esto se cumple en la iteracion 5,

(0.000005 < 0.0001).

&3] 1%] L%] .

1 T, T £
(.000000 0.000000 0.000000  ——
0.911700 0.801455 0.770200 1.000000
0.981035 0.954007 0.791100 0.155593
0.995597 0.957825 0.791600 0.014626
0.995785 0.957894 0.791600 0.000189
0.995789 0.957895 0.791600 0.000005

Cuadro 3.6: Ejemplo del método de SOR

Para obtener x®, x¥ y x®: se repite el proceso anterior. Las iteraciones se muestran
el cuadro 3.6.

A continuacion se indica como calcular la ecuacion (3.60) con ||, .
Paralaprimeraiteracion €l error relativo se calcula de la siguiente manera:
x(l) -X (0)
H H“’ _ 0911700 1.000000
x| 0.911700

Operaciones:
10.911700—0.000000|,]  (0.911700,
[X® = x| =max{| 0.801455-0.000000|, { ={0.801455, ; = 0.911700
|0.770200—0.000000| | | 0.770200

10.911700|,)  {0.500000,
|X®], =max4|0.801455|, | = 1.333333, { = 0.911700
10.770200|| | 0.000000

Parala segundaiteracion el error relativo se calcula

[X®-X®] 0152642

X[ ogsioss

Operaciones:
10.981035-0.911700|,]  (0.069335,
[X® = X®| =max| 0954097 - 0.801455|, = 1 0.152642, ; = 0.152642
10.791100—0.770200| | | 0.020913

10.981035|,]  (0.981035,
|X@|. = max{|0.954097|,} =1 0.954097, » = 0.981035
10.791100| | | 0.791100
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Para obtener el error relativo de las demas iteraciones se repite el proceso anterior. Los
errores se muestran en el cuadro 3.6.

x_ ~ 0995789
x, ~ 0957895  Conun ¢ =0.0001
x, ~ 0.791600

Compraobacion:

10(0.995789) -  (0.957895) = 80999995 ~ 9
—  (0.995789) + 10(0.957895) — 2(0.791600) = 6.999961 =~ 7
~ 2(0.957895) + 10(0.791600) = 6.000210 ~ 6
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3.5 Aplicacionesy gjercicios

Ejercicio 3.1 Una bidloga ha colocado tres cepas bacterianas (denotadas como |, Il y
[11) en un tubo de ensayo, donde seran alimentadas con tres diferentes fuentes
alimenticias (A, B y C). Cada dia 2300 unidades de A, 800 de B y 1500 de C, s
colocan en un tubo de ensayo, y cada bacteria consume cierto nimero de unidades de
cada alimento por dia, como se muestra en el cuadro 3.7. ¢Cuantas bacterias de cada
cepa pueden coexistir en un tubo de ensayo y consumir todo e alimento?. (Resolver por
Gauss-Jordan).

Cepa bacteriana I Cepa bacteriana I1  Cepa bacteriana 111
Alimento A 2 2 4
Alimento B 1 2 0
Alimento C 1 3 1

Cuadro 3.7: Cepas bacterianas v alimento que consumen
Solucion:
Sean X, X, ¥ X;, l0os nimeros de bacterias de las cepas I, Il y 11, respectivamente.
Puesto que cada una de las bacterias de x;, de la cepal consume 2 unidades de A por
dia, lacepal consume un total de 2x, unidades por dia. De manerasimilar lascepas |l y
[11 consumen un total de 2x, y 4x, unidades de alimento A diariamente. Puesto que se

quiere acabar con todas las 2300 unidades de A, se obtiene la siguiente ecuacion:
2X + 2%, + 4%, = 2300

Del mismo modo de obtienen las ecuaciones correspondientes al consumo deB y C.

X o+ 2% = 800

X + 3x + X = 1500
Asi se tiene un sistema de tres ecuaciones lineales con tres variables. (det A=6).
Resolviendo por el méodo de Gauss- Jordan, se obtiene:

2 2 4| 2300 1 0 0] 100
1 20 S00 | — | 0O 1 0| 350
1 3 1| 1500 0 0 11 350

X, =100, x, =350 y X, =350; es decir la bidloga deberia colocar 100 bacterias de la

cepal, 350 de cadaunadelas cepas|l y 111 en e tubo de ensayo s ella desea que todo
el alimento sea consumido.
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Ejercicio 3.2 Aplicacion en criptografia.

Un proceso para encriptar un mensgje secreto es usar cierta matriz cuadrada cuyos
elementos son enteros con elementos enteros de la inversa. Se recibe un mensgje, se
asigha un numero a cada letra (por gemplo, A=1, B=2, €etc., y espacio=27), se arreglan
los nimeros en una matriz de izquierda a derecha en cada renglon , donde el nimero de
elementos en el renglén es igual a tamafio de la matriz de codigo, se multiplica esta
matriz por la matriz de codigo por la derecha, se transcribe el mensaje a una cadena de
numeros (que se lee de izquierda a derecha a lo largo de cada rengl6n), y se manda el
mensgj e encriptado.

La persona que debe recibir el mensaje conoce la matriz de codigo. Arregla el mensgje
encriptado en unamatriz B de izquierda a derecha en cada renglon, en donde el nUmero
de elementos en un renglon coincide con el tamafio de la matriz de codigo, multiplicala
matriz B por la derecha por la inversa de la matriz de codigo y puede leer el mensgje
decodificado (de izquierda a derecha por cada renglén).

Se ha recibido el siguiente mensaje que fue encriptado usando la siguiente matriz de
codigo A. Decodifiquelo usando inversion de matrices particionadas. (Suponga que
A=1, B=2, etc., y espacio=27).

Mensaje: 47, 49, -19, 257, 487, 10, -9, 63, 137, 236, 79, 142, -184, 372, 536, 59, 70, -
40, 332, 588.

Nota: El primer renglon de lamatriz B con el mensaje encriptado que se construye es
47, 49, -19, 257, 487, ya que € numero de elementos en un renglon debe de coincidir
con el tamafio de lamatriz de codigo (n=5).

Solucion:
A=1| E=5| =9 | M=13 | Q=17 | U=21 Y=25
B=2| F=6 | J=10 | N=14 | R=18 | V=22 =26
C=3 | G=7 | K=11| O=15 | 5=19 | W=23 | espaclo=27
)=4 | H=8 | L=12 | P=16 | T=20 | X=24

Cuadro 3.8: Asignacién de numeros a cada letra

Lamatriz B, estaformada por:
47 49 19 257 487
B 10 -9 63 137 236
79 142 -184 372 536
5 70 -40 332 588

Para poder decodificar e mensgje se multiplica la matriz B por la derecha por la
inversade lamatriz de cédigo A.

Lainversa de la matriz A que se obtiene de aplicar inversion de matrices particionadas
es, (det A=1):
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4 1 -2| 1 -5
2 -7 —4| 6 —19
Al=| 13 -3 2| 3 —10
-2 1 1]-1
-2 0 0| 0
Finalmente |a matriz decodificada es:
4 1 2 1 -5
47 49 -19 257 487
22 -7 -4 6 -19
. |10 -9 63 137 236
BA ™= 13 3 -2 3 -10
79 142 -184 372 536
-2 1 1 -1 2
59 70 -40 332 588
-2 0 0 0 1
1 18 5 27 25
L |15 2127 8 1
BA™ =
2 9 14 7 27
6 21 14 27 27

Para leer el mensgje decodificado se forma una cadena de nimeros de izquierda a

derecha con los elementos de la matriz BA ™ .Mensaje decodificado: 1, 18, 5, 27, 25,
15,21, 27,8,1,22,9, 14,7, 27,6, 21, 14, 27, 27.

Utilizando el cuadro (3.8), el mensaje decodificado dice: ARE YOU HAVING FUN.
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Ejercicio 3.3 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales por € método de
Gauss-Jordan particionado, realizando 9 particiones.

X + 2% + 3 + 4% + 5 + 6% + 7x + 8 + 9 + 10x,

2+ %
3%
4%
24
6x
%
8%
9%
10x

Solucion:
det A=-383.

=1, %X=2,%=3,X=4,%X=5 %=6,%X=7,%=8, X%=9Yy Xx,=10.

[Alb] =

X
X%
t %
%

%

%
/123|456 7|89 10] 385
210/0000|00 0 1
301|/0000[00 0O
400/1000/00 0| 8
500[0100[/00 0 10
6 00[0010/00 0 12
7T00/00O0T1|00 0| 14
8 00[000O01L0 0 16
9 0 0/00O0O0|01 0 18
\10 0 00 0 0 0|0 0 1| 20/
I.leIII|DDDD|DDG L
010/000O0|00O0]| 2
00 1/0000O0|0O0O0]| 3
0 0O0|10O0O0|0OO0O0]| 4
000/0100|/00O0]| 5
0 0O0j0O0O10|/00O0| 6
D 0O0j0OO0OODT1|000] 7
0 00/0O0O0O|10O0]f 8
0D 0O0j0OO0OODO|O1O0] 9
\o 0o ojloooofoo1]|10)/
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Ejercicio 3.4. Resolver €l siguiente sistema de ecuaciones lineales por € método de
intercambio.

5 + 7X, + 6x, + 5x, = 23
7% + 10x, + 8% + 7x, = 32
6x, + 8x, + 10x, + 9x, = 33
5, + 7X, + 9% + 10x, = 31
Solucion:
det A=1.
Ty Tz T3 Ty b b by by
|5 7 6 5 x| 68 —41 —17 10
b | T 10 8 T — x | —41 25 10 -6
bs| 6 8 10 9 x3 | —17 10 5 -3
bal 5 7 9 10 x| 10 -6 -3 2
68 -41 -17 10)\(23
» -41 25 10 -6 32
Xx=A"b= =

-17 10 5 3|33
10 6 -3 2)31

B R R R

x=1, %=1 %=1y x,=1.
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Ejercicio 3.5 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales por € método de
Gauss, utilizando pivoteo parcial.

0.2641x, + 0.1735x, + 0.8642x, = -0.7521
- 08641x, - 04243x, + 0.0711x, = 0.2501
0.9411x, + 0.0175x, + 0.1463x, = 0.6310
Solucion:
det A~ 0.348835.
02641 01735 0.8642 | —0.7521 ° 09411 00175 0.1453 | 06310
( —0 8641 —0.4243 00711 | 02501 )— ( 0 —0.408232 0. 205430 | 0829472 )
0.9411 00175 0.1463 | 06310 0 0 0907951 | —0.5864627

Realizando la sustitucion hacia atras; x, = 0.814757, x, =-2.35698 y x, =—0.646078.
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Ejercicio 3.6 Supdngase que se calienta cada borde de una placa metdlica a una
temperatura constante, como se muestra en lafigura 3.5

50° 100"

Figura 3.5 Una placa de metal caliente

Finalmente, la temperatura en los puntos interiores alcanzara el equilibrio donde puede
mostrarse que siguiente propiedad se mantendra:

1. Latemperatura en cada punto interior P sobre una placa es el promedio de las
temperaturas sobre la circunferencia de cualquier circulo centrado en P dentro de

laplaca (figura 3.6).

O

Figure 3.6 Temperatura en cada puntointerior P

Para aplicar esta propiedad en un ejemplo rea se requiere de técnicas de calculo. Como
una alternativa, se puede aproximar la situacion sobreponiendo una cuadricula o malla
sobre la placa, que tenga un nimero finito de puntos interiores, como se muestra en la

figura 3.7.

100°

50° t, 100°

507 t tq 100°

Figure 3. 7 Version discreta del problema dela placa calentada
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El homdlogo discreto de la propiedad de promediacion que gobierna las temperaturas en
equilibrio se establece como sigue: La temperatura de cada punto interior P es €l
promedio de las temperaturas en |os puntos adyacentes a P.

Usar el método de Jacobi para obtener las temperaturas de equilibrio del jemplo que se
muestra en la figura 3, donde se tienen tres puntos interiores, cada uno de los cuales es

adyacente a otros cuatro puntos; con unatoleranciade 10™*.

Solucion:
Sean |as temperaturas en equilibrio de los puntos interiores t;, t, y t,, como se muestra

Entonces, por la propiedad de promediacion de temperatura, se tiene que:
t = 100+100+t,+50
1= a4
t; +t3+0+50
L,=""3
t = 100+100+0+t,
3 4

4, - t, = 250
~ 0t + 4, — t, = 50
- t, + 4, = 200

det A=56, obtenido con Maple, y el sistemaes E.D.D.

L as temperaturas de equilibrio en los puntos interiores son:

t, = 74.105072
t, = 46427155 Conun ¢ = 0.0001
t; = 61.605072
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qux-,u x.ék T JCré %] -
0.000000  0.000000  0.000000  ——

62.500000 12.500000 50.000000 1.000000
65.625000 40.625000 53.125000 0.428571
72.656250 42.187500 60.156250 0.096774
73.046875 45.703125 60.546875 0.048128
73.925781 45.808438 61.425781 0.011889
73.974610 46.337891 61.474610 0.005941
74.084473 46.362305 61.584473 0.001483
74.000576 46.417237 61.590576 0.000741
74.104309 46.420288 61.604309 0.000185
74105072 46.427155 61.605072 0.000093

] OT e LRI = O

—_
Q':.-DOU

Cuadro 3.9: Ejercicio del método de Jacobi

Ejercicio 3.7 Determinar si el siguiente sistema de ecuaciones lineales converge a
resolverlo con e método de Jacobi.

2x - X% = 3
- X + 02X - X = 2
- X o+ 2% - X = 2
- X o+ 22X - X = -2
- X + 2% =1
Solucion:
det A=6 ylamatriznoes E.D.D.
. - N , 3
2 2
. - Ly oL o2
2 2 2
X = =X + ix + 2
2 2 2
X, = lX3 + lxs — g
2 2 2
. - E L1
2 2
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0 1 0 0O
2
1 0 1 0 0
2 2
-0 Lol
2 2
0 0 1 0 1
2 2
0 0O 1 0
2
P(A) =25+ A= 4
16
Lasraices del polinomio caracteristico p(1) son:
A = 0
1
S
1
AT
1
14 = E\/é
1
o= -3
2
1 13111 1 1
T.) = maxi|0},|=[,|—=|,=v3|,-=+3|} ==~+3
p(T) | SIR RN ZI] N

= p(T,) ~.866025<1

Por el teorema 3.4.2 el método iterativo de Jacobi converge a la Unica solucion x del
sistema, yaque p(T;) <1.
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Ejercicio 3.8 Una delgadatira de papel de 1 unidad de largo se colocaalo largo de una
recta numérica de modo que sus extremos estdn en 0 y 1. El papel se dobla a la mitad,
con su extremo derecho hacia laizquierda, de tal modo que sus extremos se encuentran
ahoraen 0 y 1. Acto seguido, se dobla nuevamente ala mitad, esta vez con €l extremo

izquierdo hacia la derecha, de tal suerte que sus extremos se encuentranen - y 5. La

figura 1 muestra este proceso. Se continua doblando el papel a la mitad, alternando la
derecha hacia la izquierda e izquierda hacia la derecha Si se pudiera continuar
indefinidamente, es claro que los extremos del papel convergirian a un punto. Este
punto es el que se desea encontrar.

A

[ [
| |
0 1
| |
| |
0 1 1
2
| | |
| | |
0 1 1 3 1
4 2 4

Figure 3.8 Doblado de unatira de papel

1 Si x, corresponde al extremo izquierdo del papel y x, corresponde &l
extremo derecho. Realizar unatabla con los primeros seis valores de [x, X,] .

2. Encuentre dos ecuaciones lineales de laforma x, =ax +b y x =cx,+d
gue determinen |os nuevos valores de | os extremos de cada iteracion.
3. Usar e método de Gauss-Seidel para aproximar € punto en el cual los
extremos del papel lleguen a converger; con unatoleranciade 10°°.
4. Resolver el sistema de ecuaciones obtenido en 2 con un método exacto y
comparar resultados.
Solucion:
1.
n 0 1 2 3 4 5 6
700 3 7 % % a
1 1 3 3 11 11
21 3 3§ 1 2 =

2. 2X+X% =1y X +2x,=1
3. El sistema obtenido en € punto anterior es E.D.D. ; ver cuadro 3.10 (det A=3,
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obtenido con Maple).

n 0 1 2 3 4 5 6 T
xzp 0 0.0000 02500 03125 03281 03320 03330 0.3332
rz 1 05000 03750 0.3438 0.3360 0.3340 0.3335 0.3334

Cuadro 3.10: Ejercicio del método de Gauss-Seidel

4. x =X =1, lasiteraciones del punto 3 convergen hacia x, = x, = 0.3333, mismo
resultado que se obtiene al usar un método exacto.
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Ejercicio 3.9 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales por € método de
Gauss-Seidel, con 6 decimalesy unatoleranciade ¢ = 0.0001. Sin reordenar €l sistema.

X — 3% + 5% = 5
8 - % - X% = 8
- 2% + 4, + X = 4

Solucion:
det A=171 ylamatriznoes E.D.D.
0 3 -5
T,=/0 24 -41
0 -90 154

p(A)=-A*+1781%*-64
Lasraices del polinomio caracteristico p(1) son:

4 ~ 0.000000
4, ~ 0033714
A, ~ 177.966286

p(T,) ~ max {|0.000000],/0.033714

177.966286|} =177.966286

b b

= p(T,) ~177.966286 > 1

Por el teorema 3.4.2 el método iterativo de Gauss-Seidel no converge a la Unica
solucion x del sistema, yaque p(T,) > 1.
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Ejercicio 3.10 Resolver € siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de
SOR, con 6 decimalesy unatoleranciade ¢ = 0.0001.

10, - %X, + 2x = 6
- x + 1Ix, - x + 3 = 25
2% - X + 10x, - x, = -11
X, - X + 8%, = 15
Solucion:
det A=7395ylamatrizes E.D.D.
k .I'(ljll'l xgi."l lrl;\:l ng'l E
0 0.000000 0.000000  0.000000  0.000000 —
1 0.720000 2805818 -1.156102 0.813967 1.000000
2 1.190163 1.903436 -1.048330 1.073411 0474081
3 0.961979 1.985867 -0.974096 0.995563 0.114904
4 0.999691 2.007071 -1.004791 0.996987 0.018790
5 1.002060 1.999274 -0.999955 1.000932 0.003900
6 0.999497  1.999787 -0.999796 0.999940 0.001282
7 1000026 2.000087 -1.000044 0.999966 0.000264
& 1000016 1.999991 -1.000000 1.000011 0.000048

Cuadre 3.11: Ejercicio del método de SOR

x ~1.000016, x, ~1.999991, X, ~ —1.000000 y X, ~1.000011.
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Capitulo 4

Factorizacion LU y sus aplicaciones

S es posible factorizar la matriz A de un sistema de ecuaciones lineales como el
producto de una matriz triangular inferior L con una matriz triangular superior U :
A=LU;

ayp e dyz ... Qg -?11 0 0 Do 0 iy Uy Uz ... Uy
dzy Gz doz .. dop -?21 Iz: D Dot D D thap Uz .. Uz
g1 @3z dzz ... d3p = 331 Ig,: 533 Do 0 0 0 gy ... Hap
Gpl @pz Opz ... Opp Iny Inz lpa ... Inm 0 0 0 ... %pn
A L U
entonces laecuacion Ax=Db, setransformaen:
(LU)x=b
= LUxX)=b
gue puede solucionarse , resolviendo los sistemas
Ly=b
Ux=y

El sistema (4.1) se resuelve realizando una sustitucion hacia adelante, obteniendo asi €l
vector y; despuées se toma este vector como términos independientes para el sistema
(4.2) y se resuelve realizando una sustitucion hacia atras para obtener el vector x; que
es la solucion del sistema original; contando con la ventaja de que la solucion de estos
sistemas esinmediata.
Cabe mencionar que si se puede factorizar lamatriz A enlaforma LU, L y U no son
anicas; asi mismo no todas las matrices pueden factorizarse en laforma LU .
Existen tres métodos para factorizar unamatriz en laforma LU .
1 Doolittle : requiere que haya unos en la diagonal de L, (I, =1 para
1<i<n).
2. Crout :
1<i<n).
3. Cholesky : requiereque |, =u, , (paral<i<n).
Unavez que se determinalafactorizacion LU , se puede resolver en forma simplificada
cualquier sistema que contenga la matriz A; es decir cuando se tienen que resolver
varios conjuntos de ecuaciones lineales en |os que todas las matrices de coeficientes son

requiere que haya unos en la diagonal de U, (u, =1 para
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iguales pero los términos independientes son distintos. La solucion de este tipo de
ecuaciones lineales utilizando la factorizacién LU, tiende a ser mas eficiente y

simplificada.

4.1 Método de Doalittle

Aun cuando las matrices L y U pueden obtenerse por el método de Gauss (ver seccion
3.3.1), es deseable encontrar un método mas directo para su determinacion. Para esto se
analizard el método de Doolittle, el cua esta basado en la factorizacion de la matriz A

COomo sigue:
1 ':I D |:I Uy, Uyg g Uy 1] gz i3 @15
-!];;1 1 0 0 0 Uz Uz Loy a1 ez  do2g g
-!]31 33: 1 0 0 0 thaz Lhan — 1z daz 3z Ran
lr-‘r_l Er:fd E‘i‘tﬂ; 1 0 0 0 Unn nl Opz a3z [LE
. g e » " » "
L U A

Parailustrar como funciona el método, se analizara la factorizacion de unamatriz A de
orden 4, donde |, =1. Se comienza alternando entre renglonesde U y columnasde L,

tomando en cuenta el elemento g; para obtener los renglones de u; y las columnas de

Iij y reSpeCtlvamente:
1 0 0 0 w11 Wiz Wiz U4 @11 12 1z a4
Il 1 0 0 0 g uzz Uz _ 1 gz (zz oy
331 Egg 1 1] 0 0 gy Usay g1 (gr 3z a3y
Ed.l Ed.: E-‘i3 1 |:| |:| ':I LLFT Ry Qg Qg3 G4y
- - e - ] - - ]
L U A
entonces.

1. Paraobtener e primer renglén de U, (uy,, U,,, U, Y U, ); Setoman en cuenta
los elementos a,,, a,, a, y a,, Yy se reaizala multiplicacion que se necesita
para obtenerlos, (por ejemplo para obtener el elemento a,, , se multiplica primer
renglon por primera columna, para obtener el elemento a,,, se multiplica primer

renglén por segunda columna, etc.); despegjando después los elementos de U ,
gue se quieren encontrar:

a,
&,
&3
&,

=

ull
U,

Us
Ui

a,
a,
8y
A,

Para obtener la primera columnade L, (1,, I,y I,); setoman en cuenta los

elementos a,,, a, y a,, Y se rediza la multiplicacion que se necesita para
obtenerlos; despejando después los elementos del. que se quieren encontrar:
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£

21

u
_ 11
a = |21u11 a,
_ _ 1
a = |31u11 = |31 - U_
_ 11
&, = 141”11
_ 8
a =
u

11

Para obtener el segundorenglon de U , (u,,, U, Y U,,); Setoman en cuentalos
elementos a,,, a, Y a,,, y se redliza la multiplicacion que se necesita para
obtenerlos; despejando después los elementos de U , que se quieren encontrar:

a, = I21u12 +U,, Uy, = 85— I21u12
&, = |21u13 + Uy, = Uy = ay- |21u13
&, = |21u14 +U,, U, = ay- |21U14

Para obtener la segunda columna de L, (l,, y I;,); se toman en cuenta los
elementos a,, y a,, y se redliza la multiplicacion que se necesita para
obtenerlos; despejando después los elementos de L, que se quieren encontrar:

| 3 _|31u12
2 =
a; = |31u12+|32u22 - Uy,
&, = |41u12+|42u22 | _ a'42_|41u12
0 =
u,,

Para obtener el tercer renglon de U, (u; y Uuy,); Se toman en cuenta los

elementos a,; y a,, Yy se rediza la multiplicacion que se necesita para

obtenerlos; despejando después los elementos de U , que se quieren encontrar:
8 = |31u13+|32u23+u33 Uy = a33_|31u13_|32u23

=
&, = |31u14+|32u24+u34 U, = as4_I31u14_|32u24

Para obtener latercera columnade L, (I,,); setomaen cuentael elemento a,;,

y se redliza la multiplicacion que se necesita para obtenerlo; despejando después
el elemento de L, que se quiere encontrar:

3 — |41u13 — |42u23

B = |yl Uy + U =lp =

Uss

Para obtener el cuartorenglon de U , (u,,); setomaen cuenta el elemento a,,,

y se redliza la multiplicacion que se necesita para obtenerlo; despejando después
el elemento de U , que se quiere encontrar:

Ay = gy +1pUy + gy, + Uy, Uy = Byl — Uy — Uy,

Con lo anterior se puede observar que d utilizar el elemento a; enél caculode u; y |;

segun sea € caso, este elemento no vuelve a emplearse como tal, por lo que los
elementos de L y U generados pueden guardarse en A y ahorrar memoria de esa
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manera

a, a, &3 ... &, U, Uy Ug o e Uy
& By Gy . By Ly Uy Uy e Uy,
B By, 8y .. Byl Up U,

a‘nl anz %3 a"nn Inl In2 In3 unn
sabiendo que |; =1.

Generalizando la obtencién de los renglones de L y las columnas de U ; la forma
general para obtener |los coeficientes de las matrices L y U seria:

i-1
U =a;— Dy Uy parg =i,i+1..,n
k=1

i=12...n
1 = o
1, u”[aﬁ ;Iikuk,} parai = j+1..,n
j=12...n-1

=1 parai =123...n

.. . 0
Con la convencién en |as sumatorias que Zk=1 =0.

Teorema 4.1.1 Si los n menores principales de lamatriz A de nxn son no singulares,
entonceslamatriz A, se puede factorizar en laforma LU ; donde |, =1.

Teorema 4.1.2 Una matriz A se puede factorizar en la forma LU sy solo s sus
primeras submatrices principal es tienen determinante distinto de cero.

Aplicando el teorema 4.1.1 se tiene que: con el método de Dooalittle se puede factorizar
lamatriz A, en laforma LU sy sdlo si paratodo M;, [M; [#0; donde M; es €l

menor ij de A. (Ver definicion 3.1.2 para obtenerlo).

Aplicando el teorema 4.1.2 se tiene que: con el método de Doolittle se puede factorizar
la matriz A, en la fooma LU s y sOlo s los determinantes de las submatrices
principalesde A son distintos de cero; es decir:

ij !

a; a, ...

‘aﬂ‘;tO, :121 :122?&0’ N a:21 a:zz af”;so
. ) : : :
a, &, - &,

Parareducir |os errores de redondeo, se debe utilizar alguna de | as estrategias de pivoteo
(seccidn 3.3.7), a aplicar el método de Doolittle.

Ejemplo 4.1.1 Resolver €l siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de
Doolittle; (det A=378, obtenido con Maple).
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4%
%
3
- X

+ o+ o+ o+

X%,
8%,
%
6%,

+ 2%
+ X
_ 4)(3
_ 2X3

- x, =
+ 6x, =
- 2%, =
+ 5%, =

(4.4)

R O N W

Escribiendo € sistema de ecuaciones en notacion matricial setiene:

5

o N 0

2 -1
7 6
-4 -2
-2 5

3

2
b=
0
1

Aungue det A=0, antes de empezar a aplicar e método se debe verificar que los
determinantes de las submatrices principales de A sean también =0, (teorema 4.1.2);
paraquelamatriz A, se puedafactorizar enlaforma LU .

Para verificar esto se obtiene & determinante de las submatrices principales de A,

(estos se obtuvieron con Maple):

|4=4=0, ‘4 5‘:
5 8

4 5 2

5 8 7|=-97=0,

3 7 -4

4 5
8
7
-1 6

7+0,
2 —
7 6
=378%0
—4 -2
-2 5

Como los determinantes de las submatrices principales de A son =0 , se empieza
aplicar el método, utilizando la ecuacion (4.3); obteniéndose:

Primer renglon de IV
(551 =—1
U=~
iy =2

g4 = -1

Segundo renglon de [V

3622—'2——(5| zi
Elzg—f——(zl =§
Uy —6 C z(—l) = =

Tercer renglon de T7
sy = 4= 3(2) 2 (3) =

?WQJ

g —je %I\—l}l
Cuarto renglon de U7

wa=5— () (C1) - 2 () 1
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iy

2

fu]
Il

o
i
-
I
[ [ rl=]
|

o
[
=1

|
e

Segunda columna de L



Entonceslamatriz A, se transforma de la siguiente manera:

4 5 2 -1
4 5 2 -1 5 7 8
= —>
TP 1 o
4 7 97 97
donde:

1 0 0 O 4 5 2 -1

5 1 0 0 01 ¢ B

4 4 2 4

L: U:

3.1 o Y Uty 97 18

4 7 7 7

129 4 00 o .38

4 7 97 97

Compraobacion:
1 0 0 O0)(4 5 2 -1 45 2 _1
5 7 9 29
= 0o o||0 — = =
4 4 2 4 |z 58 7 6
3 13 1 ollo o _97r 103 3 7 4 -2
4 7 7 7 16 -2 5
(120 141 )y, o 378
Ao Sy 97
L U A

Para obtener la solucion del sistema de ecuaciones lineales (4.4) se empieza resolviendo
el sistema (4.1); obteniéndose:

1 0 O0 O
%1003/13
Y| |2
L:b =
Y %1—7310y30
1m0
4 7 97

Se aplica la sustitucion hacia adelante, a fin de obtener el valor de las incdgnitas del
vector y.
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Y1 = 3

5 ho= 3

-y t Y, = 2 _ Z

4 Y. = 4

= 3 13 =

-Vt Y. t Ys =0 Y; = 1

4 ! 732
_ i + @ + E‘ = 1 y4 = o

4 Y1 7 Y, 97 Y3 Yo = 97

Después se resuelve el sistema (4.2); obteniéndose:

4 5 2 -1 3
SR W] K
% 4

Ux = =
X,| | 732
000—@4_7
97 9

Finamente, se aplica la sustitucion hacia atrés, a fin de obtener e vaor de las
incognitas del vector X.

4%, + 5% + 2% - X, = 3 X = —%
7 9 29 7
=X + =X o+ =X = = 121
4 2 4 4 X, = 63
= 97 103

-—% - —X% = 1 125

7 7 X = 63

! 63

Comprobacion:

197 121 125 122
g+ Agg) + L) - gy =3
197 12 125 122
Sgg) + Bg) TG ¢ B - 2
197 121 125 122
T T TR ) 7O
197 12 125 122
- U TN - ) ) S

Ejemplo 4.1.2 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales por el méodo de
Doolittle, utilizando pivoteo parcial, con 5 cifras significativas; (det A=192639.4330,
obtenido con Maple).

1.9999x, + 17.01x, + 9.6x, 1
16x, + 52x, + 17x = 0
3444+ 16100x, — 9.1x; 0
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Escribiendo € sistema de ecuaciones en notacion matricial setiene:

19999 1701 96 1
A=| 16 52 17 b=|0
3.4444 16100 -9.1 0

Aungue det A=0, antes de empezar a aplicar e método se debe verificar que los
determinantes de las submatrices principales de A sean también =0, (teorema 4.2.1);
paraquelamatriz A, se puedafactorizar enlaforma LU .

Para verificar esto se obtiene & determinante de las submatrices principales de A,
(estos se obtuvieron con Maple):

|1.9999| =1.9999 = O, ‘

1.9999 17.0
1‘ =-16.817+0,

16 52

1.9999 1701 96
1.6 52 1.7|=192639.4330# 0,
3.4444 16100 -9.

Como los determinantes de las submatrices principales de A son =0 , se aplica €
método, utilizando la ecuacion (4.3) y pivoteo parcial (seccion 3.3.7).

Se combinan las matrices A y b para obtener su forma aumentada. Empezando a
aplicar pivoteo parcial; para escoger €l pivote a, , dela primera columna con elementos

diferentes de cero (llamada columna pivote), se selecciona el elemento de mayor valor
absoluto, en este caso es el elemento a,, = 3.4444 ; aeste elemento se le [lama pivote:

19999 1701 96 |1
1.6 52 170
3.4444 16100 -9.10

Se intercambia el renglén 1 por € renglén 3, parallevar este e emento de la columna a
laposicién diagonal.
3.4444 16100 -9.1/0
1.6 52 1710

19999 1701 96 (1

Se obtiene el primer renglon de U y la primera columna de L y se guardan en los
elementos correspondientes de A.

Primer renglon  Primera columnade L
deU

u, = 34444 |, = 5:-=0.46458

16100 I, 29 = 0.58069

-9.1

u12
Uss
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34444 16100 -9.10
046458 52 170
0.58069 17.01 9.6|1

D e la segunda columna, se selecciona el nuevo pivote a,,, que es el elemento de mayor

valor absoluto de la diagonal principal para abajo, en este caso es e elemento
a,, =17.01; aeste elemento se le llama pivote.

34444 16100 -9.10
046458 52 1710
0.58069 17.01 9.6|1

Seintercambia el renglon 2 por €l renglon 3, parallevar este elemento de la columna a
laposicién diagonal.

3.4444 16100 -9.10

058069 17.01 9.6|1

046458 52 1710

Se obtiene e segundo renglon de U y la segunda columna de L y se guardan en los
elementos correspondientesde A.

Segundo renglén de U Segunda columnade L
u, = 17.01-(0.58069)(16100)=-9332.1 |, = 320 _ (80095
Uy = 9.6-(0.58069)(-9.1) =14.884

34444 16100 -91 1|0
0.58069 -9332.1 14.884(1
0.46458 0.80095 1.7 |0

Finamente se obtiene e tercer renglén de U y se guarda en los elementos
correspondientes de A.

Tercer renglon de U
Uy, = 1.7-(0.46458)(-9.1)—(0.80095)(14.884) = -5.9933

3.4444 16100 -91 |0
0.58069 -9332.1 14.884 |1
0.46458 0.80095 -5.9933|0

Entonceslamatriz A, se transforma de la siguiente manera:

3.4444 16100 -9.1 3.4444 16100 -91
=[19999 1701 96 |—>|0.58069 -9332.1 14.884
16 52 17 0.46458 0.80095 -5.9933
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donde:

1 0 0 3.4444 16100 -9.1

L =| 0.58069 1 0 y U=l 0 -9332.1 14.884

0.46458 0.80095 1 0 0 -5.9933
Compraobacion:

1 0 0] (34444 16100 -9.1 34444 16100 -9.1
0.58069 1 0 0 —9332.1 14.884 |={1.9999 17.01 96
0.46458 0.80095 1 0 0 -5.9933 1.6 52 17

L U A

Se puede observar que a multiplicar L por U, no se obtiene la matriz A original, se
obtiene la matriz afectada por el intercambio de renglones; por 1o que a resolver €
sistema (4.1), el vector b, también es afectado por el intercambio de renglones.

Para obtener la solucion del sistema de ecuaciones lineales (4.5) se empieza resolviendo
el sistema (4.1); obteniéndose:

1 0 0)y) (0
Ly=b 058069 1 Oy, |=|1
0.46458 0.80095 1)y, (0

Se aplica la sustitucion hacia adelante, a fin de obtener el valor de las incdgnitas del
vector y.

Y; =0 y, = 0
= (0.58069)y, + Y, =1 =Yy, = 1
(0.46458)y, + (0.80095)y, + y, = O y, = -—0.80095
Después seresuelve e sistema (4.2); obteniéndose:
3.4444 16100 -9.1 \[(x 0
Ux=y 0 -9332.1 14884 | X, |= 1
0 0 -5.9933)| %, | —0.80095

Finalmente, se aplica la sustitucién hacia atrés, a fin de obtener € vaor de las
incognitas del vector x.

(3.4444)x, + (16100)x, + (-9Dx, = 0 X ~ —014237
= (-9332D)x, + (14884)x, = 1 X, ~ 0.00010599
(-5.9933)x, = -—0.80095 X =~ 013364
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Compraobacion:

1.0999(-0.14237) + 17.01(0.00010599) + 9.6(0.13364) = 099997 ~ 1
16(-0.14237) + 52(0.00010599) + 1.7(0.13364) = -0.00005 ~ O
3.444(-0.14237) + 16100(0.00010599) — 9.1(0.13364) = 0 ~ 0

Nota: Una buena aproximacion a sistema (4.5) es x, =-0.14232, x, =0.00010597 y
X, =0.13363. Al resolver e gemplo 4.2.1, sin utilizar alguna estrategia de pivoteo la
solucion que se obtiene es: x ~-0.14233, x,~0.00010860 y x,~0.13362.

Comparando estos resultados con los obtenidos en e gemplo 4.1.2 , se puede observar
gue s se aplica pivoteo parcia |os errores relativos son menores.

4.2 M étodo de Crout

El método de Crout, esté basado en lafactorizacion de lamatriz A como sigue:

511 0 0 900 0 1 Wyz Wz ... Ulp 1 1z @1z ... dlg
Iy Iy 0 0 0 hza ... Uzg dz1 oz @z ... Qzq
I;n laz las ... O 0 0 1 cee Uap — @3] gz @az ... dap
by Inz s ... lam 0 0 0o ... 1 Apl Apz @n3a ... an
L. o - - -
" \",I' "
L U A

Parailustrar como funciona el método, se analizara la factorizacion de unamatriz A de
orden 4, donde u, =1. Se comienza alternando entre columnas de L y renglones de

U , tomando en cuenta e elemento a; para obtener los renglones de u; y las columnas

de I, respectivamente:

ij »

Iy 0 0 0 1wy gy uyy d11 @z @13 14
o1 lzz O 0 0 1 ups waa | _ | @21 azz azs asa
[31 laz laa O 0 0 1 uay a1 G3zz daz A3y
Iy i lis Ly 0 0 0 1 P d41 A4z Qg3 Tyy P
L o A
entonces.
1 Para obtener laprimera columnade L, (l,;, I,;, |5, y I,,); setoman en

cuenta los elementos a,,, a,, a, Y a, , Y se redlizala multiplicacion que se
necesita para obtenerlos; despejando después los elementos de L, que se quieren

encontrar:
&, = |11 I11 = ay
& = |21 - |21 = 8y
= I 31 |31 = 4y
& = 141 |41 =
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2. Para obtener e primer renglon de U, (u,,, U, y U,); Se toman en
cuentalos elementos a,,, a, y a,, Yy serealizalamultiplicacion que se necesita

para obtenerlos, despejando después los elementos de U, que se quieren
encontrar:

_ &
u, = |_
— 11

a12 - |11u12 al
— — 3
; = I11"113 Uz = |_
1

a, = Iy,

o o= S

14 |
11

3. Para obtener la segunda columna de L, (I, 5, y |,,); se toman en

cuenta los elementos a,,, a, Y a,, Y se rediza la multiplicacion que se

necesita para obtenerlos; despejando después |os elementos de L, que se quieren
encontrar:

a, = I21"112 + I22 |22 = Q- I21"112
ap = lyu,+ly, =1, = ag—lyuy,
a, = I41"'12 + |42 I42 = a,- I41"'12
4, Para obtener el segundo renglén de U, (u,, ¥ U,,); Se toman en cuenta

los elementos a,, y a,,, Yy se redliza la multiplicacion que se necesita para
obtenerlos; despejando después |os elementos de U , que se quieren encontrar:

u a23_|21u13
23 =
By = s +1Uy - |,
By =yl +1Uy, U = 8y, — |y,
2
|2,
5. Para obtener latercera columnade L, (I, y |,;); se toman en cuenta

los elementos a,, y a,,, Y se rediza la multiplicacion que se necesita para
obtenerlos; despejando después los elementos de L, que se quieren encontrar:

8 = |31u13+|32u23+|33 :>|33 = a33_|31u13_|32u23
s = |41u13+|42u23+|43 |43 = a43_|4l'~113_|42uz:-s
6.
7. Para obtener el tercer renglon de U, (u,,); se toma en cuenta €

elementos a,,, y se rediza la multiplicacion que se necesita para obtenerlo;
despejando después el elemento de U , que se quiere encontrar:
8 — |31u14 — |32U24

|33

Ay = Iyl 15Uy, +15Us, =Uy =

8. Para obtener la cuarta columna de L, (l,,); se toma en cuenta €
elemento a,,, y se realiza la multiplicacion que se necesita para obtenerlo;
despejando después el elemento de L, que se quiere encontrar:
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a, = |41u14+|42u24+|43u34+|44 :>|44 = a44_|41u14_|42u24_|43u34

Al igual que en el método de Doolittle, se puede observar que a utilizar el elemento a,
en el clculode u; y I; segin sea el caso, este elemento no vuelve a emplearse como

tal, por lo que los elementos de L y U generados pueden guardarse en A y ahorrar
memoria de esa manera:

&, &, a; ... a, L, U, Uy o,
& &, Ay ... Ay, N P O U
Ay Ay g . A ——ly by lm U
anl anZ anS a‘nn Inl In2 In3 Inn

sabiendo que u; =1.
Generalizando la obtencién de los renglones de L y las columnas de U ; la forma
general para obtener |os coeficientes de las matrices L y U seria:

1 i-1 . .
u”:I_ aij—ZIikuij pargj =i+1..,n
i k=1
i=12...n-1
j-1
ly=a,- >l U, paai=j,j+1...n
k=1
j=12...n

u =1 parai=123...n

.. . 0
Con la convencion en las sumatorias que Zk=1 =0.

Aplicando €l teorema 4.1.2 se tiene que: con € método de Crout se puede factorizar 1a
matriz A, enlaforma LU sy solo s los determinantes de las submatrices principales
de A son distintos de cero; es decir:

a; a, ... q,

‘aﬂ‘io, :121 :1227&0’ n a:21 a:22 af”;eo
X ) : : :
a, &, - &,

Parareducir los errores de redondeo, se debe utilizar alguna de las estrategias de pivoteo
(seccién 3.3.7), a aplicar el método de Crout.

Ejemplo 4.2.1 Resolver € siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de
Crout; (det A=191, obtenido con Maple).

6x, + 2%, + X - X, = 0
2%+ 4AX + X = 7

X o+ X + 4 - x = -1

- X - X + 3 = -2
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Escribiendo € sistema de ecuaciones en notacion matricial setiene:

6 2 1 -1 0

2 41 O 7
A = b =

1 1 4 -1

-1 0 -1 3 -2

Aunque det A=0, antes de empezar a aplicar el método se debe verificar que los
determinantes de las submatrices principales de A sean también =0, (teorema 4.1.2);
paraquelamatriz A, se puedafactorizar enlaforma LU .

Para verificar esto se obtiene € determinante de las submatrices principales de A,
(estos se obtuvieron con Maple):

6/=60, ‘2 i‘:zo;s 0,

6 2 1 -
6 21
4 1 O
2 4 1=74=0, 1 =191+0
11
-1 0 -1 3

Como los determinantes de las submatrices principales de A son =0 , se empieza
aplicar el método, utilizando la ecuacion (4.6); obteniéndose:

Primera columna de L Primer renglon de I7
=6 1
, 12=73
Iz =2 e ]
13=7%
ln=1 " 1
u=—3
Edl = —1
Segunda columna de L Segundo renglén de I7

_af Ay
1-2( 3 )

Uzga=—T1  —
L

1 o-2(-4) _ 1

p=d-2(1) =1

3
333=1—1{%}' Z%

=

342=D—|:—1:|L%J = =" =15

Tercera columna de L Tercer renglon de U7
La=4—-1(3) -3() =% O o 1) ST
liz=—1—1(-1) {%}—%(%J =—% ™ 5

Chuarta columna de L

=3 - (D () - 1) - (-3) (-2 =2

Entonceslamatriz A, se transforma de la siguiente manera:
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6 L 1 1
3 6 6
S B PN S §
241 o 3 5 10
1 1 4 -1 . 2 3% 9
-1 0 -1 3 3 10 37
4 1 .8 1M
3 10 74
donde:
6 0 0 O ;111
> 105 36 6
3 01 1+ 1
L=1ggo y U= 5 10
3 10 001 -2
a1 9 37
3 10 74 000 1
Comprobacion:
6 0 0 0 141 1 6 2 1 —1
2 L 0 0 Dl%%: 24 1 0
1 2 I g 001 - 11 4 -1
-1 3 -5%/\ooo 1/ \-10-1 3/
L i A

Para obtener la solucion del sistema de ecuaciones lineales (4.7) se empieza resolviendo
el sistema4.1); obteniéndose:

6 0 0 0
2% 0o o |%] (O

Y, 7

Ly=b -
y 1 2 3 oy Tl
3 10 X

PEERE R R

3 10 74

Se aplica la sustitucion hacia adelante, a fin de obtener €l valor de las incognitas del
vector y.

6y, =0 Y = 0
2y, + % Y2 = 7 Y, = ]2__;-
= 2 37 = 24
y, o+ 5 Y, + E VA = -1 Y; = - E
1 9 191 243
- Y+ 5 Y. — E Y; + ﬁ Y, = -2 Yo = — ﬁ
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Después se resuelve el sistema (4.2); obteniéndose:

;11 1 0
SN E
01 1 Ly 10
Ux=y 5 10 = 24
9% | 37
0 1 —— X,
37 _243
000 1 191
Finalmente, se aplica la sustitucién hacia atrés, a fin de obtener € vaor de las
incognitas del vector X.
+ 1 + 1 — EX — O — 7@
. 3% 6° 6" %7 7o
L1, . 2 . %2
. “ T E% T 0% T 10 ST
S, - A - 188
% 7™ 37 % T T,
243 243
4 = T Tan X = /=
191 191
Comprobacion:
164 462 183 243
6(‘@) + Z(E) + (_ﬁ) - (_ﬁ) = 0
164 462 183
2(‘@) + 4(@) + (_ﬁ) = 7
164 462 183 243
= —< 4-—) - (5 =
o7 Gor T YL
164 183 243
- (_ﬁ) - (_ﬁ) + 3(‘@) = -
4.3 M éodo de Cholesky
El método de Cholesky, esta basado en la factorizacion delamatriz A como sigue:
ln 0O 0 0 hh I In I a1 iz 13 Ap
In Iz 0 0 0 Iz Il lnz Gz1 Gz 0423 Q2
Iay lag las 0 0 0 a3 L3 = 31 3z dag Qap
E?’.l 'Enz InS E?’.n 0 0 0 'E‘r.‘r. An1 Qpz Gna Ann
I It A

Para poder aplicar éste método, se requiere que la matriz A tenga coeficientes reales,
sea simétrica y definida positiva; y esta basado en la factorizacién de lamatriz A como
A=LL.

Teorema 4.3.1 Si A es una matriz simétrica y definida positiva, entonces tiene una
factorizacion Gnica A= LL' en donde L es una matriz triangular inferior con diagonal
positiva.

Parailustrar como funciona € método, se analizarala factorizacion de unamatriz A de
orden 4, donde I; =u;; tomando en cuenta el elemento g; para obtener las columnas
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del. :

lhh O 0 0 i lz1 I g app drz dig iy
lz1 Iz 0 0 0 Iz I la2 _ dz1 a2z dzz doy
lag 1z I3z 0 0 0 I3 Iy dzp 3z Gzz day
. I le Il ly " 0 0 0 Iy PN dq1 Q4o dgz Qg )
L It A
entonces.
1 Para obtener la primera columnade L, (l,,, |, 15, y 1,,); setoman en

cuenta los elementos a,,, a,, a, Y 8, , Y Se redlizala multiplicacion que se
necesita para obtenerlos; despejando después los elementos de L, que se quieren

encontrar:
L, = \ay
— 2 _ 9
a; = I11 |21 - |_
— 11
a21 - I21|11 =
= 1) l, = =
a31 31'11 31 |
11
a, = LA,
— a4l
|41 - 7
Ill
2. Para obtener la segunda columna de L, (I, 5, y |,,); se toman en

cuenta los elementos a,,, a, Yy a,, y Se redliza la multiplicacion que se
necesita para obtenerlos; despejando después los elementos de L, que se quieren

encontrar:
l,, = a,-I2
_ 2 2 2 2 121
a22 - |21+|22 ag I |
— — 2 3121
8, = lyly+lgl, =1, = |
22
8, = lyly+lply |
| _ B —lyly
22
3. Para obtener la tercera columnade L, (I, y I,;); se toman en cuenta

los elementos a,, ¥ a,, Y se rediza la multiplicacion que se necesita para
obtenerlos; despejando después los elementos de L, que se quieren encontrar:

l, = —12 12
_ 2 2 2 33 Ay — Iy~ s
a33 - |31+|32+|33 = a | | | |
— 43~ '41'31 ~ '42'32
a43 - |41|31+|42|32+|43|33 |43 = |
33
4, Para obtener la cuarta columna de L, (l,); se toma en cuenta €

elemento a,,, y se realiza la multiplicacion que se necesita para obtenerlo;

despejando después el elemento de L, que se quiere encontrar:

12 2 2 2 _ 2 2 2
a, = I41""42""43""44 :>|44 - \/a44_|41_|42_|43
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Al igua que en el método de Dooalittley en el de Crout, se puede observar que a utilizar
el elemento a; en el calculo |, este elemento no vuelve a emplearse como tal, por lo

gue los elementos de L generados pueden guardarse en A y ahorrar memoria de esa
manera;

a’ll alZ a13 e a5I.n Ill |21 |31 e Inl
a?l a22 a23 e a2n I21 I22 |32 e |n2
a31 a32 aBS e aSn |31 |32 |33 e In3

an1 an2 ans ann In1 In2 In3 Inn
sabiendo que |, = u, .

Generalizando la obtencion de las columnas de L ; la forma general para obtener los
coeficientesde lamatriz L seria:

i—1 %
1, :[aﬂ - IiﬁJ pargj =2,3,...Nn (4.8)

T,
iR

1 .
Iijz—[aﬂ—ZIiklij pargj =23,..,n

k=1
i=j+1Lj+2...,n-1

l; =0 parai < |

Teorema 4.3.2 Una matriz simétrica A es definida positiva si y solo S sus primeras
submatrices principal es tienen determinante positivo.

Aplicando € teorema 4.3.2 se tiene que: con el método de Cholesky se puede factorizar

la matriz A, en la forma LL' s y solo s los determinantes de las submatrices
principales de A son positivos; es decir:

& @ - @y

a,|>0, :1 :1:>o, afl afz af“>0
L 3y P .
8y B, - &,

Teorema 4.3.3 Si se multiplica una matriz cuadrada A de orden n por su transpuesta,
entonces el producto de A'A resulta una matriz simétricay definida positiva.

Este Ultimo teorema permite no restringir el método de Cholesky, aplicandolo a
matrices de coeficientes cualesquiera, ya que si la matriz de coeficientes no es simétrica
0 no es definida positiva, basta multiplicar por la transpuesta para que tales condiciones
se cumplan. En efecto, si Ax=Db, entonces € sistema equivalente cuenta con una matriz
de coeficientes A'A simétrica y definida positiva, y € vector de constantes es A'b; e
cual se puede resolver por € método de Cholesky.
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Es importante observar que con este método no se puede aplicar alguna estrategia de
pivoteo para reducir los errores de redondeo; ya que a redizar algun intercambio de
renglon o de columna, lamatriz A yano cumpliria con la propiedad de ser simétrica.

Ejemplo 4.3.2 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de
Cholesky, con 5 cifras significativas; (det A=808, obtenido con Maple).

o + X o+ 2% - x, =1
X+ 7% + 3, = 2

2%, + 5% + X, = 3
4

- X + 3 + X + 8x =

Escribiendo € sistema de ecuaciones en notacién matricial setiene:

5 1 2 -1 1

1 70 3 2
A= b=

2 05 1 3

-1 31 8 4

Aungue det A=0, antes de empezar a aplicar el método se requiere verificar que la
matriz A tenga coeficientes reales, sea simétricay definida positiva.

Los coeficientes son reales. Para verificar s es simétrica se debe de cumplir que
A=A,

5 1 2 -1 5 1 2 -1
1 7023| |1 70 3
A= =A
2 05 1 05 1
131 8 131 8

Para saber si es definida positiva se deben calcular |os determinantes de las submatrices
principales de A, los cuales tienen que ser >0, (teorema 4.3.2); para que lamatriz A,
se pueda factorizar en laforma LL'.

Para verificar esto se obtiene el determinante de las submatrices principales de A,
(estos se obtuvieron con Maple):

|5 =5>0, E ;‘=34>o,

5 1 2 -
5 1 2
1 70 3
1 7 0=142>0, =808>0
2 05 1
2 0 5
-1 31 8

Como los determinantes de las submatrices principales de A son >0 , se empieza
aplicar el método, utilizando la ecuacion (4.8); obteniéndose:
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Primera columna de L
1 =+/b = 2.2361

I :?1’5 =0.44721

Iy =% = 0.89441
ln=—-=—0.44721

5

Segunda columna de L

Iz = /T — (0.44721)% = 2.6077

532 _ D—{D.SQ;:;E;?.M.TEI} — —0.15330
342 _ 3—{—0.&;13313_::0.44?21} — 1.9971

Tercera columna de L

lsa = /5 — (0.80441)% — (—0.15330)2 = 2.0436

1—{ —0.44721 %0 80441 —( 12271 —0.15330) e d
543 — { 72130 bgz_u_j%{ 71N 5 ) — 077716

Cuarta columna de L

la= /8 — (—0.44721)2 — (1.2271)% — (0.77716)2 = 2.3854

Entonceslamatriz A, se transforma de la siguiente manera:
5 1 2 -1 22361 0.44721 0.89441 -0.44721

1 7 0 3 0.44721 2.6077 -0.15339 1.2271
= 2 05 1 7 0.89441 -0.15339 20436 0.77716
-1 31 8 -0.44721 1.2271 0.77716 2.3854
donde:
2.2361 0 0 0
0.44721  2.6077 0 0

0.89441 -0.15339 2.0436 0
-044721 12271 0.77716 2.3854

2.2361 044721 089441 -0.44721
0 26077 -0.15339 1.2271
0 0 20436 0.77716
0 0 0 2.3854

L' =

Comprobacion:
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2.236]1 ] i ] 22361 0.44721 059441 —0.44721
0.44721 26077 i 0 i 26077 —0.15339 1.2271
089441 —0.15339 20436 0 i i 20435 077716 B

y —0.44721 1.2271 077716 2.3854 i i i 2.3854
L It
50001 1.0000 20000 —1.0000
10000 T.O001  —0.00001 20909
20000 —0.00001 4.99538 0.0990%
. —1.0000 20990 05090559 T7.09009
= A

Para obtener la solucion del sistema de ecuaciones lineales (4.9) se empieza resolviendo
el sistema (4.1); obteniéndose:
2.2361 0 0 0 A

b 044721  2.6077 0 0 || _
Y= 0.89441 -015339 20436 0 ||y,|

-044721 12271 0.77716 2.3854)\y,

A WODN PR

Se aplica la sustitucion hacia adelante, a fin de obtener €l valor de las incognitas del
vector y.

2.2361y, =1 y, = 044721
044721y, + 26077y, = 2 LY = 0.69027
0.89441y, — 015339y, + 20436y, = 3 y, = 13241
- 044721y, + 12271y, + 077716y, + 238%4y, = 4 y, = 097424

Después se resuelve el sistema (4.2); obteniéndose:

2.2361 044721 089441 -044721\(x,| (0.44721
ey 0 26077 -015339 12271 |x,| _|0.69027
0 0 2.0436  0.77716 || x| | 1.3241
0 0 0 2.3854 )|x,| (0.97424

Finalmente, se aplica la sustitucion hacia atrés, a fin de obtener e valor de las
incognitas del vector Xx.

22361+ 044721x, + 0.89441x, - 0.44721x, = 044721 X =~

N 2.6077x, - 0.15339x, + 12271x, = 0.69027 X, ~

2.0436x, + 0.77716x, = 1.3241 X, ~

2.3854x, = 0.97424 X, =~

Compraobacion:

5(0.064343) + (0.10149) + 2(0.49261) - (0.40842) = 099998 =~ 1
(0.064343) + 7(0.10149) + 3(0.40842) = 20001 =~ 2
2(0.064343) + 5(0.49261) + (0.40842) = 3.0001 =~ 3
— (0.064343) + 3(0.10149) + (0.49261) + 8(0.40842) = 4.0001 =~ 4
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Ejemplo 4.3.2 Resolver € siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de
Cholesky, con 6 cifras significativas; (det A=-31, obtenido con Maple).

4, + 3, - %X =0
2%+ X =1 (4.10)
33X + 8% + 9% 4

Escribiendo € sistema de ecuaciones en notacién matricial setiene:

4 3 -1 0
A=|2 1 O b=|1
38 9 4

Aunque det A= 0, antes de empezar a aplicar e método se requiere verificar que la
matriz A tenga coeficientes reales, sea simétricay definida positiva.

Los coeficientes son readles. Para verificar s es simétrica se debe de cumplir que
A=A,

4 3 -1 4 2 3
A=|2 1 0|=A'!3 1 8
38 9 -1 0 9

Para saber si es definida positiva se deben calcular |os determinantes de las submatrices
principales de A, los cuales tienen que ser > 0, (teorema 4.3.2); para que lamatriz A,
se pueda factorizar en laforma LL'.

Para verificar esto se obtiene & determinante de las submatrices principales de A,
(estos se obtuvieron con Maple):

4= 450, ‘2‘ j=—2<o,

4 3 -1
2 1 0{=-31<0
38 9

Como lamatriz A, no es simétrica y no es definida positiva, basta multiplicar por la
transpuesta para que tales condiciones se cumplan, (teorema ?); obteniéndose un sistema

equivalente: A=A Ay b =Ab.

4 2 3\(4 3 -1 29 38 23
A'=A'A=[ 3 1 8|2 1 0(=|38 74 69
-1 0 9){3 8 9 23 69 82

4 2 3)(0 14

b'=A'b=| 3 1 8| 1|=|33

-1 0 9){4 36

Severificar s A essimétrica( A= A').
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29 38 23 29 38 23
A'=138 74 69|=A"|38 74 69
23 69 82 23 69 82

Se verificar si |os determinantes de las submatrices principalesde A" son > 0, (estos se
obtuvieron con Maple):

29 28
|29 =29>0, =702>0,
38 74
29 28 2
38 74 69=961>0
23 69 82

Como A’ es simétrica'y sus determinantes de las submatrices principales son >0 , se
empieza aplicar e método, utilizando la ecuacién (4.8); obteniéndose:

Primera columna de L

I, =29 = 5.38516

Iy = 25 = 7.05643

Iy = % = 4.27100

segunda columna de L

[ =+/7T4 — (7.05643)% = 4.92004

69—(4.27100)(7.05643) _ = ga=
lzz= 52001 = T7.80872

Tercera columna de L

ls3= /82 — (4.27100)% — (7.80872)% = 1.16996

Entonceslamatriz A, se transforma de la siguiente manera:

29 38 23 5.38516 7.05643 4.27100
= |38 74 69 |——| 7.05643 4.92004 7.89872
23 69 82 4.27100 7.89872 1.16996
donde:
5.38516 0 0 5.38516 7.05643 4.27100
L=| 7.05643 4.92004 0 y L' = 0 4.92004 7.89872
4.27100 7.89872 1.16996 0 0 1.16996

Compraobacion:
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5.38516 0 0 5.38516 7.05643 4.27100
7.05643 4.92004 0 0 492004 T.89872 | =
4.27100 7T.89872 1.16996 0 0 1.16996

g - g -
¥ ¥

L L

28.9999 38,0000 23.0000
38.0000 74.0000 69.0000
23.0000 69.0000 82.0000

g -
e

= AT
—~

Para obtener la solucion del sistema de ecuaciones lineales (4.10) se empieza
resolviendo el sistema (4.1); obteniéndose:

5.38516 0 0 y,| (14
Ly=b 7.05643 4.92004 0 Y,|=|33
427100 7.89872 1.16996)|y,) (36

Se aplica la sustitucion hacia adelante, a fin de obtener € valor de las incognitas del
Vector .

5.38516Y, = 14 y, = 259974
—  7.05643y, + 4.92004y, = 33 —vy, = 297866
427100y, + 7.89872y, + 11699y, = 36 y, = 1.17004

Después seresuelve el sistema (4.2); obteniéndose:
538516 7.05643 4.27100) x 2.59974

L'x=y 0 4.92004 7.89872 | X, |=| 2.97866
0 0 1.16996 )| x, 1.17004

Finalmente, se aplica la sustitucién hacia atrés, a fin de obtener € vaor de las
incognitas del vector X.

5.38516x, + 7.05643x, + 4.27100x, = 0.44721 X, ~ 1.00010
= 4.92004x, + 7.89872x, = 0.69027 X, ~ —1.00011
1.16996x, = 1.3241 X, ~ 1.00007
Comprobacion:
4(1.00010) + 3(-1.00011) - (1.00007) = 0.00000~ O
2(1.00010) + (-1.00011) = 100009~ 1
3(1.00010) + 8(-1.00011) + 9(1.00007) = 4.00005~ 4
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4.4 Aplicacionesy gjercicios

Ejercicio 4.1 Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por € método de

Doolittle, con 6 cifras significativas.

a X + X, + X, =1 b) x, + X, + X,
22X - X, + 3, = 4 2X = X, o+ 3
X + X, - 2%, = -2 X o+ 22X, — 2%

Solucion:

1 0 0 1

L =| 2.00000 1 0 u=|0

3.00000 0.333333 1 0

a) x, ~ 0249998 b) x, ~ 200000
X, =~ -0.312500 X, =~ —3.25000
X, = 106250 X, = -0.750000

-2 0 X + X, + X3 = 2
5 2 - X o+ 3K = -1
1 X + X, — 2X; = 4
1 1
~3.00000 1.00000

0 -5.33333
c) x, ~ 0.250000

X, ~ 168750

X, = 0.0625004

Ejercicio 4.2 Comprobar que la siguiente matriz se puede factorizar por €l método de

Doolittle; y redlizarla.

>

I
O O o r Pk
oo~ BN

Solucioén:

0
3
9
9
0

H O O

o O O O

16 25

=10, ‘1 j:zio,

=24+0,
4

O O B
o ~A BN
© © w O

16

—
I

o O O - -

SO O N - O

o w kr O O

A P O O O

= O O O O
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O O O - BB

O o M~ BADN

1

o

o © © w O

o O O O B+

N

IS

O O O NN

0
3=6=0
9

0

0
0(=120%0
5

25

0 0O
3 00
340
0 45
0 05



Ejercicio 4.3 Obtener la factorizacion LU de la siguiente matriz por €l método de
Doolittle.

2 4 -1 O
4 10 -1 -1
A=
6 10 -7 1
0 2 1 -2
Solucioén:
1 0 0O 2 4 -1 0
2 1 0O 0 2 4 1
L: U:

3 110 00 3 0
0 1 01 00 0

Ejercicio 4.4 Resolver € siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de
Cholesky.

X + 9% + 5% = 3
X + 2% + X = 2
X + 2% + 3x =1
Solucién:
11 1)1 55 3 9 9
A'=A'A=|5 2 2|1 2 1|=|9 33 33
51 3){11 2 3 9 38 3H
1 1)(3 6
b'=A'b=|5 2 2| 2|=|21
5 1 3)11 20
3 9 9 1.732051 5.196152 5.196152
=9 33 33— | 5196152 2.449490 2.449490
9 33 35 5196152 2.449490 1.414214
donde:
1.732051 0 0 1.732051 5.196152 5.196152
L=|5.196152 2.449490 0 y L' = 0 2449490 2.449490
5196152 2449490 1.414214 0 0 1.414214
X, = 0.500000
X, ~ 1.000000
X, =~ —0.500000
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Ejercicio 4.5 Una florista ofrece tres tamafios de arreglos florales que contienen rosas,
margaritas y crisantemos. Cada arreglo pequefio contiene unarosa, tres margaritasy tres
crisantemos. Cada arreglo mediano contiene dos rosas, cuatro margaritas y seis
crisantemos. Cada arreglo grande contiene cuatro rosas, ocho margaritas y seis
crisantemos. Un dia la florista advierte que ha utilizado un total de 24 rosas, 50
margaritas y 48 crisantemos para preparar ordenes de estos tres tipos de arreglos.
¢Cuantos arreglos de cada tipo habra hecho?. Resolver por el método de Crout.

Solucion:
Sean X, X, Y X, los tipos de arreglos pequefio, mediano y grande, respectivamente.
Puesto que para un arreglo pequefio se ocupa una rosa, se necesita de un total de x
rosas por dia. De manera similar necesitan un total de dos rosas para el arreglo mediano
y 4 para €l grande: 2x, y 4x,. Puesto que se quiere acabar con las 24 rosas, se obtiene
la siguiente ecuaci on:

X +2X, +4%, =24

Del mismo modo de obtienen las ecuaciones correspondientes para las margaritas y los
crisantemos.

33X + 4x, + 8% = 50
3x, + 6x, + 6x 48

Asi se tiene un sistema de tres ecuaciones lineales con tres variables. (det A=12).
Resolviendo por e méodo de Crout, se obtiene:

1 2 4 1 2 4
=3 4 8—|3 -2 2
3 6 6 3 0 -6
donde:
1 0 O 1 2 4
L=|3 -2 O y U=|0 1 2
3 0 -6 0 01
X = 2
X, = 3
X = 4

Es decir lafloristarealizd dos arreglos pequefios, tres medianos y cuatro grandes.
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Conclusiones

Con la elaboracion de éste material de apoyo se logra poner a alcance de los
estudiantes de la licenciatura en Matematicas Aplicadas y Computacion, una
guia para el estudio independiente a la bibliografia basica y complementaria
gue aparece en los programas de la asignatura, sin pretender en ningun
momento que éste la sustituya; es simplemente un complemento en donde se
explican de forma clara y sencilla los temas de la asignatura de Métodos
Numéricos | del plan 2006.

Cabe mencionar que pensando en gue se seguiran actualizando los planes de
estudio; este material mas adelante puede ser corregido, perfeccionado y
actualizado sin mayores complicaciones, gustandose a las nuevas
modificaciones que vayan solicitando la implementacion de nuevos planes de
estudio.
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