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Introduccion

Las transiciones de fase cudnticas son cambios cualitativos en las propiedades de los estados base
en sistemas de muchos cuerpos debido a las modificaciones o interacciones entre sus constituyentes o
interacciones de los contituyentes con campos externos. Tipicamente las transiciones ocurren cuando
algin parametro g del sistema hamiltoniano es variado a través del espacio de pardmetros.

Los modelos de Jaynes-Cummings (JC) y Lipkin-Meshkov-Glick (LMG) son modelos muy im-
portantes en el campo de la dptica cuantica. El modelo JC describe la interaccion de un dtomo de dos
niveles con una cavidad electromagnética cuantizada, que contiene un solo modo de oscilacién. Este
modelo describe algunos fenémenos tales como oscilaciones de Rabi e inversién dtomica; también ha
sido adoptado como modelo de investigacion del espectro de emisiéon de dtomos de dos niveles. Re-
cientes experimentos con adtomos de Rydberg altamente excitados con cavidades electromagnéticas
han permitido investigar experimentalmente y confirmar las predicciones hechas por el modelo JC.

Desde el comienzo de la decada de 1980, es sabido que el modelo LMG representa una aproxi-
macion a los modelos ferromagnéticos de Ising y que por medio de la aproximacion semiclésica tiene
transiciones de segundo orden en el limite de un gran nimero de particulas. Las transiciones de
fase en el limite de un gran nimero de particulas han sido estudiadas recientemente. En general,
se ha encontrado que los estados comprimidos es una condicién nesesaria pero no suficiente para el
enredamiento cudntico, con diferentes predicciones de enredamiento en el dtomo de dos niveles del
modelo JC.

El propésito de esta tesis es presentar las aplicaciones de los estados coherentes de su(2) y
hw(1) [12] para obtener transiciones de fase cudnticas en sistemas cudnticos simples que involucren
operadores de ambas dlgebras [7], ademds de mostrar sus relaciones con el caso cldsico a través de
aproximacion semiclésica del valor esperado de la matriz hamiltoniana cuantica en la base de estados
coherentes. Para ello en el primer capitulo se desarrolla el formalismo de segunda cuantizacion
[10, 16, 27], que tiene como objetivo mostrar cémo escribir hamiltonianos cudnticos en términos de
operadores bosénicos y fermiénicos. En este capitulo se incluye una de las primeras aplicaciones del
formalismo de la segunda cuantizacién, se cuantiza el campo electromagnético [24]. En el segundo
y tercer capitulos se construyen los estados coherentes de hw(1l) y su(2). En el primer caso se dan
las tres definiciones de estado coherente; se demuestra que estos son eigenvectores del operador de
aniquilacién. La construccién de los estados coherentes de su(2) se hace de manera andloga a lo
hecho con el dlgebra hw(1). Estas construcciones muestran que los estados coherentes forman una
representacion especial de la mecénica cudntica. Para ambos casos se construyen explicitamente las
relaciones de completez. Se construyen también algunos elementos de matriz de los operadores de
las dlgebras hw(1) y su(2) y productos entre ellos en la base de sus estados coherentes. Ademds
se construyen sus corchetes de Poisson los cuales muestran que las ecuaciones de movimiento en la
representacion de estados coherentes se reducen al caso clésico.

En el cuarto capitulo se hace un analisis del modelo LMG tanto cuantico como clasico. En el
analisis cuantico se obtienen las energias para el caso diagonal y no-diagonal; en el caso diagonal se
grafican las energias, que muestran que para ciertos valores de los pardmetros de control se producen
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degeneraciones; se obtienen relaciones matematicas para los valores exactos en los cuales se producen
dichas degeneraciones. Para el caso no diagonal se grafican las energias para ciertos valores de los
parametros; estas graficas muestran interseciones y anti-intersecciones en los niveles de energia; se
dan relaciones matematicas para los valores en los cuales se producen las intersecciones y anti-
intersecciones. Se grafican las superficies de energia para el estado base y el primer estado excitado.
Estas graficas muestran sibitos cambios en la pendiente para algunos valores de los pardmetros;
éstos cambios en la pendiente se muestra que tienen lugar aproximadamente en donde se producen
las transiciones de fase en el modelo clasico.

Para el analisis clasico se utiliza el valor esperado de la matriz del hamiltoniano del modelo
LMG en la base de estados coherentes de su(2). Este valor esperado serd llamado funcién de energia.
El comportamiento dinamico en el caso clasico, estd gobernado por la funcién de energia o funcién
hamiltoniana. Para obtener el comportamiento dindmico se encuentra la separatriz del modelo clasico
(recordemos que la separatriz en la mecdnica cldsica nos determina el caracter de estabilidad de los
puntos de criticos); ésto se logra a través de la condicién DetH,, = 0, donde H,p es la matriz
hessiana de la funcién de energia. Una vez obtenida la separatriz se determinan los grados de las
transiciones de fase a través del criterio de Ehrenfest.

Se muestra que la separatriz clasica no sélo gobierna el comportamiento del modelo clésico sino
también del modelo ctiantico; es decir, en el caso cudntico la separatriz nos dice en qué valores de
los pardmetros del hamiltoniano existen las degeneraciones en la energia y en el caso clasico dénde
se llevan a cabo los cambios de caracter de los puntos criticos asi como sus transiciones de fase.

En el quinto capitulo se realiza el andlisis hecho en el modelo LMG con el modelo JC. Se
demuestra que en el modelo clasico existen transiciones de fase de primer orden y éstas se manifiestan
a nivel cudntico en el cambio de espaciamientos de los niveles de energia préximos. Ademds se
demuestra que el modelo JC es equivalente al modelo LMG. Por ultimo en el sexto capitulo se dan
las conclusiones.



Capitulo 1

Segunda Cuantizacion

En este capitulo introduciremos el método de segunda cuantizacion tanto para sistemas bosénicos
como para sistemas de fermiones, para posteriormente aplicarlo a la cuantizacion del campo electro-
magnético.

1.1. Oscilador Arménico y Estados de Fock

El hamiltoniano de un conjunto de osciladores arménicos cudnticos [5] multidimensionales
estd dado por

52 252
H:Z[p_k+w , (1.1)

donde las variables Py vy gk, son operadores cuanticos de momento y posicién para cada una de las
direcciones en el espacio. Este mismo hamiltoniano puede ser definido de un modo méas conveniente,
de tal manera que evitemos las constantes, si introducimos el siguiente par de operadores!

1
. . 1.2
Gk = Vmwqr,  Pr —ka , (1.2)

los cuales satisfacen las siguientes relaciones de conmutacién:
[k, Pr] = 1. (1.3)

Introduciendo estos nuevos operadores en el hamiltoniano (1.1), este se reduce a

H=3" 2@+ (1.4)
k

Si construimos operadores con combinaciones lineales de los operadores (1.2), de la manera
siguiente

1 . . . 1 . .
ar = E(Qk +’ka), a]Tg = ﬁ(q/c —’ka), (15)

1En este trabajo % la tomamos igual a uno.
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los cuales llamaremos de creacién y aniquilacién respectivamente [5], que satisfacen las siguientes
relaciones de conmutacion

lag,al) =1, [a ax] = [a},af] = 0. (1.6)

Utilizando la definicién de los operadores de creacién y aniquilacién, junto con su relacién de
conmutacién, el hamiltoniano (1.4) queda de la siguiente forma

ﬁ:Zw(&L&k—F%). (1.7)
k

Escribiendo d;‘c&k = Ny, el Hamiltonino anterior se reduce a

1

5)- (1.8)

A=Y (e +
k
El operador Ny, es llamado operador de niimero [24]. Los eigenestados del operador de niimero |nz),

son conocidos como estados de nimero o estados de Fock [5], y satisfacen la siguiente relacién de
eigenvalores

Nilnw) = ng|ng), (1.9)
donde np =0,1,2...c0y k=1,2,..., N la direccién en el espacio, de cada uno de los operadores.
In1,ne, ... ,nn) =[m) ®[n2) ® - - @ [nn), (1.10)

y el estado base (o estado del vacio), estd definido como
|0) = [01) ® [02) ® - - - @]|0n), al0) = 0. (1.11)
La energia por ultimo (valor esperado del hamiltoniano (1.7)) toma la forma
. al 1
B = ulline) = 3w+ 3) (1.12)

De la aplicacién de los operadores de creaciéon y de aniquilacién a los estados de nimero, se
obtiene

aglne) = virlne — 1), ak|ne) = Vg + 1ng +1). (1.13)

Los estados excitados pueden ser obtenidos aplicando n veces el operador de creacién al estado del
vacio

|n1;n25"'anN>:H r |O> (114)
k

Los estados de Fock son ortonormales
(| my) = Ok, (1.15)

y forman una base del espacio, para cada wy

i ) (k| = 1. (1.16)

nkZO
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1.2. Evolucién del Valor Medio de un Operador

Sea A un operador en algiin espacio de Hilbert. Si el estado [1(t)) del sistema est4 normalizado,
el valor medio del operador A en el instante ¢ es

(A) (1) = (@) Al (D))- (1.17)

Vemos ahora que (A4)(t) depende del tiempo, a través de |1(t)), el cual involucra el tiempo de acuerdo
con la ecuacién de Schrédinger [5], como

() = HO0). (118)

Sin embargo, el operador A puede depender explicitamente del tiempo, causando una variacién
adicional de (A)(t) con respecto al tiempo.

Para obtener la relacién que nos diga como evoluciona en el tiempo un operador y como esta
ecuacién se relaciona con la mecéanica clasica, debemos proceder de la siguiente manera.

Derivemos (A)(t) = (4(t)|A]1(t)) con respecto a t, de manera que obtenemos

d d

T IA0) = [Swml] A + wnIAOLS )]+l @), (119)

Si despejamos 4 |1)(t)) de la ecuacién (1.18), obtenemos

d . 1, . - DA
44 = A4 HOD +(5-)- (1.20)

Otra manera de obtener la evolucién temporal de un operador, es en el esquema de Heisenberg;
en el cual los operadores tienen dependencia temporal de la forma

A )y = Ut () AU (1), (1.21)

donde U(t) es un operador unitario dependiente del tiempo y donde los super-indices nos dicen que
estamos pasando de la representacién de Schrédinger a la representacion de Heisenberg.

Como un ejemplo consideremos el hamiltoniano de un oscilador armoénico unidimensional cuanti-
co. Introduzcamos el hamiltoniano en la ecuacién (1.20). Una vez hecho ésto se obtienen un par de
ecuaciones

d(a)
dt

at
= —iw(a), da) = —iw(a)’,

dt

(1.22)

que tienen las siguientes soluciones:

(@)(t) = (@)(0)e™™", (@) (1) = (@ (0)e™". (1.23)

1.3. Segunda Cuantizacién

Consideremos un conjunto 1 (r1),s(rs),... ortogonal y completo de funciones de onda de
estados estacionarios de una sola particula. Estas pueden ser estados de una particula en algin
campo externo arbitrario, pero usualmente son tan solo ondas planas. Las funciones de onda de
particula libre tienen valores definidos de momento (y de proyeccién de espin). A fin de tener un
espectro de estados discreto, debemos considerar el movimiento de las particulas en una regién muy
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grande pero finita, para la cual los eigenvalores de las componentes del momento formen una serie
discreta, los intervalos serdan inversamente proporcionales a las dimensiones lineales de la region y
tienden a cero al incrementar ésta (condiciones de frontera).

Consideremos de una manera puramente formal un sistema de n particulas que no interactian
entre si. Cada particula se halla entonces en uno de los estados 11,12,... Sea n; el nimero de
particulas que se encuentran en el estado ;. Este niimero, claro estd, puede ser igual a cero. Dados
los nimeros ny, ng, ... (es evidente que > n; = n) determina un estado del sistema en conjunto; lo
representaremos mediante los sub-indices en la funcién de onda en el sistema ¥, ,,. .. Se trata de
construir un formalismo matematico en el que los nimeros de ocupacién de los estados, ni, na, ...
(v no las coordenadas de las particulas) representan el papel de las variables independientes [16].

La funcién ¥, ,,... es la suma simetrizada (las particulas satisfacen la estadistica de Bose) de
productos de funciones ;. Escribamosla en la forma:

W =\ ) S (i (1) -y (). (1.2

P1, D2, --., Dn son aqui los niimeros que fijan los estados en los que se encuentran las diferentes
particulas, y la suma se extiende sobre todas las permutaciones de los indices pi, p2, ..., pp. Los
ndmeros n; indican cuantos de los indices p1, p2, ..., p, son considerados. El nimero total de

términos en la suma anterior es n!/nilng! .. ..

El factor constante en la suma se ha elegido de tal manera que la funcién resulte normalizada
(en virtud de la ortogonalidad de las funciones de onda).

Sea ahora AS) el operador de alguna cantidad que pertenece a la a-ésima particula y que actia
s6lo en las variables de esa particula. Introduzcamos el operador, simétrico respecto a todas las
particulas

FO=3%" A0, (1.25)

[e3

(la suma se extiende sobre todas las particulas). Antes que nada, es facil ver que los elementos de
matriz seran diferentes de cero solo para las transiciones las cuales dejen invariantes los niimeros de
ocupacién ni,na, ... (elementos de la diagonal) y para transiciones donde uno de estos nimeros sea

incrementado y otro disminuido en una unidad. Entonces cada uno de los operadores AS) actua sélo
en una de las funciones del producto 1, s - - - 11, sus elementos de matriz s6lo pueden ser diferentes
de cero para las transiciones en las cuales los estados de una sola particula son cambiados, es decir,
que el nimero de particulas en algin estado es disminuido en un unidad, y en el otro estado es
incrementado en una unidad. El cédlculo de los elementos de matriz es en principio muy simple. Los
elementos no diagonales estan dados por

FOMt = AR (nan), (1.26)

y los elementos de matriz de /All(.i) por
AR = /1/)*i(ri)14(1)1/)k (rg)dr, (1.27)

entonces los operadores /AL(ll) difieren sé6lo en las etiquetas que poseen las variables, en las cuales
actan. Los elementos de la diagonal de F") son el valor medio de la cantidad F(!) en los estados

Ynyn,e-s oL lo que

FO =3 APn,. (1.28)
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La matriz anterior, nos sugiere, por tener en ella el niimero n; la utilizaciéon de los operadores
de creaciéon y aniquilacién. Pero primero hagamos la identificacion siguiente entre las funciones y
los estados, de manera que podamos utilizar las propiedades de los operadores de aniquilacién y
creacion

Unyng... = |01, 2,0, (1.29)

hecha ésta identificacién los operadores de ascenso y descenso satisfacen las siguientes relaciones de
conmutacién:

[ai,a}) = 6y [as,ai] = [a],af] =0, (1.30)

y actian sobre los estados como

&1‘|7’L1,7’L1,...,7’L1‘,...> = \/ﬁ|n1,n1,...,ni— 1,...>, (131)
&j|n1,n1,...,ni,...> =+vn+1ny,ny,...,n;+1,...). (1.32)

De aqui se tiene

a0 = Nj 41, (1.33)
de manera similar

&Z&i — N, (1.34)

De las relaciones anteriores obtenemos
FO =3 A alar. (1.35)
ik

Este resultado puede ser generalizado a operadores mas generales, por ejemplo,

FO=3"A%) (1.36)

a>b

A (2 . . . . ,
donde A((lb) es el operador de cantidades fisicas pertenecientes a dos particulas, por lo que actia
en las variables r, y rp. Céalculos similares nos muestran que este operador puede ser expresado en
términos de los operadores a;, &j, por

~ 1 ~
FO® = 5 > kAP imyala) g, (1.37)
i,k,lm
donde
(ik| A®)|lm) = / / V* (P )Y (12) APy (1) (12 ) dry des. (1.38)

Estas ecuaciones pueden ser utilizadas para expresar, en términos de los operadores de creacion y
aniquilacién, el hamiltoniano de algin sistema fisico de IV particulas idénticas interactuantes. El
hamiltoniano de tal sistema es, desde luego, simétrico con respecto a todas las particulas. En la
aproximacion no relativista, puede ser expresado de la siguiente manera

H=Y D+ UD(rar)+ > UD(ra,r,re)+ ..., (1.39)

a>b a>b>c
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donde ﬁ((ll) es la parte del hamiltoniano la cual depende sélo de las coordenadas de la a-ésima
particula

. 1
H® = —5 -8t UM (r,), (1.40)

y UM (r,) es la energia potencial de una sola particula. Los términos restantes son las interacciones
entre las particulas. Entonces este hamiltoniano puede ser escrito en términos de las ecuaciones
(1.35) y (1.37), de la manera siguiente

N i 1 TN
H= ZH(I)ikajak + 3 Z (ik|UP|im)alal £Q1Gm + .. .. (1.41)
i,k ik, lm

Para un sistema en el cual no hay interaccién, el primer término es el que sobrevive, por lo que
se tiene

H=> HW;ala. (1.42)
ik

Si las funciones de onda ; son funciones de onda del hamiltoniano H®D de una particula
individual, la matriz H(");; es diagonal, y se expresa como

H=>Y eala. (1.43)

%

Si remplazamos los operadores de creacién y aniquilacion por el operador de niimero, tenemos

H=> &N (1.44)

%

La relaciones (1.37) y (1.38), nos muestran que podemos escribir de una manera mas compacta
todas las ecuaciones anteriores. Definiendo nuevos operadores

= wi(r)a; L Pi(r Zw (1.45)
i
donde las variables 7; son consideradas como parametros, y las funciones de onda satisfacen

Zw T)i(ro) = 6(r — 7o), (1.46)

las relaciones de conmutacién que siguen nuestros nuevos operadores son las siguientes:

~ ~ ’

[$(r), d(r)] =0, [F(r) = Wi (r)ir) = 8(r — o). (1.47)

Y nuestros operadores de segunda cuantizacion pueden ser escritos en términos de éstos nuevos
operadores en la forma

FO = / OF () AV (r)dor, (1.48)

72 _ % / / D)t Y AD G Vb (r)drdr | (1.49)
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y el hamiltoniano
H= /w YHO ) (r)dr + = //wT YW YU (2 YV (r Vi (r)drdr + .. .. (1.50)

El operador ¢! (1’)1/;(7‘), es muy parecido a ¢¥*(r)y(r), el cual determina la densidad de probabi-
lidad para una particula en un estado con una funcién de onda . La integral

N = /1/A)T(r)1/3(r)dr, (1.51)

en el formalismo de la segunda cuantizacion representa el ntimero total de particulas en el sistema.
Ahora procedamos a repetir lo que hicimos para el caso de sistemas de bosones para un sistema,
de fermiones [5].
El principio de exclusién de Pauli [5] nos dice que un sistema de fermiones indistinguibles debe
ser descrito por una funcién de onda antisimétrica ante el intercambio de un par de coordenadas de
la particula, es decir, se debe cumplir

U(ry,ro, .. ,Tnye- P ... N) = =W (ry,ro, ..., Py oo . Ty .. TN). (1.52)

Ahora sean 1)1, 19, . . ., ¥, soluciones de la ecuacién de Schrédinger, para una sola particula. Podemos
utilizar el producto tensorial para construir las funciones de onda (1.52), s6lo que este producto
no satisface la condicién de antisimetria. Podemos obtener una funcién de onda que satisfaga la
condiciéon de antisimetria, aplicando el operador de permutacién P, el cual intercambia un par de
coordenadas, es decir,

U= (N)2 Y (~1)Pyu(Pr) - a(Pra) - - o (Prwy), (1.53)
P

donde la suma corre sobre todas las permutaciones N! de las coordenadas con signo +1 de acuerdo
si la permutacion es par o impar. Sin embargo, queremos construir una notacién semejante, tal como
en el caso de bosones. Esto lo podemos lograr utilizando los niimeros de ocupacién |ny,na,...), de
manera que podemos tener n; particulas en el estado 1, no particulas en el estado 9, etc. De
manera que, nuestras funciones de onda las podemos identificar en términos de la nueva notacién,
como

[11,02...) = 1(r1), (1.54)

11, 12.) = 50l )ba(ra) — r(ra)ialr)}, (1.55)

Todo lo que hemos hecho para bosones, lo podemos hacer para en el caso de fermiones, sélo
que en este caso debemos tratar con funciones de onda antisimétricas. En la teoria de bosones los
operadores a y a' tienen la propiedad de cambiar los nimeros de ocupacién de los estados. Definamos
un operador bk, que crea una particula en el k-ésimo estado, es decir,

lA),Unl,nz,...,nk,...} x ni,nay . nE+ 1,000, (1.56)
similarmente el operador by, destruye una particula en el k-ésimo estado
l;k|n1,n2,...,nk,...> x ny,may . — 1,000, (1.57)

Para que el estado del fermion que realmente pueda existir se tiene que cumplir ny, = 00 ng = 1.
Para que ésto se cumpla se tiene que satisfacer

B)2=0 y (b)?=0. (1.58)
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Una de las més tiles cosas que podemos hacer con los operadores bosénicos es construir a partir
del estado de vacio los estados excitados. Lo mismo podemos hacer con los operadores fermiénicos,
es decir,

bI0) = [1k) — vk (r), (1.59)

b, 110y = =blbl,[0) = |14, 1) — %{wk(n)wk/(rz) — Yk (ra)iy (r1)}- (1.60)

Por lo tanto su suma

(b1, bf, + bLbT )]0y =0, (1.61)
lo cual implica

bl b +0fbT, =0 si k£K, (1.62)
o0 escrita en términos de anticonmutadores

{bf, 0} = (1.63)

Ahora, si involucramos el operador b tenemos
bLbelOk) =05 bebL[0k) = [0k), (1.64)
bLbkI1k) = [1k)s  brbl[1) = 0. (1.65)

Si las sumamos obtenemos
blby, + bybl = 1. (1.66)

Por lo tanto, de manera més general tenemos las relaciones de anticonmutacion:

{bi, b} =0, - (1.67)
Podemos definir (1.56) y (1.57) como
belng) = vaglng — 1) y blng) = /(1 — ng)|ng, + 1). (1.68)
Con las relaciones de conmutacién ya definidas podemos escribir las expansiones (1.52) como
r) =Y Gilr)bi, T(r) =D v, (1.69)

que satisfacen las relaciones de anticonmutacién

’

{D(r),d(r)} = (DT (), o7 ()} =0y {d(r), ')} =0 —7). (1.70)

El primer término del hamiltoniano (1.42) puede ser escrito en términos de los nuevos operadores
como

H = /drw YHM ) (r) Zbkb €x. (1.71)
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1.4. Cuantizacién del Campo Electromagnético

Ahora discutamos los campos electromagnéticos, dentro del marco de la electrodindmica clésica,
para posteriormente poder aplicar el formalismo de la segunda cuantizacién desarrollado en la seccion
anterior a la cuantizacién del campo electromagnético [24]. Tales campos estdn gobernados por las
ecuaciones de Maxwell [13], que para el caso del vacio tienen la siguiente forma

V-E=0, VXB*la—EZO, (1.72)
c Ot
10B

En la norma de Coulomb los campo eléctrico E y magnético B pueden ser determinados de un
vector potencial A(r,t), de la siguiente manera

B-vxa E--124 (1.74)
c Ot

Con la condicién de norma de Coulomb V - A = 0 y la sustitucién de la primera expresion de las
ecuaciones (1.74) en la segunda de las ecuaciones (1.72), encontramos que A satisface la ecuacién
de onda

1 0A?
0 =0

2 _——— =
VA 2 Ot? ’

(1.75)

la cual en un instante dado ¢ = 0, la podemos expandir en una serie de Fourier. Asumiendo las
condiciones periédicas para A, encerrada en una caja, de lado L = (V)/3, tenemos

Az, t) = LV Do (rOural@) + i (0)uf o)), (1.76)

k a=1,2
donde
U o(x) = e, (1.77)

y €@ es llamado vector lineal de polarizacién, el cual es un vector unitario y perpendicular a la
direccién de k. Dado k, elegimos €!) y € de tal manera que (¢, ) k/|k|) forme una triada de
vectores unitarios mutuamente ortogonales. Nétese que €1, € y k, no van en la direccién de los
ejes &, ¥ v z, sino que sélo son mutuamente ortogonales. Entonces €(®) es perpendicular a k, por lo
que la condicién de transversalidad estd garantizada. Las componentes de Fourier uy, o, satisfacen

1
V /dgmuzva TUR o T 5k,k/5a,a/’ (178)

%/d?’xukﬂ Uy o = O g 0q o (1.79)
De las condiciones en la frontera, tenemos
kg by ks =2nm/L,  m=41£2 ... (1.80)
Para obetener A(z,t) para t # 0, simplemente remplazamos c;(0) y ¢ (0) por

cr(t) = cr(0)e ™ ek (t) = ci(0)e™, (1.81)
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donde
w = |kl|e. (1.82)

Si remplazamos las ecuaciones anteriores en (1.76), se obtiene

A(.I t \/_Z Z Ck (a) 1(km wt)_|_c (O)e(a)efi(kmfwt)’ (183)

k a=1,2

la cual representa un conjunto de osciladores cuya amplitud es c;(0)e?* . Para cada punto del espacio
se trata asf de osciladores con amplitud instantdnea cy(t) = cx(0)e™*** que satisfacen la ecuacién
ddzt%" = —w?cg, es decir, descritos precisamente como osciladores arménicos clasicos. La cuantizacién
de estos osciladores se obtiene transformando las amplitudes ¢ y ¢;* en operadores de creacién y
aniquilacién, respectivamente, de manera que haciendo este cambio se obtiene el vector potencial en

el contexto de la segunda cuantizacién siguiente

H (a) i(k-z—wt) 4 ot ((g)ela) g—ilk-z—wiy 1.84
Az, \/_Z Z 2wk e +a,(0)e' e ] (1.84)

k a=1,2

El hamiltoniano del campo electromagnético en el vacio estd dado por
H= %/(|B|2 +|E})dz. (1.85)
Escribiéndolo en términos de las ecuaciones (1.74) se tiene
H= %/(IV < AP + |(1/c)(0A/00))dPa. (1.86)

Introduciendo la expansién (1.84) en el hamiltoniano anterior, se tiene lo siguiente

H:

N~

S wl@han + anal) = 3w (¥ + %), (1.87)
k

k

donde se han utilizado las condiciones de ortogonalidad y condiciones de frontera.



Capitulo 2

Estados Coherentes de hw(1)

En este capitulo se construyen los estados coherentes del algebra hw(1). La construccién parte
desde la definicion de operador de desplazamiento, el cual al ser aplicado al estado de vacio se
tiene la primera definicién de estado coherente. Al final de esta construccién se demuestra que los
estados coherentes son eigenestados del operador de aniquilaciéon. Ademds se demuestra que en la
representacion de estados coherentes las ecuaciones de movimiento se reducen al limite clasico. Se
construyen algunos elementos de matriz de los operadores del dlgebra hw(1).

2.1. Sistemas Mecanicos Discretos

El comportamiento dindmico de una sola particula, o mas precisamente, una masa puntual en
mecénica clasica puede ser deducida de las ecuaciones de movimiento de Lagrange [9]

d (0L OL
=y 2= 2.1
dt(aq') i 21

las cuales son derivables del principio variacional de Hamilton
ta
0S = 5/ L(qi, ql)dt = O, (22)
ty

donde S denota la accién, y L la lagrangiana ( la cual asumimos que no depende explicitamente del
tiempo). La lagrangiana estd dada por la diferencia entre la energfa cinética T y la energfa potencial
V.

L=T-V. (2.3)

Adems4s la variacién (2.2) es tomada sobre una trayectoria arbitraria g;(t), tal que dg;, es cero en t;
y t2. El hamiltoniano estd dado por la transformacion de Legendre

H = Zpi(ji - L, (2.4)

donde p;, la variable candnica conjugada de g;, se define como

)
- 0gi

11
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Las ecuaciones de movimiento estdn dadas por

_om . oH
qi = 3}%" bi = — 8(]1' . (26)

Ahora consideremos una cierta funcién que depende de las variables candnicas y del tiempo
u(q, p, t). Tomemos la derivada total

du  Ou . ou . ou

a 8—%%
Si introducimos las ecuaciones (2.6) en (2.7), éstas quedan de la siguiente forma

du _ 0udH _0udH ou .
dt  dqi Op; Op; Oq; Ot '

Escribimos los dos primeros términos de la siguiente manera:

ouOH Ou OH

Y = e om ~ op oar”

(2.9)

los cuales son conocidos como corchetes de Poisson. Por lo tanto, la ecuacién (2.8) en términos de
los corchetes de Poisson queda como

du ou
E—{U,H}‘FE. (2.10)

Las ecuaciones (2.6) también pueden ser escritas en términos de los corchetes de Poisson [9], es
decir,

¢=1{q¢,H} y pi={p, H}. (2.11)

2.2. Construccion de la Integral de trayectoria

Consideremos una sola particula, descrita por un hamiltoniano H. Sea |¢(t)) el estado dependien-
te del tiempo de nuestro sistema de una particula. La densidad de probabilidad de encontrar a la
particula en el punto (g, t) es |¥(q, t)|2, donde (g, t) = (q|w(t)) es la funcién de onda que representa
el estado [1(t)) en la base de eigenvectores del operador de posicién |g).

El estado dependiente del tiempo |1(t)) satisface la ecuacién de Schrodinger

0 5
in19(0) = HIp(2)), (2.12)
la cual tiene por solucion

() = e =0 |y(ty)), (2.13)

donde hemos asumido que el hamiltoniano no depende del tiempo. En la base de los eigenvectores
del operador de posiciéon, esta ecuacién se transforma a

(alw(1) = (gle™ =1 g(tg))

:/dql<QI€*m(t*t°)Iql><qll1/)(to)> :/dqu(q,t; a1, to)¥(q1, to), (2.14)
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a,t)
(ast)

@1,t1 4212

q1,t1)

(0, t0) (10, 10)

Figura 2.1: Propagacién de una sola particula. En la figura del lado izquierdo la trayectoria es
segmentada en dos partes. Y la trayectoria lado derecho es segmentada en tres partes.

donde los eigenvectores del operador posicién forman una base completa, es decir,

El operador de evolucién temporal, e~ *H (o) inyolucra al sistema de to a t, es decir, propa-
ga el estado del tiempo ¢y al tiempo ¢. La funciéon de Green para esta ecuaciéon de Schrodinger,
G(q,t; q1,t0), es el elemento de matriz del operador de evolucién temporal en la base |¢). Feynman
descubrié que G(q,t; g1, to) puede ser representada por una integral de trayectoria [10, 11].

Supongamos que nuestra particula estd localizada en gg en el tiempo tg, luego [(to)) = |qo), es
decir, ¥(q1,t0) = {g1|¥(to)) = {(q1]g0) = d(¢1 — qo). La funcién de onda en el tiempo ¢ es (g, t), la
amplitud de probabilidad de una particula que va de (qo, to) a (g, t).

De la ecuacién (2.14) podemos ver que

(g, t) = /dqu(q, t;q1,t0)d(q1 — qo) = G(q, t; qo, to), (2.16)

por lo tanto, G(q,t; qo,to) representa la amplitud de probabilidad, de una particula que inicia en
(go,to) y llega al punto (g,t). No sabemos cémo se comporta la particula al ir de (go,t0) a (g,t).
Tampoco sabemos qué trayectoria toma. En efecto, no sabemos cudl trayectoria toma, y la mecanica
cuédntica nos dice que puede ser cualquiera. La amplitud total G(g, t; qo, to), serd la suma de todas
las amplitudes que representan el proceso fisico. La amplitud total G(q,t; qo, to) serd la suma sobre
las trayectorias, pesando cada trayectoria por su amplitud de probabilidad. La suma sobre todas las
trayectorias es a lo que llamaremos integral de trayectoria.

Podemos construir esta integral de trayectoria y determinar el peso o amplitud de cada trayecto-
ria, dividiendo la trayectoria en una serie de pequenas trayectorias. Primero comencemos por dividir
la trayectoria que va de (qo,to) a (g,t) en dos secciones como se muestra en la Figura 2.1, lado
izquierdo. La amplitud G(q, t; qo, to) que va de (go,t0) a (g,t) puede ser escrita en términos de la
amplitud que va de (qo, to) a (q1,t1) y la amplitud que va de (¢1,t1) a (g, t) como

G(at; 0, t0) = /dqu(q,t; a1, t1)G (g1, 115 go, to), (2.17)
donde tg < t1 < t. El resultado de la ecuacién (2.17) se sigue del hecho

G(q,t, qo, to) = (gle 0 |go) = (gle =t =il (li=t0) 4y
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M, 1)
(yn , tn)

(qn-1, tn-1)

m1,t1)

(n0,10)

Figura 2.2: Propagacién de una sola particula, el proceso es partido en N + 1 subtrayectorias. Como
la integracion se toma sobre todos los puntos intermedios (g;, t;), ¢ = 1,2,..., N, t; < t;11, sumamos
sobre todas las subtrayectorias que conectan a (qo, tg) con (g,t).

- /dq1<QI6*iH(t*“)Iql><qllefiH(“*t“)|qO>

= /dqu(q,t; q1,t1)G(q1, 115 g0, to), (2.18)

podemos considerar el producto G(g,t; ¢1,t1)G(g1,t1; go, to) como la amplitud de probabilidad de
que la particula, que en su trayectoria de (g, t) a (qo, to) pase por (g1, t1). Podemos repetir el mismo
procedimiento eligiendo ¢ de tal manera que t > to > t; > {o, e insertando [ dga|q2)(q2| dentro
de (gle=#(t=t1)|q,), y dividir la trayectoria en tres partes como se muestra en la Figura 2.1, lado
derecho, de manera que

G(q,t; qo, to) ://dthdthG(q,t; 02, t2)G(q2, t2; q1,t1)G(q1, t1; qo, to), (2.19)

e igual que la relacién anterior, G(q, t; g2, t2)G(q2, t2; g1, t1)G(q1, t1; qo, to), es la amplitud de proba-
bilidad de que la particula que pasa por (q1,%1) y (gz,t2) en su camino de (g, t) a (qo, to). Repitamos
el procedimiento anterior, para muchas subtrayectorias, del intervalo ¢y a t tal y como se muestra
en la Figura 2.2. Estas subtrayectorias son N + 1 piezas iguales. La amplitud que pasa por (g;, t;),
parai=1,2,..., N, serd el producto, G(q,t; qn,tn) - - - G(q1, t1; qo, to), donde la amplitud es

G(Qat;QO;tO):/'“/qu...dxl

G(Qa ta gdnN, tN)G(qNa tNa gN—-1, tN*l) T G(qla tla q0, tO) (220)
Cuando el limite N — oo, el producto
G(g tiqn, tn) - - - Glqr, t15 qo, o), (2.21)

serd la amplitud de probabilidad para la particula que toma una trayectoria especifica ¢(t) entre los
puntos (qo,to) y (g,t). Luego la amplitud total, G(q,t; qo, to), €s

N
G(q,t; qo, to) = J\}@OO/HCZQNG(QJ; an;tn) -+ G(ar, ti; qo, to). (2.22)
1=1
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Reescribamos el integrando de la ecuacién (2.22) de una manera més 1til y mds compacta.
Examinemos G(q;+1, tit+1; Gi, t;), para N muy grande tal que (¢;,41 —t;)/N = € sea pequeno. Entonces
como el intervalo de tiempo es pequeno, podemos expandir la exponencial de G(¢;+1,tit1; i, ti) en
potencias de €, e ignorar los términos de orden mayor a uno, de manera que
7lﬁ(t1+17t1)/N|ql>

G(Qit1, tiv1; Gir ti) = (qiy1]e = <Qi+1|€7iHE|Qz‘>

= (qip1|1 — iHe + O(?) + ... @) = (qis1]a) — ie(qir1|Hlgi) + .. .. (2.23)

Ahora escribamos los términos de (2.23) del lado derecho, en la representacién de momentos como

(Gi+11qi) = 6(¢iv1 — 4;) = / on € pilgi1—as), (2.24)
y
z > dpi 6. ePi (@it1—a:)
(Gi+1H|q:) = o H(pi, §;)e? 41, (2.25)

donde ¢; = (¢i+1+¢:)/2. La H(p;, §;), que aparece en el integrando de (2.25), es una funcién ordinaria
no un operador. Introduciendo (2.24) y (2.25) en (2.23), ésta se transforma a

o d 7 ip: . . . ~
G(Qz‘+1,t¢+1;qz',tz‘):/ ﬁem(q’“ 9)(1 —ieH (pi, 4i) + ... )

o0
~ / @eim(Qi+1*Qi)€*iEH(m¢ii), (2.26)
oo 2m
pero e “HPi:di) ~ 1 — jeH(p;,4;) + ..., por ser € pequefia. Por lo tanto, el producto infinito del

integrando de la ecuacién (2.22) queda de la siguiente manera

N
lim G(qiv1,tiv1; qis te)

N—o0 4
1=0

N—oo

N N
lim /H % H e'Pi(qi+1—a:) o—i(t—to) H(pi,gi)/(N+1)
i=0 j=1

N

) dpi . (¢i+1 — gi) .

A}gx(l)o / 1_[0 5 exp(z ZO e~ eH (p;, Q1))
j= j=

= /DpeXp(i/tt(pq'—H(p, Q))dt), (2.27)

donde gn41 = ¢q, ty+1 = t. La amplitud total es, por lo tanto,

G(q,t; qo,to)
T [T (4141 — )
:J\}gl(l)o/H 2;/quiexp(i26pj ! - ! feH(pi,(ji))
7=0 i=1 7=0

/DqueXp(i/t(pq' — H(p, Q))dt), (2.28)

to
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donde ¢; = (¢i+1 — ¢;)/€. Entonces la ecuacién (2.27) se reduce a

Glavtsanto) = [Pawyen(i [ L iar)= [ Pat) explislao), (229)

donde L y S[q(t)] son la lagrangiana y la accién cldsica [9] respectivamente y

N
Dq(t) = lim dg; (—

N—o0 -
1=

), Ne=t—t,. (2.30)

Es decir, la amplitud tomando una trayectoria particular, es la exponencial ¢ veces la accion clésica,
asociada con dicha trayectoria.

2.3. Construccién de los Estados Coherentes de hw(1)

El élgebra que obedece las relaciones de conmutacién, de los operadores a, a y 1, es conocida
como el dlgebra de Weyl-Heisenberg hw(1), y estd dada en términos de las siguientes relaciones de
conmutacién

[a,a" =1, [a,1]=al,1]=0. (2.31)

Existen tres diferentes definiciones de estados coherentes para el dlgebra hw(1), todas equiva-
lentes. Definicién I | llamada ” Geométrica”, definicién II, llamada ” Funcién Generadora”, util para
la construccién del conjunto completo de estados; y por ultimo la definicién III, llamada ”Estado
Coherente”.

Iniciaremos con la definicién geométrica (I). Consideremos una funcién de onda arbitaria ¢ (z),
que describe algin sistema, hagamos que el sistema se desplace una distancia ¢, entonces tenemos

v -9 = 2 8 Tovte) = exp(—eq Juta) = 5P pta), (232)

n! Oz
0

donde \/Li es una cantidad compleja. Inspirados en esta construccién podemos hacer la definicion

mas general de operador de desplazamiento de la siguiente manera, el cual guiard nuestra primer
definicién de estado coherente,

e(z*&ffzd)|0> _ |Z>, (233)

donde el operador e(="a'=2@) o9 conocido como el operador de desplazamiento. Sin embargo, este
operador tal y como estd escrito tiene una forma un tanto complicada. Para utilizar una expresion
menos complicada utilicemos un caso particular de la identidad de Baker-Campbell-Hausdorff (ver
apéndice A) [4]

o(A+B) _ eAeBef%[A,B}, (2.34)
que es valida solo cuando

[A4,[A, B]] =0, Y [B,[A, B]] = 0. (2.35)
Si hacemos A = z*a' y B = —za, tenemos entonces que

2Plaf, [a.a"]) = |o[*[a", 1] =0, vy |2’ [a",a]] = |=P"[a, ~1] = 0, (2.36)
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donde hemos utilizado las relaciones de conmutacién (2.31). Tomando en cuenta que [af,a] = 1y
las identificaciones de A y B, la expresién (2.34) se reduce a

(z*af—za) _ 2"l ,—za,— 12z (2.37)

el cual sera el operador de desplazamiento que utilizaremos en adelante. Si tomamos el adjunto del
operador de desplazamiento, tenemos

plza—z"at) _ ef(z*?szz?z), (2.38)

el cual puede observarse que es el inverso de (2.37), por lo tanto, si tomamos el producto de (2.37)
con (2.6), éste es igual a la identidad. Esto implica que el operador de desplazamiento es unitario.
Ademas de ser unitario el operador de desplazamiento, satisface las siguientes relaciones

D7 Y(2)aD(z) = a+ 2z D71 (2)a'D(z) = a' + 2*, (2.39)

es decir, para z real, D(z) efectiia una traslacién en el espacio de las coordenadas; si z es imaginario,
D(z) efectia una traslacién en el espacio de los momentos; y en general realiza una traslacién en el
espacio fase. Si aplicamos nuestro operador de desplazamiento a |0), tenemos la primera definicién
de estado coherente

Definicién I:

1

|2) = e 37 e 0 e20). (2.40)

—za

Esta expresién se puede simplificar expandiendo e en su serie de Taylor, es decir,

_ sz zval = (_1)71271&71 _—Laz* 2af —1z2* z*al = (_1)71271&71
) =72 e (1+2137>|0>_e 32272 0 0) pe e (ZET 10).

n!

(2.41)

Pero a™|0) = 0. Esto implica que el segundo miembro de la expresiéon anterior es cero, por lo tanto,
ésta queda simplemente como

1

2) = e7 2% ¢4 |0). (2.42)

Ahora calculemos el producto punto de dos estados coherentes diferentes. Para hacerlo pongamos
las etiquetas |z1) y |22) a la expresién anterior y tomemos su producto punto:

(z0]21) = e~ (2P +1z2l) (g2 "aT gy, (2.43)

Si utilizamos la identidad de Baker-Campbell-Hausdorff (ver apéndice A), el producto (0]e*2de @' |0)
se reduce a e*2?1 (0|0), por lo tanto, el producto punto estd dado por

(z0]21) = e~ Bz Hlzal) 22z (2.44)
Si tomamos el cuadrado del valor absoluto
[(z|21)|? = e~ Uzl Hlz2 422220 — omlaimal® (2.45)

. P 2 .
es decir, los estados coherentes no son ortogonales, aunque en el limite |z — 22| > 1 son aproxi-
madamente ortogonales.
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Si queremos calcular la funcién de distribucién, primero multipliquemos por la izquierda por
(n| y tomemos el cuadrado del valor absoluto; haciendo ésto se obtiene
o

|(n|2)|* = (2.46)

n! ’

la cual resulta ser una distribucién de Poisson [20] y donde |z|° es el ntimero medio de fotones
(7 = (slaal]z) = [2). !

Excepto por el nimero e~ 2% la definicién I es equivalente a

Definicién II:

“at — (z*)"
12} = ¢4 |0y = (2.47)
2

Esta puede ser la mas simple definicidn si nuestro interés esta centrado en la construccién de opera-
dores. Observése que el producto escalar (el cual se sigue de las relaciones de ortogonalidad de los
estados excitados del oscilador arménico) resulta ser (z|z) = e=**", el cual no es una funcién delta
0. hagamos que nuestra relaciéon de completez absorba este niimero; por lo tanto, ésta estara dada
por

e / d?ze**" |2}z, (2.48)
™

donde la integracion es realizada sobre todo el z-espacio. Para mostrar que en efecto la integral
anterior es un operador unidad, hagamos el siguiente cambio de variable z = pe’?; una vez realizado
el cambio de variable la integral anterior se transforma en

1= %/d2zez2*|z}{z|_;%/d23622*%|n>%<m|

1 27 ) [e’e)
= Z _/ d(bel("*m)qb/ pdpe=?" £
nom ™ Jo 0 n

1 e _ 2
=Y b2 [ o e ) n] = Y il = 1 (2.49)
n,m ' 0

Lo cual demuestra que en efecto es un operador unidad.
Definicién 11T

alz} = 2%z} (2.50)

Esta propiedad se demuestra de la manera siguiente: utilicemos la definicién II para |z), por lo cual
se tiene

alz} =a (2.51)
pero a|n) = v/n|jn — 1), por lo tanto, la expresién anterior es igual a
al n —1). (2.52)

1La distribucién de Poisson tiene la media y la varianza igual al nimero medio de fotones.
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Si factorizamos una z*, tenemos entonces

In—1). (2.53)

R . (Z*)nfl

Pero >, _, % |n — 1) es nuevamenete el estado coherente de la definicién II, por lo tanto,

alz} = ﬂn—l =z* wn—l ="z} 2.54
|2} ;m| ) ;m| ) |2} (2.54)

Esto implica que (2.50) ha sido demostrado. La relacién (2.50) nos dice que el estado coherente es
una eigenfuncién de el operador de aniquilacion.

Los vectores de estado |¢) pueden ser expresados en su respectivo z-espacio funcional realizando
{z|¥) = ¢(z). Utilizando el operador unidad el producto escalar estd definido por

s

Walbe) = 1+ [ e nle}(elun) = [ e 01, (2.55)

El z-espacio es conocido como espacio de Bargmann [12], v el z-espacio de funciones, ¥(z),
son las transformaciones de Bargmann de la representacion ordinaria del espacio de coodenadas, al
z-espacio. Observése que

v = {210 = 2 Sl = 3 = (2.56)

No solo los vectores de estado, sino tambien los operadores del z-espacio pueden ser obtenidos.
Esto puede ser hecho de la siguiente manera. Si hacemos la identificacién

) — (2) = {z[v) = (0]e**|¥), (2.57)
los operadores se mapean como O — T'(O)y(z) = {2]|0J) = (0]e*20|1). Si introducimos e~ *%e*® =
1, en la identidad anterior tenemos

(0](e*20e™*%)e*|4p) = (0] (O + [za,0] + %[zd, [2a,0]] + .. .>ezﬁ|¢>, (2.58)

en donde hemos utilizado la expansién de conmutadores de Baker-Campbell-Hausdorff. Entonces los
operadores pueden ser construidos con los operadores de creacion y aniquilacién. Luego sera suficiente
determinar las realizaciones del z-espacio de @ y af. Si O = @, el tinico término que sobrevive en la
expansion de conmutadores es el primero, por lo tanto,

D(O(2) = (Olac™[u) = (0w} = S0 u) = - (=l) = T-(2) (2.59)

Esto implica que el operador I'(O) = 0/0z. Si O = af, los términos que sobreviven en la expansién
de conmutadores son los dos primeros, de manera que la relacién (2.58) se reduce a

L(0)¥(2) = (01O + [2a, O))e**|). (2.60)

Entonces como O = a', se tiene que [a,af] = 1, y el hecho de que (0]a" = 0, la relacién anterior
queda de la siguiente forma

L(O)i(z) = (0l(a" + 2e*|9) = 2(0]e* ) = 2{2[9) = 24(2), (2.61)
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lo que implica que T'(O) = z. Por lo tanto, podemos hacer la identificacién de los operadores, en
nuestro espacio de Bargmann, de la siguiente manera:
G 0 il (2.62)
a— —; a' — z. .
0z’
Obsérvese que las realizaciones del z-espacio de los operadores satisfacen las relaciones de con-
mutacién de los operadores @, a' y 1, es decir, [0/0z,2] = 1y [0/0z,1] = [2,1] = 0.

2.4. Integral de Trayectoria en la Representacién hw(1)

Para poder construir la integral de trayectoria en la base de estados coherentes de hw(1) [15],
procederemos de manera muy similar a como se hizo en la seccién (2.2), salvo una pequeiia variacién
del procedimiento, pero que sin embargo es totalmente equivalente. Para ello consideremos el estado
|z) en el tiempo ¢ y el estado |z0) en el tiempo ¢y, de manera que su amplitud estard dada por

Gzt 20, to) = (2[[exp(=iH (t — t0))]|z0)- (2.63)

La exponencial en el interior de los bra-kets, puede ser escrita de otra manera. Dividamos el intervalo
de tiempo en n subintervalos iguales € = (¢ — t)/n, y tomemos el limite n — oo, haciendo ésto la
exponencial queda exp(—iH (t —tg)) = (1 — (¢/n)H (t —t9))" = (1 —iHe)", por lo tanto,

G2k, th:; 2h—1,th1) = klin;o<zk|(1 —iHe)*|zp_1)

n—1
= lim J](zl(1 = iHe)|z ). (2.64)
k=1

Introduciendo (2.64) en (2.22), tenemos

Gz, tk; 2k—1,tg—1) = lim / /de (k) H (z|( l—zHe )| zk—1)
n—1 n
:nh;ngo/~~~/de(zk H (2| 2k—1) — i€z H|21—1))
k=1 k=1
n—1 n S
. H|z_1)
h’m/~~~/ dx(zy) 2Kz (l—zeL
o kl;[l (z) 1;[ klzk—1 (2k|2_1)
n—1 n n S
) Az H|2-1)
lim / . / dx(zi) | | (zk]2K-1 (1—167 , (2.65)
[ f e Ty I 20

%) puede ser reemplazado por exp[—(i€) x (zx| H|z,_1)], y el producto

interno lo podemos escribir como (zx|zx—1) = exp[ln (zx|zx—1)]. Por lo tanto, (2.65), toma la forma

el producto [, _, (1—ie

Gz, tg; 2k—1,tp—1) = hm/ /de 2k Hexp [In (zx|zk—1)] exp[— ze(zk|H|zk 1))

n—oo

n—1 n
= nlirrgo/ . / H dx(zy) H exp[ln (zg|zp—1) — ie(zk|f{|zk,1>]
k=1 k=1
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n—1 n 1
:nh;ngo/. . ./kl_lldx(zk)kl_[lexpie[—igln (2l znr) — (ol B ze—1)]. (2.66)

Si utilizamos el producto interno de los estados coherentes de hw(1), definido en la ecuacién (2.44),
y tomamos su logaritmo, tenemos que

1 * * * *
In (zi|zK—1) = 5[*21@21@ — Zp—12k—1" + Zk—12k" + Zk—127]
1 * * *
= 5[2:]6,1(2:]C — Zk—1 ) — Zk (Zk — Zkfl)]. (267)

Haciendo Az = 2z, — 21, tenemos

1 * *
In (zg|2—1) = i[zkAzk — 2" Az (2.68)

Introduciendo esta relacién en la ecuacién (2.66), se tiene

Az* — 2 A .
Gz, th; 2—1,th—1) = hm/ /Hdm (z1) HGXplﬁ[ ¢ mha GZk i — (2| H|z-1) |-

(2.69)
Tomando el limite € — 0, el producto toma la siguiente forma
- Pz Azg — 2t A -
[T exp e 5 8500 )|
€
k=1
@ i 2Dz — 2 Az -
—expie 3|5 AL (s )|
k=1
S expi / [= 322 (5) — 2" (B)2(0)] ~ M} (2.70)
t
Por lo tanto, (2.66), queda de la siguiente manera
G2k, th; k-1, th—1) = lim / /de (zx) expz/ {—— *(t)—2"(t)2(t)) —H}dt. (2.71)
Tomando los limites, tenemos
£ .
(z,t;2,t) /D:c expz/ {—§[z(t)z*(t) — 2" (t)2(t)) — H}dt
/D:c ) expliS], (2.72)

donde la acciéon estd definida por

S:/t L(2(), 5(1), 2 (1), 2*(£))dt, (2.73)
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la lagrangiana como

1

L= =50 (1) - = (1) — H, (2.74)

H = (z|H|z). (2.75)

Para calcular las ecuaciones de movimiento, utilicemos las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.1),
s6lo que en este caso las variaciones serdn tomadas en las dos variables z(t) y z*(t). De manera que
tenemos

d (0L oL d (0L oL
a(@&—o’ a(az*>—az*—°- (276)

Si sustituimos (2.74) en (2.76), tenemos las siguientes ecuaciones de movimiento

OH . OH
~i5s =i (2.77)

Estas tultimas ecuaciones pueden ser escritas en términos de los corchetes de Poisson, es decir,

z =

z2=1i{z, H} 2 =i{z", H}. (2.78)
Ahora tomando en cuenta que z estd dada por
q+ip
z= , 2.79
7 (2.79)
nuestras ecuaciones de movimiento toman la siguiente forma:
i={¢M}, v p={p,H} (2.80)

Las cuales coinciden con las ecuaciones de movimiento cldsicas.

2.5. Elementos de Matriz de los Operadores de hw(1)

En los estados coherentes de hw(1), el estado no normalizado y su adjunto estan definidos de
la siguiente manera

z*al za
2} =410y {2] = (0]e™?, (2.81)
y el producto interno por
{z1]z} = %", (2.82)

Si utilizamos los operadores construidos en la seccién (2.3), el valor esperado de alguno de estos
operadores estda dado por

0]
(+10]z) = O (2.83)
{z]=}
donde O representa cada uno de los operadores del algebra. Si O = a = %, se tiene
~ ) zz*
(lafzy = LAY e 0 (2.84)

{z|z} 0z
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Para O = a' = z, se tiene lo siguiente:

zla'|z) = M =e % 2 =4
(z]a'|z) ) : (2.85)

En casos en los cuales se tienen productos de la forma O = a'a o O = aa'l, el valor esperado es el
mismo, es decir,

Glatals) = 1Az} e D

{z|z} - “Toz

Potencias de los operadores se obtienen de manera anéloga.
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Capitulo 3

Estados Coherentes su(2)

En este capitulo se construyen los estados coherentes de su(2) siguiendo los pasos hechos en
la construccién de los estados coherentes de hw(1l). Se construye la integral de trayectoria en la
representacion de los estados coherentes de su(2), la cual nos conduce a las ecuaciones de movimiento.
Se obtienen algunos elementos de matriz del dlgebra su(2).

3.1. Propiedades de los Operadores J,, J_ y J,
El dlgebra so(3) obedece las relaciones de conmutacién siguientes:
[ji, jj] = fijkjk- (3.1)

Los operadores jJr y J_ (los cuales llamaremos de ascenso y descenso respectivamente), estdn
definidos en términos de los operadores J, y Jy de la siguiente manera [5]

Jo=Jde+idy; Jo=J,—iJ,, (3.2)

Al aplicarlos al estado |J, M), el cual es un eigenestado de J2 (J2|J, M) = J(J +1)|J, M)), se tienen
las expresiones

Jo|J, MY = /(J = M)(J+ M+ 1)|J,M +1), (3.3)

J_|J, M) =/(J+M)(J—-M+1)|J,M—1). (3.4)
Ademas el operador J. satisface
Jo|J. M) = M|J, M), (3.5)

donde J y M, son los niimeros cudnticos con valores J = 0,1/2,1,3/2,2,...y —J < M < J. Por otra
parte si aplicamos el operador J_, al estado de minimo peso |J, My, = —J) (el cual denotaremos
en lo sucesivo como |J, —J) ), se tiene

J_|J,—J) =0. (3.6)

Al aplicar el operador J; n veces al estado de minimo peso, obtenemos sus estados excitados

T, —J) = /23 4.n2J)(2] — 1)(2] — 2)...(2J — n + 1)|J, —J + n). (3.7)

25
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Pero (2J)(2J-1)(2J —2)...2J —n+1) = (2(5131!)!' Esto implica que la relacién (3.7) se convierte en

ni(2J)!

JUJ, —J) = W

|J,—J +n). (3.8)

3.2. Estados Coherentes de su(2)

Las relaciones de conmutacién que satisfacen los operadores @, af y 1, junto con la aplicacién
del operador de aniquilacién al estado del vacio @|0) = 0, son las relaciones que nos guiaron en
la construccién de los estados coherentes del dlgebra hw(l). La pregunta es como definir estados
coherentes para el dlgebra su(2), que satisface las relaciones de conmutacién siguientes:

-, J4)==2Jo,  [Jo,J{]=J+  [Jo,J-]=—J, (3.9)

Si hacemos la identificacién siguiente entre operadores del algebra hw(1) y su(2) [7]:
al — Jy, a—J_, 1—Jy, (3.10)
podemos tomar la definicién I de estado coherente de hw(1l) y obtener un operador andlogo al

operador de desplazamiento, es decir,

etz ecﬁ*cj*, (3.11)
e identificamos el estado del vacio con el de minimo peso

0) — |J,=J). (3.12)

Ahora sabemos que los estados coherentes de hw(1) son completos respecto a la medida

1= l/d2ze*n*|z}{z|. (3.13)
™

Podemos ahora preguntarnos sobre la medida con la cual los estados coherentes de su(2) son com-
pletos. Primero tenemos que en la relacién (3.11) J+, J_ y JO no conmutan, de manera que no
podemos utilizar la identidad de Baker-Campbell-Hausdorff, como lo hicimos en el caso del dlgebra
hw(1). Entonces debemos proceder de otra manera. Primero veamos que en efecto los estados cohe-
rentes de su(2) son completos. Para lograrlo tenemos que utilizar las propiedades de las funciones

D%? (0, $,0) (ver apéndice B sobre las matrices D de Wigner) [4]. Para poder utilizar las rela-
ciones de completez de estas funciones primero hagamos el s1gu1ente cambio de variable ( = —6“15

y utilicemos la definiciéon de los operadores de ascenso y descenso J+ = J, + sz, J_=J, zJ
Utilizando este cambio de variable y la definicién de operadores de ascenso y descenso, la ecuacic’)n
(3.11) se transforma a

ec*J;chL _ eﬂ'e(jz sen ¢—J, cos¢) _ eﬂ'e(j.n), (3.14)
por lo tanto el estado coherente queda de la siguiente manera

€)= 16,9) = =], —). (3.15)
Si utilizamos la relacién de completez del estado |J, M) para una J definida (ver apéndice B), es

decir,

J
1= > [J,M)(J, M|, (3.16)
M=—J
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se tiene entonces que

J J
0,0)= > [LM)J Mle T —gy = 3" |7, M)D (6, 9,0), (3.17)
M=—J M=—J

por lo tanto,

@I+ 1)
=2 [aop.o)6.0

J

2‘”1 Z Z /277/ sen §d0do DS (6, 6,0)D5) (8, ¢,0)%|J, M)(J, M|

=J M =

Z Z Snrar |, MY(J, M| (3.18)

M=—J N’ =—
J

> MY(J, M.

M=—J

La relacién (3.18), sélo nos ha demostrado que en efecto los estados coherentes de su(2) son
completos, pero no nos sirve para utilizarla de definicién de estado coherente. Para ello tenemos
que encontrar una relacién analoga al operador de desplazamiento, como en el caso de los estados
coherentes de hw(1). Buscamos que se cumpla la siguiente identidad

ea+J++a1Jg+a,J, — eb+J+elnb[)J+eb7J7, (319)

la cual se cumple siempre por tratarse del grupo de Lie; y donde a; =0, ax = :I:gej“"l5 v bo, b4 y b
seran determinadas. Observese que la relacién (3.19) no hace referencia a la representacién de los
operadores, ni a los eigenvalores de los mismos, por lo que podemos utilizar cualquier representacién.
Por ser la representacién para J = 1/2 la mds simple, ésta es la que utilizaremos. Entonces tenemos
que para J = 1/2 los operadores tienen asociadas las siguientes matrices

5 0 1 5 0 0 5 i1
2

de manera que

a+j+ +agdo+a_J_=A=

7N
|

Pe
S

! IS

N@I»—I_"_

S

"

por lo tanto,

; ; ; A
e+ Jrtaodota—J— _ Teosh a4 = senha, (3.21)
a
donde a = z—, que es el eigenvalor positivo de A, de manera que la expresién de lado derecho, queda
de la siguiente forma

p (3.22)

0 0B o O
cos 3 —ie'? sen 3
Icosha+ 4senha=( . —ib 28 2.
e Sen 3 [¢0)] 3

Para las matrices (3.19) del lado izquierdo, tenemos

7 10 i 1 0
bedy _ + ). boJo _
e**-(o 1), e _(b 1), (3.23)
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eln boJo — ( \/50 0 )
= 0o L :
Vbo

Si multiplicamos las matrices (3.23) y (3.24) obtenemos

7 7 7 bo+bib_ b
byJy Jnbodo b _ 1 0 + +
e’tJtettP0d0e _\/30< b 1).

Por lo tanto,

cos g —ie'® sen g _ 1 [ bot+bib by
e~ sen & cos & Vo b_ 1)

Comparando los elementos de las matrices anteriores, se tiene

1 0 20 0
—— =cos- — bozcos =1+ tan®=,

Vo 2 2 2

. 0 . 0
by = —ivboe'® sen = = —ie' tan -,
2 2
. 0 . 0
b_ =ivVboe " sen = = ie "% tan =.
2 2
Esto implica que

0
bib_ = tan®=
—+ an 25

6
by — (" b — (G — b0:1+tan2§:1+(§*.

De esta manera obtenemos

eb+j+eln bojgebfjf |J, —J> — ec*j+ eln(l‘i’cc*)joecj, |J, _J>

Por otra parte tenemos de las propiedades de los operadores J_ y j+, que

SI-| g, —J) = (1 +y %)u, —Jy = |J,—J),

n=1

o0

I gy = (3 A VI, =) = eI )

n!

n=0
1

= ———|J —J).

(1+¢¢*)7
De donde la ecuacién del lado izquierdo de la identidad (3.32) se reduce a
5 s s ¢ Iy
QR IC RSO RPN A S (N A S
et e e s " s

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)
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Por lo que nuestro estado coherente estara dado por
R

=TTy

71 =J). (3.36)

Ahora si calculamos el término e¢ /+|.J, —J), tomando en cuenta que la exponencial la podemos
expandir en una serie de Taylor, se tiene lo siguiente

“J — C*n n *n
S| g, ) = (Z W)J+|J, ) Z T, —J +n). (3.37)
n=0
Esta relacion la podemos escribir de una manera diferente. Sabemos que en este caso M = —J + n,

y tomando J = 2N, tenemos entonces que la relacién anterior se transforma a

<IN, 0) = (Z C:)J+|N 0) Z (" N, ). (3.38)

n=0

Definamos nuestra relacién de completez en la base de estados coherentes de su(2) [12] de la
manera siguiente:

&72D [anjo e = 21U / ’ / sen 0d0d|C) (], (3.39)

si utilizamos los cambios de variable ( = ge'? , y o = tan % junto con la relacién (3.36), el elemento

de dngulo sélido se transforma en sen 8dfd¢ = é‘fgfﬁ ; v la integral anterior se transforma a

(2J +1) (2J+1) [*" < €<
4r /dﬂ|§>< / / 1+9 1+@)J|<><|(1+9)

(2J+1) / d*C

- T (1 4 CC*)2J+2
Ahora tenemos que demostrar que la relacién (3.40) es en efecto igual a la identidad. La manera de
demostrarlo es la siguiente. Sabemos que

[9X(qE (3.40)

= (cly) = Z T ) (3.41)

Esto implica que

Z nlm! 2J2i)n()2E]2)J m)! g*"cmu —J 0[P}, =T +m)

20)!(2J)!

i) —mies —m© o A=Al =S m)

20)!(2J)!
nlm!(2J —n)!(2J — m)!

¢ 0n m
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= Z n| |<|2" (3.42)

Por lo tanto,

2
iy = GZ Y / / ”d"’de+2<w|<><<|w>

(2J 4+ 1) [T dpde .
/ / TS (Ov (O

CQIED S @D [T e [T
o T nzzo n!( /0 (b/

1(2J —n)! (14 p2)27+2

7 (2J+1)§: (2J)! o /°° P dp
o7 nl(2J —n)! 7T o (1 + p2)2/+2

2(2J +1)(2J)! /“( p>"Hldp (3.43)
0

nl(2J —n)! 1+ p2)2/+2°

Si hacemos = = p? la integral anterior se reduce a

) = (27 +1)(2.)! /“( a"dx (27 +1)(2J)!
0

nl(2J —n)! 14 z)2/+2 - nl(2J —n)! Bn+1,27+1-n). (344)

n!(2J—n)! _ nl(2J—n)!

Pero tenemos que B(n +1,2J+1—n) = 57T = I END

por lo que

(2J +1)(2J)!

Bn+1,2J+1—-n)=1. (3.45)
Entonces el estado coherente es completo con respecto a (3.40), por lo que podemos escribir el estado
coherente no normalizado simplemente como |} = ¢ /+|J, —.J), y su adjunto {¢| = (J, —J|e¢’~.

Por un lado tenemos 1(¢) = {¢|y) = (J, —J|e¢’~ [¢). Y por otra parte la definicién de la forma
del operador O en la representacién de Bargmann [12] es O¢(() = {¢|O|¢). Podemos escribir esta
relacién de la siguiente manera:

OY(C) = (J,—J [T Oy) = (J, —J|(e7- 0e=¢=)el =), (3.46)

Si sustituimos el término dentro de los paréntesis por la identidad de Baker-Campbell-Hausdorff se
tiene lo siguiente

Ov(¢) = (1.~ (0 + [¢J-, 0] + %[gj,, [T, O]+ e ). (3.47)

Si O = J_, sélo sobrevive el primer término dentro del paréntesis, es decir,

OY(C) = (J,—J|J_es7-[4)

0

0 .
= (7~ Tl ) = 5

9 (=TI 1) = Z¢), (3.48)

¢
por lo tanto; J_ — 8/8{.
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Si 0= j+, los primeros tres términos dentro del paréntesis sobreviven, de manera que
0U() = (. = (1 = 20Jg = ) )
= (J, = T4 e |0) = 26(T, =T oe ) = ¢*(J, =1~ |up)
= 20T =T | ) = (T, =T10/9¢ ()l

= 207{¢14) ~ 561w = (267 - P )(0) (3.9

a¢

por lo tanto; J4 — 2¢J — (20/0C.
Por dltimo si O = Jy, sélo sobreviven los dos primeros términos dentro del parentésis, es decir

0y(¢) = (J, = J|(Jo + ij)ecj* [y = (J, —J|joe<j* [0 + ¢ (J, _J|j76CJl )

=TT ) (U =Tl e ) = (=T +6 5 )000) (3.50)
Por lo tanto, Jy — —J + ¢8/9C.
0
[ C’dil (¢, 1] =0, [8—<,1}:0. (3.51)

Las identificaciones hechas para los operadores j+, J_ y jo deben satisfacer las relaciones de
conmutacién del algébra su(2), es decir,

2 gl [ el - = o o
[0+ 5200 = ] = [Car 200 = )= 206 = P = (3.53)
ng aag} [Ca%’a%—‘] a%—j- (3.54)

Lo que demuestra que los operadores satisfacen las relaciones de conmutacién de su(2).
También podemos elegir el siguiente conjunto de operadores

Jo—¢, J HzJﬁfga—Q Jo — J+<
+ ’ — 8< 8<25 8<

los cuales satisfacen las relaciones de conmutacién de su(2).

(3.55)

3.3. Representaciéon de Jordan-Schwinger de SU(2)

Sean X;; matrices de dimensién £ x k con coeficientes en los ntimeros complejos. Definimos el
mapeo de Jordan [4] como:

k
L:X;;— Y Xydla; = Lx, (3.56)
i,7=0
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donde &;‘ y Gj, son los operadores de creacién y aniquilacién en dos dimensiones, que cumplen con
las relaciones de conmutacién siguientes

la5,05) = [af,al] = 07 [a5,a]] =010 i,j=1,2. (3.57)
El mapeo de Jordan tiene las siguientes propiedades:

1) Lx Preserva linealidad

alx + BLx = Lax+p8y

2) Lx Preserva conmutadores

[Lx,Ly] = Lixy)

Si k =2, sean {o;}, las matrices de Pauli. Definimos entonces Ji =L, /20,5 ésto implica

[jn; jm] = £[1/2on,1/20m] = £1/2ienmkok = ienmk£1/2ok = ienmkjk- (358)

De esta manera tenemos

2
7 O\ At o 1 AT A AT A
Jo = L1205, = n;ﬂ(;)alam = 5((1;@1 +alag), (3.59)
- oo 1
Jy = L1)20, n%;(?y)amm = 5(ajar — ajas), (3.60)
- . 1 1,
Jo = Li)2g. = H;I(f)amm = 5(ajar —afaz) = S (N1 — No). (3.61)

Pero a nosotros nos interesa los operadores J; y J_. Afortunadamente éstos los podemos obte-
ner, de la definicién de los mismos, es decir,

Jy=Jdo+idy, J_=J,—id, (3.62)

Utilizando los operadores (3.59), (3.60) y (3.61), los operadores de ascenso y descenso quedan
en términos de los operadores de creacién y aniquilacion de la siguiente forma

Jp =alay; J_=ala; Jo==(ala —alay). (3.63)

Verifiquemos que en realidad estos operadores satisfacen las relaciones de conmutacién de su(2).
Para hacer esto utilicemos las relaciones de conmutacion (3.57), de manera que

[J_, J4] = [abar, alas) = [aar, al]as + af[alar, ao) = [a1, al]adas + ala [a], ao]
= ajas — ajay = —2Jo, (3.64)
R O O T o0 Oy U SO SO
[JOa J+] = 5[‘11@1 — Q9G2, CL1@2] = 5[‘11@1, CL1@2] - 5[‘12@2, CL1@2]
1o+ a0 1o e al .
= 5[@% allas + [alas, as] — < [adao, al)as — 71[@2@2, Q)
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At A At A
_ a12a2 4 a12a2 _ &4{&2 = J., (3.65)
O PR U BUPU
[Jo, J-] = 5[&1@1 — abag, afar] = 5[&1@1, i — 5[&5&2, i
- .
= Zlalay, abar + 2alay, a1) — l[aTaQ allay — —2[alas, a1
2 1 » Y2 2 1 ’ 2 2 ’ 2 2 ’
st At .
= —a22“1 - “22“1 = —ala =—J_. (3.66)
Ademas se tiene
1 1< 1
J? = S+ T )+ J? = 5 > alajata; - ZN‘Z, (3.67)
i,j=1
donde N = Nl + ]\72. Por lo tanto
A n/rnm
J2|nins) = 5(5 + 1) Ining). (3.68)

Esto implica que J =n/2, M = (n1 — n2)/2 y n = n1 + ny pertenece a los enteros positivos.
Si aplicamos n veces el operador de creacién a cada uno de sus eigenfunciones, para obtener sus
estados excitados en términos del estado del vacio, tenemos

(@™ _ (ahr
[n1) = NG 10}, [n2) = NG

Si tomamos el producto tensorial de los dos estados excitados, y hacemos ny = J+ M yne = J— M,
se tiene

|0). (3.69)

V(I +M)(J - M)!

3.4. Integral de Trayectoria en la Representacién de su(2)

Para poder construir la integral de trayectoria en la base de estados coherentes de su(2) [15],
tenemos que seguir los pasos seguidos en la construccién de la integral de trayectoria en la base de
estados coherentes de hw(1l). Para ello, utilicemos la forma explicita del producto interno de dos
diferentes estados coherentes; cuya forma es la siguiente:

(14 G ¢Ge-1)*

(CklCh) = (3.71)
[(1+ 16 (1 + G [))
Tomando el logaritmo, se tiene
I[{(GrlCr-1)] = 2J (1 + G Ger) — I (L +[Gel*) = T In(1 + [Goa]*). (3.72)
Si utilizamos el desarrollo de Taylor para la funcién logaritmo, tenemos
* 2
In(1 + ¢ "Ce—1) = C&"Ce—1 — w +o =G (1 = G 1) (3.73)
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Pero 1 — (" (e =~ m, por lo que (3.73) queda de la siguiente manera
In(1+ ¢ Cr-1) = % (3.74)
De manera andloga, podemos escribir los demas logaritmos
In(1+ G*¢r) = 1i’“2<’“<k +. (3.75)
In(1+ Ge—1"Cr—1) = %ju (3.76)

Introduciendo (3.74), (3.75) y (3.76) en (3.72), y tomando en cuenta el hecho 1+Ck£<k71 ~

1 ~ 1
1+Cr—1*Cr—1 14|k

1H[<Ck|<k71>] =2JIn(1+ G Ceor) — JIn(1+[G[*) — T In(1 + |Ge—1]?)

1 ~
T+HCG™Ce ™

7 para k muy grande, se tiene

A 5 (G Cr—1 + 6 1 — &Gk — Ce—1"Cp—1) +
1+ |Ck|
= ———[G-1(G" = Ce—1") — G (Ck — Ge—1)] + - - - (3.77)
1+ |Ck|
haciendo A(; = (x — Ck—1, la ecuacién (3.72) queda de la siguiente manera
In (Ck|Cr—1) = TC 2 [Ch1AG" — G AG] + (3.78)
k

De aqui tenemos

Hln (CrlCh—1) —eXpZe —hl (Cr|Cr—1)]

k=1

h=n J AGE L AG
= ex € — O(A
epk:1 [1+|Ck|2<<k G )+ (Adk )]

Por lo tanto, se tiene

G(t, G to, Co) —/"'/ﬁdx(Ck)
k=1

cop Y e e Cara e e (5.79)

€
k=1
Tomando los limites e — 0 y N — o0, resulta

G(t, C:to, o) = / D[ (t)] expliS], (3.80)
donde

5= / L), E(8); € (), & (0) ),
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—m« (£)C(t) — ¢ (1)C(E) — H, (3.81)
H = (CHI).

Si queremos calcular las ecuaciones de movimiento, tenemos que utilizar la variacién (2.2), s6lo
que en este caso las variaciones serdn tomadas en las dos variables ((¢) y (*(¢). De manera que
tenemos

d (0L 0L d (oL oL
i50)-a -0 aloE)-o o )

Sustituyendo (3.81) en (3.82), tenemos las siguientes ecuaciones de movimiento

(L4 [¢f) om b _ (L[ oM
_ — -, 3.83
=R e ST i (3.83)
Escribiendo estas ecuaciones en términos de los corchetes de Poisson, éstas toman la forma
: 1 + ¢ - 1 +
=i D g, D gy (3.84)

Si realizamos el cambio de variable ( = tan %ew, las ecuaciones de movimiento (3.84), quedan
de la siguiente manera
1
~ Jsenf

BH), b= -———(6,H). (3.85)

3.5. Elementos de Matriz de los Operadores de su(2)

Para calcular los elementos de matriz de los operadores de su(2) observemos los siguientes
hechos. El estado coherente normalizado estd dado en términos del estado no normalizado como

=S =L g (3.50)
(1+1¢[*)” L+ 17 '

El producto interno del estado no normalizado estd dado por

{CI¢y = 1+ ¢ (3.87)
Por lo tanto el valor esperado [15] de cualquiera de los operadores del dlgebra estd dado por

(€lolg) = (1 + 1<) {¢loI¢}- (3.88)
Si O = J,; de acuerdo con la seccién (3.2) tenemos J, = 2J¢ — CQB%, ésto implica

1 ¢* 2J¢

C|JL|¢) = 2J¢ — <2 << 2J<<<2 *>_ : 3.89
En el caso de O = JA,, este operador en el espacio de Bargmann [12] tiene la forma O = J_ = 8%;
por lo tanto

2J¢*
(ClI-1¢) = {CIC}* (3.90)

{CIC} ¢ 1+[¢)*
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Los productos entre estos operadores se obtiene de la siguiente manera:

P20 G el )
_ AP 201"
= - |C|2 . (3.91)
El elemento de matriz del adjunto del producto anterior, tiene la siguiente forma
s 2J{CIEE | 2J¢ of¢lc 2¢ of{cl¢h  ¢2 9*{<I¢)
W =T0G T g e W@ e wa o
2] + 4¢P
= TR n |C|2 . (3.92)
Los cuadrados de los operadores jJr y J_ estan dados por
2 Lo g _ 2020 = 1)
(€51 {CIC}@JC ¢70/0¢)*{CI¢} QTP (3.93)
Q210 = - THIG 2T (3.9

I a1+ (¢

Otros elementos de matriz se pueden obtener utilizando los elementos de matrices obtenidos
anteriormente, o con las representaciones de los operadores en el espacio de Bargmann.



Capitulo 4

Transiciones de Fase en el Modelo
de LMG

En los capitulos 3 y 4 se demostré que en la representacion de estados coherentes las ecuaciones
de movimiento se reducen al caso cldsico para hamiltonianos lineales en los generadores de su(2) o
hw(1), o a lo méas de grado dos. En éste capitulo se presenta el trabajo presentado por los doctores
Octavio Castanos, Ramén Lépez Pena, Enrique Lépez Moreno y Jorge G. Hirsch [2, 3], en este
trabajo se analiza el modelo LMG cuéntica y clasicamente; se hace la comparaciéon entre ambos
analisis a través del modelo de la separatriz.

4.1. Analisis Cuantico Modelo de Lipkin-Meshkov-Glick

El modelo de Lipkin-Meshkov-Glick (LMG) [18] fue concebido como un modelo de prueba
en la fisica nuclear. Este modelo asume que el niicleo es un sistema de fermiones el cual puede
ocupar dos niveles con la misma degeneracién {2, los cuales estan separados por una energia e.
Existen interaciones residuales las cuales pueden dispersar pares de particulas entre los dos niveles
sin cambiar el niimero de particulas que ocupan los estados. En el formalismo de cuasi-espin el
hamiltoniano estd dado por

H o= ot 303+ )+ L+ Jo 0, (4.1)

con energias € = tw y espaciamiento € = 2w en los niveles de energia. En el hamiltoniano (4.1) el
término que multiplica A aniquila un par de particulas en un nivel y crea otro par de particulas en el
siguiente nivel, y el término que multiplica v dispersa una particula en el nivel de méas alta energia
y otra en el nivel més bajo de energia.

Para un ntmero fijo de particulas N, donde N = 2J, el hamiltoniano (4.1) conmuta con el
operador J2. Partiendo la matriz Hamiltoniana de dimensién 2V ; vemos que esta se descompone
en submatrices de dimension 2J + 1, cada una de ellas asociada con una diferente representacién
irreducible del dlgebra su(2). Como es usual en este tipo de problemas, por simplicidad sélo se
considera el caso de maxima simetria, reduciendo el tamano de la matriz a diagonalizar a N + 1.

4.1.1. Caso Diagonal A\ =0

En éste caso, el hamiltoniano (4.1), se reduce a

H=el. + %(LJ, +JoJy), (4.2)

37
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si utilizamos la identidad %(jJr J_+J_J.) = J%— J2, podemos reescribir el hamiltoniano anterior

-20
30
ol -22
_ 10% -
S o S .26
oo / 28
-20 —
.30 -30
0.3 -0.2 001 0 01 0.2 03 0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0
Y Y

Figura 4.1: El espectro de energia es mostrado para el caso diagonal, con N = 20 y € = 2, en el
lado izquierdo el intervalo de v va de —0.3 a 0.3. En el lado derecho el intervalo de v se cambia a
(—0.25,-0.05).

en términos de los operadores J, y JB, como
H=cJ. + %(ﬁ —J). (4.3)

El correspondiente espectro de energias se obtiene tomando el valor esperado del hamiltoniano (4.3)
en el estado |J, M), resultando

(J,M|H|J, M) = €e(J, M|Jo|J, M) +~(J, M|(J? = J3)|J, M) = eM +~[J(J +1) — M?]. (4.4)

Sin embargo, nos gustaria tener nuestras energias en términos del niimero de particulas, para ello
tenemos que utilizar la base {|Nn)}, que fue construida explicitamente en el capitulo 4 seccién (4.1);
y que estd dada por la siguiente relacion

(N —n)!

N =\ i)

2 |NO), (4.5)
donde n = J+ M, toma valores entre 0 y N. El estado | N0) es el estado base no perturbado, es decir
el estado para el cual A = v = 0, y todas las particulas ocupan el estado mas bajo de energia. Por lo
tanto, expresando el hamiltoniano (4.3) en términos de N y n, mediante las relaciones M = n — %

yJ= %, resulta

)=o) B (1) (o-5)) »

De la ecuacién (4.6), tenemos que N es fijoy n=0,1,..., N. Si deseamos encontrar la degeneracién
de los niveles de energia tenemos que plantear la ecuacion para la intersecciéon de los niveles de
energia consecutivos, que difieren por dos unidades, por tres unidades, etc. Al final resulta que sélo
se deben considerar dos casos:

Ep(N) = Exa(N) o En(N) = Emia(N), (4.7)

que corresponden a las intersecciones entre niveles de energia con distinta paridad o la misma,
respectivamente.
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En el primer caso se tiene por solucién

€
W=yt )

con k=0,1,...,N — 1. En el segundo caso

@ _ _ €
T TN “om -1 (4.9)
conm=0,1,..., N — 2. Para todos estos valores de v existe degeneracion en el caso diagonal. Este
procedimiento nos permite contar el niimero de degeneraciones de un sistema para un nimero N
dado de particulas.

En la Figura 4.1 se muestra el espectro de energias para N = 20 y € = 2. En la grafica del
lado izquierdo se muestran tres diferentes regiones. De —oo < v < —2/19 existen intersecciones,
exactamente en los valores dados por las expresiones (4.8) y (4.9). En la regién —2/19 < v < 2/19
no existen intersecciones entre los niveles de energia. Finalmente para la regién 2/19 < v < oo
nuevamente existen degeneraciones, la grafica es simétrica intercambiando ¥ — —FE y v — —v como
lo podemos ver de la expresién (4.6).

Para la grafica del lado derecho de la Figura 4.1, se muestra con mayor detalle lo que sucede en
la figura anterior. Asi se pueden apreciar las intersecciones para las diferentes energias, para valores
negativos de « y positivos, siendo el estado base el que mas intersecciones posee.

Para el caso més general, el hamiltoniano (4.1) tiene simetria de paridad. Unicamente se pueden
conectar estados con la misma paridad de particulas: pares con pares, o impares con impares. Para
el caso diagonal la paridad nos permite la clasificacién de los estados propios del sistema. Cada vez
que el estado base es par, el primer estado excitado es impar, y viceversa. Existen N/2 interseciones
entre el estado base y los primeros estados excitados si N es par, y (N +1)/2 si N es impar.

4.1.2. Caso General \ # 0

Para el caso general la matriz Hamiltoniana (4.1) ya no es diagonal, ya que en este caso incluyen
términos de la forma

A
2

(J2 + J*)|J, M) = %\/(J—M)(J—M— D(J+M+1)(J + M +2)|J, M +2)

+%\/(J +M)J+M—1)(J-M+1)(J—M+2)|J,M—2), (4.10)

o en la base |N,n), tienen la siguiente forma

%(fi + J2)|IN,n) = %\/(N —n)(N—n—1)(n+1)(n+2)|N,n+2)

+%\/n(n—1)(N—n+1)(N—n+2)|N,n—2>. (4.11)

Por lo tanto tenemos que diagonalizar la matriz para un N fijo. Haciendo ésto para N = 20 y
~v = 0, tenemos el espectro de energias mostrado en la Figura 4.2. En (a) de la Figura 4.2 puede
apreciarse que no existen degeneraciones o intersecciones para valores finitos de A. Sin embargo,
en el limite A — oo, los niveles de energia se degenerardan por pares. En (b) de la Figura 4.2 se
muestra el espectro de energias en funcién de A, para v = —2.5. Aqui se muestran las regiones
donde existen intersecciones y regiones donde existen anti-intersecciones. Las regiones donde existen
anti-intersecciones son asociadas con niveles de repulsion, y sélo pueden tener lugar en niveles con
la misma paridad.
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Paray # 0y A # 0, las regiones en el espacio de pardmetros donde se producen las interseciones y
las anti-intersecciones en los niveles cuanticos de energia obedecen al siguiente conjunto de hipérbolas

T = £1/A2 + (n®)?, (4.12)

Ym = £ A+ ('7m<2))2a (413)

con 7™M y 4, dadas por las ecuaciones (4.8) y (4.9), respectivamente. Cuando A = 0 se produce

(b)
0
_50X/
_ _-100
o o
< ‘i-wOX%
Tij m‘-zoo\/_
-250/’_\Q
3T T 0L 2l
Y Y
© (d)
0 0
5o - 20
B _ =40
oo —
QT T R -60
UI_150/\‘/\ ur - 80
- 200 -100
-120
B A R | R N R 320123

<
<

Figura 4.2: Graficas de los niveles de energia como funcién del pardmetro A para N =20y ¢ = 2. En

la grifica (a) se tiene v = 0; no hay intersecciones en este caso. En la gréfica (b) v = —2.5; en este
caso existen intersecciones. En la grafica (c) v estd relacionada con A por la ecuacién v = —v/ A2 + 1.

En la gréfica (d) « estd relacionada con A por la ecuacién v = VA2 + 1.

el caso diagonal y también muestra que no hay intersecciones cuando v = 0, para algunos valores de
A

El primer conjunto de hipérbolas estd asociado con las intersecciones de los niveles de energia
con diferente paridad. El nimero de interseciones va de uno para k = 0, hasta N/2 o (N +1)/2 para
k = N — 1 dependiendo de si el nimero de particulas es par o impar respectivamente. El segundo
conjunto de hipérbolas estd asociado a anti-intersecciones de los niveles de la misma paridad. Para
las hipérbolas (4.12) con m = 0 existe un par de niveles con energias muy cercanas; para valores de
m mas grandes el niimero de pares de niveles de energia muy cercanos se incrementa hasta N — 2,
donde existen (N —2)/2 o (N — 3)/2 pares de energias muy cercanas, dependiendo de si N es par o
impar. Estos pares de niveles se degenerardn en exactamente cuando A = 0.
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En (c) y (d) de la Figura 4.2 son mostrados dos espectros de energia en funcién de A, para un
sistema con N = 20 particulas, donde las interseciones y anti-intersecciones pueden ser observadas.
En la grafica (c) el hamiltoniano fue diagonalizado para el conjunto de puntos (\,7) que estin
situados en la hipérbola equilatera

y=—VA2+4, (4.14)

la cual da la maxima degeneracién entre los niveles de energia. Es decir todos los valores que coinciden
con esta hipérbola estdn degenerados, excepto para el més alto valor de la energia.

En la gréfica (d) de la Figura 4.2, los niveles de energia son calculados para los valores de los
pardmetros (A, ) que estdn asociados con la hipérbola

y=—VA2+1, (4.15)

donde se encuentra el maximo intervalo de anti-intersecciones. Para este caso, existe degeneracion
s6lo en (A =0,7) y en el limite asintético A\ — +oc.

4.1.3. Estado Base y Primer Estado Excitado

-2 -1 0 1 2

Figura 4.3: Superficies de energia del estado par y sus curvas de nivel, en ambos casos se grafica en
funcién de A y 7.

En esta seccion los resultados para el estado base y el primer estado excitado son presentados
para un sistema con N = 20 particulas, e = 2, y los parametros de intensidad v y A, que van de
—2,5 a 2,5. Las mas baja energia con paridad par, como funcién de los parametros v y A, define una
superficie de energia, la cual es mostrada en la Figura 4.3. En esta figura (lado izquierdo) se puede
apreciar claramente que la superficie de energia cudntica exhibe stibitos cambios en las pendientes
para ciertos valores de v y A, estos cambios estan aproximadamente asociados con las transiciones de
fase del modelo cldsico como se verd mas adelante. En la grafica del lado derecho se muestran la curvas
de nivel, las cuales muestran la dependencia de A\ con respecto a 7. Aqui puede observarse como
se originan las hipérbolas, que como sabemos rigen las intersecciones y anti-intersecciones, y estdn
dadas por las ecuaciones (4.12) y (4.13). Para valores pequefios de n, éstas son aproximadamente
7 =1Al

Estas intersecciones tienen un caracter universal, en el sentido de que el conjunto de que una
de estas hipérbolas coincide para toda N. Esto significa que si por ejemplo N = 2 existe s6lo una
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hipérbola. Para N = 4 existen dos, una de ellas siendo la misma que la del caso N = 2, para N =6

Figura 4.4: Superficies de energia del primer estado impar y sus curvas de nivel en ambos casos se
grafica en funcién de A y ~.

existen tres, las dos anteriores mas una nueva. Cuando el niimero de particulas es impar la situaciéon
es similar.

En la Figura 4.4 se muestra la superficie de energia cudntica para el primer estado impar. En
esta figura se puede apreciar los cambios en la pendiente para algunos valores de los pardmetros y
v A

En el lado derecho de esta figura se muestran las curvas de nivel para el mismo intervalo de
parametros asociado con la superficie.

4.2. Analisis Semiclasico

Ahora nos gustaria obtener el hamiltoniano clasico del modelo de LMG. para ello tenemos que
utilizar los estados coherentes de su(2). Para realizar ésto tenemos que calcular el valor esperador
de (4.1) en la base de los estados coherentes. Esto lo podemos lograr multiplicando (4.1) por (¢ y
|¢) por la izquierda y la derecha respectivamente . De manera que nuestro hamiltoniano toma la
siguiente forma

M = elClold) + SUCITI + (CL2100) + (e T10) + (¢ 1o, (4.16)

Si ahora utilizamos nuestros elementos de matriz de la seccién (3.6) el valor esperado del hamilto-
niano, toma la forma

1—|<|2> ( 2+ 2 ) <4J|<|2+|<|4+1>
=—-J +J2J - DN =—"5— |+ Iy ————— ). 4.17
€<1+ I AR T ) A T e &1n

Utilizando el cambio de variable ¢ = tan(g)ew‘, el primer término de la relacién anterior se reduce a

L ¢f® _
1+ ¢

0s(0). (4.18)
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Figura 4.5: Superficies de energia clasica. En la gréfica del lado izquierdo se utilizaron los siguientes
valores de los pardmetros: v, = 2y 7, = 2. En la gréafica de la derecha fueron elegidos los valores

Vo= —4yy =4
El segundo término

2 *2
1
% = —(sin?fcos?¢ — sin*fsin?p). (4.19)
1+ 2
Por 1ltimo el tercer término
4J|¢? ‘41 29 1
AT+ Il +1 |<2| T Jsin?e 4+ S04
(1+1[¢F)? 2 2

(4.20)

Sumando las tres relaciones anteriores y multiplicando por las constantes que se encuentran
delante de las mismas, nuestro hamiltoniano (5.4) queda de la siguiente manera:

cos?0  Jy

AJ(2J - 1) + R (4.21)

H = eJ cos(0) + ) (sin®fcos®p — sin®sin?¢) + J2ysin?60 + Jv

Definiendo z, y y z contenidas dentro de una esfera unitaria, de la manera siguiente:
x = sin(0) cos(9),
y = sin(0) sin (@),
z = —cos(h), (4.22)

el hamiltoniano anterior (ecuacién 4.21), se reduce a
_ BY BY A 2 2 2 JV\, 2 2
H=FeJV1—-22—9y2+ §J(2J71)(:c )+ (S — 7)(:0 +y° )+ Jr. (4.23)

Agrupando las potencias de z y y, tenemos

H = F2J\/1— 22 —y2 + [W]xu [W}f—l—? (4.24)
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e e g 2 .
Si dividimos entre eJ, restamos = y definimos

= 2 12(7+)‘> v o= w (4.25)

entonces el hamiltoniano anterior queda de la siguiente manera

EE = F2¢/1 — 22 — y2 + v 2® + 07 (4.26)

En términos de los angulos, ésta toma la forma
£ = —2c0s 0 + 7,sin’Ocos? ¢ + 7, sin?Psin® p. (4.27)

Estos dos tultimos hamiltonianos son nuestra aproximacién clasica del hamiltoniano cuantico, en
coordenadas cartesianas y esfericas respectivamente.

En la Figura 4.5 se muestran las superficies de la energia (ecuacién 4.26), para dos conjuntos de
pardmetros v, = 2, 7y = 2y vz = —4, vy = 4. En la figura del lado izquierdo se tienen dos méaximos
y dos minimos; los maximos se encuentran en los puntos (z,y) = (0.94,0.28) y (z,y) = (0.86,0.27)
con los valores &40 = 1.49 y Enar = 2.49 para el primer punto y para el segundo respectivamente;
los minimos se encuentran en los puntos (x,y) = (0.45,0.16) y (z,y) = (0.45,0.16) con los valores
Emin = —1.30 y Enin = 2.21 para el primer punto y para el segundo respectivamente. Los minimos
se presentan en los mismos puntos, los maximos en puntos diferentes. En la figura del lado derecho
se tienen dos maximos y dos minimos como en el caso anterior. Los méaximos se encuentran en los
puntos (z,y) = (0.45,0.16) y (z,y) = (0.45,0.16) con los valores Enge = —2.46 y Emar = 1.06
para el primer punto y para el segundo respectivamente; los minimos se encuentran en los puntos
(x,y) = (—0.94,0.28) y (z,y) = (—0.94,0.28) con los valores Epin = —3.61 y Epin = —2.77 para el
primer punto y para el segundo respectivamente.

4.2.1. Puntos Criticos

Una vez obtenida nuestra aproximacién cldsica del hamiltoniano (4.1), todas las propiedades
dindmicas estdn contenidas en (4.26). Para poder obtener las superficies de médxima y de minima
energia tenemos que calcular los méximos y minimos de (4.26). Para ello tenemos que calcular los
puntos criticos. Esto se logra derivando con respecto a x y y, e igualando a cero ambas derivadas,
de modo que

Tabla I. Puntos criticos para la raiz positiva y negativa de la funcién de la energia
E*, y condiciones en las cuales las raices son reales.

(Zey Ye) Condiciones de Existencia
Sobre los Pardmetros (£F)
(0,0) Ninguna

(ivl_1/7$250) Fyl‘<_1a 7x>1
(0,41 —1/72?) Yy <=1, p>1

r+yl=1-1/%" Yo =Yy =" < —1
OE* 1
= ot ——— =0, 4.28
Oz :C(FY /1—x2—y2> (4.28)

OE* 1
o 2y (yy + 7>_ 0. (4.29)

V1—12%—9y?
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Uno de los punto criticos es (x,y.) = (0,0). El segundo lo obtenemos haciendo y. = 0, por lo
/1 — =%5. El tercero seria (z.,y.) =

= (0,£,/1— ’Yi_2) Finalmente si se cumple

Yz = Yy = 70, tenemos un cuarto punto, que satisface z.* + y.2 = 1 — 7712 S6lo nos interesan los
puntos criticos reales, por lo cual los parametros tienen que satisfacer ciertas condiciones, las cuales
resumimos en la tabla L.

El comportamiento dindmico de un sistema cldsico alrededor de un punto critico estd deter-
minado por la matriz hessiana (ver apédice C). Por lo tanto calculemos las segundas derivadas de
(4.26)

cual se tiene x. = £

o2E* 2(1—4?)
=+ 2%z, 4.30
92 (1 — 22 —y2)3/2 + 2 ( )
02E* 2(1 — z?)
= 2 4.31
o TU—a g #31)
02E* B 2xy B 02E* (4.32)
oxdy (1 —a2—y2)3/2  Oydx’ '
La matriz hessiana para la raiz positiva estd dada por
2(1-y?) 2zy
pt = [ T e amE (4.33)
(1,x22fZ2)3/2 (1752:2233/2 + 27y
y el determinante por
2(1 —y?) 2(1 — 2?) 4x2y?
tH" = ———T— 2% | ———Fr + 2y, | - 4.34
detH ((1—x2—y2)3/2 T2 (1— 22 —y2)3/2 27 (1—a2—42)3 (4.34)

Los conjuntos de bifurcacién, son obtenidos de la condicién detH+ = 0. Examinemos los puntos
criticos por separado

Tabla II. Los puntos criticos para la raiz positiva de la funcién de la energia £+ son
indicados en la primer columna. En la segunda columna son dadas la regiones en
las cuales estos puntos son maximos, minimos o puntos silla. El corchete nos dice el
caracter del punto critico en las regiones en las cuales se dan dichos resultados.

| (zc,ye) | Region de pardmetros y caracter |
14~ >0 }Mlmmo
1+, <0 .
(0,0) 147, <0 } Miéximo
147, >0 Silla
147, >0 Silla,
(/1= 1/7,2,0) Yo < —1 } Silla
Yo > Yy
e <1 Minimo
Ve <Yy
(0, £/T—1/7,2) ”;y <>;1 } Minimo
x> Vy
T <1 } Silla
Ve <Yy
r2 +yl=1—1/7%" | 7% = =7 < —1 Indeterminado
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(1) (%,yc) = (Oa())

Para éste punto critico la matriz hessiana es

2(1 + vz 0
H+_( ( 0” 2(1+vy>)’ (4.35)

y su determinante

detHt = 4(1+ v.) (1 + ). (4.36)
De la condicién detH™ = 0, tenemos

Yo=—1, oy, =-L (4.37)

Los eigenvalores de H* son 2(14 ;) y 2(1 + 7, ), de los cuales se tiene: es un minimosi v, > —1y
Yy > —1, es maxino si 7, < =1y 7, < —1. En los demds casos es un punto silla.

(2) (xcayc) = (:l: V 1- 1/7m2,0) V Ve < —1.

Ahora la matriz hessiana estd dada por

_ 2%6(1 - ,sz) 0
= (0 ) 5

y el determinante por
detH™ = 47, (7 — 72) (1 = 722). (4.39)

De la condicién detH™ = 0, tenemos

Yy = Y- (4.40)

De los eigenvalores de esta matriz se puede observar que, para uno de ellos siempre se cumple
que 27;(1 — ;%) > 0, por la condicién , < —1. Por otra parte, si v, < v, el segundo eigenvalor es
posiltivo, por lo tanto, se tiene un minimo y si v, > <y, se tiene un punto silla.

En este caso la matriz hessiana esta dada por

o — ( 2(Ys — W) 0 ) | (4.41)

0 29, (1 = 7°)
y el determinante por
detH™ = 4y (72 — ) (1 = 7%). (4.42)
De la condicién detH™ = 0, tenemos
Ty = Vo (4.43)

Los eigenvalores de (4.41) estdn dados por los elementos de la diagonal. Para el segundo elemento
de esta matriz se cumple que 2v,(1 — ~,2) > 0, por la condicién 7, < —1. El primer elemento de
esta matriz, se tiene que 7, < 7y, se tiene un minimo y si v, < 7y, se tiene un punto silla.

(4)  (we,ye)estal que w2 +y 2 =1—1/%2y 90 =7 = vy < —1.
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En este ultimo caso la matriz hessiana estd dado por
_2703xc2 2'-)/03'rcyc
HT = , 4.44
( 270°Tcye  —270%yc” (49
y su determinante
detH™ = 47°%2.%y.2 — 29y, (4.45)

el cual es cero con la condicién .2 +y.2 = 1 — 1/7¢2. Por lo cual nuestro criterio nos nos dice nada
acerca de la naturaleza de este punto critico.

Para el caso de £7, el anélisis es totalmente andlogo por lo que no lo haremos aqui. Los resultados
son resumidos en la Tabla III.

Tabla III. Los puntos criticos para la raiz negativa de la funcién de la energia £~
son indicados en la primer columna. En la segunda columna son dadas la regiones
en las cuales estos puntos son maximos, minimos o puntos silla.

| (ze, ye) | Regién de pardmetros y caracter |
1- Yz Z 0 .
1=, >0 } Maximo
1- Y < O s
(0,0) 1=, <0 }Mlmmo
1- Yz S 0 .
1=y >0 Silla,
1- Yz Z 0 .
1=y >0 Silla,
2 Yz > 1 .
(V1 =1/%%0) Silla
Yo <Yy
Ve > 1 Maéximo
Yz > Vy
(0,+/T—1/7,2) F;ijﬁyl } Méximo
x y
> 1 } Silla
Yz > Vy
r2+yl=1—1/v%" | 7% = =7 < —1 Indeterminado

De los resultados anteriores podemos concluir que al hacer un cambio de parametro v, — —7;
Y Yy — —7y se tiene que £ — —&T. Por lo tanto la naturaleza de esta reflexién nos dice que los
puntos que son maximos en un hemisferio seran minimos en el otro.

El comportamiento de las superficies de energia, se obtienen evaluando el punto critico en la
ecuacion (4.26). Iniciando con el punto (0,0), tenemos

Et = —2, para 7, > -1y > -1,

E =2, para v, > 1y, > 1 (4.46)

Es decir, en esta region la superficie de energia presenta dos minimos; el mas bajo corresponde a
un valor constante £t = —2. Para las demds superficies de energfa, nuevamente evaluamos en los
puntos criticos, obteniéndose

1
EJF(CCca yc) =T+ fa (447)
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donde hemos definido

Yo, cuando v, < =1, ¥y v <7y
=4 7y, cuando v, <—-1, y 7 <7
Y0, cuando Y =Yy =7, Y 70 <-1

Para £, se realiza el siguiente conjunto de transformaciones €~ — —ET, 7, — =7, vy v — —7y,
como ya se habia notado.

4.2.2. Transiciones de Fase

3

Figura 4.6: Separatriz dada en funcién de A y v (lado izquierdo), asociada a los conjuntos de bifur-
cacién v, = —1, vy = =1y 7, = 7y, con la condicién v, < —1. Las flechas nos indican las regiones
donde las transiciones de fase tienen lugar. Separatriz dada en funcién de ~y, y 7, (lado derecho);
para el conjunto de bifurcacién v, = —1, 7y = —1 y 72 = 7y con la condicién v, < —1.

Un punto critico pertenece a un conjunto de Maxwell cuando sus energias en dos o méas puntos
criticos son iguales, y bajo pequenos cambios en los parametros de control satisfacen las ecuaciones
de Clausius-Clapeyron las cuales como sabemos estan vinculadas con transiciones de fase de primer
orden a P presion y T temperatura constantes. Cuando existen pequenos cambios en los pardmetros
de control, un conjunto de Maxwell es cruzado, la superficie de energia salta de una rama de un
punto critico a otro, y entonces una transiciéon de fase tiene lugar.

Los conjuntos de Maxwell deben satisfacer

Ew =gl

{0E@ [0y — DED [0y } oy = 0, (4.48)

con p y q corriendo sobre los diferentes puntos criticos. Los conjuntos de bifurcacion estan en el
lugar geométrico del espacio de pardmetros donde la funcién £ cambia, y los puntos de equilibrio
son creados o destruidos. De acuerdo a las conclusiones de las secciones anteriores los conjuntos de
bifurcacién estan dados por

Ve ==%1; vy =%£1; =7 con |y <L (4.49)



4.2. ANALISIS SEMICLASICO 49

El orden de la transicién de fase puede ser determinado siguiendo el criterio de clasificacién de
Ehrenfest [6], para transiciones de fase. Una transicién de fase tiene lugar entre las ramas p y ¢ de
los puntos criticos, y es de n-ésimo orden, si

AL AT

lfim . = lim . , (4.50)

5—0 QOst s0—6 6—0 Ost S046
para i =1,2,...,n — 1, pero falla para i = n. Como un ejemplo, consideremos la funcién £¥(z,y)
cuando la linea 7, = —1 es cruzada a lo largo de la linea recta 7, = £2, la flecha est4d mostrada en
la Figura 4.6.

Consideremos para los parametros de control las ecuaciones pardmetricas
Yo =—-146, v =2, (4.51)

luego la superficie de energia £ (x,y) evaluada en los puntos criticos (0,0) y (2, 0) estdn dadas por

ET(0,0) = -2, &f(z,0)= —1+0. 4.52
0,0)= =2, E(re,0)= 1+ (4:52)
Siguiendo la definicién de Ehrenfest de una transicion de fase es inmediato que
+ _ ot
5(0,0),(71+6,2) - E(IC,O),(71+5,2)’
oET o0&
M 0,0y, (-1482) DV l(2e0),(—146,2)
0?ET D?ET
5.2 5.2 , (4.53)
72" 1(0,0),(~146,2) 2" |(2c,0),(~146,2)

donde las diferentes expresiones se han evaluado en los puntos criticos (z. = 0,y. = 0) y (z. =
0,y. = 0), y los pardmetros de control (v, = —1+ 6,7, = 2) cuando § — 0. Por lo tanto, cuando de
cruza la curva (v, = —1), se trata de una transicién de segundo orden. En general las transiciones
de segundo orden tienen lugar cuando las lineas rectas v, = —1 (arreglo 1), v, = —1 (arreglo 2) y el
punto (vz,vy) = (—1, —1) (flecha 4 y 5). Las intersecciones de la lineas v, = 7, (flecha 3) corresponde
a una transicién de fase de primer orden. Se debe poner especial atencion a las intersecciones de los
puntos (vz,7vy) = (—1,—1) a lo largo de la linea recta v, = —y; — 2, ya que en este caso existe un
trasicion de fase de tercer orden.

Los conjuntos de bifurcacion de Maxwell asociados a las superficies de minima energia, en
términos de los pardmetros de intensidad del modelo de Lipkin-Meshkov-Glick, estan dados por las
siguientes expresiones

v =4\

€ €
< |\ — ——— 4.54
TN - 5 (4.54)

1’ 2J -1

En la Figura 4.6 se muestran los conjuntos de bifurcacion asociados a las transiciones de fase
entre minimos son mostrados con lineas grises. Estos méaximos pueden ser obtenidos por medio de
una reflexion a lo largo de la linea horizontal v = 0. Note que existen transiciones de segundo
orden cuando el minimo del sistema salta del punto critico (0,0) — (z.,0), (0,y.) — (0,0) y
(¢, ye) — (0,0), ademads el punto (x.,0) — (0,y.) es de primer orden. Cuando cruzamos el punto
(0, —€¢/(2J — 1)) alo largo d ela linea recta v = —¢/(2J — 1), se tiene una transicién de tercer orden.

También en ésta figura se muestra el espacio de pardametros dividido en tres regiones por las
hipérbolas equilateras

2
€
72—A2—(2j_l> : (4.55)
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que son obtenidas al igualar las superficies de energia con diferente paridad, en los puntos criticos
que tienen un minimo absoluto. Esta funcién tiene consecuencias en la determinacién de las regiones
en el espacio de parametros en donde existen intersecciones y anti-intersecciones. Es decir, la rama
superior de las hipérbolas equilateras existen intersecciones entre los maximos con diferente paridad,
y la parte inferior se produce un fenémeno similar sélo que ahora para minimos en las superficies de
energia.

4.2.3. Trayectorias

Figura 4.7: Superficies de energia y trayectorias; para condiciones iniciales y valores de los pardmetros
dados. (a) Valores de los pardmetros v, = 2y v, = —2 con condiciones iniciales (0) = 0.9,y(0) =0y
z(0) = 0.4. (b) Valores de los pardmetros v, = —2.5y v, = —0.5, y condiciones iniciales z(0) = 0.87,
y(0) = 0.3y 2(0) =0.4.

En esta seccién obtendremos las ecuaciones de movimiento. Primero, en términos de 6 y ¢,
para posteriormente obtenerlas en términos de las variables cartesianas x, y y z. Para ello utilicemos
nuestra funcién de energia, la cual estd dada por la ecuacién (4.26). Introduzcamos esta funcién
dentro de los corchetes de Poisson, ecuaciones (3.85). Realizando las operaciones tenemos el siguiente
conjunto de ecuaciones

o

g 2[yz — vy sinf cos ¢ sin 6,
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d

d—f = 2+ 2[yzcos?¢ + v,sin¢] cos . (4.56)
En términos de las coodenadas cartesianas x, y y z se tiene lo siguiente:

dx

= 21—y,

dyi

o= 2(1 — vz 2)x,
dz
o = (e = W)y, (4.57)

Figura 4.8: Superficies de energia y trayectorias; para condiciones iniciales y valores de los pardmetros
dados. (a) Valores de los pardmetros v, = —0.7 y y, = 2 con condiciones iniciales z(0) = 0.9, y(0) = 0
y 2(0) = 0.4. (b) Valores de los pardmetros v, = —1.7 y v, = 2, y condiciones iniciales z(0) = 0.9,
y(0) =0y 2(0) = 0.4.

Las ecuaciones (4.56) y (4.57) son totalmente equivalentes, y describen el mismo movimiento en
la esfera unitaria. Cabe mencionar que los puntos de equilibrio de estas ecuaciones de movimiento
son los mismos encontrados en la seccién 4,3, para la funcién de la energia.

El caso 7, = 7y, tiene una solucién analitica dejando z(t) = z(0) como una constante de
movimiento. Si resolvemos las ecuaciones para x y y. Primero introduciendo la condicién para z, se
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~_ 7

Figura 4.9: Curvas de nivel de la funcién de energia; con dos conjuntos de valores de los pardmetros
Yz =10, 7y =4y vz = 2.5, 7y = —3. Las curvas de nivel en ambas gréficas estdn dadas en funcién
de los angulos 0 y ¢.

tiene que resolver el siguiente conjunto de ecuaciones

dx
S 91—
dy
pri 2(1 — v, 2(0))x. (4.58)
Despejando y(t) de la primer ecuacién se tiene
1 dz

_ dz. 4.59

W=~ o (4.59)

Derivandola con respecto a t; e introduciendola en la segunda tenemos la ecuacién de segundo grado

d*x 9
ol —4(1 — v,2(0)) . (4.60)
Escribiendo 2(1 — «,2(0)) = wy, entonces la ecuacién anterior se reduce a

d?z
P —wor, (4.61)

que tiene por solucion
z(t) = 2(0) sinwpt + y(0) cos wot. (4.62)

Por lo tanto las soluciones para las tres coordenadas son

8
)
~~
~—
I

2(0) sinwpt + y(0) cos wot
y(0) sin wot — 2:(0) cos wot (4.63)

8
)
~~
~—
I
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Para el caso v, # 7y, €l sistema de ecuaciones debe ser resuelto numéricamente. De acuerdo
con la separatriz del sistema, las regiones de transiciéon de fase en el espacio de parametros estan
indicados en la Figura 4.6, a través de flechas numeradas del 1 al 5. Cada flecha muestra las regiones
que al ser cruzadas se presentan transiciones de fase. En las Figuras 4.7 y 4.8, graficamos para
algunos valores de los pardmetros y poder apreciar las transiciones entre las regiones del espacio de
pardmetros. Las condiciones iniciales z(0), y(0) y z(0) son seleccionadas de tal manera que siempre
se encuentren sobre la esfera unitaria.

En la figura 4.7 (a) graficamos para los valores v, = 2 y 7, = —2 en los pardmetros con
condiciones iniciales z(0) = 0.9, y(0) = 0 y 2(0) = 0.4. En esta figura puede apreciarse que la
trayectoria es cerrada y que se encuentra sobre los dos hemisferios de la esfera. Las proyecciones
sobre los planos nos ayudan a ver en qué paralelo y meridiano se encuentran dichas trayectorias.
Para este conjunto de valores de los pardmetros la funcién de energia posee dos maximos y dos
minimos; los maximos con el valor £y,4, = 2.5 en el puntos (z,y) = (:I:@, 0). Los minimos con el
mismo valor £y, = —2, en los puntos (z,y) = (0, £1).

En la Figura 4.7 (b) se graficé para valores v, = —2.5 y 7, = —0.5, con condiciones iniciales
x(0) = 0.87, y(0) = 0.3 y 2(0) = 0.4. Para este conjunto de valores de los pardmetros la funcién de
energfa posee un méximo y dos minimos; el mdximo con el valor &£,,4, = 1.2 en el punto (z,y) =
(0.4,0.2). Los minimos con el valor &, = —1.8, en los puntos (z,y) = (£0.9,0.3).

En la Figura 4.8 (a) se graficé para valores 7, = —0.7 y v, = 2, con condiciones iniciales
2(0) = 0.9, y(0) = 0y 2(0) = 0.4. Para este conjunto de valores de los pardmetros la funcién
de energia posee dos maximos y dos minimos; el maximo con el valor &, = 1.7 en los puntos
(x,y) = (0.4,40.2). Los minimos con el valor &, = 0.03, en los puntos (z,y) = (£0.9,0.3).

En la Figura 4.8 (b) se graficé para valores v, = —1.7 y 7, = 2, con condiciones iniciales
z(0) = 0.9, y(0) = 0y 2(0) = 0.4. Para este conjunto de valores de los pardmetros la funcién
de energia posee dos maximos y dos minimos; el maximo con el valor &, = 1.5 en los puntos
(z,y) = (0.4,40.2). Los minimos con el valor &pin = 0.9, en los puntos (x,y) = (£0.9,0.3).

En la Figura 4.9 se grafico las curvas de nivel de la funcion de energia en términos de los angulos 6
y ¢, para dos conjuntos de valores de los pardmetros v, = 10, v, =4y vz = 2.5, 7y = —3. Recuérdese
que las curvas de nivel de la funcién de energia son trayectorias de las ecuaciones diferenciales (4.56)
(soluciones) para diferentes valores constantes de la energia.

4.3. Comparacion Entre el Analisis Cuantico y Clasico

Hemos visto que la dindmica de nuestro modelo clasico depende de las regiones del espacio de
parametros clasificadas por la separatriz del hamiltoniano. Esto se puede apreciar en las superficies de
energia; si variamos los parametros de tal manera que tengamos valores en las diferentes regiones del
espacio de pardametros, por ejemplo, un punto minimo puede ser transformado a maximo o punto silla
o viceversa, al producirse las transiciones de fase. Esto también tiene consecuencias evidentes en las
trayectorias; trayectorias que se encuentran en un hemisferio de la esfera al producirse la transicién de
fase pueden encontrarse en el otro hemisferio o pasar de una trayectoria que se encuentra alrededor
de un minimo a un maximo o un punto silla o cualquiera de estas combinaciones, cambiando la
estabilidad del punto.

El comportamiento del sistema cuantico por otra parte puede ser también descrito en términos
del modelo de la separatriz, ésto lo podemos ver en las superficies de la energia del primer estado par
e impar; las pendientes de dichas superficies sufren sibitos cambios al variar los pardmetros. Estos
cambios son descritos aproximadamente por la separatriz del modelo clasico. En estas superficies
puede observarse que existen tres regiones con diferentes pendientes, asociadas con las transiciones
de fase clasica.
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El modelo de la separatriz no sélo describe las transiciones de fase cudnticas, sino también las
regiones donde se producen las intersecciones y las anti-intersecciones, siendo éstas descritas por el
mismo conjunto de hipérbolas que describen las transiciones de fase, y las rectas que describen los
valores de interseccién para el caso diagonal.

En las graficas de la figura 4.10 se muestran las curvas de nivel para el primer par de estados
par e impar. Las lineas grises delgadas nos muestran la regiéon donde se llevan a cabo los cambios
en las pendientes de las superficies de energia cudntica, para los primeros estados par e impar. La
parabola que se observa en la parte superior de ambas graficas y las rectas grises, son las graficas
asociadas aproximadamante a la separatriz graficada en términos de los parametros del hamiltoniano
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Figura 4.10: Curvas de nivel de la funcién de energia exacta cudntica para los primeros estados par
e impar. Las lineas grises delgadas nos muestran las regiones donde se llevan a cabo las transiciones
de fase en dichas superficies.

del modelo LMG de la seccién 4.4. Las restantes rectas estdn asociadas con las ecuaciones 4.8 y 4.9
del caso diagonal, mostrandonos la fuerte relaciéon que existe entre el modelo clésico y cuantico.
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Figura 4.11: Diferencias de energia entre de los estados vecinos en funcion de la energia, para el caso
diagonal. (a) v = —0.4, para este valor existen nueve estados de energia degenerados. (b) v = —0.32,
para este valor la degeneracion se rompe y sélo existen siete estados de energia degenerados. Para
ambos casos se grafico para N =20y € = 2.

En la figura 4.11 se grafican las diferencias de energia de los estados préximos en funcién de
la energia, para dos diferentes valores del parametro . En estas gréficas puede apreciarse cémo al
cambiar el valor del pardmetro v de v = —0.4 a v = —0.32 la degeneracion es rota, y ésta pasa de
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nueve niveles de energia degenerados a siete, presentiandose nuevamente cambios importantes en las
propiedades del sistema, con la variacion de los parametros en las diferentes regiones de la separatriz.

En la figura 4.12 se presentan las graficas de las diferencias de energia entre los niveles de energia
préximos en funcién de la energia, para el caso no diagonal. En la parte (a) de la figura se observan
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" . . u 19 Y
<4 m <1.8 ¢ Y
A A 1.7 &8 .
2 . . 1.6 ¢ .
O L_eoosscosee® ®e000000000 | 1.5(2 .9
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
E E

Figura 4.12: Diferencias de energia entre entre los estados proximos en funcién de la energia, para
el caso no-diagonal. (a) A = —0.068, para este valor existen dos regiones de niveles de energia
degenerados, con una zona intermedia de separacién de los niveles de energia aproximadamante
constante. (b) A = —0.014, para este valor el nimero de niveles de energia degenerados desaparece
v la zona interemedia aumenta. Para ambos casos se graficé para N =100,y =0y e = 2.

dos regiones en las cuales los niveles de energia presentan degeneracién, con una zona central en la
cual los niveles de energia presentan una separaciéon aproximadamente constante. La degeneracion
del lado izquierdo de esta grafica corresponde a los niveles de mas baja energia incluyendo al estado
base, mientras que el lado derecho corresponde a los niveles de méxima energia. La parte (b) de la
figura presenta un comportamiento totalmente diferente al anterior. Los niveles de energia en este
caso no presentan degeneracion, ademas de presentar aproximadamante el mismo espaciamiento.
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Capitulo 5

Transiciones de Fase en el Modelo
JC

En el capitulo anterior se mostr6 que los estados coherentes de su(2) son una buena aproximacién
al caso clasico cuando el hamiltoniano depende a lo mas en potencias cuadraticas en los operadores.
Se utilizé este hecho para construir la funcién de energia clasica del hamiltoniano del modelo LMG,
y comparar con el caso cuantico. Si bien este modelo sélo tenia dependencia de los generadores del
algebra su(2), ésto no implica que no se pueda aplicar a algiin modelo que mezcle las dlgebras su(2)
y hw(1). En este capitulo se presenta el modelo de Jaynes-Cummings que contiene una mezcla de
los operadores de su(2) y hw(1), se hace el andlisis de la funcién de energia cldsica y se utiliza el
modelo de la separatriz descrito en el capitulo para mostrar que dicho modelo describe propiedades
no sélo del modelo clésico sino también del modelo cuéntico.

5.1. Analisis Cuantico del Modelo de Jaynes-Cummings

Considere una pequena muestra de material que contiene particulas de espin semi-entero locali-
zadas dentro de una cavidad en la cual existe un campo eléctrico que tiene sélo una componente en
la direccién z. Como mostramos en el capitulo (1), la energia del modo del campo estd dada por

Heampo = wa'a, (5.1)

donde w es la frecuencia del modo bajo consideracion.
El hamiltoniano de la parte atémica estda dada por

Hatom = woJo. (5.2)
Por dltimo la interaccién esta dada por
Hip = k(a" + a)J,, (5.3)
2

donde jm, puede ser escrito en términos de los operadores de ascenso y descenso, es decir, J, =
por lo tanto (5.3) queda de la siguiente manera

3

H = wodo + g(aﬂ va)( Ty +Jo). (5.4)

o7
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De manera que la suma de los hamiltonianos del campo, atémico e interacciéon nos da el hamiltoniano
total

H = wila+ wodo + g(aﬂ +a) (T + o). (5.5)

Este hamiltoniano puede ser simplificado tomando en cuenta la siguientes consideraciones. Cuando
K = 0, es decir, cuando no hay interaccién, los operadores de Heisenberg tienen dependencia temporal
de la siguiente manera

a(t) = a(0)e ™t al(t) = a’(0)e™", (5.6)

Ji(t) = Jp(0)e= ™0t J_(t) = J_(0)e™0r, (5.7)

Si sustituimos estos tltimos operadores en el hamiltoniano (5.5), tenemos que cerca de la resonancia
(w &~ wp), los términos de interaccién &j+ y al J_ son practicamente términos del campo, ademas los
términos varian muy rapidamente con frecuencias +(w+wyp). En el régimen de altas frecuencias, estos
ultimos términos promedian a cero, por lo que podemos escribir el hamiltoniano (5.5) simplemente
como

H = watd + wodo + g(aﬂj, +ady). (5.8)
Esta aproximacién es equivalente a la descomposicién de una onda linealmente polarizada [13],
en dos ondas circularmente polarizadas en direccién opuesta, que sélo mantienen la rotacién en la
misma direccién en la que precede el espin. !
El problema en esta etapa es resolver la ecuacién de Schrodinger para el hamiltoniano (5.8).
Presentaremos una solucién debida a Jaynes y Cummings [14].
Por conveniencia, definamos dos nuevos operadores

Sy =Jra, S =J.al (5.9)

De las relaciones de conmutacién (1.6) y (3.9), se puede demostrar que

+afady. (5.10)

. . L . . 14 ]
ala, 8] = £85, [Jo, 8a] = 2281, [, 8] = 12

Podemos encontrar que las ecuaciones de movimiento de Heisenberg [5] para estos operadores no
son lineales. Sin embargo, podemos encontrar las ecuaciones de movimiento, y sus constantes de
movimiento. Verifiquemos directamente que los operadores

Cr=w@fa+Jo), Co=r(Sy+8)—Awly, (5.11)

donde Aw = w — wp, conmutan con el hamiltoniano (5.8) y que por lo tanto son constantes de
movimiento. Se puede observar inmediatamente de (5.11) que

H=0Cy+Cy, (5.12)

por lo tanto la relaciéon anterior muestra que ¢y y C5 no son independientes de H. Adem4s se puede
mostrar que

[Cy1,Cy] = 0. (5.13)

1fista es llamada la aproximacién de onda rotante y es valida sélo para acoplamiento débil.
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Cuando no existe acoplamiento entre el espin y el campo de radiacién, tenemos un conjunto
completo de vectores base. Denotémoslos como |n), para el campo de radiacién, y |J, M), para los
espines [5], y su producto tensorial como |n) ® |J, M) = |n;J, M). Podemos utilizar este conjunto
completo de estados para expandir los vectores de estado del sistema acoplado. Puede verse que

Ciln; J, M) = w(ata + Jo)|n; J, M) = w(n + M)|n; J, M), (5.14)

tal que los eigenvalores de C} son w(n+M) con eigenestados |n; J, M). Ademés en esta representacion
Cy es diagonal. Sin embargo, C, en esta re presentacién no es diagonal, pero de la relacién (5.13)
tenemos que C’l y C’Q conmutan [5]. Por lo tanto, existe una una base de eigenvalores comunes a C’l
y C,. En la base |n; J, M), Cy es tridiagonal.
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Figura 5.1: Espectro de energias cudnticas exactas, con valores en los pardmetros siguientes: (a)
w=08ykrk=12.b)w=1yrk=-02.(c)w=1yx=-09.(d) w=1y x = 3.9. En todos los
casos se tomo J =5y n = 100.

Comencemos observando que C es una constante de movimiento. Esto implica que w(n+M) =
constante, por lo que podemos escribir n + M = N [21]. Apliquemos el operador Cs a este estado,
de manera que después de una sencilla simplificacién obtenemos

Co|N — M; J, M) =ky/(N —J+1)(J+ M)(J = M+1)|N — (M —1);J,M —1)

+r/ (N = I)(J = M)(J+M +1)|[N — (M +1);J,M + 1) — AouM|N — M; J, M), (5.15)

Si aplicamos (N — M /; J, M /| por el lado izquierdo tenemos el siguiente elemento de matriz:

(N = M5 J, M |Co|N = M;J, M) = k/(N = J + 1)(J + M)(J = M +1)8yp 5, (5.16)
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RV (N = D) = M)+ M+ 1)8y apyq — AwMé )y

donde 4, ,, es la funcién delta de Kronecker. Para J = 1 se tiene la matriz

con eigenvalores

Ao = ﬂ/(%)in‘z(n +1). (5.18)

Por lo tanto, las energias del hamiltoniano para J = % estdn dados por (ver W. H. Louisell referencia

[21])

E172_w(n+%)i\/(%> +r2(n +1). (5.19)

Para valores mas grandes de J se tienen que diagonalizar matrices tridiagonales de dimension 2J+1,
donde J es el nimero cudntico de momento angular [5].

En las graficas de la figura 5.1 se graficé para J = 5, y diferentes valores en los parametros.
En las gréaficas se puede apreciar como para ningun valor de los pardmetros para los cuales se
grafico las energias se intersectan, o dicho de manera més precisa, las energias cudnticas exactas para
estos valores de los pardmetros estan degenerados. Recordemos que en el caso del modelo LMG las
intersecciones se producian aproximadamente en la separatriz del sistema clasico. En este modelo tal
fenémeno parece no producirce. Sin embargo, como mostraremos mas adelante las diferencias entre
préximos vecinos en funcién de la energia nos muestran la relacion que estas diferencias tienen con
el modelo de la separatriz.

5.2. Analisis Semiclasico

Para obtener la funcién de energia cldsica del hamiltoniano de Jaynes-Cummings (5.8), hag-
amos una pequena observacién; el hamiltoniano del modelo de LMG teniamos sélo operadores del
algebra su(2) [7] por lo que sélo se utilizaron estados coherentes de dicha dlgebra, en el hamilto-
niano del modelo de Jaynes-Cummings (JC) se mezclan operadores de las dlgebras hw(1) y su(2),
por lo tanto, tenemos que utilizar un estado que contenga a ambos estados. Esto lo podemos lograr
tomando el producto tensorial de ambos estados |z) ® |{) = |z, (). Haciendo ésto el valor esperado
del hamiltoniano (5.8) es el siguiente:

H = (z,(|H|z ) = w(z,(latalz, ¢) +wo(z, (| Jolz, ¢) + K((2, ¢|aTJ_|2,¢) + (2, (la] 1|2, ()

1 2 * *
—w|z|2—w0J( |<|2>+2JH(M>, (5.20)
L+ [¢] L+ [¢]
donde cada uno de los estados del producto |z) ® [() = |z,(), actiia s6lo en los operadores de su

algebra. Utilizando los cambios de variable { = tan gew y 2= ‘Hﬁ, se obtiene
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Figura 5.2: Superficie de energia y curvas de nivel para la funcién de energia £, con x y y constantes.

En esta figura los valores de los parametros son: J =10, w = —1.9, k = 1.2 y wg = 0.5 con = = 0.35
y y=0.61.
1112
|<|2 = —cos?, (5.21)
1+ ¢
20" 4+ 2"C _ gqsinf cos ¢ + psinfsin ¢
L+ ¢ V2 ’
por lo tanto, (5.20) queda de la siguiente forma:
@ +p?
H(q,p,0,d,w,wo, k,J) =w — woJ cos O + V2Jk(gsinfcos ¢ + psinfsinp).  (5.22)
Definiendo x = sinfcos ¢, y = sinfsing y z = —cos = F4/1 — 22 — 42, tenemos
24 .2
5:|:(Q7p7xa Y, W, wo, R, J) = M :FUJOJ V 1—a2?— y2 + \/5‘]’{’((]1; +py) (523)

Esta ultima expresién es nuestra aproximacién cldsica del modelo de Jaynes-Cummings, la cual
llamaremos funcién de energia.

En las figuras 5.2 y 5.3 se muestran las superficies de energia asi como sus curvas de nivel para
algunos valores de los parametros. En la figura 5.2 se graficé para x y y constantes. En la figura 5.3
se graficé para q y p constantes. Cada una de las curvas de nivel mostradas nos indican trayectorias
en el espacio fase, observandose trayectorias cerradas alrededor del origen aproximadamente para el
caso en el cual & y y son constantes, y trayectorias cerradas y periodicas para el caso en el cual ¢ y
p son constantes. Las zonas van de negras a blancas pasando por diferentes tonos de gris, las negras
corresponden a trayectorias con las energias mas pequenas, yendo hasta las blancas las cuales son
las de més grande energia. Las zonas grises corresponden a diferentes valores de la energia, acotadas
por las energias méas grandes y més pequenas.

5.2.1. Puntos Criticos y Separatriz del Sistema

Para obtener los puntos criticos de la funcién de la energfa clésica (5.23), calculemos las derivadas
de primer orden. Hagamoslo para ambas raices:

+

+
8% = wq+V2Jkx =0, 8% =wp+V2Jky =0, (5.24)
q P
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Figura 5.3: Superficies de energia y curvas de nivel para la funciéon de energia dada en términos de
los dngulos. En esta figura los valores de los parametros son: J =10, w = —1.9, k = 1.2 y wg = 0.5

congq=—-13yp=1.5.

OE* woJT OE* woJy
=+ 2Jkqg =0 == 2Jkp = 0. 5.25
Oz \/1—$2—y2+\/_ " ’ Oy \/1—$2—y2+\/_’€p ( )

Las raices de estas cuatro ecuaciones simultaneas las resumimos en la siguiente tabla, con la condiciéon

_Y2Jk v2Jk (5.26)

Te Y Pe—=— Ye.-

qc =
w
Tabla I. Puntos citicos de la funcién de la energia, ecuacién (5.23), y condiciones

en las cuales estos puntos criticos son reales.

(Tey Ye) Condiciones de Existencia
Sobre los Pardmetros (£F)
(0,0) Ninguna

+/1-(572) .0 sel<1

( )
(0,2/1 - (£2)%) |2 (< 1

22 y? =1 (g’ o<1

Para obtener los conjuntos de bifurcacién y con ello determinar la separatriz del sistema [6],
debemos calcular la matriz hessiana en cada uno de los puntos criticos, e imponer la condicién sobre

el determinante de la matriz hessiana detH™ (g, pe, Tc, Ye) = 0.

Caso 1. (qc, pe, e, ye) = (0,0,0,0).
Para este caso se tiene la siguiente matriz hessiana [17], para £T y £~ respectivamente

w 0 V2JkK 0
0 w 0 V27K
+ _
H*(0,0,0,0) = N3 twod 0 ; (5.27)
0 V2JkK 0 +woJ
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Sus determinantes y sus respectivos eigenvalores estan dados por

detH*(0,0,0,0) = J*(wwy T 2JK2)? (5.28)
NE L= w+ Jwg — /8J2K2 + (w F Jw)?
1,2 — 2 5
+ 2,2 2

Mg = w=E Jwo + \/8J2/-€ + (wF Jw) , (5.29)

De la condicién detH*(0,0,0,0) = 0 [6], se desprende que wwy = 2Jk? y wwy = —2.Jk2 para
Ht y H~ respectivamante.

Tabla II. Los puntos criticos son indicados en la primer columna. En la segunda
columna se dan la regiones en las cuales estos puntos son maximos, minimos o
puntos silla. Esta tabla corresponde a las dos funciones de energia £T y £7.

| (ges pe, Te, Ye) | Region de pardmetros y caracter |
wo > # }Minimo
2J%k? ;
(0,0,0,0) wo < 2262 L silla

2 2 s .
wo < —QJT’”" }anno

wo > —226% L silla

(—2Ing, sy 41— (20)? () wwp >0, k#0  }Sila

(s, sy 001 (7)) wn>0, K#0 S

(—2Ing, sy 4 )1 - (20e)? () wwy <0, K#0 }Sila

(—2Inp, sy 0 4y )1 - (20)7) wwo <0, k#0 |} Silla

2.2 2 .
P’ +q” =2 (2 +y?) w4yt =1 (52%) wwo >0, K#0 }Sila

2,2 2 .
pc2 + QCQ = Nw—z’{(xCQ +yc2) zc? +yc2 =1- (;j):z) wwo <0, K#0 } Silla

Para todos los eigenvalores se cumple que /8J%k% 4+ (w F Jw?)? siempre es mayor que cero
para todo valor en los pardmetros. Para obtener A*; > 0y AT2 > 0 se tiene que cumplir w + Jwgy >

V/8J2k2 + (w — Jw?)?; elevando al cuadrado ambos lados de la desigualdad y cancelando términos

2J k>
w

ya que J es siempre positivo. Ademds tenemos que \/8J2k2 + (w — Jw?)? es siempre un nimero

iguales, se tiene wg > , desigualdad que tiene sentido sdlo si w y wp son nimeros positivos,
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Figura 5.4: Separatrices para los siguientes conjuntos de bifurcacién: Lado izquierdo (raiz positiva)

y conjuntos wg = 2J L y wwy < 0, k # 0. Lado derecho (raiz negativa) y conjuntos wg = 2J il

y wwg > 0, k # 0. La numeracion corresponde a: I minimo, II, III, IV y V puntos silla para 1a
separatriz del lado izquierdo. Para la separatriz del lado derecho, se tiene: I, II, III y V puntos silla
y por tdltimo IV minimos.

positivo, se tiene entonces que AT3 y AT, son siempre mayor que cero. Por lo tanto si wy > 2J L

(Gey Pe, Te, Ye) = (0,0,0,0) es un minimo. En el caso de la desigualdad inversa, es decir, A\T1 < O y

Aty < 0, tenemos w + Jwg < 1/8J2k2 + (w — Jw?)2, elevando al cuadrado ambos miembros de la
2JI€

desigualdad, obtenemos wy < , pero se cumple siempre que la raiz \/8J2k2 + (w — Jw?)2 > 0
para cualquier valor de los parametros; ésto implica que A3 y AT, son siempre mayor que cero, por

lo cual tenemos que dos eigenvalores son positivos y dos negativos [17]. Por lo tanto, si se cumple

2JI€

wp < , (¢es Pes Tey ye) = (0,0,0,0) es un punto silla.

Para los eigenvalores A71, A" 2, A3y A™ 4 los resultados son similares. Si wg < — , se cumple
que los cuatro eigenvalores son positivos por lo cual (¢, pe, Tc, ye) = (0,0,0,0) es un nnmmo Siwg >
2J“ se tiene dos eigenvalores positivos y dos negativos, por lo tanto, (q., pe, Zc, ¥e) = (0,0,0,0) es

un punto silla.

Caso 2 (QC;pc; Le, yc) 3& (Oa Oa Oa 0)
Para estos casos las raices restantes estdn dadas en la Tabla I, y la matriz hessiana [17] evaluado
en éstos siempre es la misma, dnicamante difieren en el signo para cada una de las raices. Es decir,

tenemos
w 0 V2Jk 0
N 0 w 0 V2Jk
fr— 4,6
H (QC; DPes Tey yc) - \/5!]/4! 0 ingIZJ(L:J;)M 0 y (530)
0 V2Jk 0 200k

Los determinantes y los eigenvalores estan dados por

4J* k(4% K + w2wo?) (Jwwo | F wwo)

detH* = 3 ,

(5.31)

w3wy

wiwo £ 272k wwo| £ /4T KIw2we? + 8.J2Kk2whwe? + wBwy? F 4J2 k2w wo [wwo|

+
A2 = 2
2w?wy

, (5.32)
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wiwo® £ 8J K |wwo| £ 1/64T8K12w2w02% + 8.J2k2wBwob + wl0wob F 16.J%K0wdw [wwo|

2w3 w3

+
ATz =

En este caso si tomamos wwy < 0 y wwg > 0 cada uno de los determinantes detH™ (qe, pe, Te, Ye) ¥
detH™ (qe, Pes e, Ye) son diferentes de cero. Por lo tanto, la inica forma en que se se puede satisfacer
la condicién detH™ (qe, e, Te,Ye) = 0y detH™ (qe, Pe, Te, Ye) = 0 es tomando x = 0, para ambos
determinantes.

Si pasamos la raiz de la desigualdad ATo < 0 del lado derecho, elevamos al cuadrado am-
bos miembros de la desigualdad y eliminamos términos semejantes, se obtiene 8.J%k?w3wg|wwy| <
8J%k%wrwy?, la cual sélo tiene sentido si wwy < 0, por lo cual tenemos 16J%k%wwy? > 0, de
aqui se desprende k2 > 0, es decir, x > 0 o k& < 0. Por tener el primer eigenvalor \*; la raiz
positiva, la cual siempre es positiva para cualquier valor de los pardmetros, y ésta ser mayor que
el primer término de este eigenvalor se cumple que AT; > 0. Para los dos eigenvalores restantes
A3 y AT, se cumplen desigualdades similares, es decir, si de la desigualdad AT, < 0, pasamos
la raiz cuadrada del lado derecho, elevamos al cuadrado y eliminamos términos semejantes se ob-
tiene 24.J2k%wiwo?|wow| < 24.J2Kk5wBw08, desigualdad que sélo tiene sentido si wow < 0, de aquf se
desprende k2 > 0, es decir, k > 0 0 k < 0. Por lo tanto, si wwg < 0y & # 0, se tiene que dos eigen-
valores son negativos y dos positivos, y en consecuencia todos los puntos (qc, pe, Ze, ye) 7 (0,0,0,0)
son puntos silla.

Para los eigenvalores A\71, A72, A73 y A7 4, se cumplen relaciones semejantes a las anteriores.
Tenemos un par de eigenvalores postivos y un par negativos, con las condiciones sobre los pardmetros
wwy > 0y Kk # 0. Por lo tanto, los puntos (qc, pe, Ze, Ye) 7 (0,0, 0,0) son puntos silla. En la tabla IT
resuminos todo lo dicho acerca de la naturaleza de los puntos criticos.

En la figura 5.4 (lado izquierdo) se muestran la separatriz asociadas a los conjuntos de bifur-
cacién wy = 2Ji“2 y wwo < 0, k # 0. Regidn I, regién donde se presentan minimos. Regiones II, II,
IV y V, regiones donde se presentan puntos silla.

En el lado derecho de la figura 5.4 se muestran la separatriz asociada los conjuntos de bifurcacién
wo = — 2Ji“2 y wwo > 0, K # 0. Regiones I, II, IIT y V, regiones donde puntos silla. Regién IV, regién
donde se presentan minimos. Este mismo conjunto de separatrices fue encontrado por R.Gilmore y
L. M. Narducci [8]. Sélo que a diferencia del trabajo aqui presentado, ellos utilizaron la ecuacién
1.20 para obtener las ecuaciones de movimiento del hamiltoniano del modelo JC, al que se le habia
agregado un campo externo de la forma oz(jJr + JA,), donde a es un pardametro real y la aproximacion
de campo medio para poder tratar los valores operadores de ascenso, descenso, aniquilacién y creacion
como independientes y hallar los puntos de equilibrio en los casos estacionario y no-estacionario. De
las condiciones de equilibrio se obtuvo un potencial de cuarto orden el cual proporciono los puntos
criticos en funcién de dos parametros que a su vez dependian de los parametros involucrados en
el hamiltoniano del modelo JC. Cuando o = 0 este hamiltoniano se reduce al estudiado en este
capitulo.

5.2.2. Transiciones de Fase

En la figura 5.2.2 se muestran la superposicién de las dos separatrices de la seccién anterior.
Las regiones numeradas son las regiones en las cuales estudiaremos las transiciones de fase [6].

La forma en que se pueden cruzar las regiones de I a IIl y de II a IV, es a través de un ntimero
infinito de rectas. Sin embargo, todas las podemos estudiar tan s6lo con un par de rectas de la forma

wo==xtanbd y k=179, (5.33)
donde tan 6 es la pendiende de cada una de las rectas y satisface la condiciéon

2J2 2J2
_2TR ang < 2E (5.34)
w w
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La cual nos asegura que las rectas no cortaran las parabolas. Las energias asociadas en estas
regiones estan dadas por

gi(qcapcaxcayC) = :FJWO; (535)

correspondientes a las parabolas superior e inferior respectivamante. Con estas condiciones el criterio

~ @,
i I
K
T w

2.J2%k2

Figura 5.5: Separatrices superpuestas para ambos conjuntos de bifurcacién wg = ="~ y wwp < 0,
k# 0,y wg = —QJi’”"z y wwo > 0, kK # 0. Cuando se cruzan las regiones de II a IIl y de I a IV a
traves de las rectas (4 tan 09, ) se producen transiciones de primer orden.
de Ehrenfest [6] nos da lo siguiente:
z — o ’ Jr
%%5 (gesPesTe,ye)=(0,0,0,0),(tan65,8) %%5 ’(qc,pc,xc,yc):(0,0,0,0),(tanH&J)’ (536)
o0&~ OET
lim —— lim —— . 5.37
520 06 7 m 55 (5.37)

(gesPere,ye)=(0,0,0,0),(tan6d,d) (gespete,ye)=(0,0,0,0),(tan64,4)

El cual nos indica que las transiciones de fase que tienen lugar al cruzar de la regién I a la region
IIT y de la regién II a la IV son transiciones de primer orden.

5.2.3. Equivalencia entre el Modelo LMG y JC

Si resolvemos (5.24) para ¢ y p obtenemos

V2Jk V2JkK
Ty p=-—
w w

q=— y. (5.38)

Si sustituimos este par de ecuaciones en la funcién de energia (5.23) se tiene

J2 4
Ei((Lpa Z,Y,w,wo, R, ']) = :FWO'] V 1—a2?— y2 - —KJ(:CQ + y2) (539)
w
Dividiendo entre wg.J y definiendo v9 = %}Jjj , resulta
EfLam(m,y,v0) = F2v/1 — 22 — 2 — 3o (a® + ¢2), (5.40)

la cual es exactamente la funcién de energfa del modelo LMG (4.26), para el caso en el que se cumple
Yz = Yy = —Y. Por lo tanto, en este contexto el modelo JC es equivalente al modelo LMG. Este
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hecho ya habia sido advertido por J. Reslen, L. Quiroga y N. F. Johnson [22, 23] y J. G. Brankov,
N. S. Tonchev y V. A. Zagrebnov [1] en una serie de articulos y notas publicadas en el ano 2005.
El caso en el cual 7, = vy = —70 del modelo LMG, se tenia que los puntos criticos satisfacian la
relacién z.2 +y.2 = 1 —1/v2, para los cuales el criterio del apéndice C fallaba, ya que en este caso
el determinante de la matriz hessiana era cero.

5.2.4. Ecuaciones de Movimiento
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Figura 5.6: Trayectorias asociadas a la parte del campo eletromagnético y al dtomo. (a) Valores de
los pardmetros wg = 5, w = 1 y k = 0.03. (b) Valores de los pardmetros wgp =9, w =1y k = —0.04.
En los dos casos se utilizaron las mismas condiciones iniciales ¢(0) = 1, p(0) = 1, (0) = 10 y
#(0) = 0 con J = 50.

Para obtener las ecuaciones de movimiento, de la funcién de la energia se tienen que utilizar los
corchetes de Poisson de las dlgebras su(2) y hw(1), dadas por las ecuaciones (2.80) y (3.85), realizando
las operaciones que involucran estos corchetes se tiene el siguiente conjunto de ecuaciones, para los
angulos

6= V2k(—q cos ¢ + psen ¢), b= —wy— V2kcotf(q cos ¢ + psen o). (5.41)
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Las ecuaciones para ¢ y p son las siguientes:
¢ = wp + V2kJ sen 0 cos gy p = —wq — pV2kJ sen O sen . (5.42)
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Figura 5.7: Trayectorias asociadas a la parte del campo eletromagnético y al dtomo. (a) Valores en
los pardmetros wy = —4, w = 1 y k = 0.025. (b) Valores en los pardmetros wy = —8, w = —0.037 y
k = 1. En los dos casos se utilizarén las mismas condiciones iniciales ¢(0) = 1, p(0) = 1, #(0) = 10
y ¢(0) =0 con J = 50.

Por lo tanto tenemos cuatro ecuaciones de movimiento, dos pertenecientes al dlgebra su(2) y
dos a hw(1). Sin embargo, existe un problema las trayectorias de estas ecuaciones no pueden ser
graficadas como lo hicimos en el modelo de Lipkin-Meshkov-Glick [3, 2], ya que se encuentran en
un espacio de cuatro dimensiones. No obstante, podemos graficar separadamente la parte de su(2)
y la parte de hw(1). Las graficas siguientes muestran las trayectorias para diferentes valores de los
parametros y mismas condiciones iniciales.

En las figuras 5.6 y 5.7 se muestran algunas trayectorias para diferentes valores en los parametros
y mismas condiciones iniciales. Los valores en los pardmetros fueron elegidos de tal modo que estos se
encontraran en cada una de las regiones de la separatriz de la figura 5.2.2. En cada una de las figuras
se muestra la parte asociada a las trayectorias debidas a la parte del campo electromagnético y a la
parte del dtomo. Las condiciones iniciales fueron elegidas idénticas en cada una de las trayectorias,
para que se hiciera evidente el cambio en la trayectoria al cambiar los valores de los parametros.
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En la figura 5.6 las graficas (a) y (b) estdn asociadas con las regiones I y II de la separatriz de
la figura 5.2.2. En la figura 5.7 las graficas (a) y (b) los pardmetros fueron tomados en las regiones
IIT y IV de la separatriz de la figura 5.2.2. En ambos casos las trayectorias se encontraban alrededor
de un minimo.

Las partes del campo electromagnético de las grificas (a) de las figuras 5.6 y 5.7 muestran
cambios en la trayectoria debido al cambio en los valores de los parametros. Con la parte del dtomo
sucede algo diferente, ésta parte parece no presentar cambios al presentarse las transiciones de fase,
las graficas permanecen en el hemisferio sur de la esfera para todos los casos. Algo parecido sucede
con las gréficas (b) de las figuras 5.6 y 5.7.

5.3. Comparacion entre el Analisis Clasico y Cuantico
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Figura 5.8: Diferencias de energfa entre los estados vecinos en funcién de la energia. (a) Valores
en los pardmetros wp = 0.3, w = 1 y kK = 0.7. (b) Valores en los pardmetros wg = -3, w = 1y
k = —0.01. (c) Valores en los pardmetros wop = 0.3, w =1y k = —0.9. (d) Valores en los pardmetros
wo = —0.07, w =1y k£ = 0.001. En todos lo casos se utilizdé J = 200 y n = 1000.

En la figura 5.8 se graficaron las diferencias de energia cudntica para niveles préximos [3, 2] en
funcién de la energia. Para los valores de los pardmetros graficados se puede apreciar. En (a) y (c¢)
existe una simetria aproximadamente en la mitad de los valores de la energia teniendo diferencias
de energia en los intervalos de 48 a 49.6 y 48 a 63.75 en (a) y (c) respectivamente, y aprecidndose
espaciamientos no constantes entre los niveles de energia. En (b) y (d) el comportamiento es comple-
tamente distinto del anterior, la diferencia de energia crece linealmente con la energia, encontrandose
las diferencias de energia entre los intervalos de 4.03 a 4.03 y 0.9315 a 0.9335 para (b) y (d) respecti-
vamamente, y teniendo espaciamientos constantes entre los niveles de energia. Estos resultados nos
muestran como los cambios en los pardmetros al pasar de una rama de la separatriz a otra donde se
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presentan las transiciones de fase, nos presentan cambios dréasticos en los espaciamientos de las ener-
gias, confirmando que el modelo de la separatriz nos proporciona no sélo las propiedades dindmicas
de las trayectorias clasicos, sino también una forma de saber en donde se presentaran espaciamientos
constantes y no constantes entre los niveles de energia a nivel cuantico, cuando pasamos de una rama
de la separatriz a otra. En este caso las transiciones de fase [6] estudiadas, son las presentadas para
el caso en el cual superpusimos las separatrices de los dos conjuntos de bifurcacién, correspondientes
tanto a puntos criticos de la energia £T como a la energia £~.
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Figura 5.9: Espectro de energias cuanticas y energias clasicas superpuestas, para diferentes valores
de los pardmetros. (a) Kk = —0.04d y w = —0.1. (b) kK = —0.004 y w = —0.01. (¢) k = —0.4 y w = 0.(d)
k= 0.001 y w = 0.006. En los cuatro casos wy se encuentra en el intervalo (—100,100) y J = 6, con
n = 100.

En la figura 5.9 se presenta la superposicién de las energias cuanticas exactas y las energias
clasicas para diferentes valores de los parametros con J = 6. En esta figura se puede apreciar cémo
las graficas de las energias cldsicas acotan a las energias cudnticas, para la energia en el punto
critco (ge, Pe; e, ye) = (0,0,0,0); para los puntos criticos (qe, pe, Zc, ye) # (0,0,0,0) las gréficas se
encuentran dentro del espectro de las energias cudnticas. Estos resultados nos muestran como la
energia clasica representa una buena aproximacién al estado base de la energia cuantica y al estado
de maxima excitacién. Aunque si bien este resultado no estd ligado con el modelo de la separatriz
es un resultado muy importante.
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Conclusiones

El modelo de la separatriz clésica resulté ser un poderoso método de clasificacion de transiciones
de fase, tanto clasicas como cudnticas, llegando a coincidir los resultados cuando el nimero de
particulas en muy grande. Esto los pudimos constatar en los modelos LMG y JC, permitiéndonos
establecer la relacién que existe entre las transiciones de fase clasicas y cuanticas a través del valor
esperado de sus hamiltonianos en la base de los estados coherentes.

En el modelo LMG las transiciones de fase clasicas son indicadas a través de flechas numeradas
del uno al cinco en las separatrices mostradas en la figura 4.6. En la separatriz del lado izquierdo se
graficé en funcién de los parametros v y A, que caracterizan el hamiltoniano cudntico. La separatriz
del lado derecho esté graficada en términos de los pardmetros v, y 7y, los cuales caracterizan el valor
esperado del hamiltoniano en la base de los estados coherentes (funcién de energia).

El orden de las transicién de fase es calculado a través del criterio de Ehrenfest teniendo los
resultados siguientes: Flecha 1, 2 y 4 transiciones de fase de segundo orden, flecha 3 transicién de
primer orden y por dltimo flecha 5 transicién de tercer orden.

Estas transiciones de fase nos caracterizan las trayectorias clasicas en la esfera unitaria, per-
mitiéndonos saber la clase de estabilidad que posee el punto critico alrededor del cual se encuentra
la trayectoria. Algunas de estas transiciones de fase fueron graficadas sobre la esfera unitaria, por
ejemplo, en la figura 4.7 se muestran las trayectorias para la transicién de primer orden (flecha 3);
en esta grafica se puede observar como la trayectoria pasa de un punto inestable (punto silla) a un
punto estable (minimo). En la figura 4.8 se grafic6 las trayectorias que caracterizan la transicién de
segundo orden (flecha 1), las cuales se encuentran alrededor de un punto inestable.

La caracterizacién del modelo cudntico a través del modelo de la separatriz se presenta con la
degeneracion de los niveles de energia cudnticos y las transiciones de fase se presentan con la ruptura
de la degeneracién. Para el caso diagonal (A = 0) las degeneraciones estdn gobernadas por un par
de rectas v, (V) = sy i 4 Ym @) = —~N—3..—7- las cuales coinciden con la rama de la separatriz
Y. = %1, o escrito en términos de los pardmetros caracteristicos del hamiltoniano cudntico v = x=
para m = k = 0, valores donde existe degeneracion del estado base. Este resultado nos indica que el
modelo de la separatriz s6lo nos da una aproximacion para el estado base del modelo cuantico.

Las transiciones de fase para el caso diagonal se manifestaron a través de la ruptura de la
degeneracion en los niveles de energia. Esto pudo hacerse evidente en las graficas de las diferencias
de energia en funcién de la misma entre niveles proximos. En éstas la degeneracién pasaba de un
nimero definido de estados degenerados a uno menor. Por ejemplo, para los valores en v = —0.4 y
~v = —0.32, los estados degenerados (diferencias cero) pasaban de ocho niveles de energia degenerados
a siete, para uno y otro valor respectivamente.

En el caso no diagonal el espectro de energia se graficé para 20 particulas y diferentes valores en
los parametros, cada uno de estos valores tomados sobre las ramas de la separatriz y fuera de ella.

71
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Estas graficas muestran intersecciones y anti-intersecciones en los niveles de energia, las cuales estdn

gobernadas por las hipérbolas v = +1/A2 + ('Yk(l))2 Y Ym = /A2 + (vm(Q))2 respectivamente,
éstas se reducen a las rectas el caso diagonal cuando A = 0. Para este caso se graficd las superficies
de energia para los primeros estados par e impar, mostrandose que los cambios de pendiente en
las superficies de energia se presentan en aproximadamente las mismas ramas de la separatriz del
sistema clasico figura 4.10.

Las graficas de las diferencias entre niveles de energia proximos, nos muestran que las transi-
ciones de fase a nivel cudntico se presentan con la degeneracién de los niveles de energia y espaci-
amientos entre los mismos. Los valores en los parametros fueron elegidos sobre la transicién de fase
clésica de tercer orden (flecha 5). Las gréficas 4.11 nos muestran como se manifiestan las transi-
ciones de fase en las diferencias de energia; la grafica (a) nos muestra valores en la degeneracién de
los niveles de energia mas baja y mas alta presentandose una zona intermedia con aproximadamente
la misma separacion en los niveles de energia; en la grifica (b) cuando la transicién de fase ha tenido
lugar, la degeneracién deja de presentarse, presentandose tinicamente espaciamientos en los niveles
de energia aproximadamente constantes.

Para el modelo JC las transiciones de fase a nivel cudntico se manifiestan con los espaciamientos
de los niveles de energia proximos, caracterizados por transiciones de fase de primer orden en el
modelo de la separatriz. En las grificas de la figura 5.8 se presentan las diferencias de energias entre
los niveles de energia proximos, para valores de los parametros en las cuatro regiones de la separatriz
5.2.2 donde las transiciones de fase se presentan. Cuando los valores de los pardmetros pasan de la
region I a la region 111, los espaciamientos pasan de no constantes a constantes; ésto se muestra en
las figuras (a) y (b). Para valores en los pardmetros en las regiones II y IV sucede algo similar, los
espaciamientos pasan de ser nos constantes a ser constantes; ésto se muestra en las graficas (c) y
(d).

Los puntos criticos del valor esperado del hamiltoniano del modelo JC, muestran que resolviendo
ZTe ¥V Ye €n términos de g, v p. e introduciéndolos en la funcion de energia, ésta se reduce a la funcion
de energia del modelo LMG para el caso en el que v, = 7y, = —0. En este contexto el modelo JC
es equivalente al modelo LMG.

Las energias clasicas del modelo JC evaluadas en los diferentes puntos criticos, acotan el espectro
de energias, o se encuentran dentro del mismo. Este hecho, sin embargo, no esta relacionado con el
modelo de la separatriz sino que es una caracteristica de cualquier modelo de aproximacién al caso
cuéntico. Esto es presentado en las graficas de la figura 5.9; en cada una de éstas graficas se puede
apreciar como la funcién de energia acota al espectro de energias cuanticas.



Apéndice A

Identidad de
Baker-Campbell-Hausdorft

Sean A y B operadores lineales en un espacio de Hilbert. Se cumple entonces que: eAe(B) = ¢(©)
donde C = A+ B+ 3[A, B]+ [A, [A, B]]+....

Para demostrar ésta identidad conocida como férmula de Baker-Campbell-Hausdorff, debemos
oo Angn
n=0 n!

expandir la exponencial e? en una serie de Taylor, es decir, eA? = > . Luego calculemos la

siguiente relacién

e (A (A (S S pry

n=0 n=0 n=0 n=0

B(At)2  B(At)®  B(At)* B(At)> B(At)S
T
ABA%t3  ABA3%* ABA%®  ABA5S
T
A2Bt  A2BA13  A2B A% A2BA3t5  A2BA%6

+ 20 — + —
2! 2! 2! 213! 214!
A2B AT A3B¢?

= B — BAt +

+ABt — ABA#? +

o5 T o (A1)
si agrupamos los operadores que tengan la misma potencia en t, se tiene lo siguiente:
N N FPN o 12 N PR
eMBe A = B+ (AB — BA)t + (A’B —2ABA+ B 2)5 + (A°B - 3A*BA
N aan 13
+3ABA? — BA3)§ +.... (A.2)

Obsérvese que el segundo término de la expansién anterior es [/i, B], el tercer término es [/i, [A, B]],
el cuarto es [A, [A, [A, B]]] v asi sucesivamente, de manera que la expansién anterior queda de la
siguiente manera

eABe A = B+ [A, Blt+ (A, A B)l= + [4,[A 4 B)]= +.... (A.3)
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Ahora definamos la siguiente funcién:
F(t) = eAteBt, (A.4)
con las propiedades
F0)=1 y F(1)=ete?, (A.5)
si derivamos la anterior funcién con respecto a t se tiene
F(t)= AeteBt 4 AtBeBt = feAteBt 4 eAtBeAteAtBt — [A+ eAtBefAt]F(t), (A.6)

sustituyendo el término eA* Be=At por la expansién (A.3) tenemos

F'(t) = [A+eMBe M| F(t) = [A+ B+[A, Blt+[A, [A, B]]§+[A, (A, [A, B]]];—?;+. C)E(t). (A7)
Integrando con respecto a t de 0 a 1 la relacién anterior, se obtiene
! oo VORI

/0 (F()~ 1 F(t)dt = /O A+ B+ (A Bt + [A,[4, B + [A[4[4, BZ +...]dt. (A.8)
Una vez realizada la integracién se tiene

InF(1)= A+ B+[A B]+[A [A B)]+[A[A A B] +.. (A.9)
esto implica que

F(1)=exp(A+ B+ [A,B]+ [A,[A, B + 4, [A [A B +...), (A.10)
por lo tanto

edeB = exp(A+ B+ [A B+ [A A B+ 4, A [A B +...) (A.11)

Lo que demuestra la identidad de Baker-Campbell-Hausdorff.



Apéndice B

Relaciones de Ortogonalidad de las

. J
Funciones DEWB M(Q, b, )

Y

)
7 M
matriz de las rotaciones entre los estados (J, M | y |J, M), es decir,

. . J
Por definicién las Funciones D§\4

(J) _ N o—i0d. —ipdy —ivJ.
DM/7M(93¢3'7)_<J’M |€ € € 7 |']3M>

— i OM M) 1 0f e T M.

: (@)
Las funciones D MM

(0, ¢, ) son unitarias, por lo tanto, se cumple
' ) _ p Nf _
DM/yM(oa (ba FY)DM/yM(Ga (ba FY) - DM/,M(G’ (ba FY)DM/7M(93 (ba FY) - ]-a

esto es
DY p) () Nt _
ZDM/,MDM/,N - ZDM/,MDN,M/ = OmN,
M’ M’

si hacemos N = M = 0, las funciones de Wigner estdn dadas por

() ] Ar
DM/70(97 (ba FY) - mYLM(Ga ¢)

De este hecho se deduce que

S Vinr(0,6)Yia 0, 0) = 22
M

47

(0, ,7v) de Wigner (ver referencia [4]) son elementos de

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

Existe otra relaciéon de ortogonalidad, en la cual se integra sobre los tres dngulos de Euler, es

decir,

J J ! ! !
/ D;A)M{ DLz?M;dQ =N (1 My Jo M| JM) (M| My J2 My)
J
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()
X /DM1+M2,M{+M{ dQ, (B.6)
donde [dQ2= [Z7df [T sen pde " dy y
p) i[(My+Ma)0+(M; +My)~] 7(J)
M1+M2 M,+M; = e ! dM1+M2 M, +M, (). (B.7)

Si hacemos My = —M,; M, = — M, se obtiene

(J) 42
/DMIM{,MQM;dQ = 4m700y MOy
> [(JlMlJQ — My |JONJO|Jy M, Jo — M{>/dgo(¢) sen ¢dg . (B.8)
J

Por definiciéon J es J = L+ M; si M = 0 entonces J = L, por lo que

47 47
dio(¢) = \/ myfo(¢a 0) = WYLO((ba 0)Yo0(9,0), (B.9)

luego

dov
/ dijo(¢) sen ¢d¢2ﬂ %\/T—+ / Y7o (¢,0)Y00(¢, 0) sen pdpda = 2610 (B.10)

De manera que (B.6) toma la siguiente forma

Y (J2)
/ pY) DU de

= 870,302 001, MO g7 gz (T2 = MiJi My 00) () — M, Jy M, |00). (B.11)

Pero (J; — M;.J; M;|00) = % ésto implica que (Jy — MyJiMy|00)(Jy — M, JyM,|00) =

(71)2Jl+]\41+]\41
2J1+1

Por lo tanto, la integral (B.11), se reduce a

2J+1 J J
(_1)2J+M+N(W) / D D)) 2 =800y 000 Oy - (B.12)
Ademés se cumple que
DYy = (F1HMN DD, (B.13)
por lo tanto la integral (B.12) es
2J + 1 5 Iy
- /D( U DS Q= 6,500 S (B.14)
En nuestro caso M = J, N = —J y v = 0. Esto implica que la integral anterior se reduce a
2J +1 e J
(F557) [ DY 0.0.00D6.6,0)d0 = 6155 (B.15)

Por definicién tenemos [dQ = [77d6 [T sen¢de [7" dy = 2m [7df [ sen ¢d¢. Por lo tanto la
integral anterior queda de la siguiente forma

2J+1/ / D(J) )DU) (0, ¢,0) sen pdpdd = 55551 _ ;. (B.16)



Apéndice C
Matriz Hessiana

Consideraremos el problema de maximizar o minimizar las funciones de varias variables (ver
referencia [17]). En particular, quisiéramos determinar la naturaleza de los puntos criticos de una
funcién vectorial de valor real w = F(x). Si la funcién es una forma cuadratica, w = xT Ax, entonces
0 es un punto critico. Si es un punto maximo, minimo o silla depende de los eigenvalores de A.
De manera més general, si la funcién que serd extremizada es lo suficientemente diferenciable, se
comporta de manera local como una cuadratica. Por lo tanto, se puede probar cada punto critico
determinando los signos de los eigenvalores de la matriz de su forma cuadratica asociada.

Definicién. Sea F'(x) una funcién de valor real en R™. Se dice que un punto x¢ en R™ es un
punto estacionario de F' si todas las derivadas parciales de F' en xg existen y son igual a cero.

Definicién. Se dice que una forma cuadréatica f(x) = xT Ax es definida positiva si toma sélo
un signo cuando x varia con respecto a todos los vectores distintos de cero en R™. La forma es
definida positiva si f(x) = x7 Ax > 0 para toda x distinta de cero en R™ y definidamente negativa
si f(x) = xT' Ax < 0 para toda x distinta de cero en R™. Se dice que es indefinida si toma valores de
distinto signo. Si f(x) = xT Ax > 0 y asume el valor cero para alguna x # 0, entonces se dice que
f(x) es semidefinida positiva.

Definicién. Se dice que una matriz simétrica real A es

1. Definida positiva si x” Ax > 0 para toda x distinta de cero en R"
2. Definida negativa si x” Ax < 0 para toda x distinta de cero en R"
3. Semidefinida positiva si x” Ax > 0 para toda x distinta de cero en R"
4. Semidefinida negativa si x” Ax < 0 para toda x distinta de cero en R"™

Si los eigenvalores de A son todos positivos se tiene que A es definida positiva. Si los eigenvlores
de A son todos negativos se tiene que A es definida negativa y si difieren de signo se dice que es
indefinida.

Supéngase ahora que tenemos una funcién F'(z,y) con un punto estacionario (zg, yo). Si F' tiene
terceras derivadas parciales continuas en una vecindad de (xg, yo), puede expandirse en una serie de
Taylor con respecto a ese punto, es decir,

F(zo+ h,yo + k) = F(x0,v0) + [MFx (20, y0) + EFy (20, y0)]

1 1
+§[h2Fm(:c0, yo)+2hkFyy (o, y0)+k2Fyy(:c0, yo)]+R = F(xo, y0)+§(ah2+2bhk+ck2)+R, (C.1)
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78 APENDICE C. MATRIZ HESSIANA

donde a = Fio(0,%0), b = Fry(xo,y0) ¥ ¢ = Fyy(x0,%0), v €l residuo esta dado por

1
R= 5 (R Fry (2) + 302k Frpy(2) + 3hE? Fiyy(2) + kP Fyyy (2)], (C.2)

donde z = (z¢ + 6h,yo + 0k); 0 < 0 < 1.

Si h y k son suficientemente pequends, |R| serd menor que el médulo de 1(ah? 4 2bhk + ck?)
y por lo tanto [F(zo + h,yo + k) — F(x0,y0)] tendré el mismo signo que %(ah? 4 2bhk + ck?). La
expresion

f(h, k) = ah® + 2bhk + ck?, (C.3)
es una forma cuadrética en las variables h y k y que tiene asociada la matriz

_ ch(CC,y) me(x,y)
= () fen) ), ©4

Por lo tanto, F'(zo,yo) tendrd un minimo, méximo o punto silla local en (xq, yo) si y sélo si para los
eigenvalores de H se cumple

1. F tiene un minimo en (zg,yo) si Ay > 0, Ay >0
2. F tiene un maximo en (zg,yo) si A1 < 0, Ay <0
3. F tiene un punto silla en (zg,y0) si A1 y Az difieren de signo.

Ahora podemos generalizar nuestro método de calsificaciéon de puntos estacionarios a funciones
de més de dos variables. Sea F(x) = F(z1,...,2,) una funcién de variable real cuyas terceras
derivadas parciales son todas continuas. Sea xy un punto estacionario de F' y definase la matriz
H = H(xo) por medio de

donde H(xg) se conoce como hessiana de F' en xg). El punto estacionario puede calsificarse de la
siguiente manera:

1. xp es un minimo local de F' si H(xg) es definida positiva.
2. x¢ es un méximo local de F' si H(xg) es definida negativa.

3. Xo es un punto silla de F' si H(xp) es indefinida.
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