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Introduccion

La Teoria de Nucleos en Digraficas es importante ya que tiene muchas
aplicaciones, algunas de ellas son en: Teoria de Juegos, Teoria de Decisio-
nes, Teoria de Cédigos, Complejidad Computacional, Légica e Inteligencia
Artificial, entre otras. Para aplicaciones ver [7], [8], [29], [30], [31].

Una digrafica D es una pareja (V (D), F'(D)) tal que V(D) es un conjun-
to no vacio de elementos llamados vértices y F'(D) es un conjunto de parejas
ordenadas de vértices distintos llamadas flechas. El concepto de nicleo fue
introducido por Von Neumann y Morgenstern [33] en el contexto de la Teorfa
de Juegos y en un principio fue llamado “soluciéon de un juego”. Posterior-
mente C. Berge noté que el mismo concepto resultaba tutil en muchos otros
contextos y lo llamé “nicleo de una digrafica”.

Un nicleo N en una digrafica D es un conjunto de vértices tal que entre
dos de ellos no hay flechas y para todo v € V(D) \ N existe una flecha hacia
algin vértice de N. Una digrafica es nicleo perfecta si toda subdigrafica
inducida tiene ntucleo. Debido a la gran cantidad de aplicaciones es que se
empezd a estudiar la existencia de nicleos en digraficas, principalmente fi-
nitas, entre los resultados mas destacados se encuentran los realizados por
Richardson [35], [36]; Duchet y Meyniel [6]; Duchet [4], [5]; Galeana-Sénchez
[9]; Galeana-Sanchez y V. Neumann-Lara [16], [17]. Y para digréficas infinitas
principalmente, Sands, Sauer y Woodrow [38]; S. Minggang [32] y muy recien-
temente por H. Galeana-Sanchez y M. Guevara [14], [15], Galeana-Sanchez
y Rojas Monroy [20], [22], Pierre Ille et al. [25].

El problema de decidir si una digrafica plana tiene niicleo es NP-completo,
como demostré V. Chvétal en 1980. En 1981 A. Fraenkel [7] probd que el
problema de decidir si una digrafica plana tiene nticleo permanece siendo
NP-completo ain cuando se pida dp(z) < 3, 0, (x) < 2y d5(x) < 2 para
cada vértice x de D.



8 INTRODUCCION

Si una digrafica D tiene sus flechas coloreadas y se han usado m colores
se dice que D es una digrifica m-coloreada. Un conjunto N de vértices
de una digrafica m-coloreada es un ntucleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas si entre los vértices del conjunto no existen trayectorias
dirigidas monocrométicas y desde cualquier v € V(D) \ N existe una tra-
yectoria dirigida monocromatica hacia algin vértice de N. En este trabajo
presentamos algunos resultados sobre la existencia de nticleos por trayectorias
dirigidas monocromaticas en cierto tipo de digraficas finitas. Los conceptos
bésicos y algunos resultados ya obtenidos que usaremos a lo largo de la tesis
se encuentran en el capitulo 1.

El concepto de nicleo por trayectorias monocromaticas es una genera-
lizacién del concepto de ntcleo, y fue introducido por H. Galeana Sanchez
en [10], en dicho trabajo se establecen condiciones suficientes para la exis-
tencia de ntcleos por trayectorias monocromaticas en torneos m-coloreados.
Ademas, se tienen otros resultados para ciertas digraficas m-coloreadas los
cuales se pueden encontrar en [10], [11], [12], [13], [18].

Cabe mencionar que aunque el concepto de nicleo por trayectorias mo-
nocromaticas es una generalizacién del de nticleo existe una estrecha relacion
entre ellos, dada por la cerradura transitiva de una digréfica m-coloreada. La
cerradura transitiva de una digrafica D m-coloreada, denotada por €(D)
es la digréfica tal que V(&€(D)) = V(D) y F(€(D)) = F(D)J{(u,v)de color i |
existe en D una trayectoria dirigida de color i desde u hacia v}. Se puede
probar que para cualquier color i la subdigrafica de €(D) inducida por todas
las flechas de color i es una digrafica transitiva. También, se puede probar
que D tiene nicleo por trayectorias monocromaticas si y sélo si €(D) tiene
ntucleo.

Dada la importancia de la existencia de nicleos por trayectorias dirigidas
monocromaticas, es que en el presente trabajo buscamos condiciones sufi-
cientes para que algunas familias de digraficas tengan nucleo por trayectorias
dirigidas monocromaticas.

En [38] Sands, Sauer y Woodrow demuestran que una digrafica 2-coloreada
sin trayectorias dirigidas monocromaticas infinitas exteriores tiene nicleo
por trayectorias dirigidas monocromaticas. En este mismo articulo se prue-
ba, en particular, que todo torneo 2-coloreado T' tiene un vértice v tal que
desde cualquier otro vértice u € V(T') existe una trayectoria dirigida mono-
cromatica hacia v. También, plantean el siguiente problema: Sea T un torneo
m-coloreado tal que no tiene ciclos dirigidos de longitud 3 3-coloreados. ;En-
tonces T tiene un vértice que satisface lo anterior?
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Shen Minggang [32] prueba que si en el problema anterior se pide ademés
que no tenga subtorneos transitivos tricolores de orden 3, entonces existe
tal vértice. También, muestra que esto es lo mejor posible para m > 5, y
en [19] H. Galeana-Sanchez y R. Rojas-Monroy demuestran que el resultado
planteado por Sands, Sauer y Woodrow no es valido para m = 4.

En [21] se prueba que para un torneo 3-coloreado T tal que todo Cj es
casimonocromatico y cada vértice de T' tiene vecindad a lo més bicolor, en-
tonces €(D) es nucleo perfecta y por lo tanto T tiene niicleo por trayectorias
monocromaticas.

Una generalizacion del concepto de digrafica transitiva es el de digrafica
quasitransitiva dada por Ghouila-Houri [24]. Decimos que una digrafica es
quasitransitiva si (u,v) € F(D) y (v,w) € F(D) para u,v,w € V(D),
entonces (u,w) € F(D) o (w,u) € F(D), y han sido estudiadas en [1], [2],
[26], [28], [39]. Las digraficas quasitransitivas son importantes, entre otras
cosas, por su relacion con las graficas de comparabilidad. Una gréafica G se
dice que es de comparabilidad si existe una orientacién asimétrica D de GG
que sea una digrafica transitiva. Estas digraficas han sido estudiadas en [23],
[28]. Las digréficas quasitransitivas también son de interés ya que comparten
muchas de las propiedades de los torneos [2]. Un torneo es una digrafica
tal que entre cada par de vértices existe una y solo una flecha, razéon que
los hace de una estructura muy rica. Es claro que los torneos son digréficas
quasitransitivas.

En [37] se prueba que: Si D es una digrafica quasitransitiva m-coloreada
tal que todo C3 es monocromético entonces €(D) es nicleo perfecta y en
consecuencia D tiene ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas.

En el presente trabajo hemos usado una condicién particular, la cual
consiste en pedir que el conjunto F*(u) = {(u,v) € F(D) | v € V(D)} sea
monocromatico para cada v € V (D), y a partir de esto que otras condiciones
se necesitan pedir para que ciertas familias de digraficas m-coloreadas tengan
nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

En el capitulo 2 damos condiciones suficientes para que las digraficas
quasitransitivas tengan nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Una digrafica D es un torneo bipartito si existe una biparticiéon {V;, Vo }
de V(D) tal que toda flecha de D tiene un extremo en V; y el otro en V5, y
entre cualquier vértice de Vj y cualquier vértice de V5 existe una y sélo una
flecha. Los torneos bipartitos tienen cierta similitud con los torneos debido a
la gran cantidad de flechas que poseen.
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En el capitulo 3 se dan condiciones suficientes para la existencia de nicleos
por trayectorias dirigidas monocromaticas para torneos bipartitos.

Y por tltimo, en el capitulo 4 damos condiciones suficientes para que las
digraficas 3-quasitransitivas tengan ntcleo por trayectorias dirigidas mono-
cromdticas. Decimos que D es 3-quasitransitiva si para cada u,v € V(D)
tal que existe uv-trayectoria dirigida de longitud 3 se tiene que (u,v) € F(D)
o (v,u) € F(D).

10



Capitulo 1

Conceptos basicos.

1.1. Digraficas.

En este capitulo presentamos las definiciones y los teoremas basicos de
digraficas, nicleos y ntcleos por trayectorias dirigidas monocromaticas que
usaremos a lo largo del presente trabajo..

Definicién. 1.1.1. Una digrdfica D es una pareja (V (D), F(D)) tal que
V(D) es un conjunto no vacio de elementos llamados vértices y F(D) es un
conjunto de parejas ordenadas de vértices distintos llamadas flechas. Decimos
que una digrafica es de orden n si tiene n vértices.

Definicién. 1.1.2. Si f es una flecha de D y f = (u,v) con u,v € V(D)
decimos que u y v son los extremos de f : u el extremo inicial de f y v el
extremo final. También, decimos que f se dirige de u a v y que u es adyacente
hacia v 'y v es adyacente desde u.

Definicién. 1.1.3. Si D es una digréfica y f = (u,v) es una flecha de D,
decimos que f es una flecha simétrica si (v,u) también es una flecha de D.

Definicién. 1.1.4. Si D es una digrédfica y f = (u,v) es una flecha de D,
decimos que f es una flecha asimétrica si (v,u) no es una flecha de D.

Definicién. 1.1.5. Decimos que una digrafica D es una digrafica completa
si entre cualquier par de vértices distintos de D existe alguna flecha.

Definicién. 1.1.6. Una subdigrdfica H de una digrafica D es una digrafica
tal que V(H) C V(D) y F(H) C F(D). Decimos que H es una subdigréfica
propia si V(H) C V(D) o F(H) C F(D) .

11



12 DIGRAFICAS

Definicién. 1.1.7. Una subdigréfica H de una digrafica D es una subdigrafi-
ca generadora de D si V(H) = V(D).

Definicién. 1.1.8. Sea D una digréfica, si B C F(D), definimos la sub-
digrdfica de D inducida por B como la digrafica que tiene como vértices a
los extremos de las flechas en B y a B como conjunto de flechas.

Definicién. 1.1.9. Sea D una digréfica, si U C V(D), definimos la sub-
digrdfica de D inducida por U como la digrafica que tiene a U como conjunto
de vértices y como conjunto de flechas a todas las flechas de D que tienen
ambos extremos en U. Denotamos por D[U] a la subdigréfica de D inducida
por U.

Al igual que en graficas, nos referiremos a las subdigraficas inducidas por
un conjunto de vértices simplemente como subdigraficas inducidas, en caso
de que hagamos referencia a una subdigrafica inducida por un conjunto de
flechas lo especificaremos.

Definicién. 1.1.10. Dada una digrafica D definimos su parte simétrica de-
notada por Sym(D), como la subdigréfica generadora de D cuyo conjunto
de flechas es el conjunto de flechas simétricas de D.

Definicién. 1.1.11. Dada una digrafica D definimos su parte asimétrica de-
notada por Asym(D), como la subdigrafica generadora de D cuyo conjunto
de flechas es el conjunto de flechas asimétricas de D.

Definicién. 1.1.12. Decimos que una digréafica D es una digrdfica simétrica
si todas sus flechas son flechas simétricas.

Definicién. 1.1.13. Decimos que una digrafica D es una digrafica asimétrica
si todas sus flechas son flechas asimétricas.

Definicién. 1.1.14. Un camino en una digrafica D es una sucesion de vérti-
ces (uy,us, ..., u,) tal que para cada i € {1,2,...,n — 1} se tiene (u;, u;11) €
F(D) o (uj+1,u;) € F(D). En este caso decimos que u;y y u, son los extremos
del camino y que el camino es un u;u,-camino de la digrafica.

Definicién. 1.1.15. Una trayectoria en una digrafica es un camino
(u, ug, ..., u,) tal que u; # u; si i # j.

Definicién. 1.1.16. Un camino cerrado en una digrafica es un camino
(ug, ug, ..., uy) tal que uy = wuy,.

12



CaAPiTULO 1. CONCEPTOS BASICOS 13

Definicién. 1.1.17. Un ciclo en una digrafica es un camino cerrado
(U, g, ..., Up, uy) tal que u; # u; si i # j.

Definicién. 1.1.18. Un camino dirigido en una digrafica es un camino
(u, ug, ..., up,) tal que para cada i € {1,2,...,n—1} se tiene (u;, u;41) € F(D).

Definicién. 1.1.19. Una trayectoria dirigida en una digrafica es un camino
dirigido que ademas es una trayectoria.

Definicién. 1.1.20. Un camino dirigido cerrado en una digrafica es un ca-
mino dirigido que ademas es un camino cerrado.

Definicién. 1.1.21. Un ciclo dirigido en una digréafica es un camino dirigido
cerrado que ademas es un ciclo. Denotamos por C,, al ciclo dirigido que consta
de n vértices.

Definicién. 1.1.22. Dada una digrafica D y C' = (ug, uy, ..., 4,) un camino
en D decimos que n es la longitud de C'y la denotamos por ¢(C').

Los siguientes teoremas son resultados bésicos de digraficas que usaremos
a lo largo de la tesis.

Teorema. 1.1.23. Todo uv-camino dirigido en una digrdfica contiene una
uv-trayectoria dirigida.

Teorema. 1.1.24. Todo camino cerrado dirigido en una digrdfica contiene
un ciclo dirigido.

Teorema. 1.1.25. Todo camino cerrado dirigido de longitud impar en una
digrdfica contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Definicién. 1.1.26. Una digrafica D es una digrdfica bipartita si existe una
biparticién {U, W} de los vértices de D tal que cualquier flecha de D tiene

un extremo en U y otro en W.

Teorema. 1.1.27. Si D es una digrdfica bipartita entonces no tiene ciclos
de longitud impar.

13



14 NUCLEOS

1.2. Nnucleos.

Definicién. 1.2.1. Sea D una digrifica y N C V(D), N es un conjunto
independiente de la digréfica D si para cada u,v € N no existen flechas entre
ellos en D.

Definicién. 1.2.2. Sea D una digrifica y N C V(D), N es un conjunto
absorbente de la digrafica D si para cada u € V(D) \ N tenemos que u es
adyacente hacia algin elemento de D.

Definicién. 1.2.3. Sea D una digrafica y N C V(D), N es un nicleo en la
digrafica D si es un conjunto independiente y absorbente de D.

Definicién. 1.2.4. Una digrafica D es llamada nicleo perfecta si toda sub-
digrafica inducida de D tiene ntcleo.

Definicién. 1.2.5. Una digrafica D es llamada nicleo imperfecta critica si
no tiene nucleo pero toda subdigrafica propia de D si tiene nticleo.

No todas las digraficas tienen ntcleo, por ejemplo, los ciclos dirigidos de
longitud impar. El siguiente teorema fue dado por Berge y Duchet en 1980 y
es uno de los resultados clasicos sobre la existencia de ntcleos en digréficas
y nos sera de mucha utilidad a lo largo del presente trabajo.

Teorema. 1.2.6. Si una digrdfica satisface que todo ciclo dirigido tiene al
menos una flecha simétrica entonces es nicleo perfecta.

1.3. Nnucleos por Trayectorias Monocromati-
cas.

Una generalizacion del concepto de nicleo es el de niicleo por trayectorias
dirigidas monocromaéticas dado por H. Galeana Sanchez. En este, se conside-
ran digréaficas en las que a cada flecha se le asigna un color, si para las flechas
de una digrafica D se emplean m colores, diremos que D es una digrafica
m-coloreada.

Definicién. 1.3.1. Sea D una digrafica m-coloreada. Una trayectoria diri-
gida monocromdtica en una digrafica D es una trayectoria dirigida tal que
todas sus flechas tienen asignado el mismo color.

14
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Definicién. 1.3.2. Sea D una digréfica m-coloreada y N C V(D), N es
un conjunto independiente por trayectorias dirigidas monocromdaticas de la
digrafica D si para cada u,v € N no existe en D trayectoria dirigida mono-
cromatica entre u y v.

Definicién. 1.3.3. Sea D una digréfica m-coloreada y N C V(D), N es un
conjunto absorbente por trayectorias dirigidas monocromdticas de la digrafica
D si para cualquier u € V(D) \ N tenemos que existe una wv-trayectoria
dirigida monocromética para algun v € V(D).

Definicién. 1.3.4. Sea D una digrafica m-coloreada y N C V(D), N es
un nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas en D si es un conjunto
independiente y absorbente por trayectorias dirigidas monocromaticas de D.

El concepto de ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas es una
generalizacién del de ntcleo ya que a cualquier digrafica podemos asignarle a
cada flecha un color distinto y entonces un conjunto de vértices es un nicleo
si y s6lo si es un nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Notemos que la definicién de digrafica no permite que haya dos o mas
flechas con los mismos extremos y en la misma direccién. Las digraficas en
las que esto ocurre se llaman multidigrdficas y a dichas flechas se les llama
flechas maltiples.

Existe una relacién muy importante entre niicleo y niicleo por trayectorias
monocromaticas, y estda dada por medio del concepto de cerradura transitiva
de una digrafica coloreada.

Definicién. 1.3.5. Sea D una digrafica m-coloreada, la cerradura transitiva
de D, denotada por €(D), se define como la siguiente multidigrafica:
V(€(D)) = V(D) y
A(€(D)) = A(D)U{(u,v) con color i | existe una uv-trayectoria dirigida
monocromatica de color ¢ en D}.

A continuacién daremos el teorema que muestra la relacion entre nicleos
y nucleos por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Teorema. 1.3.6. Sea D una digrdfica m-coloreada, D tiene nicleo por tra-
yectorias dirigidas monocromdticas si y sélo si €(D) tiene nicleo. Mds atin,
el numero de nicleos por trayectorias dirigidas monocromdaticas de D es iqual
al numero de nicleos de €(D).

Para la demostracién del teorema anterior ver [37].

15



16 NUCLEOS POR TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS

Definicién. 1.3.7. Sea D una digréfica infinita. Una trayectoria infinita
exterior de D, es aquella que satisface:

1. Es una sucesion de vértices {v, tnen de D,
2. uFujsii#£Jy
3. (Un,uns1) € F(D), para todan € N.

16



Capitulo 2

Trayectorias monocromaticas y
conjuntos monocromaticos de
flechas en digraficas
quasitransitivas.

En la tesis trabajamos con una condicién especial, la cual consite en pedir
que el conjunto F'*(u) sea monocromdtico para cada u € V(D); y a partir
de esta condicion decimos cudles otras hay que pedir para que las digréficas
quasitransitivas m-coloreadas tengan nicleo por trayectorias dirigidas mono-
cromaticas.

El resultado principal de este capitulo es el Teorema 2.2.3, asi como el
Corolario 2.2.4. Antes de demostrar el Teorema 2.2.3, daremos algunos lemas
que nos seran de gran utilidad, sobretodo en la demostracion del Teorema
2.2.2.

2.1. Trayectorias monocromaticas.

En esta seccion probaremos algunos lemas relacionados con las trayecto-
rias dirigidas monocromaticas en las digraficas quasitransitivas. Iniciaremos
dando la definicién de digrafica quasitransitiva.

Definicién. 2.1.1. Una digrafica D es quasitransitiva si para {u,v,w} C
V(D) tales que {(u,v), (v,w)} € F(D) se implica que (u,w) € F(D) o
(w,u) € F(D).

17



18 TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS

Sea D una digrafica y v € V(D) denotaremos por:

F*(u) ={(u,v) € F(D) | veV(D)}.

Lema. 2.1.2. Sea D una digrdfica quasitransitiva m-coloreada. Si F*(u) es
monocromdatico para cadaw € V(D) yT = (u = ug, U, ..., Uy, = v) €8 una uv-
trayectoria dirigida monocromdtica de longitud minima, entonces (u;, u;) ¢
F(D) para cada i,j € {0,...,n} con j > i + 1. En particular para cada
i€{0,...n— 2} (ujre,u;) € F(D).

Demostracion.

Sea T = (u = ug, uy, ..., u, = v) una uv-trayectoria dirigida monocrométi-
ca de longitud minima.

Sean u;,u; € V(T') con j > i+ 1.

Supongamos por contradiccién que (u;, u;) € F(D), ver figura 2.1.

. . . . . .o . . . . . . . . .
u=u, u, u; u;,, u; u; u, un
Figura 2.1:

Entonces 7" = (u = uy, ..., U, uj, ..., U, = v) €s una uv-trayectoria dirigida
monocromética (recordar que F'*(u;) es monocromadtico) tal que ¢(T") < ¢(T)
lo que contradice la eleccion de T'.

Por lo tanto (u;,u;) ¢ F(D)Vi,j € {0,...,n} con j > ¢+ 1. Pero D es
quasitransitiva entonces (u;2,u;) € F(D), Vi € {0,...,n}, ver figura 2.2.

SN

[ ] [ ] [
u,; u u

12

i+l i+2

Figura 2.2:
]
Corolario. 2.1.3. Sea D una digrdfica quasitransitiva m-coloreada. Si F(u)
es monocromdtico para cada u € V(D) y T = (u = ug,uy,...,u, = v)
es una uv-trayectoria dirigida monocromdtica de longitud minima, enton-

ces (uj,u;) € F(D) para cada i,j € {0,...,n} con j > i+ 1 a menos que
| V(T) |= 4, pues en este caso la flecha (us,ug) podria no ezistir.

18
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Demostracion.

Sea T = (u = ug, uy, ..., u, = v) una uv-trayectoria dirigida monocrométi-
ca de longitud minima.

Procederemos por induccién sobre | V(T') |.

1. Si | V(T) |= 3, el resultado se sigue del Lema 2.1.2.

2. Para |V(T) |=4, sea T =(uo, uy, us, uz) una ugug-trayectoria dirigida
monocromatica entonces por el Lema 2.1.2 se tiene que {(us, u1), (uz, ug)}
C F(D). Y posiblemente la flecha que no estd es la (us, ug), ver figura

2.3.
u, u, u, u;
Figura 2.3:
3. | V(T) |=5. Sea T' = (uyg, uy, ug, ug, uyg) una ugug-trayectoria dirigida

monocromatica de longitud minima, entonces por el Lema 2.1.2 y por
ser D quasitransitiva tenemos que {(ug, us), (ug, u1), (uz, ug), (ug, ug)} C
F(D). También, tenemos que {(uy,up), (1o, u1)} C F(D) entonces por
ser D quasitransitiva se tiene que (u4,u1) € F(D) o (uy,uq) € F(D),
pero por el Lema 2.1.2 (uy,uy) € F(D), de donde (uy,uy) € F(D). Por
otro lado tenemos que {(us,uyq), (u4,up)} C F(D), entonces por ser D
quasitransitiva se tiene que (ug, ug) € F(D) o (ug, uz) € F(D), pero si
(uo,u3) € F(D) se contradice el Lema 2.1.2.

Por lo tanto (us, ug) € F(D), ver figura 2.4.

Figura 2.4:

Por lo tanto (u;, u;) € F(D) para cadai,j € {0,1,2,3,4} con j > i+1.

19



20 TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS

4. Por hipétesis de induccién, supongamos que si 7" = (uq, Uy, ..., Up_1)
es una ug,_1-trayectoria dirigida monocromatica de longitud minima,
con n — 1 > 6, entonces (u;,u;) € F(D) para cada i,7 € {0,...,n — 1}
con j >1+ 1.

5. SeaT = (ug, Uy, ..., Up_1, Up) UNA Ug,-trayectoria dirigida monocromati-
ca de longitud minima. Por hipétesis de induccion las trayectorias
Ty = (g, oy Up-1) y Ty = (u1,...,u,) que son de longitud minima sa-
tisfacen que (uj,u;) € F'(D) para j > i+ 1. Asi que sélo falta probar
que (un,ug) € F(D), pero (ug,ug) € F(D) y (un,u2) € F(D) por
hipétesis de induccion, entonces por ser I quasitransitiva se tiene que
(ug, un) € F(D) o (up,up) € F(D), por el Lema 2.1.2 se tiene que
(uo, upn) & F(D), de donde (uy,ug) € F(D), ver figura 2.5.

S T

° ° ° e:i-:® °
u, u, u, U, Unp-1 Un
Figura 2.5:

Lema. 2.1.4. Sea D una digrdfica quasitransitiva m-coloreada tal que para
cada u € V(D), F*(u) es monocromdtico. Si existe una uv-trayectoria diri-
gida monocromdtica en D y (v,u) ¢ F(D) para {u,v} C V(D) entonces se
cumple una de las siquientes condiciones:

(1) (u,v) € F(D)

(2) (u,v) ¢ F(D) y existe una uv-trayectoria dirigida monocromdtica de
longitud 3, (u = wug, uy, us, us = v) tal que {(uz,uo), (us,us)} C F(D)
y no existe uv-trayectoria dirigida de longitud 2. Mds aiun, no existe
vu-trayectoria dirigida de longitud 2.

Demostracion.
Sea T una uv-trayectoria dirigida monocromatica de longitud minima.

Caso 1) Si {(T) =1, entonces T' = (u,v) € F(D). Por lo que se satisface la
condicién (1).

20
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Caso 2) Supongamos que {(T") > 2.

Demostraremos que ¢(T) = 3

(a)

(b)

Primero veamos que no existe uv-trayectoria dirigida de longitud
2.

Supongamos por contradicciéon que existe 7" una wv-trayectoria
dirigida tal que ¢(T") = 2.

T = (u,w,v), ver figura 2.6, es una wuv-trayectoria dirigida de
longitud 2.
° ° °
u w U
Figura 2.6:

Como D es quasitransitiva, entonces (u,v) € F(D) o (v,u) €
F(D) pero (u,v) ¢ F(D) por ser T de longitud minima y (v, u) ¢
F(D) por hipétesis.

Por lo tanto no existe uv-trayectoria dirigida de longitud 2.

Ahora demostraremos que ¢(T') no puede ser mayor o igual a 4.
Supongamos por contradiccién que £(T') > 4.

Sea T' = (u = ug, U, ..., u, = v), n > 4. Entonces por el Corolario
2.1.3 se tiene que (v,u) € F(D), contradiccién con la hipétesis del
Lema 2.1.4.

Por lo tanto ¢(T) = 3.

Sea T = (u = ug, u, Ug, U3 = v) una uv-trayectoria dirigida monocromati-
ca de longitud 3. (ug,up) € F(D) y (us,u1) € F(D) por el Lema 2.1.2.

Supongamos por contradiccién que existe una vu-trayectoria dirigida mo-
nocromatica de longitud 2.

Sea T' = (v, x,u) una vu-trayectoria dirigida de longitud 2.

Por ser D quasitransitiva tenemos que (u,v) € F(D) o (v,u) € F(D).
Pero (u,v) ¢ F(D) por (2) y (v,u) ¢ F(D) por hipétesis, ver figura 2.7.
Por lo tanto, no existe vu-trayectoria dirigida de longitud 2.
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X
° ° °
u U u, v
Figura 2.7:

2.2. Nicleos por trayectorias monocromati-
cas para digraficas quasitransitivas.

A continuacién damos la definicién de 7-ciclo, la cual generaliza lo que es
un ciclo.

Definicién. 2.2.1. Sea D una digrafica m-coloreada. Un ~y-ciclo en D es una
sucesion de vértices distintos de D, v = (ug, u1, ..., Uy, up) tal que:

(1) Existe una w;u;q-trayectoria dirigida monocromética en D para cada
i€{0,---,n} (mod n+1).

(2) No existe u;qu;-trayectoria dirigida monocromética en D.

Diremos que la longitud de v es n+ 1, y la denotaremos por ¢(y) = n+ 1.
En adelante denotaremos con C} al ciclo dirigido de longitud 3.
El siguiente es uno de los teoremas mas importantes en este capitulo.

Teorema. 2.2.2. Sea D una digrifica quasitransitiva m-coloreada tal que
F*(u) es monocromdtico para cada w € V(D) y D no tiene Cs tricolores,
entonces D no tiene y-ciclos.

Demostracién.

Por contradiccién. Supongamos que D contiene un ~y-ciclo.
Sea v = (ug, Uy, ..., Uy, Ug) un 7y-ciclo de longitud minima.
Por ser v un v-ciclo tenemos de la definicién que:

a) Existe una w;u;1-trayectoria dirigida monocromética en D para cada
i €{0,...,n}.

b) No existe u; 1u;-trayectoria dirigida monocromaética en D. Figura 2.8.
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un'. [ ] l'Ii+1

Figura 2.8:

Por el Lema 2.1.4 tenemos que se satisface una de las siguientes condicio-
nes para cada i € {0,1,...,n}:

i) Existe (u;,uip1) € F(D).

1) (ui,uip1) € F(D) y existe u;u;qqi-trayectoria dirigida monocromética
de longitud 3, no hay w;u;i-trayectoria dirigida de longitud 2, y no
existe u;ju;-trayectoria dirigida de longitud 2.

Sea T; = (ui7 Ui+1) sl (ui7 Ui+1) € F(D) oTl; = (Uz‘, Vi, Wi, Ui+1) una u;U;41-
trayectoria dirigida monocromatica de longitud 3 si (u;, u;1) ¢ F(D).
Entonces se tienen las siguientes afirmaciones:

1. 4(y) > 3. Por la definicién de v-ciclo, ya que si () = 2 tendriamos vy =
(ug, u1,up), esto es, existe una ugu;-trayectoria dirigida monocromatica

y existe una wujug-trayectoria dirigida monocromatica, lo cual no puede
ocurrir por la definicién de v-ciclo, ver figura 2.9.

L

Figura 2.9:

2. No todas las trayectorias T; son del mismo color para i € {0, ...,n}.

Si T; es del mismo color que 7; para cada i,j € {0,...,n}. Entonces
como existe una wu;u;1-trayectoria dirigida monocromatica para cada

23



24 NUCLEOS POR TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS

i € {0,...,n} y estas son del mismo color, se sigue que Tj 1 U---UT; 4
es un u;u;-camino dirigido monocromaético, entonces por el Teorema
1.1.23, existe una wu;,qu;-trayectoria dirigida monocromatica conteni-
da en el u;,iu;-camino dirigido monocromatico, lo que contradice la
definicién de ~v-ciclo. Ver figura 2.10.

Figura 2.10:

3. Por (2) podemos suponer que en el 7-ciclo hay al menos 2 colores.
Supongamos que Tj es de color 1 y 77 es de color 2, ver figura 2.11.

Tl
ulM\JZL/\UZ
Tog * '@z
TN o U

Figura 2.11:

4. No existe usug-trayectoria dirigida monocromatica en D.
Procederemos por contradiccion.

Supongamos que existe T = (uy = X, 1, .., Ty = Ug) UNA Uglg-
trayectoria dirigida monocromatica en D, ver figura 2.12.

De donde se tienen las siguientes afirmaciones:

4.1. T es de color 3 con 3 ¢ {1,2}.
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Figura 2.12:

4.1.1. T no puede ser de color 1, pues en este caso T'UT{ es un ust-

4.1.2.

camino dirigido de color 1, y por el Teorema 1.1.23, existe una
usup-trayectoria dirigida de color 1, que contradice la defini-
cién de ~y-ciclo, ver figura 2.13.

Figura 2.13:

T no puede ser de color 2, ya que tendriamos que T} UT es
un ujug-camino dirigido de color 2 y por el Teorema 1.1.23
existe una ujug-trayectoria dirigida de color 2, que contradice
la definicién de ~v-ciclo, ver figura 2.14.

Figura 2.14:
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Asi, T es de color 3, con 3 ¢ {1,2}.

Supongamos que £(Tp) = 1.

Tenemos que (Tp-1,u9) € F(D) y (up,u1) € F(D), entonces
(Tm-1,u1) € F(D) o (u1,Zp-1) € F(D) por ser D quasitransi-
tiva.

4.2.1. (Ul,Im_l) ¢ F(D)
Supongamos por contradiccion que (uy, z, 1) € F(D) y se
tiene que es de color 2, pues F'"(uy) es monocromético y de
uy salen flechas de color 2. Entonces, (ug, U1, Tp_1,Ug) €s un
(3 tricolor, contradiccién, ya que por hipdtesis D no tiene Cj
tricolores, ver figura 2.15.

NZes

Xy @ o U =X,

Figura 2.15:

4.2.2. (xm_l,ul) ¢ F(D)
Supongamos por contradiccién que (2,1, u1) € F(D), ademés,
es de color 3 ya que F*(x,,_1) es de color 3 y monocrométi-
co. En este caso, se tiene que existe (u2 =20, -y Tmn—1, ul) una
usup-trayectoria dirigida monocromaética, contradiccién con la
definiciéon de «y -ciclo, ver figura 2.16.

L

0 o WL=X,

Uy xmo ° ul

ml

Figura 2.16:

Por lo tanto se sigue de la definicién de T; y de las afirmaciones
(4.2.1) y (4.2.2) que ((Tp) = 3.

26



CAPITULO 2. DIGRAFICAS QUASITRANSITIVAS 27

4.3. (ug,u1) ¢ F(D), (u1,up) ¢ F(D), no existe uyu;-trayectoria diri-
gida de longitud 2 y no existe u;up-trayectoria dirigida de longitud

2.

Es una consecuencia directa del Lema 2.1.4 y de (4.2).

44. ((Ty) = 3.
Supongamos por contradiccion que £(T}) = 1.

Consideraremos las dos posibilidades para ¢(7").

4.4.1.

4.4.2.

SiiT)=1.

Como {(u1,us), (ug,u9)} € F(D) y D es quasitransitiva en-
tonces (uy,up) € F(D) o (up,u1) € F(D), contradiccién, ya
que no ocurre por (4.3), ver figura 2.17.

Figura 2.17:

SidT) > 2.

Sea T' = (ug = To, X1, ..., Ty = Up).

Como D es quasitransitiva entonces (z1,u;) € FI(D) o (uy, 1) €
F(D), pues {(u1,us), (ug, 1)} C F(D).

Si (x1,u1) € F(D) entonces (z1,uy) es de color 3, pues F*(z;)
es de color 3, ademds (uq, z1,u1) es una usu;-trayectoria diri-
gida monocromatica y esto contradice la definiciéon de ~-ciclo,
ver figura 2.18. De donde (uy, 1) € F(D).

Nuevamente, como D es quasitransitiva se tiene que (zq, u1) €
F(D) o (uy,x9) € F(D), pues {(u1,x1), (x1,22)} C F(D).

Si (x9,u1) € F(D) tenemos que (ug, 1, T2, u;) €S UNa Uglii-
trayectoria dirigida monocromdtica pues F7T(ug), F*(x1) y
F*(xs) son de color 3 y esto contradice la definicién de 7
-ciclo, ver figura 2.19. Por lo que (uy, z2) € F(D).
Procediendo de esta manera llegamos a que si (u1, x;) € F(D)
para i € {1,...,m — 2} entonces (uy,z;,1) € F(D), porque si
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T
v w,
¢ : o’
U%ng el \\. N
Ts a: L
Xm-10 s OU=X,
3
‘o °
T X 2 X 1
Figura 2.18
Vo To
°
1
UO:Xm./ \ 0,
TS 3 ! 2 Tl
Xm-1@ ®U=X,
) /
X 2 1
Figura 2.19:

(w1, ;) € F(D), (xi,xiy1) € F(D) y D es quasitransitiva
tenemos que (uy, xi+1) € F(D) o (zi41,u1) € F(D). En otro
caso, (riy1,u1) € F(D) entonces (x;11,u1) es de color 3 lo
que implica que (ug, 1, T2, ..., Ti11, U1) €S una usuy-trayectoria
dirigida monocromatica, lo que contradice la definicién de -
ciclo, ver figura 2.20. Por lo que (uy,z;41) € F(D).

l/

Figura 2.20:
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De lo anterior se sigue que (uy, 2, 1) € F(D), asi que
(U1, Tm—1,up) €s una ujug-trayectoria dirigida de longitud 2,
lo que contradice (4.3).
Por lo tanto ¢(77) = 3.

Ahora, podemos suponer que ¢(7y) = 3, ¢(T1) = 3 y recordemos
que estamos asumiendo que existe 7' = (uy = g, T1, ..., Ty, = Ug)
una usug-trayectoria dirigida monocromaética de color 3 ¢ {1, 2}.

Supongamos por contradiccion que (ug, ug) € F(D).

Como D es quasitransitiva y {(uo, u2), (ug,v1)} € F(D), (re-
cuérdese que T; = (u;,v;, w;,ui1) para i € {0,1} y que por el
Lema 2.1.4 {(uir1,v;), (wi, u;)} € F(D)), tenemos que (ug,vi) €
F(D) o (v1,u9) € F(D).

4.5.1.

4.5.2.

(vi,u0) ¢ F(D).

Supongamos por contradiccién que (vq,ug) € F(D), entonces
(w1, v1,up) es una ujug-trayectoria dirigida monocromatica de
longitud 2 y esto contradice la definicién de 7-ciclo, ver figura
2.21. De donde (ug,v,) € F(D).

° °
L'12 Wl
Figura 2.21:

Nuevamente, por ser D quasitranstiva y {(ug, v1), (v1,w1)} C
F (D) se sigue que (ug,w;) € F(D) o (wy,ug) € F(D).

(w1, up) ¢ F(D). Si (wy,ug) € F(D), entonces es de color 2 y
(w1, v1, w1, up) es una ujug-trayectoria dirigida monocromati-
ca, lo que contradice la definicién de v-ciclo,ver figura 2.22.
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Figura 2.22:

4.5.3. (ug,wy) ¢ F(D). Si (ug,wy) € F(D) entonces (ug,wy,ui) es
una ugui-trayectoria dirigida de longitud 2, lo que contradice
el Lema 2.1.4, ver figura 2.23.

Figura 2.23:

Concluimos de (4.5.1), (4.5.2), (4.5.3) que (ug, uz) ¢ F(D).

Ya que existe una usug-trayectoria dirigida monocromatica y he-
mos demostrado que (ug, uz) ¢ F(D) entonces por el Lema 2.1.4
existe 1" una wuoug-trayectoria dirigida monocromética tal que
0Ty =10T") =3.

46. ((T') = 3.

Supongamos por contradiccién que £(T7) = 1.

Se tiene que {(wy,uz), (uz,ug)} C F(D) y D es quasitransitiva
asi (wy,up) € F(D) o (ug,wy) € F(D).

Si (wy, ug) € F(D) entonces es de color 2,y (uy, vy, wy, up) es una
uyup-trayectoria dirigida monocromatica lo que no puede ocurrir
por la definicién de ~-ciclo, ver figura 2.24.
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I
Uy / \. ,
5 2 Tl
3 oV,

2

o~ o

u2 Wl

Figura 2.24:

Si (ug,wy) € F(D) entonces es de color 1, y (ug,wy, ug, ug) €s
un (3 tricolor, contradiccién, pues por hipotesis D no tiene Cj
tricolores, ver figura 2.25.

v, To w,

uo./e? e

1
2
° °
U, w

o U
2 Tl
oV,

e

Figura 2.25:

Por lo tanto ¢(T") = 3.
Sea T" = (ug, vh, wh, ug) entonces por ser D quasitransitiva y por
el Lema 2.1.4 tenemos que {(ug, v}), (wh,us)} C F(D).

4.7. (wy,vh) € F(D).
Supongamos por contradiccion que (wy,vh) ¢ F(D), ya que D es
quasitransitiva y {(wy, ug), (ug,vy)} C F(D) entonces (vh, wy) €
F(D). Ya que {(ug, ), (vh,w1)} € F(D) y D es quasitransitiva
tenemos que (ug, wy) € F(D) o (wy,up) € F(D).
Si (up,w;) € F(D) entonces (ug,wy,us) es una ugug-trayectoria
dirigida de longitud 2 lo cual implica que (ug,uz) € F(D) o
(ug,up) € F(D) y ya analizamos en (4.5) y (4.6) que los dos casos
nos llevan a una contradiccién, ver figura 2.26.

31



32 NUCLEOS POR TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS

Vo Wo
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bog— 17 \\
/3 ol
We zl
3 2 oV:
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V2 \& .
U, W,

Figura 2.26:

Si (wq,up) € F(D) entonces es de color 2 y (uy, vy, wy, up) es una
uyup-trayectoria dirigida monocromatica, que contradice la defini-
cién de ~y-ciclo, ver figura 2.27.

Vo Wo

Figura 2.27:

Por lo tanto (wq,vy) € F(D).

4.8. (wh,wy) € F(D).
Tenemos {(wq,v), (vh, wh)} € F(D) y D quasitransitiva entonces
(wy,w)) € F(D) o (wh,wy) € F(D).
Si (wq,wh) € F(D), entonces {(wy,w)), (wh,ug)} C F(D) asi que
(w1, up) € F(D) o (ug, wy) € F(D).
Si (ug, wy) € F(D), entonces tenemos que (ug, wy, Us) €S una ugg-
trayectoria dirigida de longitud 2, lo que implica que (ug,us) €
F(D) o (uz,up) € F(D) que contradice (4.5) y (4.6), ver figura
2.28.

32



CAPITULO 2. DIGRAFICAS QUASITRANSITIVAS

Figura 2.28:

33

Si (wy,ug) € F(D), entonces es de color 2, de donde (uq, vy, wy, up)
es una ujug-trayectoria dirigida monocromaética, que contradice la

definicién de ~y-ciclo,ver figura 2.29.

Vo Wq

Figura 2.29:

Por lo tanto (w), wy) € F(D).

Como {(wh, wy), (wy,u1)} € F(D)y D es quasitransitiva entonces

(wh,uy) € F(D) o (u,wy) € F(D).

Si (wh,uy) € F(D) entonces es de color 3 y (ug, vh, wh, uy) es una
usup-trayectoria dirigida monocromatica, lo que contradice la de-

finicién de vy-ciclo,ver figura 2.30.

Si (uy,wh) € F(D) entonces (uy,wh, up) es una ujug-trayectoria
dirigida de longitud 2, contradiccién con el Lema 2.1.4, ver figura

2.31.
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Figura 2.30:
Vo Wo
Uog—17 ¢ 1 .\
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Figura 2.31:

Por lo tanto concluimos de (4.1) a (4.8) que no existe ugug-trayectoria
dirigida monocromaética en D.

De (1) y (4) tenemos que £(vy) > 4.

5. No existe ugus-trayectoria dirigida monocromatica.

Supongamos por contradiccion que existe uguo-trayectoria dirigida mo-
nocromatica en D.

Por (4) no existe ugug-trayectoria dirigida monocromadtica, entonces
(ug, Ug, Uz, .., Uy, Ug) €s un y-ciclo de longitud menor que 7, contradic-
ciéon con la eleccion de v que es un v-ciclo de longitud minima, ver
figura 2.32.

Por lo tanto no existe uguo-trayectoria dirigida monocromaética.

6. Concluimos de (4), (5) y por el Lema 2.1.4 que no hay usug-trayectoria
dirigida monocromatica y no hay ugus-trayectoria dirigida monocromaéti-
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Figura 2.32:

ca, (ug,uz) ¢ F(D), (uz,ug) ¢ F(D), no hay usug-trayectoria dirigida
de longitud 2 y no hay ugus-trayectoria dirigida de longitud 2.

Recordemos que por (3) podemos suponer que Tj es de color 1y T7 es de
color 2.

Ahora analicemos los casos que llevaran a la contradiccién que prueba el
Teorema 2.2.2.

a) ((To) = UT1) = 1.

En este caso {(ug,u1), (u1,u2)} € F(D) y (ug,u1,us) es una ugusg-
trayectoria dirigida de longitud 2, lo que contradice (6), ver figura 2.33.

U
T(/'. T,
ue 1 2\\

ou,
Figura 2.33:

b) {(To) =1y U(T1) = 3.
Entonces tenemos las siguientes afirmaciones:
b]_) (UQ,’Ul) € F(D)

Como {(ug,u1), (ur,v1)} € F(D) y D es quasitransitiva entonces
(ug,v1) € F(D) o (v1,up) € F(D).
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Supongamos por contradiccién que (vy,ug) € F(D), entonces es
de color 2 asi que (uy,v1,up) es una ujug-trayectoria dirigida mo-
nocromatica, lo cual contradice que v es un «-ciclo, ver figura 2.34.

2
o~—0
U, W,

Figura 2.34:

Por lo tanto (ug,v1) € F(D).

b.2) (ug,wq) € F(D).
Como {(ug,v1), (v1,w1)} C F(D) y D es quasitransitiva tenemos
que (ug, wy) € F(D) o (wy,up) € F(D).
Supongamos por contradiccién que (wy,ug) € F(D), entonces es
de color 2. Y (uy, vy, wy, ug) es una ujug-trayectoria dirigida mo-

nocromatica, contradiccién con la definicién de ~v-ciclo, ver figura
2.35.

Figura 2.35:

Por lo tanto (ug,w;) € F(D).

De donde (ug, wy, us) es una ugus-trayectoria dirigida de longitud 2, lo
cual contradice (6).
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Como {(wg,uy), (ug,ue)} € F(D) y D es quasitransitiva, se tiene que
(wo, uz) € F(D) o (ug,wy) € F(D).

Si (wg, ug) € F(D) entonces es de color 1y (ug, vg, wo, ug) €s una ugus-
trayectoria dirigida monocromatica contradiciendo (5), ver figura 2.36.

Figura 2.36:

Si (ug,wp) € F(D), entonces (us, wo, ug) €s una usug-trayectoria diri-
gida de longitud de 2, lo que contradicice (6), (recuérdese que por el
Lema 2.1.4 tenemos que (wg, ug) € F(D)), ver figura 2.37.

Figura 2.37:

d) (Tp) = 3 = {(Th).

Entonces tenemos las siguientes afirmaciones:

d.1) (wg,v1) € F(D).
Tenemos que {(wp,u1), (u,v1)} € F(D)} y D quasitransitiva en-
tonces (wg,v1) € F(D) o (v,wy) € F(D).
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Supongamos por contradiccién que (vy, wy) € F(D). Tenemos que
{(v1,wp), (wo, up)} € F(D), de donde (vq,ug) € F(D) o (ug,v1) €
F(D).

Si (v1,up) € F(D), entonces es de color 2y (uy, vy, ug) €s una uup-
trayectoria dirigida monocromatica, que contradice la definicion
de ~v-ciclo, ver figura 2.38.

Vo Wy
®
1
/ \\1‘0 u,
1
UO. 2 y/é
)
2 /
° °
uZ Wl
Figura 2.38:

Si (ug,v1) € F(D), entonces ya que {(ug,v1), (v1,w1)} € F(D)
y D es quasitransitiva se tiene que (ug,w;) € F(D) o (wy,uq) €
F(D).

Si (wy,up) € F(D), entonces es de color 2 y (uy, vy, wy,up) es
una u;ug-trayectoria dirigida monocromatica, lo que contradice la
definicién de ~-ciclo, ver figura 2.39.

°
u 2 Wl
Figura 2.39:

Si (ug,wy) € F(D), entonces (ug, wy, us) es una ugug-trayectoria
dirigida de longitud 2, lo que contradice (6), ver figura 2.40.
Por lo tanto (wg,v1) € F(D).
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° °
u2 Wl

Figura 2.40:

d.2) (wy,wy) € F(D).
Como {(wo, v1), (v1,w1)} C F(D) y D es quasitransitiva entonces
(w1, wp) € F(D) o (wo, wy) € F(D).
Supongamos por contradiccién que (wg, wy) € F(D).
Como {(wg, wy), (wy,us)} € F(D) y D es quasitransitiva, enton-
ces (wo, uz) € F(D) o (uz,wg) € F(D).
Si (wg, ug) € F(D) entonces es de color 1 y asi (ug, v, wp, uz) €s
una ugug-trayectoria dirigida monocromadtica que contradice (5),
ver figura 2.41.

N
s

o /

0
1
1 1
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[ ]
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u 1

Figura 2.41:

Si (ug,wg) € F(D), entonces (us, wo, ug) €s una ugug-trayectoria
dirigida de longitud 2, contradiccién con (6), ver figura 2.42.

Por lo tanto (wy,wy) € F(D).

Tenemos que {(wy,wy), (wo,ug)} € F(D) y D es quasitransitiva, en-
tonces (ug,wy) € F(D) o (wy,ug) € F(D).
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40 NUCLEOS POR TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS

Figura 2.42:

Si (ug, wy) € F(D) entonces (ug, wy, uz) es una ugug-trayectoria dirigida
de longitud 2, lo que contradice (6), ver figura 2.43.

Vo
®

\2 o

[ [ ]
u 2 Wl
Figura 2.43:

Si (wy,ug) € F(D) entonces es de color 2 y (uy, vy, wy, ug) €S una uj -
trayectoria dirigida monocromatica, lo que contradice la definicién de
~-ciclo, ver figura 2.44.

Vo
®

uo.////z.\l‘/zul

[
u 2 Wl
Figura 2.44:

Por lo tanto no hay ~-ciclos en D.
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Para la demostracion del siguiente teorema usamos los Teoremas 1.2.6,
1.3.6 y 2.2.2, los cuales permiten que la demostracién sea muy clara y bonita.

Teorema. 2.2.3. Sea D una digrdfica quasitransitiva m-coloreada tal que
F*(u) es monocromdtico para cada uw € V(D) y D no tiene C3 tricolores,
entonces €(D) es nicleo perfecta.

Demostracion.

Basta demostrar que todo C ciclo de €(D) tiene al menos una flecha
simétrica, por el Teorema 1.2.6.

Sea C un ciclo de €(D).

Supongamos que C no tiene flechas simétricas.

Es claro que C, que es un ciclo en €(D), resulta ser un ~-ciclo en D lo
cual no puede ocurrir, ya que por el Teorema 2.2.2 sabemos que D no tiene
~-ciclos.

Por lo tanto €(D) es nicleo perfecta.

Corolario. 2.2.4. Sea D una digrdfica quasitransitiva m-coloreada tal que
F*(u) es monocromdtico para cada w € V(D) y D no tiene Cs tricolores,
entonces D tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromadticas.

Demostracidn.
Por los Teoremas 1.3.6 y 2.2.3.

Corolario. 2.2.5. Si T es un torneo m-coloreado tal que F*(u) es mono-
cromdtico para cada w € V(T) y T no contiene Cs3 tricolores, entonces T
tiene nucleo por trayectorias dirigidas monocromdticas.

Demostracion.
Todo torneo es una digrafica quasitransitiva, y por el Corolario 2.2.4.

Nota. 2.2.6. La condicion de que D no contiene Cy tricolores en el Teorema
2.2.3 es necesaria. Sea Cs5 una digrdfica quasitransitiva m-coloreada tal que
FT(u) es monocromdtico para cada uw € V(T) y C3 no tiene nicleo por
trayectorias dirigidas monocromdaticas.
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42 NUCLEOS POR TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS

Nota. 2.2.7. La condicién F*(u) monocromatico para cada v € V(D)
es necesaria. La siguiente digrdfica D es un contraejemplo, sean V(D) =
{U1>U2, Usg, Uy, Us, U6} Y F(D) = {(Uh U2)> (U1>U3), (Ul, U4)> (U2>U3), (U27U4),
(U2> Us), (U3> U4)> (U3, Us), (U3> Uﬁ), (U4, Us), (U4> Uﬁ), (U5, U6), (Us, Ul), (U6> Ul)};
tales que (uy,uy), (ug, uyg), (us, us), (us, ug), (ug, u1) son de color 1; (ug,us),
(us,ug) son de color 2; (uy,us), (ug,us), (us,us) son de color 3 y (uy,us),
(ug,uq), (ug, us), (ug, ug) son de color 4, ver figura 2.45. D no contiene Cs
tricolores y D no tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas.

Figura 2.45:

42



Capitulo 3

Trayectorias monocromaticas y
conjuntos monocromaticos de
flechas en torneos bipartitos.

En este capitulo daremos condiciones suficientes para que un torneo bipar-
tito m-coloreado con el conjunto F'*(u) monocromético para cada u € V(D)
tenga ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaticas. El resultado princi-
pal de este capitulo es el Teorema 3.2.1.

3.1. Seminticleo mdédulo i por trayectorias mo-
nocromaticas.

Iniciamos con la definiciéon de torneo bipartito, los cuales son las digraficas
m-coloreadas que estudiaremos en este capitulo. Ademds nuestro trabajo
serd para m > 3, en la Observacion 3.1.4 justificamos este hecho.

Definicién. 3.1.1. Una digrafica D es un torneo bipartito si existe una bi-
particion {V;,V2} de V(D) tal que toda flecha de D tiene un extremo en V;
y el otro en V5, y entre cualquier vértice de Vi y cualquier vértice de V5, existe
una y solo una flecha.

Teorema. 3.1.2. [3] Si D es una digrdfica, entonces existe B C V(D) tal
que:

1. No existen uv-trayectorias para {u,v} C B.
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44 SEMINUCLEO MODULO ¢ POR TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS

2. Para cada x ¢ B eziste una xB-trayectoria.

Teorema. 3.1.3 (Sands, Sauer y Woodrow). [38]. Sea D una digrdfica posi-
blemente infinita 2-coloreada, sin trayectorias infinitas exteriores. Entonces
D tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas.

Observacién. 3.1.4. Sea T un torneo bipartito m-coloreado con m < 2.
Entonces T tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Demostracidn.

a. m = 1. Entonces, por el Teorema 3.1.2, T" tiene ntucleo por trayectorias
dirigidas monocromaticas N = B.

b. m = 2. En este caso T satisface las hipotesis del Teorema 3.1.3, por lo
tanto T tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

|
Para torneos bipartitos se tiene un lema que nos resultara de gran utilidad
y es el siguiente:

Lema. 3.1.5. [37]. Sea D un torneo bipartito, si C' = (ug, uy, ..., U,) €s un
camino en D entonces parai € {0,1,...,n} yj € {0,1,...,n}, (u;,u;) € F(D)
0 (uj,u;) € F(D) siy solo si j—1i=1(mod2).

Definicién. 3.1.6. Sea D una digrafica m-coloreada, sean 1, 2, ..., m los colo-
res distintos, i € {1,...,m} cualquiera pero fijo. Un subconjunto S C V(D)
es un semintcleo de D mddulo i por trayectorias dirigidas monocromaticas
si se cumplen las siguientes condiciones:

i) S es independiente por trayectorias dirigidas monocromaticas, es decir,
para {u,v} C S, no existe uv-trayectoria dirigida monocromatica y no
existe vu-trayectoria dirigida monocromatica.

i1) Para cada z € V(D) \ S tal que existe Sz-trayectoria dirigida mo-
nocromética de color distinto de i, existe una zS-trayectoria dirigida
monocromatica en D.

La definiciéon anterior generaliza la definicién de semintcleo dada por V.
Neumann-Lara [34].
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CAPITULO 3. TORNEOS BIPARTITOS 45

Teorema. 3.1.7. Sea D una digrdfica m-coloreada tal que F*(u) es mono-
cromdtico para cada u € V(D). Entonces D tiene seminicleo modi distinto
del vacio por trayectorias dirigidas monocromdticas para cada i € {1,...,m}.

Demostracion.

Podemos suponer que en D existen flechas de color ¢ para cada i €
{1,...,m}, pues D es una digréafica m-coloreada.

Sea zg € V(D) tal que F(z) es de color i.

Es claro de la definicién que {2} es un semintcleo mod i distinto del vacio

de D por trayectorias dirigidas monocromaticas. .

Seani € {1,....,m}y ' = {S| S es un seminticleo modi distinto del vacio
por trayectorias dirigidas monocrométicas de D}. Observemos que, I'; # ()
por el Teorema 3.1.7.

Definicién. 3.1.8. Sea {51, 52} C I';. Decimos que S; < Sy si para cada
xr1 € 57 existe o € Sy tal que se satisface una de las siguientes condiciones:

Z) T1 = To,

i1) Existe xjxo-trayectoria dirigida monocromdtica de color i y no existe
Toxp-trayectoria dirigida monocromatica de color i.

Notacion. 3.1.9.

1. xr1 — x5 si existe xjxo-trayectoria dirigida monocromatica de color %.

2. x1 /— x5 si no existe x1xo-trayectoria dirigida monocromatica de color
1.

Teorema. 3.1.10. (I';, <) es un conjunto parcialmente ordenado.
Demostracion.

1. S < S paracada S €T;.
Sea x € S.
Es claro que x = x para cada x € S.

Por lo tanto S < §S.
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2. Si {S1,S52} CT; yson tales que S; < Sy y Sy < Sy entonces S; = 5.

Probemos que S; C S5.

Sea x; € S1, probaremos que x; € 5.

Como 57 < .95, tenemos que existe xo € Sy tal que 1 = x5 0 24 -, To
Y T2 7L> Z1-

Analicemos los dos casos:

Caso 1. Si xy = x5 entonces r1 € Ss.

Caso 2. Six; — 29y 19 /— 17.

Como x5 € S5y 95 < 5 existe up € 57 tal que x9 = uq 0 o N Uy

Yy w1 7L>952-

Analicemos ambos subcasos:

. i

2.1. Si xy = uy entonces x; — x5 = uy con {xy,u;} C Sy, lo que
contradice que 5] es independiente por trayectorias dirigidas
monocromaticas.

. i i i i

2.2. Si xg — uy y u; #— w9 entonces r;y — Ty — Uy, y por

el Teorema 1.1.23, 1 — wuy, contradiccién con que S; es
independiente por trayectorias dirigidas monocromaticas..

Por lo tanto el caso (2) no es posible.

Por lo tanto S; C 9s.
La demostracion de que Sy C S; es analoga.

Asi Sl = SQ.

. Si S <S5y Sy < S3entonces S; < S3, para {51, S, 53} C T,

. i
Sea x1 € S, probaremos que existe 3 € S3 tal que r1 = r3 011 — 3
i
Y T3 #— T1.
. i
Como 57 < Sy, entonces existe xo € Sy tal que 1 =12 07y — 22 ¥y
i
Ty /— T1.

Analicemos ambos casos.
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Caso 1. Si z; = x9. Como Sy < S3 entonces existe x3 € S5 tal que z9 = 3
0$2L>$3YI37L>$2-
Entonces tenemos los siguientes 2 subcasos:
1.1. Si z9 = 23, entonces x; = x9 = x3 con r3 € Ss.
1.2. Si z9 N T3y T3 7L> To. Como 1 = x9, tenemos que xy =
4ol L>953y$37L>952=961.
Caso 2. Si 1 LN To Y T 7L> 1.
Tenemos los siguientes dos subcasos:
2.1. Si z9 = x3 entonces x; SN T3y T3 7L> .
2.2. Si 29 N T3 Y T3 7L> To, entonces N To Y To N T3
entonces por el Teorema 1.1.23, 17 — 5.
Probaremos que x3 /Z—> 1.
Supongamos por contradiccién que existe z3 — 7. Como
existe £; — o, entonces por el Teorema 1.1.23, existe x5 —

. K
xa, que contradice que x3 4— To.

Por lo tanto S; < Ss.

3.2. Nicleos por trayectorias monocromati-
cas para torneos bipartitos.

Notemos que como D es finita (I';, <) tiene elementos maximos.
Recordemos que estamos denotando por Cj al ciclo dirigido de longitud

Denotaremos con Ty a la digrafica tal que V(1) = {u,v,w,z} y F(T) =
{(u,v), (v,w), (w,z), (u,x)}, y denotaremos con (1,1,2) a la digréfica 3-
coloreada tal que V(1,1,2) = {vy,va,v3,v4} v F(1,1,2) = {(v1,v2),
(v2,v3), (v3,v4), (v4,v1)} tal que (vi,v9) es de color a, (vy,vs3) es de color
b, (vs,v4) es de color ¢y (vg,v1) es de color ¢, ver figura 3.1.
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u oV Ve °oV>
a
. . b
T, (1,12 o
C

Figura 3.1:

En adelante, sin perder generalidad supondremos que m > 3, por la
Observacién 3.1.4.

Teorema. 3.2.1. Sea T un torneo bipartito m-coloreado, con m > 3 tal que
F*(u) es monocromdtico para cada uw € V(T'). Si todo Ty contenido en T es
a lo mads 2-coloreado y T no contiene (1,1,2) subdivisiones de Cs tricolor,
entonces T' tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromadaticas.

Demostracién.

La demostracién se hara por induccién sobre | V(T) |.

Observemos que si | V(T') |< 3 a lo més tenemos 2 flechas y por lo tanto
T no puede ser 3-coloreado.

1. Si|V(T)|=4.

Tenemos los siguientes casos:

1.1. Si T es un torneo bipartito tal que V(7T') = {u,v,w,z} y F(T) =
{(u,v), (u,w), (u, )}, este caso no es posible, pues F'*(u) es mo-
nocromatico para cada u € V(T'), ver figura 3.2.

T:

Figura 3.2:

1.2. Si T es un torneo bipartito tal que V(T') = {u,v,w,z} y F(T) =
{(u,v), (w,u), (z,u)}, con (u,v) es de color 1, (w,u) es de color
2y (z,u) es de color 3. Es este caso N = {v, w,z} es nicleo por
trayectorias dirigidas monocromaticas de T, ver figura 3.3.
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1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

T: !

Figura 3.3:

Si T es un torneo bipartito tal que V(T') = {u,v,w,z} y F(T) =
{(v,u), (w,u), (z,u)}, donde (v,u) es de color 1, (w, u) es de color
2y (z,u) es de color 3. Es este caso N = {u} es nicleo por
trayectorias dirigidas monocromaticas de T, ver figura 3.4.

T: 1
|

3

Figura 3.4:

Si T es un torneo bipartito tal que V(T') = {u,v,w,z} y F(T) =
{(u,w), (u,x), (v,w), (v,x)}, este caso no es posible, pues FT(u)
es monocromatico para cada u € V(T'), ver figura 3.5.

T:
i

Figura 3.5:

Si T es un torneo bipartito tal que V(T') = {u,v,w,z} y F(T) =
{(u, w), (v,w), (v,z), (z,u)}, donde (u,w) es de color 1, (z,u) es
de color 2 y (v,w) y (v, z) son de color 3. Este caso no es posible,
pues T' contiene un 7T} 3-coloreado, ver figura 3.6.

Si T es un torneo bipartito tal que V(T') = {u,v,w,z} y F(T) =
{(u,v), (u,w), (z,u)}, este caso no es posible, pues F'*(u) es mo-
nocromatico para cada u € V(T'), ver figura 3.7.

49



50 NUCLEOS POR TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS

T:

va&H
A

Figura 3.6:

Figura 3.7:

1.7. Si T es un torneo bipartito tal que V(7T') = {u,v,w,z} y F(T) =
{(u,w), (u, x), (w,v), (x,v)}, donde (u,w) y (u,z) son de color 1,
(w,v) es de color 2 y (z,v) es de color 3. En este caso N = {u, v}
es un nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas, ver figura
3.8.

Figura 3.8:

1.8. Si T es un torneo bipartito tal que V(T') = {u,v,w,z} y F(T) =
{(u,w), (v,z), (w,v), (z,u)}, donde (u,w) es de color 1, (w,v) es
de color 2, (z,u) es de color 3y (v, x) es de color b, ver figura 3.9.

Es este caso tenemos los siguientes subcasos:

1.8.1. Si b = 1, T tiene nucleo por trayectorias dirigidas mono-
cromdticas, N = {u,v}.

1.8.2. Si b =2 no es posible, pues T contiene (1,1,2) subdivisién de
(5 tricolor.
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Figura 3.9:

1.8.3. Si b =3 no es posible, pues T contiene (1,1,2) subdivisién de
('3 tricolor.

1.8.4. Si b = 4, T tiene nucleo por trayectorias dirigidas mono-
cromaticas, N = {u,v}.

2. Por hipdtesis de induccién supongamos que si 7’ es un torneo bi-
partito m-coloreado que satisface las hipdtesis del Teorema 3.2.1 y
| V(T") |< n — 1, entonces T” tiene nicleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas.

3. Sea T un torneo bipartito m-coloreado que satisface las hipotesis del
Teorema 3.2.1y | V(T) |=n, n>5.

Probaremos que T tiene ntcleo por trayectorias dirigidas monocromati-
cas.

Supongamos por contradiccién que 1" no tiene nicleo por trayectorias
dirigidas monocromaticas.

Por el Teorema 3.1.7 sabemos que T’ tiene un semintucleo modi no
vacio por trayectorias dirigidas monocromaéticas. Sea S un elemento
méaximo de (I';, <). Entonces S no es nicleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas de 7.

Sea Xg = {z € V(T)\ S | no existe zS-trayectoria dirigida mono-
cromatica}.

Como S # () se tiene que T[Xy] es una subdigrafica inducida propia de
T.

Por lo tanto por hipétesis de induccién T'[X,] tiene nicleo por trayec-
torias dirigidas monocromaticas, llamémosle Nj.

Sea B = {x € S | no existe xNy-trayectoria dirigida monocromdtica de
color i en T'}.
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Entonces tenemos las siguientes afirmaciones:

a) BUN(]GFZ

a.1) Primero probaremos que B U N es independiente por trayec-
torias dirigidas monocromaticas.
Tenemos que:

a.l.1)

a.1.2)

a.1.2.1)

B es independiente por trayectorias dirigidas monocromati-
cas pues B C S, que es independiente por trayectorias
dirigidas monocromaticas.

Ny es independiente por trayectorias dirigidas monocromati-
cas en T

Primero observemos que N, es independiente por tra-
yectorias dirigidas monocromaticas en T'[X,| pues Ny es
nicleo de T'[Xo].

Supongamos por contradiccion que Ny no es independien-
te por trayectorias dirigidas monocromaticas en 7', enton-
ces existe {x,y} C Np tal que existe una zy-trayectoria
dirigida monocromaética, o = (z,uy, ..., u,,y), ver figura
3.10.

Figura 3.10:

Para o tenemos las siguientes afirmaciones.

V() N (V(T) \ Xo) # 0.

Supongamos por contradiccion que V(a) N (V(T)\ Xo) =
(), entonces V(a) C X, lo que contradice que Ny es in-
dependiente por trayectorias dirigidas monocromaticas en
T Xo].

Por lo tanto V(a) N (V(T) \ Xo) # 0.
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a.1.2.2)

a.1.3)

Vie)n S =0.

Supongamos por contradiccién que V() NS # 0, de
donde existe w € V(a) N S entonces w = wu; para algu-
na i € {1,...,n}, asi que (z,uy,...,u; = w) es una xS-
trayectoria dirigida monocromatica, contradiciendo que
x € Xo, ver figura 3.11.

@%

Figura 3.11:

Por lo tanto V(a) N S = 0.

Como V()N (V(T)\ Xo) # () entonces existe z € V() N
(V(T')\ Xo), y podemos suponer que z ¢ S por (a.1.2.2).
Por lo tanto existe zS-trayectoria dirigida monocromaética
en 7', llamémosle v, ver figura 3.12.

g
Figura 3.12:

Como z € V(a)NV(y) y F7(z) es monocromatico se tiene
que a y 7 son del mismo color ya que z # x y 2z no es el
ultimo punto de v pues z € S.

De donde (z,«, z) U~ es un camino que por el Teorema
1.1.23 contiene una xS-trayectoria dirigida monocrométi-
ca, contradiciendo que x € Ny C X.

Por lo tanto Ny es independiente por trayectorias dirigidas
monocromaticas en 7.

Ahora demostraremos que no existe BNy-trayectoria di-
rigida monocromaética.
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Supongamos por contradiccién que existe v € B y existe
u € Ny tal que existe una vu-trayectoria dirigida mono-
cromatica, llamémosla « la cual es de color distinto de i,
ya que v € B. Como S € I';, S es seminticleo por trayec-
torias dirigidas monocromaéticas mod i distinto del vacio,
entonces por definicién existe uS-trayectoria dirigida mo-
nocromatica en 7', lo que contradice que u € Ny C X,.
Ahora, probaremos que no existe Ny B-trayectoria dirigida
monocromatica.

Se sigue de que B C S, Ny C Xy y la definicion de Xj.

Por lo tanto BUN, es independiente por trayectorias dirigidas
monocromaticas.

a.2) Ahora, demostraremos que para cada z € V(T') \ (BU N) tal
que existe (B U Ny)z-trayectoria dirigida monocromatica de
color distinto de 7, existe una z(B U Np)-trayectoria dirigida
monocromatica.

Observemos que N, es distinto del vacio, pues es ntcleo de
T[Xo], de donde B U Ny es distinto del vacio.

Sea z € (V(T')\ (BUN)) tal que existe (BU Ny)z-trayectoria
dirigida monocromatica en 1" de color distinto de 1.
Supongamos por contradiccién que no existe z( BUNy)-trayectoria
dirigida monocromatica en 7.

Sea w € BU N y sea a una wz -trayectoria dirigida mono-
cromatica de color j, con j # ¢, supongamos j = 2.

Tenemos los siguientes casos:

Caso 1. Siw € B. Comow € B C Sy S €I entonces existe
zS-trayectoria dirigida monocromatica en T', por lo que
existe s € S'y existe zs-trayectoria dirigida monocromati-
ca en T, (llamémosla o).

Como estamos suponiendo que no existe zB-trayectoria
dirigida monocromética entonces s € By asi s € S\ B,
ver figura 3.13.

Como {w, s} C S que es independiente por trayectorias
dirigidas monocromaticas, se sigue que a 'y ' son de dis-
tinto color, supongamos que ' es de color b # 2.

Como s € S\ B, entonces por la definiciéon de B, se
tiene que existe u € Ny y existe su-trayectoria dirigida
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Figura 3.13:

monocromatica de color 7, llamémosle o, ver figura 3.14.

Figura 3.14:

Si b = ¢ entonces o/ U’ es un camino que, por el Teorema
1.1.23, contiene una zu-trayectoria dirigida monocromati-
ca con u € Ny, ver figura 3.15.

Xo

Figura 3.15:

Por lo tanto existe z(B U Np)-trayectoria dirigida mono-
cromatica, contradiccion.

Luego podemos suponer que b # i, entonces tenemos que
b+# iy b+# 2, supongamos que b = 3.
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Sif(a’) = 1, tomemos z~ el vértice de v anterior inme-
diato de z en « tal que (27, 2) € F(«) y tomemos s+ el
vértice de o posterior inmediato de s tal que st € o” y
(s,sT) € F(a"). Entonces (27, z, s, s7) es una trayectoria
dirigida de longitud 3 y por el Lema 3.1.5, 2~ y s* son
adyacentes.

Si (27,s7) € F(T), se tiene que es de color 2, pues
a es de color 2 y F*(z7) es monocromético. Entonces
(z7,2,8,8")

U(z~, s1) es un T} tricolor, contradiccién con la hipdtesis,
ver figura 3.16.

Figura 3.16:

Si (s*,27) € F(T), como tenemos que o es de color i y
FT(sT) es monocromadtico entonces tenemos las siguientes
posibilidades:

Cla) > 2.

Entonces (s™,27) es de color i, de donde se tiene que
(z7,2,8,s7,27) es una (1,1,2) subdivisién de Cj tricolor,
lo que contradice la hipétesis del Teorema, ver figura 3.17.

. £(a") =1, en este caso tenemos que sT = u.

Si (u,z7) € F(T), se tienen los siguientes casos:

(u, z7) es de color 4, entonces (u, 2™, 2, s, u) es una (1,1,2)
subdivision de Cj tricolor, contradiccion, ver figura 3.18.
Si (u, z7) es de color 2, contradiccion, ya que (u, 27, z, s, u)
es una (1,1,2) subdivisién de Cj tricolor, ver figura 3.19.
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Figura 3.19:

b.3. Si (u,z7) es de color j con 2 # j # 1.
Tenemos los siguientes casos:

b.3.1. {(a) > 2, entonces sea z” el vértice anterior inmediato
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a 2z~ en V(a), de donde (2,27, 2, s) es una trayectoria
dirigida de longitud 3 y por el Lema 3.1.5 se tiene que z”
y s son adyacentes.

Si(2",s) € F(T) es de color 2, y se tiene que (2", s, u, 27 )U
(2",27) es un T} tricolor, recordemos que (u,z~) es de
color j con i # j # 2, contradiccion con la hipdtesis, ver
figura 3.20.

Figura 3.20:

Si (s,2") € F(T), entonces es de color i, y se tiene que
(s,2",27,2,s) es una (1,1,2) subdivisiéon de Cj tricolor,
contradiccion con la hipdtesis, ver figura 3.21.

Figura 3.21:

b.3.2. Sil(a) = 1, tenemos que (w, z, s, u) es una wu-trayectoria
dirigida de longitud 3, de donde por el Lema 3.1.5 se tiene
que u y w son adyacentes.
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Si (w,u) € F(T) es de color 2, entonces (w, z, s, u)U(w, u)
es un 7y tricolor, contradiccion, ver figura 3.22.

Figura 3.22:

Si (u,w) € F(T'), contradiccién con la definicién de X,
pues u € X, ver figura 3.23.

Figura 3.23:

Si l(a’) > 1, sea s— € V() tal que (s7,s) € F(d).
Como w no es adyacente a s (pues {w,s} C Sy S esin-
dependiente por trayectorias dirigidas monocromaticas),
y por ser T" un torneo bipartito, tenemos que w y s~ son
adyacentes.

Si (s7,w) € F(T), entonces (s~,w) es de color 3, pues
o' es de color 3 y F*(s™) es monocromatico; asi que
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(z,a/,s7)U (s, w) es una zw-trayectoria dirigida mono-
cromatica, ver figura 3.24.

Figura 3.24:

Por lo tanto existe zB-trayectoria dirigida monocromati-
ca en T', contradiccion.

Si (w,s7) € F(T) entonces es de color 2, pues « es de
color 2 y F*(w) es monocromatico, asi (w,s™,s,s") es
una trayectoria dirigida de longitud 3 y por el Lema 3.1.5
tenemos que w y s* son adyacentes.

Si (w,s™) € F(T) entonces es de color 2, pues « es de
color 2 y F*(w) es monocromético, asi (w,s,s,s7) U
(w, sT) es un Ty tricolor, contradiccién, ver figura 3.25.

Xo

Figura 3.25:

Si (st,w) e F(T) y £(a") > 2, se tiene que (s*,w) es de
color 7, pues ” es de color i y FT(s') es monocromdti-
coy asi (w,s™,s,s,w) es una (1,1,2) subdivisién de Cj
tricolor, contradiccion, ver figura 3.26.
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Figura 3.26:

Si (st,w) € F(T) y {(a") = 1, tenemos que s™ = u,
asi (u,w) € F(T), contradiccién con la definicién de X,
ver figura 3.27.

Figura 3.27:

Caso 2. Supongamos ahora que w € Nj.
Sabemos que existe wz-trayectoria dirigida monocromati-
ca de color 2.
Si z € Xy, como Ny es nucleo por trayectorias dirigi-
das monocromaéticas de T[Xy], se sigue que existe zNy-
trayectoria dirigida monocromatica, ver figura 3.28.
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Figura 3.28:

Por lo tanto z(B U Ny)-trayectoria dirigida monocrométi-
ca, contradiccion.

Luego z € Xj.

Por lo tanto existe o/ una zs-trayectoria dirigida mono-
cromatica para alguna s € S.

Si s € B, entonces existe z(B U Ny)-trayectoria dirigida
monocromatica, contradiccion, ver figura 3.29.

Figura 3.29:

Por lo que s ¢ B.

Por definicién de B, existe z € Ny y o’ una sx-trayectoria
dirigida monocromatica de color 1.

Si o es de color 2, entonces o U &/ es un camino que por
el Teorema 1.1.23 contiene una ws-trayectoria dirigida
monocromatica con s € S, contradiciendo que w € Ny C
Xy, ver figura 3.30.

De donde o' no es de color 2.

Si o’ es de color i # 2, entonces o’ U es un camino que,
por el Teorema 1.1.23, contiene una zz-trayectoria dirigi-
da monocromdtica con z € Ny. Entonces existe z(BUNj)-
trayectoria dirigida monocromatica, contradiccién, ver fi-
gura 3.31.
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2.1.

Figura 3.31:

Por lo tanto o es de algtin color k distinto de 7 y de 2,
supongamos que es de color k = 3, con 3 # i, 3 # 2.
Tenemos los siguientes subcasos:

Si w es adyacente a s, como w € Ny C X, entonces se
sigue de la definicién de Xy que (s,w) € F(T) y (s,w) es
de color i ya que o es de color i y F'7(s) es monocromati-
co. Sean s~ el vértice de o/ anterior inmediato de s en o
tal que (s7,s) € F(o/) y w' el vértice de v posterior
inmediato de w tal que w™ € V(a) y (w,w") € F(a),
entonces (s~, s, w, w™) es una trayectoria de longitud 3 y
por el Lema 3.1.5 tenemos que wt y s~ son adyacentes.

. Sea l(a) > 2. Si (wt,s7) € F(T), entonces es de color

2, pues « es de color 2 y F*(w") es monocromético, de
donde (s7,s,w,w™,s7) es una (1,1,2) subdivisién de Cj
tricolor, contradiccién, ver figura 3.32.

Si (s7,wt) € F(T), entonces es de color 3, pues o' es de
color 3 y F(s™) es monocromatico, asf (s, s, w,wt) U
(s7,w™) es un Ty tricolor, contradiccién, ver figura 3.33.
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Figura 3.33:

b’. Si ¢(a) = 1, entonces z = w™, en este caso (w',s7) es
de color 3, asi (z,s7, s, w, z) es una (1,1,2) subdivisién de
Cj tricolor, ver figura 3.34.

Figura 3.34:

Si (s7,w™) € F(T), tenemos que es de color 3, pues o’ es
de color 3,y F'"(s7) monocromético. Entonces (s~ s, w, 2)U
(s, 2) es un T} tricolor, contradiccién, ver figura 3.35.

Notemos que s~ # w™ pues T no tiene ciclos dirigidos de
longitud impar por ser un torneo bipartito.
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Figura 3.35:

2.2. Si(s7,w) € F(T), entonces es de color 3, ya que (s, s) es
de color 3y F'*(s™) es monocromatico. Luego (z, o/, s7)U
(s~,w) contiene una zw-trayectoria dirigida monocromati-
ca.

Asi existe una z( BUN )-trayectoria dirigida monocromati-
ca, contradiccién, ver figura 3.36.

Figura 3.36:

2.3. Si (w,s™) € F(T), entonces es de color 2, pues (w, w™) es

de color 2 y F*(w) es monocromatico, sea st el vértice
de o” posterior inmediato de s en o’ tal que (s,s) €
F(a"), por lo que (w, s™, s,sT) es una trayectoria dirigida
de longitud 3 y por el Lema 3.1.5 tenemos que w y s son
adyacentes.
Si (w,sT) € F(T), entonces es de color 2, pues (w, w") es
de color 2 y F*(w) es monocromético, entonces
(w,s7,8,87) U (w,s") es un Ty tricolor, contradiccion,
ver figura 3.37.
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Figura 3.37:

Observemos que st # x, ya que z,w € Ny y Ny es nticleo
por trayectorias dirigidas monocromaéticas de T[Xj)].

Si (st,w) € F(T) es de color i, pues " es de color i
y FT(s%) es monocromadtico, entonces (w, s™, s, sT, w) es
una (1,1,2) subdivisién de Cj tricolor, contradiccién, ver
figura 3.38.

a s
o ~NS D
z °
gl U &

Figura 3.38:

Por lo tanto para cada z € V/(T') \ (BU Np) tal que existe
(B U Ny)z-trayectoria dirigida monocromética de color
distinto de 4, existe una z(B U Ny)-trayectoria dirigida
monocromatica.

Por lo tanto, BU N, € I';.
b) S < BU N,.
Sea u € S, probaremos que existe v € BU Ny tal que u = v o
u—s v v v 7L> u
Siu € B, es claro que u = u.

Siu € S\ B entonces existe uNy-trayectoria dirigida monocromati-
ca de color 7, es decir, existe v € Ny tal que existe una ww-

trayectoria dirigida monocromética, y v /A= u por definicién de
Xo (Ny C Xo).
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Luego S < BU Ny, lo que contradice que S es un semintcleo mod ¢ no
vacio maximo por trayectorias dirigidas monocromaéticas en (I';, <).

Por lo tanto, T tiene ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Nota. 3.2.2. La condicion de que F*(u) sea monocromatico para cada u €
V(D) es justa. Sea T el torneo bipartito 3-coloreado definido como sigue:
V(D) = {uv v,w,T,Y, Z} Y F(D> = {(u7 ZL’), (l’, U)v (U’ y>’ (y’ w)v (w’ Z), (z’ u))

(x,w), (y,u), (z,v)}; tal que (x,w), (w, z) y (z,u) son de color 1; (y,u), (u, ),
(x,v) son de color 2; (z,v), (v,y), (y,w) son de color 3. T no contiene (1,1,2)
subdivisiones de C3 tricolor y todo Ty en T es a lo mds 2-coloreado. Y T no
tiene micleo por trayectorias dirigidas monocromdticas, ver figura 3.39.

Figura 3.39:
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Capitulo 4

Trayectorias monocromaticas y
conjuntos monocromaticos de
flechas en digraficas
3-quasitransitivas.

En este capitulo damos condiciones suficientes para que las digraficas
3-quasitransitivas m-coloreadas con F(u) monocromdtico para cada u €
V(D) tengan nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas. Cabe men-
cionar que la idea de la demostracion es la misma que para las digrédficas
quasitransitivas, estudiadas en el capitulo 2.

4.1. Trayectorias dirigidas monocromaticas en
digraficas 3-quasitransitivas

Primero daremos algunos lemas que nos serdan de gran utilidad en la
demostracion del Teorema 4.2.2. Estos lemas nos dan algunas propieda-
des a cerca de las trayectorias dirigidas monocromaticas en las digréficas
3-quasitransitivas.

Definicién. 4.1.1. Decimos que D es 3-quasitransitiva si para cada u,v €
V(D) tal que existe uv-trayectoria dirigida de longitud 3 se tiene que (u,v) €
F(D) o (v,u) € F(D).
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Lema. 4.1.2. Sea D una digrdfica 3-quasitransitiva m-coloreada con F'*(u)
monocromdtico para cada w € V(D). Si T = (u = wug, Uy, ..., up, = v) €S
una uv-trayectoria dirigida monocromdtica de longitud minima, entonces
(uj,uj) ¢ F(D) para cadai € {0,...,n—2} conj>i+1.

Demostracion.

Sea T = (u = ug, uy, ..., u, = v) una uv-trayectoria dirigida monocrométi-
ca de longitud minima.

Sean u;,u; € V(T') con j > i+ 1.

Supongamos por contradicciéon que (u;,u;) € F(D) para algin ¢ €
{0,1,...,n — 2}, y para algin j > i+ 1, tenemos que (u;,u;) es del mis-
mo color que T pues F*(u;) es monocromatico.

De donde 7" = (u = uo, ..., i, Uj, ..., U, = v) s una uv-trayectoria dirigida
monocromatica tal que ¢(T") < ¢(T), contradiccién con la eleccién de T, ver
figura 4.1.

. . L] L] L] .. L] L] . L] L] L] . .
u=y, u, u; u;, u; u; u, Un
Figura 4.1:

Por lo tanto (u;,u;) ¢ F'(D) para cada i € {0,...,n — 2} con j > i+ 1. .

Lema. 4.1.3. Sea D una digrdfica 3-quasitransitiva m-coloreada con F*(u)
monocromdtico para cada w € V(D). Si T = (u = wug, Uy, ...,up = v) €S
una uv-trayectoria dirigida monocromdtica de longitud minima, con n > 3,
entonces (u;, Ui—2m41)) € F(D) para cadai € {3,....,n} ym € {1,...,[5]}.
En particular, si {(T) es impar entonces (v,u) € F(D) y si £(T) es par se
tiene que (v,u) puede no existir.

Demostracion.

Sea T = (u = ug, uy, ..., u, = v) una uv-trayectoria dirigida monocrométi-
ca de longitud minima.

Haremos la demostracion considerando si (") es impar o par, en ambos
casos procederemos por induccién sobre la longitud de 7.

Caso a. Si {(T') es impar.
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1. ¢T)=3.
Sea T = (ug, u1, ug, uz) una ugus-trayectoria dirigida monocromati-
ca de longitud 3 minima.

Como la longitud de T es 3 y D es 3-quasitransitiva entonces
(uo,usz) € F(D) o (us,ug) € F(D), pero la longitud de T es
minima, entonces por el Lema 4.1.2, se tiene que (ug, ug) ¢ F(D).

Por lo tanto, (us,ug) € F(D), ver figura 4.2.

° ° ° °
uO ul u2 u3
Figura 4.2:

2. Por hipétesis de inducciéon supongamos que el resultado es cierto
para {(T') =2n — 1.

3. Demostraremos para ((7') = 2n + 1.

Sea T' = (ug, U1, Usg, ..., Uy _1, Uz, U2pt1) UNA Ugloy1-trayectoria
dirigida monocromaética de longitud minima.

Consideremos T" = (ug, u1, usg, ..., Uz, 1), T’ €s una ugus, 1-tra-
yectoria dirigida monocromaética de longitud minima y ¢(7") =
2n — 1, por lo que T” satisface el lema, asi que por hipétesis de
induccion, tenemos que (u;, Ui—(2m11)) € F(D) para cada i €
{3,...,n} y m e {1,...,[55*]}, en particular (us,ug) € F(D), ver

figura 4.3.
T ° ° ° o- oe—eo
uO ul u2 u3 u2n—2 u2n—

Figura 4.3:

Sea T" = (ug, T, usny1), T" es una usus,1-trayectoria dirigida
monocromética de longitud minima y ¢(T”) = 2n— 1. Por hipdte-
sis de induccién T satisface el lema, asi que (u;, Ui—(2m11)) €
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F(D) para cada i € {3,..,n} y m € {1,...,[*5}]}, en particular
(Ugni1,u2) € F(D), ver figura 4.4.

e /—\
T: e— >0 0—>0
u, U, Uy, W1

Figura 4.4:

Asi que sélo basta mostrar que (ug,i1,u0) € F(D) y (uan,u1) €
F(D). Pero tenemos que (U, 11, Uz, Us, Ug) €8 UNA Ugy, 1 Ug-trayectoria
dirigida de longitud 3 y por ser D 3-quasitransitiva entonces se
tiene que (ug, 11, ug) € F(D) o (ug, uznt1) € F(D), y por el Lema
4.1.2 tenemos que (ug, Usny1) € F(D). Asl (uzni1,u0) € F(D),
ver figura 4.5.

Figura 4.5:

También, por hipétesis de induccién tenemos que (ugy,,us) €
F(D), asi (ugy, us, ug, u1) €s una us,ui-trayectoria dirigida de lon-
gitud 3, y por ser D 3-quasitransitiva se tiene que (ug,,u;) €
F(D) o (uy1,us,) € F(D), pero por el Lema 4.1.2 tenemos que
(ur,ugn) ¢ F(D). Asi (ug,,u1) € F(D), ver figura 4.6.

T YR

) ) ) ° o - 0—>~0——> 0
uO u u2 u3 u4 l'l2n—l u2n u2n+1

Figura 4.6:
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Caso b. Si ¢(T) es par.

1. (T) = 4.

Sea T = (ug, uy, us, ug, uy) una uguy-trayectoria dirigida mono-
cromatica de longitud minima 4.

Sea (ug, u1, ug, uz) una ugus-trayectoria dirigida monocromatica
de longitud 3, entonces (ug,uz) € F(D) o (us,ug) € F(D) pues
D es 3-quasitransitiva y por el Lema 4.1.2 tenemos que (ug, ug) ¢
F(D). Ast (ug,uy) € F(D), ver figura 4.7.

° ° ° ° °
U U u, Uy u,
Figura 4.7:

Andalogamente, sea (uq, ..., us) una uyuy-trayectoria dirigida mo-
nocromatica de longitud 3 y por ser D 3-quasitransitiva tenemos
que (uj,uy) € F(D) o (ug,uy) € F(D), pero por el Lema 4.1.2
(ur,uq) & F(D). Asi (ug,u1) € F(D), ver figura 4.8.

° ° ° ° °
U U u, U, u,
Figura 4.8:

Ademas, (uy,ug) puede no existir.

2. Por hipétesis de induccion supongamos que el lema se satisface
para ((T) = 2(n — 1).

3. Ahora, demostraremos que el resultado es cierto para (7)) = 2n.

Sea T = (ug, U1, Uz, U3, ..., Ua(n—1), U2n—1, U2y ) UNA UgUap-trayectoria
dirigida monocromaética de longitud minima.
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Sea T" = (ug, U1, ..., Ug(n—1)) UNA UgUs(,_1)-trayectoria dirigida
monocromatica de longitud 2(n — 1). Por hipétesis de induccién
T" satisface el lema, asi tenemos que (u;, u;i—(2m+1)) € F(D) para
cada i € {3,...,n} y m € {1,...,[55*]}, en particular (us,uy) €
F(D), ver figura 4.9.

T ) ) ) ) ) )
uO ul u2 uS u4 u2n—
Figura 4.9:

Sea T" = (ug, T, us,) una ugug,-trayectoria dirigida monocromati-
ca de longitud 2(n — 1), por hipétesis de induccién T" satisface el
lema, por lo que (u;, U;—(2m+1y) € F(D) para cada i € {3,...,n}y
m € {1, ...,[5]}, en particular (us,, us) € F(D), ver figura 4.10.

SN

— - e—0

T e—» °
u4 l"bn—l l‘&n

°
U, Us
Figura 4.10:

Basta probar que (uan,u1) € F(D) y (ugn—1,uo) € F(D).

Tenemos que (ug,, us, g, 1) €8 UNa us,ui-trayectoria dirigida de
longitud 3 y como D es 3-quasitransitiva, se tiene que (ug,, u1) €
F(D) o (u1,us,) € F(D), como T es de longitud minima entonces
por el Lema 4.1.2 se tiene que (uy,us,) ¢ F(D). Por lo tanto
(ugn,uy) € F(D), ver figura 4.11.

También, tenemos que (ug,_1, Uz, Uz, Ug) €S UNA Us, 1 Ug-trayectoria
dirigida monocromatica de longitud 3, y como D es 3-quasitransitiva
se tiene que (ug,—1,up) € F(D) o (ug, us,) € F(D), pero por el
Lema 4.1.2, (ug, u2n_1) ¢ F(D). Por lo tanto (ug,_1,ug) € F(D),
ver figura 4.12.
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T e ° ° ° ° °

W, u, u, U, u, U,
Figura 4.11:

T: e ° ° ° YL “Ju—
Figura 4.12:

Observemos que (uay,, ug) puede no existir.

Lema. 4.1.4. Sea D una digrdfica 3-quasitransitiva m-coloreada con F*(u)
monocromdatico para cada u € V(D). Si todo Ty y Cy contenidos en D son
2-coloreados, entonces D no contiene trayectorias dirigidas de longitud 3 tri-
color.

Demostracion.

Por contradiccion.

Supongamos que D contiene una wuwv-trayectoria dirigida de longitud 3
tricolor.

Sea T' = (u, x,y,v) una uv-trayectoria dirigida de longitud 3 tricolor. Sin
perder generalidad podemos suponer que (u,x) es de color 1, (z,y) es de
color 2y (y,v) es de color 3, ver figura 4.13.

1 2 3

° ° ° °
u X y v
Figura 4.13:

Como D es 3-quasitransitiva entonces (u,v) € F(D) o (v,u) € F(D).
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1. Si (u,v) € F(D) entonces es de color 1 pues (u, x) es de color 1y F'*(u)
es monocromatico entonces (u, z,y,v) induce un 7y tricolor, contradic-
cién, pues todo Ty en D es 2-coloreado, ver figura 4.14.

1

. e ’-0 -9
u X y v
Figura 4.14:

2. Si (v,u) € F(D) entonces (u, z,y,v) es un Cy al menos tricolor, lo que
contradice la hipotesis de que todo Cy es 2-coloreado, ver figura 4.15.

° ° ° °
u X y v
Figura 4.15:

Por lo tanto D no contiene trayectorias dirigidas de longitud 3 tricolores.

Observacién. 4.1.5. Sea D una digréfica m-coloreada con F*(u) mono-
cromético para cada u € V(D). Si F*(u) es de color i y F"(v) es de color j
con ¢ # j, entonces u # v.

Demostracion.

Supongamos que u = v, entonces F"(u) es del mismo color que F*(v),
contradiccion con la hipétesis.

Por lo tanto u # v.

Lema. 4.1.6. Sea D una digrdfica m-coloreada con F*(u) monocromdtico
para cada u € V(D) tal que D no contiene Cs tricolores. Si (u,uq,us,v) €s
un uv-camino dirigido de longitud 3 tricolor entonces u # wuy, u # us, u #

v, Uy F Uy Y Uy F V.
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Demostracion.

Supongamos que u = v, entonces (u,uy,us,u = v) es un Cjy tricolor,
contradiccion con la hipétesis, ver figura 4.16.

Por lo tanto u # v.

Como en D no hay lazos entonces u # uy, uy # us y us # 0.

uo—l»oul

&

Figura 4.16:

Ahora, como estamos suponiendo que (u, uy, us,v) es un uv-camino diri-
gido de longitud 3 tricolor, tenemos que F'*(u), F"(uy) y FT(uz) son todos
de color distinto. Entonces por la Observacion 4.1.5 se deduce que u # us.

4.2. Ncleos por trayectorias monocromati-
cas en digraficas 3-quasitransitivas.

Definicién. 4.2.1. Sea D una digrafica m-coloreada, decimos que D es casi-
monocromdatica si todas sus flechas son del mismo color excepto a lo mas una.

Teorema. 4.2.2. Sea D una digrafica 3-quasitransitiva m-coloreada tal que
FT(u) es monocromdtico para cada v € V(D). Si D no contiene Cs tricolor
y todo Ty y Cy contenidos en D son casi-monocromdticos. Entonces D no
tiene y-ciclos.

Demostracion.

Por contradiccion.

Supongamos que D contiene un ~-ciclo.

Sea v = (ug, Uy, ..., Uy, Ug) un 7y-ciclo de longitud minima.
Por ser v un v-ciclo, tenemos de la definicién:

i) Existe u;u;q-trayectoria dirigida monocromatica en D para cada i €
{0, ...,n} médulo n.
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ii) No existe u;,jus-trayectoria dirigida monocromatica en D, ver figura
4.17.

Tomemos a T; una u;u;1-trayectoria dirigida monocromética de longitud
minima para cada i € {0,...,n}.

u'® o U

Figura 4.17:

Por (i) tenemos que (u;i1,u;) ¢ F(D) y por el Lema 4.1.2, ¢{(T};) no
puede ser impar. De donde ¢(T;) es par, ademés, (u;y1,u;) ¢ F(D).
Entonces para el y-ciclo se tienen las siguientes afirmaciones:

L l(y) = 3.

Supongamos que ¢(y) = 2. Entonces v = (uq, u1, ug), de donde existe
upui-trayectoria dirigida monocromatica y existe ujug-trayectoria di-

rigida monocromatica, lo que contradice la definicion de ~v-ciclo, ver
figura 4.18.

Figura 4.18:

2. No todas las T; son del mismo color para i € {0, ...,n}.

Si T; es del mismo color que T; para cada i,j € {0,...,n}, entonces
Tivqa UTjoU---UT;_1 es un u;qu;-camino dirigido monocromatico
que, por el Teorema 1.1.23, contiene una wu,;,ju;-trayectoria dirigida

monocromatica, contradiccion con la definiciéon de v-ciclo, ver figura
4.19.
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Figura 4.19:

3. Por (2), en el v-ciclo hay al menos 2 colores en el conjunto de las T;,

digamos color 1 y color 2, en consecuencia hay un cambio de color.

Sin perder generalidad supongamos que en u; ocurre un cambio de
color, digamos que Tj es de color 1 y T} es de color 2, ver figura 4.20.

Figura 4.20:

. No existe usug-trayectoria dirigida monocromatica en D.
Por contradiccion.

Supongamos que T' = (ug = T, T1, ..., Ty = Ug) €8 UNa usp-trayectoria
dirigida monocromatica en D de longitud minima, ver figura 4.21.

Entonces tenemos las siguientes afirmaciones:
4.1. T es de color 3 con 3 ¢ {1,2}.

1) T no puede ser de color 1. Supongamos que 7" es de color 1,
entonces T'U Ty es un usui-camino dirigido monocromati-
co, y por el Teorema 1.1.23 existe uou;-trayectoria dirigida
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Figura 4.21:

monocromatica, contradiccién con la definicién de ~-ciclo,
ver figura 4.22.

Figura 4.22:

2) T no puede ser de color 2. Si T" es de color 2, tenemos
que T3 UT es un ujup-camino dirigido monocromaético, y
por el Teorema 1.1.23 existe ujug-trayectoria dirigida mo-
nocromatica, contradiccion con la definicién de v-ciclo, ver
figura 4.23.

Figura 4.23:
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Por lo tanto T" es de color 3 ¢ {1,2}.

Sea T' = (ug = Tg, X1, ..., Ty = Up).

Consideremos (ug, u1, ug, r1) una ugri-trayectoria dirigida
tricolor de longitud 3, (u; # z; por la Observacién 4.1.5
y por el Lema 4.1.6), contradiccién con el Lema 4.1.4, ver
figura 4.24.

Figura 4.24:

Notemos que ¢(T') > 1, pues si £(T) = 1 se tiene que x; = ug
y asi (ug, u1, ug, ug = x1) es un Cj tricolor, lo que contradice
que D no contiene C tricolores, ver figura 4.25.

TO
uoeo——el;

13 2lT1
T
®
u,

Figura 4.25:

422, SiU(Ty) =2, UTy) = 1.

Sean Ty = (ug,y,u1) y 1T = (ug = Xo, T1, vy Tyy—1, Ty, = Up)-
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4.2.3.

NUCLEOS POR TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS

En este caso, (y,u1,us, x1) es una yx;-trayectoria dirigida
de longitud 3 tricolor, (por el Lema 4.1.6 y u; # x; por
la Observacién 4.1.5), contradiccién con el Lema 4.1.4, ver
figura 4.26.

Uo
[ J

o ~ou

1 1
2
3
3
o—~———©0

Xl u2
Figura 4.26:

Sean Ty = (ug,y,u1), T1 = (u1,z,uz) y T como en 4.2.2.

Consiremos la ugz-trayectoria dirigida de longitud 3 dada
por (ug,y,u1, 2),(ya que y # ug pues son vértices distintos
en Ty v z # wuy pues son vértices distintos en 77 y por
la Observacién 4.1.5), como D es 3-quasitransitiva tenemos
que (ug, z) € F(D)o (z,up) € F(D),peroen D todo T,y Cy
son casi-monocromaéticos, de donde (ug, 2) € F(D), ademds
se tiene que es de color 1 ya que F'*(ug) es monocromético,
ver figura 4.27.

Yy
UO.?.T» ’%\
2
2

Figura 4.27:

Ahora, consideremos (ug, 2, ug, 1) una ugxi-trayectoria di-
rigida de longitud 3 tricolor, (us # x; ya que son vértices
distintos en Ty por la Observacién 4.1.5), contradiccién
con el Lema 4.1.4, ver figura 4.28.
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Figura 4.28:

424, SiU(Ty) =1, UTy) = 2.
Sean Th = (u1, z,u2) y T = (ug = Xo, T1, .oy Typy—1, Ty = Up)-

Sea (ZTy,_1,ug, U1, 2) una x,, z-trayectoria dirigida de lon-
gitud 3 tricolor, por el Lema 4.1.6 y la Observacién 4.1.5,
contradiccion con el Lema 4.1.4, ver figura 4.29.

U T, U

o——~o

/ ! NTi

X, & ° 'Y
2

% ° /

T u,

Figura 4.29:

Por lo tanto ((Ty) > 4 y (Ty) > 4.
43. (T) > 3.

Supongamos por contradiccion que ¢(7T) < 3.

4.3.1. Supongamos que ¢(T) = 1.
Sean To=(uo="Yo, Y1, -, Ye=1u1) y Th = (u1 =20, 21, .., 2 =
ug) con ¢ >4y k>4 por (4.2).

En este caso consideremos (zy_1, uo, ug, Y1) Una zp_1yi-tra-
yectoria dirigida de longitud 3 tricolor, por el Lema 4.1.6 y
la Observacion 4.1.5, contradicciéon con el Lema 4.1.4, ver
figura 4.30.
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Figura 4.30:

43.2. Si((T) = 2.

Sean Ty y 17 como en (4.3.1) y T' = (ua, z, up).

Tomemos (zg_1, Uz, T, uy) una z_jug-trayectoria dirigida de
longitud 3, (ug # z us # ug y © # ug por ser vértices
distintos en Ty por la Observacién 4.1.5), como D es 3-
quasitransitiva, tenemos que (zx_1, ug) € F(D) o (ug, 2x—1) €
F(D).

Si (zg-1,u9) € F(D) es de color 2 pues T} es de color 2
y F™(zx_1) es monocromético, entonces {zj_1, ug, , ug} in-
duce un T, que no es casi-monocromatico, contradiccién,
con la hipotesis pues en D todo T} es casi-monocromatico,
ver figura 4.31.

u Y,
QQT»./I{V\* ol

4

2
LB. - Zk—l

Figura 4.31:

Si (ug, zk—1) € F(D) es de color 1 pues Tj es de color 1y
F*(ug) es monocromdtico, entonces (ug, zx_1, Ug, T) €S una
upz-trayectoria dirigida tricolor de longitud 3, contradiccion
con el Lema 4.1.4, ver figura 4.32.
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l:}. 42/. Zk—l

Figura 4.32:

Por lo tanto ¢(T") > 3.

4.4. (ug,us) ¢ F(D).
Por contradiccion.
Supongamos que (ug, us) € F (D).
Sea T = (uq = 20, 21, -, 2k = U3).

Notemos que (ug, uz) es de color 1, pues Ty es de color 1y F'(ug)
es monocromatico.

T, satisface las hipétesis del Lema 4.1.3, por lo tanto (ug, 21) €
F(D), ademés, es de color 3, pues T es de color 3 y FT(us)
es monocromatico. Entonces tenemos que (ug, us, 21, 22) €8 una
upzo-trayectoria dirigida de longitud 3 tricolor, por el Lema 4.1.6

y la Observacion 4.1.5, contradiccion con el Lema 4.1.4, ver figura
4.33.

Figura 4.33:

Por lo tanto (ug,us) ¢ F(D).
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Asi de (4.3) y (4.4), ¢(T) > 4 y de longitud par.

4.5. De (4.2), (4.3) y (4.4) concluimos que ¢(Ty) > 4, ((Ty) >4, (T) >4
y de longitud par.

Ahora concluiremos la prueba de la afirmacion (4).

Sean T = (up = X0, T1, ..., Ty = o) ¥ 11 = (U1 = Yo, Y1, - Yo = Ug).

Notemos que T satisface el Lema 4.1.3, asi que (up,z1) € F(D) y es de
color 1, pues F'*(ug) es monocromatico y Tj es de color 1, ver figura 4.34.

) UO/W>
4;./
1

Figura 4.34:

Tomemos (y,_1, Ug, T1,T2) que es una iy, 1Te-trayectoria dirigida de lon-
gitud 3 (uy # x1, us # 3, T # T3 ya que son vértices distintos en
T y por la Observacién 4.1.5), y por ser D 3-quasitransitiva tenemos que
(Yo—1,22) € F(D) o (x2,ye—1) € F(D), pero por hipétesis todo Cy y Ty en D
es casi-monocromatico, por lo que (x2,y,—1) € F(D) y es de color 3 pues T' es
de color 3 y F'*(z3) es monocromatico (recordemos que por (4.5), ((T) > 4),

ver figura 4.35.

4;./

= Up g/

Figura 4.35:
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Ahora, tenemos que (ug, 1, T2, Ye_1) €8 Una ugy,_1-trayectoria dirigida de
longitud 3, (z1 # x2 ya que son vértices distintos en 7"y por la Observacién
4.1.5), entonces por ser D 3-quasitransitiva, tenemos que (ug, yo—1) € F(D)
0 (Ye—1,u0) € F(D).

Si (ug,ye—1) € F(D), tenemos que es de color 1, de donde {ug, 1, T2, ys_1}
induce un 7T que no es casi-monocromatico, contradiccion con la hipotesis,
ver figura 4.36.

Figura 4.36:

Si (ye—1,up) € F(D), se tiene que es de color 2, de donde (ug, 1, T2, Yr—1, Uo)
es un Cy que no es casi-monocromatico, contradiccion con la hipotesis, ver
figura 4.37.

Figura 4.37:

Por lo tanto no existe usug-trayectoria dirigida monocromatica en D.
5. De (1) y (4) tenemos que £(7y) > 4.

6. No existe ugus-trayectoria dirigida monocromatica en D.
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Por contradiccion.

Supongamos que existe una uguo-trayectoria dirigida monocromatica
en D.

Por (4) no existe ugugp-trayectoria dirigida monocromadtica, entonces
(ug, Uz, Us, ..., Un, Ug) €s un y-ciclo de longitud menor que la de -, con-
tradiccion con la eleccién de v, ver figura 4.38.

3

Figura 4.38:

. No existe ugus-trayectoria dirigida monocromatica, no existe usug-trayectoria

dirigida monocromaética, (ug, uz) ¢ F(D) y (ug,ug) ¢ F(D).

. Por (3) podemos suponer que Ty es de color 1y T es de color 2.

. Si para alguna i € {0,...,n}, ¢(T;) = 1y hay un cambio de color en

w41, entonces £(T;yq) = 1.

Sin perder generalidad, supongamos que ¢(Ty) = 1 y hay un cambio de
color en uy.

a) Sil(Ty) =2.
Sea T} = (uq, 2, usg).

En este caso tenemos que (ug,uq, z,us) €S una uguo-trayectoria
dirigida de longitud 3 (u; # z y z # ug por ser vértices distintos
de Ti, ug # ug pues son vértices del y-ciclo y por la Observacion
4.1.5), entonces por ser D 3-quasitransitiva se tiene que (ug, ug) €
F(D) o (ug,up) € F(D), contradiccién con (7) pues ninguno de
los dos casos es posible, ver figura 4.39.
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uo.? oU;

2

[ 4

}

ou,

Figura 4.39:

b) Si(T) > 2.
Sea T1 = (Ul = 20y Ry +eey Rk — UQ).

Consideremos (ug, u1, 21, 22) una ugzz-trayectoria dirigida de lon-
gitud 3, (uy # 21, 21 # 22 y U1 # 2z por ser vértices distintos de T}
y por la Observacion 4.1.5), como D es 3-quasitransitiva tenemos
que (ug, 22) € F(D) o (29,ug) € F(D), pero por hipétesis todo T}
y Cy en D es casi-monocromatico, asi que (ug, 22) ¢ F(D) de don-
de (z2,u9) € F(D) y es de color 2, pues T; es de color 1y F'™(z9)
es monocromatico. Asi (uy, 21, 29, ug) €s una ujug-trayectoria di-
rigida monocromatica, contradiccion con la definiciéon de ~-ciclo,
ver figura 4.40.

uo.? .ul

2
2 ez,
2
ez,
2
ez,
oy,
Figura 4.40:

Por lo tanto de (a) y (b) concluimos que ¢(T}) = 1.
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Ahora analicemos los casos que nos llevaran a la contradiccién que prueba
el teorema.
Caso 1. ((Ty) = 1 ={(Ty).
Por (5) podemos suponer que £(y) > 4.
Supongamos que £(y) =n > 4.

Entonces tenemos las siguientes afirmaciones:

a) (ug,u;) € F(D), si i es impar.

b) (u1,u;) € F(D), sl i es par.

d

)
)
¢) T; es de color 1 si i es par.
) T; es de color 2 si i es impar.
)

e) ((T;) =1paraic{1,..,n}.

La demostracién la haremos por induccién, probaremos para ¢ impar:

a) (ug,u;) € F(D).

b) (ui,u;—1) € F(D).

d

)
)

c¢) T; es de color 2.
) T;—1 es de color 1.
)

e

U(Tia) = 1=U(T5).

Notemos que si i = 1 se tiene que (ug,u;) € F(D) por hipétesis, pues
estamos suponiendo que ¢(Ty) = 1y Ty es de color 1.

1. Probaremos para i = 3.
Sea TQ = (UQ, L1y ey Ly = U3).

Consideremos (ug, u1, ug, 1) una upxi-trayectoria dirigida de lon-
gitud 3, (ug, uq, us son distintos por ser vértices del y-ciclo, us #
x1 por ser vértices de Ty, 11 # x1 ya que no existe usu;-trayectoria
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dirigida monocromatica y ug # 1 pues no existe usug-trayectoria
dirigida monocromatica), entonces por ser D 3-quasitransitiva te-
nemos que (ug, 1) € F(D) o (x1,u) € F(D), ver figura 4.41.

Si (z1,u9) € F(D).

Como en D todo C} es casi-monocromatico, tenemos que (ug, 1)
y (z1,u0) son de color 1 o son de color 2.

U u
o o'
1
2
o\ @ ®
u3 Xl u2
Figura 4.41:

En cualquier caso (ug, 1, ug) es una usup-trayectoria dirigida mo-
nocromadtica, contradiccién con (4), ver figura 4.42.

u
o o
1
2
o\ @ ®
u3 Xl u2
Figura 4.42:

Por lo tanto (z1,ug) ¢ F(D), de donde (ug, z1) € F(D).

Como Tj es de color 1y F*(ug) es monocromdtico tenemos que
(ug, 1) es de color 1, y como en D todo T} es casi-monocromaético,
se tiene que (us9, x1) es de color 1, entonces hay un cambio de color
en ug y por (9), £(T3) = 1, ver figura 4.43.

Por lo tanto T5 es de color 1,y (ug, u3) € F(D).
Ahora demostraremos que (u1,us) € F(D), lo cual se tiene por

hipétesis, asi como que Ty es de color 2 y que ¢(T}) = 1.
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3

Figura 4.43:

2. Supongamos por hipétesis de induccién que (ug, u;_2) € F(D),
(u1, ui—3) € F(D), U(Ti—3) = 1 =U(T;-2), Ti—5 es de color 1 y T;_»
es de color 2.

3. Por demostrar que (ug,u;) € F(D), (u1,u;—1) € F(D), {(T;) =
1 =0(T;_1), T; es de color 1y T;_; es de color 2.
Primero probaremos que (u1,u;—1) € F(D).
Sea Tj_g = (Ui—2, T1, T2, .oy Ty = Ui—1).

También, demostraremos que ¢(T;_2) = 1 y que T;_5 es de color
2.

Por hipétesis de induccién tenemos que (uy,u;—3) € F(D).

Sea (uy, u;_3,u;_9, 1) un urs-camino dirigido, pero probaremos
que es una ujri-trayectoria dirigida monocromatica, ver figura
4.44.

Uy 1 U

.H.X

ou,
u_,e 2

X\ e~ e

U, 1 Uj
Figura 4.44:

Entonces tenemos las siguientes afirmaciones:
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i. uy,u;_3,u;_o son distintos por ser vértices del ~y-ciclo.
il. u;_o # 7 por ser vértices de la trayectoria T;_».

iii. w;_3 # 1 ya que no existe u;_ou;_s-trayectoria dirigida mo-
nocromatica.

iv. uy # x1, para demostrar esta afirmacion, supongamos por
contradiccion que uy = x1, y entonces se tienen los siguien-
tes casos:

iv.l Si (u;j_9,21 = uy) es de color 2, contradiccién pues
no existe u;_ou,;_s-trayectoria dirigida monocromati-
ca, recordemos que por hipétesis de induccion
(ur,u;—3) € F(D), ver figura 4.45.

U 1 UFX

ou,
2 2
oo
u|—2 1 u|—3
Figura 4.45:

iv.2. Si (u;_9,21 = uy) es de color 3, contradiccién ya que
(w1, ui—g, u;—2,u1) es un Cj tricolor, ver figura 4.46.

iv.3. Si (u;_9,21 = uy) es de color 1, consideremos (u;_3,
Ui—2, U1, Ug) que es una u;_gus-trayectoria dirigida de
longitud 3, y por ser D 3-quasitransitiva se tiene que
(u2,ui_3) c F(D) ¢} (ui_g,UQ) c F(D)

Si (ug,u;—3) € F(D) es de color 1, ya que F*(uy) es
de color 1, de donde (ug,w;_3,u;_2,u1) €s una ugu-
trayectoria dirigida monocromaética, contradiccion, ver
figura 4.47.
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U 1 U=X;

ou,
2
3
o~ o
U, 1 U
Figura 4.46:
U u
1 1,
¢~ 0\. .
2 l .
1 1 .u3
o-'o
q—Z u|—3
Figura 4.47:

Por lo tanto (ug,u;_3) ¢ F(D).

Asi (u;_3,us) € F(D) y es de color 1. De donde
(uy,u;_3,u9,u3) es una uyug-trayectoria dirigida de
longitud 3, y por ser D 3-quasitransitiva, tenemos que
(ur,us) € F(D) o (us,u1) € F(D).

Si (u1,u3) € F(D), entonces es de color 1, ya que
F*(u;_3) es de color 1 y monocromatico, de donde
tenemos que {uj,u;_3,us, ug} induce un Ty que no
es casi-monocromatico, contradiccion con la hipdte-
sis, ver figura 4.48.

Por lo tanto (u1,us) ¢ F(D).

Ast (ug,uy) € F(D) y es de color 2, pues T3 es de
color 2 por ser i = 3 impar, entonces (ug,u,us) es
una ugus-trayectoria dirigida monocromatica, contra-
diccién con la definicion de v-ciclo, ver figura 4.49.
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Figura 4.49:

Por lo tanto u; # .

Luego (uy,u;_3,u;_2,21) es una u;zi-trayectoria dirigida de lon-
gitud 3.

Como (uq,u;—3,u;—2,21) una ujx;-trayectoria dirigida de longi-
tud 3 y D es 3-quasitransitiva, se tiene que (uy,x1) € F(D) o
(xl,ul) & F(D)

Si (x1,uy) € F(D), entonces (z1,u;1) y (u;—2,21) son de color 1 o
de color 2, pues por hipédtesis en D todo C} es casi-monocromati-
co.

Si (x1,u1) € F(D) y (uj—2,x1) son de color 1, tenemos que
(ui—9, 1, U1, uz) €s una u;_ous-trayectoria dirigida de longitud 3,
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u;_9, U7, Us son distintos por ser vértices en el y-ciclo, u;_o # x;
por ser vértices de T;_o, u;1 # z1 (ya lo probamos en (iv)), y
Uy # x1 pues no existe usu;-trayectoria dirigida monocromatica,
y por ser D 3-quasitransitiva se tiene que (u;_2,u2) € F(D) o
(u2,u;—2) € F(D), ver figura 4.50.

U 1 Y
.H.y\
ou
u_,e 1

e

X\ Te<' o

U, 1 Ug

Figura 4.50:

Si (u;—2,us) € F(D), se tiene que es de color 1, pues estamos su-
poniendo que F'*(u;_5) es de color 1, y por hipétesis de induccién
tenemos que (ug,u;—2) € F(D) y es de color 1, pues F'*(ug) es
de color 1, entonces (ug, u;_2, us) €s una ugus-trayectoria dirigida
monocromadtica, contradicciéon con (4), ver figura 4.51.

Figura 4.51:

Si (ug,u;—o) € F(D), se tiene que es de color 1, ya que por (1)
Ty es de color 1, y tenemos que (ug,u;_o,%1,u1) €8 una uUstii-
trayectoria dirigida monocromaética, contradiccion con la defini-
cién de ~-ciclo, ver figura 4.52.
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Figura 4.52:

Si (x1,u1) € F(D) y (u;_2,71) son de color 2, tenemos que
(Wi—9, 1, U1, u;—3) €8 una u;_ou;_g-trayectoria dirigida monocromati-
ca, contradiccion con la definicién de v-ciclo, ver figura 4.53.

Figura 4.53:

Por lo tanto, (x1,u1) ¢ F(D).
Asi (ul,xl) € F(D)

Si (u1,x1) € F(D), entonces tenemos que es de color 2, pues
F*(uy) es de color 2 y monocromético. Entonces (u;_o, 1) es de
color 2 pues en T todo T}y es casi-monocromatico, ver figura 4.54.

De donde tenemos que en u;_s hay un cambio de color, y entonces
T;_o es de color 2 y por (9), se tiene que ¢(T;_2) = 1.

Ahora demostremos que (ug, u;) € F(D), ¢(T;—1) =1y que T;_,
es de color 2.
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Figura 4.54:

Sea T;_1 = (ui—1,$1,$2, vy I = Uz)
Por hipétesis de induccién (ug, u;—2) € F(D).

Consideremos (ug, u;_2, u;—1, 1) un ugr;-camino dirigido de lon-
gitud 3, ver figura 4.55. Demostraremos que es una ugx-trayectoria
dirigida de longitud 3:

U 1 U
®— .X
ou,
u,e 1
\% 1 5
X, o< o
U_1 U,
Figura 4.55:

i’. g, u;_9,u;_q son distintos por ser vértices en el y-ciclo.

ii’. w;_1 # 1, pues no existe u;_ju;_o-trayectoria dirigida mo-
nocromatica.

iii’. w;_o # 1 por ser vértices de T;_;.

iv’. ug # x1. La demostracién de esta afirmacion, la haremos por
contradiccion. Supongamos que ug = xp, entonces tenemos
los siguientes casos:
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iv’.1. Si (u;_1,up) es de color 1, contradiccién, pues (u;_1, g, u;_2)
es una u;_1u;_o-trayectoria dirigida monocromatica,
ver figura 4.56.

Up=X; Uy

.*’.V\
1

ou,

Figura 4.56:

iv’.2. Si (u;_1,up) es de color 3, entonces (ug, w;_2, U;_1,Ug)
es un Cj tricolor, contradiccion, ver figura 4.57.

Up=Xy Uy

Figura 4.57:

iv’.3. Si (u;—1, up) es de color 2, consideremos (u;_o, u;_1, g, U1)
una u;_ouq-trayectoria dirigida de longitud 3, y por ser
D 3-quasitransitiva, tenemos que (u1,u; o) € F(D) o
(ui—2,u1) € F(D), ver figura 4.58.

Si (Ul, ui_g) € F(D) es de color 2, asi (Ul, Uij—2, Uj—1, U())
es una ujug-trayectoria dirigida monocromatica, con-
tradiccion, ver figura 4.59.
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Up=X1 U,
o ~eo_
2 u,
/‘
7 o
u3
2
o~"o
Uiy U,
Figura 4.58:
Up=Xy U,
e 1
2 / u,
1
2
7 °
u3
2
oo
ui—l L'Ii—2
Figura 4.59:

Por lo tanto (u;_q,u1) € F(D) y es de color 2, ya que
F*(u;_s) es de color 2. Entonces (ug, u;_2, U1, us) €s
una ugus-trayectoria dirigida de longitud 3 y por ser
D 3-quasitransitiva tenemos que (ug,uz) € F(D) o
(uz,ug) € F(D), ver figura 4.60.

U=X1 u

TR

1
2 u
1 2
1
2

Figura 4.60:
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Si (ug, uz) € F (D), entonces es de color 1, pues F'* (ug)
es de color 1, asi que {ug, u;_1,us,us} unduce un 7y
que no es casi-monocromatico, contradiccion, ver fi-
gura 4.61.

Up=X1 U,

Figura 4.61:

Por lo tanto, (ug,ug) € F(D) y es de color 1, por lo
que (ug, ug, u1) es una usug-trayectoria dirigida mono-
cromatica, contradiccion, ver figura 4.62.

Figura 4.62:

Por lo tanto ug # x1.

Asi (ug, u;_2,u;_1,21) es una upx;-trayectoria dirigida de longitud
3, y como D es 3-quasitransitiva se tiene que (ug,z1) € F(D) o
(x1,up) € F(D), ver figura 4.63.
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Figura 4.63:

Si (x1,up) € F(D), tenemos que (z1,ug) v (4;—1,up) son de color
1 6 de color 2, ya que en D todo C} es casimonocromatico.

Si (x1,u0) y (u;_1, 1) son de color 1, tenemos que (u;_1, x1, g, U;_2)
es una u;_qu;_s-trayectoria dirigida monocromatica, contradic-
cién con la definicién de 7-ciclo, ver figura 4.64.

Figura 4.64:

Si (z1,u0) y (ui_1, ug) son de color 2, se tiene que (uy, u; 1,21, up)
es una ujug-trayectoria dirigida monocromaética, (recordemos que
ya se probé que (uy,u;—1) € F(D)), contradiccién con la defini-
cién de v-ciclo, ver figura 4.65.

Por lo tanto (z1,ug) ¢ F(D).

Asi (ug,z1) € F(D) y es de color 1, ya que F*(ug) es mono-
cromdtico y (ug,u1) es de color 1, y como en D todo Ty es casi-
monocromatico, entonces (u;_1,21) es de color 1, ver figura 4.66.
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Figura 4.66:

De donde en u;_; hay un cambio de color.

Por lo tanto T;_; es de color 1y por (9), tenemos que ¢(7;_;) = 1.

Por dltimo, si ¢ = n con ¢ impar tenemos que (u,,uy) € F(D), pues
UT,) =1y (up,u,) € F(D) por la afirmacién (a), lo que contradice la
definicién de ~-ciclo, ver figura 4.67.

Por lo tanto ¢(7) no es par.
Por lo tanto £(y) es impar.
Si ¢ = n par, entonces T, es de color 1.

De donde n — 1 es impar y entonces por la afirmacién (a) tenemos
que (ug, uy—1) € F(D) y es de color 1. Por lo que (ug, t,—1,u,) s una
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uo. :1
un - ui [ ] A//r ! \
/ .
U_e
[ ]
us
Figura 4.67:

Up,_1Up-trayectoria dirigida monocromatica,contradiccion con la defini-
cién de v-ciclo, ver figura 4.68.

Figura 4.68:

Por lo tanto (1) # 1 # ((17).

Caso 2. ((Ty) =2, ((Ty) =1.

Sea Ty = (ug, x, u1). Como (ug, x, u1, ug) €s una ugus-trayectoria dirigi-
da de longitud 3, (ug # & # w1 y ug # uy por ser vértices distintos en Tj
y & # ug pues (u,, uz) ¢ F(D) y por la Observacién 4.1.5), entonces por
ser D 3-quasitransitiva se tiene que (ug, ug) € F(D) o (ug, up) € F(D),
en ambos casos tenemos una contradiccion con (7), ver figura 4.69.

Caso 3. ((Ty) =2, ((Ty) > 2.
Sean Ty = (ug, z,u1) y T1 = (U1, Y1, Y2, vy Ym = U2).

Consideremos (ug, z,uq,y1) que es una ugy;-trayectoria dirigida de lon-
gitud 3, (por ser ug, x y u; vértices distintos de Ty, u; # y; por ser dis-
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Figura 4.69:

tintos en 77 y por la Observacién 4.1.5), y por ser D 3-quasitransitiva te-
nemos que (ug,y) € F(D) o (y,up) € F(D). Pero por hipétesis, en D to-
do Ty y todo Cy son casi-monocromaticos, tenemos que (y,ug) ¢ F (D)
y (u0,y) € F(D).

También, tenemos que (x,u1,y,y2) es una xys-trayectoria dirigida de
longitud 3, (ya que uy, y y yo son vértices distintos en T3 y por la Obser-
vacién 4.1.5), y como D es 3-quasitransitiva se tiene que (y2, z) € F(D)
o (z,y2) € F(D), y por hipdtesis todo Ty y Cy son casi-monocroméaticos
en D, entonces se tiene que (y2,2) € F(D) y es de color 2.

Entonces tenemos que (ug,y, Yo, ) induce un Tj contenido en D que
no es casi-monocromatico, contradiccion, ver figura 4.70.

Figura 4.70:

Notemos que en el caso que 35 = uo, también, se sigue de la demostra-
cion.

Caso 4. ((Ty) > 4, (T)) = 1.

Sea Ty = (U, X1, T2y ooy Tyy—1, T, Ug) CON M > 4.
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Tenemos que (X1, Tm, U1, Uz) €8 UNa T, jus-trayectoria dirigida de
longitud 3, (ya que @y, Tm—1 ¥ uy son vértices distintos en Tj y por la
Observacion 4.1.5), y por ser D 3-quasitransitiva, tenemos que (2,1, us) €
F(D) o (ug, xpm-1) € F(D). Si (ug, xpm_1) € F(D) tendria que ser de
color 1 ya que por hipétesis, en D todo Ty y todo Cy son a lo mas
casi-monocromaticos, entonces existe usu;-trayectoria dirigida mono-
cromética, contradiccion. Por lo tanto tenemos que (ug, Ty—1) ¢ F(D)

y (Xm_1,u2) € F(D) y es de color 1, de donde (ug, 1, T2, ..., Tm—1, U2)

es una ugug-trayectoria dirigida monocromatica, contradiccién con (7),
ver figura 4.71.

Ug Xy Xm-1 Xm U
o——0 . . . O— 00— 0
1 1 1 1
2
1
ou,
Figura 4.71:

Caso 5. ((Ty) > 4, (Ty) > 2.
Sean Ty = (g, T1, T2, .oy Tme1, Tm, w1) ¥ 11 = (U1, Y1, Y2, .., Yo = Us).

(Tm—1,Tm, U1, Y1) €S Una T, 1yi-trayectoria dirigida de longitud 3, (ya
que T,,_1,T, vy u; son vertices distintos de Ty y por la Observacion
4.1.5), y como D es 3-quasitransitiva, entonces (z,,—1,%1) € F(D) o
(y1, Tm—1) € F(D), pero en D todo Ty y todo Cj es casi-monocromatico,
entonces (z,,—1,y1) € F(D) y es de color 1, ver figura 4.72.

(T, U1, Y1, y2) €8 una x,,yo-trayectoria dirigida de longitud 3, (ya que
u1,y1 ¥ Yo son vértices distintos en 77 y por la Observacién 4.1.5), y
como D es 3-quasitransitiva, entonces (Z,,,y2) € F(D) o (y2,xm) €
F (D), pero en D todo Ty y todo C4 es casi-monocromético, entonces
(y2, Tm) € F(D) y es de color 2, ver figura 4.73.

Entonces {Z,,_1, Y1, Y2, Tmm } induce un T que no es casi-monocromético,
contradiccion ya que por hipdtesis, en D todo T} es casi-monocromatico,
ver figura 4.74.
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X, Xm-y  Xm
U@ —~ -
he—~e ... @ ,o,Tu,
! 2
1
Yi
2
oy,
2-
o u,
Figura 4.72:
X, Xm-y  Xm
u . - -
he —~e ... 0 ~0 ~ou
! 2
2 Yi
2
oy,
2-
o u,
Figura 4.73:
X, Xm-y Xm
e —~e ... 0 ~0 oy

Figura 4.74:

Por lo tanto en D no hay ~y-ciclos.
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Teorema. 4.2.3. Sea D una digrafica 3-quasitransitiva m-coloreada tal que
FT(u) es monocromdtico para cada w € V(D) y D no tiene Cs tricolores
y todo Ty, y Cy son casi-monocromdticos en D, entonces €(D) es nicleo
perfecta.

Demostracion.

Basta demostrar que todo C ciclo de €(D) tiene al menos una flecha
simétrica, por el Teorema 1.2.6.

Sea C un ciclo de €(D).

Supongamos que C no tiene flechas simétricas.

Es claro que C resulta ser un v-ciclo en D lo cual no puede ocurrir, ya
que por el teorema anterior sabemos que D no tiene ~y-ciclos.

Por lo tanto €(D) es nucleo perfecta. .

Corolario. 4.2.4. Sea D una digrdfica 3-quasitransitiva m-coloreada tal que
F*(u) es monocromdtico para cada w € V(D) y D no tiene Cs tricolores, y
todo Ty y Cy son casi-monocromdticos, entonces D tiene nicleo por trayec-
torias dirigidas monocromdaticas.

Demostracién.

Por los Teoremas 1.3.6 y 4.2.3. .

A continuacién enunciamos dos resultados inmediatos del Corolario 4.2.4.

Corolario. 4.2.5. Sea T un torneo m-coloreado tal que F*(u) es mono-
cromdtico para cada u € V(D). Si T no tiene Cs tricolores, y todo Ty y Cy
son casi-monocromdaticos entonces T' tiene nicleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas.

Demostracion.
Todo torneo es una digrafica 3-quasitransitiva y por el Corolario 4.2.4.

Corolario. 4.2.6. Sea D un torneo bipartito m-coloreado tal que F*(u)
es monocromdtico para cada u € V(D). Si todo Ty y Cy contenidos en D
son casi-monocromdaticos entonces D tiene niucleo por trayectorias dirigidas
monocromadticas.

Demostracion.
Todo torneo bipartito es una digrafica 3-quasitransitiva. Y por ser un
torneo bipartito no contiene ciclos de longitud impar, asi que no contiene C

tricolores, y por el Corolario 4.2.4. .
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Nota. 4.2.7. Sea D la digrdfica dada por V(D) = {u,v,w,z} y F(D) =
{(u,v), (v,w), (w, ), (z,u)} tales que (u,v) y (w,x) son de color 1, (v,w)
y (x,u) son de color 2, D satisface que para cada u € V(D), F*(u) es
monocromdtico, D no contiene Cs tricolores y todo Ty contenido en D es casi-
onocromdtico, pero D es un Cy que no es casi-monocromdtico, y D contiene
un y-ciclo, ver figura 4.75.

Figura 4.75:

Nota. 4.2.8. Sea Cj3 el ciclo dirigido de longitud 3 3-coloreado. Satisface que
para cada u € V(Cs3), F*(u) es monocromdtico, todo Ty y Cy contenidos en
D son casi-monocromdticos, y Cs contiene un y-ciclo.
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Abstract

A kernel N of a digraph D is an independent set of vertices of D such that
for every w € V(D) \ N there exists an arc from w to N. D is an m-coloured
digraph if the arcs of D are coloured with m-colours. A directed path is called
monochromatic if all of its arcs have the same color. A set N of vertices of
D is called a kernel by monochromatic directed paths if for every pair of
different vertices there is no monochromatic directed path between them
and for every vertex v not in N there is a monochromatic directed path from
v to some vertex in N. A digraph D is called kernel-perfect digraph when
every induced subdigraph of D has a kernel. In this work we studied the
problem of the existence of kernels by monochromatic paths in some kinds
of digraphs. We obtained sifficient conditions for the existence of kernels by
monochromatic paths in quasi-transitive digraphs, bipartite tournaments and
3-quasitransitive digraphs, for this we defined a v-cycle in a digraph D and
we defined a semikernel modulo ¢ for monochromatic directed paths there
are generalization of cycle and semikernel modulo F' respectively.
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