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Introduccion

Los puentes Markovianos son procesos estocasticos obtenidos precisa-
mente de los procesos de Markov bajo ciertas condiciones. Los puentes mas
estudiados son los Brownianos y los de Bessel, éstos tienen numerosas apli-
caciones en areas como economia y finanzas.

En el presente trabajo construiremos puentes derivados de un proceso de
Markov usando sélamente sus densidades de transiciéon. Daremos condiciones
suficientes para su existencia y unicidad (en ley). Probaremos que la ley de
la parte radial de un puente con puntos extremos cero derivado de un pro-
ceso Ornstein-Uhlenbeck multidimensional es igual a la ley del puente con
puntos extremos cero derivado de la parte radial del mismo proceso Ornstein-

Uhlenbeck.

Ademas, presentaremos un algoritmo, para simulacién exacta de una clase
de difusiones. Demostramos que cuando el algoritmo es aplicable, es también
directo simular las difusiones condicionadas para empezar en valores especifi-
cos en los casos predeterminados del tiempo.

Propondremos un método general y simple para la simulaciéon de puentes
de difusion.

IIT



Capitulo 1

Propiedades basicas de los
procesos de Markov

En este capitulo daremos a conocer las caracteristicas principales que
definen a los procesos de Markov, ademas definiremos los conceptos basicos
que nos ayudaran al entendimiento de la teoria de los puentes Markovianos.

1.1. Introduccion

Los procesos de Markov o cadenas de Markov forman parte de los procesos
estocasticos representando una herramienta que se basa en las probabilidades
y que es necesaria en la toma de decisiones debido a que estudia la evalu-
acion de ciertos sistemas de ensayos repetitivos en un intervalo de tiempo
dado. Esta toma de decisiones se realiza en distintas areas como biologia,
contabilidad, administracién, entre otras.

1.2. Procesos de Markov

Un proceso estocastico es un modelo matematico para la ocurrencia, en
cada momento después de un tiempo inicial, de un fenémeno aleatorio. La
aleatoriedad es capturada por la introduccién de un espacio medible (€2, F),
llamado espacio muestral.

Definicién 1.2.1 Sea 7 un conjunto de indices, un proceso estocdstico se
define como un conjunto de variables aleatorias X = {X;},.. definidas en

1



2CAPITULO 1. PROPIEDADES BASICAS DE LOS PROCESOS DE MARKOV

un espacio de probabilidad (2, F, P) y con valores en el espacio de estados

(E,&).

Para un punto muestral fijo w € Q, la funcién ¢ — X;(w), t > 0, es la
trayectoria muestral (realizacién) del proceso X asociada con w.

Definicién 1.2.2 Las distribuciones finito dimensionales o de dimension
finita, correspondientes a un proceso estocdstico X = {Xi},.,, son las dis-
tribuciones de los vectores con dimension finita Xy, ..., X, ,

P(th(u.)) ~ A17 e ,th(a)) I~ An) = Ftl,...,tn(Ala e ,An), (11)

Vi, er, Ay €€, weQ,i=1,....,n,n=12,...(finito) y FF medida en
(E™ E™).

Si F' es intercambiable, es decir, para cualquier permutacion p de indices
t1,...,t, se tiene

Ftl,...,tn (A17 s 7ATL) = Ftpl,..., (Ap17 SR 7Apn)

tPn

y ademés cumple con
Ftl,...,tnfl,tn (AIJ cee 7An—17 E) - Ftl,...,tn,1 (Ala <. JAn—l)J

Vt; € T, VA; € £. Entonces se dice que F satisface las condiciones de consis-
tencia de Kolmogorov.

Teorema 1.2.1 Supongamos que E es un espacio métrico, medible y separa-
ble. St una familia de distribuciones finito dimensionales satisface las condi-
ciones de consistencia de Kolmogorov entonces existe un proceso estocdstico
X ={Xi},o, (llamado proceso coordinado), tal que (1.1) se cumple para toda
n finita y A; € £.

Ver demostracién en [9].

Un proceso X con un espacio de estados (F, &) es un proceso de Markov
si, dado el valor de X, los valores de X;, t > s, no dependen de los valores
de X,, u < s; esto es, la probabilidad de cualquier comportamiento futuro
del proceso, cuando el estado presente se conoce exactamente, no se altera
por el conocimiento adicional concerniente al comportamiento pasado.



1.2. PROCESOS DE MARKOV 3

La minima o-algebra que hace medible a X al tiempo s es la o-alge-
bra F? = 0(X,,0 < u < s). Luego, consideremos la siguiente probabilidad
condicional

P(X; € Alo(X,,0 <u <s)),

donde A € £, s < t. Si X es de Markov, en el sentido intuitivo descrito ante-
riormente, esta probabilidad deberia ser una funcién de X, y obviamente de
X, esto es, X es de Markov si para toda funcién g, (F, €)-medible satisface:

E(g(Xe)|o(Xu, 0 S u < 5)) = E(g(Xy)|o(X5)),
donde o(X) denota la o-algebra generada por Xj.

Asi, un proceso Markoviano estd caracterizado mediante sus probabili-
dades de transicién, denotadas como

pst(x, A) = P(Xiys € A| X = ),

A € &. Si psu(-,-) depende del tiempo unicamente a través de la diferencia
t — s, es decir, ps+ = pot—s =: Pr—s se dice que el proceso es homogéneo en el
tiempo,

pe(z, A) = P(X; € Al Xy = x).

Sea K un espacio de Banach y B(K, K) el conjunto de operadores acotados
de K en K.

Definicién 1.2.3 Una familia {G(t)},5, € B(K,K) es un semigrupo de
operadores acotados (o simplemente semigrupo) si:

(i) G(0) =1,

(ii) Vs,t > 0,G(s +t) = G(s)G(t).

Si un semigrupo {G(t)},5, satisface ademés
(iii) [|G(t) = 1]} =0+ O,

decimos que es un semigrupo uniformemente continuo. Donde ||G|| := sup e 521 |G f1]-

Definicién 1.2.4 Sea (E,E) un espacio medible. Un kernel N en E es un
mapeo de E x & a RU {400} tal que
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(i) para cada x € E, el mapeo A — N(x, A) es una medida positiva en £,
(ii) para cada A € €, el mapeo © — N(x, A) es E-medible.

El kernel 7 es llamado probabilidad de transicién si 7(z, E) = 1 para cada
r e b.

Sea &, el espacio de funciones positivas Borel medibles. Si f € &, y N
es un kernel, definimos la funcién N f en E por

Ni@) = [ Newd) o).
Si M y N son dos kernel, entonces
MN(z, A) < /E M (x, dy)N(y, A),
que es nuevamente un kernel.

Si tenemos un proceso X, con probabilidad de transicién p,.(Xs, A) =
P(X; € Alo(X,,0 < u < s)), (s < t), entonces para cualquier f € &,
tenemos que E[f(X¢)|o(Xy,0 <u < s)] = psf(Xs). Y sis <t <wventonces

P[X, € Alo(X,,0<u<5s)] = E(P[X, € Alo(X,,0 <u<t)]|o(X,,0<u<s))
= Epro(Xi, Ao (X, 0 S u < 5)]

= /ps,t(Xsa dy)pt,v(y7 A)

Definicién 1.2.5 Una funcion de transicion (f.t) en (E,E) es una familia de
probabilidades de transicion {ps,t}o<s<t en (E,&) tal que para s,t,v nimeros
reales, s <t < v se tiene -

/@muﬂw@A%AyzmALAx

parax € Ey A € E. Esta relacion se llama Ecuacion de Chapman-Kolmogorov.
St la f.t es homogénea la ecuacion de Chapman-Kolmogorov quedaria como

mM%MZ/m@@mmA%

para s,t > 0. En otras palabras {p;},~, forma un semigrupo.
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Hay una razon muy importante, de incluir o-algebras en el estudio de pro-
cesos estocasticos. La caracteristica temporal del proceso estocdstico sugiere
un flujo de tiempo, en mas alla del cual en cada momento, podemos hablar
del pasado, presente y futuro. Se puede preguntar cuanto sabe un observador
del proceso actualmente, con respecto a cuanto él sabia en un cierto punto
en el pasado o sabra en un cierto punto en el futuro. Es por ello que anex-
amos al espacio muestral una filtracion, es decir, una familia no decreciente
{Fi;t > 0} de sub-o-dlgebras de F : F;, C F; € Fpara0 < s < t < 0.
Tomamos Foo, = 0 (Up>0F7).

Definicién 1.2.6 El proceso estocdstico X es Fi-adaptado (adaptado a la
filtracion {F:}), si para cada t > 0, X; es una variable aletoria F-medible.

A continuacién definiremos los tiempos de paro, que son muy importantes
en el estudio de los procesos estocasticos.

Definicién 1.2.7 Consideremos un espacio medible (2, F) con la filtracion
{F:}. Un tiempo aleatorio T' es un tiempo de paro de la filtracion si el evento
{T <t} pertenece a la o-dlgebra F;, para cada t > 0.

Ahora tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.2.8 Sea (2, F, (F;), P) un espacio de probabilidad filtrado, un
proceso adaptado X es un proceso de Markov respecto a (F;) con funcion de
transicion psy si para cada f € E4 y cualquier par (s,t) con s < t,

E[f(Xo)|Fs] = psif(Xs), P —c.s.

Si X es de Markov respecto a (F;), entonces es de Markov respecto a la
filtracion natural F.

Proposicién 1.2.1 Un proceso X es un proceso de Markov con respecto a
FP con funcion de transicion ps; y medida inicial v siy sélo si 0 =tq < t; <
e <tpy fi €&y,

E (Hfz(Xt>> :/EV(dxo)fo(SUo)/Epo,t1($07d$1)f1($1)---/Eptk1,tk(5l3k17dl‘k)fk($k)
= (1.2)
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Demostracion
Supongamos que X es de Markov, podemos escribir

= LK <ﬁfi<Xti)ptklvtkfk(thl))

esta expresion es la misma que (1.2), pero con una funcién menos y fx_;
reemplazado por fr_1ps, .+, fr; procediendo de esta manera obtenemos la
formula requerida.

Ahora bien, probaremos que X es de Markov, es suficiente, por el teorema
de clases mondtonas, mostrar que para los tiempos t] < to < --- <t <t <v

y las funciones f1, fa,..., fx, g

k k
E (H fz‘(Xti)g(Xu)> =E (H fi(Xti)pt,l/g(Xt>> :
=0 i=0
pero esta igualdad se sigue aplicando la igualdad de la hipdtesis en ambos
lados. |

Pudimos haber escrito la expresién (1.2) como
P[Xy, € dvo, Xy, € dxy, ..., Xy, € day| = v(dxo)pot, (To, dx1) ... Py, 40 (Th—1, dg)

y significa que la posicion inicial xq del proceso es elegido de acuerdo a la
medida de probabilidad v, la posicién z; al tiempo ¢; de acuerdo a pg 4, (%o, -)
y asi sucesivamente.

Recordemos que un espacio Polish es un espacio topolégico homeomorfo
a algtin espacio métrico completo separable. Ahora bien, tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 1.2.2 Dada una funcion de transicion ps, en (E,E) (espacio Pol-
ish con la o-dlgebra de Borel), entonces para cualquier medida de probabilidad
ven (E,E), existe una tinica medida de probabilidad p, en (E®+, EX+) tal que
X es de Markov con respecto a Fy, con funcidn de transicion ps; y medida
mnicial v.
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Demostracion
Dado X;,,..., Xy, , las distribuciones finito dimensionales estan dadas por:

pltjl """ t"(A(]XA1X"'XAn> =

/ V(dao) / Poss (70, 1) / Py (20, ds) . / Do o (2o, dz)
Ao Ay Ao An

luego por el teorema 1.2.1 y por la proposiciéon 1.2.1 el proceso coordinado
X es de Markov para la medida de probabilidad p,. |

1.2.1. Procesos de Feller

Sea Cy(E) el espacio de las funciones continuas en E. Definimos la familia
del semigrupo de operadores

Definicién 1.2.9 Un semigrupo de Feller en Co(E) es una familia {T}},5,
de operadores lineales positivos en Cy(E) tal que

() To =T y T <1 paro coda t;
(ii) Tsyrr =TT} para s,t > 0;

(iii) 1T/ — Il = sup,cq|Tf(2) — f(x)] — 0 cuando ¢ | 0 y para cada
feCy(E).

Proposicién 1.2.2 A cada semigrupo de Feller en E se le puede asociar
una unica funcion de transicion homogénea Py, t > 0 en (E, &) tal que

Tif(x) = P f ()
para cada f € Cy y cada x € E.

Demostracion

Para cualquier z € E, el mapeo f — T,f(z) es una forma lineal positiva en
Co; por el teorema de Riesz (teorema de representacion para el dual de Cp),
existe una medida P;(x,-) en £ tal que

ﬂﬂwzfﬂw@vw,
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para cada f € Cy. El mapeo x — [ Pi(z,dy)f(y) estd en Cj, entonces es
Borel y por el teorema de clases mondtonas se sigue que x +— Py(x, A) es
Borel para cualquier A € £. Asi, hemos definido probabilidades de transicion
P,, que forman una f.t que se sigue de la propiedad (ii) del semigrupo de T;
y una aplicacion del teorema de clases monotonas. [

Definicién 1.2.10 Una funcion de transicion asociada a un semigrupo de
Feller es llamada una funcion de transicion de Feller.

Una funcién de transiciéon es de Feller si y solo si
(i) P.Cy C Cy, para cada t;
(ii) Vf € Cp, Vo € E, limy o P, f(x) = f(z).

Definicién 1.2.11 Un proceso de Markov que tiene una funcion de transi-
cion de Feller es llamado proceso de Feller.

1.2.2. Propiedad fuerte de Markov

Sea 1 una variable aleatoria (v.a) asociada a un proceso continuo {X;},
0 <t < o0; es decir, asociada a cada realizacion X;, la cual denotamos por
(Xy). La v.a o, decimos que es un tiempo de Markov relativo a {X,} si para
X; y Y:, dos realizaciones del proceso son tales que X =Y para 0 < ( <s
y ¥(Xi) < s entonces ¢(X¢) = ¥(Y3).

Veamos algunos ejemplos de tiempos de Markov.

1. Si tenemos una cadena de Markov que comienza en el estado jg, es
decir, Xy = jo. Tomando

(Xy) = inf {¢]X¢ =},

donde i es un estado fijo. El infimo es tomado como 400 si no existe
¢ para el cual X = 7, entonces ¢ es un tiempo de Markov. De hecho,
supongamos que para una realizacién fija X; se cumple que ¥(X;) < s.
Esto significa que existe ¢ < s para el cual Xy = i. Ahora si X, = Y,
para 0 < ¢ < s, entonces Yy = i y ciertamente ¢ (Y;) < 1(X;). Luego
por simetria, ¥(X;) = ¥(Y;). La variable aleatoria v significa la primera
vez que el proceso llega al estado .
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2. Similarmente si C' es una coleccién finita de estados que no contienen
a Xo = jo definida por

(Xy) = inf {¢|X¢ € C},
es un tiempo de Markov.

La propiedad de Markov de un proceso estacionario de Markov {X;},., afir-
ma lo siguiente: Si conocemos los valores de X, (que en adelante lo denotare-
mos por X (s)) para 0 < 51 < sy < -+ < s, = tg, (to > 0 fijo), la distribucion
de probabildad de

X(to+t1),X(t0+t2),...,X(t0+tk)7 (0<t1 <Lty < vv <tk), (13)

depende solamente del valor de X (to).

La distribucién de probabilidad de (1.3) bajo la condicién de que cono-
cemos la trayectoria X (s) en los tiempos 0 < 1 < 89 < - -+ < 8, = g, O MAs
generalmente, si conocemos la historia completa de X (s) hasta el tiempo ¢,
(0 < s < tg), coincide con la distribucién de probabilidad de

X(4), X(ts), ..., X(t),  dado X(0).

Es decir, podemos calcular la ley de (1.3) trasladando la escala del tiempo
de modo que ty = 0 y tomando como el punto inicial el valor de X (t).

Si para cualquier tiempo de Markov o, la distribucién de probabilidad de
Xt +v), X(ta+ ), ..., Xt + 1), (th <ty < -+ <typ), (1.4)

dado X (s), s <1y X(¢) = z, es idéntica con la distribucién de probabilidad
de
X(t1)7X(t2)v7X(tk)> (t1<t2<"'<tk),

dado X (0) = z, entonces se dice que el proceso tiene la propiedad fuerte de
Markov.
1.3. Movimiento Browniano

Movimiento Browniano es el nombre dado al movimiento irregular del
polen, suspendido en agua, observado por el botdnico Robert Brown en 1828.
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El rango de aplicacion del movimiento Browniano va mas alla del estudio mi-
croscopico de particulas en suspension, incluye modelos de los instrumentos
financieros, del ruido termal en circuitos eléctricos, de cierto comportamien-
to limitador en sistemas de colas e inventarios, de perturbaciones aleatorias
en sistemas fisicos, bioldgicos, econdémicos y de gerencia, entre otras muchas
aplicaciones.

Definicién 1.3.1 Sea E un espacio topologico y € la o-dlgebra de los sub-
conjuntos Borelianos. Un proceso B con valores en (E,E) es continuo c.s. si
para casi todo w la funcion t — By(w) es continua.

Al proceso {B;},~, lo llamamos movimiento Browniano lineal estandar o
simplemente movimiento Browniano (MB), si:

1. {B.},>, tiene incrementos independientes y estacionarios.
2. By =0.

3. By ~ N(0,t) (NM(z,y) denota la distribucién normal con media z y
varianza y).

4. t — B(w) son continuas c.s.

Si B es un movimiento Browniano y 0 =t < t; < -+ < t,, < 00, en-
tonces los incrementos {Btj — By, }7;:1 son independientes y la distribucion
de By, — By,_, depende de t; y t; 1 a través de la diferencia t; — t;_1, su
distribucién es normal con media cero y varianza t; —t;_;. Es por eso que
decimos que el proceso B tiene incrementos independientes y estacionarios.
Asi, para s < t, los incrementos B; — B, son normales estandar con varianza
t — s, ademas podemos escribir

Bt - Bs + (Bt — Bs),

y usando la independencia de B, y B; — B,, obtenemos que la funcién car-
acteristica de By, denotada por ¢p,, estd dada por

¢, (u) = ¢, (u)dp,—B,(u),
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como By ~ N(0,s) y By — By ~ N(0,t — s) entonces ¢p,(u) = —1u’s y
1

¢B,—B,(u) = —3u?(t — s). Luego,
2

o) = exp (=5 ) Elexplin(E, ~ B)L

donde Elexp(iu(B; — Bs))] = exp (—(t;—s)u2>.

Veamos algunos ejemplos de la construcciéon del MB.

1. Para cualquier = € R, el proceso X} = = + B, es llamado Movimiento
Browniano que comienza en x (MB(z)). Para A € B(R),

1 2
PXF e Al = \/Q_m/Ae(yx) /2 gy

2. Si B}, B?,..., B son d copias independientes de B, definimos un pro-
ceso X con espacio de estados R? estipulando que la i-ésima compo-
nente de X; es B!. Este proceso es llamado movimiento Browniano
d-dimensional.

3. Por la continuidad de las trayectorias tenemos que sup { B;,0 < s < t} =
sup {B;,0 < s <t,s € Q} y asi podemos definir el proceso S tomando
St = sup,<; Bs.

Proposicién 1.3.1 Sea B un MB lineal estindar. Entonces se cumplen las
siguientes propiedades:

(i) Homogeneidad. Para cualquier s > 0, el proceso Byys — Bs, t > 0 es un
MB independiente de o(By,u < s).

(ii) Simetria. El proceso —By, t > 0 es un MB.
(iii) Escalamiento. Para cada ¢ > 0, el proceso cBye2, t > 0 es un MB.

(iv) Inversion. El proceso X definido por Xo =0, Xy = By parat > 0 es
un MB.
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Demostracion

(i) se sigue del hecho de que el proceso es X; = By s — B, es normal estandar,
con trayectorias continuas, incrementos independientes y varianza ¢, entonces
es un MB. La propiedad (ii) es obvia y (iii) se obtiene justamente de (i).

Para probar (iv), observamos que X es un proceso normal estandar con
covarianza min {s, t} (ver Anexos (4)); asi, serd un MB si sus trayectorias son
continuas, pero ellas claramente lo son en (0, c0), luego es suficiente probar
que lim; o X; = 0. Pero Xy, t € (0,00) es equivalente a By, t € (0,00), si
im0 teq Br = 0 se sigue que lim;_g 9 X¢ = 0 c.s. Como X es continua en
(0, 00), entonces lim; g ter+ X; = 0 c.s. [ |

El espacio de Wiener (Browniano), W(R), es el conjunto de todas las
trayectorias continuas w : [0, co] — R que satisfacen que w(0) = 0. También
puede ser un espacio medible con la o-dlgebra F, generada por todas las
proyecciones w — w(t) (o la completacién de ésta bajo la medida de Wiener,
que se definird a continuacion).

Definicién 1.3.2 Si W, es un movimiento Browniano, la medida de dis-
tribucion P inducida por W(R) es llamada medida de Wiener. Esto es P
es la unica medida de probabilidad en W(R) tal que para cualquier sucesion
finita de tiempos 0 < t; < --- < t, y de conjuntos Borel Ay,..., A, CR, se
cumple

P{w: w(ty) € Ar,...,w(t) € Ay}) /A / (11,0, 20 )p(ts — tr, 21, 22)

n_ n—1, Tn— 17$n)dx1 dm?h

dondep(t,x,y):ﬁexp( (2 y)> r,y e Ryt >0.

1.4. Procesos de difusion

Definicién 1.4.1 Un proceso estocastico continuo {X (t),t > 0}, que posee
la propiedad fuerte de Markov y para el cual las trayectorias X (t) son fun-
ciones continuas de t, c.s., lo llamamos proceso de difusion.
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Definicién 1.4.2 Sea {X(t),t > 0} un proceso de difusion cuyo espacio de
estados es el intervalo I con puntos extremos | yr tales que | < r, I necesari-
amente de la forma (I,7),(l,7],[l,7) ¢ [I,r], (inclusive puede ser que | = —oo
yr = +00), tal proceso se dice que es reqular si partiendo de cualquier punto
en el interior de I se puede llegar a cualquier otro punto de I con probabilidad
positiva.

Esto también se puede expresar a través del concepto tiempo de llegada
de variables aleatorias. Para cualquier z € I denotamos a T, como la variable
aleatoria donde el proceso alcanza el valor z, por convencion si z nunca es
alcanzado escribimos T, = oco. Asi, el proceso es regular si

P{T, < 00|X(0) =2z} >0,

donde [ < x, z < r.

Ademas, un proceso de difusion satisface la siguiente condicién: para cada
e >0,

1
l]ggl EP{|X(t +h)—x| >€X(t) =2} =0, vVt el (1.5)

Casi todos los procesos de difusion que han aparecido en la literatura que
modelan fenémenos fisicos y biolégicos estan caracterizados por dos condi-
ciones bésicas del argumento de (1.5) que describen la media y la varianza
del desplazamiento infinitesimal. Sea A, X (t) = X (¢ + h) — X (t), entonces

lim = BIAX (O]X(0) = 2] = (e, 1) (1.6)

lim 3 BLAX (0P X(0) = 2] = 0(,0), (L.7)

siempre que [ < x < r. Las funciones u(z,t) y o?(x,t) se llaman pardmetros
infinitesimales del proceso, en particular p(z,t) es llamado el pardmetro de
deriva o media infinitesimal y o?(x,y) es llamado el pardmetro de difusién o
varianza infinitesimal.

Generalmente p(x,t) y o%(z,t) son funciones continuas de z y ¢. Un pro-
ceso regular tiene o?(x,t) positiva para [ < x < r y t > 0. Algunas veces se
define a {X(¢),t > 0} como una difusién si, X(¢) es un proceso de Markov
que satisface (1.5), (1.6) y (1.7).



14CAPITULO 1. PROPIEDADES BASICAS DE LOS PROCESOS DE MARKOV

Definicién 1.4.3 Un proceso es llamado de difusion con muerte si sus trayec-
torias tienen un comportamiento como el de una difusion reqular hasta un
tiempo ¢ (posiblemente aleatorio y/o infinito), que es cuando el proceso muere.

A este proceso lo denotamos por {X(¢),0 <t < (}. Si ( = oo a partir
de todos los puntos iniciales X (0) = x, entonces decimos que el proceso es
conservativo y escribimos { X (¢),t > 0}. Es decir, una difusién regular { X (¢)}
en [ es conservativo si

P[X(t) € I|X(0) = z] = P[¢ > t|X(0) = 2] = 1, vt >0,z €.

Para un proceso de difusién con muerte y para cada punto x, existe una
probabilidad k(x)dt + o(dt) donde el proceso cesa (muere) en el tiempo in-
finitesimal (t,¢ + dt).

Definicién 1.4.4 El tiempo de llegada del proceso {X(t),0 <t < (} a un
nivel z es:

00 si X(t)#z para 0<t<(.
T, =
inf{t > 0; X(t) =z} ecop.

Donde ecop significa en cualquier otra parte.

1.4.1. Caracterizacién de los procesos de difusién

Definicién 1.4.5 Un proceso fuerte de Markov {X(t),t > 0} es llamado
estandar si sus trayectorias poseen las siguientes propiedades de reqularidad:

(1) X (t) es continua por la derecha; es decir, para todo s > 0,

lim X (t) = X(s).

tls

(i) El limite por la izquierda eziste; es decir,

lim X (¢)

t1s

existe, para todo s > 0.
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(iii) X(t) es continua por la izquierda a través de tiempos de Markov, es
decir, si' Ty <Ty < ---, son tiempos de Markov que convergen a T < oo
entonces lim,, ., X(T,,) = X(T) cuando T < co.

Todo proceso fuerte de Markov {X(¢) : ¢ > 0} continuo en probabilidad y
a sujeto a condiciones suaves de regularidad posee una version equivalente
{X(t): t >0} el cual es un proceso regular.

Una condicién suficiente para un proceso de difusién estandar es la condi-
cion de Dynkin:

%P{|X(t+h)—X(t)] S e X(t) =2} — 0 (1.8)

cuando € > 0y h | 0, cuya convergencia es uniforme para toda z restringida
a cualquier subintervalo compacto de (I,7) y ¢ en cualquier intervalo finito.

Teorema 1.4.1 Sea {X(t),t > 0} un proceso estindar y supongamos que
cumple la condicion de Dynkin. Entonces {X (t),t > 0} es un proceso de di-
fusion.

Demostraciéon

Daremos la prueba suponiendo que el espacio de estados I es un intervalo
cerrado y acotado, ademas de que la convergencia en la condicién de Dynkin
(1.8) se cumple uniformemente para todo .

Tomemos un § > 0 arbitrario, un nimero fijo N > 0 y una sucesion de
enteros k =1,2,.... Consideremos el evento

AN(k,z’):{]X (%) _X(ww%&}, i=1. .k

Esto es Ay (k, 1) consiste de todas las trayectorias que se mueven més de %5
entre los tiempos (i — 1)N/k y iN/k. Consideremos el evento

Bs = { sup | X(t) — X(t—1)| > (5},
0<t<N

que consiste de todas las realizaciones exhibiendo un brinco mayor a J en
el intervalo 0 < t < N. Como todas las trayectorias tienen limite por la
izquierda y son continuas por la derecha, asi

Bs C U2, M Uy Ay (k,4). (1.9)
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Ademds, para cualquier trayectoria en Bs debe tener un punto ¢ (0 < ¢t < N),
donde | X (t— X (t—))| > J. Para toda k suficientemente grande e i apropiado
satisfaciendo (i — 1)N/k < t < iN/k, podemos garantizar la validez de (1.9)
por las propiedades de X (t). Ahora de (1.9) podemos deducir que

P(Bs) < P{ux, N, U An(k,i)}

- J

— lim P{N, Uk, Ax(k,i)}

J—00
< lim P{UZ, Ay(k, i)}
k

< lim Y P{Ay(ki)}. (1.10)

k—o0 <
1=1

Con h = N/E, la uniformidad en la condicién de Dynkin (1.8) implica
P(An(k,1)) < e€(d,k)(N/E),
donde €(d, k) — 0 cuando k — 0. Ademas,

iP{AN(k;,z')} < Ne(s, k). (1.11)

i=1
Tomando k — oo, y comparando (1.10) y (1.11), deducimos que
P(Bs) < Nklim €(9,k) =0. (1.12)

Esto se cumple para cada d > 0. Consecuentemente,

p{ sup | X(t) — X(t—)| > o} < ) P{ sup | X (t) — X (t—)| >5} = 0.

0<t<N ’ 0<t<N
§>0 racional

Asi, con probabilidad 1, cada trayectoria es continua por la izquierda, y
ademas continua para 0 < t < N. Pero N es arbitraria y un proceso estandar
es continuo por la derecha, asi X (t) es continua para toda t > 0. |

Lema 1.4.1 Si un proceso estandar satisface las condiciones infinitesimales
de momentos

1
{ —_ p = =
lim B[ Ay X (1) X (1) = o] = 0,

para algun p > 2, uniformemente para x en cualquier subintervalo com-
pacto de (I,7) y t en un intervalo finito, entonces se satisface la condicion de
Dynkin.
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Demostracién

Aplicando la desigualdad de Chebyshev obtenemos

E[[ARX(8)PIX(t) = 2]
heP

%P{]AhX(m > el X(t) =2} <

y asi obtenemos el resultado. |

1.4.2. Ejemplos de procesos de difusion

(1) Movimiento Browniano. Es un proceso de difusién regular en el intervalo
(—00,00) con p(x) =0y o*(z) = 0%, para toda x. Podemos calcular
estos parametros infinitesimales sabiendo que A, X = X (h) — X(0) se
distribuye normal con media cero y varianza o?h de donde

E[ALX|X(0)=2] =0

E[(ALX)*|X(0) = 2] = oh.

(ii) Movimiento Browniano absorbente y reflejante. Son procesos de difusién
definidos en un espacio de estados I = [0, 00). Comenzando de un punto
X (0) = z en el interior del intervalo, esto es, x > 0, ambos procesos
se comportan como un movimiento Browniano hasta que el nivel cero
es alcanzado. Entonces los pardmetros son p(z) = 0y o?(x) = o2 para
0 <z <oo0.

(iii) Proceso Ornstein-Uhlenbeck (OU). Este proceso de difusion tiene es-
pacio de estados I = (—00,00) con pardmetros infinitesimales p(z) =
—az y 0%(z) = 0%, a,0 > 0. Donde el pardmetro de deriva refleja una
fuerza de restauracion dirigida hacia el origen y con una magnitud pro-
porcional a la distancia.

Si el movimiento Browniano representa la posicién de una particula,
la derivada del movimiento Browniano deberia representar la veloci-
dad de la particula, pero esta derivada no existe en cualquier tiempo.
Los procesos de OU son modelos alternativos que superan este defecto
directamente, modelando la velocidad de la particula en funcion del
tiempo.
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Teorema 1.4.2 Sea {X(t),t > 0} una difusion reqular cuyo espacio de es-
tados es un intervalo I con puntos extremos | y r. Supongamos que {X (t)}
tiene pardmetros infinitesimales p(x) y o?(x). Sea g una funcién estricta-
mente mondtona en I con sequnda derivada continua para | < x < r. En-
tonces, Y (t) = g[X(t)] define un proceso de difusion reqular en el intervalo
con puntos extremos g(l) y g(r), ademas {Y (t)} tiene pardmetros infinitesi-

males
1

iy (y) = 50°(2)g" (x) + p(x)g (2);

oy (y) = o*(2)g'(2)]"
donde y = g(x).

Ver demostracion en [12] pag. 173-175.

(iv) Movimiento Browniano Geométrico. Sea {X(t),t > 0} un movimiento
Browniano con pardmetros p y o2. El proceso definido por Y (t) =
eX® es el movimiento Browniano geométrico cuyo espacio de estados
es (0,00) y los parametros infinitesimales son

1
iy (y) = (1 + 507y
Y 2 2 2
oy (y) = o7y
(v) Proceso de Bessel. Sea Z(t) = X1(t)*+-- -+ X,,(t)? donde {X;(t),t > 0}
son movimientos Brownianos independienes. Si X;(t) = z;,i=1,...,n
entonces
y

Z({t+At) =2+ AZ,
donde z = z7 + - - - 4+ z2. Entonces
AZ = [Xi(t+ A —af+ -+ [X,(t + AD)]* — 2
= 2@AX + -+ 2, AX) + [(AX))? + -+ (AX,)Y],

donde AXjy,...,AX, son independientes y normalmente distribuidos
con media cero y varianza At. De esto se tiene que

E[AZ|Z(t) = z] = nAt
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E[(AZ?|Z(t) = 2] = 4(z3+ -+ 22)At + o(At)
4zAt + o(At),

donde o(At) representa las experanzas de los términos de la forma
(AX;)* y de orden mayores. Podemos usar el hecho de que los términos
AX; se distribuyen normal para concluir que estos términos en total son
de menor orden que At. Asi pues, Z(t) es una difusién con parametros
infinitesimales

p(z) = n; 0?(z) = 4z.

El proceso de Bessel es Y (t) = g[Z(t)] para g(z) = /2. Siy = g(z),
entonces

w(z) = n; o?(z) = 4y°,
g'(2) =1/(2vz) = 1/(2y); g"(z) = —=1/(42*?) = —1/(49%).

Por el teorema 1.4.2 los parametros infinitesimales del proceso de Bessel
son

py (y) = (n—1)/(2y); oy (y) = 1.

Para n = 1 el proceso de Bessel se puede identificar con el reflejo del
movimiento Browniano para el cual uy(y) = 0y 02(y) = 1 como se
indicé anteriormente.

1.4.3. Procesos de difusion condicionados

Consideremos un proceso de difusion regular (X;):>o con espacio de es-
tados [0,1], media y varianza infinitesimal p(z) y o?(x) respectivamente.
Supongamos que 0 y 1 son cotas existentes y sea p(t,z,y) la densidad de
transicién de X;. Sea (X} );>0 el proceso confinado con trayectorias aleato-
rias con participaciéon en la tultima absorciéon en 1. X; exhibe solamente
trayectorias continuas, entonces X;* es simplemente una restriccion de Xj.
Ademas, X; es un proceso de Markov tal como lo es X;, la historia pasada
no puede afectar donde ocurre la absorcién, de aqui que X} es un proceso
de difusién (decimos que es un proceso de difusién condicionado). Ahora de-
terminaremos los pardametros infinitesimales de este proceso. Supongamos,
que los extremos del intervalo [0, 1] son alcanzables en un tiempo finito, es
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decir, E[Ty A Ti] < oo, (T, denota el primer tiempo de llegada al punto z).

Definimos P (_ /E 20(n) d77>
o o2(n)

Como los extremos del intervalo [0,1] existen por hipétesis, S(x) y S(1)
son finitos y P(T7 < Ty|Xo = x) = S(x)/S(1), para 0 < x < 1. Para
simplificar el desarrollo supongamos que S (z) = s (z) = —[2u(x) /o?(x)]s(x)
es acotada para 0 < x < 1. Sea p*(t, x,y) la densidad de transicién de X}, o
equivalentemente, la densidad de X; condicionado al evento T} < Ty. Como
P(Xy|Ty < Ty) > 0, por la regla de Bayes obtenemos que

p(t,z,y)dy = Ply<X,<y+dy|lXo=uzT1 <Tp)

Ply < Xy <y+dy|Xo=2)P(Ty <Tp|Xo =2z, X; =y)
P(T1 < T0|X0 = ZL‘)

Por la propiedad de Markov,
P(Ty < Tyl Xo =2, X, =y) = P(Th < To|Xo =y) = S(y)/S(1),

luego

Pt y) = W (1.13)

Ahora bien, podemos construir procesos extraidos de un proceso Brown-
iano (By):>o imponiendo ciertas restricciones sobre el espacio muestral. Sean
a 'y  nimeros reales fijos y sea W, para 0 < ¢ < 1 el movimiento Browniano
condicionado a

Intuitivamente, W, es un proceso de difusién con parametro de tiempo con-
finado en el intervalo 0 < ¢ < 1. Sea m,, la probabilidad que del estado
x al tiempo ¢ la trayectoria aleatoria de B, satisfaga (1.14) al tiempo 1. Si
p(t,z,y) denota la densidad de transicién del proceso no condicionado al
tiempo ¢ entonces la densidad de transicién de W) estd dada por

pr(tx:s,y)dy = Ply < W) <y+dy|W; =x)
p(S —t,, y)ﬂ'y,sdy

= , O0<t<s<l1. (1.15)
7T:v,t
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La justificacion de (1.15) se sigue de (1.13).

1.5. Generadores infinitesimales

La importancia de la teoria de los procesos de Markov es debido a dis-
tintos hechos. Los procesos de Markov proporcionan modelos para diferentes
fenémenos naturales puesto que el presente contiene toda la informacion nece-
sitada del pasado para hacer una prediccién en el futuro.

Definicién 1.5.1 Sea X un proceso de Feller; una funcion f en Cy decimos
que pertenece al dominio Dy de un generador infinitesimal de X st el limite

1
Af =lim - (Rf —f)
existe en Cy. El operador A : Dy — Cy asi definido es llamado el generador

infinitesimal del proceso X o del semigrupo P;.

Para el proceso de Markov X = {X;},., con semigrupo (F;), si f es una
funcion Borel acotada se tiene que

E[f(XtJrh) - f(Xt)|~7:t] - th(Xt) - f(Xt)~
Si f € Dy, escribimos
Ef(Xin) — [(Xy)|F] = hAf(X,) + o(h).

Asi, A aparece como una media que describe como el proceso se mueve
de un punto a otro, en un intervalo de tiempo infinitesimal.

Ahora daremos algunas propiedades de A.

Proposicién 1.5.1 Si f € Dy entonces

(i) P.f € Da para cada t;
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(ii) la funcion t — P.f es diferenciable en Cy y

d
SRl = ARf = PAS;

(iii) Bf — f = [y P,Afds = [ AP, fds.

Demostracion
Para un t fijo, usando la propiedad de semigrupo se tiene,

lir%é[Ps(Ptf)—Ptf] :ill%Pt <§(Psf_f)) = PAf

S—>

lo cual prueba (i) y AP,f = P,Af. También, ¢t — P,f tiene derivada por la
derecha la cual es igual a P,Af.

Ahora consideremos la funciéon t — f[f P,Afds. Esta funcion es diferen-
ciable y su derivada es igual a P,Af. Como dos funciones continuas las cuales
tienen las mismas derivadas por la derecha difieren solamente por una con-
stante, tenemos que P, f = fot P,Afds + g para alguna g, lo cual completa la
prueba de (i7); tomando ¢t = 0 se sigue que g = f lo cual prueba (ii7). |

Proposicion 1.5.2 El generador A de un semigrupo de Feller satisface el
principio del mdximo positivo: Si f € Da y si xg es tal que 0 < f(xg) =
sup{f(z),z € E} entonces

Demostracién
Tenemos que Af(zo) = limy o( P f(z0) — f(z0)) ¥

Py f(xo) — f(zo) < f(xo)(Pi(zo, E) — 1) < 0.
n

Ahora bien, sea X un proceso de Feller con funcién de transicién (7).

Proposicion 1.5.3 Si f € D entonces el proceso
t
M = £00) = 1)~ [ AF(X)ds
0

es una (F?, P,)-martingala para cada v. Si en particular, Af = 0, entonces
f(Xy) es una martingala.
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Demostraciéon
Como f y Af son acotadas, Mtf es integrable para cada t. Ademas

B, M/ F) = M + E,[f(X) — f(X.) - / AF(X,)dul FO).

s

Por la propiedad de Markov, la esperanza condicional del lado derecho es
igual a

Pl = f(X0) = [ Afa)dl
Pero para cada y € F,

B, [f(Xoe) — F(Xo) — /O A f () du] = P ) — ) — /0 T P (y)du,

el cual sabemos que es cero por la proposiciéon 1.5.1 y con esto termina la
prueba. |

Por otro lado tenemos,

Proposicién 1.5.4 Si f € Cy y si existe una funcion g € Cy tal que

t
£ = £(%0) = [ g(Xo)ds (1.16)
0
es una (Fy, Pp)-martingala para cada x, entonces f € Dy y Af =g

Demostracién
Para cada x tenemos, integrando

P~ f) - | ' Pgla)ds =, (1.17)

luego,

t—0 t

1 t
lim —(P,f — f) = lﬂ%/ P,gds
—YJo

y como g € Cp, entonces f € Dy. Ademas, de 1.17 se tiene que

LAf-n=1 /O P.gds, (1.18)
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luego,
1 I
(RS =D =gl = Iy | Pagds—gl
0
1 t
~ Il; [ (Pg—g)as]
0
1 t
< ¢ [ I glas
0
y esta ultima expresion se va a cero cuando ¢ va a cero. |

Si X es un movimiento Browniano lineal, entonces Af(z) = i f”(x) para
cada f € L (L es el espacio Schwartz de funciones f infinitamente diferencia-
bles tal que limy, o, f* () P(x) = 0 para cualquier polinomio P y cualquier
entero k). Y si X = 0B donde B es un movimiento Browniano, entonces
Af(z) = %Qf”(x),f € L. En este caso, podemos de hecho caracterizar el
espacio D4. Denotamos a C? al espacio de funciones con segundas derivadas
continuas f en R? (d > 1) tal que las derivadas de orden uno y dos de f

estan en (Y.

Proposicién 1.5.5 Para d > 2, el generador infinitesimal de un MB? es
igual a 3A en el espacio C3.

Ver demostracién en [13].



Capitulo 2

Puentes

En este capitulo daremos la construccién de puentes derivados de un pro-
ceso de Markov utilizando solamente sus densidades de transicion. Ademas
daremos condiciones suficientes para su existencia y unicidad (en ley). In-
clusive constuiremos puentes derivados del proceso general multidimensional

Ornstein-Uhlenbeck.

2.1. Introduccion

Un puente de a a b sobre [0,7] derivado de un proceso de Markov Z es
un proceso obtenido condicionando Z a comenzar en a al tiempo 0 y llegar
a b al tiempo T', donde T > 0. Para construir estos puentes solo utilizaremos
sus densidades de transicion. Los puentes de Wiener y de Bessel han sido
extensamente estudiados ademds de que tienen numerosas aplicaciones. Por
otra parte llamaremos Parte Radial de un proceso con valores en R a su
norma euclideana.

Examinaremos que las operaciones derivadas de puentes y partes radi-
ales conmuntan comenzando del mismo proceso de Markov en el caso de
un proceso de Wiener estandar multidimensional y en el caso del proceso
Ornstein-Uhlenbeck multidimensional considerando puentes con puntos ex-
tremos cero.

25
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2.2. Construccién de puentes

Sea (E,E&) un espacio métrico completo separable con la o-algebra de
Borel, para T" > 0, sea (Z;)o<t<r un proceso de Markov homogéneo con
espacio de estados (E,€) y densidades de transicién (p?)o<;<r con respecto
a la medida fija o-finita A sobre &, es decir,

P(Z, € A1Z,) = / Ve (ZoNdy), P —cs,
A

para todo A € £,0 < s <t < T. Sean a,b € E, si p?(x,b) > 0 para todo
rEeB0<t<T,y

por(eny) = Pl s(x y)p7 4 (y,b)
o piy(wb)

entonces por un puente de a a b sobre [0,7] derivado de Z podriamos
entenderlo como un proceso de Markov (Y;)o<i<r con distribucién inicial
P(Yy = a) = 1y con densidades de transicién (ps;)o<s<t<r a condicion de
que existe tal proceso (ver la proposicién 2.5.1).

Para el caso del puente de Bessel d—dimensional con d > 1y con b = 0,
donde las densidades de transicién (p?);so del proceso de Bessel d—dimensional
(Ry)s>0 tiene pf(z,0) = 0 para toda z > 0, > 0 donde

Pz, y) ==t (y/z) yexp(—(2® + y*) /2], (zy/t) para x,t > 0.

Ahora bien, para € > 0, denotemos por B(b, €) la bola abierta en E centrada
en by con radio €. Sea (Y )o<i<r €l proceso (Z;)o<i<r condicionado a que
Zp € B(b,e). Asi, para x,y € E, 0 < s <t <T,y por (1.15) las densidades
de transicion de Y© estan dadas por

r,ye B 0<s<t<T, (2.1)

fB(b,e) p%—t(ya z)/\(dz)

ye 7z
Pes(,y) = pi_(2,y) 7 (2.2)
! ' fB(b,e) p%fs@j? z)\(dz)
donde fB(b 9 pZ_ (z,2)\(dz) # 0. Adem4s, como
P(Yfe AlYS =x)=P(Z € AlZs =z, Zr € B(b,¢)), (2.3)

se tiene que
PV € AY; =)= [ B n)\)
A

para todo A € £ (ver Anexos (1)). Podemos pensar en el puente deseado
como el limite de Y cuando € | 0, asi tenemos la siguiente definicion.
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Definicién 2.2.1 Para todo z,y € E y 0 < s <t <T definimos

6,0 P71y, 2) A (d2)
z B PT—t

pst(,y) == pi_ (z,y) lim ;
o) = P T Nd2)

(2.4)

si el limite existe, y ademds ps(x,y) := 0 en otro caso. Un puente de a a b
sobre [0, T) derivado de Z, es un proceso de Markov (Yy;)o<i<r con distribucion
inicial P(Yy = a) = 1, P(Yr = b) = 1 y con densidades de transicion
(Ps.t)o<s<t<T-

Notemos que el proceso de Markov (Y;)o<t<r (si existe) es en general
no homogéneo. Sin embargo, adicionando condiciones sobre (p?)o<;<r asegu-
ramos que (Y;)o<t<r admita una version teniendo trayectorias aleatorias con
propiedades de regularidad como la continuidad.

Lema 2.2.1 Supongamos que (ps:) definido por (2.4) satisface las siguientes
propiedades:

(i) para todo 0 < s <t <T, la funcion (x,y) — ps.(x,y) es medible,

(ii) para todo x € E y0 < s <t <T, la funcion (x,y) — pst(x,y) es una
densidad,

(iii) para todo x,z € E y0 < s <t <T secumple la ecuacion de Chapman-
Kolmogorov

pon(, 2) = /E Pos(s ¥)pealys 2)A(dy).

Entonces existe una tinica medida de probabilidad P}, ;. sobre (EIOT] gloTTy
tal que el proceso coordinado (X;) sobre (BT, E0T1) bajo PZ, 1. es un puente
de a a b sobre [0,T] derivado de Z. Consecuentemente, si (Y;) es un puente
de a a b sobre [0,T] derivado de Z entonces su ley sobre (EI%T) gI0T1) ¢s
PZ, 1.

Demostracién
Paraxz € B, Ac Ey0<s<t<T,sea p(r,A) = [, psi(x,y)\(dy),
psr(z, A) := 14(b), donde 14 denota la funcién indicadora del conjunto A.
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Entonces 15+ es una probabilidad de transicién para todo 0 < s <t < T.
Por medio de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov se tiene que

pst(z, A) = / s (2, dy) e (y, A),
E

para toda z € E (ver Anexos (2)). Luego, por el teorema 1.2.2 existe una
tinica medida de probabilidad PZ, ;. sobre (EI**] ET) tal que el proceso
coordinado (X;) es de Markov bajo P7, con probabilidades de transicién
(1s,¢) y con distribucién inicial PZ (Xo = a) = 1. Ademds, P/, (X7 =
b) = Pofb,T(XT = b|X0 = CL) = M07T(CL, b) =1. [ |

Lema 2.2.2 Si f: E — R es una funcion continua entonces

1

i S / TN = 1) (2.5)

para todo x € E. Consecuentemente, si f,g: E — R son funciones continuas
tal que f(z) = g(z) A —c.s. z € E entonces f(z) = g(z) para todo z € E.

Ver demostracién en [7].

Lema 2.2.3 Si para cada 0 < t < T, la densidad p?(z,y) satisface las
propiedades

(i) la funcion (z,y) — pZ(z,y) es continua,
(ii) para todo x¢ € E, existe un § > 0 tal que

sup supp; (x,y) < 0,
x€B(x0,0) yEE

(iii) para todo yo € E, existe un § > 0 tal que

sup sup p/(z,y) < oo,
z€E ye B(yo,d)

(iv) para todo y € E tenemos que

/E P2 (, y)A\(dx) < oo,
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entonces la ecuacion de Chapman-Kolmogorov dada por

P, 2) = /E P2 (., y)o? (y, 2)M\(dy) (2.6)

se cumple para todo x,z € E y todo s,t >0 con s+t <T.

Demostracion
Parar € E,Ac&y0<t<T,seau’(z,A) = prtZ(x,y))\(dy). Tomemos
a s,t >0con s+t <T. Entonces para A € £ la ecuacion de Chapman-
Kolmogorov pZ,,(x, A) = [, nZ(x,dy)uf (y, A) se cumple Py, —c.s., x € E,
donde Py, denota la distribuciéon de Z;, pues

W2, A) = /E W2 (x, dy) (y, A).
(Ver Anexos (3)).

Entonces, hemos obtenido que para Pz c.s. x € E, la ecuacién (2.6) se
cumple A — c.s. para z € E. Por las suposiciones (i) y (iii) y el teorema de
convergencia dominada, ambos lados de la ecuacién (2.6) son continuas para
z € E y para cada fijo x € E. Por el lema 2.2.2, si x € F tal que (2.6) se
cumple A — c.s. z € E entonces se vale para toda z € E. Por las suposiciones
(), (i) y (iv) y el teorema de convergencia dominada, ambos lados de la
ecuacién (2.6) son continuos en x € F'y para cada fijo z € E. La medida Py,
es o-finita, entonces por el lema 2.2.2 concluimos que (2.6) se vale para todo
r,z€ EFytodos,t>0cons+t<T. [ |

Lema 2.2.4 Supongamos que las densidades (p?)o<i<r satisfacen las sigu-
tentes propiedades:

(i) para todo 0 <t < T, la funcién (z,y) — p?(z,y) es continua,

(i) para todo x,z € E, s,t > 0 con s+t < T la ecuacion de Chapman-
Kolmogorov (2.6) se cumple,

(iii) para todo v € E y todo 0 <t < T, tenemos que pZ(x,b) > 0.

Entonces (2.1) se cumple, y las funciones (ps.) satisfacen las condiciones del
lema 2.2.1.
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Demostracion
Claramente, las suposiciones (i), (i7i) y el lema 2.2.2 implican (2.1) por la
continuidad lim, o fB(b,e) pZ_(y,2)\(dz) = pZ_,(y,b). Usando (i) y (ii) las
funciones (ps;) satisfacen las condiciones del lema 2.2.1, pues la medibilidad

se sigue de que (p?) son continuas y la ecuacién de Chapman-Kolmogorov
de:

/E porl )y IAN(dy) = [E (pf_s(w,y)p%_t(y,b)pf_t(y,Z)p%_u(zab)) Ady)

P7-o(2:) PZ_4(y,b)
pg u(( 2 /pt S0Pl (y, 2)A(dy)
P (x, 2)pF_,(2,0)

pT—s(va)
= ps,u($,2)7

’U

donde se utilizaron las ecuaciones 2.1 y 2.6. |

Lema 2.2.5 Sea E = [0,00], A la medida de Lebesgue en [0,00] y sea b= 0.
Supongamos que las densidades (p? )o<i<r satisfacen las siguientes propiedades:

i) para todo 0 <t < T, la funcién (z,y) — pZ(x,y) es continua,
t

(i) para todo z,z € E, s,t > 0 con s+t < T la ecuacion de Chapman-
Kolmogorov (2.6) se cumple,

pT t(y )

(iii) para todo x,y € E ytodo 0 < s <t <T, hmew Z_ (z6)

existe,

(iv) para todo 0 < s <t <T y todo x € E existe un 6 > 0 tal que

Z
€
sup sup pg;(y) < 0.

yEE 0<e<d pT_s(l’, E)

Entonces para todo x,y € E, 0 < s <t <T, tenemos

Z

P74y, €)
5.t (, s lim ———,
b ,t(x y) pT (ZE y) lfél pT 5( 6)

y las funciones (pst)o<s<t<r Satisfacen las condiciones del lema 2.2.1.
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Demostracién
Suponiendo (i), (ii7) y la regla de L’Hospital obtenemos (2.7). Para cada
0 <s<t<T,lamedibilidad de (z,y) — ps:(x,y) se sigue de (2.7) y de
las suposiciones (i) y (iii). Para cada 0 < s <t < T y x € E, la funcién
y — ps+(x,y) es una densidad, esto debido a la suposicién (iv) y el teorema
de convergencia dominada,

00 e’} 7 7
. Di(w,y)p7_y(y, €)
ps(z,y)dy = / lim dy
/0 t 0 €l0 p%is(l',ﬁ)

—ZL’,E) /0 pths<m’ y)p%ft(i% E)dy

= lim ——p?
ellO p%_s T, E)p(t75)+(T7t) (37, 6)
= 1.

Para cada 0 < s <t < u < T y x,z € E, la ecuaciéon de Chapman-
Kolmogorov ps.(z,2) = fooo Pst(x,y)peu(y, 2)dy se sigue de (2.7) y de las
suposiciones (i) — (7). [ |

2.3. Puente Browniano (o de Wiener)

Un puente Browniano es un proceso gaussiano estdandar definido en [0, 1]
y con covarianza I'(s,t) = s(1—t), (s < t). La forma més facil de probar que
[' es una covarianza es observando que para el proceso X; = B; — tB; donde
B = {B;} es un movimiento Browniano, E[X,X;] = s(1 —t) para s < t, pues
la funcién de covarianza para B estd dada por

(s, t) = s,

(ver Anexos (4)), es decir, I'g(s,t) = min(s,t). Asi I'x(s,t) = E(X:X;) =
s(1 —t). Esto también nos da una versién de continuidad del puente Brown-
iano. Observemos que si X; = 0 c.s. entonces todas las trayectorias van casi
seguramente de 0 al tiempo 0 a 0 al tiempo 1. Mas generalmente, podemos
considerar el puente Browniano XY entre 0 y y el cual puede ser realizado
tomando

X} =B, —t(B) —y) = X} +ty, 0<t<l1,

donde X? = X; es un puente de Browniano con puntos extremos cero.
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2.3.1. Proceso de Wiener estandar d-dimensional

Sea (By)i>0 un proceso de Wiener estandar d-dimensional y 7' > 0 fijo.
Sea (X¢)o<t<r €l puente con puntos extremos cero sobre [0, 7] derivados de
(Bt)e>0 (lamado el puente de Wiener d-dimensional entre 0 y 0 sobre [0, 7).
Sea Ry = ||Bi]|, t > 0 la parte radial de (B;):>o (llamado el proceso de
Bessel d-dimensional), donde ||-|| denota la norma euclideana. Sea (Y;)o<t<r
el puente con puntos extremos cero sobre [0, 7] derivado de (R;) (llamado el
puente de Bessel d-dimensional entre 0 y 0 sobre [0, 7). Veremos ademds, que
las leyes de (|| X¢]|)o<t<r ¥ (Yi)o<t<r coinciden. Intuitivamente, tomando los
puentes con puntos extremos cero y tomando las partes radiales conmutan
en el caso del proceso de Wiener estandar, o en otras palabras, la parte radial
de un puente de Wiener con puntos extremos cero es un puente de Bessel con
puntos extremos cero. Mostraremos este resultado calculando las densidades
de transicién de los procesos (|| X¢||)o<i<r v (Yi)o<t<T-

Sabemos que la densidad de transicién del proceso (By):>o es

1 |z — y|*
Pf(ff,y):(Qm)d/zexp{—Q—t , t>0,:v,y€]Rd.

Consideremos la parte radial de (B;);>o para d > 2.

Proposicién 2.3.1 Para cada d > 1, (R;) es un proceso de Markov ho-
mogéneo con respecto a cada P, (medida de probabilidad de B, comenzando
en x), v € R Para d > 2, su semigrupo P? estd dado en [0,00] por las
densidades

pl(a,b) = (a/t)(b/a)? 1151 (ab/t) exp(—(a® + b?)/(2t)), a,b> 0,
donde I, es la funcion de Bessel modificada indexada por v.

Demostracion
Sea f una funcién Borel positiva en [0, 0o]. Para s < t,

E [f(R)|Fs] = E,[f(|Bi=s|)] = Pt,sf(BS), P, —c.s.

donde f(z) = f(|z]) y P es el semigrupo del movimiento Browniano. Para
d > 2, tenemos

P () = (2mt)" / exp(—|z — yI*/20)f(ly])dy,
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y usando coordenadas polares

P f(x) = (27rt)d/2/exp(—(\x|2—|—r2)/2t) exp(—|x|rcos0/t) f(r)r*dro(dn),

donde 7 es el elemento genérico de la esfera unitaria y 6 es el angulo entre x
y 1. Vemos que P,f(z) depende sélamente de |z| lo cual prueba la primera
parte de la proposicién (d = 1). Ademés, tomando P?f(a) = P,f(z) donde
r es cualquier punto tal que |z| = a, vemos que PZ tiene una densidad dada

por

(2mt)~2p4  exp(—(a® + b?) /2t) /Sd_l exp(—abcos 8 /t)o(dn),

lo cual era lo que esperabamos. |

Notemos que un proceso de Markov con semigrupo P? es el proceso de
Bessel d-dimensional.

Ahora bien, usando las ideas de la proposicion 2.3.1, consideremos t > 0,
O0<t;<---<tp,b>0yazM . . 2D 2 e R tenemos

P(Ry 4t <bB;, =2W,... B, =2V B, =) = P(Ry, 4+ <b|B,, =

= 1 ex _M d
S )T 7 e

para casi toda x € R? (con respecto a la medida de Lebesgue). Introduciendo
coordenadas polares y = (y1, .. .,yq) dadas por

yp =1rsinfy - -sinfly_3sinf,;_osinf,;_4

Yo =1sinfy - -sinfy_3sinfy o cosby_q

Yys =7rsinfy - -sinfy;_3cos0y o

Yqg_1 = rsin by cos by
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Yq = 1 COS b0,

y asi obtenemos (ver Anexos (5)),

P(R, < b|By = z) = B 11 S PR
( t < ’ 0 .Z') /0 (27Tt>d/2 eXp 9 d(rv iIZ') T,

para z € R?, donde

d
1
Ga(r,z) = / @1 (sin 91)d_2 -+ (sinfg_o)exp § — E TrpYp o dOy - - dOg_,
[0,27]4-2 x[0,27] t=

conz = (z1,...,24). Como la integral ny||<b exp {—%} dy es una funcion
de = que depende solamente de ||z||, entonces haciendo x = (0,--- , ||z||)
obtenemos
b d—1 2 2
o r |l||* +r
P(R; < b|By=1x) = /0 CIOLE exp {_T} Hy(r, x)dr,

para x € R? donde

™ d—2 s
Hy(r,x) = 2%/ (sin6;)* 2 exp {M cos 91} db, H/ (sin 0;,)*~1de,.
0 jm9 /0

Si x # 0, tenemos
T T Hp(L
/ (Sinel)dQGXp{T|Lx|| cosel}cwl: (v+3) (2)[ (THxH)
0

eyt (7 z) v (5.

donde v = g —1 e I, denota la funcién de Bessel indexada por v definida por

I(z) = i (/2 z>0.

m!l'(v+m+ 1)

m=0
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p . .- . k—1)!!
Ademas, si k es un entero positivo entonces fooo(sm 0)kdo = ck%,

donde ¢, = wsikespary ¢, = 2sik esimpar, donde k!l = k(k—1)(k—3)---1
(Ver Anexos (6)).

Consecuentemente,
b
P(Ry, 4t <bB;, =2W,... B, =2V B, =uz)= / pE(||z||, r)dr,
0

donde

yt;tl exp {—#} I, (%) si x,y >0
P (,y) =
2041 2 .
Mﬁl—wexp{—g—t} S1 xr=0,y >0

y pf(z,0) := limy o pf(z,y) si z > 0. Entonces
b
P(Ry, 4t <b|By,,...,B,) = / pl(Ry,,r)dr, P —c.s.
0

Claramente el proceso (R;);>o es adaptado a la filtracion (F)i>¢ donde
(FB) := 0(B,,0 < s < t), entonces concluimos que (R;) es un proceso de
Markov a tiempo continuo con densidades (pf);~o. Notemos que pZ es vélido
para d = 1 con pf(z,0) := lmy o pf(z,y) = \/%exp{—g} si x > 0 (ver por
ejemplo [13] pag. 446).

Obviamente, para todo ¢t > 0y z € R%, tenemos

sup pP(z,y) = (2mt) "2,
z,ycRd

[ st =1,
Rd

entonces por los lemas 2.2.1, 2.2.3 y 2.2.4 obtemos la existencia del puente
de Wiener (X;) y sus densidades de transicién

X T-s vz lz—yll vl [l
Par(2:y) = (27r(t—s)(T—t)) eXp{_Q(t—s) AT -0 2(T—s)}’
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para todo z,y € R? y todo 0 < s < t < T. En el caso del proceso de
Bessel, podemos probar que (X;) es nuevamente un proceso de Markov y sus
densidades de transicién son:

X ) = ytt (T —s ”+1eXp el AN S S
st (t—s)av \T —t 2t—s) 2T —t) 2T —s5)) "\t—s

para todo 0 < s <t < Ty todo x,y > 0. Ademas,

ot (0,y) y T—s\"" v’ v’
— ex - -
Dst (U, Y 2v(t — s T(v+1) \T —t P 20t—s) 2(T—-t))’

paratodo 0 < s <t < T ytodoy > 0. Mostraremos ahora que las densidades
(pE)=0 satisfacen las condiciones de los lemas 2.2.3 y 2.2.5. Sabemos que

L) = p S+ 06, 2 Lo,
IO .
MO o) T
(ver [8]).
Entonces,

112100y (2) + 272 110 (2)] < L(2) < ea[2" Loy (2) + 2721 o) (2)],

para algunos 0 < ¢; < ¢ y para todo z > 0. Asi,

c1[<%>” 10,1 (%) + (%)—1/2 e(%’h[lm] (%N <1, (%)

D) 1o () + ()l ()
< - 1 - - t/1 oo \ T, D
_02[<t 0\ 7 + ; € (oo \ ]
luego,

_ v+1 2 2
xy)” (fcy> (wy> V2 () (fcy> y YT\
_< 1 _<Z < t )] o < — —

(F) 100 (7)+ (F) s (F) e (-

2041 2 2 d/2—1/2 2 2
P e (Y Lo+ 22 (- Yty e
v+l o ) t1/2vu+1/2 o t )
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asi,
let(xay) Spf($7y) < Cth<m7y) (28)
para todo z,y,t > 0, donde

ft(l"a ?/) = t_d/zyd_le_($2+y2)/(2t)1(0,1)(xy/t)‘l‘t_lm(y/f)(d_l)ﬂe—(w—y)g/(zt)1[1,00} (:L"y/t)

Usando (2.8) obtenemos que sup,q sup,g pE(z,y) < oo para todo t > 0.
Ademas, para todo t > 0 tenemos

sup ppi(x,y) < cot™ P supy? e VD < oo,
O<zy<t y>0

sup  pi(x,y) < eat V2,
zy>0,y>x

sup  py(z,y) =sup sup py(w,y) =sup sup pf(z,ax)
zy>0,y>x a>l zy>t,y=ax a>1 mz\/t/_a

<sup sup cot”V2ldD/2em (e 1)/ (20)
a>1 > /_t/a
= cot V2 sup (/2 (@ 1)/(20) o
a>1

Y para todo y,t > 0 tenemos

00 t/y oo
/ pi(z,y)de < cot™ Py (/ e/ +/ e(xy)Q/(%)da:) < 0.
0 0 t/y

Por (2.8), paratodo z >0y 0 < s <t <T, se tiene

R
sup sup prt(ya 6)

e <T—3)d/2e { x? +T—s}
—_ Y S — XP .
y>0 0<e<(T—s)/x p?—s(xa 6) a \T-t 2(T - S) 212

Usando lim, o271, (2) = 1/(2"T'(v + 1)) y los lemas 2.2.1, 2.2.3 y 2.2.5,
podemos probar la existencia del puente de Bessel (Y;)o<i<r y calcular sus
densidades de transicién. Por el lema 2.2.1 las leyes de los procesos (|| X¢||)o<t<r
y (K)OStST coinciden.

Notemos ademas, que por la ecuacion de Chapman-Kolmogorov

| . 2) = o),
0
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se cumple Vz,z > 0y Vs, t > 0, entonces

00 Sy B 1 a2+ﬁ2 Odﬁ
/0 ye 1, (ay) L, (By)dy = %eXp{ ™ }Iu (a) (2.9)

Va, 5,v > 0.

2.4. Puentes derivados de un proceso Ornstein-
Uhlenbeck multidimensional
Consideremos la siguiente ecuacién diferencial estocastica (EDE) multi-

dimensional

donde Zy = 0, A € R™*? ¥ € R y (W;);>0 es un proceso de Wiener
estandar r-dimensional. Sabemos que existe una solucién de (2.10), a saber

t
7, = / =AW, t>0. (2.11)
0
El proceso (Z;):>0 es un proceso Gauss-Markov a tiempo continuo, llama-

do un proceso general de Ornstein-Uhlenbeck (OU) d-dimensional. De (2.11)
obtenemos

S t
7, = / WA QW + / =AW,
0 s
S t
_ / =5 G-wlay gy | / AT Iy
0 s

s t
= =94 / e~y qw, + / e=WARIW,
0 s

t
= "7+ / AW,

para todo 0 < s < t. Asi, la distribucion condicional de Z; dado Z, = x es
una distribucién normal con media %4z y matriz de varianza

t t—s
/ 6(tfu)AZ}z}/‘e(tfu)A’du _ / e(tfsfv)AZz/e(tfsfv)A’dv.
s 0
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Entonces si X3’ es una matriz definida positiva (necesariamente r > d)
entonces (Z;);>o tiene densidades de transicién (pf);~o dadas por

1 1
Z tA, N\y/—1 tA
T,Y) = expq —=(y — e x)'V, —ex) o, 2.12
) = e e { gl MV - ) 2a2)
Vz,y € R?y ¥t > 0, donde
t
V, = / et=AT Y (=) gy t>0.

0

Ver detalles en [2].

También tenemos que

1 1 -
X {—Q(x—e“‘y)’ ; 1(1‘—6“11)},

pi (,y) = Zoae P

Vz,y € Ry ¥t > 0, donde
Vi = / e ANy e v du, t>0.
0

Si todos los eigenvalores de A tiene parte real negativa entonces V; =
V — e Vet ¢t > 0, donde V es la solucién tnica de AV + VA = —%¥/
dada por V = [ e*A8% e"4 du. Ver por ejemplo [11].

Obviamente, para todo t > 0y z € R? tenemos

1

su Z Z, = )
x,yGFl;d P ( y) \ (27T)d det(Vt)

/ pZ(z,2)dr = det(e*).
R4

Ver detalles en [2].

Entonces por los lemas 2.2.1, 2.2.3 y 2.2.4 obtenemos la existencia del
puente Ornstein-Uhlenbeck (X;) sobre [0,7] con puntos extremos cero y su
densidad de transicién es
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X B det(VT—s)
Poy(z,y) = \/(QW)d det(f/t—sf/T—t)

1 ~ 1 -~ 1 -
X exp {—5@ — e YV (2 — e 94y) — 5?/‘/7’__lty + §$/VT__1595} (2.13)

para todo z,y € Ry todo 0 < s <t < T.
Consideremos la EDE d-dimensional

dZt = (Itht + Uth, t Z O, (214)

donde Zy = 0, a,0 € R, 0 # 0y (W;);>0 es un proceso de Wiener d-
dimensional. Por (2.11), la EDE (2.14) tiene como solucién

t
Zi=o0 / =9 q, t>0, (2.15)
0

y la parte de unicidad para (2.14) se cumple. Sea T' > 0 fijo. Sea (X;)o<t<r
un puente con puntos extremos cero sobre [0,7] derivado de (Z;);>0. Sea
R; :== ||Z], t > 0, la parte radial de (Z;);>0. Sea (Y;)o<t<7 €l puente con
puntos extremos cero sobre [0, 7] derivado de (R;):>o. Mostraremos que las
densidades de transicién de los procesos (|| X¢||)o<i<r ¥ (Y)o<t<r coinciden.
De hecho, ya obtuvimos este resultado para el caso especial cuando a =0y
o=1.

De (2.12) obtuvimos que la densidad de transicién del proceso OU (Z;)¢>0
es:

pZ(m y> _ exp _||y_eatx”2
L (2mo2k(a,t))d/? 202k(a,t)

}, t>0,z,y € R?

donde k(a,t) = 62‘;@_1 para a # 0y k(0,t) = ¢, ver [11].Como en el caso de

Bessel d-dimensional, podemos probar que (R;);>¢ es un proceso de Markov
homogéneo con densidad de transicion

efautyu+1 €2atx2+y2 eatxy .
o2k(a,t)z” exXp 202k(a,t) 1, o2k (a,t) S1 z,y >0

pi(z,y) =

2v+1 2 .
2¥(02k(a,t))v 1T (v+1) exXp {_ 2021(a,t) } S1 z =0, y > 0
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donde v = £ —1y pfi(z,0) := limy o pfi(z,t) = 0sid > 2,2 > 0y pfi(z,0) :=
4 62at1‘2 .
hmylopf(l’,t): ‘/mexp{—m} Sld: 1,1;20

Por (2.13) la densidad de transicién del puente (X;)o<i<r (OU) es

pift(gj7y) _ ( k(a, T — s) >>d/2

2no%k(a,t — s)k(a, T —t

alt—s 2 a(l — 2 a(l—s 2
B e e e
202k(a,t —s)  20%k(a, T —1t) 20%k(a, T —3s) [’

Vo,y € RYy V0 < s <t<T.En el caso del proceso de Bessel d-dimensional,
podemos probar que (||X:||)o<t<r es nuevamente un proceso de Markov y
podemos calcular sus densidades de transicién:

—av(t—s), v v+1
pHX”<$ y) _ e—av(t )y +1 /@(a, T — 3) +
st o2k(a,t — s)zv \ k(a, T —t)

€2a(t_s)$2 _ y2 eQa(T—t)yZ e2a(T—s)xQ ea(t—s)xy
X exp § — - + IL{————).
20%k(a,t —s)  20%k(a, T —t) 20%k(a,T — s) o%k(a,t — s)

VO<s<t<TyVr,y>0,y

1XN ) .y — y w(a, T —s)\""
sy (0,y) = 2 (o2k(a,t — 8))F10(v + 1) (n(a, T- t))

X exp {— v - v }
202k(a,t —s)  202%k(a, T —1t) )’
VO<s<t<TyVy>D0.
Podemos observar que las densidades (pft)s~¢ satisfacen las condiciones
de los lemas 2.2.3 y 2.2.5 y asi obtenemos la existencia del puente (Y;)o<t<r

con su densidad de transicion. Por el lema 2.2.1 las leyes de los procesos
(I XeDo<i<r ¥ (Yo)o<i<r sobre ([0, 00)0ThBWOD ™ coinciden.

2.5. Puentes Markovianos

2.5.1. Férmula para las densidades de transicion

Sea A = {(s,t) € (R xR):s <t} y (£ E) un espacio medible. Consid-
eremos dos familias de kernel en E, P,, y P;, indexadas por A, tal que para
s<r<t,
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Ps,t = Ps,r O Iy, ps,t = pr,t o ps,?”a (216)

(Pst) v (Psy) son llamadas funciones hacia delante y hacia atrds, respecti-
vamente. Sea (f;) una familia de medidas o-finitas en E. Supongamos que
P, i(x,-) es pu-absolutamente continua y psyt(x, -) es ps-absolutamente con-
tinua para todo s < t, z € E y tal que (P,,) y (P,;) estdn en dualidad con
respecto a (p), es decir,

/fPs,tgd,us = /ps,tfgdpdt; s < ta.fag € g+' (217)

Supongamos que pg(z,-) es la densidad de Ps¢(z,-) y pst(y, ) la de 1557t(y, ).

Lema 2.5.1 Para x,y € E fijos, [ ps-(x, 2)pre(y, 2)pr(dz) no depende de r
para s < r <t.

Demostraciéon
Sea v tal que s < r < v < t. Primero probaremos que

/ Pro(w, d2)pu(y, 2) = pre(y, w), fir(dw) — c.s. (2.18)
E

Multipliquemos ambos lados por f(w), (f € £;) e integremos con respecto a
- (dw). El lado derecho da P, 4(y, f) por definicién de p,. El lado izquierdo
puede ser escrito, (si tomamos a ¢ = py(y, ) como

[ Pt = [ Bt

Por definicién ¢dys, es la medida P, (y,-) y por (2.16) el lado derecho de esta
ultima expresion es igual a P, (y, f).

Ahora probaremos el lema. Multipliquemos ambos lados de la ecuacién

2.18 por pg(x,w) e integremos con respecto a pu,(dw). En el lado izquierdo
reemplazamos ps, (z, w)u, (dw) por Ps,(z,dw) y

/Ps,r<xa dw)Pr,v(w7 dz)ﬁvt(ya Z) = /Ps,v(xa dz)ﬁvt(ya ’Z)

- / Do, 2ot (g, 2)pin(d2).
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Del lado derecho tenemos [ pg, (2, w)p,+(y, w)p, (dw) y asi el lema es probado.
|

Dado este lema, podemos tomar sin ambigiiedad

p(s,t,x,y) = /psr(x,z)f)ﬁ(y, 2)pr(dz), s<r<t. (2.19)

~

Si la o-dlgebra £ es separable y todas las medidas Psy(x,-), Ps(z,-) son
acotadas, sabemos que pg(-,-) v Dr(-,-) pueden ser elegidas como & x &-
medibles y por el teorema de Fubini p(s,t,-,-) es automaticamente £ x &E-

medible.

Teorema 2.5.1 La funcion p definida como (2.19) satisface las siguientes
propiedades, las cuales caracterizan su unicidad: para s < r <t

A

Ps,t(xy dy) = p(s7 ta x, y),ut(dy)a Ps,t(x7 dy) = p(S, ta Y, I’)Ms(dy>, (220)

p(s,t,x,y) = /p(s,r,x,z)p(r,t,z,y)ur(dz). (2.21)

Si ademds Py ,(z,-) es medible en (s,z) € (—o0,t) X E y P, (x,-) medible en
(u,x) € (t,+00) X E para todo x,t fijos, la densidad de transicion p(s,t,z,y)
es conjuntamente medible en A X E X F.

Demostracion
Sean p y p’ dos funciones que satisfacen las propiedades 2.20 y 2.21. Para
s <r <ty para x,y fijos tenemos p,-c.s.

p(87 r,z, ) = p,(87 rz, ')7 p<T7 ta K y) = p,(ra t7 ) y)
Usando (2.21) encontramos que p(s,t,x,y) = p'(s,t, x,y).
Asi, la unicidad ha sido establecida, ahora probaremos la primera parte

de (2.20) (la segunda parte es una consecuencia de (2.19) y (2.18)). Para
f € &4, tenemos por (2.19)

/ p(s,t 2. ) f@)(dy) = Pasla, f).

Ver detalles en [15].
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Y asi (2.20) ha sido probada. Notemos que la funcién p definida en (2.19)
no depende de la eleccién de las versiones preliminares de las densidades.
Podemos tomar ahora ps,(z, 2) = p(s, 7, x,2) y pre(y, 2) = p(r,t, 2,y) y (2.21)
se sigue de (2.19).

Ahora probaremos la medibilidad. En (2.19) fijamos a r racional, y elegi-
mos las versiones preliminares tales que p,.(x,2) es medible en (—oo,7) X
E X E'y pr(y, z) medible en (r, +00) x £ x E. De esto se sigue que p(s,t,x,y)
es conjuntamente medible en A, X E x E, donde A, es el conjunto de todos
los (s,t) tales que s < r < t. Tomando una unién sobre r obtenemos la
medibilidad conjunta sobre A. [ |

Sean (P,) y (P,) densidades de transicién en E, que estdn en dualidad
con respecto a la medida o-finita u, y absolutamente continuas con respecto
a ésta. Definimos

Ht = K, Ps,t:Rf—57 ps,t:pt—s s,teR,s <t.

Teorema 2.5.2 Sean (P,) y (P,) densidades de transicion en dualidad con
respecto a p y absolutamente continuas. Entonces existe una unica funcion
p(t,x,y) en (0,00) X E X E, medible en (z,y) para t fijo, tal que

A

Pz, dy) = p(t,z,y)u(dy); Pz, dy) = p(t,y, x)u(dy), (2.22)

p(s+t,2,y) = / po(, 2)pi(z, ) (). (2.23)

Demostracion

Aplicando el teorema 2.5.1 y de (2.19) podemos elegir versiones preliminares
Psr(x,2) v Pre(y, 2) dependiendo solamente de r — s y t — r. Asi es claro que
p(s,t,y, z) depende solamente de t — s. [ |

Ahora bien, consideremos a Z = (Z;)s>0 un proceso de Markov a tiempo
continuo con espacio de estados E. Fijemos T > 0 y sea (X, S) un punto del
espacio-tiempo elegido segin una distribucién conveniente sobre E x [0, T].
Condicionando sobre X = x,5 = s sea Y la concatenaciéon de dos puentes
independientes derivados de Z, el primero un (z, s, x)-puente y el segundo un
(xz,T —s,y)-puente. Entonces la distribucién de Y es absolutamente continua
con respecto a la ley de un (z, T, y)-puente.
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Consideremos ademas al semigrupo de transicién P, de Z,. Asi, Z es un
proceso fuerte de Markov con trayectorias continuas por le derecha. Supong-
amos ademds que E es Lusinian (es decir homeomorfo para un subespacio
Borel de algin espacio métrico compacto), P, mapea funciones Borel a fun-
ciones Borel y las trayectorias de Z son cadlag, es decir, continuas por la
derecha con limite por la izquierda. Esto nos permite tomar a Z como un
proceso coordinado sobre el espacio muestral €2 para todas las trayectorias
cadlag de [0,00) a E. La ley de Z cuando comienza en z es IP,. Escribimos
como (F;)i>o a la filtracién natural de Z y (6;);>0 para el cambio usual de
operadores, es decir, Z; 00, = Z 4.

Denotemos a las densidades de transicion de Z como

Py(z,dy) = pf (z, y)Mdy) (2.24)

donde A es una medida o-finita sobre E. Note que esta condicién prohibe
saltos en los tiempos fijos:

Denotemos a £ a la o-algebra de Borel sobre E y consideremos las sigu-
ientes hipdtesis:

Hipétesis 1 (Dualidad) Existe una medida o-finita A en (E, ) y un pro-

ceso Z con trayectorias cadlag y tiempos de vida infinitos tal que el semigrupo
P, de Z esté en dualidad con P, relativo a A:

[ r@)Pg@) = [ Pf(@g@do) (2.26)
E E
para todo t > 0y f, g funciones positivas £-medibles.

Hipétesis 2 (Densidades de Transicion) Existe una funcién £ ® Bg,ec) ®
E-medible (utilizamos ® para indicar la o-algebra producto), (x,t,y)

pe(z,y) € (0,00) tal que

Pf(x) = / e ) fWAdy), V>0, (2.27)

Bf(x) = / i, D) fAdy), V>0, (2.28)
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para cualquier funcién f acotada £-medible.

Ademas, suponemos que se cumple la identidad de Chapman-Kolmogorov

pras(z,y) = / e (o )Ndz), Vst > 0oy B (229
E

Por la hipétesis de dualidad y por el teorema 2.5.2 se cumple que

A

P(z,dy) = p} (y, z)\(dy). (2.30)

Notemos, por ejemplo, que cualquier proceso de difusion 1-dimensional
regular sin cota absorbente satisface las hipdtesis 1 y 2.

Se utiliza el método de Doob de h-transformaciones para construir las
leyes ]P’gy de los puentes, las cuales para cada x y T serviran como una famil-
ia de leyes condicionales regulares P, para (Z;)o<t<r dado Zr_ = y. En vista
de (2.25), estas ]P’f’y también servirdn como leyes condicionales dado Z = y.
Pero con el acercamiento de la h-transformacion es natural pensar sobre todo
en términos de condicionar el limite izquierdo, (ver detalles en [13]).

Fijemos z,y € E y T > 0 tal que 0 < p%(z,y) < oco. Usando (2.29) el
proceso
Ht = p%—t(Ztay% 0 S t < Ta

es una martingala bajo P,. Asi, la férmula
Q(A) = / H(w)Pu(dw), AcF0<t<T (2.31)
A

define una funcién @) = sz sobre el algebra G = Up<;<rF; tal que la restric-
cion Q| g, es o-aditiva. @) se extiende a la medida Fr_, la o-dlgebra generada
por G. Esta extensién, cuando normalizamos por pZ(z,y) sera la ley ]P’f’y.

Sea Qr el espacio de las trayectorias continuas por la derecha de [0,T)
a E que tienen limites por la izquierda sobre (0,7"). Podemos ver a @) co-
mo una medida finita aditiva sobre 2. El punto es que {2y junto con su
filtracion natural (G;)o<i<r es proyectivamente cerrada y podemos aplicar el
teorema de proyeccion del limite para concluir que @) se extiende a la medida
Q* (o-aditiva) sobre la o-dlgebra Up<i<rGr. Si @Q* es una medida completa
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para el conjunto de trayectorias con limites por la izquierda en 7', entonces
podriamos identificar a Q* con una medida sobre (2, Fr_) y ésta deberia ser
la extension deseada.

Aqui es donde la hipétesis de dualidad (2.26) toma juego. Podemos hacer
la construccién dual, obteniendo una medida Q* sobre ()7 correspondiente a
que Z comience en y y condicionado a tener a x como limite por la izquierda
al tiempo T'. Sea 2} el espacio de mapeos cadlag de (0,T) a E. Podemos ver
a ambas medidas Q* y Q* como medidas sobre Q. Usando (2.26) vemos que
las distribuciones finito dimensionales muestran que Q* es la imagen de Q*
bajo el tiempo reversible el cual manda trayectorias w € {0 a trayectorias
(W((T = t)=))o<ter. Como Q* esté concentrada sobre ambas trayectorias las
cuales tienen limite por la derecha al tiempo 0 y es igual a y, entonces QQ*
concentra su masa sobre ambas trayectorias que tienen limite por la izquierda
al tiempo Ty es igual a y.

Asi, existe una medida Q = Q7 sobre (Q, Fr_) tal que se cumple (2.31).
Definamos

PL, = pf(z,y)] QL 0 < ph(z,y) < o0.

z7y7

Proposicién 2.5.1 Bajo las suposiciones (2.24), de dualidad y de densi-
dades de transicion, si 0 < p#(z,y) < oo entonces existe una tinica medida
de probabilidad ]P):ﬁy sobre (Q, Fr_) tal que

PL (F)p7(x,y) = Po(Fp7_(Z0.y)), (2.32)

para toda funcion positiva F, Fi-medible y para todo 0 < t < T. Bajo Piy
el proceso coordinado (Zy)o<i<r €s un proceso de Markov no homogéneo con
densidades de transicion

Z ZZ, Z Z/
ﬁf@%?zpwwﬁﬁzphx’ m“*’w, O<s<t<T. (2.33)

P7_y(2,y)

Ademds ]P’;,F,y(Zo =z, Zr_ =vy) = 1. Finalmente, si F > 0 es F;-medible y
g > 0 es una funcion Borel sobre E, entonces

P,(Fg(Zr_)) = /E BT (F)g(y)p(z, y)A(dy), (2.34)
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en la cual podemos poner Zr en lugar de Zr_. Asi, (Pf,y)yeE es una version
reqular de la familia de distribuciones de probabilidad condicional P(-|Zr_ =
Y), y € E, de igual forma para Zr.

Demostracién
De la propiedad fuerte de Markov de (Z;)o<t<r bajo IP’;";y se sigue (2.32). Por
el teorema de clases mondtonas para probar (2.34) es suficiente considerar a
F, Fi-medible, donde 0 < t < T'. Para tal F', por la propiedad de Markov al
tiempo ¢, y por (2.32) y (2.25) tenemos que

Po(Fg(Zr-)) = Pu(FPrg(Z))

_ PP / P2 (20, 9)g(y) Mdy)
_ / P, (Fp%_,(Zi,y)g(y)Mdy)

_ / BL(F)pf(x, )9 (y)N (dy)-

[ |
Observacion.
Notemos que si pZ(x,y) < oo entonces el teorema del muestreo opcional
(que nos dice que bajo ciertas condiciones el valor esperado de una martin-
gala en un tiempo de paro es igual a su valor inicial) aplicado a la mar-
tingala H, = p%_,(Z,y) muestra que {(z,t) : p7_,(z,y) = oo} cumple con
P.(p%_,(Z;,y) = oo para algtin t € (0,7)) = 0.

Corolario 2.5.1 :S'upongamos 0 < pZ(x,y) < co. La ley del proceso reverso
{Z(T—t)}o<t<T es IP;I, que es la ley del puente (y, T, x) para el proceso dual

Z.

Corolario 2.5.2 Supongamos 0 < p4(x,y) < oco. Para cada tiempo de paro
L la distribucion condicional regqular IP’;";y para {ZL+U}0§u<TfL dada Fi, sobre

y T-L
(L <T) estd dada por Py .

Este resultado aplicado al proceso dual después del tiempo reversible y
condicionando sobre Z7, implica la descomposicion del proceso de Markov
original Z en tiempos aleatorios 7 que corresponden a tiempos de paro del
Proceso reverso.
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Definicién 2.5.1 Un proceso Hunt es un proceso fuerte de Markov que es
casi continuo por la izquierda con respecto a la minima filtracion completa
admisible.

Corolario 2.5.3 Supongamos que Z es un proceso Hunt. Para cada tiempo
aleatorio ¢, (¢ > t), tal que estd en la o-dlgebra generada por (Zyi,,u >
0), una distribucion condicional regular para (Z;,0 < t < () dado que
(¢, Ze—y Zegu,u > 0) estd dada por Pi,zc,-

Para la demostracién de los corolarios anteriores ver [5] y [6].

2.6. Procesos de Markov con puentes idénti-
cos

Sean X = (X, P,) y Y = (V;,Q,) procesos de difusién regulares en R.
Sea P, | la ley condicional de (X;)o<s<; dado Xy = 2, X; = y. Sea Q. , la
ley anéloga del puente para Y. Recientemente, Benjamin y Lee (véase [10])
probaron el siguiente resultado:

Teorema 2.6.1 Supongamos que X es un movimiento Browniano estandar
y Y es una solucion de la ecuacion diferencial estocdstica

dY; = dB; + p(Y;)dt, (2.35)

donde B es un movimiento Browniano estindar, el parametro de deriva p
estd acotado y es dos veces diferenciable. Si QL , = P, . para toda v € R y
todo t > 0, entonces (i) u(x) =k ¢ (1) p(x) = ktanh(kx + ¢) para algunas
constantes reales k y c.

Asf, dado un pardmetro de deriva p si definimos ¢(x) = exp [; u(y)dy,
entonces se cumple el teorema 2.6.1 si y sélo si

S0 =mole),  VeeR

donde m := k*/2. Luego, el teorema 2.6.1 puede ser expresado como sigue:
Si X es un movimiento Browniano y si Y es un movimiento Browniano con
parametro de deriva p entonces X y Y tienen ley comun del puente si y solo
si, b es la derivada logaritmica de una eigenfuncion estrictamente positiva
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de un generador local infinitesimal de X, en cuyo caso las leyes de X y Y
estan relacionadas por
d@$ —mit ¢<Xt)

B, 1= Gy

Sea E un espacio de Banach de mapeos continuos en [0, 1] sobre R y sea A

la medida de Wiener sobre subconjuntos de Borel de E. Ademas, sea X =
(X;,P,) el movimiento Browniano asociado en F, esto es, la difusiéon E-
valuada con semigrupo de transicién dado por

(2.36)

Pyx, f) = /E F(x + VA)Ady).

Ahora bien, dado z € E, sea Y = (V;,Q,) el movimiento Browniano en F
con parametro de deriva z y semigrupo de transicién

Oula, f) = /Ef(x btz VE)Ady).

Ahora bien, tenemos el siguiente resultado,

Teorema 2.6.2 Sean X y Y procesos fuertes de Markov como se descri-
bieron anteriormente, que satisfacen las hipotesis de dualidad y la de densi-
dades de transicion. Supongamos ademds que existe ty > 0 tal que Q, =P,
para todo x € E. Entonces

(a) P$|ft ~ Qw|ft Y py’ft ~ Qy‘fw para todo T,y € E Y t>0

(b) Eziste una constante | € R, una funcion continua Borel ¢ : E — (0, 00)
y una funcén continua Borel ¢ : E — (0,00) tal que para todo t > 0,

Pola) = o(z),  VeeF, (237
Pda) = dx),  VeeF, (239

1 9(X4)
Q.5 t¢(XO>]P>x|}-t, Vo € E, (2.39)
Oy e @Xp eR (2.40)
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La funcion gbgg es una version Borel de la derivada de Radon-Nikodym

Ay Jd\x.
(c) Q., =P, para todo (x,t,y) € E x (0,00) x E;

Ver demostracién en [5].

2.7. Formula de condicionamiento

Recordemos que un funcional continuo aditivo (CAF') de Z es un proceso
continuo creciente adaptado (A;):>o tal que para todo s,t > 0, P,-c.s. w € Q,

Aprs(w) = A(w) + Ay (Ow). (2.41)

Sin pérdida de generalidad supongamos que (2.41) se cumple para todo
s,t > 0y todo w € Q, tal que t — A;(w) es continua para toda w € €
y Ay es F/,-medible para cada t > 0, donde F;, es la completacién universal
de Fi = 0(Z;,0 < s <t), (véase [14]).

Fijemos un CAF, A = (A;) tal que
P, (A < 00) =1, Vi> 0,z € L. (2.42)

La medida de Revuz v asociada con A esta definida por

i) = | tg<zs>dAs) , (.13

donde g es cualquier funcién Borel positiva sobre E. El hecho de que el lado
derecho de (2.43) no depende de ¢ > 0 es una consecuencia de (2.41) y de la
invarianza de \. El papel de v estd expresado en la siguiente férmula: Si f
es una funcién medible positiva en E X [0, 00), entonces para todo = € E y
t>0

(| (. gia) - | s [t e

Lema 2.7.1 Sea T > 0 fijo, z,y € E tal que 0 < p4(x,y) < oo. Entonces
para 0 <t <T y f >0 Borel,
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([ oun) < o ()
(2.45)

Demostraciéon
Es suficiente probar el lema para el caso 0 < ¢ < T'. Usando (2.32) tenemos

PT, ( / (. s)dAs) P(a,y) = P, ( / (2 8)dAWE (2 y)) . (2.46)

Pero para t fijo, la P,-proyeccién opcional del proceso s +— pZ_(Z;,y),
0 < s <t esel proceso s — P_(Zs,p7 ,(-,y)), 0 < s < ¢, la cual co-
incide con pZ . (Z,,y) por Chapman-Kolmogorov. Aplicando esto a (2.46) y
usando (2.44) obtenemos la ecuacién (2.45). |

Ahora probaremos la féormula de condicionamiento para nuestro CAF
para las leyes P,.. Definamos un proceso predecible.

Definicién 2.7.1 La tinica o-dlgebra generada en €2 x Ry por:

(1) el espacio de procesos elementales,

(ii) el espacio de procesos adaptados continuos por la izquierda en (0, 00),
(iii) el espacio de los procesos adaptados continuos,

es llamada la o-dlgebra predecible denotada por P(F;). Un proceso Z es pre-
decible si el mapeo (w,t) — Z(w) es medible respecto a P.

Proposicién 2.7.1 Si H > 0 es un proceso predecible y f > 0 es una fun-
cion Borel sobre E x [0,00) entonces

P, ( / t Hsf<zs,s>dAs) _P, ( / t IP’;,ZJHs)f(zs,s)dAs) e
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Demostracion
Por el teorema de clases mondétonas necesitamos solamente considerar el pro-
ceso H de la forma Hy = 1(44)(s)C donde 0 < a <b <ty C € F, es positiva
y acotada. Para cada H el lado izquierdo de (2.47) produce

P, (C/abf(Zs,s)dAs) _p, (o( Obaf(Zu,qua)dAu) o@a)

(opza ( Ob‘“ [(Zau+ a)dAu))
(2.48)

=P

8

y el lado derecho de (2.47) produce

P, (C /abIP’j:’ZS(C’)f(ZS,s)dAS) = /abds

= P.(Cy(Za)), (2.49)
donde
o) = [ [ a5 0)
_ p, ( Oba F(Zuvu+ a)dAu> |
De (2.48) v (2.49) obtenemos (2.47). ]
Observacion.

La medida de difusion dA, no contiene el conjunto de discontinuidades de Z,
asi, en (2.47) podemos reemplazar Z por Z,_. Observemos que la proposicién
2.7.1 es vélida si Z es un proceso Hunt y A es un funcional aditivo predeci-
ble (posiblemente discontinuo), asi Zs es reemplazado por Z,_ en (2.43) y
(2.47). De hecho se puede hacer este cambio en (2.44) para A predecible,
pues la continuidad de A no se utiliza explicitamente en la demostracién
de la proposiciéon 2.7.1. Si ademas, la medida de referencia A\ es invariante,
entonces se tiene que Z deberd tener un proceso dual Z (que es fuerte de
Markov) tal que (2.26) se cumple. La forma del puente de (2.47) se sigue de
la proposicién 2.7.1 de la misma manera que el lema 2.7.1 sigui6 de (2.44).
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Proposicién 2.7.2 Si H > 0 es un proceso predecible, f > 0 es una funcion
Borel sobre E x [0,00) y 0 < pZ(z,y) < oo, entonces para 0 <t < T,

t t
Py ( / Hsf(Zs»S)dAs> =P, ( / PZ,ZS(Hs)f(ZS,s)dAS). (2.50)
0 0
Véase [6].

Existen versiones més generales de las proposiciones 2.7.1 y 2.7.2, en
las cuales fg f(Zs,s)dAs se reemplaza por un funcional arbitrario aditivo
predecible del proceso espacio-tiempo y también es vélido si Z es un proceso
Hunt.

2.8. Puentes que se empalman (Splicing bridges)

Fijemos z,y € E'y T > 0 tal que 0 < pZ(x,y) < oo. También fijemos una
distribucién de probabilidad sobre £ (0,T") de la forma p(z, t)v(dz)dt, donde
p(z,t) = 0 siempre que py(x, z)pr_i(z,y) = 0 y donde v es la medida Revuz
deun CAF, A = (A;). Consideremos el espacio de probabilidad (2*, F*, P*):

Q" =FEx(0,T) xQxQ,

Fr=E®@Bor @ Fr-® Fr_,
P*(dz, dt, dw,dw') = p(z,t)v(dz)diP! (dw)P. ' (dw').

(Una trayectoria elegida de P, _ es continua méds alla del tiempo ¢ con valor
constante z; identificamos a P, , con una ley sobre Fr_ concentrada sobre
(w:w(s) =w(t—),t <s<T)).Escribimos w* = (z,t,w,w’) el punto genérico
de Q* y (w/t/w') la trayectoria obtenida de empalmar w y w’ al tiempo ¢.

Esto es,

w(s) si 0<s<t,

(w/t/w')(s) =
W(t—s) si s >t.
Notemos que w = (w/t/0,w). Definamos
X@) =z  Sw)=t

Yi(w") = Ze(w/t/o),  0<s<T,
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Af(w*) = As(w/t/w"), 0<s<T.

Asi,
P*(X € dz, S € dt) = p(z,t)v(dx)dt,

y la distribucién condicional de Y dado (X = z,5 =1t) es la ley P!, o PT "
sobre (€2, Fr_) definida por

oPT // (dw)PT H(dw') H (w/t]w). (2.51)

Esto es, bajo Px,zoIP’ZT’yt las trayectorias fragmentadas (Y5)o<s<t ¥ (Yiis)o<s<r—t
son independientes, con leyes IP”;’Z y IP’Z; respectivamente. El siguiente refi-
namiento de la proposicion 2.7.2 es clave para el resultado principal.

Lema 2.8.1 Sea A un CAF de Z asociado a v como en la seccion anterior,
y escribimos

K = / ' F(Z, t)dA, (2.52)

donde f es una funcion Borel positiva en E x (0,T). St H > 0 es Fr_-
medible, entonces

JHE) / dt / ( xp’;)(l; T’yt;z y)) (2, )P, o PT(H).
(2.53)

Observaciéon
Sea &r una medida aleatoria en E x (0,7) que es la imagen de dA; (una
medida en (0,T)) del mapeo t — (Zp, 1), este lema nos dice que bajo PL las
probabilidades P, , o Pi;t sirven como una familia de distribuciones Palm de

&

Demostracion
Consideremos el proceso

Ji(z,w) = /gzngt(dw')H(w/t/w'), 0<t<T.

Es facil ver que ((w,t),2) — Ji(z,w) es Pr ® E-medible, donde Pr es la o-
algebra predecible restringida a 2 x [0,T") y & es la o-dlgebra de Borel en E.



56 CAPITULO 2. PUENTES

Ademés, J;(X;(w),w) es una versién de PL -proyeccién opcional del proceso
t — H. (Esto es facil de ver si H tiene la forma IIj fy(Z;,)) Asi,

PL,(HK) = P, (/T Hf(Zt,t)dAt>
0

= PI, (/T Ji (X, .)f(Zt,t)dAt> ;
0

y si aplicamos la proposicién 2.7.2 en el tltimo término de (2.54) entonces se
sigue (2.53). [

(2.54)

Apliquemos el lema 2.8.1 con una funcién especifica f en la definicién
(2.52) de K para enunciar la siguiente proposicién. Tomemos

Proposicién 2.8.1 Sean X, S yY definidos en (Q*, F*,IP*) descritos como
en el principio de la seccion. St H > 0 es Fr_-medible, entonces

P(H(Y)) =P (HK), (2.56)

donde K = fo f(Z,t)dAs y f esta dada por (2.55). Ademds, la distribucion
condicional de (X, S) dado Y estd determinada por
Jy 9(Yet) f(Ye t)dA;

P(X.5) = B

(2.57)

y PH(0 < [ f(Vi,1)dA; < 00) = 1.

Demostracién
Sea H > 0 una funciéon F7p_-medible sobre 2 y sea ¢ > 0 una funciéon Borel
sobre £ x (0,7). Entonces por el lema 2.8.1,

P (H(Y)g(X,5)) = / di / y(d2)p(z B o BT (H)g(2, )

= [ [ vtan) (DAY g1, e BT gt

pT(xay)

(2.58)
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donde K = fo (Zi, 1) f(Zy, t)dA;. La primera parte de la proposicion se
sigue tomando g = 1 en (2.58). Luego, AZ = A; oY es medible sobre P*
(completacién de J(Y)) pues A; es medible sobre la completacién universal
de F,. Sea K* = fo (Y;, t)dA;, asi, K* = KoY. Por (2.58),

* * T . o o
P*(K* = 0) = PL (K; K = 0) =0,

y
PY(K*> X)) =Pl (K;K >\ —0, \— o0,
entonces P, (K) = fOT dt [Lv(dz)p(z,t) = 1, asi, P*(0 < K* < o0) =1
Ahora (2.57) se sigue de (2.58). [ |
Observacion.

De la proposicién 2.8.1 se sigue que si Q* = (K*)™'P* entonces Q*(Y € -) =
T : * _ To*
P, ,, mientras que Q*((X,S) € -|Y) = P*((X, S) € -|Y).
Ejemplo.

Supongamos que x € E es un punto regular de Z. Esto es, P,(inf(t > 0 :
Z; = z) = 0) = 1. Entonces Z admlte un tiempo local en z, es decir, un
CAF Ly = L de Z tal que L; = fo s)dLs para todo t > 0. La medida
de Revuz de L es proporcional al punto con masa en z. Normalizamos a L
con v = v, = ¢,. Asi, escribimos p(s) = p?(z, 2),

t
P.(Ly) = / p(s)ds, t >0,
0

- [ (M=) e

Sea p una densidad sobre (0, 7") y definamos f(z,t) = f(t) = p(t)p(T)/(p(t)p(T—
t)). La proposicién 2.8.1 nos dice que si empalmamos dos puentes (comenzan-
do y terminando en z) en un tiempo independiente S con ley p(t)dt entonces
la ley del proceso resultante Y es absolutamente continua con respecto a IP’ZZ

con derivada de Radon-Nicodym fOT f(t)dL; (ver [7] pag. 91). En particu-
lar, i elegimos p(t) = (p(O)p(T — 1))/ (p(T)e(T)), donde (T) = P (Ly),
f=1/c(T), el factor de densidad es Ly /c(T).
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Existe una version multivariada de estos resultados, reemplazando (X, 5)
por (X1,S51),...,(Xn,Sn), donde S; < Sy < --- < S,,. Haciendo una elec-
cién de la densidad conjunta de (Xi,S1),..., (X, S,) podemos obtener un
proceso empalmado cuya densidad relativa del puente Z es un multiplo de

(Az)"/nl.

2.9. Interpretacion general probabilistica de
las medidas Palm

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad, (E, B(E)) un espacio medible
y £ una medida aleatoria en E basada en (Q, F, P), esto es, {(w, A) es una
funciéon F-medible para w € €, (A € B(9) fijo) y una medida en (S, B(S))
como una funcién de A (w €  fijo). La medida de intensidad de & es:

AA) = / fw, A)P(dw),  Ac B(E), (2.59)

la cual suponemos que es o-finita. Supongamos que la bimedida
P(£(A);B),  A€B(E),BeF,

admite una desintegracion

PE):B) = [ Ado)P(B) (2.60)
A

donde (z, B) — P*(B) es un kernel de Markov de (F,B(E)) a (22, F), (para

que una desintegracién como en (2.60) exista, es suficiente que {2 sea un es-

pacio Polish y que F sea la correspondiente o-dlgebra de Borel).

La coleccién {P* : x € S} es de la familia de las distribuciones Palm aso-
ciada con la medida aleatoria £. Cuando & es una medida aleatoria de conteo
correspondiente a un proceso puntual con puntos no miltiples, P* puede ser
interpretada intuitivamente como P condicional a que £ pone un punto en x.
En el caso cuando ¢ es una medida mas general, en particular de difusién, el
significado intuitivo de la medida Palm es menos claro. Aun asi, la siguiente
proposicién ofrece una interpretacion probabilistica general de las medidas
Palm en términos de expander el espacio de probabilidad.
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Proposicién 2.9.1 Supongamos que tenemos definido en un espacio de prob-
abilidad (Q0*, F*, P*), una variable aletoria X, E-valuda, y una variable ale-
toria W, Q-valuada. St

P* (X edzx) = f(x)\(dx) (2.61)
para alguna densidad f en E, relativa a la medida de intensidad X y
P (W € dw|X = z) = g(w|z)P*(dw), (2.62)

para alguna medida conjunta g(w|x), entonces,

P*(W € dw) = h(w)P(dw), (2.63)
P (X € dz|W = w) = j(z|w)é(w, dx), (2.64)
donde
) = [ f@lalelo)s(o o), (2.65)
j(zlw) = f(z)g(w|z)/H(w), (2.66)

Inversamente, si la ley conjunta de W y X tal que (2.63) y (2.64) se cumplen
para alguna densidad de probabilidad h relativa a P y una medida conjunta
j(x|w), entonces (2.61) y (2.62) se cumplen con

fz) = / h(w)j(zlw) P* (dw), (2.67)

g(wlz) = h(w)j(z|w)/ f(z). (2.68)

La prueba justamente usa la definicién de las distribuciones Palm: P(dw){(w, dz) =
Adz)P*(dw) y un célculo estandar de Bayes.

En conclusion, en los recientes anos existen argumentos que incluyen me-
didas aleatorias y sus medidas Palm asociadas que han jugado un importante
papel en la teoria de procesos de Markov. Las leyes de los puentes pueden ser
interpretadas como distribuciones Palm, asi pueden ser leyes de excursiones.



60

CAPITULO 2. PUENTES



Capitulo 3
Simulacion

En este capitulo presentaremos un algoritmo, para simulacion exacta de
un tipo de difusiones. Ademads, propondremos un método general y simple
para la simulacién de puentes de difusién.

3.1. Introducciéon

Los modelos de difusion se aplican en dreas como finanzas, biologia, fisica
e ingenieria. La evolucion de algunos fenémenos se describen mediante un
proceso estocastico X = {X;;0 <t < T}, determinado como la solucién de
una ecuacién diferencial estocéstica (EDE) del tipo:

dXt = b(Xt)dt —+ O'(Xt)dBt7 X() = €& R,t - [O,T], (31)

conducido por el movimiento Browniano {B;;0 <t < T'}. El parametro de
deriva by el coeficiente o satisfacen las condiciones de regularidad (localmente
Lipschitz con crecimiento acotado) que garantizan la existencia de una unica
solucién de (3.1). Nos restringiremos al caso de la EDE del tipo

dXt = Oé(Xt>dt + dBt, X() =T € R,t € [O, T], (32)

para algin parametro de deriva «a, (3.1) puede ser transformada en una
EDE bajo condiciones adicionales sobre o, aplicando la transformacién X; —
n(X;), donde

n(z) = /m ﬁdu (3.3)

61
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con z algun elemento de espacio de estados de X.

La simulacién e inferencia de EDE’s de la forma (3.1) generalmente re-
quieren algunos tipos de aproximacion discreta, una de estas aproximaciones
es la Euler:

Xion = Xi + a(X)A + N(0,A).

El algoritmo exacto utiliza el muestreo por rechazo usando trayectorias Brow-
nianas y regresa esqueletos de la EDE (3.2), obtenida para algunos tiempos
aleatorios. Los esqueletos pueden ser independientes de X por la interpo-
lacion de puentes Brownianos.

3.2. Muestreo por rechazo retrospectivo para
difusiones

Sea C' = C([0,T],R) el conjunto de mapeos continuos de [0,7] a R y w un
elemento de C. Consideremos el mapeo coordinado B, : C'+— R, t € [0,T7, tal
que para cualquier t, By(w) = w(t) y la o-dlgebraC = o({B;;0 <t < T}). De-
notaremos a W?* = {W};0 < ¢ < T} al movimiento Browniano que comienza
en r € R.

Sea Q la medida de probabilidad inducida por la solucién X de (3.2) en
(C,C), es decir, la medida en la cual el proceso coordinado B = {B;;0 < t < T}
esta distribuido de acuerdo a X, y W corresponde a la medida de probabili-
dad para W?. Por la transformacién de Girsanov en medidas tenemos que

%(w) = exp {/OTa(Bt)dBt - %/OT aQ(Bt)dt} .

Bajo la condicion de que « es diferenciable en todas partes, por el lema de
Ito deducimos que

%(w) = exp {A(Bt) — A(z) — %/0 (*(By) + a’(Bt))dt} ,

donde A(u) := [} a(y)dy, u € R.

Para eliminar el hecho de que A es no acotado y para simplificar la deriva-
da de Radon-Nicodym en dos medidas de probabilidad usaremos trayectorias
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candidatas de un proceso idéntico a W* excepto por la distribucién de sus
puntos extremos, llamamos a tal proceso un movimiento Browniano sesgado.

Sea W < (W*|WE ~ h) un movimiento Browniano sesgado, con h una
densidad proporcional a exp {A(u) — (u — x)?/2T}, u € R, es necesario que
esta funcion sea integrable. Sea Z la medida de probabilidad inducida por
este proceso en (C,C). Las medidas Z y W son equivalentes y su derivada de
Radon-Nicodym puede derivarse de la siguiente proposicion:

Proposicién 3.2.1 Sean M = {M;0 <t <T} y N ={N;0<t<T} dos
procesos estocdasticos en (C,C), con las correspondientes medidas de proba-
bilidad Ml y N. Supongamos que fy y fn son las densidades de los puntos
extremos My y Nt respectivamente, con soporte idéntico R. St se cumple que

(M|Mr = p) 4 (N|Np = p), para todo p € R, entonces:

dM fu

@ =)

Demostraciéon
Recordemos que By, t € [0,T], es el mapeo coordinado en (C, C) esto es,

Bi(w) = w(t) para cualquier w € C. La propiedad (M |Mp = p) < (N|Np =
p), para todo p € R, puede ser expresada en forma rigurosa de la forma:

M[Alo(Br)] = N[A|o(Br)], N-—cs.,
para cualquier A € C. Es suficiente probar que:

Ju
I

donde el indice de la esperanza muestra la medida de probabilidad que se
estd utilizando. Algunos calculos nos dan:

fu
I

M[A] = Ex[L4 - ——(Br)], Aed,

En[la - =—(Br)] = En[En[la -

fur
I

2B o(B0)

= En[7—(Br) - N[A|o(Br)]]

En[N[Alo(Br)]]
= Eu[M[Alo(Br)]]
[A].

|
=



64 CAPITULO 3. SIMULACION

[ |

Asi, dW/dZ(w) = N,rh(Br) x exp{—A(Br)}, donde N7 = N(z,T)

representa la densidad de la distribuciéon normal con media = y varianza 7',
y:

)~ 12 0y mesp - [ (St + o) e}

Supongamos ahora que (a? + o’)/2 estd acotada superiormente. Entonces
podemos obtener una funcién ¢ no negativa tal que:

d@( ) exp{ / o(By) dt} <1, Z — c.s. (3.4)
dZ
Analiticamente ¢ se define como:
2 /
¢wy:3ﬁﬁ§3ﬁﬁ—k, wER, (3.5)

para un ntmero fijo k < inf,cr(a? + o) (u)/2.

Resumiento, las condiciones que nos permiten la derivada (3.4) son:
1. La funcién parametro de deriva « es diferenciable.

2. La funcién exp {A(u) — (u — 2)?/2T}, v € R para A(u) = ;' a(y)dy
es integrable.

3. La funcién (a? + o')(u)/2 estd acotada superiormente.

En un contexto de simulacion, es posible dibujar las trayectorias contin-
uas w ~ Z en [0, T] y calcular analiticamente la integral incluida en (3.4), asi,
el muestreo por rechazo sobre las medidas de probabilidad Q y Z deberia ser
directo. El algoritmo exacto evita estas dificultades para realizar el muestreo
exacto por rechazo usando solamente la informacién finita sobre las trayec-
torias propuestas de Z.

La verdad o la falsedad de este hecho puede ser determinada después de
revelar w solamente en una coleccién finita de casos del tiempo. El esque-
ma del muestreo por rechazo se realiza de una manera retrospectiva puesto
que la realizacién de la variable aleatoria propuesta (la trayectoria w ~ 7Z)
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en algunos casos sigue el de las variables aleatorias que se deciden para la
aceptacion.

Presentamos un teorema que demuestra el método.

Teorema 3.2.1 Sea w cualquier elemento de C([0,T],R) y M(w) una cota
superior para el mapeo t — ¢(w;), t € [0,T]. Si ® es un proceso Poisson
homogéneo con intensidad 1 en [0,T] x [0, M(w)] y N =nimero de puntos de
® por arriba de la grifica {(t,¢(By));t € [0,T)}, entonces:

fwvzopp:wp{—[f¢@mﬂ}.

Demostracién
Condicionando sobre w, N sigue una distribucién Poisson con media [; ¢(B;)dt.

El teorema 3.2.1 nos dice que es posible generar trayectorias w ~ Z de un
movimiento Browniano sesgado W, luego podemos aplicar el muestreo por
rechazo sobre Q,7Z sin tener la evaluacién incluida en (3.4); solamente ten-
driamos que generar una realizacion del proceso Poisson ® y verificar si todos
los puntos de ® caen por encima de ¢-grafica para asi decidir si aceptamos
w (o en otro caso rechazar).

La dificultad técnica radica en localizar un rectangulo para la realizacién
del proceso de Poisson, o equivalente a un limite superior para el mapeo t —
&(wy), que impone algunas restricciones ante la aplicabilidad del algoritmo.

3.2.1. El caso cuando ¢ estia acotada

Sea M una cota superior de ¢, este es el caso més simple. Basado en
el teorema 3.2.1 y en (3.4), podemos generar un esquema de muestreo por
rechazo justamente tomando retrospectividad, es decir, primero realizamos
el proceso Poisson y entonces construimos la trayectoria w ~ Z solamente en
el tiempo requerido para determinar N.

ALGORITMO EXACTO (EA1)
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1. Produce una realizacién {xi,zs,...,2,} de un proceso Poisson ® en
[0,7] x [0, M], donde z; = (x;1,2;2), 1 <i <T.

2. Simula un esqueleto de w ~ Z en los tiempos {x11,221,...,21}
3. Evalia N.

4. SiN=0irab, sinoir a 1.

5. Haga salir el esqueleto actualmente construido S(w) de w.

Este algoritmo regresa un esqueleto exacto de X y muestra la corrida en un
tiempo finito. Cuando un esqueleto S(w) es aceptado como una realizacién
de Q, podemos continuar construyéndolo de acuerdo a Z, es decir, usando
puentes Brownianos entre los casos actualmente revelados sucesivos de w.
De esta forma la correspondiente trayectoria de Q puede ser realizada en
cualquier tiempo requerido.

Sabemos que es posible construir una trayectoria browniana (o una trayec-
toria sesgada browniana como W) en un intervalo de tiempo acotado después
de simular primero su minimo (o0 maximo) y entonces el resto de la trayec-
toria usar procesos de Bessel.

Utilizaremos la descomposicion de las trayectorias brownianas para pre-
sentar una extensién del EA1 cuando lim sup,,_, . ¢(u) < oo 6 limsup,_,_ . ¢(u) <
oo. Sin pérdida de generalidad, consideraremos el caso cuando lim sup,, . ¢(u) <
oo, entonces es posible identificar una cota superior M (w) para el mapeo
t— ¢(wy), t € [0,T] después de descomponer la trayectoria w en su minimo,
digamos b, y considerando:

M(w) = M(b) = sup {¢p(u);u > b} < 0. (3.6)

Por simetria, la misma teorfa se da para el caso limsup,_, . ¢(u) < oco.

3.3. Descomposicién de una trayectoria brow-
niana

Sea W = {W;;0 <t < T} un movimiento Browniano que comienza en 0,
my =Inf {W;0 <t <T}yb0r=sup{t €0, T]: W; =mr}. Entonces, para
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cualquier a € R,

b(b — ) v _b-ap
Plmz € db,0r € dt|Wr = a] o —mme=mexp { =5 — 5y ( bt
[mr € db,0r € dt|Wr = a] o BT 1) exp{ 2t 2(T —t) ’
(3.7)

con b <min{a,0} yt € [0,7T]. La siguiente proposiéon describe un algoritmo
para dibujar a (3.7). Denotemos por Unif(0,1) a la distribucién uniforme
en (0,1) y por IGau(pu, ), u > 0, A > 0, a la distribucién inversa Gaussiana
con densidad:

A Mu — p1)?
IGau(p, A\, u) =4/ 53 exp{—%}, u > 0.

Proposicién 3.3.1 Sea E(1) una variable aleatoria distribuida exponencial-

mente con media 1y sea Z; = (a — /2T E(1) +a?)/2. Si Z; = b es una
realizacion de Zy, sean c; = (a — b)*/2T y co = b*/2T. Sea U ~ Unif(0,1),

I ~ IGau(y/c1/ca,2¢1) e Iy ~ 1/IGau(r\/ca/c1,2¢2). Definamos
V = ]I[U < (1 -+ 01/02)71][1 + ]I[U > (1 —+ 1/ 01/62)71][2.

Entonces el par (Zy,Z5) para Zs = T/(1 4+ V) se distribuye de acuerdo a

(3.7).

Demostracién
De [11] (pag. 95) obtenemos:

2 —2)2
Pimyp € db|Wr = a] = T(a—2b) exp {—% + ;—T} db, b < min{a,0}.

Podemos facilmente derivar la representacion:

[mr|Wr =a] £ (a — /2TE(L) + a?)/2 = Z;.

Por (3.7) se tiene que:

Plor € dtlmp = b, Wr = a] x = e v _la—by dt 0<t<T
= = —_— X —_— .
! rener BT P T sts

SiV:= (T —0r)/0r y [ denota la densidad de V' condicional a Wy = a,
mp = b entonces:
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C C
fly) ocy™/2 eXp(—g1 —oy) +y 2 eXP(—j — &y), y>0, (3.8)

para ¢; = (a—b)?/2T, c; = b*/2T . Esta densidad puede ser identificada como
la mezcla de una IGau(y/c1/ca,2¢1) y una 1/1Gau(y/ca/c1,2¢y). La razén

de la integral del sumando izquierdo de (3.8) para la integral de f es:

1
P=——"F—
L+./a
asi, con probabilidad p la dibujamos I, ~ IGau(y/c1/ce,2¢1) y con proba-
bilidad (1 — p), Iy ~ 1/IGau(\/ca/c1,2¢2). Si usamos U ~ Unif(0,1) para
decidir sobre la eleccién entre las densidades de la mezcla podemos obtener

que para Z, definida en esta proposicién, [Zs|Z; = b] 4 [Or|mr = b, Wr = al.
|

Recordemos que de la definicién de 1474 para construir una trayectoria
w ~ 7 es necesario dibujar primero los puntos extremos. Asi, de hecho ten-
emos que descomponer un puente Browniano en su minimo que justifica el
condicionamiento de Wy en (3.7). La proposicién 3.3.1 nos da precisamente
el método para dibujar el minimo y el tiempo cuando éste se realiza para
una trayectoria w ~ Z dados los puntos extremos; el siguiente teorema da la
forma de completar el resto de w.

Denotemos por R(§) = {R(d); 0 < ¢ < 1} un puente de Bessel 3-dimensional
de longitud uno de 0 a § > 0y W¢ = (W|mp = b,0p0 = t,Wr = a) el
movimiento Browniano de longitud 7' que comienza en 0 y condicionado a
obtener su minimo en b en el tiempo ¢ y concluir en a.

Teorema 3.3.1 Los procesos {W&0<s<t}, {W&t<s<T} son inde-
pendientes, con

(W50 <s <t} LVE{Ru_ou(61);0<s <t} +b,

(Wet < s <TY L VT —t{Rpyjr—1y(82);t <s <T} +1,
donde 6, = —b/\/t y 6y = (a — b)//T —t.
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Demostracion

Esta es la proposicién 2 de [1] con la diferencia que reescalamos el proceso
de Bessel para obtener puentes de longitud uno y la trayectoria browniana a
incorporar para el caso que la descomposicion de una trayectoria de longitud
arbitraria T, esta solicitada. |

Sabemos que si WP, W2 W2 son tres puentes Brownianos independientes
(puentes de longitud 1 que comienzan y terminan en 0) entonces podemos
construir un puente de Bessel R(¢) tal que:

Ri(8) = (0t + WE)2 + (WE )2+ (WE)2, te0,1]

Un puente Browniano estdndar W? puede ser expresado en términos de un
movimiento Browniano W (no condicional) que comienza en 0 por medio de
la transformacién W) = W, — tW;.

3.3.1. Extension del algoritmo exacto

El teorema 3.3.1 nos da la posibiliidad de construir una subrutina, dig-
amos Descompdngase (T, By, Br,t,b, s) y regresa la localizacion en los tiem-
pos s = {s1,...,8,} de la trayectoria browniana en [0,7] que comienza
en (3, condicionado a obtener su minimo en b en el tiempo t y termi-
nar en [r. Ademas de la proposicion 3.3.1, podemos extender el EA1 para
la simulacién exacta de (3.2) cuando el funcional ¢ > 0 considerado en
(3.4) no necesariamente es acotado superiormente, pero satisface la condicién
lim sup,,_,, ¢(u) < co. El proceso Poisson ® definido en el teorema 3.2.1 en
este caso es un proceso puntual sobre rectangulos cuya altura depende de la
actual trayectoria propuesta w.

ALGORITMO EXACTO 2 (EA2)

1. Inicializar una trayectoria w ~ Z en [0, 7] dibujando wy ~ h.

2. Simular su minimo m y el momento cuando éste es alcanzado 6.
3. Encuentra la cota superior M(m) para t — ¢(wy), t € [0,T].

4. Produce una realizacién {xy,z,...,2,} de ® en [0,7T] x [0, M (m)].
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5. Llamar a Descompongase() para construir w en g, a1, ..., Tr1.
6. Evaluar N.
7.SIN=0ira&sinoir a 1.

8. Haga salir el esqueleto actualmente construido S(w) de w.

Notemos que, en comparacion con el esqueleto obtenido por el algoritmo
EA1, este esqueleto S(w) es mas informativo acerca de la trayectoria continua
w donde incluye su minimo y el momento cuando éste es alcanzado. Como
en el algoritmo EA1, podemos continuar rellenando el esqueleto aceptado
S(w) en cualquier otro tiempo bajo la dindmica de dos puentes de Bessel
independientes.

3.4. La eficiencia del Algoritmo Exacto

Podemos explotar la propiedad de Markov del proceso de difusién X
(3.2) y fusionar esqueletos de alguna longitud apropiada digamos T' (o de
varias longitudes) para construir un esqueleto completo en un intervalo may-
or. Denotemos a T" como la longitud del intervalo de tiempo sobre el cual
el Algoritmo Exacto es aplicado (y el cual es tipicamente mas pequefio de
longitud, digamos [, de la trayectoria de interés).

Supongamos que aplicamos el Algoritmo Exacto a X en el intervalo de
tiempo [0, 7] para algin punto inicial z € R. Denotemos a € como la prob-
abilidad de aceptar una trayectoria propuesta y D el niimero de puntos del
proceso Poisson necesitados para decidir si aceptamos la trayectoria prop-
uesta. Sea N(T') el nimero total de puntos del proceso Poisson necesitados
hasta la primera trayectoria aceptada.

Proposicion 3.4.1 Considere el EA1 con ¢ < M. Entonces,

e > exp(—MT), E[D|=M xT.
Para el EA2 con M = M(w) definido como en (3.6):
e> exp{—EM(m)|T},  E[D] = E[M(i) x T,

donde m es el minimo de una trayectoria propuesta w ~ Z. En ambos casos:

E[N(T)] < E[D]/e.
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Demostracion
Cuando ¢ < M, es claro que de (3.4), € > exp(—M - T'). El teorema 3.2.1 nos
da que E[D| =M xT.

Cuando limsup,_,. ¢(u) < ooy M(b) = sup{¢p(u);u > b}, b € R en-
tonces podemos acotar € usando la desigualdad de Jensen:

— Efoxp {— / ¢<wt>dt}} > Blexp {—M(m) - T} > exp {~E[M(i)] - T} .

También, F[D]| = E[E[D|m|] = E[M(m)] x T. Para ambos casos, para es-
timar N(7'), supongamos que {wy,ws, ...} es una sucesién de trayectorias
propuestas, D;, es el numero de puntos del proceso Poisson necesitados para
decidir acerca del rechazo o aceptacién de la i-ésima trayectoria propues-
ta parat > 1e [ = inf{i > 1:w; es aceptado }. Supongamos que E[D|A],
E[D|A¢] son el nimero esperado de puntos del proceso Poisson condicionados

a aceptar o rechazar la trayectoria propuesta, respectivamente. Entonces, si
E[D] < oc:

E[N(T)] = E[D\+ Ds+ -+ D]
— E[E[D, + Dy + -+ Dy
E[(I —1)- E[D|A°] + E[D|A]]
_ (1_) [D|A] + E[D|A]
E

€
D

€

Si E[D] = oo entonces E[N(T')] = oo. [
Ver més detalles de la demostracién en [3].

Es natural preguntarse cémo implementar (respecto al orden) el algoritmo
para simular difusiones en el intervalo de tiempo [0, K'T], para algin entero
positivo K. La proposicion 3.4.1 sugiere que la implementacién del algoritmo
de muestreo por rechazo en un intervalo entero incurrira en costos com-
putacionales denotados por O(K MTefMT) el cual serd enorme incluso para
valores moderados de K. De otra forma el problema de simulacién puede ser
analizado en K simulaciones realizadas secuencialmente, cada una realizada
en el intervalo de longitud 7', e incurriendo en un costo de O(MTeMT), para
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asi tener un costo global de O(KMTefMT) es decir, lineal en la longitud
del intervalo de tiempo requerido.

Proposicién 3.4.2 Supongamos que el pardmetro de deriva a estd acotada
superiormente y que existe k > 0 y by tal que M (b) < exp(—kb) para b < by.
Entonces, para cualquier valor inicial x y cualquier longitud T' del intervalo de
tiempo bajo consideracion E[M(m)] < co. Asi, para EA2, el nimero esperado
de puntos Poisson propuestos necesitados para aceptar la trayectoria aleatoria
es finito.

Demostracion

E.[M(m)] es decreciente en x; el minimo de la Z-trayectoria es estocastica-
mente creciente en x y M(b) = sup {¢(u);u > b} es decreciente. Para sim-
plificar la prueba elegimos x < by, para esta z, M(m) < exp(—km) para
cualquier 7 en el dominio (—oo, ). Consideremos un real § tal que a(u) > 6,
u € R.

MB sesgado W eStZOC. MB con pardametro de deriva 6, (3.9)
donde ambos procesos estan en [0,7] y para el mismo punto inical z. De-
spués de representar el MB con parametro de deriva 6 como un MB sesgado
con punto final distribuido de acuerdo a f(u) o< exp {du — (u — z)?/2T'}.
Recordemos que el punto final de W se distribuye de acuerdo a h(u) o
exp {A(u) — (u — z)?/2T}. También,

fiog (1) } () = a(u) — 5> 0,

entonces h/f es creciente. Esto indica que la distribucién con densidad h es
estocdsticamente mas grande que la distribucién con densidad f (por (3.9)).

Denotemos por mgs al minimo del MB con pardmetro de deriva §. De (3.9)
tenemos

E[M(m)] < E[M(ms)] < Elexp(—k - ms)]. (3.10)

Usando el teorema de Girsanov podemos derivar la densidad de my:
b—x+ 5T>

VT ’

donde N, ,2(b) es la densidad de una distribucién normal con media p y var-
janza o evaluada en by ®(u) = [ Nj1(y)dy, u € R. Es fécil ver que esta

Plms € db]/db = 2N, s77(b)+25-exp {26(b — ) }- P ( be (—o0,x),
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densidad tiene esperanzas exponenciales finitas, es decir, Elexp(—k - ms)] <
00. |

Notemos que hemos establecido un resultado tedrico acerca de la finitud
de E[M (m)], podemos proceder por medio de la estimacién de Monte Carlo
para encontrar su valor actual.

3.5. Aplicacién: Modelo logistico de crecimien-
to

El EA2 puede ser aplicado al modelo logistico de crecimiento:
AV, = rVy(1 = V;/K)dt + V,d B, Vo=v>0,te€[0,T], (3.11)

para 7,3, K > 0. Esta difusién modela el crecimiento de poblaciones. La
poblacién de algunas especies V; crece, en ausencia de alojamientos, de man-
era exponencial en ¢, con razén de crecimiento percapita igual a r. La evolu-
cion actual de la poblacion es inhibida por la saturacion que induce el término
(1-V;/K). La constante K > 0 es llamada capacidad de carga del ambiente
y usualmente representa la poblacion maxima que se puede apoyar por los
recursos del ambiente. El pardmetro § representa el efecto del ruido de las
dindmicas de V.

Si X; = —log(V4)/ obtenemos la EDE:

1
dX; = {é — 2+ Lexp(—ﬂXt)} di+dB,, Xo=z=— og(u)i e [0,7].

2 0 PK g
(3.12)

Podemos mostrar que el proceso original V' con probabilidad 1 no llega
a 0 en un tiempo finito para cualquier valor que tomen los parametros, si
consideramos log(V;) es vélido. Sea « el pardmetro de deriva de la EDE

(3.12).
Entonces
2 2 2
(a®+a')(u) = ﬁ;f@ exp(—20u) — ;TK exp(—fu)+ (g — %) , u € R.
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Este mapeo () estd acotado superiormente y tiene la propiedad de limsup,,_, | (a*+
a’)(u) < oo, asi se satisfacen las condiciones requeridas para aplicar el EA2.

El punto final del movimiento Browniano sesgado W se distribuird de
acuerdo a la densidad h proporcional a:

2 — )2
s { <§ B %> T %}  exp {_% _ gze—ﬁu} . ueR,
(3.13)

para g; =z + T(3/2 —r/f), go = r/(3*K). Podemos dibujar esta densidad
de una forma eficiente via muestreo por rechazo con la funcién

PR

exp —M — g P (1= Bu—q1)) ¢, u € R.
2T

Esta funcién es proporcional a la densidad de una N (g; + TBgee P91, T).

Podemos obtener (3.4) para Z, la medida de probablhdad correspondiente a

W con punto final Wy distribuido de acuerdo a (3.13) y

2 2 2

_ T —28u T —Bu
¢(u)_252K26 _ﬂQ_K +2—52_0, u e R.

Si b es el minimo de la trayectoria propuesta w ~ Z podemos usar (3.6) para
encontrar la cota superior del mapeo ¢ — ¢(wy):

M (w) = M(b) = méx {¢(b),*/26°} .

Evidencias empiricas muestran que la eficiencia del EA2 para este problema
es sensible para r, 5y el cociente v/ K.

3.6. Aplicaciones del algoritmo exacto

3.6.1. Maxima verosimilitud Monte Carlo para difu-
siones discretas observadas

Un importante problema en inferencia de difusiones radica en el calculo de
estimadores de maxima verosimilitud (EMV) de un conjunto discreto finito
de observaciones de las difusiones. Supongamos que el parametro de deriva
by el coeficiente de difusién o de la EDE (3.1) tienen formas paramétricas
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las cuales dependen de un cierto parametro desconocido ¢. El propdsito es
encontrar los EMV de ¢ basados en observaciones discretas (en el tiempo)
de X, digamos X;, = x¢, Xy, = x1,...,X;, = 2,. Es comin tomar a ¢y = 0
y tomar al primer punto x, fijo. Sea py(t,z,y) la densidad de transicién
del proceso de difusién, es decir, la densidad de transicién de la medida de
Lebesgue P[X; € dy|Xy = z]. La funcién de verosimilud es la densidad de
los datos observados z1, ..., x, (condicionada a X;, = xy) como una funcién

de ¢,

L(¢) = HP¢>(tz‘ —tii1, T, T) = H Li(¢) (3.14)
i=1 i=1
donde
Li(¢) = pp(ti — tior, w1, 74), i=1,...,n,

es la contribucién de la verosimilitud del i-ésimo punto. La factorizacién de
(3.14) es debido a la propiedad de Markov. Debemos maximizar (3.14) como
funcién de ¢, que es una tarea dificil por la forma de la densidad py(t, z,y).
El método de Monte Carlo es simple, rapido y eficiente que estima L;(¢),
1 =1,...,n para cualquier valor de ¢.

La aproximacién es aplicable siempre que el EA1 y el EA2 se puedan
simular de un proceso de difusion el cual genera datos.

Sea Py(t, z,y) la densidad de transicién del proceso transformado con coe-
ficiente de difusion la unidad, esto es, el proceso obtenido de la transformaciéon
X; — n(X,), donde 7 estd definido como en (3.3). Entonces

po(t,,y) = Po(t,n(z), n(y)) 0 ()],

donde 7 podria depender de ¢. Sea S el esqueleto del proceso transformado
que comienza en 1(Xy) = n(x) que se obtiene por el algoritmo exacto en
[0,t+~], v > 0, para t = t; el instante del primer dato. Podemos escribir,

S = {(UOa n(Xm)))v R (uh H(Xuz))} )

donde ug = 0,u; =t +~y n(Xy,) =n(z) y para 0 < i < los tiempos u; son
aleatorios. Definamos ademas

ﬁ¢(tvsz|') = P[W(Xt) € dw|77<X0) =%, ]/dw
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que es la densidad de n(X;) dado el valor inicial y cualesquiera otros elementos
aleatorios. Por la propiedad estandar de la esperanza condicional se tiene que

Elps(t,n(x), n(y)|5)], ¢  acotada
ﬁ¢(ta 77(3?)7 77(3/)) =
E[ﬁﬁ(tv 77@), n(y) |S7 Mty gt—f—v)]v lim SUPy— 00 ¢(u) <

donde my es el minimo de la trayectoria y ;. es el tiempo donde ocurre
el minimo. El primer caso es cuando se aplica EA1, y se debe a la propiedad
de Markov

Po(t, (), n(W)[S) = ps(t, n(z), n(y) (X ), n(X,)) (3.15)

donde t_ =sup{u;,i =0,...,0:u; <t} yty =inf{u;,i=0,...0:u; >t}

Por construccion, t_ y t, estan bien definidos, ademas el esqueleto con-
tiene al menos ug =0 <ty w = t+~ > t. Dado el esqueleto, la distribucion
del proceso en cualquier tiempo s € (0,t+ ) estd dada por la ley del puente
Browniano entre los puntos del esqueleto adyacentes a s. De (3.15) obtenemos

e {—Wlw (100 = 00X, ) = =)~ %, ) } ,

(3.16)
para Var = (t —t_)(ty —t)/(t; —t_). Notemos que (3.16) no depende de ¢.

Para el EA2, simulamos primero el minimo de la trayectoria de la difusién,
ademas

Po(t,n(x),n(y)|S,m,0) = pe(t,n(x),n(y)In(X:_),n(Xe, ), m,0).  (3.17)

Ahora bien, sea ¢(t,z,w) la densidad de transiciéon del proceso de Bessel
3-dimensional. Usando el teorema 3.3.1 vemos que (3.17) es

( t—t_ (Xt )-m x,)m ty—t p(Xy)—m (Xt )—m
N\ t57=0 ViTy=8 ' viry=0 ) I\ =0 iry—6 ' Vit -0 0 "
ot ) m (X, )m . <
N =0 Vi =s v, Vit~
ty—t (Xt )—m n(Xy)—m « t—t_ p(Xy)—m n(X¢_)—m
q 9 bl \/5 b \/§ q 6 b} \/g b \/§ 9 > t
ty—t_ Xy )—m n(Xy_)-—m N —
\ q 9 b \/5 bl \/@
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(3.18)

el cual como en (3.16) no depende de ¢.

Asi, podemos construir un algoritmo Monte Carlo para la estimacion ins-
esgada de L;(¢), para cualquier valor de ¢.

ESTIMACION MONTE CARLO DE Ly(9)
1. Para j = 1: k, repetir:

2. Usando el algoritmo exacto (1 6 2) obtener un esqueleto S7 en [0, t + 7]
comenzando de 1n(Xy,) = n(zo).
Sea (67, m7) el tiempo y valor del minimo de S7.

3. Calcular p(ty, nzo, n(x1)|S?,m?,67) de acuerdo a (3.18).

4. Ir a 1.

5. Estimar E1(¢) - %Z;nilﬁ@lun(xO)un(xl)’Sjumjuej)ln/(xl)|’

3.7. Simulaciéon de un puente de difusion

Sea X = {X;},5, una difusién ergédica dada la EDE
dXt = Oé(Xt>dt + U(Xt)th, (319)

donde W es un proceso Browniano y los coeficientes o y o son suficien-
temente regulares y la ecuacion (3.19) tiene una tnica solucién que es un
proceso fuerte de Markov. Sean a y b puntos dados del espacio de estados
de X. Simularemos una muestra aleatoria de X tal que Xog = a y X; = 0.
Una solucién de (3.19) en el intervalo [t1, 5] tal que Xy, = a1y X3, = 29
se llamard (tq,x1, ta, x9)-puente. Sea p;(x,y) la densidad de transicién de X,
la densidad condicional de X, ; dada X, = x es y — py(x,y). Denotemos el
espacio de estados de X por (/,7) donde —oo <1 < r < 0.

Condicion 1
El pardametro de deriva y el coeficiente de la difusién « y o respectivamente,
satisfacen que

/l s 0)02(2: )] < o0, (3.20)
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s(z:0) = exp (_2 / # ;((?Z;Z)) dy) ,

con 27 denotando un punto arbitrario en el espacio de estados de X. Ademss,

donde

T Z'#
/ s(z;0)dx = / s(x;0)dr = oo,
x# l

si una o ambas de estas integrales es finita, la correspondiente cota es in-
stantaneamente rechazada.

Esta condicién también implica que la difusion es ergddica y tiene medi-
da de probabilidad invariante con densidad proporcional a [s(x;8)o?(z;0)] 7.

Sean W1 y W? dos procesos Brownianos estdndar independientes y defi-
namos a X' y X? como las soluciones de

dX} = a(X})dt + o(X])dW}, X;=a,X;=h.

La idea es usar el proceso reverso de X? y realizar un (0, a, 1, b)-puente simu-
lando el proceso X! de a hacia adelante en el tiempo y X? de b hacia atrds en
el tiempo. Si las trayectorias muestreadas de los dos procesos se intersectan,
ellos pueden ser combinados para una realizacion del puente.

Teorema 3.7.1 Sea 7 = inf {0 <t < 1|X} = X{,} (nf@ = +o0) y defi-
namos
X} si 0<t<r
Zy =
Xz, si r<t<l1

Entonces la distribucion de {Zi},<, condicionado al evento {T < 1} es igual
a las distribuciones condicionales de {X;},,<; dado Xo = a y X; = b, es
decir, Z es un (0, a, 1,b)-puente.

Demostracion
Sea W3 un proceso de Wiener estandar independiente de W' y sea X? una
solucién de

dX} = a(X})dt + o(X})dW}?,
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donde la distribucién de X tiene una densidad p. Sea 7 el primer tiempo de
llegada de la difusiéon X3 a la trayectoria aleatoria de X*. Por la propiedad
fuerte de Markov, el proceso

X} si 0<t<r
Y, =
X3 si r<t<1

tiene la misma distribucién que X'. Condicionando sobre X7 =b (o Y; = b),
entonces Y es un (0,a,1,b)-puente. Supongamos que p(z) = pi(b,x), en-

tonces X3 es un proceso reverso, es decir, la distribucién de {Xl tfo<i<1 ©

igual a la de { X7}, <i<1 Y Podemos concluir que Z tiene la misma distribucion
que Y (bajo la condicién de que X3} = b), es decir, Z es un (0, a, 1, b)-puente
de difusion. |

La densidad condicional de X3 dada X? = w es y — p;_.(w,y), y la
densidad de X! es w +— p,(a,w). Como X? = X! la densidad conjunta
de (X3, X3}) es pu(a,w)p1_u(w,y), asi, la densidad condicional de X? dada
X}=byrt=ues

fulw) = pula, w)p1_u(w,b) _ pula, w)py_u(w,b)
u f;r pu(a, U)pl—u(v, b)dU P1 (a’ b) ’

donde utilizamos la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov. Si 7 = u, denotamos
a la densidad condicional de Z; dada Z; = = (s < t) por y — qu(x,s,y,1).
Por el corolario 2.5.3 el proceso {X}} . ., condicionado a X? = w es un
(u,w, 1, b)-puente. Entonces para u < s < t,

(3.21)

ptfs(xa y)plft (ya b)
plfs(ma b)

qu(%S,y’t) = )

(ver la férmula (2.33)). Similarmente cuando s < u < t la densidad condi-
cional de X? dado X3 = w es ps_o(w,y)p1_+(y,b)/p1_u(w,b) y por (3.21) la
densidad condicional de Z, dado Zs; = = es p,_s(z, w)p1_o(w,b)/p1_s(z,b).
Entonces,

Qu(T, 8,y,t) = 1];11 tii ;/ Pu—s (@, w)py—u(w, y)dw
Pi— s(iU y)pl t(% )

9

p1_5(90, b)
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por la ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Finalmente para s < t < u
si Z; = w, entonces para {X/},_,., es un (0,a,u, w)-puente. La densidad
condicional de X} dado X! es p;_s(, y)pu_it(y, w)/pu_s(z,w). Por (3.21) ten-
emos,

s - - . b
QU(ZE,S,y,t) / Dt s($7y>pu t(y,w) Du S(gj’U))pl u(w, )
! Du—s(z, W) Prs(z,b)
Pi—s(, y)p1-4(y, b)
p1_5(:15, b) ’

donde también se utilizé Chapman-Kolmogorov y el hecho de que la condi-
ciéon X! =z, Z es un (s, z,1,b)-puente. Asi, ¢,(,s,y,t) no depende de u
integrando la densidad condicional de Z; dada Z; = x obtenemos

Pi—s(z,y)p1-1(y, D)
)9 7t = 5 322
q(x =Y ) pl—s(zab) ( )

la cual es la densidad de transicién de un (0, a, 1, b)-puente.

Por simetria, definimos el proceso Z como

X} si 0<t<1-7
Zt:
X7, s 1-7<t<1

donde 7 = inf {0 <t < 1|X{_, = X?} es un (0,a, 1, b)-puente también.

Utilizamos X' hasta que el tltimo tiempo que cruza la trayectoria de
X? ., el cual pasa en el tiempo 1 — 7. Utilizamos X! hasta que el tltimo
tiempo cruza a trayectoria de {X%_t}, la cual pasa en el tiempo 1 — 7.

Ahora, para simular un puente de difusién en el intervalo [0, A], uti-
lizaremos algunos métodos para simular las difusiones X' y X2 Sean Y.,
i=0,1,...,NyY2 i=0,1,..., N simulaciones independientes de X! y X?
en [0,A] con tamano de paso 6 = A/N. Una simulacién de un (0, a, A, b)-
puente se obtiene del esquema de muestreo por rechazo. Mantenemos la sim-
ulacién Y! v Y2 hasta que las trayectorias se cruzan, es decir, hasta que
existe un i tal que Yy > Y?(N—i) y Yal(z‘+1) < }/;SQ(N—(i—f—l)) 6 Yy < Y(SQ(N—z‘) y
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Yal(iﬂ) > Yf(N_(iH)). Una vez que una trayectoria cruza, definamos
Y, para i=0,1,...,v—1
Bsi =
Yiin s para i=v,...,N

si Yy < YZ. Entonces B es una simulacién de un (0, a, A, b)-puente. Notemos
que si el método usado para simular X' y X2 tiene orden mayor a ~y, entonces
Bs; se cumple, es decir, existe una constante C' > 0 tal que

E(|Zsi — Bsi|) < €67, (3.23)

para cada ¢ = 1,..., N cuando 0 es suficientemente pequena. Un puente
de difusién puede ser simulado utilizando el hecho que Z es un puente de
difusién, la probabilidad de rechazo (probabilidad de que la trayectoria no
cruce) depende del pardmetro de deriva y del coeficiente de difusién (valores
de a y b) y de la longitud del intervalo (9). El niumero de rechazos es pequeno
cuando a y b no estan muy lejanos.

En las figuras (3.1), (3.2) y (3.3) se presentan tres puentes que se simu-
laron de acuerdo al teorema 3.7.1 en el compilador FORTRAN, el programa
respectivo se presenta en la parte de anexos.

3.8. Estudio de simulacion

Consideramos el caso de un puente de Ornstein-Uhlenbeck, el cual es una
solucién de la ecuacion diferencial estocastica

dXt = —QXtdt + Uth,

condicional a que Xg = a y X; = b, para a,b € R. Podemos calcular las den-
sidades de transicion del puente OU por (3.22). Asi, podriamos en principio
simular un puente OU por muestreo de transiciones de estas densidades. El
siguiente método alternativo, numéricamente es mas estable.

Lema 3.8.1 Genera X;,, Xy,,..., Xy, Xy, ,, donde 0 =ty < t; < --- <
t, <tpi1. Como Xog=1m¢ ¥y

X, = e it x, LW, i=1,...,n+1

7

dondey =min {i € 1,..., N[V} < Vi, }sivy >Viyv=minfiel, . NYi>V3

(N—i)

}
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0.2 0.4 0.6 0.8
1

mil1

0.0
|

-04 -0.2

Index

Figura 3.1: Puente Milstep 6; = 0,0, = —0,5,03 =1,60, =0

0.1

0.0

mil2

-0.2
|

Index

Figura 3.2: Puente Milstep #; = 0,6, = 1,03 =0,5,0, =0
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mil3
-0.2 0.0
| |

-0.4
|

-0.6
|

0 20 40 60 80 100

Index

Figura 3.3: Puente Milstep 6; = 0,0y = —0,5,03 = —0,5,0, =0

donde las W;’s son independientes y
2

o
’[7[7' ~ N (1= —20(t;—ti—1) )
Define

e@tl‘ o e—@ti

Zti = Xti + (:L‘ - th+1)69tn+l ~ e Otni1’ 1=0,...,n+ L
Entonces (Zy,, Zy,, . .., Zy,,,) se distribuye como un puente OU con Z;, = x
Y Ly, =1
Demostracion
El resultado se sigue pues Z = (Zy,,...,Z;,)! es una transformacién lin-
eal de una distribucién normal. Detallemos mas. Sea > la matriz de co-
varianza de X = (X,,...,X;, )T y definamos ¢! = (cy,...,c,), donde ¢; =

CQOU(Xt” iginﬂ) = g2e Ot (e —e7%) /(20),i = 1,...,n. Como Var(X;,,,) =
o?(1 — e~*"In+1) /26 se sigue que

29th+1 29I‘06_0t”+1 20 T
C
) ’

Y= X_02(1 _ 6—29tn+1)c ~N (5 021 - 6—29tn+1)c’ X 02(1 — e 2tnta ¢
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donde &7 = (wge™%, ... zoe ). Asi,

201 20(z — woe Itn+1) 20 T
V= X_az(l _ efzetnﬂ)c ~N (5 + 02(1 — e—tnr1) €, 2 — o2(1 - 6729%“)66 ,

la cual es la distribucién condicional de X dado X, , = x. |
De acuerdo a este lema a continuacion presentamos tres ejemplos de

puentes Ornstein-Uhlenbeck con puntos extremos cero y para distintos val-
ores de 0 y 0. El programa se realiz6 en MATLAB y se presenta en anexos.

0.025

0.02-

0.015F

0.01

0.005-

-0.005

-0.01F

0015 : : : :
0 02 04 06 08 1

Figura 3.4: Puente Ornstein-Uhlenbeck con parametros # = 0,5,0 = 1,0
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0.015

0.01F

0.005

-0.005

-0.01

Figura 3.5: Puente Ornstein-Uhlenbeck con parametros # = 1,0,0 = 0,5

0.015

0.01F

0.005

-0.0051

-0.01F

-0.0151

-0.02

Figura 3.6: Puente Ornstein-Uhlenbeck con pardametros § = 1,0,0 = 1,0
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Conclusiones

Puesto que para areas como biologia, finanzas, contabilidad, entre otras,
los procesos de Markov, en particular los puentes de Markov son muy impor-
tantes, decidimos hacer un estudio de ellos.

En este trabajo presentamos las caracteristicas principales que definen a
los puentes Markovianos, de ahi que pudimos probar que la ley de la parte ra-
dial de un puente con puntos extremos cero derivado de un proceso Ornstein-
Uhlenbeck multidimensional es igual a la ley del puente con puntos extremos
cero derivado de la parte radial del mismo proceso Ornstein-Uhlenbeck.

Utilizamos de manera simple y répida los algoritmos presentados en [4]
para simular puentes del proceso Ornstein-Uhlenbeck con puntos extremos
cero con diferentes parametros. Vimos que la implementacién de estos algo-
ritmos para cualquier compilador resulta ser muy facil y eficiente.
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Anexos

1. De la ecuacién (2.3) se tiene que

P(Yf €AY =2) = P(Z, € AlZ,=x,Zr € B(b,e))
P(Zt € A, ZT c B(b’e)’ZS — .flf)
P(ZT € B(ba E)|Zs =T
S S0 PEs (@, )07, (y, 2)M(dy) A(d=)
fB(b,e) p:%fs(fﬁ z)\(dz)

_ / PY (2. )M (dy).

~_

esta ultima igualdad se por la ecuacién (2.2).

/E fsp (T, dyY)peu(y, A) = /E ( /dyps,t(%Z)A(dZ)) fiu(y, A)

= [E Pst(7,y) ( /A Peuly, Z)A(d2)> A(dy)

- / / Pt (2, )P1n (9, 2)Mdy) \(d=)

= / Psu(x, 2)A(d2)
A
= Msu (:L“, A)

89
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/4p§+t($,u)A(du)
/A /EPSZ(% )pZ (y, W) dy) A(du)

[ ([ #onan ) xay

/;uf(wﬁhﬁuf(y~4)

4. Para s < t tenemos que la funcién de covarianza de B (proceso que se
distribuye normal estdndar) es la siguiente:

FB(S,t)

E(B; Bt)

E(By(B, - B;) + B7)
E(Bs(B; ))+E(B§)
E[E(B ( By)|F)] + s
E[BE(B, — B, |7:)] s
E[B,E(By—|F)] +
E[B;E(B;_)] + s

5. Como estamos trabajando con la norma euclideana, entonces

d

2
lz =yl = lz: —

i=1

entonces
2
=yl

ul® = llz” + lyll” —22 ZiY;)

lyll* =2,

2t

d
a:| +7“ 1
TSRS
i=1

Por otro lado, debido a que y € R% y § € R?! entonces calcularemos
el Jacobiano absoluto de la siguiente forma:

JT (u) =

Vdet(T*(u)T"(u)
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donde T* = (T")' y
() (2) .. (d-1)

oY1 oY1 Jy1
(1) a—gl 8—3’9’2 89371
o d d
T — (2) 3_?9? a_gi 393:
: 8: 8: : K
(d) 8—2‘11 8—2‘; _aegi
luego,
(1) (2) (d—1)
(1) r? 0 0
Ty (2) 0 72(sinf)?(sinfy)* ... 0
(d—1)\ 0 0 oo T2(sin®y)?...(sinfy_)?
por tanto,

JT = T’d_l (SiIl el)d_2<SiH 92>d_3...(8in Qd_3>2(Sin ed_g)

. Se tiene que

ﬁL(d‘_lgj)” si d es par
1 2
F (l/ + 5) = ?
(%)! = (C(lfg,!)! si d es impar
2072
y
d—2 d—2
" d—k—1 _ (d—k-=2)!l
Ig/o (smek) de ’gcd_k_l (d ke — 1)”
d—2
*x)® (d k— 2)”
= 2
i g (d—k— D
B m*2°
- (d—3)

donde * y @ dependen si d es par o impar. Haciendo los calculos, tenemos
que,
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S1n Uy kL=
k=270 2m ‘T : ~
CE si d es impar

Luego,

s (d=1\TT [”
72 [ (T) ,Ez/o (sin 0,) " 1do, = 1.

PROGRAMA 1.
PUENTE ORNSTEIN-UHLENBECK

function[V]= oub(N,M,sigma,theta,x)
clf;
=1
1=(0:1:N+1)"/(N+1);
V=[J;
while jj=M
i=1;
while {j=N+2
=i/ (552
W (i)=0;
else
X(i)= normrnd(0,(sigma*(1-exp(-2*theta*™(1/(N+1)))))/(2*theta));
W (i)=exp(-theta®(1/(N+2)))*W(i-1)+X(i);
end
1=i+1;
end
k=1;
while kj=N+2
(0 =(lc1)/(N+1);
Z(k)=W (k)+((x-W(N+2))*(exp(theta*™(t(k)))-exp(-(theta)*t(k))) /(exp(theta)-
exp(-(theta))); V=[ViZ(K));
k=k+1;
end



PROGRAMA 2. MILSTEP (Teorema 3.7.1 )
implicit none
integer seed,numpara,numsteps
parameter (numpara=4)
real theta(4),time_begin,time_end
real points(0:1000000),h,x,y,totalre;
real bb(0:1000000),xj,xnum
integer i,numrej,j,numsim,meetingpoint,stats,mp
character®*20 answer,filel,file2
common seed
seed=9485693
x=0.0
y=0.0
h=0.01
numsteps=100
c theta(1)= 0 5
¢ theta(2)=-
c theta(?)):sqrt(o 2)
¢ theta(4)=0.5
theta(1)=
theta(2)
theta(3)
theta(4)
stats=0
print*,’input names of filel and file2’
read (*,*) filel,file2
open(1,file=filel)
open(2 file=file2)
¢ do i=1,100000
¢ call DiffusionBridge(numpara,theta,numsteps,h,x,y,
¢ *points,numrej,mp)
¢ write(1,*) points(10)
¢ if (mod(i,100).eq.0)print* i

0.0
-0.5
-0.5

=0.0
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¢ enddo

totalrej=0.0

call CPU_TIME(time_begin)

do i=1,1

call FormerDiffusionBridge(numpara,theta,numsteps,h,x,y,
*points,numrej)

totalrej=totalrej+numre;j

write(1,*) points(0:numsteps)

if (mod(i,100).eq.0)print* i

enddo

call CPU_TIME(time_end)

print* ’Elepased CPU time for MBMS-sim’,time_end-time_begin
¢ totalrej=100.0*totalrej/(100000+totalrej)

print* 'proportion of rejections’ totalrej

C Here e simulate a Brownian Bridge from 0 to 0 in [0,1]
theta(1)=0.0

theta(2)=0.0

theta(3)=1.0

theta(4)=0.0

call CPU_TIME(time_begin)

do i=1,100000

C First generate a Brownian motion from, 0 to 1

call diffusion(numpara,theta,h,0.0,numsteps,points)

C Construct Brownian Bridge

do j=0,numsteps

xi=i

xnum=numsteps

xj=xj/(xnum+1.0)

bb(j)=points(j)-xj*points(numsteps)

enddo

write(2,*) bb(10)

enddo

call CPU_TIME(time_end)

print* ’CPU time for traditional BB-sim’ ,time_end-time_begin
endfile(1)

endfile(2)

close(1)

close(2)
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stop

end

subroutine DiffusionBridge(numpara,theta,nsteps,delta,x.,y,
*points,numrej,mp)

implicit none

integer numpara,nsteps,i,numrej,j,mp

real points(0:1000000),x,y,theta(numpara),delta

real points1(0:1000000),points2(0:1000000),y1,y2
numrej=0

1 call diffusion(numpara,theta,delta,x,nsteps,pointsl)
i=1

points2(0)=y

5 if (y.gt.pointsl(nsteps)) then

call DriftParameter(numpara,theta,points2(i-1),y1)
call DiffusionParameter(numpara,theta,points2(i-1),y2)
call MilsteinStep(delta,points2(i-1),y1,y2,points2(i))
if (points2(i).lt.pointsl(nsteps-i)) then

do j=0,(nsteps-i)

points(j)=points1(j)

enddo

do j=1,i

points(nsteps-i+j)=points2(i-j)

enddo

mp=nsteps-i

goto 20

endif

if (i.lt.nsteps) then

1=1+1

goto 5

else

goto 15

endif

endif

10 if (y.lt.pointsl(nsteps)) then

call DriftParameter(numpara,theta,points2(i-1),y1)
call DiffusionParameter(numpara,theta,points2(i-1),y2)
call MilsteinStep(delta,points2(i-1),y1,y2,points2(i))
if (points2(i).gt.pointsl(nsteps-i)) then
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do j=0,(nsteps-i)

points(j)=points1(j)

enddo

do j=1,i

points(nsteps-i+j)=points2(i-j)

enddo

mp=nsteps-i

goto 20

endif

if (i.lt.nsteps) then

i=i+1

goto 10

else

goto 15

endif

endif

15 numrej=numrej+1

goto 1

20 return

end

FUNCTION UNIF(IX)

K1=IX/127773
IX=16807*(IX-K1*127773)-K1*2836

IF (IX.LT.0)IX=IX+2147483647
UNIF=IX*4.656612875E-10

RETURN

END

subroutine BrownianStep(delta,startx,endx)
use IMSL

implicit none

real delta,startx,endx,NR(1)

call RNNOA(1,NR)
endx=startx+sqrt(delta)*NR(1)

return

end

¢ Milstein calculates for stepsize delta the next point in a diffusion.
¢ startx is the current location of the diffusion, alpha=alpha(startx) is
c the drift evaluated at startx and sigma=sigma(startx) is the diffusion
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¢ coefficient at startx. endx is the next point in the diffusion (output).
¢ alpha and sigma must be available by calling this routine.

subroutine MilsteinStep(delta,startx,alpha,sigma,endx)
implicit none
real delta,startx,endx
real alpha,sigma, W
call BrownianStep(delta,0.0,W)
endx=startx+alpha*delta+sigma*W
return
end
¢ Using the Milstein scheme we simulate a diffusion from startx, n steps
ahead at
c stepsizes delta. Diffusion depends on external functions alpha and sigma.
subroutine diffusion(numpara,theta,delta,startx,nsteps,points)
implicit none
real delta,startx,points(0:1000000),y1,y2
integer nsteps,i,numpara
real theta(numpara)
points(0)=startx
do i=1,nsteps
call DriftParameter(numpara,theta,points(i-1),y1)
call DiffusionParameter(numpara,theta,points(i-1),y2)
call MilsteinStep(delta,points(i-1),y1,y2,points(i))
enddo
return
end
¢ Evaluates y=mu(x;theta) where theta is a parameter vector of length
numpara
subroutine DriftParameter(numpara,theta,x,y)
implicit none
integer numpara
real theta(numpara),x,y
y=theta(1)+theta(2)*x
return
end
subroutine DiffusionParameter(numpara,theta,x,y)
implicit none
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integer numpara

real theta(numpara),x,y

¢ y=theta(4)*alog(x)

¢ y=theta(3)*exp(y)

y=theta(3)

return

end

subroutine IteratedDiffusionBridge(numpara,theta,nsteps,delta,x,y,
*points,numrej)

implicit none

integer numpara,nsteps,i,numrej,j,mp,numsteps

real points(0:1000000),x,y,theta(numpara),delta

real points1(0:1000000),points2(0:1000000),y1,y2,yy
real points3(0:1000000)

numsteps=nsteps

Yy=y

1 call diffusion(numpara,theta,delta,x,numsteps,pointsl)

2 call diffusion(numpara,theta,delta,yy,numsteps,points2) do i=0,numsteps
points3(i)=points2(numsteps-i)
enddo
if (points3(0).1t.points1(0)) then
do i=0,numsteps
if (points3(i).gt.pointsl(i)) then
mp=i
do j=mp,numsteps
points(j)=points3(j)
enddo
goto 20
endif
enddo
endif
if (points3(0).gt.points1(0)) then
do i=0,numsteps
if (points3(i).lt.pointsl(i)) then
mp=i
do j=mp,numsteps
points(j)=points3(j)



enddo

goto 20

endif

enddo

endif

goto 2

20 numsteps=mp
yy=points(mp)
if (mp.gt.1) then
goto 1

else

points(0)=x
endif

return

end

subroutine FormerDiffusionBridge(numpara,theta,nsteps,delta,x,y,

*points,numrej)

implicit none

integer numpara,nsteps,i,numrej,j,mp,numsteps

real points(0:1000000),x,y,theta(numpara),delta
real points1(0:1000000),points2(0:1000000),y1,y2,yy
real points3(0:1000000)

numsteps=nsteps

yy=y

numrej=0.0

1 call diffusion(numpara,theta,delta,x,numsteps,pointsl)

2 call diffusion(numpara,theta,delta,yy,numsteps,points2)
do i=0,numsteps
points3(i)=points2(numsteps-i)
enddo

if (points3(0).1t.points1(0)) then
do i=0,numsteps
if (points3(i).gt.pointsl(i)) then
mp=i
do j=mp,numsteps
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points(j)=points3(j)
enddo

goto 20

endif

enddo

endif

if (points3(0).gt.points1(0)) then
do i=0,numsteps

if (points3(i).lt.pointsl(i)) then
mp=i

do j=mp,numsteps
points(j)=points3(j)
enddo

goto 20

endif

enddo

endif
numrej=numrej+1
goto 2

20 do i=0,(mp-1)
points(i)=points1(i)
enddo

return

end
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