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OBJETIVO.

i) Aplicar conceptos 'y fundamentos de calculo
vectorial diferencial e integral y &lgebra lineal en la
teoria termodindmica de equilibrio y estabilidad de fases
con el propdsito de obtener las expresiones matemdticas que
permitan caficular los puntos criticos de mezclas
multicomponentes mediante el empleo de ecuaciones de estado
clbicas.

ii) Desarrollar una herramienta confiable y de uso
pradctico para situaciones reales en donde se cuenta con una

mezcla cuyas propiedades criticas se desconocen.



INTRODUCCION.

El cadlculo de Puntos Criticos de mezclas
multicomponentes desempefia un papel crucial en el campo de
la Ingenieria Quimica.

El conocimiento de estos puntos nos permite mejorar
la operacidén en equipos de procesos, optimizar procesos,
determinar el comportamiento de un sistema a condiciones
especificas, etc.

En la literatura existen valores de temperatura vy
presidn criticas reportados para componentes puros, no asi
para mezclas por lo que se hace patente la necesidad de
idear una manera de calcular puntos criticos en mezclas
multicomponentes.

Visto desde wun diagrama Liquido-Vapor el punto
critico es aquel punto que une las lineas de puntos de

rocio y de burbuja de una mezcla (Figura 1.1).

PUNTO CRITICO

PRESION

TEMPERATURA

FIGURA 1.1 Punto Critico

Las coordenadas de este punto (T.,P.) representan las
condiciones de temperatura y presidédn bajo las cuales el

sistema presenta fisicamente el fendédmeno de opalescencia,



es decir, que 1la 1linea de interface liquido-vapor se

difumina.

ESTABILIDAD TERMODINAMICA.

Podemos decir que un sistema se encuentra en estado
de equilibrio si los flujos netos (calor, masa, trabajo)
tanto dentro del sistema como entre él1 y su ambiente, son
iguales a cero y si las propiedades del sistema no varian
con el tiempo.

El estado de equilibrio se presentard siempre, dado
un tiempo suficiente, como un estado final de un sistema
cerrado.

Suponiendo un sistema en equilibrio que es sometido
a una pequefia perturbacién (un pequefio cambio en 1la
temperatura o en la presidn, por ejemplo).

i) Si el sistema regresa a su estado de equilibrio
inicial se dice que este estado de equilibrio es estable

(Figura 1.2).

@

FIGURA 1.2 Estado Estable

ii) Si el sistema pasa de un estado de equilibrio a
otro, en donde una perturbacidédn mayor a la anterior no le
provocara cambios se dice que el estado inicial es un

estado de equilibrio metaestable (Figura 1.3).



/

Figura 1.3 Estado Metaestable

Es entonces de esperar que se encuentre un punto en
donde la minima perturbacién hard que el sistema pase a un
estado mas estable, este punto es llamado el limite de

estabilidad. [Beegle, B. L. 1974].

N

Figura 1.4 Limite de Estabilidad

Imaginemos un recipiente perfectamente 1liso que
contiene agua, gque no presente rugosidades en sus paredes,
de tal forma que no permita la formacidédn de centros de
nucleacidén. Si paulatinamente se calienta el agua, en el
microondas por ejemplo, el tiempo suficiente para llegar a
las condiciones en que el agua deberia empezar a ebullir,

pero esto no sucede y notamos que aun seguimos calentando



el sistema por arriba de la temperatura de ebullicidén y el
agua no cambia de fase. Este estado donde el sistema
soporta perturbaciones de cierta magnitud sin cambio en la
fase es 1llamado estado de equilibrio metaestable. E1
sistema se encuentra a condiciones que normalmente se
refieren a un equilibrio ligquido-vapor, sin embargo el agua
dentro del horno sigue en estado liquido.

Si el experimento contintia y la temperatura sigue
aumentando el sistema se aproximard a un punto en donde la
minima perturbacién 1lo enviard a un estado de mayor
estabilidad. Este punto se conoce <como el limite de
estabilidad y para el caso de que nuestro sistema alcance
este punto cualquier perturbacidén, como abrir la puerta del
horno hard que nuestro sistema pase de la fase liquida a
una fase mas estable (vapor) de una manera espontdnea e

instanténea.

Un punto critico se localiza sobre 1la curva de
limite de estabilidad (curva espinodal) del sistema, Figura

1.5
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Figura 1.5 Limite de Estabilidad

La figura muestra la curva de limite de estabilidad de una
mezcla de 7 componentes (Heidemann, 1980) en una grafica
presidén-temperatura.

A un volumen dado se obtiene la temperatura critica
y la presidén se calcula para este par volumen, temperatura.
La grafica muestra la direccidén en que el volumen aumenta.
La curva de saturacién liquido-vapor es tangente a la curva
de limite de estabilidad en el punto critico. Tal curva de
saturacidédn no se muestra en esta grafica.

En general el limite de enfriamiento del vapor esta
dado por la zona de mayor volumen en la grafica, mientras
que el limite de calentamiento del ligquido estd en la zona
de menor volumen.

Cuando la densidad del fluido es alta la presidn
tiende a valores negativos, este es un comportamiento
tipico de los sistemas liquido-vapor y nos muestra que
conforme la temperatura se va elevando la fase liquida

seguirda siendo la mas estable. (Heidemann, 1980).



CAPITULO 1. CONCEPTO DE PUNTO CRITICO.

“Se ha averiguado por medios experimentales que las
variaciones de dos estados coexistentes de la misma
sustancia estédn limitadas, en algunos casos, en una
direccién por un estado terminal en el que la divisidén de
los estados coexistentes se desvanece. Este estado se
denomina estado critico”.

Esta definicién fue presentada por Gibbs en su
documento pionero “On the Equilibrium of Heterogeneus

Substances” en 1876.

En un diagrama P-T (figura 1.6), para una sustancia
pura, se observa que la curva de vaporizacién termina en el
punto (C), llamado critico. Las coordenadas (P.,T.) de este
punto representan la presidén y la temperatura por encima de

las que el sistema se encuentra en fase fluida.

PRESION

Fase

S6lide ' Fluida

e
Q

Liguido

Vapor

TEMPERATURA To

Figura 1.6 Punto Critico

La fase fluida es aquella gue existe a presiones vy
temperaturas superiores a las criticas. En general una fase

liquida puede ser vaporizada mediante una reduccidén de



presidén a temperatura constante, mientras que una fase
vapor puede ser condensada por una reduccidén de temperatura
a presidédn constante. La fase fluida no satisface ninguna de
estas dos definiciones, por lo gque no puede llamérsele
vapor o liquido.

La figura 1.6 UGnicamente presenta los limites de fase
en un diagrama P-T y no proporciona ninguna informacidén

respecto del volumen del sistema.

Si consideramos una serie de isotermas con el fin de
trazar una grafica de presidén en funcidn del volumen molar
o especifico de cada isoterma, se obtiene el diagrama P-V

de la figura 1.7

-

PRESION

Liquido

VOLUMEN

Figura 1.7 Diagrama P-V

Las lineas identificadas como (T1) y (T2) representan
isotermas por encima de la temperatura critica, mientras
que las identificadas con (T3) vy  (Tyq) corresponden a
temperaturas inferiores y en ellas podemos distinguir tres
secciones. Las secciones horizontales representan una zona
de coexistencia de fases liquida vy vapor. La presidn
constante a la gue esto ocurre para una temperatura en

particular se denomina presidén de vapor y se encuentra en



el punto en la figura 1.7 donde la isoterma cruza la curva
de saturacidén. La unidén de todos estos puntos constituyen
la curva en forma de cUpula identificada como ACB, donde la
mitad izgquierda (AC) representa a un liquido saturado y la
mitad derecha (CB) a un vapor saturado.

La regién determinada por esta curva (ACB) corresponde
a la zona de coexistencia de fases Liquido-Vapor, mientras
que las regiones de la derecha e izquierda corresponden,
respectivamente, a las zonas de vapor y de liquido.

La pronunciada pendiente de las isotermas en la regidn
liquida se debe a que el volumen de los liquidos varia muy
poco con grandes variaciones de presién (los liquidos se
conocen como fluidos incompresibles).

En la regidén Ligquido-Vapor los segmentos horizontales
de las 1isotermas se hacen progresivamente méds cortos
conforme aumenta la temperatura hasta reducirse finalmente
a un punto en (C). Esta isoterma llamada “isoterma critica”
y representada por (T.) presenta una inflexidén horizontal
en el punto (C). Este es el punto critico, en el cual las
fases no se pueden distinguir una de otra debido a que sus
propiedades son iguales y no puede ser condensada por

medios mecéanicos.

1.1 CONCEPTO DE EQUILIBRIO.

Para una mezcla multicomponente, el estado de
equilibrio significa que el sistema no presenta cambios
macroscdpicos con respecto del tiempo. De esta manera por
equilibrio de fases, se entiende al proceso estacionario de
intercambio molecular de cada uno de los componentes de una
fase a la otra y viceversa.

En termodindmica el equilibrio significa que no hay
cambio en las propiedades de un material con respecto al

tiempo. El equilibrio requiere de un balance de todos los

10



potenciales qgue pueden causar un cambio; sin embargo, la
rapidez de cambio, y por tanto la rapidez de aproximacidn
al equilibrio, es proporcional a la diferencia de potencial
entre el estado real vy el estado de equilibrio. En
consecuencia, la rapidez de cambio se hace muy lenta cuando
el sistema se aproxima al equilibrio.

Una vez alcanzado el estado de equilibrio el sistema
permanece en él, a menos que por intervencidén externa se
desplace hacia otro estado; este proceso, por el cual el
sistema alcanza el estado de equilibrio es un proceso
irreversible, mientras que el proceso contrario es

imposible.

11



1.2 CRITERIO DE EQUILIBRIO.

PRIMERA LEY DE LA TERMODINAMICA.

El fundamento empirico en que se basa la primera ley
de la termodinédmica es la demostracién experimental del
principio de equivalencia entre el calor y el trabajo
mecanico conocido como el experimento de Joule y la
formulacién del principio de energia. Como resultado se
postuld una funcidén de estado U 1llamada energia interna y
el principio de que la energia interna total de un sistema
y el medio se conserva. Para un sistema cerrado esta
funcidén de estado estd definida como:

AU=Q+W (1.2.1)

Donde AU es el cambio en la energia interna, entre el
estado de referencia y otro estado posterior, @ es el
calor que el sistema absorbe y W es el trabajo aplicado
sobre el sistema en el proceso de cambio. El calor esta
definido como la entidad que fluye entre regiones con
diferentes temperaturas debido a que existe un gradiente.

QO v W no son funciones de estado , esto quiere decir, que

dependen de la trayectoria del proceso.

Siendo U una funcidén de estado, se tiene que
§dU=0 (1.2.2)

Y como paso a seguir se tiene que dU es una diferencial
exacta

dU=00+W +¢ (1.2.3)
Donde 60 y OW no son diferenciales exactas. La energia

interna estd entonces definida excepto por una constante

aditiva.

12



SEGUNDA LEY DE LA TERMODINAMICA.

El segundo postulado de la termodindmica establece
la existencia de wuna segunda funcidén de estado llamada
entropia y denotada por § la cual para un sistema cerrado

presenta la propiedad de
2
Aszj% (1.2.4)
T

Donde el reciproco de la temperatura absoluta es un factor
de integracidén para el diferencial Q.

Mas alld de esto, la segunda ley postula que el
cambio total de la entropia de un sistema y sus alrededores
resultante de un proceso reversible es igual a cero, vy
positivo para procesos irreversibles

ASmlaIZO (1.2.5)

Como la entropia es una funcién de estado, dS es una

diferencial total por lo que
fas=0 (1.2.6)

Solo cuando el proceso es reversible, esto es, cuando el
sistema en consideracidén estd en equilibrio se satisface

que

dS — 5Qrev

(1.2.7)
T
En caso contrario, la direccidén del proceso irreversible vy

espontédneo debe satisfacer la desigualdad de Clausius

5S>i? (1.2.8)

Para un sistema aislado, o sea, gque no intercambia calor
con los alrededores. El1 proceso espontdneo debe ir en la
direccidén en que la entropia del sistema aumenta. Esto
significa que en sistema en equilibrio es un estado de
maxima entropia.

(dg)V,U,nZO (1.2.9)

TRABAJO.

13



El trabajo realizado sobre 6 por un sistema cerrado
es el resultado de fuerzas externas que actian sobre el
sistema. Si asumimos gue no hay presentes fuerzas
electromagnéticas y tensién superficial, 1la unica fuerza
que realiza trabajo sobre el sistema es la presidén externa.

Cuando una presidén ejecuta un trabajo sobre un
elemento de volumen de un fluido sabemos que la cantidad de
trabajo realizado es el producto de la fuerza vy la
velocidad de expansién 6 contraccidén de la superficie del
fluido.

Haciendo el vector velocidad u y el vector normal n
al elemento superficial diferencial dA, la cantidad de
conversién de trabajo en energia viene dado por

e [ Plo-ukia)-P5. (1.2.10)

sup erficie
Donde V es el wvolumen total del sistema. La cantidad
diferencial de trabajo realizado esta dada por
oW, =—PdV (1.2.11)

El cambio en el volumen es positivo si el fluido se expande

y negativo si el fluido se contrae.

ECUACION FUNDAMENTAL DE LA TERMODINAMICA.

La ecuacidén fundamental de energia para un compuesto
puro es U:lKSJﬁ. La relacién fundamental entre 1la
diferencial exacta de la energia interna, las propiedades
intensivas T y P vy las diferenciales de las propiedades
extensivas § y V 'y considerando ademds que U es una
funcidén de estado, la diferencial exacta de la energia
interna es independiente de la trayectoria del proceso.

Considerando lo anterior podemos sustituir 7TdS por
0Q v —PdV por oW en la ecuacidén (1.2.3) y obtener

dU =TdS — PdV (1.2.12)

14



Las diferenciales exactas de las propiedades extensivas son
consideradas como desplazamientos virtuales de un estado de
equilibrio a otro, siendo T y P la temperatura y presidn

del sistema en equilibrio. De esta ecuacidn se obtiene

%) (5 (1.2.13)
oS )y, ov s,

Si consideramos ahora el sistema abierto con intercambio de

materia, la energia interna del sistema se hace dependiente
del numero de moles l/zLKS,VJq,”J%), la entropia vy el

volumen del sistema. Como la energia interna es una

diferencial exacta se observa que

dU=(6U] dS+(6U] dV+26—U dn, (1.2.14)
oS )y, ov )s., —\ On, SV
en donde el potencial gquimico se define en la siguiente
forma
yi=[émjj (1.2.15)
ani SV .nj

OTRAS FUNCIONES TERMODINAMICAS.

Mediante el tratamiento matematico de la
transformada de Legendre, Beegle (1974), obtiene ecuaciones
equivalentes a la relacién fundamental.

Se definen 3 funciones termodindmicas, entalpia H,

energia de Gibbs G y energia de Helmholtz A4
H=U+PV=TS+) un,

G=U+PV—-TS+) un, (1.2.16)

A=U-TS=-PV +> un,

Posteriormente se obtienen las relaciones diferenciales

15



dH =TdS +VdP +)_ u.dn,
dG=—SdT +VdP + y,dn, (1.2.17)

dA=—SdT — PdV +_ u,dn,

Y en especifico para nuestro caso, se pueden obtener las

siguientes relaciones para la energia de Helmholtz

(Mollerup, Michelsen: An outline of classical
thermodynamics) .
@4) _ (1.2.18)
oV )ry
aAJ __ (1.2.19)
or ),
14] (1.2.20)
a T,V ,nj
8A/T (1.2.21)
a(l/T) ,

El criterio termodindmico del equilibrio entre fases
se expresa en términos de propiedades especiales; la
termodindmica proporciona también las ecuaciones que
relacionan estas propiedades con la temperatura, la presidn
y las composiciones de las fases (para el caso de mezclas
multicomponentes) .

Consideremos un sistema heterogéneo, aislado y a
volumen constante formado por dos fases (o,P). Existe
transferencia de calor e intercambio de materia entre las
fases, pero no reacciones quimicas.

U —U“+ UP (1.2.22)

total

4

total

=y 4y’ (1.2.23)

Por lo tanto:

16



dU,,,)=du“ +dU” =0 (1.2.24)

A, )= dv* +dv’ =0 (1.2.25)
Para cada fase se cumple la ecuacidédn fundamental de 1la
termodinamica:

dU“ =T*dS“ —PdV“ +> pdnf (1.2.26)

dU” =T%dS’ —Pav’ +> uldn! (1.2.27)

Donde c es el numero de componentes.

S —S%488 (1.2.28)

total

dS  =dS* +dS? >0 (1.2.29)

total

Despejando S* y S§? de (1.2.26) y (1.2.27) y sustituyendo

en (1.2.29) se obtiene:

dSmm,leadU“+TlanV“ —Tlaiyf‘dnf‘+
Ly +iPdVﬁ—iZc“yfdnf >0 (1.2.30)
T T’ Th &
De (1.2.24) y de (1.2.25) se tiene:
dU% =-dU” (1.2.31)
ave =—dv’ (1.2.32)
Como no hay reacciones quimicas, entonces:
n, =n+n! (1.2.33)
dG%W)zd@f+nf}:0 (1.2.34)
dn’ =—dn’ (1.2.35)

Si se sustituyen (1.2.31), (1.2.32) y (1.2.35) se obtiene:
1 1 P P
5oL o £ s
T/ T° T/ T*

c B a
-y Hi  Hi n’ >0 (1.2.36)
~\ 7/ T“

Analizando el dltimo término del lado derecho de 1la

ecuacidédn anterior, tenemos que cuando se alcanza el

17



equilibrio, ds 0, esto se cumple cuando el coeficiente

total —

B a
8 Hi K
dn” no es cero, entonces |—-—

—/—|=0. Lo que nos lleva a
T’ T“J

ul =u’ (1.2.37)

Dos fases estaradn en equilibrio con respecto a la
transferencia de un componente dado, si el potencial

quimico de ese componente en ambas fases es igual.

Para propdsitos de célculo en ingenieria quimica, el
potencial gquimico es una propiedad que no tiene un sentido
fisico muy claro. G. N. Lewis demostrd que una propiedad
con mayor significado fisico, equivalente al potencial
quimico, puede ser obtenida y se denomina fugacidad (la
cual posee unidades de presidén), y podemos considerarla

fisicamente como una presidén termodindmica.

FUGACIDAD Y COEFICIENTE DE FUGACIDAD.

EL potencial quimico de referencia para una especie
pura (u;) es equivalente a la energia molar de Gibbs; que
se determina como la suma de la energia residual de Gibbs vy
la energia de Gibbs del gas ideal

w =G/ (T,P,n)+ G (T,P,n) (1.2.38)
El potencial quimico configuracional estd entonces definido
por (1.2.38) excepto por una constante dependiente de la
temperatura. La expresidén del potencial quimico
configuracional para un gas ideal puro se obtiene de 1la

expresién de la energia configuracional de Gibbs

G =G’ (T, P,n)+nRT(n(P/kT)+ Y x,Inx,) (1.2.39)

18



haciendo G"' =0 y n=n,=1 se obtiene
w1 (T,P)=RTInP—RTInkT (1.2.40)

Como las propiedades configuracionales incluyen todos 1los

términos dependientes de la densidad y la presidn

1. (T,P)=RiIn P+6,(T,S;) (1.2.41)
Donde 6, depende de la temperatura y la entropia. Definimos
la fugacidad f, de una sustancia pura por una ecuacidén que
se reduzca a (1.2.41) cuando la sustancia sea un gas ideal.

(T, P)=RtIn f, +0,(T.S;) (1.2.42)
Combinando (1.2.38), (1.2.40) y (1.2.41) se obtiene

RTIng,=G/(T,P)=A4/(T,V,)+ RT(Z -1)-RTInZ (1.2.42)
Donde ¢, es el coeficiente de fugacidad para un gas ideal

puro.

Como en el —caso configuracional, el potencial

quimico esta definido como
w,(T,P,n)=G,(T,P,n)=G/(T,P,n)+G;(T,P,n) (1.2.43)
Utilizando (1.2.39) con G" =0 se obtiene
4. (T, P,n)=RTn Px, +6,(T,S;) (1.2.44)

Para una mezcla de gases ideales. Si la mezcla es no ideal

se define la fugacidad del componente i1 de la mezcla como

f v se obtiene
14,(T.P,n)=RTn f, +6,(T.,S;) (1.2.45)
en donde 6,(T,8’)=—RTInPx,. Entonces
w1,(T,P,n)=RTn(f,/Px,)=RTIng, (1.2.46)

En una mezcla de gases ideales la fugacidad de cada

componente es igual a su presidén parcial. En mezclas reales

19



la fugacidad puede ser considerada como una presidn parcial

corregida por su no idealidad.

Las expresiones que definen a la fugacidad en cada
fase son funcién del coeficiente de fugacidad que es el que
se encarga de corregir la no idealidad en cada fase. Asi,

la fugacidad para una fase j estd dada por

1 =x,Po] (1.2.47)

Si se profundiza en el desarrollo de propiedades residuales

de mezclas se pueden obtener estas dos ecuaciones
G'(T,V,n)=A"(T,V,n)+ PV —nRT (1.2.48)
G'(T,P,n)=G"(T,V,n)-nRTInz (1.2.49)

Utilizando estas dos ecuaciones para la energia residual de

Helmholtz obtenemos

RTIng, = (aGrg;P,")]
i T.V,nj

1

_(e4'(T.V,n)
on.

1

J —RTInZ (1.2.50)
T.V,nj
Y podemos establecer para el potencial de Helmholtz

0’4 | Olng,
on,on, on,

J

0’ A 9’ Ing,
on,0n 0n, | On,on,

(1.2.51)
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CAPITULO 2. LIMITE DE ESTABILIDAD Y PUNTO CRITICO.

El problema de estabilidad aparece en dos distintos
niveles. Existe el problema de estabilidad mutua de dos
sistemas simples qgue concierne a la estabilidad de una
particién predicha de energia, volumen &6 numero de moles
entre tales sistemas, separados por una pared apropiada,
pero también existe un problema de estabilidad intrinseca,

que aparece aun en un sistema cerrado simple.

2.1 CONCEPTO DE ESTABILIDAD Y LIMITE DE ESTABILIDAD.

Para poder conceptuar la estabilidad y el limite de
estabilidad termodindmicos, hacemos uso de un ejemplo
simple en el cual consideramos un liquido puro (en una sola

fase) subenfriado en un ambiente isotérmico (Fig. 2.1.1).

ISOTERMA
2o

CURVA DE QUILIBRIO
DE FASES

Liguipo

PRESION

VOLUMEN

Figura 2.1.1

Cuando se reduce la presidén hasta 1llegar a la de
saturacidédn, esperariamos que ocurriese la ebullicidén. Este
evento sucede usualmente y entonces, al pasar de (B) a (C),
aparece el vapor. Sin embargo, si el recipiente posee una
superficie idealmente 1lisa y el 1liquido estd 1libre de

impurezas que puedan ser centros de nucleacidén, podemos
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sobrecalentar el ligquido pasando por el interior del domo
de la figura 2.1.1 hacia (D). Si reducimos aln mas la
presidn, encontramos experimentalmente gque hay un punto
limite antes de que ocurra un cambio de fase esponténeo, al
cual llamamos limite de estabilidad, representado con el
punto (E) en la figura.

Los puntos comprendidos entre (B) y (E) representan
estados metaestables, esto indica que existe una fase méas
estable (es decir, vapor) pero, aun cuando haya
perturbaciones pequefias en el sistema, no se alterard el
estado en el que se encuentra. Por consecuencia, la presidn
mas baja que logremos alcanzar mostrard que existe un
limite termodinédmico real en el cual la mas pequefla
reduccidén en presidn, llevard a nuestro sistema a un cambio
de fase. Esta condicién se denomina limite de estabilidad

intrinseca.

2.2 CRITERIO DE ESTABILIDAD Y LIMITE DE ESTABILIDAD.

El cambio en la energia de Helmholtz para una

variacidén entre dos estados estd dada por
A=Ay ==S(T-T,)- PV -V,)+> u,(n, = n,) (2.2.1)
Al analizar la estabilidad de fases homogéneas, una
fase dada a condiciones OBJQ,%OJQWNWHNO) seréd estable si
para cada variacidén isotérmica en el estado original se
presenta un estado nuevo (ﬂ”Vﬂth,wnN) en donde el cambio

de la energia libre de Helmholtz sea mayor que cero.

{A A, +P,(V -V,) ZMO nm} >0 (2.2.2)

TO
En (2.2.1), la presién PF, y los potenciales quimicos
son todos evaluados en el punto de prueba (el estado
inicial), y A—-A4, es la diferencia en la energia libre de

Helmholtz entre el estado final y el estado inicial.
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Una segunda condicidén debe satisfacerse para una

variacidén no isotérmica, a presidén y volumen constante

[4— 4, +5,(T-T,)], >0 (2.2.3)

Esta segunda condicidén casi siempre se cumple debido
a que la capacidad calorifica a volumen constante es
positiva. Si las dos desigualdades (2.2.2) y (2.2.3) no se
satisfacen para cualgquier cambio en una regidén cercana al
punto de prueba, entonces existe un estado de menor energia
interna para la mezcla que la separa en dos fases.
Una variacién del tipo
AV =kV,
An, =kn,, i=1,..,N

1

(2.2.4)

no califica como un cambio tanto en la fase como en la
fraccidén mol y la densidad, y por consiguiente la presidn y
el potencial quimico permaneceran constantes bajo estas
variaciones. Para eliminar esta posibilidad, definimos

AV =0 (2.2.5)

Reduciendo (2.2.2) a
N
[4= 4,1, > woAn, (2.2.6)
i=1
Reordenando la ecuacidn anterior

N
A> Ay + > p,0(n, —nyy) (2.2.7)

i=1

Para resolver este problema se realiza una expansién
en series de Taylor de la energia libre de Helmholtz en el

punto de prueba, obteniendo

A:AOJFZ(anJ " 2'22(671611 ]An“An-’

i

+lzzz _ 04y An An, +0An
3! onon,on, | *

(2.2.8)
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La cual puede también escribirse de la forma

N
{A_Ao _;ﬂiOAni:| ZZ[an o ]AniAnj
4
ZZZ( i o, JAnlAn An, +0(An*)>0

La estabilidad del punto de prueba requiere gue esta

TO’VO

(2.2.9)

cantidad sea positiva para cualquier An.

La estabilidad estd asegurada si la forma cuadréatica

de la ecuacidén (2.2.9) es positiva-definida. En el punto de
prueba (ﬂ”V@nw,an“Jhw) sobre el limite de estabilidad 1la

forma cuadratica es positiva-semidefinida. En estos puntos
la estabilidad estd determinada por las propiedades de la
forma ctbica y los términos de orden superior.

Una condicién necesaria para gque un punto se
encuentre en el limite de estabilidad es que el

determinante de la matriz @ de elementos

04
= (2.2.10)
T (anani]
sea igual con cero.
detQ=0 (2.2.11)

O en forma equivalente, deberd existir un vector

AN =(An,,An,,..An, ) (2.2.12)
tal que

OAN =0 (2.2.13)

2.3 CRITERIO DE PUNTO CRITICO.

Las bases de 1la teoria de puntos criticos fueron
establecidas por Gibbs (1876) quien mostrd que una fase

critica debe cumplir 2 restricciones. Heidemann y Khalil
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presentaron una forma alternativa para expresar estas
condiciones en funcidén de variables termodinadmicas medibles
en laboratorio. La forma méds frecuentemente citada para
condiciones de criticalidad considera a la ©presién,
temperatura y namero de moles como variables
independientes. Estas son las condiciones utilizadas por
Peng y Robinson (1976) en su estudio de puntos criticos
para sistemas multicomponentes. Reid y Beegle (1977)
utilizaron transformadas de Legendre para explorar la
variedad de formas que pueden tomar estas condiciones de
criticalidad.

Las variables mé&s convenientes a utilizar como
independientes cuando trabajamos con ecuaciones de estado
de dos parédmetros son la temperatura, el volumen y las
fracciones mol. Con estas variables independientes las
condiciones de criticalidad se expresan como propiedades de

la energia libre de Helmholtz.

Podemos decir gque un punto critico es un punto
estable que vyace sobre el limite de estabilidad [Reid,
Beegle, 1977]. Esta definicidén requiere que la forma
cuadratica en (2.2.9) sea positiva-semidefinida y se pueda
encontrar un vector AN que cumpla (2.2.13). En particular

la forma cubica
C= An,An An, =0 (2.3.1)
ZZ/:Z on, 6n on, sk
Serd igual con cero para el vector AN que cumpla con
(2.2.13)

Las condiciones a cumplir para un punto critico vienen

dadas por (2.2.13) y (2.3.1).

El paso de tomar AV=0 tiene el efecto de hacer

tanto la forma cuadritica como la clbica matrices

simétricas.
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CAPITULO 3. CALCULO DE PUNTOS CRITICOS MEDIANTE ECUACIONES
DE ESTADO CUBICAS.

3.1 METODO DE MICHELSEN.

Utilizando la expansién por serie de Taylor de la
Energia Libre de Helmholtz, Heidemann y Khalil (1980)
derivaron el siguiente criterio: En el punto critico, una

mezcla de composicidén N debe satisfacer

OAN=0, AN"AN =1 (3.1.1)
Yy
C=>>"> AN,AN AN S B P (3.1.2)
=TGN aN o ) o
donde A es la Energia Libre de Helmholtz, y
A Oln f,
0,=| T4 | _gg 0/ (3.1.3)
" (| ON,ON, ON;
. TV . TV
Para evaluar T, y v. se utilizan <ciclos de

iteraciones anidados. La iteracidén con Newton para un valor
de v fijo nos permite conocer el valor de temperatura

cuando el sistema de ecuaciones homogéneas (3.1.1) tiene

una solucidén no trivial. Los elementos AN, son calculados

y la evaluacidén de C permite corregir el valor de v en el
ciclo de iteracidén externo. Para Ecuaciones de Estado
Cibicas generales la evaluacidédn numérica descrita en
(Michelsen, 1980) resulta menos costosa en tiempo de
computo en virtud de que simplifica la resolucidn del
sistema (3.1.1) a través de un sofisticado tratamiento
matemdtico previo. La técnica propuesta por Michelsen
aprovecha la dependencia de la Temperatura de la Ecuacidn

de Estado Peng-Robinson mediante el siguiente desarrollo.
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3.2 ECUACION DE ESTADO CUBICA DE DOS PARAMETROS.

Consideremos la forma de la Ecuacidén de Estado
Cubica
_RT B a
v—b (v+&,b)\v+5,b)

P (3.2.1)

donde las constantes a y b estdn dadas por las siguientes

reglas de mezclado

a=y > yy,a, (3.2.2)
i

b=) yb, (3.2.3)
ai/:(aita./'jxl_ki/) (3.2.4)
Las constantes de los componentes puros estan dadas por
1 2
aii=QQR2T;/R{Hmi(l—(T/Q)zﬂ (3.2.5)
mi:m(a)i) (3.2.06)
Q:E%RT;/EG (3.2.7)

y las constantes Q, y €, son calculados aplicando la

ecuacién (3.2.1) en el punto critico del componente puro.

Para la ecuacién Peng-Robinson

5,=1+/2 6&,=1-2 (3.2.8)

Q,=0.45724, Q,=0.07780 (3.2.9)
y

m(@, )=0.37464 +1.54220, — 0.26990; (3.2.10)
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Los elementos Qv son evaluados a partir de

Oln f,
nTQ[:nTRT( ’J
! ON, .,

0.
:RT{”+(/3,.+/3,.)E+/3,-/J,E2} (3.2.11)

a
+ VBB F ~ay 1 aF, + (5.5, ey~ R,
(ver apartado 3.3.2) donde
b,

1
=L @, =Y y.a, (3.2.12)
b az;y”

- >
y donde F,—-F; son funciones del volumen adimensional

K=v/b.

De la dependencia con temperatura de a, es evidente dque

12

todos los elementos de Q” son polinomios de segundo grado

en A=T"? (Ver apartado 3.3.3), esto es

0=0,(x)+ 20, (x)+ 20, (x) (3.2.13)

Dado esto, resolver (3.2.13) para T y AN con un valor
dado de K es equivalente a resolver el problema

generalizado de eigenvalores

(0, + 20, + 0, AN =0 (3.2.14)

Debido a que estamos interesados solamente en el par
valor propio/vector propio que corresponde a la mayor raiz
de temperatura, el método de iteracidén inversa descrito en
(Wilkinson, 1965, Cap. IX, seccidén 61) resulta atractivo.
Se selecciona un estimado 1inicial de kK y se estima un
valor para A posteriormente se lleva a <cabo 1la
descomposicién  triangular de QKK;&). Cada  iteraciédn

subsecuente solo requiere de multiplicaciones matriz-
vector. La convergencia es lineal (ver apartado 3.3.4 vy

3.3.5).
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La forma <cubica puede ser evaluada para un AN dado

mediante

n§C=RT{— > AN; /2 +3N(GF, | +2(gF, )3}

(3.2.15)
4B b BNF,+ F)- 2B F, 3|
(ver apartado 3.3.6) donde
N=ZAN1-’ ﬁ:ZANiﬁi (3.2.16)
a=Y AN,a,, yaleZANiAN/ai/ (3.2.17)
i a i S

Una vez hallados A y AN la evaluacién de (3.2.15) es
directa.

Para un punto critico, ademds de la ecuacidén (3.2.14), se
. 2 . .
debe satisfacer n;C=0. Para satisfacer estas ecuaciones se

propone un nuevo procedimiento.

Sean el valor propio % el vector propio
correspondientes a un estimado inicial de «k,kK=k (A,ANJ.
E1l vector normalizado (ANJTQMW)=1, y la forma cubica
CﬁzCXA,ANJ es evaluada.

Un incremento en &k es elegido, «,=k,+Ax y un estimado

inicial para A4, y AN, es elegido por

ifa%+(dﬂ)AK, AN, =AN, (3.2.18)
dx
(d/ij .
Donde | — | es evaluada mediante
dx
?:—(ANTQKAN)/(ANTQZAN) (3.2.19)
K

(ver apartado 3.3.7) y donde

P P
Qk—afK(Q) y Qﬁ—aj(Q) (3.2.20)

32



La evaluacién de C, permite entonces el ajuste de «
para las iteraciones subsecuentes via interpolacidn
inversa. Siguiendo las recomendaciones hechas por Heidemann
y Khalil, C es reemplazada por Cﬁ:CKK—ly, y el esquema de

iteracidén se convierte en

*

Ck
CZ—l - C;

K, =K, + (K'k—K‘k_l) (3.2.21)

Para evitar saltos discretos de AN lo siguiente
(AN, ) AN, >0 (3.2.22)
debe cumplirse en la normalizacidén de AN, .

Las estimaciones iniciales de x,4 y AN sugeridas por

Michelsen son

k=35, ;=13 yT., AN,=N (3.2.23)
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3.3. DESARROLLO MATEMATICO.
3.3.1 DESARROLLO PARA LA EXPRESION DE LA FUGACIDAD.

Expresién general para la Ecuacién de Estado Cubica
de dos parédmetros de tipo Van der Walls

_RT B a
v—b v +uvb+wh’

P (3.3.1.1)

Donde especificamente para la Ecuacidédn de Estado Peng-
Robinson

u=2

w=-1

Q,=0.45723553

Q, =0.077796074

(3.3.1.2)

y donde

v: volumen molar
a: a de la mezcla

b: b de la mezcla
Para la Ecuacidén de Estado PRSV tenemos

RT a

P= -
v—b (v+8,b)\v+5,b)

(3.3.1.3)

Para el Coeficiente de Fugacidad tenemos

RTIng, =] P Ry —RTInz (3.3.1.4)
4 oN;, T.V,N V

1 S
2tV j#i

oP

Se resuelve (j
&% TV.N,.

Dividiendo y multiplicando (3.3.1.3) por N (numero total

de moles) tenemos

2
[apj 6[NRT aN } 3.3.1.5)
T.V,N

oN, TON,|V-Nb V?+2VNb-N*b’

IR ET]

Resolviendo tenemos

34



donde

6P_6[NRT)_6 aN’ (3.3.1.6)
ON, ) ON,\V—-Nb) ON,\V?+2VNb—N’b* T

[aPJ_ RT RINb, a' N

Sustituyendo en (3.3.1.4)

= +
oN,) V-Nb (V-Nb) V?+2VNb—N°>b’
, (3.3.1.7)
2aN’b,(V — Nb)
(7> +2vNb— N2b* )
Si szyibi entonces Nb:ZNibi v Z]]\\][b:bi (3.3.1.8)
Si a=ZZyiyjaij entonces aN2=ZZNZ.NjaU.
i i
2 (3.3.1.9)
y OaN 222Njal.j:al.*N donde al.*=22yja!/
oN; j j
RTIng, I RYK%iz__ : a, N .
V — Nb (V—Nb) V?+2VNb-N°b
(3.3.1.10)

2 _
2aN’b,(V — Nb) _RT}dV RTInZ

(7> +2vnb-N2B2f ¥

Resolviendo cada integral por separado

Primer término.

j( RT _E]dv lim RT{in(t — Nb)~In¢ ~ In(V" ~ Nb)+ InV’]
Wr-w v )T

=RTIn r (3.3.1.11)
V — Nb

Segundo término

j NRTb, |y — NRTD, hm( ! )
'\ (v - NoY =\ V —Nb t—Nb
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Tercer término

< —a' N
I 2 ; 22dV
YV 4 2UNb - Nb

(3.3.1.12)

(3.3.1.13)

Completando el trinomio cuadrado perfecto del denominador

tenemos
V?+2VNb—N>b>=V?> +2VNb+ N’b*> —=2N’b*
=(V + Nb)’ —2N?b*
Por definicidn
A* —B*=(4+B)4-B)
Entonces
V?+2VNb—N°b*>=(V + NbS, \V + NbS,)

Y resolviendo la tercera integral

K —a;N :“’ a; N
l v+ N5, Y + Nbs,) l (/2nB) - (v + NbY

Definiendo 0=0, -9,
.1 t+ NbJ, V + Nbo,
=lim In —In| ——
-2 NbS t+ Nbo, V +NbJ,

_a/N 1 VNS,
NbS \V + NbJ,

dv

Cuarto término

T 2aN’b,(V — Nb)
» (72 +2vNb - N7 )
Aplicando algebra al numerador

2aN’b,(V — Nb)=aN’b,(2V +2Nb —4Nb)

(3.3.1.14)

(3.3.1.15)

(3.3.1.106)

(3.3.1.17)
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se tiene

2aN’b,(V + Nb)

v =
(7 +2vNb— N

T 2aN’b,(V — Nb)
» (77 +2VNb - N2b* f

Ne—38

_T 4aN*b,Nb
(V2 +2VNb - N?b?

)dV (3.3.1.18)

Resolviendo la primera integral de la ecuacidén (3.3.1.18)

> 2V +2Nb . aN’b, aN’b,
aN’bI 272 d 2 2 2 272
> oNb - N2b) T TS VR 4 2Nb - N?b® £+ 2Nb— N*b
aN°’b,

= (3.3.1.19
V2 +2VNb—- N*b* )

Resolviendo la segunda integral de la ecuacidén (3.3.1.18)

—4aN bj Mo dV:—4aN2b,T b —dV
S+ 2VNb-NbY) s ey - (2 |
Definiendo
x=V + Nb
y=ﬁNb
m=4aN’b.Nb

Por fracciones parciales se obtiene

4aN’b,Nb A B C D
= + + +

= (3.3.1.20)
(=) G=pf x=y ay) oty
Y se plantea el siguiente sistema de ecuaciones
B+D=0
A+By+C—-Dy=0
(3.3.1.21)

24y —By* —2Cy—Dy* =0
Ay =By’ +Cy* + Dy’ =m

Resolviendo
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A:C=4 5
Y (3.3.1.22)
B:_D:_”:
4y
Planteando la integral
—4aN’b, [ N pdv=[— " dv— [ dx
ooy (o[ Faeaf T i -y)
F m K m
+ dV+|————dV (3.3.1.23)
l4y2(96+y)2 £4y3(X+y)
Resolviendo se obtiene
: —aN’bV aN’b,
lim 2 : 272\ 1,2 l 272
= || Nb(V* +2VNb— N*b*) V? +2VNb—N>b
aN*b,  (V+Nbs, )|
+ " In (3.3.1.24)
N°b°6 \V+Nbo, ,
© _ 2
—4aN’b, Nb : JV = : aN~bV -
VkV_A%f_Q@A%)r A%W +ﬂ%%—Afb)
N’b, N’b,
L AN alVh [V ANDO, | 5 3 os)
VS+2VNb-N°b~ N°b°6 \V+Nbo,

Restando la segunda integral de (3.3.1.18) a la primera

integral de (3.3.1.18) obtenemos el resultado de la cuarta

integral
T 2aN’b,(V — Nb) Ve aN’b.V
22+ 2vNb - Nb2 ) Nb(V? +2VNb - N*b?)
(3.3.1.26)
_ aN’b, 1 ¥+ NbS,
N?b’5 \ V +NbS,
Después de resolver estas cuatro integrales

obtenemos la expresidén del coeficiente de fugacidad

v\, NRTY,
V-Nb) V—Nb

RTIn¢g, :RTln(

a;‘Nln V+Nbs, | aN’b,V
NbS \V +Nbs, ) Nb(V* +2VNb—N*b?)
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N’b, . (V + NbS
L i 2 |-RTInZ (3.3.1.27)
N°b"6 \V+NbS,
Por definicién
¢,-—fl' (3.3.1.28)
Py,
Donde
f,: Fugacidad del componente i
P: Presién del sistema
y;: Fraccidén del componente i
Si Z esta definida como
PV
7 - (3.3.1.29)
NRT

y tomando en cuenta (3.3.1.28) tenemos

RTInf,—RTInPy,=—RTInZ
N,.RT] (3.3.1.30)

RYan}:RIWn(

De los términos siguientes obtenemos

RTI — |4+ RTn NRT =RTInN, +RTIn RT (3.3.1.31)
b V V —Nb

Ahora la expresién de la fugacidad estd lista

RT ) NRTY,
V—-Nb) V-—Nb

RTmﬁ:RTmAQ+RTm(

alen V+NbS, | aN’bV
NbS |V +Nbs, ) Nb(V'* +2VNb—N*b?)

aN’b, [V+Nb52j
| (3.3.1.32)

BT
Nb°o V + NbJ,
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3.3.2. DESARROLLO PARA LA EXPRESION DE LA FORMA CUADRATICA
DE LA EXPANSION EN SERIES DE TAYLOR DE LA ENERGIA LIBRE DE

HELMHOLTZ .

Derivando uno a uno con respecto a.<Ni cada término

de la ecuacidn (3.3.1.32)

Primer término.

RT
3 N, 5.
W(RTlnNi):T":RT / (3.3.2.1)

J i i

Multiplicando por N (numero de moles totales)

S,
ai(RTlnNi):RT—” (3.3.2.2)

Nj yi

Lii=j

q

Donde y, es la fraccién del componente i y 5”{0‘ )
SLF ]

Segundo término.

RTb .
0 1n( RT j = ! (3.3.2.3)
ON, V — Nb V — Nb
Multiplicando por N v definiendo a}ZLEZyﬂ%
aj
v=V/N,k=v/b,,=b,/b, Nb=) Nb, -.g:;bzbj (3.3.2.4)
i j
RTS,
0 ln( RT j = s (3.3.2.5)
ON V — Nb k-1
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Tercer término.

. . Nb.b.
0 (RTszj:RT b, o (3.3.2.6)
ON, \V = Nb V—Nb (V—Nb)

Multiplicando por N y tomando en cuenta (3.3.2.4)

0 ( RTNb,\_RTp, RTBp,
ON,\V-Nb) x-1 (xc-1)

(3.3.2.7)

Cuarto término.

0 [a/N (V+Nbs, o Nb (s, S
ON,| Nb& \V +Nbs, )| NbS \V+NbS, V+Nbs,

2a; a;Nb, | (V+Nbé,
+| —~-——"1In (3.3.2.8)
NbS N?b*5 ) \ V+Nbs,
donde
aN* =>">"N.N,a,
i
daN* .
=2) N,a; =a ;N (3.3.2.9)
aNj - y J
oa;
" a’AT=2af
oN, g
Considerando (3.3.2.4)
a, N=2aa,N (3.3.2.10)

Multiplicando por Ny tomando en cuenta (3.3.2.4)

0 a"Nln V+Nb6, || 2aa,p;( 6, 6
ON;| Nbs \V + Nbo, b6 \x+0, K+0,

2a. 2aa.f.
n a; an% an-l_‘S2 (3.3.2.11)
bS ) K+,

Quinto término.

o
oN, (Nb(Vz +2VNb—N*b*)

—aN’bV _aszl.ij 0,
~ Nb | (V+Nb3, NV +NbS, )
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— & _ 4 %
(V + Nbs, ) (V + Nb&, )J (V + Nbs, \V + NbS,)

(3.3.2.12)

ZaajA%i a@bj
Nb b’

Multiplicando por N y tomando (3.3.2.4) en cuenta

o ( —aN’bV J_ ap. B, { K5,

oN \No> + 20No—N?B?))” b | (k45 N4 S,

K@ }_ K
(k+8 V(x+5,)| (k+6)x+6,)

2aa,f, ap,p,
b b

*

(3.3.2.13)

KO, N KQ
(k+8)x+8,)"  (x+6) (x+8,)

Para el término { } por fracciones

parciales tenemos

K (S, +6,)+2x65, 4 B

+
(x+8,)(x+5,) (x+6) &+

+ ¢ + b (3.3.2.14)

(K+52)2 K+52

Se plantea el sigulente sistema de ecuaciones
B+D=0
A+(28,+8,)B+C+(26,+6,)D =6, + 6,
25,4+ (57 +25,5,)B+25,C+ (52 +25,6,)D = 25,5,
8;A+06,0;B+6,C+88,D=0

(3.3.2.15)

Si 6,=y y 0,=x, resolviendo por matrices tenemos

I 2x+y 1 2y+x x4y
0 1 0 1 0
2x x*+2xy 2y y +2xy  2xy

2

x x’y y? xp® 0

(3.3.2.16)
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R, = R,(-2x)+R,

Aplicando
R, > R(-x*)+R,

a (3.3.2.16) tenemos

I 2x+y 1 2y+x x+y
0 1 0 1 0 5207
(3.3.2.
0 —3x7 2(y—x) (— 2xy —2x> + yz) —-2x°
0 -2x° yp’-x’ —(2x2y+x3+xy2) —(x3+x2y)
R — R,(-2x—y)+R,
Aplicando R3—>R2@x2>+R3 a (3.3.2.17) tenemos
R, > R,(2x°)+ R,
1 0 1 y—Xx x+y
0 1 0 1 0 (3.3.2.18)
0 0 2(y—x) (—2xy—2x2+y2) -2x? T
0 0 y>—x° —(2x2y+x3+x2y) —(x3+x2y)
Aplicando R3—>R{: ! ] a (3.3.2.19) tenemos
2(y—x)
10 1 y—x x+y ]
0 1 0 1 O2
0 0 1 y—Xx X (3.3.2.19)
2 y—Xx
100 yi-x* X =2x’y+xp° —(x3+x2y)_
R, — R(-1)+R,
Aplicando ) ) a (3.3.2.19) tenemos
R, > Ry(x* = )?)+R,
I y-x » ]
1 0 0
2 y—Xx
01 0 1 02
0 0 " _ (3.3.2.20)
2 y—x
1/(-3x%y +3x)°
0 0 0 /é( 4 4 0
i +x'=y’) |
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2
3

Aplicando R, >R
P ! 4[x -y’ =3x’y+3x°

j a (3.3.2.20) tenemos

_ -
100 2% Y

2 y—x
010 lx 22 (3.3.2.21)
001 2 -

2 y—x
000 1 0 |

Aplicando R2—>R4GJ)+R2 a (3.3.2.21) tenemos

2 (3.3.2.22)

y se obtiene

y—x
B=D=0 (3.3.2.23)

Finalmente

KO, N K0,
@+&XK+@Y (K+@f@+5ﬂ

1 S — 23 (3.3.2.24)
5| (k+5,) (k+5,) T
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K

Para el término por fracciones parciales

(k+6 Nxc+6,)
tenemos
A B
x = + (3.3.2.25)
(k+6x+6,) xK+8, x+6,
Se plantea la siguiente ecuacidn
k=Alx+6,)+B(x +5,) (3.3.2.26)
Resolviendo obtenemos los valores de A y B
420
o (3.3.2.27)
B=-2
o)
0, o
* ——a % (3.3.2.28)

C(e+0)k+8,) o(k+8,) S(k+5,)

La derivada del gquinto término queda entonces como

0 3 asziV . aﬂiﬂj 512 _ 522
oN, | Nb(?+2vNb-N?B?)) b6 (k46 ) (k+6,)

B 2aa B
+ a'B’ﬂ’— act,p, 6 _ % (3.3.2.29)
bo bo K+38, K+0,

Sexto término.

o [ aN’b, i Y FNBS, )
ON, | N?b*6 \V+Nbs,

aszi [ bj52 bj51 j [V+Nb52j
+ “ln| -

N2b’5\ V+NbS, V+Nbo, V + Nb3,

(3.3.2.30)

(202, 2apB,
Nbo Nbo

Multiplicando por N
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a _ aszl- ln V+Nb52 _aﬂl‘ﬂj 51 _ 52
ON, |\ N?b*6) \V+NbS, bs \k+6, «+6,

2aB.B. 2aa.p
[ 2aBB; 2aa,p ) [x+0, (3.3.2.31)
bo bo K+0,

Sumando las seis derivadas previamente resueltas

obtenemos la derivada de la fugacidad

NRTlnﬁzRT(é‘i/_i_ﬂi—i_ﬂj_i_ IBiIBj ]+a{ﬂf_/

Y Kk—1 (/(—1)2 b
*{ S5 - 5, ZJ_Z‘Z@/ ln[’f+51]
(xk+6,) (x+3,) ad \ K+,

2( & o

_ 2y Ko (3.3.2.32)
o \x+0,

Definiendo

2 2
F3:1[ % - % J (3.3.2.33)
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Asi obtenemos la Forma Cuadratica de la expansidén en

series de Taylor de la Energia de Helmholtz

NQ, =NRTn f, =RT(5"’ +(8,+B,)F, +ﬁ’,ﬂjF12]

1

a..
J

FS
a

a
+ b{ﬂiﬂjﬂ -

+(ﬁiﬂj_aiﬂj_ajﬂj)F6} (3.3.2.34)
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3.3.3 DESARROLLO DE LA FORMA CUADRATICA COMO UN POLINOMIO

DE SEGUNDO GRADO EN T2,

Redefinamos la ecuacidén (3.2.5) como

a,=a,A, (3.3.3.1)

2
1/2
a[=[1+m{l—(T DJ
T, (3.3.3.2)

Aii :QaRzTczz' /Pci

donde

Desarrollando el binomio y definiendo w,=T.”

cl

2
aii:[(leri)Z_%(l-pmi T+m—i2T}Aii (3.3.3.3)
v, Z

Analogamente se encuentra a;

1/2
Para un valor de k,=0, a; esta dada por ayzQ%aﬂ) y se

tiene

a,a, ={(l+mi)2(l+mj)2 —2(l+mi)(l+mj{ﬂ(l+mi)

YV,

2
+Z—j(l+mj)}/?+ (Z_j(leri)Jrnz/:_j(Hmj)J
(3.3.3.4)

2m,m;

%W;@+mJ@+ka¥

, m’m?
+ﬂ(1+mj)}fﬁ+%w A,
v, Vv,

+

2 )
v, LY, ’

Si proponemos (AB——CD#<EF)2 y definimos
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A=(1+m,)
B:(1+m_/)
Czﬂ(l+mi)+ﬂ(l+mj)
v, v,
D=AT (3.3.3.5)
E="T
vV,
FZJZL T
YV,

se obtiene

et/

aa, —{(l—lrmi)(1+mj)—{&(l+ml.)+&(l+mj)}/7

Vi Vi
2 (3.3.3.06)
Ll AA,
vy,
Si definimos
c@O:(L+nyXL+ijA”Aﬂyu
a, =—[&(l+mi)+ﬂ(l+m_/ )}(A”Aj/ )2 (3.3.3.7)
l//j Vi
m;m;
a;, = l//il//; (AiiAjj )1/2

Entonces se tiene
ay=a +apNT +a;T

Y el pardmetro a de la ecuacidén de estado, con regla de

mezclado geométrica definido por

a=zzy,-yf% (3.3.3.8)
T

Definiendo A=+T queda como

a=a, +a,A+a,A’ (3.3.3.9)
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La matriz @ con elementos @, puede

polinomio de segundo grado en A=T"?

exXpresarse Ccomo un

0=0,(x)+ 20, (x)+ 20, (x) (3.3.3.10)
donde
a ai'O ao
Qo(’()z_oﬂiﬂ'F3 _;Fs +— BB, F,
Nb ‘1 Nb Nb .’ (3.3.3.11)
1 J 1 i
_ﬁ(zyj“w]ﬂjﬂ _ﬁ(zyi%‘o jﬁ?&
a a; a
A0, (K):{Flbﬂiﬂj}g _FJbFS +N_lblgiﬂjF6
‘ ' (3.3.3.12)
1 J 1 i
_ﬁ(zy_/aw]ﬂ./F()_ﬁ(Z%%ljﬂiFs }/1
R R R
ZZQZ(K):{N@/‘ +ﬁ(ﬂi +ﬂj )Fl +Fﬂiﬂj}7‘12
a4, 9> a4,
+——pBB.F,——F.+— (.0 F 3.3.3.13
Nbﬂlﬂ‘] 3 Nb 5 Nbﬂlﬂ] 6 ( )

1 J 1 i
_%(Zyj‘aijz}ﬂj}?s _%(Z)’iam]ﬂia)}f
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3.3.4 METODO DE ITERACION INVERSA.

El método de iteracidén inversa es el método més
utilizado para el cédlculo de eigenvectores correspondientes
a un eigenvalor el cual ha sido previamente calculado con
cierta precisiédn.

En la técnica descrita en (Wilkinson, 1965, Cap. IX,
sec. 61) un valor inicial de A (eigenvalor) es escogido y
una descomposicidén triangular de QXK;Z) es efectuada.

Se considera el siguiente caso. La determinacidén de
Ay x tal que

(424 +BA+Ch=0 (3.3.4.1)

Como este caso es equivalente al problema generalizado de

eigenvalores

o 1 X X
{ 4 » }[ }zi{} (3.3.4.2)
-AC —-AB|y y

De donde claramente se obtiene y=Ax vy donde haciendo
operaciones con matrices se tiene

—A'Cx—A"'By=4y (3.3.4.3)
Multiplicando todo por —4 y sustituyendo y=Ax se

demuestra que este caso es, efectivamente, equivalente al

problema generalizado de eigenvalores (3.3.4.1).

Plantenado
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0] 1 I O — Al I
. I RS = . . (3.3.4.4)
—A7'C -4'B O I| |-4"'C —-4'B-Al

Y el procedimiento iterativo relevante viene dado por

- Al 1 X4 X,
. . = (3.3.4.5)
_A C _A B_/ll ys+1 ys

donde A4 es un eigenvalor aproximado. (Se ha omitido 1la
normalizacidédn por conveniencia). De (3.3.4.5) se obtiene
_)l‘xs +yS :xS
o (3.3.4.6)

_A_ICXHI _A_lBysH _ﬂ’y“l =Y
Si tomamos la segunda ecuacidn de (3.3.4.06) % la

multiplicamos por A4 y sustituimos x,, =y, —x,/4A se tiene
~C(y, = x,)= 2By, — A Ay, =24y, (3.3.4.7)
QFA—FEB—FCﬂyﬁlzCRS—ZAyS (3.3.4.8)

Los vectores )y, VY X son calculados de (3.3.4.8) vy

s+l
(3.3.4.6) respectivamente.

Este proceso es remarcadamente efectivo cuando A4, B,C
son funciones de un parametro kK y nuestra intencidn es
trazar la “historia” de un eigenvalor JAK) y su
correspondiente eigenvector xKK).

Si de nuevo tomamos la segunda ecuacidédn de (3.3.4.6)
y la multiplicamos por 4 se obtiene

—Cx =By, —Ady,, = Ay, (3.3.4.9)

De la primera ecuacidén de (3.3.4.6) se tiene

Ve =X, +Ax (3.3.4.10)

Sustituyendo (3.3.4.10) en (3.3.4.9) se obtiene
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(24+ 4B +C)x,,, +(224+ B)x, =0

M x ,+M,x =0

s+1

am
Donde M,=—7H>="
dA

(3.3.4.11)

(3.3.4.12)

Siguiendo el desarrollo anterior se ve claramente que el

método de iteracidén inversa funciona de forma andloga al

método de Newton.
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3.3.5 ALGORITMO LR.

Para entender el algoritmo LR se debe, primero,
tener una idea clara de lo gque es una descomposicién LU.

DESCOMPOSICION LU.

Supdéngase que una matriz A de nxn se ha reducido a
una forma escalonada U (matriz triangular superior)
mediante una sucesidén de operaciones elementales en 1los
renglones. Mediante la aplicacidén de teoremas, gue no se
discutirdn en este trabajo, cada una de estas operaciones
se puede efectuar multiplicando por la izquierda por una

matriz elemental apropiada. Asi es posible encontrar

matrices elementales E|,E,,...E, tales que

E,.E,EA=U (3.3.5.1)
E.E,,.,E, son invertibles, de modo que es posible
multiplicar sucesivamente por la izquierda ambos miembros
de (3.3.5.1) por E.',..E,'E' para obtener

A=E,. . E]'U (3.3.5.2)
Mediante la aplicacidén de teoremas se demuestra que

L=E",.  E' (3.3.5.3)
es una matriz triangular inferior, en el supuesto de que

para reducir A a U no se efectud ninglin intercambio de

renglones.

Si este es el caso, sustituyendo se obtiene

A=LU (3.3.5.4)
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que es una factorizacidén de una matriz A4 en un producto de
una matriz triangular inferior vy una matriz triangular

superior.

ALGORITMO LR.

El algoritmo fue desarrollado por H. Rutishauser en
1958, basado en la descomposicién LU de una matriz 4.
(Ahora wutilizaremos R en lugar de U para denotar la
matriz triangular superior).

Supongamos la construccidén, si es posible, de 1la
matriz 4, como
A =LR, (3.3.5.5)
para luego formar la matriz 4, cambiando el orden de la
multiplicacidén de matrices
A,=R/L, (3.3.5.0)
por ende la matriz 4, es similar a la matriz 4.

Aplicando este procedimiento de manera iterativa nos

establecemos el algoritmo

A=LR ; A,=RL, (3.3.5.7)

s+1

La importancia del algoritmo recae en que, bajo
ciertas condiciones, la secuencia de matrices A4, tienden a
una matriz triangular superior donde los elementos de la

diagonal convergen a los valores propios de la matriz 4,
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Las condiciones necesarias dque debe cumplir 1la
matriz se encuentran en (Wilkinson, “The Algebraic

Eigenvalue Problem”).
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3.3.6 DESARROLLO PARA LA EXPRESION DE LA FORMA CUBICA DE LA

EXPANSION POR SERIE DE TAYLOR DE LA ENERGIA LIBRE DE

HELMHOLTZ.

Partiendo de la forma cuadréatica

mf_Nf V_A%+KV_A%Y

omf,) 9  bitb,  Nbb,
oN,

aszib_,{ 57 5} } 2a, 1(V+Nb51J

+ - - " In
RINDS | (V +Nb)®  (V+Nb)' | RINbS \V +NbG,

2 N.a.l|b. a. b (3.3.6.1)
2aN2bibj [Z J Uj J 2(ZN1aUJbl

RTIN?b’S  RIN?b’S  RINbH*S

N Nbs,  Nbd, I V + Nbo,
V +NbS, V +Nbo, V + Nbo,

Se deriva con respecto a N,

Primer término.

S5 5
0 Gy | S (3.3.6.2)
N\ N, ) N

Segundo término.

5 Lbﬂrb_i ]_ BB+ 55,

= 3.3.6.3
ON,\V-Nb) N*(x-1) ( )

Tercer término.
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o [ Nbb; )\ BB 2855
NN\ (V-nNb) ) N(x-1 N(x-1)

Cuarto término.

o | aN’bb, 5! 55
ON, | RTNbS \ (V + Nb5,)*  (V + Nb3, )’

RTINS \(x+6,) (k+683)) | RIN?bS

_a@@ﬂﬂ &5 &
RIN?S | (x+06,) (x+6,)

Quinto término.

o | 2a, In V + Nbo,
ON,| RTNbo \V +Nbo,
_ 2aﬁﬂk 51 _ ‘%

RTN*bS\ x+68, Kk+0,

+ 2a’]ﬂkh1k+51
RTN*bS | k+0,

Sexto término.

0 |2aN’bb,( Nbs,  NbS,
ON, | RTN°b*S\V + NbS, V + Nb6,

_2aﬂ,ﬂ,ﬂk( 5, S, ]

T RIN?DS \k+8  x+0,

_ 2aﬂiﬂ_/ﬂk 512 _ 522
RIN?bS \(k+6,) (x+6,)

. daa, B, 6aB BB\ S 6,
RTN’bS  RTIN°bS )\ x+6, Kk+3,

Séptimo término.

mmmm[ 5 5, }{m%@m

(3.3.6.4)

(3.3.6.5)

(3.3.6.6)

(3.3.6.7)
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Para resolver las siguientes derivada hacemos

2) N,a,=2) N,a, vy 2) Na,=2) N,a, .

S Na, b,
(; "a”‘]f( NbS,  NbS, J

ON, RTN’b*S \V +NbS, V +NbS,

2ao{iﬂjﬂk 51 52 512 522
=— 5 — - >~ 5] (3.3.6.8)
RIN°bS |\ k+6, K+, (k+6,) (x+3,)
+[4aalﬂjﬁk 2alkIBj J( 51 52 ]

K+0, K+0,

RTN’bS  RTN’bS

Octavo término.

ON, RTN?b’S \V +NbS, V +NbS,

oS Na, b,
9 (Zk: "a"fj’( NbS,  NbS, j

Zaajﬁiﬂk 51 52 512 522
=— 5 - — - = ~1](3.3.6.9)
RIN’bS |\ k+8, x+6,) ((x+68) (x+35,)

N 4aa;B,f  2ap; 6, 0,
RTN’bS RIN’bS \ k+6, «+0,

Noveno término.

0 [_2aN"bb, (V+Nbs,
ON,\ RTN’b’S \V +Nb&,
_2aﬂiﬂjﬂk 51 _ 52
RTN’bS \ k+68, K+6,

(6aﬂ[ﬂjﬂk 4aakﬂiﬂj ] (K'"r‘ 51 j
+ In

RIN’bS  RIN?bS ) | k+0,

(3.3.6.10)

Décimo término.
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2y N,a, |b,
o @ ¢ "‘)fln[mm)cslj

ON,| RIN’b*S V + Nb6,

2aa, 3,
_ lﬂz-'ﬂ" 4 __ 9 (3.3.6.11)
RTN“bo \ k+06, K+6,
N 2aikﬂj _4aai:8j:8k In K+ 0,
RTN’bS  RTN’bS K+3,
Décimo primer término.
2 N.,a,. b
[Zk: ¢ "’j o Vb,
ON,| RIN’b*S V + NbS,
(3.3.6.12)

zzaa_jﬂiﬂk 51 é‘2
RTN’boS

4 2akjﬂi _4aa‘/ﬂiﬂk In K+ 0,
RTN’bS  RTN’bS K+0,

K+0, K+9,

Sumando todas las derivadas y haciendo un poco de
dlgebra se obtiene la expresidén final para la forma cubica
de la expansidén por serie de Taylor de la energia libre de
Helmholtz.

niczRT{—ZANf /2 +3N(BF,} +2(pF, )3}
’ (3.3.6.13)

b5 o N+ )28,
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3.3.7 DERIVADA DE Q CON RESPECTO A A Y K.

Para evaluar la ecuacidn (3.2.18) se requiere

obtener dos derivadas. La primera es la derivada de @ con

respecto a A y esta viene dada por

0,=2-(0,(0)+ 70,()+ 7°0, x)
=240, (K)+ o (K)

(3.3.7.1)

La segunda es la derivada de Q con respecto a «k

Para (, se tiene

2a,0.0. 2 2
iQo(K):— aOﬂ’ﬂ/ {( 51 _ 52 J

oK NbS (K+51 )3 (K+52 )3

{(Kf ey ]‘((Kflal)‘ (Kfzaz)]}
s (s e

J

+%(Z%“wﬂ[[(x +5 o7 +5 5 )zJ

1 1
+ —
[K‘+§1 K+§2ﬂ

Para AQ, se tiene
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o o[ BB 5 5
Z&Ql(lﬁ')—{ NbS 1[(K+51)3 (K+52)3]

{(Ki})z _(Kfzéz)z ]_((Kf&)_(frizﬁz)]}
_zzvcll;g[(xja)_(K+152)J+szfg[;y«’””‘J (3:3-7-3)
+1%(,Zy "“”‘H[{(x f o7 (Kf 32)2J

+ L1 A
K+0, K+0,

Para A’Q, se tiene

22 0.(6)- _R(ﬂ,-+ﬂ,2-)_ 2RO, 20
Ok N(x-1 N(x-1)  Nbs

*{o«f;f et sy ey
‘(Kflal)‘(,cisz)j}‘fviﬁ((xjal)‘(Kfaz)J (3.3.7.4)

| 2'Bj 2131‘
i | NbS (;y-’%z}m(zy’”’ﬂﬂ

{ (Kflal)z ‘(Kf%y]{mlal ‘Kjazﬂ}ﬁ
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CAPITULO 4 CALCULO Y RESULTADOS.

i) ALGORITMO.
El siguiente es un desarrollo paso a paso de la

secuencia de céalculo.

1. Se suministran los datos de condiciones <criticas
(P,T.),fraccidén mol y factor acéntrico para cada componente

de la mezcla.

2. Se calculan

0,,0,,0,a,,b,A,,a,,m.,b.,a,,p K, Ky, kK ,4,F3,F5,F6,F3, F5,,F6, y se

i

almacenan como variables dentro del programa.

3. Se generan las matrices Q,,0,,0,.

4. Con los estimados iniciales de A4,,k se calcula mediante
el algoritmo LR el valor propio A mas grande
correspondiente a la matriz Q.

5. Por medio del método de iteracidn inversa se resuelve
2
(0, + 10, + 20, AN =0 .

6. Se evaltla la forma cibica n'C y C*=CXK—IY.
7*. Si nfCSélE‘6 el cédlculo finaliza y se proporcionan los

valores de temperatura critica (siendo este wvalor el
obtenido por el algoritmo LR y la presidén critica

(calculada de la ecuacidn de estado).

7. Se selecciona un Ax como k,=k; +Ax

da
8. Para el estimado de 4, se tiene lzzﬂl+(jAK donde

dx
dA__AN"Q.AN
dk ANTQ,AN
9. Para AN el segundo estimado se toma como AN,=AN,.

10. Se generan las matrices @,,0,,0,.
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11. Con 1los valores de A4,,xk, se calcula mediante el
algoritmo LR el valor propio A, mds grande correspondiente

a la matriz Q,.

12. Por medio del método de iteracidn inversa se resuelve
(0, + 20, + 20, AN =0 .
13. Se evalua la forma cubica n’C y C =C(xk-1).

14. si |G} >107

15 Se modifica x como sigue: kK, =k, +

*

Ck—l_Ck
. * £

16. Se asigna «, =k,,k,=k;,C, =C,

17. Con k«,,4,,AN, regresa a 10.
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ii) cODIGO.

Para la escritura del programa se utilizdé como
software de programacién MATLAB, una plataforma préactica vy
confiable desarrollada con fuertes herramientas exclusivas

del &lgebra lineal, ademds de su facil uso y aprendizaje.

oe

Célculo de Puntos Criticos para mezclas multicomponentes
mediante el uso de la ecuacidén de estado Peng-Robinson de
dos pardmetros y el método de Michelsen

o

o

N = input ('numero de componentes: ');
format long
for 1 = 1:N

TC(i)= input('valor de Tc: '"); %calcula el vector TC(i)en Kelvin
PC(i)= input('valor de Pc: '"); $calcula el vector PC(i)en
atmosferas

W (i)= input('valor de factor acéntrico w: '); %calcula el vector
W(1i)

X (1) = input('valor de fraccidén mol: '"); %calcula el vector

X (1)

end

dl= 1l+sqgrt(2);
d2= 1-sqrt(2);

d = dl-d2;
m = 0.37464+1.54226*W-0.26992*W."2; %calcula el vector
m(i)

Oa = 0.45724;
Ob = 0.07780;

R = 0.082; $L atm mol”-1 K"-1
bi = Ob*R.* (TC./PC); $L mol”-1

b = sum(X.*bi); $L mol”-1

Lii = (Oa*R"2*TC."2)./PC."2; $L"2 mol”-2

beta = bi./b;

la=sqgrt(l.3*sum(X.*TC));

K1=3.5;

K2=3.55;

K22=K2;

aii=Lii* (1+m* (1-(1la/TC)".5))"2;

F31 = 1/d*(d172/(K1+d1l)~2-d2"2/ (K1+d2))"2;
F51 = 2/d*log ((K1+dl)/ (K1+d2));

F6l = 2/d*(dl/ (K1+dl)-(d2/ (K1+d2)))-2/d*log((K1+dl)/ (K1+d2)) ;
F32 = 1/d*(d1"2/ (K2+d1l)"2-d2"72/ (K2+d2)) "2;
F52 = 2/d*log ((K2+dl)/ (K2+d2)) ;

F62 = 2/d*(dl/ (K2+d1l)-(d2/ (K2+d2)))-2/d*log ((K2+dl)/ (K2+d2)) ;
agmatrixl

LRalgorithml

itinversal

cubical

gqmatrix?2

lambda?2

LRalgorithm?2

itinversa?2

cubica2

if Ce2>0.000001
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K2=K2-Ce2/ (Cel-Ce2) * (K2-K1) ;

K1=K22;

K22=K2;

Cel=Ce2;

gmatrix?2

LRalgorithm?2

itinversa?2

cubica?
end
P=R*1la2/ ((K2*b-b)-a/ (K2*b+dl*b) * (K2*b+d2*Db) ) ;
fprintf ('Valor de Presidén Critica en atm: ',P)
fprintf ('Valor de Temperarura critica en grados K:

',1a272)
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%Subrutina gmatrixl
$Célculo de las matrices Q01, Q11, Q21
%para el valor Kl

for H=N:N
for i=1:H
for j=1:H
salfaj=0;
for u=1l:j
salfaj=salfaj+xX(u)* (1+m(i))* (1+m(u))* (Lii (i) *Lii(u))".5;
end
salfai=0;
for p=1:1i
salfai=salfai+X(p)* (1+m(p))* (i+m (7)) * (Lii(p) *Lii(3))".5;
end
sa0=0;
for f=1:1
for g=1:j
sal=sal0+X (f)*X (g) * (14+m(f) ) * (1+m(g)) * (Lii (f) *Lii(g))"~.5;
end
end
Q01 (i,J)=1/b* (sal0*beta (i) *beta (j) *F31-
(14m (1)) * (14+m(J) ) *(Lii (i) *Lii(J))".5*F51+ (sal*beta (i) *beta(j) -
salfaj*beta(j)-salfai*beta(i)) *F61l);
end
end
end
for H=N:N
for i=1:H
for j=1:H
salfajl=0;
for u=1:j
salfajl=salfajl+X(u) *-
((m(u)/sqrt (TC(u))* (1+m(i))+m (i) /sqrt (TC(i))* (1+m(u)))* (Lii (i) *Lii (u))
~.5);
end
salfail=0;
for p=1:1i
salfail=salfail+X(p) *-
((m(3)/sqrt (TC(3)) * (1+m(p)) +m(p) /sqrt (TC(p))* (1+m(3))) * (Lii (p) *Lii (3))

end
sal=0;
for f=1:1
for g=1:3
sal=sal+X (f) X(g)
((m(3)/sqrt(TC(J))* (14m(i) ) +m (L /sqrt TC(1))* (14m(J)) ) *(Lii (i) *Lii(J))
~.5);
end
end

Q11 (i, J)=1/b* (sal*beta (i) *beta(j)*F31+(m(j)/sqrt(TC(F))* (1+m(i))+m(i)/
sgqrt (TC (1)) * (1+m(j))) *(Lii (1) *Lii(3))". 5*F51+(sa1*beta(i)*beta(j)—
salfajl*beta(j)-salfail*beta(i)) *Fo6l);
end
end
end
for H=N:N
for 1i:1:H
for j=1:H
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salfaj2=0;
for u=1l:j

salfaj2=salfaj2+X(u)* (m(i) *m(u))/ (sqrt (TC (1) *sqrt (TC(u))) *sgrt (Lii (i) *
Lii(u));

end

salfai2=0;

for p=1:1

salfai2=salfai2+X (p)* ((m(p)*m(J))/ (sqrt (TC(p)*sgqrt (TC(J))) *sqgrt (Lii (p)
*Lii(9));
end
sa2=0;
for £=1:1
for g=1:j

saz=sa2+X (f) *X(g) * ((m(£f)*m(g) )/ (sqrt (TC(f) *sqrt (TC(g))) *sqgrt (Lii (f) *Li
i(g));
end
end
if i=3, dij=1;
end

021 (1i,J)=R*(dij/X (1) +(beta(i)+beta(j))*Fll+Beta() *beta(j)F1172)+1/b* (s
a2*peta (i) *beta (j) *F31-
((m(i)*m(3))/ (sgqrt (TC (i) *sgrt (TC(j))) *sgrt (Lii(i)*Lii(j))) *F51+ (sa2*be
ta (i) *beta(j)-salfaj2*beta(j)-salfai2*beta(i)) *Fol);
end
end
end

$Subrutina LRalgorithml

%algoritmo LR para encontrar el valor més alto
%de eigenvalor, que representa la TC de la mezcla
%para el valor de K1

Ql(i,J)=0Q001+1a*Qll+1a”2*Q21;
E=eig (Q1);

sort (E)

v=length (E)

la=E (v);
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%Subrutina itinversal

%$Iteracién Inversa.

%$Se calcula el vector delta N (Xsl) correspondiente
%al eigenvector de temperatura critica lambda la
%para el valor de K1

Xsl=X";
Ysl=la*Xsl;
if abs(Xsl.-Ys1)>0.000001
Xsl=(inv (Ql) *Xsl-1a”2*Q21*Xsl-Xsl) /la;
end
J3= sqgrt(sum(Xsl.”"2));
Xsl=Xsl/j7;

%Subrutina cubical.

$Evaluacién de Cl y Cel.

%el programa calcula todas las sumas para 1

$de cada término de la forma cubica para el valor Kl

for H=1:N
for i=1:H
deltan=0;
for k=1:1i
deltan=deltan- (Xs (k)) "3/ (X(k))"2
end
tresN=0;
for k=1:1
tresN=tresN+Xs (k) ;
end
Nibi=0;
for k=1:1
Nibi=Nibi+Xs (k) *beta (k) ;
end
a=0;
for k=1:1
for j=1:1i
a=a+2*X (k) *X (3) * (aii (k) *aii(j))".5;
end
end
dosai=0;
for k=1:1
for j=1:1i
dosai=dosai+l/a*X(j)*(aii(k)*aii(j))".5;
end
end
at=0;
for k=1:1
for j=1:1i
at=at+l/a*Xs (k) *Xs (j) * (aii (k) *aii(3))".5;
end
end

Cl=R*la* (deltan+tresN*Nibi*2*F1172+2*Nibi*3*F11°3)+a/b* (3Nibi"2* (dosai

-Nibi) * (F31+F61) -2*Nibi"3*F41-3*Nibi*at*F6l) ;
Cel=C* (K1-1)"2;

%Subrutina gmatrix?2
$Calculo de las matrices Q02, Ql1l2, Q22
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%para el valor K2

for H=N:N
for i=1:H
for j=1:H
salfaj=0;
for u=1l:j
salfaj=salfaj+X(u)* (1+m(i))* (14+m(u))* (Lii (i) *Lii(u))".5;
end
salfai=0;
for p=1:1
salfai=salfai+X(p)* (1+m(p))* (i+m(3J))* (Lii(p) *Lii(3))".5;
end
sa0=0;
for f=1:1
for g=1:j
sal=sa0+X (f) *X (g) * (1+m (£f)) * (1+m(g) ) * (Lii(f) *Lii(g))".5;
end
end
Q02 (i,J)=1/b* (sal0*beta (i) *beta (j) *F32-
(14m (1)) * (1+m(J) ) *(Lii (i) *Lii(J))".5*F52+ (sal*beta (i) *beta(j) -
salfaj*beta(j)-salfai*beta(i)) *F62);

end
end
end
for H=N:N
for i=1:H
for j=1:H
salfajl=0;
for u=1l:j
salfajl=salfajl+X(u) *-
((m(u) /sgrt (TC(u))* (I+m(i))+m (i) /sqgrt (TC(i))* (1+m(u)))* (Lii (i) *Lii (u))
~.5)g
end
salfail=0;
for p=1:1
salfail=salfail+X(p) *-
((m(3)/sgrt (TC(3))* (1+m(p) ) +m(p) /sqrt (TC(p)) * (1+m(3))) * (Lii (p) *Lii (3))
~.5);
end
sal=0;
for f=1:1
for g=1:j
sal=sal+X (f)*X(g) *-
((m(3)/sqrt (TC(3))* (1+m(i))+m (i) /sqrt (TC(i))* (1+m(3)))* (Lii (i) *Lii(3))
~.5);
end
end

Q12 (i,J)=1/b* (sal*beta (i) *beta (j) *F32+(m(j) /sqrt (TC(3)) * (1+m(i))+m(i)/
sgqrt (TC (1)) *(1+m(j))) *(Lii (1) *Lii(3))".5*F52+ (sal*beta (i) *beta(j) -
salfajl*beta(j)-salfail*beta(i)) *F62);
end
end
end
for H=N:N
for i:1:H
for j=1:H
salfaj2=0;
for u=1l:j
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salfaj2=salfaj2+X(u) * (m(i) *m(u))/ (sqrt (TC (1) *sqrt (TC(u))) *sgrt(Lii (i) *
Lii(u));

end

salfai2=0;

for p=1:1i

salfai2=salfai2+X(p)* ((m(p)*m(J))/ (sqrt (TC(p)*sgrt (TC(Jj))) *sqgrt (Lii (p)
*Lii(3)) ;
end
sa2=0;
for f=1:1
for g=1:j

saz2=sa2+X (f) *X(g) * ((m(£f)*m(g) )/ (sqrt (TC (f) *sqgrt (TC(g))) *sgrt (Lii (f) *Li
i(g));
end
end
if i=3, dij=1;
end

Q22 (i,J)=R*(dij/X (1) + (beta (i) +beta(j))*Fl2+Beta () *beta(j)F1172)+1/b* (s
a2*pbeta (i) *beta (j) *F32-
((m(i)*m(j))/ (sqgrt (TC (i) *sqrt (TC(J))) *sqrt (Lii (i) *Lii(J))) *F52+ (sa2*be
ta (i) *beta (j)-salfaj2*beta(j)-salfai2*beta(i)) *F62);
end
end
end

%$Subrutina lambdaZ2
%$cdlculo del estimado inicial de lambda 2 laZ2

Qlambda= 2*1a*Q21+Q11;
for H=N:N
for i=1:H
for j=1:H
Qkcerol (i,7)= /b*d* ((d172/ (K1+d1l) ~2-

-2*sal*beta (i) *beta (j))
dl/ (K1+d1l) -
j
(

(
d272/ (K1+d2)"2)+(dl/ (K1+dl) ~2-d2/ (K1+d2) "2) -
d2/ (K1+d2) )+ (2* (1+m (i )*(1+m(j))*(Lii(')*L1

K (

) 1(3))7.5)/ (b*d) * 1/ (K1+d1) -
1/ (K1+d2))+ (2*beta (j)/ (b*d) *salfaj+2*beta (i) /

(

(

i
(J) b*d )y *salfai) * ((d1l/ (K1+dl
y~2-d2/ (K1+d2) *2)+ (1/ (K1+d1l) -1/ (K1+d2)) ;

Qkunol (i, J)=(-2*sal*beta (i) *beta (j)) /b*d* ((d1"2/ (K1+d1l) ~3-
d272/ (K1+d2) *3)+(dl/ (K1+dl) *2-d2/ (K1+d2)"2)-(d1l/ (K1+d1l) -
d2/(K1+d2))+(2*—

/sqrt TC(J)) * (I4+m(1i))+m(i) /sgrt (TC(1i)) *m(F) * (Lii (i) *Lii(3)))".5)/
(b*d (1/ (K1+d1l) -
1/ (K1+d2))+ (2*beta(j) / (
dl)~2-d2/ (K1+d2)"*2) l/(Kl+dl) 1/ (K1+d2));

Qkdosl (i.] (-R* (beta (i) +beta(j))/ ((K1-1)"2-
2*R*beta (i) *beta(j)/ (K1- 1) 3-
2*sa2*beta(')*beta (7)) /b*d* ((d1"2/ (K1+d1l) ~3-
d272/ (K1+d2) ~3) + (dl/(K1+d1)A2 d2/ (K1+4d2)"~2)-(d1l/ (K1+dl)-d2/ (K1+d2)) -
(2*(m(J)*m (1) / (sqrt (TC(J)) *sqrt (TC(i))) * (Lii (1) *Lii(3))".5)/ (b*d)*(1/(
K1+d1l) -

1/ (K1+d2))+ (2*beta(j)/ (b*d) *salfaj2+2*beta (i) / (b*d) *salfai2) * ((dl/ (K1+
dl) ~2-d2/ (K1+d2)"2)+(1/ (K1+d1l)-1/ (K1+d2)) ;
end

b*d) *salfajl+2*beta(i)/ (b*d) *salfail) * ((dl/ (K1+
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end
end
Qk=Qkcero+la*Qkuno+la”2*Qkdos;
la2=la-(Xs2'*Qk*Xs2)/ (Xs2'*Qlambda*Xs2) * (K2-K1) ;

$Subrutina LRalgorithm2

%algoritmo LR para encontrar el valor més alto
%de eigenvalor, que representa la TC de la mezcla
%para el valor de K2

Q2 (i,])=002+1a*Ql2+1a"2*Q22;
E=eig (Q2);

sort (E)

v=length (E)

la2=E (v);

$Subrutina itinversa?2
$Iteracidén Inversa.

%Se calcula el vector delta N (Xs2) correspondiente

%al eigenvector de temperatura critica lambda la2
%para el valor de K2

Xs2=Xsl;
Ys2=1a2*Xsl;
if abs(Xs2.-Ys2)>0.000001
Xs2=(inv (Q2) *Xs2-1a272*Q22*Xs2-Xs2) /1la2;
end
Jj= sqgrt(sum(Xs2.%2));
Xs2=Xs2/7373;
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$Subrutina cubica?2

$Evaluacidén de C2 y Ce2

%el programa calcula todas las sumas para i

%de cada término de la forma cubica para el valor K2

for H=1:N
for i=1:H
deltan=0;
for k=1:1
deltan=deltan- (Xs (k) ) "3/ (X(k)) "2
end
tresN=0;
for k=1:1i
tresN=tresN+Xs (k) ;
end
Nibi=0;
for k=1:1
Nibi=Nibi+Xs (k) *beta (k) ;
end
a=0;
for k=1:1
for j=1:1i
a=a+2*X (k) *X (3) *(aii (k) *aii(j))".5;
end
end
dosai=0;
for k=1:1
for j=1:1
dosai=dosai+l/a*X(j)* (aii(k)*aii(j))".5;
end
end
at=0;
for k=1:1i
for j=1:1
at=at+1l/a*Xs (k) *Xs (3)* (aii (k) *aii(3))".5;
end
end

C2=R*la2* (deltan+tresN*Nibi"2*F12"2+2*Nibi"3*F12"3)+a/b* (3Nibi"2* (dosa

1-Nibi) * (F32+F62) -2*Nibi~3*F42-3*Nibi*at*F62) ;
Ce2=C* (K2-1)"2;

75



iii) RESULTADOS.

A continuacidén se presentan los cédlculos computados
para los 32 sistemas estudiados por Peng y Robinson (1977).
La tabla I muestra las composiciones de los componentes de
las mezclas, mientras que la tabla II muestra los célculos

de Presidén y Temperatura criticas para cada mezcla.

Mix. Cl c2 c3 ic4 nC4 ic5 nC5 nCé nC7 nC8 nC9 nC10 N2 co2 H2S
1 0.429 0.373 0.198
2 0.726 0.171 0.103
3 0.514 0.412 0.074
4 0.801 0.064 0.135
5 0.612 0.271 0.117
6 0.615 0.296 0.089
7 0.415 0.542 0.043
8 0.360 0.542 0.095
9 0.453 0.501 0.047
10 ]0.412 0.503 0.0855
11 0.3414[ 0.3421 0.3165
12 0.3276 0.34 0.3326
13 0.645 0.2359]0.1192
14 0.07 0.616 |0.314
15 0.6168 0.138 0.0726 0.173
16 0.2542( 0.2547 0.255 0.2357
17 0.4858 0.332 0.1213]0.0613
18 10.435]0.0835] 0.433 0.049
19 0.9110.056[0.0012 0.033
20 10.959[ 0.026 [ 0.0001 0.015
21 0.95[0.026[0.0078 0.016
22 0.945] 0.026 | 0.0081 0.005 0.016
23 0.2465]0.2176[0.1925]0.1779]0.1656
24 0.663[0.1093] 0.1057 0.0616][0.0608
25 10.706]0.0669] 0.0413 0.051 0.1353
26 10.202]0.2029] 0.2033 0.204 0.1881
27 0.3997[0.2926 0.2 0.0713]0.0369
28 10.102[0.3573[ 0.2629 0.179 0.0657[0.0332
29 10.316f 0.388 [ 0.223 0.043 0.008 0.022
30 10.943] 0.02710.0074 0.005 0.001 [0.0027 0.014
31 0.1989]0.1963[0.1483]0.1344[0.1213]0.1137]0.1142
32 0.687[0.0333] 0.0144]0.003]0.004[0.0016] 0.001 [0.0011[0.0006[0.0008 0.2441]0.0091

TABLA I COMPOSICION DE MEZCLAS
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Presidn Critica

Temperatura Critica

Mix. Exp. |Calc. Calc. Exp. Calc. Calc.

kPa kPa kPa K K K

PR M PR M
1 6612 | 6291 0328 438.15]1440.24] 440.80
2 7605 | 7486 7577 385.921389.81| 391.79
3 6405 | 0231 0268 400.37]404.40| 405.03
4 8101 | 8310 8319 391.48]395.960| 396.12
5 7156 | 7055 7096 421.481426.05| 427.5
6 7060 | 6953 6989 415.921420.79| 423.94
7 8674 | 8630 8586 322.03]1327.98| 329.5
8 9204 | 9182 9121 322.03]328.61| 329.83
9 9232 | 9101 9178 313.7 1321.88] 323.79
10 9797 | 9541 9487 313.7 1322.33] 324.16
11 5002 | 5552 5558 397.151404.43] 405.02
12 4188 | 4174 4169 428.811430.72] 431.01

13 3880 | 3797 3790 450.2 1 450.77 451
14 8274 | 8420 8336 310.921311.87] 310.65
15 7412 | 7373 7420 423.15]1425.52| 426.41
16 5113 | 5063 5061 405.871410.74] 411.28
17 4506 | 4429 4420 417.921419.80] 420.53
18 8963 | 8993 8966 313.7 | 316.56] 314.01
19 5341 | 5540 5471 199.26]1201.21] 200.53
20 4932 | 50406 5010 193.87]1195.65] 195.58
21 5180 | 5352 5311 196.53]1198.98] 198.37
22 5456 | 5720 5676 199.541202.05| 203.11
23 3093 | 3085 3076 541.26]540.65| 540.88
24 13748114597 14654 [310.53]321.96| 323.906
25 13700 14664 14749 [308.42]1320.80| 323.06
26 7220 | 7041 7050 387.03]1393.75] 396.09
27 5624 | 5577 5587 385.421388.95] 389.65
28 6536 | 0455 0460 376.42]1381.43| 382.02
29 7846 | 7880 7878 313.7 1318.62] 318.54
30 5578 | 5904 5830 201.091202.44] 202.39
31 3539 | 3291 3498 543.37]|542.36| 544.98
32 6708 | 6791 06782 188.87]|184.20| 184.79

PR:

Peng y Robinson

Michelsen

TABLA II PROPIEDADES CRITICAS CALCULADAS

Los resultados obtenidos muestran que el método de cédlculo utilizado

proporciona valores confiables para las propiedades criticas de los

sistemas estudiados.

El estudio de mezclas de hidrocarburos nos da

una idea de cdémo se comportan una mezcla se sustancias similares, por

lo que es de gran interés cientifico el futuro estudio de otros tipos

de mezclas multicomponentes.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES.

Las propiedades criticas calculadas en este trabajo
son el resultado de la clara comprensién de las
herramientas matemédticas expuestas. La patente necesidad de
conocer las condiciones <criticas de wuna mezcla nos ha
dejado en claro que es necesario desarrollar procedimientos
avanzados en el campo de las matemdticas.

Los resultados obtenidos mediante el algoritmo
presentado muestran que la técnica propuesta en este
trabajo es una herramienta confiable y préactica para el

cadlculo de puntos criticos de mezclas multicomponentes.

La importancia del presente trabajo, mucho més allé
de la del célculo de puntos criticos en si, es la de
sistematizar y optimizar un procedimiento mediante
herramientas, que pueden llegar a ser un tanto complejas
pero que, a final de cuentas conducen a proponer un
algoritmo que en términos de tiempo de computo resulta
mucho més eficiente que los procesos comunmente utilizados.
Esta particular forma de ver los procesos, en la que ademés
de obtener resultados, se obtienen de forma éptima es, a mi
juicio, la base para llegar a descubrimientos

extraordinarios en el campo de la ciencia.
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