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Capitulo 1

Introduccion

La presente propuesta estd enfocada a definir un esquema automaético
de segmentacién de imagenes con aplicaciones concretas en el area de la
percepcion remota. El esquema propuesto incorpora una etapa de estimacion
estadistica a fin de realizar procesos de segmentacién mas automadticos y
robustos en imagenes de radar y pancromaticas de fotografia aérea.

1.1. Objetivo

Realizar investigaciones a fin de resolver adecuadamente el problema de
mezcla de modos en la distribuciéon probabilistica de clases. A partir de al-
goritmos de estimacién estadistica, EM (Expectation Maximization) y SEM
(Stochastic Expectation Maximization), realizar estimaciones automadticas
de parametros representativos de la funcién de densidad condicional de
datos. Definir un esquema de segmentacién probabilistico y contextual que
aplique los pardmetros estimados.

1.2. Definicién del problema

El objetivo del proceso de segmentaciéon de una imagen es la particiéon
de la misma en regiones significativas que corresponden a una parte o a un
conjunto de objetos en la escena. Esto se puede hacer al dividir la imagen en
regiones o dreas bajo criterios especificos de homogeneidad [1]. Los procesos
de subdivisién deben de cesar cuando todas las regiones de interés han sido
identificadas y ya no se debe hacer otra subdivisién més. Esto puede ser facil
de alcanzar en aplicaciones con cierto control, donde el proceso es realizado
bajo supervision de personal experto y en donde los resultados son evaluados
por inspecciones visuales. La deteccién de contornos puede ser una etapa
previa para identificar los segmentos que definen las fronteras entre regiones

[2].
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1.3. Esquema de analisis

Se analizaran esquemas de segmentacién paramétricos bayesianos tipo
maximo a posteriori (MAP), asi como el caso de la segmentacién 6ptima
para casos de distribuciones gaussianas. Se estudiara el caso del algoritmo
EM y de sus esquemas iterativos de estimacién de momentos estadisticos.
Se analizard la funcionalidad del algoritmo SEM, el cual es una variante
estocéastica del algoritmo EM, que pretende ser un mejor estimador en la
mezcla de modos de funciones de densidad.

El modelo se inicializa suponiendo valores para la media my, y la desviacién
estandar oy, siendo k el nimero de etiquetas o regiones tipicas. La imagen
se trata como un arreglo de p(i, ) = 1,2, ...,n elementos, manejandose como
variables aleatorias de tipo gaussiano. Los datos observados son la mezcla
de z estados, siendo p(k) la probabilidad del k - ésimo estado. Se supone
que la mezcla (o probabilidad condicional) puede ser descrita por una va-
riable gaussiana [3]. El propésito es definir un esquema adaptativo y con
funcionalidad no supervisada de segmentacion.

1.4. Aportacion de la tesis

El empleo de métodos paramétricos probabilisticos tiene la ventaja de
contar con fundamentos matematicos sélidos. Se pueden estimar o asumir
la funcién de probabilidad y un problema es estimar los parametros de ésta.

En una aproximacién maximo a posterior de segmentacion, se deben
modelar apropiadamente los procesos de obtencion de datos y del campo
de etiquetas. La ultima etapa es maximizar las funciones de probabilidad
condicional y de probabilidad a priori. La estimacion de los parametros de la
funcién de densidad sirve entonces a un proceso de segmentacién o de analisis
que puede realizarse automaticamente e incluso que puede conducir a un
método éptimo de procesamiento (modelando adecuadamente las funciones
de probabilidad conjunta).

La aportacién y relevancia del tema de tesis radica en el andlisis de
métodos de estimacion de pardmetros funcionales ante la mezcla de modos
probabilisticos en las observaciones.

Con fundamentos matemadticos y probabilisticos se propondrd un es-
quema basado en los algoritmos EM y SEM. La estimacién de pardmetros
servird en la definicion de un algoritmo de segmentacion aplicable a imagenes
de percepcién remota y de fotografia aérea de alta resolucion. Dado que
los parametros estimados serian los dos primeros momentos estadisticos, la
propuesta se centraria en métodos 6ptimos de segmentacion para el caso de
distribuciones gaussianas.



Capitulo 2

Fundamentos

2.1. Imagen Digital

Una imagen puede ser definida como una funciéon de dos dimensiones
f(z,y) donde z y y son las coordenadas espaciales (plano) y la amplitud
de la funcién f en algin par de coordenadas (z,y) es llamada intensidad
o nivel de gris de la imagen en ese punto. Cuando z y y los valores de la
amplitud de la funcién fson cantidades discretas finitas, a dicha imagen se
le llama imagen digital. Una imagen digital estd compuesta de un nimero
finito de elementos y cada uno tiene una localidad y valor particulares. A
estos elementos se les llama, elementos de la imagen o pizels, siendo este
daltimo el término mas usado para denotar los elementos de una imagen
digital.

2.2. Segmentacion y Clasificacién

Al proceso en el cual una imagen es dividida en segmentos inconexos
(un pixel no puede pertenecer a dos segmentos al mismo tiempo) con el
propésito de separar las partes de interés de la imagen del resto se le conoce
como segmentacién. A la tarea de medir los segmentos se le conoce como
extraccion de caracteristicas y la asignacién de las clases a partir de las
mediciones se le llama clasificacion.

2.3. Probabilidad y variables aleatorias

Historicamente a la forma maés antigua de medir lo incierto se le conoce
con el concepto de probabilidad, el cual tuvo su origen en los juegos de azar.
Esta se entiende como una medida de nuestra confianza de que ocurra un
evento futuro. El concepto de probabilidad es necesario cuando se trabaja
con sucesos fisicos, bioldgicos o sociales que generan observaciones que no
pueden predecirse con certeza; se dice que si hay n resultados igualmente
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probables, todos los cuales ocurren y s son considerados favorables o como
un “éxito”, entonces la probabilidad de un “éxito” estd dada por >

Una variable aleatoria X es una funcién que asigna valores reales, X («)
a cada salida « en el espacio muestral de un experimento aleatorio. Esta fun-
cion es simplemente una regla de asignar un valor numérico a cada elemento
de un conjunto Fig. 2.1.

La especificacion de una medida en el resultado de un experimento
aleatorio define una funcién en el espacio muestral, y por lo tanto una va-
riable aleatoria. El espacio muestral S es el dominio de la variable aleatoria,
y el conjunto Sz de todos los valores tomados de X es el rango de la variable
aleatoria. De esta forma, Sz es un subconjunto del conjunto de los nimeros
reales [7].

*  Linea
real

Figura 2.1: Variable aleatoria que asigna un nimero X («) a cada salida «
en el espacio muestral S de un experimento aleatorio.

Existen diferentes tipos de variables aleatorias, para el desarrollo de esta
tesis se utiliza una variable aleatoria de tipo gaussiana, esta decisién se
tomé ya que existen en la naturaleza diferentes tipos de fenémenos donde se
trata con variables aleatorias X compuestas por la suma de otras variables
aleatorias. La descripcién de la funcién de densidad de probabilidad (pdf) de
X en términos de las variables aleatorias que la componen puede ser compleja
y poco manejable. De cualquier manera, bajo condiciones generales, mientras
el nimero de componentes crece, la pdf de X se aproxima a una variable
aleatoria de tipo Gaussiana!. En especial este tipo de variable aleatoria
aparece frecuentemente en problemas que involucran aleatoriedad por lo
que se ha llegado a conocer como variable aleatoria normal.

La pdf de una variable aleatoria Gaussiana X estd descrita por

1 [2—ng]?

202 (2.1)

= ex
\V2mo, P

donde py ¢ > 0 son niimeros reales y representan la media y la desviacion
estandar de X. La pdf Gaussiana es una campana simétrica con respecto a

/()

'Este resultado es basado en el teorema de limite central(Ver Cap. 2.5)
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su media g y su ancho incrementa con respecto a la desviacion estandar o
Fig. 2.2.

Al

e R T R e N el e

m-4 m-2 m m+2 m+d

Figura 2.2: pdf de una variable aleatoria de tipo Gaussiana.

Una variable aleatoria X se denomina discreta si puede adoptar sélo una
cantidad finita o infinita contable de valores distintos.

2.4. Bayes

En el ano 1763, dos anos después de la muerte del matematico Thomas
Bayes(1702-1761), se publicé en “Philosophical Transactions of the Royal
Society of London” el ensayo “Essay Towards Solving a Problem in the
Doctrine of Chances” en el que aparece, por primera vez, la determinacion
de la probabilidad de las causas a partir de los efectos que han podido ser
observados. El calculo de dichas probabilidades recibe el nombre de Teorema
de Bayes.

A

A
2 A

Figura 2.3: Espacio muestral con eventos mutuamente excluyentes.

Sea d un espacio muestral formado por los eventos Aj, As, ..., A,, mu-
tuamente excluyentes, como se muestra en la Fig. 2.3 entonces,

0=A1UAU..UA4,
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Si ocurre un evento B definido por:
B=BnN§
B=BN(A1UAU...UA,)

B=(BNA)U(BNA)U..U(BNA,)

Donde cada uno de los eventos B N A; son eventos mutuamente ex-
cluyentes, tenemos que

P(B) = P(BNAy) + P(BNAy) + ...+ P(BN Ay) (2.2)

Por otro lado sabemos que la probabilidad condicional de que el evento B
suceda dado que sucedié el evento A esta dada por la expresion 2.3, siempre
y cuando P(A) >0 [9]

P(BNA)

P(B/A) = PA) (2.3)
despejando P(B N A) tenemos
P(BNA)=P(B/A)P(A) (2.4)

y sustituyendo la ecuacion anterior en 2.2 tenemos

P(B) = P(B/A1)P(A1) + P(B/A2)P(A2) + ... + P(B/A,)P(A,)  (2.5)
Ahora si se desea calcular la probabilidad de que ocurra el evento A;
dado que B ya ocurrié de la expresién 2.3 tenemos que:
P(A;NB)
P(B)

y utilizando en la ecuacion anterior 2.4y 2.5

P(4;|B) =

P(B/A;)P(A;)
(B|A1)P(A1) + P(B|A2) P(Az2) + ... + P(B|An) P(An)

la ecuacion anterior permite enunciar el siguiente Teorema:

P(4i|B) = (2.6)

Teorema de Bayes

Sea A, As,..., A, un sistema completo de sucesos, tales que la probabili-
dad de cada uno de ellos es distinta de cero, y sea B un suceso cualquiera
del que se conocen las probabilidades condicionales P(B|A4;). Entonces la
probabilidad P(A;|B) viene dada por la expresién 2.7.

P(B|A;)P(A;)
Yy P(B|A;)P(4)

P(A,|B) = (2.7)
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2.5. Teorema del limite central

El Teorema del Limite Central o Teorema Central del Limite indica
que, bajo condiciones muy generales, la distribuciéon de la suma de varia-
bles aleatorias tiende a una distribuciéon gaussiana cuando la cantidad de
variables es muy grande.

Existen diferentes versiones del teorema, en funcién de las condiciones
utilizadas para asegurar la convergencia. Una de las méas simples establece
que es suficiente que las variables que se suman sean independientes, idénti-
camente distribuidas, con valor esperado y varianza finitas.

Sean X1, Xo, ..., X,, variables aleatorias independientes idénticamente dis-
tribuidas con E(X) = uy V(X) = 0% < 0o. Se define

X - N
Un = v <U“> donde X = =~ 3" X; (2.8)
=1

Entonces, la funcién de distribucién de U, converge a la funcién de dis-
tribucién normal estandar conforme n — oo. La prueba puede ser encontrada
en [7]y [8].

2.6. Procesos estocasticos

Como se menciond en el apartado 2.3, una variable aleatoria es una regla
para asignar a las salidas ¢ de un experimento S un valor X (¢). Un proceso
estocdstico X ({) es una regla para asignar a cada ¢ una funcién X (t, () por
esto, un proceso estocastico o proceso aleatorio representa una familia de
funciones temporales que dependen de (. El dominio de ¢ es el conjunto de
todas las salidas experimentales, mientras que el dominio de ¢ es el conjunto
de nimeros R [8].

Si R es el conjunto de los niimeros reales se dice que X (¢) es un proceso
continuo, en cambio si R estd compuesta por valores enteros decimos que
X (¢) es un proceso discreto. Un proceso discreto estd compuesto por una
secuencia de variables aleatorias, esta secuencia se puede escribir como z,
6 x[n].

x(t) puede ser utilizado para representar un proceso estocéstico al igual
que las variables aleatorias al omitir su dependencia en (, de esta manera
x(t) puede tener las siguiente interpretaciones:

» Familia o conjunto de funciones z(t, (). En este caso t y ( representan
variables Fig. 2.4.

» Es una unica funcién (o una muestra de un proceso dado). En este
caso t es variable y ( es fija. Es llamada realizaciéon, camino muestra,
o funciéon muestra del proceso aleatorio.
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» Sitesfijay ( es variable, x(t) es una variable aleatoria con valor igual
al proceso en el estado t Fig. 2.5 .

» Sity ¢ son fijas, entonces z(t) es un nimero.

Realizaciones: £

E=N-1

/‘\ M [N AN
7 \J “_“\_/f_‘T ~
~ ) PaTAN

t (tiempo)

Figura 2.4: Proceso aleatorio representado por sus realizaciones, resultado
de distintos experimentos.

5 realizaciones de un proceso estocastico

A gl A

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tiempo

Figura 2.5: Cinco realizaciones de un proceso, el corte a t fijo produce una
variable aleatoria de distribucién uniforme
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2.6.1. Estacionaridad

La mayor parte de los fenémenos que dan lugar a procesos aleatorios
mantienen sus propiedades estadisticas constantes con el tiempo, por lo que
se dice que son estacionarios. De esta manera, si la media del proceso no
depende del tiempo se dice que el proceso es estacionario de orden uno, y
si la correlacién no depende del instante ¢, es estacionario de orden 2. En
definitiva, si se puede decir que el proceso es estacionario de orden dos, se
verificaran las expresiones 2.9y 2.10

re(t,7) = E{z* ()z(t + 1)} = ro(7)V(?) (2.9)
02(t) = 02 = 1, (0) ¥(t) (2.10)

Es claro que la estacionaridad del momento de orden dos no implica la
estacionaridad de la funcién de probabilidad conjunta.
Dado que si se verifica lo siguiente

flx1, 5t t +7) = f(1,22;7) V(1) (2.11)

se estd ante un criterio de estacionaridad mas estricto, puesto que ésta ulti-
ma implica por supuesto que su centro de gravedad también se mantiene
constante con el tiempo. Cuando se verifique la expresion 2.11 se dird que
el proceso es estacionario de orden dos en sentido estricto, mientras que si
tan sélo se verifica la expresién 2.9 se dird que es estacionaria, se suele
sobrentender que es de orden dos en sentido amplio.

La estacionaridad en sentido amplio, al margen de ser de mas facil veri-
ficacién, se cumple para la mayor parte de los procesos con los que trabaja
en procesado de senales.

2.6.2. Ergodicidad

Se puede demostrar que, cuando un proceso estocastico cumple ciertas
condiciones, es posible estimar consistentemente sus caracteristicas a partir
de una realizacién del mismo. Los procesos que cumplen tales condiciones
se denominan ergddicos [8].

Supongamos que sélo tenemos acceso a una realizacion del proceso es-
tocastico y pretendemos conocerlo a partir de esa tnica funcién temporal;
para ello nos interesard conocer sus estadisticas (media, autocorrelacién,
etc).

Para un proceso estocéstico discreto X[k|, donde X|[k] es un proceso
estocdstico estacionario en sentido amplio, y definido por valores enteros de
k, con k > 0, la media temporal y la autocorrelacion temporal se calcularian
mediante las siguientes expresiones respectivamente:
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1 N-1
Mo = i 2 X[

Llamaremos autocorrelacién temporal a:

1
Ax(T) = Nl—l/r;loo N

N-1
> XK X[k + 7]
k=0

Diremos que un proceso es ergddico si sus promedios estadisticos se
pueden calcular a partir de una realizacién: es decir, si sus promedios es-
tadisticos coinciden con sus promedios temporales.

2.7. Aplicaciones de percepcion remota

La percepcién remota se aplica principalmente en la evaluacién de los
recursos naturales del planeta y gestién del medio ambiente. Sin embargo,
también tiene usos en otras areas como la medicina, biologia e industria, por
mencionar sélo algunas.

El grado de complejidad de las aplicaciones depende del recurso que este
bajo estudio y del tipo de contribuciones que el sensor remoto pueda re-
alizar. En los casos mas simples hay situaciones que involucran a un solo
objeto de facil deteccion y evaluacion, por ejemplo, la evaluacién de las re-
giones de un bosque devastado por un incendio. En los casos méas complejos
se encuentra el andlisis de todo un sistema relacionado con un recurso nat-
ural, como lo es la prospeccién petrolera y minera, ambos andlisis requieren
de distintos tipos de sensores y plataformas, asi como medidas y muestreos
en campo y técnicas estadisticas especializadas.

Las condiciones globales del clima requieren de informacién rapida y
confiable de los oceanos, bosques, desiertos y capas polares asi como regiones
circundantes para la prediccién del tiempo en diversas zonas del planeta. La
percepcién remota, especialmente el uso de imagenes de satélite y fotografia
aérea de alta resolucion, es una manera sumamente practica de cartografiar
las condiciones del planeta sobre una base regional y repetitiva [16].

El andlisis de iméagenes de percepcién remota es 1util en los siguientes
campos:

= Produccién de informacién geografica y cartografica,
= Visién artificial,
= Silvicultura,

= Agricultura,
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Oceanografia y recursos marinos,

Prevencién y evaluacién de desastres,

Inspeccién industrial [20], [21],

Identificacién de hielo [22].

Las caracteristicas de las imagenes de la superficie terrestre que las hacen
adecuadas para ser 1til en estos campos son las siguientes:

Uniformidad de vista sobre grandes extensiones de terreno;

Angulo de vista casi vertical;

Fidelidad geométrica y radiométrica;

Buena definicion de los rasgos del terreno;

Capacidad para obtener un producto final en muy poco tiempo;

Forma digital de los datos.

El dltimo punto mencionado es de gran importancia ya que garantiza
la reproducibilidad de los mapas y la capacidad de comparacién de éstos
en diferentes lapsos de tiempo, asi como su manipulacion matematica por
computadora [16].



Capitulo 3

Clasificacion de imagenes

Para poder realizar andlisis e interpretacién de imagenes generalmente
se requiere realizar la clasificacién de éstas para obtener informacién 1til en
diversas aplicaciones, por ejemplo, para estudiar los danos provocados por
un incendio forestal se realiza la clasificacién de imagenes multiespectrales
y multitemporales.

Cuando se dispone de los datos en forma digital, se puede realizar un
andlisis cuantitativo basado en los atributos numéricos de los datos. Este
andlisis cuantitativo consiste primordialmente en la clasificacién de los datos.
Los datos clasificados se pueden representar como una tabla o como un mapa
tematico. Esta ultima opcién es la més comun ya que facilita su visualizacion.
La clasificacion de iméagenes estd basada en la teoria del reconocimiento de
patrones.

Un clasificador asigna un vector de caracteristicas desconocido, es decir,
sin categoria asignada, a una de las M clases de patrones. Las M clases
se denotan como ) = wi,ws,...,wy. El clasificador divide el espacio de
caracteristicas en M regiones, llamadas regiones de decisién R', R2, ..., RM.

El problema central en el disenio de un clasificador consiste en especificar
un conjunto apropiado de funciones discriminantes g; (), ..., gar(z) [12]. Las
funciones discriminantes pueden seleccionarse de diferentes maneras. En oca-
siones pueden ser calculadas con precision si se dispone de un conocimiento
a priori completo de los patrones a ser clasificados. Otras veces, se hacen
supuestos razonables basandose en un conocimiento cuantitativo sobre los
patrones. En cada uno de los casos, especialmente en el segundo, pudiera
ser necesario ajustar las funciones discriminantes para obtener resultados
aceptables en los patrones a clasificar. Usualmente, este proceso de ajuste
se realiza utilizando un conjunto de patrones, los cuales son representativos
de los patrones a clasificar. A este proceso se le conoce como entrenamiento,
y el conjunto de patrones representativo se conoce como conjunto de entre-
namiento.

Un clasificador entrenable de patrones es aquel cuyas funciones discrimi-

18
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nantes pueden ser obtenidas por entrenamiento.

Existen dos tipos de métodos de entrenamiento: paramétricos y no paramétri-
COS.

Los métodos de entrenamiento paramétricos son apropiados para tareas de
clasificacion donde se sabe de antemano que cada categoria de patrones
wi, © = 1,..., M, se puede caracterizar por un conjunto de parametros. Si
los valores de los parametros fueran conocidos, se podrian especificar direc-
tamente las funciones discriminantes adecuadas, pero si no lo son, se usa
el conjunto de entrenamiento para estimar los valores de los pardmetros y
determinar las funciones discriminantes mediante estas estimaciones [12].
En la siguiente seccién se verd con mas detalle un clasificador paramétrico
conocido como clasificador de Bayes.

Los métodos de entrenamiento no paramétricos se aplican mas apropiada-
mente cuando no se pueden hacer supuestos sobre los parametros que carac-
terizan las funciones discriminantes. En las aplicaciones comunes de estos
métodos se asumen formas funcionales para las funciones discriminantes, por
ejemplo lineales o cuadraticas. Estas funciones discriminantes se desempenian
adecuadamente en el conjunto de entrenamiento.

3.1. Clasificador de Bayes

El clasificador de Bayes es un método de entrenamiento paramétrico
basado en la teoria de decisiones.

Si cada una de las M clases de patrones se pueden caracterizar por con-
juntos de pardmetros, estos patrones son variables aleatorias gobernadas por
M funciones distintas de probabilidad denotadas como p(z;|k), k =1, ..., M.
La funcién p(z;|k) es la probabilidad de ocurrencia del patrén z dado que
pertenece a la categoria k. Se supone que las funciones p(z;|k) son funciones
conocidas de las que se desconocen los valores de los parametros que las
caracterizan.

Ademas de obtener los pardmetros para caracterizar las funciones p(x;|k),
normalmente también se desconocen las probabilidades a priori para cada
clase p(k), k = 1,..., M. De esta manera, el conjunto de patrones en cada
categoria se caracteriza por un conjunto de parametros: las probabilidades
p(k) y los pardmetros de las funciones p(x;|k).

El método de entrenamiento paramétrico para el diseno de las funciones
discriminantes consiste en los siguientes pasos:

= Las funciones discriminantes se expresan en términos de los parametros
de p(z|k) y p(k);

» Se estiman los valores de los parametros de p(z;|k) y p(k) a partir de
un conjunto de patrones de entrenamiento;
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= Se supone que estos estimados son los valores verdaderos de los para-
metros y se usan en las expresiones para las funciones discriminantes
desarrolladas en el primer paso.

3.2. Maxima Verosimilitud

La técnica denominada método de maxima verosimilitud, elige como
estimaciones de un parametro p a los valores del pardmetro que maximiza la
verosimilitud (la funcién de probabilidad conjunta o la funcién de densidad
conjunta) de la muestra observada.

Suponiendo que una funcién de verosimilitud depende de k pardmetros
01,03, ...,0;. Se eligen como estimaciones los valores de los pardmetros que
maximizan la verosimilitud L(y1,y2, ..., Yn|01, 02, ..., 0%).

Para destacar el hecho de que la funcién de verosimilitud es una funcién
de los parametros 61,0, ..., 0%, a veces se expresa la funcion de verosimilitud
como L(61,6s,...,0;). A menudo se hace referencia a los estimadores de
méxima verosimilitud como MLE (Maximum Likelihood Estimator).

El siguiente es una ejemplo de la forma en cémo se emplea esta técnica
para obtener el MLE de p y o2.

Suponiendo que Y7, Y3, ..., Y, son una muestra aleatoria de una distribu-
cién normal con media p y varianza o2. Se obtendran los MLE de p y o2.

Como Y1, Ys, ..., Y, son variables aleatorias continuas, L(u,0?) es la den-
sidad conjunta de la muestra expresada como L(u, 02) = f(y1,y2, .., Yn|tt, 02).
Y lo que necesitamos es méximizar el valor de u y 0 que maximizan L(u, 0?)
al igualar la derivada OL(u,0?)/0u y OL(u,0?)/00? a cero y despejar p y
o? respectivamente.

Se puede obtener el In[L(x,0?)] ya que esta es una funcién monétona
creciente de L(u,0?) y por consiguiente tanto In[L(u,0?)] como L(u,0?)
maximizan el mismo valor de u y 0. Como L(u,0?) es el producto de fun-
ciones de 4 y 02, y obtener la derivada de estos productos resulta laborioso,
es mas facil encontrar el valor de y y 0 que maximicen el In[L(u, o2)].

Lo anterior se puede ver en el siguiente desarrollo:

L(:ua 02) = f(y17y27 (XY yn|,ua 02)

Desarrollando L(u, 0?)

= fy1lp, 0®) * flyalp, o) * ... * fynlp, o%)

Para una funcién de densidad normal sustituimos 2.1 en la ecuacion

anterior y obtenemos:
1 —(y1 — ) 1 (e — )2
_ exp (yl ,U,) x ok exp (yn - ,U,)
oV 2w 20

o2 202
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1\ 1
- (27‘(‘0’2) oXp [M zjl(yl
1=

Al obtener el In de lo anterior queda:

n n 1 &
L(p,0?) = —51n02 - 51n27r ~ 5,2 Z(yz — )2
i=1

Los estimadores de méxima verosimilitud de p y o2 son los valores que
maximizan In[L(u, 0%)]. Al obtener la derivada respecto a u y 02, nos queda:

O{In[L(u, o 1 &
L5

ALl (my( 1y, LS, e

Igualando estas derivadas a cero y resolviendo simultdneamente , obte-
nemos de la primera ecuacion lo siguiente:

n n
s> Wi—mw) =0 o > yi—ni=0, y f=- Zy=§

i=1 i=1 ’L 1

Al sustituir 7 por /i en la segunda ecuacién y despejar 62, obtenemos
(A Y went=0 0 2=y
g21 gt = n &7 ‘

Por consiguiente, Y y 62 son los estimadores de méxima verosimilitud
de p y 02, respectivamente. Podemos observar que Y es insesgado para j y
&2 no es insesgado para o2, aunque se puede ajustar ficilmente al estimador

insesgado S2.

3.3. Maximizacién de la Esperanza EM

El algoritmo EM (Expectation Maximization), inicialmente propuesto
por Dempster (Dempster, Laird, y Rubin 1977) [11], presenta una técnica
iterativa general para realizar una estimacién de maxima verosimilitud de
parametros de problemas en los que existen ciertos datos ocultos. A conti-
nuacién se describe el algoritmo, y un ejemplo de su aplicacién a la resolucién
de un problema concreto.
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3.3.1. Descripcion del algoritmo EM

El algoritmo EM puede aplicarse en muchas situaciones en las que se
desea estimar un conjunto de parametros 6 que describen una distribucion
de probabilidad subyacente, dada tnicamente una parte observada de los
datos completos producidos por la distribucion. En general, supongamos
que en cada iteracion del experimento aleatorio se observa un parametro z;
y existe un pardmetro oculto z;. Denotamos entonces por Z = {z1,..., 2 }
al conjunto de datos observados en m realizaciones del experimento, por
X ={x1,...,z} al conjunto de datos no observados y por ¥ = Z U X al
conjunto completo de datos. Los datos X pueden considerarse una varia-
ble aleatoria cuya distribucién de probabilidad depende de los parametros
a estimar 0 y de los datos observados Z. De la misma forma, Y es una
variable aleatoria ya que estd definida en términos de la variable aleatoria
X. Llamemos h a la hipétesis actual de los valores de los parametros 6, y
denotemos por h’ la hipdtesis revisada que se estima en cada iteracién del
algoritmo EM.

El algoritmo EM busca la hip6tesis A’ que maximiza E[ln p(Y'|h')], sien-
do p(Y]6) la distribucién de probabilidad que define Y y que depende de
los parametros desconocidos . Esta distribucién de probabilidad define la
verosimilitud de los datos completos Y dada una hipétesis b’ de los pardme-
tros ocultos. Al maximizar el logaritmo de la distribucién se est4 maximizan-
do la verosimilitud. Se introduce el valor esperado E[lnp(Y|h')], debido a
que el conjunto completo de datos Y es una variable aleatoria. Dado que
el conjunto completo de datos Y contiene datos X no observados, se deben
considerar todos los posibles valores de X, ponderandolos segin su proba-
bilidad. En otras palabras, se calcula el valor esperado E[lnp(Y |h’)] sobre
la distribuciéon de probabilidad que gobierna la variable aleatoria Y. Esta
distribuciéon estd determinada por los valores observados Z mas que por la
distribucion de los valores no observados X.

En general, se desconoce la distribuciéon de Y, determinada por los
parametros 6 que se intentan estimar. Por ello, el algoritmo EM usa la
hipétesis actual h para estimar la distribucién de Y. Se define entonces
una funcién Q(h|h’) que proporciona E[ln p(Y'|h')] como una funcién de h’,
bajo la suposicién de que § = h y dada el conjunto de observaciones Z del
conjunto completo de datos Y.

Q(N|h) = E[lnp(Y|h)|h, Z]. (3.1)

En la funcién Q(h'|h) se supone que la hipdtesis h y los datos observados
Z tiene unos valores fijos y que éstos definen la distribuciéon de probabilidad
de la variables ocultas X (por tanto, sus valores esperados). La distribucién
de probabilidad de Y definida por Z y h es, entonces, la que se utiliza para
calcular E[ln p(Y'|h')] para una hipétesis cualquiera A'. En su forma general,
el algoritmo EM repite la siguiente pareja de pasos hasta que converge.
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Paso 1: Paso de estimacién (E): Calcular Q(h|h') utilizando la hipdtesis
actual h y los datos observados Z para estimar la distribuciéon de probabili-
dad de Y

Q(N|h) «— Ellnp(Y|h)|h, Z]. (3.2)

Paso 2: Paso de maximizacién (M): Sustituir h por la hipdtesis A’ que
maximiza la funcién @

h «— argmaxp Q(I'|h) (3.3)

3.3.2. Aplicacién del EM a la estimacion de k-medias

Un ejemplo de utilizacion del algoritmo EM se presenta a continuacion
donde se utiliza para derivar un método que estime las medias de una mezcla
de k distribuciones normales 6 = (uq,..., ) con igual desviacién tipica
o, que se supone conocida. Los datos observados Z = {z;} son los datos
producidos por la distribucién. Los datos no observados

k
X = {LL‘lj, ...,ZL‘kj}, Tij = (0, 1), inj =1

indican cudl de las k distribuciones normales se ha utilizado para obtener
el dato z;.

Para aplicar EM primero se necesita derivar una expresiéon de Q(h|h’)
para el problema, primero la formulacién de In P(Y'|h’). Para un tnico con-
junto de datos y; = (2j,%4j,...,Tk;), la verosimilitud de que estos datos
hayan sido obtenidos con una hipétesis A’ = (uf, ..., 13,) se puede escribir
como:

p(y;|h) = p(zj, x1j, .. Tij|B)

1
= exp ( ZT; — k) 3.4
\/W 2 5 92 Z JZ % ( )
La expresién 3.4 proporciona la probabilidad de que el valor z; haya
sido generado por la distribucién normal seleccionada por los datos ocultos.
La probabilidad para todos las instancias m de los datos es

Inp(Y|h') = In [ p(y;|h’)
j=1

Inp(Y|h) = Zlnp y;|h")
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T 0 (5 szﬂ — %) (3.5)

27‘(’0’

Ahora se debe calcular el valor esperado de esta expresién Inp(Y'|h') so-
bre toda la distribucion de probabilidad que gobierna Y o, de forma equiva-
lente, sobre la distribucién de los datos ocultos Y ,x;;. Al ser la expresién 3.5
una expresion linear en funcion de estos datos, es posible derivar la siguiente
expresion

Bllnp( 0] = I s exp (5 Y )
j=1 mo? i=1
m 1 k
DIl s e =g D Bleil(e — 44)) (3.6)
j=1 mo? i=1

Para resumir, la funcién Q(h|h’) del problema de las k-medias es

m

Q(M'|h) = Z

k
e (g X Blal(s — i), (67
=1

donde A/ = (y4, ...;t},) y donde los valores esperados de los datos ocultos
Elx;j] se calculan a partir de la hipdtesis actual y de los datos observados Z.
Este valor E[z;;] es simplemente la probabilidad de que la muestra z; haya
sido generada por la distribucién normal 3.

p(x = zjlp = pi)

E.Ti' =
il = S = i )

exp(—ggz (2 — )*)
Zk 1 exp(— 202( = 1n)?)
La ecuacién 3.8 completa el primer paso del algoritmo EM, en el que se
define la funcién @ a partir de los datos ocultos esperados. El segundo paso

(maximizacién) consiste en encontrar los valores (], ..., 1t},) que maximizan
la funcién @ asi definida. En este caso,

(3.8)

argmazp Q(h'|h) =

m 1 k
= argmazy Zln( Z xzy )2))
= V2ro? -1
k
= argmsi - Elz;i1(z; — 1h)? 3.9
= argmingy Y Y Eli)(zj — pf) (3.9)

i=1j=1
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Esto es, la hipdtesis de méxima verosimilitud es la que minimiza la suma
ponderada de los errores al cuadrado, donde la contribucién de cada instan-
cia z; al error que define p estd ponderada por E[z;;]. Esta hipStesis se
puede calcular de forma analitica con la expresién 3.10

1 m
m i=1

3.3.3. Aplicacién del EM a la estimacion de Gaussianas

Si consideramos un conjunto de medidas x;,7 = 1,...,n. y asumimos
que estas pueden ser descritas mediante una distribucién de tipo normal,
entonces para representarlas con una Gaussiana es necesario calcular su
media como:

y su varianza como:

Supongamos que los datos observados son la mezcla de dos o mas estados,
k=1,2,...K,y que P(k) es la probabilidad del estado k entonces como los
datos siguen una distribucién de tipo normal pueden ser descritos por:

1 _ [%‘*Mkﬁ

202
= ex k 3.11
By P (3.11)

Utilizando la regla de Bayes tenemos:

p(xilk)

plwi) =) plailk)P(k) (3.12)
k

Entonces si se desea estimar la probabilidad de que un dato pertenezca
a un determinado estado se puede utilizar la regla de Bayes de la siguiente
forma:s:
xi|k)P(k
P(kfz;) = TIRPE) (3.13)
> p(il§)P(5)
Para aplicar el algoritmo EM a la estimacion de gaussianas primero se
inicializa el modelo suponiendo valores para puj y o, siendo k el ntimero de
clases a discriminar.
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Paso E

Obtener la probabilidad de la clase k; de la siguiente forma:

- % 3 Pl (3.14)

donde £ es el nimero de la clase, x; es el pixel en estudio y n es el nimero
total de elementos en la muestra.

p(x1, .., HZp xi|k)P (3.15)

Para elegir los parametros para cada iteracién se usa un estimador de
maxima verosimilitud al maximizar el log de la funciéon dada por:

logL = logp(x1,...,x Zlog Zp x;|k)P (3.16)

Paso M

Al obtener las derivadas parciales con respecto a u y o2, e igualando a
0 obtenemos su maximo:

OlogL (m — my)
= 3 Pk ) 1
f)mk i (k‘xZ) U,% 0 <3 7)
OlogL B ' (x; — mk)2 — 0]% B
602 = % P(k|z;) 202 =0 (3.18)

De estas ecuaciones despejamos a pg y a,% y obtenemos las ecuaciones
para realizar la estimacion de p(z;|k)

> P(k|zi)x

mp = ZZ P(k|$l) (3.19)
; i)\ Ty — M 2
o2 — i P(gl‘ P)((qui) k) (3.20)

Para determinar la convergencia, se propone un valor de a tal que
0,5 < a < 1. Es decir el algoritmo se detiene cuando se cumple

|mgs1 —mgl < «
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3.4. Algoritmo Estocastico de Maximizacién de la
Esperanza SEM

El problema de estimacién de clases es un caso particular del siguiente:
si consideramos un par de variables aleatorias (F, X ), donde E toma sus va-
lores del espacio finito E = {eq,...,ex} y X € R”, con m igual al niimero de
clases en la imagen a ser segmentada. Si escribimos a P(k) = % 3. P(k|;)
como la distribucién a priori y a p(z;|k) como la funcién de densidad gaus-
siana (media my y desviacién estandar o) de la distribucién de X condi-
cionada a ej. Podemos escribir:

p(zilk)P(k)
22 p(xilf) P(j)

la distribucién a posteriori. Se puede observar una muestra x;, o, ..., Ty
de realizaciones de X que tienen por funcién de distribucion de densidad a:

p(zi) = Zp(fﬂi|k)P(k)
k

P(k|a;) =

de donde debemos estimar los parametros (P(k), pg, o), 1 < k < m.

Existen diferentes métodos interativos para tratar este tipo de proble-
mas; se pueden encontrar algunas referencias en [13]. Estos métodos pre-
sentan a diferencia del SEM las siguientes limitaciones:

= el numero de clases se supone conocido,
= la solucion depende fuertemente de la inicializacién.

La primera limitacion es una gran desventaja en procesamiento de imagenes
en Percepcion remota ya que en imagenes reales es frecuentemente dificil
determinar el nimero de clases a priori.

3.4.1. Descripcion del algoritmo SEM

El algoritmo SEM es una implementacién mejorada del algoritmo EM
que se genera gracias a la adicién de una etapa de tipo estocastica. Esta
adicién resulta, con respecto al algoritmo EM, en las siguientes mejoras:

= es suficiente conocer un limite superior para el nimero de clases;
= la solucién no depende de la inicializacién;

= el tiempo de convergencia es menor.

El algoritmo SEM trabaja de la siguiente forma:
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Si M es el limite superior del nimero de clases y a € [0, 1] es un umbral.
Inicializacién

Tomar para cada dato observado z; la probabilidad p°(k|z;) de pertenencia
a la clase e,,, 1 < m < K. Si no se cuenta con informacién previa se toma
pY(k|z;) de forma uniforme. El superindice denota el niimero de la iteracién.

Para cada n > 0:
Paso S (Stochastic):

Para cada z; seleccionar del conjunto de clases {ey,...,ex} un elemento de
acuerdo a la distribucién p"(ej|z;), ..., p"(ex|x;), esta seleccién define una
particién del tipo Q7, ..., @} de las muestras z1, ..., xy.

Paso M (Maximization):

La idea del algoritmo SEM es suponer que cada z; que pertenece a @},
para cada 1 < m < K, se puede representar como la distribucién defini-
da por p(z;|k), la densidad correspondiente a las clase e,,. Al denotar a
Ch = card(Qr,), Qp = (21,5 - T ) € puede estimar la media fin, y la
varianza o,, de la siguiente forma:

Cn
1 m
it = o, (3.21)
m =1
1
ot = o > (@, — i +1)? (3.22)
m ;=1
K2
Y las probabilidades a priori,
_Cn

P(k) (3.23)

N
Si para m la estimacion de 3.23 es menor que la cota « se elimina la
clase correspondiente y se regresa a la inicializacién.

Paso E (Estimation):

Para cada x; se define la siguiente distribucién [P"*1(1]z;), ..., P" 1 (k|z;)]
del conjunto de clases por la distribucién a posteriori basada en los parame-
tros actuales (P"*1(k), uf ™, o) con 1 <m < K:

. Pn+1 k pn—i-l xi k
pmﬂ(%‘)— ( ) ( ‘ )

- 25{21 Pr+1(q)pnt (2] q)

(3.24)
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donde p"*(x;|k) designa a la distribucién Gaussiana correspondiente a

n+1 n+1
Y Ot

Regresar al paso S.

Diferentes simulaciones realizadas muestran el correcto comportamiento del
algoritmo SEM. El algoritmo SEM a sido presentado como una forma al-
ternativa al algoritmo EM utilizado en la estimacion de mezcla de modos
[10].

3.5. Segmentacion por campos de Markov

Uno de los grandes intereses de los métodos markovianos reside en la
posibilidad de efectuar estimaciones en el sentido méximo a posteriori (MAP).
El uso practico de un modelo de Campo Aleatorio de Markov se atribuye a
la equivalencia entre la distribucién de probabilidad de un Campo Aleatorio
de Markov y la distribucién de probabilidad de Gibbs. La segmentacion se
considera como un problema de etiquetado en el marco de estudio de los
Campos Aleatorios de Markov. A cada uno de los sites s € S en una lattice
regular, le corresponderd una etiqueta en el dominio L. Cada site tiene un
conjunto de posibles etiquetas L = A1, Ag, ..., Ag. Cada una de estas etiquetas
corresponde a las clases en las que se desea asignar a los sites. Los sites estan
relacionados entre si por un sistema de vecindades. Las vecindades més co-
munes en segmentaciéon de imégenes son las de primer y segundo orden. Un
Campo Aleatorio discreto de Markov sobre una trama finita se define como
una coleccién de variables aleatorias, que corresponden a los sites de una
lattice, cuya distribucion de probabilidad es tal que la probabilidad condi-
cional de que una variable determinada tenga un valor particular, dado los
valores del resto de las variables, es idéntica a la probabilidad condicional
dados los valores del campo en un conjunto pequeno de sites, es decir, su
vecindad [14].

P(filfs—i) = P(filfn,)

La probabilidad de que el pixel ftome el nivel de gris f;, dado todos los
niveles de gris fs—; de todos los pixels restantes de la imagen, es igual a la
probabilidad de que el pixel ¢ tome el nivel de gris f; dados los valores de
los niveles de gris fni de la vecindad de pixels N;. Para obtener la imagen
segmentada es necesario optimizar la funcién de energia a posteriori, es
decir, encontrar la configuracion y que maximiza la distribucién a posteriori
P(Y|X) o bien minimiza una funcién equivalente de energia:

U(Y|X) ~ UX|Y) + U(Y)
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Figura 3.1: Analisis 4 y 8 conexidad

Por ejemplo en [17] se emplea la siguiente ecuacién como funcién de
energia, el vector de medias es denotado por ui y la matriz de covarianza
por S,

P(Xij = qi)
P(X;i = qilY;:) o« ——2 %2
1 _
-€xp {—§(Yij — )T (k) (Vi — ) — > ‘/b(mij)|xi]-—qk}
bec

Para esta tesis se utiliza un andlisis de tipo contextual, la Fig. 3.1
muestra las agrupaciones de pixels en 4 y 8 conexidad.

Las funciones de energia conjunta U(X|Y") estdn dadas por las funciones
de potencial mostradas en la Fig. 3.2,

La energia a priori U(Y') se calcula dependiendo si el andlisis es en
8-conexidad o 4-conexidad. La funcién de energfa a priori U(Y") estd definida
por:

UY)=—-Fx*n;(Y)

donde n;(Y) es el numero de sites en la vecindad N; que tienen etiqueta
Y v 3 es el coeficiente de homogeneidad.

Los Campos Aleatorios de Markov estan ligados a un método especifico,
el recocido simulado [15], el cual permite resolver el problema de estimacién
en el sentido MAP, buscando la convergencia hacia el minimo global de la
funcién de energia a posteriori.
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Figura 3.2: Funciones trapezoidales para k clases



Capitulo 4

Desarrollo y Resultados

Para probar el esquema propuesto se cred una imagen sintética generando
5 grupos de datos aleatorios gaussianos con medias [0,63,127,193,255] y
varianza [0,01] de 256x256 pixels, la imagen y su respectivo histograma se
muestran en las Figs. 4.1 y 4.2.

Figura 4.1: Imagen imgprueba

Los resultados de aplicar los métodos a comparar con el SEM se muestran
a continuacion, y como se puede observar en la Tabla 4.1 el esquema que
mejor estima la media u para la imagen generada es el SEM.
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Figura 4.2: Histograma imgprueba

a0 100 150 200 260

Figura 4.3: Resultados obtenidos por k-medias (izquierda) y Markov
(derecha)

Figura 4.4: Resultados obtenidos por EM (izquierda) y SEM (derecha)
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Tabla 4.1: Medias estimadas para la imagen de prueba

’ clase H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘
Original 0 | 63| 127 | 193 | 255
k-medias || 11 | 66 | 125 | 187 | 245
EM 0 |72 ] 92 | 198 | 255
SEM 0 | 64| 127 | 191 | 255

1400 F T T T T =

1200 - q

1000 - q

800 - q

600 - q

4004

200

u] a0 100 150 200 250

Figura 4.5: Medias sobre el histograma de la imagen de pruebas k-medias
(rojo), EM (verde) y SEM (amarillo),Original (negro)

Para llevar a cabo las pruebas del esquema propuesto en imagenes reales,
se eligieron tres imégenes, dos pancromaticas bosqueT Fig. 4.6, bosque2
Fig. 4.7y una SAR iceband Fig. 4.8 con las caracteristicas mostradas en
la Tabla 4.2. Las primeras dos imagenes presentan una seccién del bosque
de Tlalpan y de la Colonia Miguel Hidalgo, Tlalpan, en el valle de México
respectivamente, la imagen iceband presenta una regién de Groenlandia en
donde se pueden ver capas de hielo y canales de agua. A estas imagenes se
les aplicaron los métodos desarrollados en el capitulo 3.

A continuacion se presentan algunos de los resultados obtenidos al aplicar
la metodologia propuesta para realizar la segmentacion en regiones urbanas
y no urbanas de las imagenes de muestra de una zona al sur de la Ciudad
de México Figs. 4.6 y 4.7 y la segmentacion del hielo y las zonas de agua
en la imagen de Groenlandia Fig. 4.8. Los métodos que se comparan con el
EM y SEM son k-medias y Recocido Simulado.
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Tabla 4.2: Imagenes de prueba

| Imagen | Tam. | Gris min. | Gris max. | Origen |
bosqueT | 512x512 58 255 México
bosque2 | 512x512 46 252 México
iceband | 435x342 4 255 Groenlandia

Figura 4.6: Imagen bosqueT

La imagen de la Fig. 4.8 fué proporcionada por el Dr. Flavio Parmiggiani
del Istituto di Scienze Dell “Atmosfera e del Clima, Consiglio Nazionale delle
Ricerche, Bologna Italia. Muestra una escena de Groenlandia en donde se
pueden observar algunas zonas de hielo asi como canales de agua.
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Figura 4.7: Imagen bosque2

Figura 4.8: Imagen iceband
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Los respectivos histogramas de las imagenes de prueba se presentan a
continuacién Figs. 4.9 y 4.10 en estos podemos observar que para bosqueT
y bosque2 estos presentan un contraste muy pobre y que los niveles de gris
bajos no aparecen en las imagenes.
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Figura 4.9: Histograma de la imagen bosqueT
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Figura 4.10: Histograma de la imagen bosque2
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Para la imagen de prueba iceband podemos observar en el histograma
de la Fig. 4.11 que la mayoria de la informacién esta contenida entre los
niveles 50 y 200 por lo que los pardmetros como p deben estar dentro de
este rango.
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2000 B

4000 - 4

3000 - A

2000 - 3

1000 H A

0 | o I

e 1 1
0 a0 100 150 200 250

Figura 4.11: Histograma de la imagen iceband
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4.1. Pruebas k-medias

Como se vié en el capitulo 3, para llevar a cabo la segmentacion por el
método clasico k-medias, es necesario inicializar el algoritmo con el niimero
de clases a ser buscadas . Basandonos en los resultados para los métodos
propuestos se decidié por suponer k = 4 para bosqueT, k = 3 para bosque2 y
para la imagen iceband. Las imégenes de inicio para este método se presentan
en la Fig. 4.12.

Al realizar las pruebas en las imagenes bosqueT y bosque2 se encon-
tré que por el método k-medias la divisién de clases se realiza de forma
correcta para elementos como techos de casas o bodegas, pero para regiones
como caminos, calles y zonas verdes no es suficiente la mezcla de clases como
se observa en las Figs. 4.13 y 4.14 en la zona inferior donde hay arboles
y pastos. Para la imagen bosqueT obtenemos los datos de la Tabla 4.3 al
inicializar con 4 clases y al alcanzar 7 iteraciones, para la imagen bosque2
al inicializar con 3 clases y después de 5 iteraciones se obtienen los valores
de la Tabla 4.4.

100 2|

150

200

Figura 4.12: Imagenes de inicializacién para k-medias
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Figura 4.13: Imagen e histograma de bosqueT segmentada por k-medias

Tabla 4.3: Medias por k-medias para la imagen bosqueT

’ iter. H ml m2 m3 ‘ m4 ‘

1 58 123 189 255

2 81 112 186 242

3 84 116 178 239

4 86 120 178 237

5 86 123 175 235

6 87 124 175 235

7 87 124 175 235
bosque | caminos | caminos | techos

Figura 4.14: Imagen e histograma de bosque2 segmentada por k-medias
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Tabla 4.4: Medias por k-medias para la imagen bosque2

’ iter. H ml m2 ‘ m3 ‘
1 46 149 252
2 76 138 227
3 78 139 218
4 78 138 215
) 78 138 215
bosque | caminos | techos

En el resultado de aplicar el método k-medias sobre la imagen iceband
podemos observar que los canales de agua son bien detectados, también se
puede apreciar que la clase hielo esta dividida en 2 subclases Fig. 4.15, los
valores de las medias para cada clase, después de 4 iteraciones, se presentan
en la Tabla 4.5.

G Fa . r:
150 200 280 300

Figura 4.15: Imagen e histograma de iceband segmentada por k-medias

Tabla 4.5: Medias por k-medias para la imagen iceband

’ iter. H ml ‘ m2 ‘ m3 ‘
1 4 129 | 255
2 45 132 | 246
3 72 136 | 218
4 89 141 | 186
agua | hielo | hielo
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4.2. Pruebas Recocido Simulado

Para llevar a cabo las pruebas por recocido simulado es necesario ini-
cializar el algoritmo utilizando regiones tipo para cada clase Figs. 4.16,
4.18 y 4.20, y asi obtener una aproximacién a la media que caracteriza a
cada una de las clases para ser utilizada en las funciones trapezoidales.

Ademsds del paso antes mencionado, es necesario que el algoritmo itere
un gran numero de veces, en algunos casos més de 100 veces para obtener
una clasificacion mas uniforme.

En las pruebas realizadas por este método, utilizando 8-conexidad, k=3
y dejando correr 50 iteraciones se obtuvieron los siguientes resultados,

Figura 4.16: Ventanas de entrenamiento e inicializacién bosqueT

Como se puede apreciar en las Figs. 4.17,4.19 y 4.21 los resultados de la
segmentacion arrojan buenos resultados para elementos como areas verdes
aunque se pierden en gran medida los contornos. Este analisis presenté el
inconveniente de no conservar estructuras finas.
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Figura 4.17: Imagen bosqueT segmentada por Markov

Figura 4.18: Ventanas de entrenamiento e inicializacién bosque2
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Figura 4.19: Imagen bosque2 segmentada por Markov

Figura 4.20: Ventanas de entrenamiento e inicializacién iceband
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Figura 4.21: Imagen iceband segmentada por Markov

4.3. Pruebas EM

A diferencia del anilisis por k-medias y recocido simulado, el andlisis
por el método Expectation Maximization no requiere de ventanas de entre-
namiento ni definicién del nimero de clases, s6lo es necesario fijar un niimero
alto de clases por ejemplo k=10, mediante el método propuesto se realiza la
mezcla de las clases que estdn mas cerca una de otra. Las iméagenes de inicio
para este método se presentan en la Fig. 4.22. Para las pruebas llevadas a
cabo mediante este método, se encontré que para la imagen bosqueT des-
pués de 22 iteraciones el algoritmo converge y encuentra 4 clases Tabla 4.6,
como se puede observar en la Fig. 4.23.

La definicién de areas verdes (negro) y techos (azul) se realiza de forma
correcta ademas de que se preservan las estructuras a diferencia del andlisis
por recocido simulado.

Tabla 4.6: Medias por EM para la imagen bosqueT

‘ ‘ml‘mQ‘m3‘m4‘m5‘m6‘m7‘m8‘m9‘m10‘
ini | 58 | 80 | 101 | 124 | 145 | 167 | 189 | 211 | 233 | 255
fin 91 145 183 255
Ver cam cam tech

Para la imagen bosque2 fueron necesarias 35 iteraciones para que el al-
goritmo se detenga y obtener las medias finales para las 3 clases encontradas
Tabla 4.7, dreas verdes (negro), caminos y calles (rojo) y techos (verde) Fig.
4.24.
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Pl 122400 o i1 il
50 100 180 200 260 300 400

Figura 4.22: Imégenes de inicializaciéon para EM

Figura 4.23: Imagen e histograma de bosqueT segmentada por EM
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50 100 150 200 250 300 380 400 480 500

Figura 4.24: Imagen e histograma de bosque2 segmentada por EM

Tabla 4.7: Medias por EM para la imagen bosque2

’ ‘ml‘m?‘mB‘m4‘m5‘m6‘m7‘m8‘m9‘m10‘
ini | 46 | 69 | 91 | 114 | 137 | 160 | 183 | 206 | 229 | 252
fin 78 151 241
Ver cam tech

Para la segmentacion de iceband, fueron necesarias 10 iteraciones para
cumplir la condicién e < 0,001 con lo que se llegan a discriminar 4 clases
Fig. 4.25 y Tabla 4.8, para este caso la zona de agua y canales fue dividida
en 2 clases (negro y rojo), la clase hielo fué dividida en 2 subclases (verde,
azul).

50 100 150 200 250 300 350 400 50 100 150 200 250

Figura 4.25: Imagen e histograma de iceband segmentada por EM
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Tabla 4.8: Medias por EM para la imagen iceband

’iter.‘ml‘m2‘m3‘m4‘m5‘m6‘m7‘m8‘m9‘m10‘
1 4 42 | 69 | 93 | 120 | 145 | 165 | 187 | 226 | 255
2 4 76 | 96 | 125 157 | 180 | 212
3 4 81 | 98 | 130 | 154 | 164 | 179
4 4 85 | 99 | 134 | 158
) 4 100 | 136 | 152
6 4 101 | 136 | 150
7 4 102 | 135 | 150
8 4 103 | 134 | 151
9 4 103 | 134 | 151
10 4 103 | 134 | 152

4.4. Pruebas SEM

Al correr el algoritmo SEM para la imagen bosqueT obtenemos los si-
guientes datos al inicializar con 10 clases y después de 5 iteraciones quedan
3 clases como se muestra en la Fig. 4.26 y Tabla 4.9.

100 180 200 260

.
100 180 200 280 300 390 400 450 500

Figura 4.26: Imagen e histograma de bosqueT segmentada por SEM

Tabla 4.9: Medias por SEM para la imagen bosqueT

| Iml|m2|m3 | md | mb|mb|m7|m8[m9|mll]
ini [ 59 [ 80 [ 101 [ 123 [ 145 [ 167 | 189 | 211 | 233 | 255
fin 90 155 235

Al correr el algoritmo SEM para la imagen bosque2 obtenemos los si-
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guientes datos al inicializar con 3 clases y después de 5 iteraciones se obtiene
la Fig. 4.27 y los datos de la Tabla 4.10.

Figura 4.27: Imagen e histograma de bosque2 segmentada por SEM

Tabla 4.10: Medias por SEM para la imagen bosque2

| [mi[m2][m3 ] md][mb]|[m6]| m7|m8]|md][mll]
ini | 46 | 69 [ 91 | 114 [ 137 [ 160 | 183 | 206 | 229 | 252
fin 77 130 216

Al correr el algoritmo SEM para la imagen iceband obtenemos los datos
de la Tabla 4.11 al inicializar con 10 clases y después de 27 iteraciones queda
la imagen de la Fig. 4.28.

50 100 150 200 250 300 350 400 50 100 150 200 250

Figura 4.28: Imagen e histograma de iceband segmentada por SEM
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Tabla 4.11: Medias por SEM para la imagen iceband

| [mi[m2]m3|md][ mb|[m6 | m7|m8]|m9][mll]
ini [ 4 |32 ] 60|87 [115[ 143 | 171 [ 199 | 227 | 255
fin 109 | 133 | 157

4.5. Comparacion de Resultados

Como se puede apreciar en la Fig. 4.29, los elementos como techos son
bien segmentados por medio del método k-medias, aunque los caminos, calles
y areas verdes no son segmentados de forma correcta. Por otro lado mediante
le método de Markov podemos observar una mejor distincién de areas verdes
y caminos, aunque en este resultado las estructuras finas se pierden.

i a0 100 150 200 250 300 350 400 450 5EI

Figura 4.29: Resultados obtenidos por k-medias (izquierda) y Markov
(derecha)

A diferencia de los resultados mostrados en la Fig. 4.29, en la Fig. 4.30
podemos observar una buena definicién de elementos urbanos asi como la
obtencién de tres clases solamente, caminos(rojo), casas, bodegas y edificios
(verde) y areas verdes (negro).

En las Tablas 4.12, 4.13 y 4.14 se muestran las medias estimadas por
los diferentes métodos estudiados. Se puede observar que para la imagen de
prueba bosqueT el nimero de clases encontrado por SEM a diferencia de
EM, segmenta la imagen en las regiones en las que se supone que esta puede
separarse.
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Figura 4.30: Resultados obtenidos por EM (izquierda) y SEM (derecha)

Tabla 4.12: Medias estimadas para la imagen bosqueT

’ clase H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
k-medias || 87 | 124 | 175 | 235
EM 91 | 145 | 183 | 255
SEM 90 | 155 235

Tabla 4.13: Medias estimadas para la imagen bosque2

’ clase H 1 \ 2 ‘ 3 ‘
k-medias || 78 | 138 | 215
EM 78 | 151 | 241
SEM 771130 | 216

Tabla 4.14: Medias estimadas para la imagen iceband

’clase H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
k-medias || 89 | 141 | 186
EM 4 1103 | 134 | 152
SEM 109 | 133 | 157




Capitulo 5

Conclusiones

Siendo México uno de los paises méas diversos del mundo, alberga entre el
60 % y 70 % de la biodiversidad total del planeta y partiendo de la necesidad
de llevar a cabo un desarrollo sustentable de nuestros recursos, es importante
conocer la distribucion espacial de la vegetacién, las modificaciones de la
tierra, etc. También, se debe contar con informacién sobre el crecimiento
demogréfico, el uso y distribucion de las tierras, etc.

En la actualidad se cuenta con una herramienta muy poderosa llamada
Percepcion Remota, que proporciona informacién para poder tomar mejores
decisiones con respecto al crecimiento demografico, distribucién de &areas
verdes, carreteras, etc.

La materia prima de la Percepcién Remota es el conjunto de imagenes
de las areas de interés, éstas pueden obtenerse mediante diferentes tipos de
instrumentos con caracteristicas muy diferentes unas de otras. Las imagenes
utilizadas durante el desarrollo de esta tesis son de radar y pancromaéticas
de fotografia aérea.

La percepcion remota es un dominio de gran actividad de investigacion,
esta drea nos permite un gran campo de desarrollo de procesos y algoritmos
para realizar la segmentacién de imagenes.

Un apartado dentro de la segmentacion de imégenes, es el desarrollo
de algoritmos, técnicas y procesos para realizar una segmentacién de tipo
supervisada y no supervisada. Este tipo de segmentacién es una herramienta
muy poderosa en la clasificacion de imagenes, no sélo de fotografia aérea, si
no también en la de imégenes biomédicas, en la visién de robots, etc.

En algoritmos aplicados en la segmentacién supervisada se debe de es-
pecificar el nimero de clases (k-medias), o se deben proporcionar las ven-
tanas de entrenamiento para obtener las medias (segmentacién Bayesiana,
Markov) para después llevar a cabo la segmentacién. En este tipo de algo-
ritmos, los resultados dependen fuertemente de los datos de entrenamiento
y del niimero de clases en las que se decida hacer la segmentacion, es decir el
resultado depende del usuario, de la forma en que introduzca la informacién
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y de cémo analice los resultados.

El esquema propuesto para alcanzar el objetivo de este tesis incorpo-
ra una etapa de estimacién estadistica a fin de realizar procesos de seg-
mentacién mas automaticos y robustos. Se realizaron experimentos con los
métodos de maximizacién de la esperanza (EM y SEM), k-medias y un
metodo de analisis contextual via la formulacion de campos aleatorios de
Markov para definir un esquema automatico de segmentacién de imagenes
con aplicaciones concretas en el area de la percepcién remota.

El problema de estimacion de pardmetros se aborda desde los principios
de informacién y probabilidad, la diferencia entre estimacién MAP y ML se
resume en términos de conocimiento a priori de los pardametros a estimar.

Se encontrd que mediante la utilizacién de métodos como SEM y EM
se puede realizar la definicién de los parametros estadisticos necesarios para
formular las funciones de densidad de probabilidad para discriminar de forma
adecuada las regiones urbanas y no urbanas. Ademds de proporcionar una
herramienta para encontrar de forma automatica el nimero de regiones para
segmentar una imagen.

Lo anterior a diferencia de los métodos supervisados en donde se debe
estudiar la imagen o tener conocimiento previo de las regiones de interés,
probé ser de gran utilidad en imagenes pancromaticas de fotografia aérea
asi como en imagenes de radar como se puede apreciar en los resultados del
apartado 4.4 y 4.5.

El objetivo de este trabajo es proponer una metodologia para segmentar
imagenes pancromaticas y de radar de regiones urbanas y no urbanas, y con
los resultados obtenidos podemos concluir que el objetivo esta cubierto.



Apéndice A
Cddigos

En este apéndice, se presentan los cédigos que se han utilizado en la
elaboracién de este trabajo. El objetivo es mostrar la parte fundamental
sobre la que se sostienen todas las consideraciones de los resultados obtenidos
y analizados. Para la programacion de los métodos se utilizé6 Matlab Ver. 7.1
y fueron probados en una computadora Pentium IV con 1 GB de memoria
Ram y 80 GB de disco duro.

Se presentan cédigos para clasificar basados en:

« EM
s k-medias

= Recocido simulado, criterio de Metrépolis y Modelo de Potts para 8

conexidad
A.l. EM
Tttt ol hototoehde Find mean and variance by EM %lh%thlllolotsllololstssolotststslodots st odots oo
% Purpose:
b Find the mean, variance, probability of gaussian distributions by EM
% algorithm
h
o
% Input Variables:
yA c classes number
yA iter maximum iteration number
yA ni image name
pA iv initial variance
b ipk initial probability for P(k), uniform probability
yA img3d A matrix image of zeroes
b pkxi3d A matrix of zeroes to store the probability of P(kl|xi)
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yA pxik3d A matrix of zeroes to store the probability of P(xilk)
% m3d,nmd3, v3d, nv3d, pk3 and npk3 matrices of zeroes

h

% Returned Results:

yA mm A matrix with all the means

pA vm A matrix with all the variances

b pkm A matrix with all the probabilities for P(k)

b

% Processing Flow:

pA 1. Load input image

b 2. Initialize auxiliary matrices

h 3. E step

/A 4. M step

b

% Restrictions/Notes:

yA Non

o

% Functions called:

% 1. linspace: for initialize the mean vector

/A 2. zeros: of initialize the 3d matrices

pA 3. exp: exponential function

/A 4. sum: for add the columns and rows of 3d matrices

yA 5. sqrt: for square root operation

pA 6. min,max: to obtain the min and max gray level in the image
h

% Author: David Morales

% Date: June 2007

Yoo 1o 1o o oo ToTo o o o ToTo o o JoTo o o o JoTo o o o Jo To o o o To To o o o JoTo o o o JoTo o o o To oo o o To o o o T To o o o o To o o o Jo T o o o o
clear all;

% Read the image into array "img", and get its 2D dimensions,
% Note that the image resides in the directory of this .m file

img=double (imread (’pruebas’,’jpg’));
mapa=[0 00 ; 100 ;010;001;110;101;011;111];
imagesc (img)
[x,y]l=size(img) ;
D=X*y;
% here we set the number of classes
c=5;
% Next step fills the 3d image cube
img3d=zeros(x,y,c);
for j=1l:c

img3d(:,:,j)=img;
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end

% linspace performs the initialization of the mean vector
m=linspace (min(min(img)) ,max (max(img)),c)

% making the variance vector and the P(k) initialization vector
v(1l:c)=2;

pk(l:c)=1/c;

%Initialize the iteration steps

for i=1:50
i

% Stores in one matrix all the means calculated by the algorithm
mm(i,:)=m;

% Initialize all 3d matrices used
pkxi3d=zeros(x,y,c);
pxik3d=zeros(x,y,c);
m3d=zeros(x,y,c);
nm3d=zeros(x,y,c);
v3d=zeros(x,y,c);
nv3d=zeros(x,y,c);
pk3d=zeros(x,y,c);
npk3d=zeros(x,y,c);

% Map the mean, variance and P(k) vector into 3d matrix.
for j=1:c

m3d(:,:,j)=mn(j);
end
for j=1l:c
v3d(:,:,j)=v(j);
end
for j=1:c
pk3d(:,:,j)=pk(j);
end

% E - step
% Finds the P(xilk) - gaussian distribution - for all classes

pxik3d=(1/(sqrt (2*pi) .*v3d)) .*exp((-(img3d-m3d)."2)./(v3d. 2 *2));
% Find the P(kl|xi)

aux=(pxik3d.*pk3d) ;

for j=1:c

pkxi3d(:,:,j)=aux(:,:,j)./sum(aux,3);
end

% M - step
pk=sum(sum(pkxi3d))/n;
nm=sum (sum (pkxi3d.*img3d)) ./sum(sum(pkxi3d)) ;
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for j=1:c
nm3d(:,:,j)=nm(j);
end
v=sqrt (sum(sum(pkxi3d.*((img3d-nm3d) .~2))) ./sum(sum(pkxi3d)));
aux2(1:c)=m;
aux3(1:c)=nm;
dist=abs (img3d-m3d) ;
[minimo,res]=min(dist, [],3);
colormap (mapa)
figure,
image (res)
if sum(abs(aux3-aux2))/c<0.2 Ydecides if the algorithm ends
’fin’
mm(i+1,:)=nm;
break
else
m=nm;
end
end

0 .
% kkkkkkkkkkkkkkkkk END  of k.m Tile sokskokokokskskskokokokokokokokskkk sk ok ok ok ok ok ok ok sk k K

A.2. K-medias

%Calcula k-medias para un vector de tamafio

sn y con k, depende mucho de la inicializacién de los centroides.
%al final entrega un *.avi con los cambios en la imagen y el histérico
%de medias.

%R - nombre de la imagen

%k nuimero de clases

function Y=kmeans(R,k)

imgO=imread(R,’jpg’) ;

sl=size(img0,1);

s2=size(img0,2) ;

img(1,:)=double (img0(:));

[w,n]=size(img(1,:));

c_n(1:k,1:n)=0;

img(2,:)=0;

imin=min(min(img(1,:)));

imax=max (max (img(1,:)));

%Dependiendo de la inicializacién, el algoritmo

%descrimina de una forma u otra.
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c=((imax-imin)/k)*(1:k) ’*ones(1l,n)+imin;
c=round (c-((imax-imin)/(2*k)));

Y INICIO AVI FILE
fig=figure;
set(fig, ’DoubleBuffer’,’on’);
set(gca,’xlim’, [-3 13],’ylim’, [-3 13],...
’NextPlot’,’replace’,’Visible’,’off’)

mov = avifile(’k-means.avi’,’fps’,1,’compression’,’none’)
Y FIN AVI FILE
bool=true;
aux=1;
while(bool)

c_hist(1:k,aux)=c(1:k,1);

for auxil=1:k

dif (auxl,1:n)=abs(img(l,:)-c(auxl,1:n));

end
[a,b]l=min(dif(:,:));
img(2,:)=b;

i_hist(aux, :)=b;
imgF=reshape(i_hist(aux,:), sl, s2);
imagesc (imgF) ;
F = getframe(gca);
mov = addframe(mov,F);
for R = 1:k
count=0;
sum=0;
for C = 1:n
if img(2,C)==R
count=count+1;
sum=sum+img(1,C) ;
end
end
c(R,1:n)=round(sum/count) ;
end
aux=aux+1
c_hist(1:k,aux)=c(1:k,1);
if c_hist(:,aux)==c_hist(:,aux-1)
bool=false;
end
end
Y=c_hist;
mov = close(mov) ;%*Cierra AVI FILE

o8
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A.3. Recocido Simulado

function Y=markov8c(R,nclases,iter,clases)
imagen=imread(R,’jpg’);
imagen=imagen(:,:,1);

itertext=0;

[tamanox,tamanoy]=size(imagen) ;
figure,imshow(imagen)

if nargin==
for i=l:nclases
trainingzone=imcrop;
clases(i)=mean(mean(trainingzone));
end
end

Y=unidrnd(nclases, tamanox,tamanoy) ;
Y=Y+1;

clases=order(clases);

tinicial=clock;
tinicial(1,4)=60.*60.*tinicial(1,4);
tinicial(1,5)=60.*tinicial(1,5);
tinicial=tinicial(1,4)+tinicial(1,5)+tinicial(1,6);
clases=floor(clases);
intervalos=interval(clases);
subintervalos=floor((1/4)*intervalos);
energia_a_priori_clases=ones(nclases,255);
Y CLASE UNO --—-—-—-—-
for i=1:1:clases(1)+subintervalos(1)
energia_a_priori_clases(1,i)=0;

for i=clases(1)+subintervalos(1l):1:clases(1)+3*subintervalos(1l)
energia_a_priori_clases(1l,i)=(i-(clases(1)+subintervalos(1)...
))/ (2*subintervalos(1));

Y mmmmmmm e CLASE 2 a N-1-------
for u=2:nclases-1
for i=clases(u)-subintervalos(u-1):1:clases(u)+subintervalos(u)
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energia_a_priori_clases(u,i)=0;

end

for i=clases(u)-3*subintervalos(u-1):1:clases(u)-subintervalos(u-1)
energia_a_priori_clases(u,i)=(i-(clases(u)-...
subintervalos(u-1)))/(-2*subintervalos(u-1));

end

for i=clases(u)+subintervalos(u):1:clases(u)+3*subintervalos(u)
energia_a_priori_clases(u,i)=(i-(clases(u)+...
subintervalos(u)))/(2*subintervalos(u));

end

for i=clases(nclases)-subintervalos(nclases-1):1:255
energia_a_priori_clases(nclases,i)=0;

end

for i=clases(nclases)-3*subintervalos(nclases-1):1:clases(nclases)...

-subintervalos(nclases-1)
energia_a_priori_clases(nclases,i)=(i-(clases(nclases)-...
subintervalos(nclases-1)))/(-2*subintervalos(nclases-1));

Uxw=energia_a_priori_clases;

%T=.5;
%beta=0.1;
T=2.5;
beta=0.35;

iteraciones=iter;

%inicio de numero de iteraciones
for iter=1:1:iteraciones
sizx=tamanox-1; sizy=tamanoy-1;
%inicio de barrido de la imagen
for x1=2:1:sizx
for y1=2:1:sizy
%escoger un site de con ubicacion x1,yl
% y su vecindad asociada
ventana=Y(x1-1:x1+1,y1-1:y1+1);
Y%sorteo de variable aleatoria [1,2]
eleccion=unidrnd(nclases);
eleccion=eleccion+1;
actual =Y(x1,y1);
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prob_actual=0;
prob_eleccion=0;
nl=0;

n2=0;

%analisis de (((CCCCCCCCC(((8-conexidad))))))))))))

if actual==ventana(l,1)
prob_actual=prob_actual-beta.*nl;
nl=ni+1;

end

if actual==ventana(l,2)
prob_actual=prob_actual-beta.*nl;
nl=nil+1;

end

if actual==ventana(1l,3)
prob_actual=prob_actual-beta.*nl;
nl=ni+1;

end

if actual==ventana(3,1)
prob_actual=prob_actual-beta.x*nl;
nl=ni+1;
end

if actual==ventana(3,2)
prob_actual=prob_actual-beta.*nl;
nl=ni+1;
end

if actual==ventana(3,3)
prob_actual=prob_actual-beta.*nl;
nl=ni+1;

end

if actual==ventana(2,1)
prob_actual=prob_actual-beta.*nl;
nl=ni+1;
end
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if actual==ventana(2,3)
prob_actual=prob_actual-beta.x*nl;
nl=ni+1;

end

if eleccion==ventana(1,1)
prob_eleccion=prob_eleccion-beta.*n2;
n2=n2+1;
end

if eleccion==ventana(1,2)
prob_eleccion=prob_eleccion-beta.*n2;
n2=n2+1;

end

if eleccion==ventana(1,3)
prob_eleccion=prob_eleccion-beta.*n2;
n2=n2+1;

end

if eleccion==ventana(3,1)
prob_eleccion=prob_eleccion-beta.*n2;
n2=n2+1;

end

if eleccion==ventana(3,2)
prob_eleccion=prob_eleccion-beta.*n2;
n2=n2+1;

end

if eleccion==ventana(3,3)
prob_eleccion=prob_eleccion-beta.*n2;
n2=n2+1;

end

if eleccion==ventana(2,1)
prob_eleccion=prob_eleccion-beta.*n2;
n2=n2+1;

end

if eleccion==ventana(2,3)
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prob_eleccion=prob_eleccion-beta.*n2;
n2=n2+1;
end

%calculando la variacion de energia local
hasociada a un site r

N_gris=double (imagen(x1,y1));

if N_gris==
N_gris=N_gris+1;
end

Energia_Actual=Uxw(actual,:);
Energia_Eleccion=Uxw(eleccion,:);

prob_actual=prob_actual+ Energia_Actual(1l,N_gris);
prob_eleccion=prob_eleccion+Energia_Eleccion(1,N_gris);

%criterio de metropolis
delta=prob_eleccion-prob_actual;
if delta<=0
Y(x1,yl)=eleccion;
else
p=exp(-delta/T);
%sorteo variable aleatoria para el rango [0,1]
epsilon=rand(1);
if epsilon<p
Y(x1,yl)=eleccion;
end
end

end %fin del
end %barrido de la imagen

prog_text = sprintf(repmat( ’\b’,1, (itertext>0)*...
12+ceil(loglO(itertext+1)) ));

itertext = jtertext + 1;

fprintf( ’%skd iterations\n’,prog_text,itertext );
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T=0.95%T ;Jdecremento de temperatura
figure(iter+1)
imshow(gray2ind(Y));

end %fin de iteraciomes

tfinal=clock;

tfinal (1,4)=60.%60.*%tfinal(1,4);
tfinal(1,5)=60.*tfinal(1,5);
tfinal=tfinal(1,4)+tfinal(1,5)+tfinal(1,6);
tiempo=tfinal-tinicial

clases

Y=uint8(Y);

hm—mm e e TERMINA markov8c
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