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0.1. Introduccion

Un resultado importante de la mecénica cuantica es que cantidades fisicas
como la energia y el momento angular tienen espectro discreto. De hecho con
la hipotesis de Planck sobre los quantum de luz nace esta teoria. Inicialmente
la explicacién de estos espectros discretos se dio mediante reglas como las de
Bohr-Sommerfeld, que son un limite semiclasico de la mecénica cuantica. Sin
embargo, la explicacién de estos espectros se da de manera natural con las
ecuaciones de Heisenberg (o la ecuacién de Schrodinger), es decir, al asociar
operadores no conmutativos a cantidades del espacio fase. Por ejemplo, la en-
ergia se cuantiza debido a la dindmica cuantica, a través del Hamiltoniano. Sin
embargo, otras cantidades, como el espin, no representan propiedades dinami-
cas, si no cantidades propias de las particulas. La cuantizacién del espin no es
consecuencia de una ecuacion dindmica si no del algebra de los operadores que
representa esta cantidad.

Hasta ahora no existe una teoria cuantica de la gravedad. Sin embargo,
algunos resultados sugieren que la versiéon cuantica de la gravedad implica
la cuantizaciéon de objetos geométricos. Por ejemplo, mediante argumentos
heuristicos se puede mostrar que el area del horizonte de eventos de un hoyo
negro debe tener espectro discreto. La demostracion se basa en el principio
de Ehrenfest [1], el cual establece que a todo invariante adiabdtico clésico le
corresponde un espectro discreto en su versién cudntica. Asi, como esta area
es proporcional a la entropia del hoyo negro, que es un invariante adiabatico
clasico, Bekenstein propone que debe tener un espectro discreto a nivel cuantico
de la forma [2, 3]

A, xvlin, n=12, .. (1)

Aqui v es una constante de proporcionalidad y I, = \/hG/c? es la longitud
de Planck. Se espera que la versiéon correcta de la gravedad cuédntica sea con-
sistente con esta propuesta. Otro indicio de que la gravedad cudntica implica
objetos geométricos discretos se encuentra en la gravedad en (2 + 1) dimen-
siones. Este sistema es interesante pues la gravedad en esa dimensionalidad
si se puede cuantizar [4]. G. 't Hooft mostré que en esta teoria de manera efec-
tiva se obtiene un espacio-tiempo discreto que es consistente con la simetria
de Lorentz [5]. Este espacio tiempo es el llamado espacio de Snyder.

El espacio de Snyder tiene una larga historia que inicia con Heisenberg

en 1930. Heisenberg pensaba que si el espacio tiempo fuera no conmutati-
vo, es decir si los operadores #* satisfacian relacién del tipo [2#,2"] # 0, se
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podrian eliminar divergencias de teorias cudnticas de campos [6]. Heisenberg
no trabajo en el tema, pero se la comenté a Pauli, quien le planted la idea
a Oppenheimer. Oppenheimer puso a trabajar a su alumno H. Snyder en el
tema. Finalmente en 1947 Snyder publicé el primer trabajo sobre espacios no
conmutativos [7]. Debido al éxito de otros métodos para eliminar infinitos en
teoria de campos, este trabajo fue olvidado. Sin embargo, por los resultados
de 't Hooft, antes mencionados, se puede esperar que la gravedad cuédntica en
espacios de dimensién mayor a (24 1) implique espacios del tipo Snyder. Cabe
senalar que existen algunas propuestas alternativas para cuantizar la gravedad
basadas en el espacio de Snyder [8].

Este trabajo consta de dos temas relacionados entre si. Uno de estos temas
es la construccion de sistemas mecanicos que al cuantizarlos de un espacio
tiempo tipo Snyder. El otro es la construcciéon de espacios tipos Snyder, es
decir, discretos y consistentes con la simetria de Lorentz.

Sobre el primer tema debemos notar que los sistemas mecanicos usuales
tienen los paréntesis de Poisson {z#,z"} = 0, por lo que al cuantizar se ob-
tiene un espacio tiempo conmutativo. Asi, para obtener espacio no conmu-
tativos se debe recurrir a sistemas mecdanicos especiales. En particular deben
ser sistemas mecanicos que permitan deformar los paréntesis de Poisson, es
decir, la estructura simpléctica usual. Los sistemas que permiten este tipo de
deformaciones son los que tienen libertad de norma. En estos sistemas, para
que la dindmica sea consistente, se deben cambiar los paréntesis de Poisson
por los llamados paréntesis de Dirac [9]. Asi, para cuantizar el sistema de for-
ma canodnica se deben cambiar los paréntesis de Dirac por conmutadores. Los
paréntesis de Dirac dependen del sistema y de la libertad de norma, por lo
que se pueden manipular algunos parametros de tal forma que se obtengan
paréntesis de Dirac del tipo {z#, 2" }* # 0. De donde, al cuantizar el sistema se
tendria un espacio no conmutativo. En este trabajo, estudiamos de forma gen-
eral los sistemas mecanicos con libertad de norma para posteriormente ver en
que forma se pueden obtener espacios no comutativos. Se estudian dos sistemas
en particular, la particula libre relativista y una generalizacién de ella. En es-
tos sistemas la libertad de norma estd dada por la libertad de elegir el tiempo.
Por lo general para estudiar la particula libre relativista se elije el tiempo pro-
pio o el tiempo coordenado. Sin embargo, existen més opciones y algunas de
ellas implican espacios no conmutativos. En particular se ha mostrado que se
puede elegir el tiempo de tal forma que los paréntesis de Dirac sean la ver-
sién clasica del espacio de Snyder [10]. Esta realizacion del espacio de Snyder
tiene un problema, pues los paréntesis de Dirac dependen del inverso de la



masa de la particula. Asi, para particulas sin masa el sistema pierde sentido.
En este trabajo propondremos una generalizacion de la particula relativista la
cual permite una realizacién de espacio de Snyder que tiene sentido ain para
particulas sin masa. También veremos que esta generalizacion de la particula
relativista permite una realizacién de un espacio tipo Snyder, el cual es no
conmutativo, discreto en el tiempo y consistente con la simetria de Lorentz.
Basados en estos resultados propondremos una acciéon general para sistemas
mecanicos en espacios no conmutativos tipo Snyder.

Cabe senalar que la generalizacién de la particula relativista con que tra-
bajamos da una generalizacion de la ecuacién de Klein-Gordon. Para obtener
esta ecuacién seguimos la referencia [11], sin embargo esta fue originalmente
propuesta por E. C. G. Stueckelberg [12]. Posteriormente fue redescubierta
independientemente por Fock [13] y Y. Nambu [14]. En ella trabajé R. P.
Feynman [15] y més recientemente L. P. Horwitz [16] y J. R. Fanchi [17]. Una
de las propiedades interesantes de esa generalizacién de la ecuacion de Klein-
Gordon es que permite cuantizar la masa. En particular veremos que bajo el
potencial de un oscilador armonico se tiene un espectro de la forma

M2 o (n+1+3/2), n,l,=12.. (2)

Esto es interesante, pues el drea de un hoyo negro es de la forma A oc M2, esto
implica que esta area se cuantiza de forma similar a (1).

Para el segundo tema estudiaremos la construccion original del espacio de
Snyder. Partiendo de esta, veremos que introduciendo una coordenada tempo-
ral extra es posible construir un nuevo espacio tiempo no conmutativo. Este
espacio es discreto en el tiempo, pero continuo en las coordenadas espaciales.
Este espacio también es consistente con el grupo de Lorentz. Cabe mencionar
que C. N. Yang [18] mostré que el espacio de Snyder no es compatible con el
grupo traslacional, por lo que construyé una version modificada del espacio de
Snyder que si es compatible con este grupo. Nosotros veremos que es posible
construir dos nuevos espacio tipo Yang que son no conmutativos; discretos en
el tiempo; continuos en las coordenadas espaciales; compatibles con el grupo
de Lorentz y el de traslaciones.

El trabajo estd ordenado de la siguiente forma. En el primer capitulo hace-
mos un estudio general de los sistemas mecanicos con libertad de norma, el
llamado método de Dirac. En el segundo capitulo estudiamos la particula li-
bre relativista y veremos que es posible elegir el tiempo de tal forma que se
induzca un espacio no conmutativo. También daremos la generalizacién de la



particula libre relativista y se obtienen realizaciones de espacios no conmuta-
tivos tipo Snyder. En el tercer capitulo mostramos la construccién de los tres
nuevos espacios no conmutativos discretos. En el cuarto capitulo mostramos
la generalizacion de la ecuaciéon de Klein-Gordon. En el quinto capitulo se dan
las conclusiones.

Los resultados presentados en los capitulos 2 y 3 se publicaron en la refer-
encia [19].



Capitulo 1

Método de Dirac

1.1. Introducciéon

En este capitulo haremos una introduccién al estudio de los sistemas mecanicos
con libertad de norma. El andlisis de estos sistemas se debe originalmente a
Dirac [9]. Actualmente existe una amplia literatura sobre el tema, sin embargo
aun existen preguntas sin responder. Nuestro versiéon se basa en las notas de
Dirac [9] y en [20]. Otras referencias que tratan el tema son [21, 22, 23, 24].

1.2. Principio de accion

Para iniciar veamos el principio de accién. Recordemos que si tenemos una
particula de masa m en un potencial V(x) la segunda ley de Newton establece
que la funcién z(t), que describe la trayectoria de la particula, satisface la
ecuacion

oV (z)
. (1.1)

que es la segunda ley de Newton. Por otra parte, consideremos la funcional

mr = —

L= %jﬂ —V(z),

d (OL\ 0L

dt \o& ) Oz
Como vemos esta igualdad coincide con Eq. (1.1). Esto no es una casualidad,
se debe a un principio fundamental, el principio de accién.

e impongamos la igualdad



Supongamos que tenemos un sistema con n grados de libertad descrito por
las funciones

qi(t) con 1=1,2...,n, (1.2)

las cuales nombraremos coordenadas generalizadas. El principio de accién es-
tablece que la trayectoria, ¢;(t), que sigue el sistema para pasar de la posicién
Gio @ la posicién g;; en el tiempo tg — t1, es un extremo de la funcional

S:Zﬁﬁﬂwm%wl (1.3

L es una funcional que depende del espacio (g;(t), ¢;(t)) que supondremos cono-
cida. A L le llamaremos Lagrangiana y a (gq;(t),¢;(t)) espacio de configura-
ciones.

Asi, segtin el principio de accion, la trayectoria del sistema es un extremo
de la funcional Eq. (1.3) que cumplen las condiciones de borde

¢(t1) = qa, ¢(t2) = G- (1.4)

Supongamos que {¢;(t)} extrema a la acciéon Eq. (1.3) y satisface las condi-
ciones de borde (1.4). Ahora, consideremos una trayectoria de la forma

q;(t) = q;(t) + 6g:(t), (1.5)
aqui d¢;(t) es una variacién infinitesimal que cumple
0gi(t1) = 0g;(t2) =0 (1.6)

y definamos
t1 t1
s5=5'=5= [ aLig(o.q) - [ deLial).q) (1.7
to to

Entonces, desarrollando en serie de potencias de dq; a L(q.(t),qi(t)) y con-
siderando sélo términos de primer orden, obtenemos

f oL 0L
Ademas, como
d
0¢; = —0q; 1.
QZ dt ql) ( 9)

8



se tiene

t OL d [OL OL |tz
= - — A+ —0q;| . 1.1
o5 /t i (a%‘ dt (a(ji>> 04 + 0q; 04 t (1.10)

0

Teniendo en cuenta que las funciones d¢;(t) son variaciones arbitrarias que
cumplen las condiciones a la frontera Eq. (1.5), se cumple 45 = 0 sélo si

oL d (0L
= — . 1.11

Por lo tanto, si las funciones ¢;(¢) describen la trayectoria del sistema, deben
satisfacer Eq. (1.11) con las condiciones de borde Eq. (1.4). A las ecuaciones
(1.11) se les llama de Euler-Lagrange.

El principio de accién es extremadamente importante en la fisica. Sin em-
bargo, se deben tener en cuenta algunos puntos. Por ejemplo, dado un sistema
de ecuaciones de movimiento no siempre existe una Lagrangiana de la cual
se puedan deducir. Ademas si existe la Lagrangiana esta no necesariamente
es Unica, ver [25] y sus referencias. También se puede notar que el principio
de accién de ninguna manera nos garantiza que exista solucién del sistema de
ecuaciones, tampoco que la solucién sea tunica. Por ejemplo, consideremos la
Lagragiana

L =3tq+q.

Eq. (1.11) para este caso es: 1=3.

Veamos el ejemplo concreto de la mecanica clasica. La Lagrangiana en este
caso es

m ;.
L= EC] q; — V(Q)v (1-12)

por lo que las ecuaciones de Euler-Lagrange son

. ov
mg; = ——,
q aq
que es la segunda ley de Newton.
Desarrollando Eq. (1.11) obtenemos
0?L . OL 0?L .
a4 = ~— a5 4 (1.13)
94,04, 0q;  04;0q;

9



Por lo tanto, las ecuaciones de FEuler-Lagrange son un sistema de n ecuaciones
diferenciales de segundo orden. Todo sistema de n ecuaciones diferenciales de
segundo orden se puede plantear como un sistema de 2n ecuaciones diferen-
ciales de primer orden. Para el caso particular de las ecuaciones de Euler-
Lagrange, definiendo las variables

2=, (1.14)

podemos escribir Eq. (1.13) como

- O’ - 0L 0L
) S — — = 1.1
#9282 e 02'0¢7  Oq 0 (1.15)
2= (1.16)

Note que solo estamos cambiando del espacio (¢*, ¢") al espacio (¢, 2%). Estas
no son las tinicas ecuaciones de primer orden equivalentes a las ecuaciones de
Euler-Lagrange. Por ejemplo, si definimos los momentos canénicos como

oL
i = A 1.17
P 5 (1.17)
las Eqgs. (1.11) tienen la forma
9L(q, q)

. = ted) 118

p o (1.18)

¢ =2(¢.p) (1.19)

Ahora pasamos del espacio (¢*, ¢*) al espacio (¢', p;), a este dltimo se le llama
espacio fase. Es claro que este cambio de coordenadas se puede hacer solo si
es invertible la matriz Jacobiana

97 0G0

Sin embargo, independientemente de la forma de esta matriz, para cualquier
Lagrangiana podemos definir los momentos canénicos Eq. (1.17). De Eq. (1.13)
se puede observar que las aceleraciones, ¢, se pueden poner en términos de las
velocidades, las coordenadas y el tiempo sélo cuando (1.20) es invertible.

Ahora veremos una funcién interesante que se puede definir en el espa-
cio fase. Independientemente de que la matriz (1.20) sea invertible, siempre
podemos definir la cantidad

H=p-q—L(g,q), (1.21)

10



que llamaremos Hamiltoniana. Note que si ocupamos la Lagrangiana Eq. (1.12)
la Hamiltoniana que se obtiene representa la energia. Haciendo una variaciéon
en Eq. (1.21) y tomando en cuenta Eq. (1.11) y Eq. (1.17), tenemos que

0OH =0p-¢—p-dq. (1.22)

Por lo tanto, para cualquier Lagrangiana, la Hamiltoniana Eq. (1.21) sélo
depende del espacio fase, (¢*, p;). Entonces, Eq. (1.22) también se puede escribir
como

OH . OH
0H = —4¢' op;. 1.2
Igualando Eq. (1.22) con Eq. (1.23) obtendremos
. OH . OH
dpi | ¢ — —0q" | p; - | = 0. 1.24
Di (q 8pz~) q (pﬂr aqz) 0 (1.24)

Si la matriz Eq. (1.20) es invertible las variables ¢' y p; son independientes,
entonces Eq. (1.24) implica

. OH OH
= = — 1.2
q aplﬂ pl aql ( 5)

A las Egs. (1.25) se les llama ecuaciones de Hamilton. Cuando Eq. (1.20)
es invertible, se puede verificar que las ecuaciones de Hamilton Eqs. (1.25) son
completamente equivalentes a las ecuaciones de Euler-Lagrange Eqs. (1.11).

Las ecuaciones de Hamilton también se pueden obtener de un principio
variacional. En efecto, definamos la accién Hamiltoniana como

Sy — / S drli-p— Hg.p)) (1.26)

T1

entonces, como las variables (¢’, p;) son independientes, al extremar esta fun-
cional con las condiciones de borde Eq. (1.4), se obtiene Eq. (1.25) con las
condiciones de borde Eq. (1.4).

Como acabamos de ver, si la matriz W;; no es singular, podemos escribir
las ecuaciones de movimiento en el espacio de configuraciones o en el espacio
fase. Sin embargo, el espacio fase tiene propiedades que no tiene el espacio de
configuraciones. En particular, en el espacio fase se puede definir una estructura
algebraica no trivial, veamos como definir esta estructura. Supongamos que F'

11



es una funcién del espacio fase, F' = F(q,p), por lo que la evolucién de F'
esta dada por

- LO0F OF OFOH O0FO0H
F=q =

o¢ Vop " o¢ op  Opog

(1.27)

Entonces, si tenemos dos funciones del espacio fase F'(q,p) y G(q,p), podemos

definir
oF 8_G B 0G OF
dq* Op; aq* apz"

que son los paréntesis de Poisson. De donde, Eq. (1.27) se puede escribir como

F={F H}. (1.29)

(F,G} = (1.28)

En particular las ecuaciones de Hamilton Eqgs. (1.25) se pueden escribir de la
forma

i ={¢,H}Y v pi={p,H}. (1.30)
Para las variables base el espacio fase se tiene
{e,piy =05 v Aaat=A{pipi} =0 (1.31)
Ademas, se puede probar que se cumple
{F,G+ M} ={FG}+{F, M}, (1.33)
{F,GM} ={F,G}M +{F, M}G, (1.34)

Las propiedades (1.32)-(1.35) definen un &lgebra de Poisson.

Las propiedades algebraicas de los paréntesis de Poisson son importantes
en la fisica. Por ejemplo, a nivel cuantico las coordenadas en el espacio fase
son sustituidas por operadores en el espacio de Hilbert del sistema cuantico y
las funciones del espacio fase son sustituidas por arreglos de estos operadores.
Ademas, el algebra de los operadores cuanticos es una copia del algebra de
Poisson del sistema clédsico. Por lo tanto, es importante tener bien definida la
version Hamiltoniana de un sistema cldsico. Ademas de la mecanica cuantica,
para otras areas de la Fisica es mas natural expresar sus principios en térmi-
nos de variables del espacio fase. Por ejemplo, la fisica estadistica expresa sus
fundamentos tomando como base las variables del espacio fase y no existe
una formulacién Lagrangiana de esta teoria. Por ello es importante entender
cualquier sistema mecanico desde el punto de vista Hamiltoniano.

12



1.3. Lagrangianas Singulares

Ahora iniciaremos el estudio de los sistemas tales que la matriz W;; definida
en Eq. (1.20) es singular. Antes de iniciar un estudio general primero veamos
un ejemplo concreto y observemos algunas de sus caracteristicas. Consideremos
el sistema

T2 1
S = / dTa(x' — )% (1.36)
Los momentos candnicos son:
py=0,  p.=i-—y, (1.37)

claramente se cumple que det W;;=0, por lo que tenemos un sistemas singular.
Las ecuaciones de movimiento son

j—i=0 y—i=0. (1.38)

Podemos ver que estas ecuaciones no son independientes y, por lo tanto, no
pueden tener soluciones con condiciones iniciales independientes. Las tnicas
condiciones iniciales que podemos pedir son de la forma

z(0) = xo, y(0) = vo, 2(0) = v0 = Yo, Y(0) = vyo. (1.39)

La solucién del sistema de ecuaciones con las condiciones Eq. (1.39) estd dada
por

(1) =xo+ YT + %Uy(ﬂ'z + /OT dri(t),
y(1) = yo + vyt + (1), (1.40)

con ¢(7) una funcién arbitraria que cumple 1(0) = 1)(0) = 0, por ejemplo
(1) = at™ con n >= 2. Esto nos indica que la “trayectoria” del sistema no
es Unica.

Otra caracteristica del sistema es que la accién Eq. (1.36) es invariante bajo
las transformaciones “de norma”

rr— 1 =x+ p(r), y— yl =y + (1), (1.41)

con (1) una funcién arbitraria de 7. Ahora, la Hamiltoniana candnica del
sistema definida por Eq. (1.21) es

1
H = 5p; +pay. (1.42)
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Para este caso las variables del espacio fase (1.37) no son independientes, por
lo que las ecuaciones de Hamilton definidas por (1.25) no son correctas. En
este caso las ecuaciones (1.25) son

T =Py, (1.43)
P =0, (1.44)
g =0 (1.45)
Dy = —Da (1.46)

Como podemos ver, a diferencia de un sistema con Lagrangiana no singular,
para este sistema las ecuaciones Hamiltonianas (1.25) no son equivalentes a las
ecuaciones Lagrangianas Egs. (1.38). El comportamiento de este sistema nos
indica que cuando la matriz W;; es singular debemos cambiar algunas cosas
para que el formalismo Lagrangiano y Hamiltoniano coincidan.

Veamos que consecuencias tiene el hecho de que la matriz W;; no sea in-
vertible. Primero recordemos que el espacio (¢', ¢") se considera independiente,
por lo que tiene dimension 2n. También recordemos que Wj; es de n x n y
que es la matriz Jacobiana para pasar del espacio de configuraciones al espacio
fase (¢*,p;). Por lo tanto, si W, es invertible el espacio fase tiene dimensién
2n. Pero si la matriz no es invertible y tiene rango R < n, no todas las vari-
ables de (¢', p;) pueden ser independientes. De hecho la dimensién del espacio
fase accesible al sistema es n + R. Esto implica que deben existir M =n — R
variables del espacio fase que se puenden escribir en términos de las otras, es
decir, deben existir relaciones de la forma

dm(q,p) =0, m=1,.. M. (1.47)

A las relaciones (1.47) les llamaremos constricciones primarias y a la superficie
definida por éstas le llamaremos superficie de constriccion primaria.

Ahora veremos como obtener las ecuaciones Hamiltonianas cuando el sis-
tema es singular. Anteriormente vimos que la Hamiltoniana canénica Eq. (1.21)
y la accién Hamiltoniana Eq. (1.26) siempre se puede definir. Para obtener las
ecuaciones Hamiltonianas de un sistema singular supondremos que el princi-
pio de accién aplicado a la accién Hamiltoniana Eq. (1.26) sigue siendo vélido.
Evidentemente, que para extremar a Sy debemos tomar en cuenta las con-
stricciones (1.47). Por lo tanto, para obtener las ecuaciones de movimiento
Hamiltonianas correctas debemos extremar Sy con las condiciones

Om(a,p) =0, ¢'(n)=dqi, () =d. (1.48)
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El problema de extremar funciones bajo una restricciéon es bien conocido en
calculo diferencial [26] y se puede extender al célculo de variaciones [27]. Este
problema se resuelve mediante el método de los multiplicadores de Lagrange.
El cual nos dice que debemos introducir un conjunto de multiplicadores de
Lagrange {u™} y extremar la accién

St :/T2 drlp-4— H — u™ b, (1.49)

suponiendo que las variables (¢, p;,u™) son independientes. De un célculo
directo se puede ver que las ecuaciones de movimiento que se obtienen son

) oOH O
i = " 1.
q , +u op; (1.50)
, OH  , Obm
i = (aqi T ) : (1.51)
Om(q,p) =0. (1.52)

Estas son las ecuaciones de movimiento en su forma Hamiltoniana para un
sistema que tiene constricciones. Como se puede observar los parametros u™
son arbitrarios y son la cantidad de parametros independientes extras que se
requiere para que la dimensién del espacio (¢*, p;, u™) concuerde con la dimen-
sién del espacio (¢¢, z*). Ademds, de Eq. (1.50), Eq. (1.51) y Eq. (1.52) se puede
ver que con los parametros extras y las constricciones primarias podemos re-
cuperar todas las velocidades, es decir, tenemos una transformacién que nos
lleva del espacio fase al espacio (¢*, 2%).

Los multiplicadores de Lagrange dan una forma natural para extender la
Hamiltoniana candnica fuera de la superficie de constriccién, pues podemos
definir

Hpr=H+u"¢p,. (1.53)

A esta extension le llamaremos Hamiltoniana total, mientras que a S7 definida
en (1.49) le llamamos accién total.

Apliquemos estas ideas a la accién Eq. (1.36). Este sistema solo tiene una
constriccion

¢ =py=0. (1.54)
Luego, para este sistema la Hamiltoniana total Eq. (1.53) y la accién total Eq.
(1.26) son:

1
Hp = api + poy + upy, (1.55)
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mientras que las ecuaciones de movimiento Eq. (1.50) y Eq. (1.51) son

T =p.+vy, (1.57)
] = u, (1.58)
P =0, (1.59)
Py = —Da (1.60)
py =0, (1.61)
es decir,
y =, T =y, p=0, y p,=0. (1.62)

La solucién de estas ecuaciones con las condiciones de borde Eq. (1.39) son
Eq. (1.40) y , por lo tanto, este sistema de ecuaciones es equivalente a las
ecuaciones Lagrangianas del sistema Eq. (1.38). Otra forma de comprobar que
la accién Eq. (1.56) describe al mismo sistema que la accién Eq. (1.36) es ob-
servando que sustituyendo Eq. (1.57) en Eq. (1.56) se obtiene Eq. (1.36).

Existen diferentes formas para representar a una superficie. Sin embargo,
para que sea aplicable el método de los multiplicadores de Lagrange, se debe
pedir que la representacion de la superficie satisfaga las condiciones de regu-
laridad [26, 27]. Las condiciones de regularidad pueden formularse de las tres
formas siguientes:

(1) .- Localmente los gradientes d¢y, ..., d¢ys son linealmente independientes
sobre la superficie de constriccién.

(2).-Las funciones ¢,, pueden ser tomadas localmente como las primeras
M coordenadas de un nuevo sistema coordenado regular en cualquier vecindad

de la superficie de constriccion.

(8).- Las variaciones de ¢,, son de orden € para variaciones arbitrarias d¢’
y p; de orden € (formulacién de Dirac).

Con las condiciones de regularidad se pueden demostrar dos teoremas im-
portantes [20]:
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Teorema 1. Si una funcién suave, G = G(q', p;), del espacio fase se anula
sobre la superficie de constriccién (1.47), entonces,

G =qg" ¢, (1.63)

para algunas funciones ¢™.

Teorema 2. Si se cumple
Nibq' + p'op; = 0, (1.64)

para variaciones arbitrarias de dq' y dp; tangentes a la superficie de constric-
cién, entonces

u - .

— =u
oq’ Ip;
El teorema 2 da una forma alternativa para obtener las ecuaciones de movimien-
to Hamiltonianas. En efecto, recordemos que Eq. (1.24) es vilida siempre,
luego, por el teorema 2, se deben cumplir Eq (1.50) y Eq. (1.51).

A = (1.65)

Las condiciones de regularidad nos garantizan la validez del método de
los multiplicadores de Lagrange. De hecho, tomando una representacion de la
superficie de constriccién que no cumple estas condiciones se pueden come-
ter errores graves. Para ilustrar esto, en nuestro ejemplo consideremos como

constriceion .

6= =0, (1.66)

que no cumple las condiciones de regularidad, en lugar de ¢ = p, = 0 que si las
cumple. Con esta constriccion la Hamiltoniana total es

1 1
Hr = 51%25 + 2y + ulapi. (1.67)

Luego, las ecuaciones de movimiento Hamiltonianas son
T =p,+v, y=u'p,, Pe =0, Py, =0, p.=0, (L68)
es decir,
=0, y=0, p,=0, p,=0. (1.69)
Estas ecuaciones tienen como solucién
x =Ty + YoT, Y = Yo, Py =Pz = 0. (1.70)

Claramente estas trayectorias no son equivalentes a Eq. (1.40).
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1.3.1. Ecuaciones débiles y fuertes

Al trabajar en el espacio fase completo es importante hacer notar cuando
una igualdad es vélida sélo en la superficie de constriccion y cuando lo es so-
bre todo el espacio fase. Para el primer caso se dice que se tiene una igualdad
“débil”, y se denota con "~". Para el segundo caso decimos que tenemos una

13 2

igualdad “fuerte”, y la denotamos con “=".

Por ejemplo, si dos funciones del espacio fase, F' y GG, son iguales sobre la
superficie de constriccion se escribe F' =~ G. Note que aplicando el teorema 1
esta igualdad se puede escribir como F' = G + pu™¢,,. Con esta notacién las
constricciones (1.47) se pueden escribir como ¢,, = 0. En general, esta notacién
nos permitira escribir ecuaciones en una forma mas compacta. Por ejemplo, si
tenemos una funcién del espacio fase, F' = F(q, p), entonces

P

(1.71)

Ocupando las ecuaciones de movimiento Hamiltonianas Eq. (1.50) y Eq. (1.51)
tenemos

F={F H}+u™{F ¢n} (1.72)
Por otra parte, con la Hamiltoniana total se tiene
{F,Hr} ={F,H} + u"™{F, o} + om{F,u™}. (1.73)

Estas dos ecuaciones difieren sélo por un término que se anula en la superficie
de constriccion, es decir,

{F,Hr} = {F,H} + u™{F, ¢} (1.74)
De donde, podemos escribir
F ~ {F Hr}. (1.75)

En particular las ecuaciones de movimiento Hamiltonianas (1.50), (1.51) y
(1.52) tienen la forma

di ~ {q;, Hr}, (1.76)
Di ~ {pi, Hr}, (1.77)
¢m(q,p) =~ 0. (1.78)

En lo que resta de este capitulo ocuparemos esta notacion.
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1.4. Condiciones de consistencia

En principio la dindmica ocurre en la superficie de constriccion primaria
(1.47). Sin embargo, nada nos asegura que esta superficie sea consistente con
la evolucion del sistema. Asi, por consistencia debemos pedir que todas las
constricciones primarias cumplan

O = {n, H} + u™{p, b} ~ 0, con  myn=1,..,M. (1.79)

Este es un conjunto de M ecuaciones lineales con M incognitas para u'™. Note
que si la matriz Cyy, = {dn, &} es invertible, el conjunto de ecuaciones tiene
solucién tnica dada por

U™ s —CMLH, 6o, (1.80)

con C"™" la matriz inversa de C,,,. De esta forma se pueden determinar todos
los multiplicadores de Lagrange. Pero, si C,,, no es invertible no podemos de-
terminar todos los multiplicadores de Lagrange. En general Eq. (1.79) puede
implicar tres casos:

a) que algunas ecuaciones se cumplan idénticamente;

b) que algunas ecuaciones determinen multiplicadores de Lagrange;

c) que algunas ecuaciones den lugar a nuevas constricciones ¢;(q, p), indepen-
dientes de las anteriores. A estas nuevas constricciones les llamaremos secun-
darias.

Dada la forma de la condicién de consistencia (1.79), con los multiplicadores
de Lagrange que se determinan, u?, puede ocurrir dos casos. El primero es que
se determinen completamente, por lo que los u” deben ser funciones del espacio
fase. Pero también puede ocurrir que queden en términos de multiplicadores
de Lagrange que no se determinan u®. Asi, la forma més general que tienen los
multiplicadores de Lagrange que se determinan es

u” = [%(q,p) + 95 (g, p)u’, (1.81)
Sustituyendo este resultado en Hp tendremos
Hy = H + [°¢5 + u(¢a + g5 0p)- (1.82)

Si ocurre el tercer caso definiremos una nueva superficie de constriccién dada
por
¢ =0, (1.83)

donde [ es un indice que corre por el conjunto de constricciones primarias y
secundarias. A esta nueva superficie también le debemos aplicar la condicién
de consistencia, es decir,

o1 = {¢1, Hr} ~ 0. (1.84)

19



Aqui la igualdad débil se define sobre la superficie definida por Eq. (1.83).
Es claro que de nuevo puede ocurrir cualquiera de los tres casos, por lo tanto
aplicaremos otra vez la condicién de consistencia. El proceso se detiene hasta
que ya no ocurra el tercer caso.

Como resultado de este proceso obtendremos una Hamiltoniana total de la
forma

Hyp = H +u(¢a + g°05) (1.85)

con
H =H+ o, (1.86)

Aqui a corre en el conjunto de multiplicadores de Lagrange que no se pueden
determinar y § por el de los que si se determinan. Ahora, como el conjunto de
constricciones

(Pm) = (08; Pa)

es completo, también lo es el conjunto definido por

b5 =5 (1.87)
Ba = (Dt 9269) (1.85)

Por lo tanto, podemos usar al conjunto (¢m) en lugar de (¢,,,). De donde pode-
mos escribir Hyr = H' 4+ u¢,,.

Al sustituir los multiplicadores de Lagrange en Eq. (1.50), Eq. (1.51) y Eq.
(1.52) tenemos

¢ ~Ad HE 4 (g p){d 06} +u{d 0l (1.89)
) Di ~ {piaH}_'_fﬁ(q’p){pia(bﬁ} + u{p;, ¢a}, (1.90)
dm(q,p) = 0. (1.91)

Por otra parte, si el nimero total de constricciones secundarias es N, en-
tonces el conjunto de constricciones que define la superficie de constriccién
esta dado por

o1 =~ 0, con I=1. MM+1,..,.M+ N, (1.92)

donde las primeras M constricciones son primarias y las restantes son secun-
darias. Supondremos que todas estas constricciones estan escritas de tal forma
que satisfacen las condiciones de regularidad.
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1.5. Clasificacion de constricciones

Antes de continuar haremos una clasificacién de las constricciones.

Sea I’ una funcién del espacio fase, F' = F(p, q), entonces si
{F, ¢1} =~ 0, con I=1,... M+ N (1.93)

se dice que F' es una funcién de primera clase. En caso contrario, se dice que
F' es de segunda clase. Ocupando el teorema 1, esta igualdad se puede poner
como

{F o1} = f{ or. (1.94)
Note que si F''y G son funciones de primera clase, entonces {F,G} es de

primera clase. En efecto, si ¢; es una constriccion cualquiera, entonces por la
identidad de Jacobbi

{F.GY oy ={FAG, o1}} —{G.{F, ¢:}}
= {F7 gII/}(bI/ + gII/fI/H(bI” - {G,f[p}(b[/ —fllg{///¢[// ~ 0,

por lo que {F, G} es de primera clase.

Anteriormente vimos que hay constricciones para las cuales no se puede
determinar su multiplicador de Lagrange asociado. Esta propiedad esté inti-
mamente relacionada con la clase de constriccion, veamos por qué ocurre es-
to. Primero recordemos que una vez terminado el proceso de consistencia la
ecuacion (1.84) se cumple idénticamente, por lo que Hr es una funcién de
primera clase. Ademas, como los multiplicadores de Lagrange u* no se pueden
determinar y estan asociados con las constricciones ¢@,, el hecho de que (1.84)
se cumpla idénticamente implica que

{¢r,da} =0 para toda I (1.95)

En efecto si no se cumple esta igualdad los multiplicadores u® se pueden deter-
minar. Claramente (1.95) implica que las constricciones {¢,} son de primera
clase. Es decir, hay multiplicadores de Lagrange indeterminados cuando ten-
emos constricciones de primera clase. También podemos ver que la funcién
H' = Hp — u¢, también es de primera clase.

Debido a que los multiplicadores de Lagrange indeterminados estdn aso-
ciados a constricciones de primera clase, hay una distincién importante entre
las constricciones de primera y segunda clase, por ello ocuparemos diferente
notacion para distinguirlas. Denotaremos con v a las constricciones de primera
clase y con x a las de segunda clase.

21



1.5.1. Separacién en constricciones de primera y
segunda clase

Por lo general, dado un conjunto de constricciones ¢; (I = 1,.... M + N)
no es claro que haya constricciones de primera clase. Por lo que se requiere
clasificar los elementos del conjunto seguin su clase, veamos de que forma se
puede hacer esta clasificacion. Definamos la matriz Cr; = {¢1, ¢s}, es claro
que si hay una constriccion de primera clase, entonces det C;; = 0. Ahora
supongamos que det C7; = 0, entonces el niicleo de esta matriz no es el vector
cero, es decir, existe un conjunto de vectores, de dimensién N + M, {\, # 0}
(a=1,..., A) tal que

MCry= M NAor, b5} = 0. (1.96)
Note que la constriccién v, = A@; es de primera clase. Por lo tanto, el conjun-
to {¢;} tiene constricciones de primera clase si y solo si det C7; ~ 0. También
es claro que la dimensién del nicleo de C7; nos da el niimero de constricciones
de primera clase que se tienen.

Ahora, con los vectores A, podemos construir los primeros, A, renglones de

una matriz a’; invertible tal que

o1 — ng = a?gb(;, (1-97)

donde las primeras A constricciones ggf seran de primera clase {7,} y las
restantes constricciones, M + N — A, sean de segunda clase {x,}. Asi, si cam-
biamos el conjunto completo de constricciones (¢;) por el conjunto (v, Xa ),
que también es completo, tendremos separadas las constricciones de primera
clase de las de segunda clase.

Es claro que el conjunto de constricciones primarias (¢,,) definido por Eq.
(1.87)-(1.88) ya estd separado en constricciones de primera y de segunda clase.
Una vez construido el conjunto (¢,,) sélo nos “resta” clasificar las constric-
ciones secundarias. En lo que resta de este capitulo supondremos que las con-
stricciones ¢,, estdn en el conjunto (7,4, Xa)-

Supongamos que tenemos un conjunto completo de constricciones que hemos
separado, (74, Xa). Mediante un pequeno célculo, podemos mostrar que si F
es una funcion de primera clase, entonces

{F, 74} = Ctq, p)w + TP (g, p)XaXs-

Asi, los paréntesis de Poisson entre las constricciones tienen la forma

Y1} = Ca(q,0)7e + Tup™ (¢, D) XaX 55 (1.98)
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{(Var Xa} = C2 (a0, )% + C2 (q,p) x5, (1.99)
{Xar x5} = Caplg;p), (1.100)

con C,p una matriz invertible. En esta nueva base Cr; tiene la forma

0 O
CIJN(O Caﬁ)

Si se cumple que el rango de C; es constante en todo el espacio fase, entonces
Cup €s una matriz invertible en todo el espacio fase.

Por otra parte, como C,s3 es una matriz invertible y antisimétrica, debe ten-
er dimension par. Por lo tanto, el niimero de constricciones de segunda clase
siempre es par.

1.6. Hamiltoniana extendida

Una vez concluido el proceso de consistencia y clasificadas las constricciones
las ecuaciones de movimiento (1.89)-(1.91) se pueden escribir de la forma

i ~{q', Hg}, (1.101)
pi ~{pi, Hp}, (1.102)
Yo =0, (1.103)
X ~0, (1.104)
con Hg = H' + u%y,. Veamos de qué accién se obtienen estas ecuaciones

de movimiento. Note que ahora tenemos la Hamiltoniana candénica H y un
conjunto de constricciones

xs~0 'y  w=0, (1.105)

donde [ y b corren por todas las constricciones de segunda y primera clase,
respectivamente. La dindmica ocurre en la superficie (1.105) y no en la su-
perficie de constriccion primaria. Asi, para tener ecuaciones de movimiento
consistentes con la superficie Eq. (1.105) debemos extremar a Sy, definida en
Eq. (1.26), con las condiciones

s~0, w0, dn)=qg v ¢(mn)=q¢. (1.106)

Por lo tanto, la accién a extremar es

S:/ dr[q-p— H(q,p) — u’xs — u’y). (1.107)

1
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Por simplicidad, cambiaremos los multiplicadores de Lagrange u® por otros,
igualmente arbitrarios, de la forma

WP = P 4 f8,
con f? definido en Eq. (1.86). Entonces Eq. (1.107) tienen la forma
T2
S:/ dr(q-p— H' —uPx5 — uly). (1.108)
T1

Al aplicar el principio de accién a Eq. (1.108) obtenemos las ecuaciones de
movimiento:

¢ ~{q¢', H'} +u"{¢",w} +u"’{q", xs}, (1.109)
pi ~ {pia Hl} + ub{pivfyb} + u/ﬁ{pia Xﬁ}a (1'110)
ve ~0, (1.111)
x5 ~0. (1.112)

Para la superficie Eq. (1.105) también se debe cumplir la condicién de consis-
tencia. Como H' es de primera clase, para las constricciones de primera clase
es claro que

A

Pero, para una constriccion de segunda clase arbitraria se tiene la restriccion

Xo & {Xa» H'} + u{Xa, e} + 0" {Xas X5} = 0 {Xa, x5} = 0. (1.113)

Como {xa, Xg} es invertible, u’? ~ 0. Entonces, las ecuaciones (1.109)-(1.112)
toman la forma de las ecuaciones (1.101)-(1.104).

Para la Hamiltoniana Hg podemos definir la accion

T2 T2
Se(u'pa) = [ dridp = Hel = [ drldp- B -y (111)
T1 T1

Como vemos, la necesidad de extender la Hamiltoniana total a Hg no es in-
ducida por la teoria Lagrangiana, ésta proviene de las caracteristicas inherentes
al esquema Hamiltoniano y tiene como consecuencia producir ecuaciones mas
generales que las generadas por Hr, es decir, por las ecuaciones de movimiento
Lagrangianas originales. Es claro que cuando tomamos a los multiplicadores
de Lagrange asociados a las constricciones secundarias de primera clase como
nulos se recupera la accion Hamiltoniana total.
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1.7. Transformaciones de norma y paréntesis
de Dirac

Ahora veremos qué ocurre con la evolucién de las funciones del espacio fase
cuando se tienen constricciones de primera clase, es decir, multiplicadores de
Lagrange indeterminados.

Supongamos que tomamos un conjunto, {u®}, de multiplicadores de La-
grange asociados a las constricciones de primera clase. Si F' es una funcién del
espacio fase, tenemos que

Fy~{F, H} +u{F,,}. (1.115)

Pero como los multiplicadores de Lagrangen son arbitrarios, podemos tomar
otro conjunto de multiplicadores de Lagrange, por ejemplo v®. Con estos nuevos
multiplicadores de Lagrange se tiene

E, =~ {F, H'} + v*{F,7,}. (1.116)

Asi, la evolucién de F' es arbitraria, pues depende de la eleccion de los multi-
plicadores de Lagrange.

Veamos qué diferencia hay entre tomar la evolucién con el conjunto {u®}
y tomar la evolucién con el conjunto {v®}. Su pongamos que al tiempo inicial
7 la funcién F' vale Fy = F(q(m1),p(m1)). Entonces, al tiempo 7 = 7 + 07
tendremos

F () =F(n)+ot({F, H'} + u*{F,7.}). (1.117)
Pero también tenemos
F,(7") = F(r) + 6t({F, H'} + v*{F,7.}). (1.118)

Por lo que la diferencia en la evolucién entre tomar un conjunto de multipli-
cadores de Lagrange u otro esta dada por

OF = F,(7") — F,(7") = 01(u®* — v){F, 7.} = €{F, V. } (1.119)

Note que a primer orden §F nos permite pasar de una evolucion a otra. En
otras palabras, 6 F' es una transformacién para pasar de F, a F, al tiempo 7/,
a esta le llamaremos transformacion de norma. También note que esta trans-
formacién es generada por las constricciones de primera clase, es decir, las
constricciones de primera clase generan transformaciones de norma.
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Sin embargo, no todas las funciones del espacio fase tienen evolucion arbi-
traria, claramente la funciones, O, que satisfacen

{0,7,} =~ 0, para toda a, (1.120)

no tienen evolucién arbitraria. Estas funciones cumple O = ¢*{O,~,} = 0,
es decir, las transformaciones de norma no las afectan. A las funciones que
cumplen (1.120) se les llama observables o invariantes de norma.

Ahora, si partimos del hecho que las cantidades fisicas no tienen evolucién
arbitraria. Entonces, cuando exista libertad de norma en un sistema las tinicas
funciones del espacio fase que pueden representar cantidades fisicas deben ser
observables, es decir, invariantes de norma.

Es claro que para los observables la evolucion es la misma con las Hamilto-
nianas H’', Hr y Hg. Por lo tanto, el formalismo extendido describe al mismo
sistema de observables. La accion extendida simplemente contiene variables
adicionales de norma pura, los nuevos multiplicadores de Lagrange, y, conse-
cuentemente, invariantes de norma adicionales. Sin embargo, para cualquier
variable que no sea invariante de norma la evoluciéon debe tomarse con la
Hamiltoniana extendida.

1.7.1. Paréntesis de Dirac

Anteriormente vimos que si dos funciones del espacio fase, F' y GG, son de
primera clase, entonces {F', G} es de primera clase. Por lo que, con el paréntesis
de Poisson se puede definir un algebra de funciones de primera clase. Ahora
sabemos que las funciones interesantes del espacio son los observables (1.120).
Sin embargo, si O; y Oy son observables, no es posible asegurar que {O1, Oy}
es observable. Veamos como podemos construir una estructura semejante a los
paréntesis de Poisson que respete la propiedad de observable.

Se puede mostrar que si O un observable y {I”} un conjunto de funciones
del espacio fase, entonces, O* = O + [’y también es observable. Ahora es
claro que O = O*, es decir, en la superficie de constriccién no hay diferencia
entre O y O*. Veamos si podemos fijar valores de {? de tal forma que O* sea de
primera clase, esto equivale a pedir que para toda x, se satisfaga la ecuacién

{O", xa} = {0, xa} + lﬁoﬁa ~0, con Cgsy={X8 Xa}- (1.121)

De donde concluimos que

0" =0 — {0, xoa YO x5 (1.122)
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es de primera clase, con C°? la matriz inversa de C,g. Por lo tanto, a cada
observable, O, le podemos asociar una funcion de primera clase, O*, con la cual
coincide sobre la superficie de constriccion. En general a cualquier funcion, F)
del espacio fase le podemos asociar la funcion

F*=F —{F, xoYC5. (1.123)
En particular, para cualquier constriccion de segunda clase se tiene
X5 = 0. (1.124)
Ahora, si F'y G son dos funciones del espacio fase, se puede mostrar que
{F*,G"} = {F.G} = {F. xa}CO"{x5, G}, (1.125)
entonces, definiremos los paréntesis de Dirac como:
{F,G} ={F.G} = {F.xa}C"{x3,G}. (1.126)
Con estos nuevos paréntesis tenemos que
{Xa, F}* =0 (1.127)
para cualquier funcion, F, del espacio fase.

También se puede probar que los paréntesis de Dirac satisfacen las propiedades

(F,.GY  =-{G F}, (1.128)
(Fi+ B, Gy ={F,GY +{F, G}, (1.129)
(FIF,GY = R{F,GY + F{FR Gy, (1.130)
({F,Gy HY =—{{G H} FY—{{H F}*G}, (1131

Que son las propiedades de un algebra de Poisson. Ademas, si GG es una funcion
de primera clase se cumple

{F,G} = {F.G}, (1.132)

con F' una funciéon del espacio fase cualquiera. En particular se tiene que
{0, 7.} = 0 siy sélo si {O,7,}* = 0. Por lo tanto, podemos definir observable
con los paréntesis de Poisson o de Dirac. Ademads, con Eq. (1.131) se puede
mostrar que si Op y Oq son observables, {O1, O}* es observable. Por lo tanto,
con los paréntesis de Dirac los observables forman un édlgebra.
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Ahora, los generadores de las transformaciones de norma son funciones de
primera clase, las transformaciones de norma también se pueden expresar en
términos de los paréntesis de Dirac, es decir,

OF = €{F,v,} = e"{F,v.}".

Con los paréntesis de Dirac las ecuaciones de movimiento para ¢° y p; tienen
la forma

¢' = {q¢', Hg}", (1.133)
i~ {pi, Hg )™, (1.134)

En general la evolucién para cualquier variable F'(q,p) es
F~{F Hg}. (1.135)

Asi, con los paréntesis de Dirac la evolucién de un observable es la misma si
se toma con la Hamiltoniana candnica, total o extendida.

Es claro que para el sistema fisico es lo mismo cambiar todas los observables
O del espacio fase por su asociada O* que cambiar los paréntesis de Poisson
{,} por los de Dirac {, }*. Operativamente es mas viable tomar el segundo
camino. En ambos casos todos los observables coinciden con las funciones de
primera clase.

Por Eq. (1.127) y Eq. (1.124), podemos hacer fuertemente igual a cero las
constricciones de segunda clase, antes o después de evaluar los paréntesis de
Dirac. Por lo tanto, en lo sucesivo, todas las ecuaciones de la teoria son for-
muladas en términos de los paréntesis de Dirac y las constricciones de segunda
clase son identidades que expresan algunas variables candnicas en términos de
otras, es decir, las tomaremos como ecuaciones fuertes.

1.8. Invariancia de norma de la acciéon
Hamiltoniana extendida

Ahora veamos que efectos tienen las transformaciones de norma en la accion
extendida

Sy = / dr [ — (' + u™7)] (1.136)

T1
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Supongamos que tenemos la funcién infinitesimal G(t, ¢, p), entonces podemos
definir las variaciones

opi = {pi, G}, 0q; = {¢:, G}, (1.137)
oH' = {Hla G} 0Ya = {Va: G}, (1.138)

en esta seccion los indices a, b y ¢ corren en todas las constricciones de primera
clase. Con estas variaciones 05 tiene la forma
to

+

t1

/: dt [a—g—({H',g}+u“{7a’g} N W%)} .

05y = [pidq’ — G|

Por lo tanto, si du® es tal que

0
W (H .G} + G+ 0u%0) =0, (1.140)
se cumple
) t2
0SE = [pl-éql — g} t (1.141)
En general dada una G no es facil encontrar a du®, pero si
G =€e“(t,p, 9)Va, (1.142)
con €*(t,p, q) una funcién cualquiera y tomando en cuenta que
{Hla%} = ‘/ab/Yba {/Ya)/Yb} - CgbIYCa
tenemos
ag / a a
o ({H', G} + {0 G} + 0u") =
a a
Ya a—et +{e, H'} + {e*, yeyu’ + u°eCp, — Ve — su”| . (1.143)
Entonces, si
a e a ! a c c brva bysa
out = at—i—{e,H}—i—{e,%}u +ue’Cl, — €'V, (1.144)
la ecuacién (1.141) tiene la forma
0(€%,) t2
0SE = |pi — €%, 1.145
o= 20 e | |7 (1.115)
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Asi, siempre que Eq. (1.145) se anule en los extremos, la accién es invariante
bajo las transformaciones de norma

ocpi = {pis €"Vat, (1.146)

6" =1{q" " Va}, (1.147)
a a

out = 8—615 H{e H'Y + {e yeus +use’ T, — €Vt (1.148)

Para terminar esta seccién veamos las simetrias de norma del sistema que
presentamos al principio de este capitulo. Como la Hamiltoniana total es Eq.
(1.55) y la tnica constriccion es Eq. (1.54), la condicién de consistencia implica
que

Py = {py, Hr} = —p, =~ 0, (1.149)

y nada més. Entonces la Hamiltoniana extendida y la accién extendida son,
respectivamente,

1
Hg = 5pe+yps + Ny + X'ps, (1.150)
7'2 1
Sg = / dr {aﬁpm + ypy — (apx + yps + A'p, + A2px>} . (1.151)

Mientras que las ecuaciones de movimiento extendidas son

& =prty+ A, (1.152)
g =\, (1.153)
pe =0, (1.154)
Dy = —Du, (1.155)
pe =0, (1.156)
p, =0 (1.157)

Como se esperaba, estas ecuaciones son mas generales que las ecuaciones La-
grangianas. Para este sistema las transformaciones de norma son

dex =€, (1.158)
Sy =¢€, (1.159)
§pe =0, (1.160)
Spy =0, (1.161)
S AL =¢', (1.162)
S A2 =&t — €l (1.163)



Cuando ocurre que . \? = 0 tendremos

Sev =€, (1.164)
Sy =é, (1.165)
S AL =&, (1.166)
s A2 =0. (1.167)

Esta es la versién infinitesimal de las transformaciones Eq. (1.41). Sin embar-
go, es claro que éste es sélo un caso particular de las simetrias de Sg.

Para este sistema, con cualquier transformacién de norma, Eq. (1.145) se
anula idénticamente. Por lo tanto, la acciéon Eq. (1.151) es invariante ante
cualquier transformacién de norma.

1.9. Fijacién de la norma

Cuando tenemos constricciones de primera clase y, por lo tanto, libertad
de norma los multiplicadores de Lagrange asociados a estas constricciones son
indeterminados. De hecho, dentro de la teoria no tenemos forma de determi-
narlos. Por lo que debemos recurrir a elementos exteriores a la teoria para fijar
estos parametros.

Una forma natural para determinar los multiplicadores de Lagrange es im-
plementando nuevas constricciones N (p, ¢) = 0. Estas constricciones deben ser
tantas como parametros arbitrarios haya. Esto implica que tenemos una nueva
superficie de constriccién

Xs(¢,p) =0,  7l(g,p) =0,  Na(g,p)=0. (1.168)

Las constricciones N, deben satisfacer las condiciones de regularidad y deben
ser tales que la condicién de consistencia aplicada a Eq. (1.168) implique que
se determinen todos los multiplicadores de Lagrange. Para que esto se cumpla
debe pasar que

det{ Ny, 1} % 0. (1.169)

Esta condicién implica que en Eq. (1.168) ya no hay constricciones de primera
clase, ni transformaciones de norma. A las constricciones N, les llamaremos
condiciones de norma.
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Una vez determinados los multiplicadores de Lagrange los podemos susti-
tuir en las ecuaciones de movimiento, lo que nos dara como resultado:

¢ ~{q",H'} + u"(q,p,7){d", 1}, (1.170)
pi =~ {pi, H'} +u"(q, p, 7){pi, W} (1.171)

Este sistema de ecuaciones estara definido sobre la superficie Eq. (1.168) y
tiene las condiciones de borde Eq. (1.4). Para que tenga sentido este problema
definido sobre la superficie Eq. (1.168), debemos imponer que N, sea tal que:

(a) Las condiciones de norma deben satisfacer las condiciones de frontera
del principio de accién. Es decir, se debe cumplir que

Na(di,p) =0, Na(gs,p) =0, (1.172)

Por otra parte, la forma de fijar la norma no debe afectar los elementos ob-
servables de la teoria. Por lo tanto, el conjunto de constricciones N, también
debe satisfacer que:

(b) Las constricciones N, deben ser accesibles. Es decir, dado cualquier
conjunto de variables canénicas que cumplen

xs(¢,p) =0,  7lg,p) =0 (1.173)

debe existir una transformacién de norma para pasar del conjunto dado de
variables ¢', p; a un conjunto que satisfaga las condiciones Eq. (1.168). Esta
transformacion debe ser obtenida por iteracién de transformaciones du®{ F, v, }.

Esta condicion nos asegura que las condiciones de norma no modificardn
las propiedades fisicamente relevantes del sistema, pero si restringen la liber-
tad de norma. Al conjunto de variables candnicas que satisfacen Eq. (1.168)
se le llama espacio reducido. Si imponemos dos conjuntos de condiciones de
norma accesibles, N,1 v N,2, entonces, mediante una trasformacién de norma,
la condicién (b) nos permite pasar del espacio reducido definido por N,; al
definido por Nys.

Si tomamos una norma que no satisfaga la condicién (a), tendremos que
cambiar las condiciones de borde Eq. (1.4) a Eq. (1.170) y Eq. (1.171). Esto
implica cambiar de principio variacional. Si imponemos condiciones de nor-
ma que no son accesibles, por ejemplo si hay variables candénicas de primera
clase que no cumplen Eq. (1.168), tendremos trayectorias en las superficie de
constriccién que no estdn en el espacio reducido Eq. (1.168) y no podemos
conectarlas con Eq. (1.168) mediante transformaciones de norma. Entonces
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esas condiciones de norma definirdn un espacio reducido desconectados de un
sector de la superficie de constriccion.

Una vez fijada la norma podemos pasar al paréntesis de Dirac. Finalmente,
tendremos un teoria libre de constricciones en el sentido de que todas las con-
stricciones podran ser consideradas como identidades que expresan algunas
variables en términos de otras.

1.10. Numero de grados de libertad

Hasta ahora hemos visto que cuando un sistemas tiene constricciones no
todas las variables del espacio fase son independientes, también hemos visto
que en algunos casos debemos introducir parametros indeterminados, sin em-
bargo no nos hemos preocupado por contar los grados de libertad efectivos del
un sistema. Veamos como se pueden contar estos grados de libertad.

Cuando el sistema sdélo tiene constricciones de segunda clase, y por lo tanto
no tiene libertad de norma, no tenemos parametros indeterminados. Entonces,
contar los grados de libertad efectivos es trivial. En efecto, supongamos que
Ny es el namero de grados de libertad fisicos del sistema, Nt el niimero total
de variables canénicas y N, el nimero de constricciones de segunda clase,
entonces

Np = =[Ny — N,]. (1.174)

N | —

Como Np y N, son numero pares, el nimero Ny estd bien definido. Ahora,
si el sistema tiene libertad de norma, sea IV, el nimero de constricciones de
primera clase y N,, el nimero de condiciones de norma, entonces el niimero de
grados de libertad efectivos es

N 1
NF = 5 25[ T_NX_N'y_Nn]
1
= 5[Nr = N, —2N,]. (1.175)

Este conteo esta bien definido y no es ambiguo para un niimero finito de grados
de libertad.
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1.11. Cuantizaciéon por el Método de Dirac

Existen varios métodos para cuantizar un sistema con constricciones [20].
Una forma es fijar la norma en el sistema cldsico y promover los paréntesis de
Dirac a conmutadores. También es posible cuantizar al sistema sin fijar la nor-
ma. En este caso, el primer paso es promover las constricciones de primera clase
Ya(q,p) a operadores de la forma 4,(¢, p). Generalmente se tienen problemas
de ordenamiento para construir dichos operadores, estos problemas deben ser
resueltos con algun criterio adicional. Estos operadores seran los generadores
de las transformaciones de norma infinitesimales en el formalismo cuantico, es
decir, si A es un operador A R

0A = €A, A,]
representa una transformacion de norma. Debemos recordar que una vez sep-
aradas las constricciones de primera y segunda clase se tomaran los paréntesis
de Dirac y no los de Poisson, asi la asignaciéon al cuantizar sera de la forma

{. yr = a1 (1.176)

Aqui, paréntesis de Dirac se construyen con las constricciones de segunda clase
que se tienen antes de fijar la norma.

Ahora, es claro que los estados fisicos |¥ > del sistema deben ser invariantes
de norma. Por lo tanto, deben satisfacer que

| >= |U >, (1.177)
con a, un parametro cualquiera. Esta restriccién implica que
Y| ¥ >= 0. (1.178)

Se definen como operadores observables de la teoria a todos aquellos operadores
hermiticos que conmutan con todas las constricciones de primera clase, es decir,

[ = F' es observable <= OF = [F, e4,] = 0.

De esta forma se construye la versién cuantica de un sistema con libertad de
norma. Sin embargo, se tienen problemas sin resolver, pues, por ejemplo, las
constantes de estructura del algebra de constricciones de primera clase son
funciones del espacio fase, por lo que puede haber problemas de ordenamiento
serios. Por otra parte, el método de Dirac no da una regla para definir el
producto escalar de los estados fisicos, luego, no tenemos directamente una
interpretacion probabilistica de la teoria. Sin embargo, se tiene la ventaja de
no necesitar fijar la norma antes de cuantizar al sistema.
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1.12. Particula no relativista reparametrizada

Como ejemplo de un sistema con libertad de norma veremos la particula
no relativista reparametrizada.

La accién para la particula no-relativista en un potencial V(z) es

t m dz; dz'
S = dt | —— -V i =1.....d. 1.179

Reparametrizando al tiempo, ¢, con un nuevo parametro, 7, de tal forma que
t = t(7) sea mondtona y creciente, se obtiene

S = /: dr l%l; - V(:c)i] . (1.180)

Donde @; y t denotan la derivada con respecto 7. Es facil ver que (1.180) es
invariante ante reparametrizaciones.

Los momentos candnicos de este sistema son

-2
mx;

De estos momentos candnicos tenemos la constriccion

2

P .
¢=PF+Ho~0, con Hy= —+V(z), P? = PP (1.183)
m

De Eq. (1.180) podemos ver que la Hamiltoniana candnica resulta ser nula:

oL oL .
H=" % =0 1.184
25, T B (1.184)

Por otra parte, como tenemos sélo una constriccion, ¢, ésta es de primera clase.
Por lo tanto, la Hamiltoniana total esta dada por

Hr = \¢. (1.185)

Con esta Hamiltoniana total, es evidente que la evolucion de la constriccion no
producira nuevas constricciones, entonces Hg = Hp. Asi, la accién extendida
para este sistema es

T2 . . P2
SE:/ dr |:tPt+XZPZ-—)\(Pt—|—%+V(.TJ)>:| . (1.186)
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Por 1ltimo, segin el método de cuantizacion de Dirac, como ¢ es una constric-
cién de primera clase, los estados fisicos cuantico son tales que satisfacen

olw) = [P+ Hollv) = . (1.187)
Si en la representacién de coordenadas hacemos las asignaciones
P,=—ihd, 'y P =—iho;, (1.188)

los estados fisicos son aquellos que satisfacen la ecuacién de Schrodinger:

hQ
mmw>:-3E£+V@)w>. (1.189)

Es importante hacer notar que hemos deducido la ecuaciéon de Schrodinger im-
poniendo la condicion de que la teoria clasica sea invariante bajo reparametriza-
ciones. Asi, la imposicion de esta simetria dicta la evoluciéon cuantica del sis-
tema.

En el proximo capitulo estudiaremos la particula relativista, su simetria de
norma y algunas condiciones de norma.
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Capitulo 2

Una generalizacion de la
particula relativista

2.1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos la particula relativista y su simetria de nor-
ma. También veremos que se pueden elegir condiciones de norma tales que
impliquen paréntesis de Dirac consistentes con espacios no conmutativos. En
particular se muestra que se puede obtener una realizacion del espacio de Sny-
der. Ademas se construye una generalizacion de la particula relativista que
permite una realizacion de un espacio no conmutativo que es méas general que
el espacio de Snyder. Por tultimo se construye una accion Hamiltoniana para
un sistema con Hamiltoniana arbitraria que estd en un espacio no conmutativo
tipo Snyder.

2.2. La particula relativista y su simetria de
norma

Para iniciar veamos algunas propiedades de la particula relativista. La ac-

cién de este sistema es
72 . .
S = —mc/ dry\/ X+ X,,. (2.1)

T1

Este sistema es invariante bajo reparametrizaciones. En efecto, si tomamos
T = 7(0) obtenemos que

T2 W
S = —mc/ dT\/didX“
. dr drt
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72 [dX+dX
= — d —F,
me /U1 N do do

(2.2)

Como podemos ver esta simetria es local, es decir, de norma. Note que esta
libertad de norma esta directamente relacionada al hecho de que hay arbi-
trariedad para elegir el parametro de evolucion. En otras palabras, fijar la

norma equivale a elegir cierto tiempo.

Ahora veamos las ecuaciones de movimiento, de Eq. (2.1) se tiene que

oL X,
= o = —me———,
oXk XuX,

por lo que las ecuaciones de Euler-Lagrange son

d X
—me— | —£= | =0.

i\ Jxox,

Si m = 0 estas ecuaciones de movimiento son una identidad.

2.2.1. Accidon extendida

De los momentos candnicos (2.3) se tiene la constriccién
¢ = P,P" —m*c* =~ 0.
Ademas, la Hamiltoniana candnica resulta nula
X“XH + ch”XH -
VXX, XX,
Asi, la Hamiltoniana total solo contiene la constriccion ¢

Hp = % (P,P" —m*c?),

H.= X"P,— L= —mc

=0.

(2.3)

(2.7)

como ¢ es la Unica constriccién y H. = 0, no hay constricciones secundarias.
Por lo tanto, ¢ es de primera clase y la Hamiltoniana extendida coincide con

la Hamiltoniana total. De donde, la accién extendida toma la forma

. A
Sp = /dT (X“PM —3 (PMP” — m202)) )
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Las ecuaciones de movimiento de esta accién son

XH = \PM, (2.9)
Pt = 0, (2.10)
¢ = P,P"—m’c*~0. (2.11)

Note que estas ecuaciones de movimiento y la accion extendida tienen sentido
en el caso m = 0.

2.3. Acciones equivalentes

Antes de continuar veremos un resultado que ocuparemos posteriormente.

Dada una Lagrangiana, L = L(q,q), existen otras que dan las mismas
ecuaciones de movimiento. Un caso trivial es sumar a L una derivada total de
una funcién de ¢. Sin embargo, existen casos mas sofisticados. Por ejemplo,
supongamos que F' es una funcion cuya segunda derivada no es cero, entonces
la accién

S— / " arE(L), (2.12)

T1

es equivalente a

S— / P A PO + (L= NF'O)], (2.13)

1

donde A es un multiplicador de Lagrange y F’ = Cé—i. Para probar esta afir-
macién basta notar que la ecuacion de movimiento para el multiplicador de
Lagrange es

L—X\=0, (2.14)

sustituyendo esta igualdad en Eq. (2.13) se obtiene Eq. (2.12). Aplicaciones de
esta equivalencia se pueden ver en [28].

Otro caso interesante se encuentra en la accion
S=K / drvVL, K = cte, (2.15)
que es equivalente a la acciéon
1 L
S=—[dr|=+\K?|. 2.16
2 / i {A * } (2.16)

39



En efecto, la ecuacién de movimiento para \ es

A= — (2.17)

al sustituir este resultado en Eq. (2.16) se obtiene Eq. (2.15). Este resultado
es interesante, pues existen varios sistemas fisicos cuya accion es de la forma
(2.15), por ejemplo la cuerda relativista [29], el sistema de Nielsen-Olesen [30],
la electrodindmica de Born-Infeld [31] y la particula libre relativista.

En este trabajo solo nos limitaremos a estudiar la particula libre relativista,
cuya accién es (2.1), por lo que su accién equivalente es

1 [™
S*:—/ dr
2 /.,

En este caso K = —mc. Note que esta accién tiene sentido en el caso m = 0.
Para esta accién las ecuaciones de Euler-Lagrange son

d [ X~
E(T) =0 (2.19)

X2
—V—i—chQ = 0. (2.20)

XQ
~ )\m202] : (2.18)

De la segunda ecuacion se tiene

A= 2.21
= (221)

Sustituyendo este resultado en (2.19) se obtiene (2.4).

2.4. Eleccién de norma y el tiempo

Dado un sistema con libertad de norma, existen diferentes condiciones de
norma que se pueden imponer. El caso de la particula relativista es particular-
mente interesante pues la eleccion de norma esté relacionada con la eleccion
del tiempo. En esta seccion veremos diferentes forma de elegir el tiempo.
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2.4.1. Tiempo coordenado

Una eleccién natural del parametro de evolucién es el tiempo coordenado

X, En este caso la eleccién de norma es
_ Yo ~
X=X —cTt=0.
La condicién de consistencia implica

X=0x+{x,Hg} = —c+ APy =0,

de donde
c
A= —.
R
Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento reducidas toman la forma
xi — Copi
Py
P = 0.

Ademas, de la constricciéon

P,P" — m2c? = PO2 — P> —m*? =0,

Pozi\/ﬁ2—|—mzc2.

Asi, la accién reducida toma la forma
S = /dT (X”PM - §(PMP” — m202)> = /dT (CPO —f-XZPZ->

- /dT (XZPZ- —Hr>,

se obtiene

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

con H, = —cPy = FeV P2+ m?c?, que toma el papel del Hamiltoniano re-
ducido. Esta acciéon reducida es consistente con las ecuaciones de movimiento

reducidas (2.25) y (2.26).

Ahora, definiendo y; = x v x2 = ¢ se obtiene C1o = {x1,x2} = Fo.

Entonces, tenemos la matriz
0 P
Caﬁ:{XonXﬁ}: ( —P, 00 )7
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cuya inversa es

s L0 -1
Cﬁzfo(l 0)' (2.31)

De donde, si A y B son dos funciones del espacio fase, los paréntesis de Dirac
toman la forma

{A,BY = {A, B} + % ({A, XO}{P" B} — {A, P"}{X" B}). (2.32)

En particular si A = (X*, P") y B = H, = —cP, se obtiene
cP!
Py’
Pl = {P H} =0. (2.34)

X' = {X'H}'= (2.33)

Que son las ecuaciones de movimiento reducidas.

2.4.2. El tiempo y los espacios no conmutativos

De acuerdo al método de Dirac, cualquier funcién x tal que {x, ¢} # 0 es
una buena condicién de norma. Por ejemplo, podemos imponer

x=X"4+60'P,—cr =0, 0" = cte, (2.35)
pues
{x, 0} =R #0. (2.36)
En este caso la condicion de consistencia implica
X=0x+{x,Hpg} = —c+ AP, =0, (2.37)
de donde
c
A= B (2.38)

Este es el mismo multiplicador de Lagrange que se obtuvo en la seccién an-
terior. Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento reducidas son (2.25)-(2.26).
También en este caso, de la constriccion ¢ se obtiene

Py = +\/ P2 + m22. (2.39)
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De donde, la accion reducida toma forma
. A 5 9 iy .
s = [ar (%P~ S(BPr—m2)) = [ar (B (c-0R) + X'R)

- /dT (ic\/ P2+ m?c2 — P, (i\/ P2 4+ m2c20' + Xi) — di(PZXZ)) .
T

Las ecuaciones de movimiento de esta accién son consistentes con (2.25)-(2.26).
Ahora, definiendo y; = x v x2 = ¢ se obtiene Ci5 = {x1, x2} = P, por lo

que C,g estd dada por (2.30) y C estd dada por (2.31). Por lo tanto, si Ay
B son dos funciones del espacio fase, los paréntesis de Dirac toman la forma

{A,B}Y = {A,B} + % ({A, X°+0'P}{P" B} — {A, P'}H{X°+0'P,, B}).

En particular, tenemos

) . 1 o o
(X' X9y = = (P'¢/ — Pg'), (2.40)
0
{X". P} = 4, (2.41)
(P, P} = 0. (2.42)
Ademas, si H, = —cP, se obtiene

g . P
X = {X\,H) =5, (2.43)

P
Pt = {P' H.} =0. (2.44)

Que son las ecuaciones de movimiento reducidas.

Un hecho notable es que al cuantizar el sistema con esta norma se tiene un
espacio no conmutativo en las coordenadas. Un estudio mas detallado de este
sistema se puede ver en [32, 33].

2.4.3. El tiempo y el espacio de Snyder

Otra condicién de norma para la particula relativista que da lugar a un
espacio no conmutativo es

X = P.X" — mc*r. (2.45)
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Si la particula tiene masa, esta es una buena condicién de norma, pues

{x,0} = B,P" = P> #0. (2.46)
De donde, si
X =0, x+{x,Hg} = —mc® + \P,P" = 0, (2.47)
se tiene
2
mc
A= . 2.48
P (2.48)

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento reducidas toman la forma

2

Xi = %%P, (2.49)
P = 0. (2.50)
Ahora, de y =0y ¢ = 0 obtenemos
2 PZXZ
X0 = @iﬁf_” (2.51)

Py = +\/ P2+ m2. (2.52)

Asi, la accion reducida toma la forma
mc? — X'P, ) . d ,
= dr | ———PP,+ X'P+ —(mc* — X'P) | . (2.53
/ i ( VB et X gy me )> (253)

De esta accion, la ecuacion de Euler-Lagrange para X* toma la forma

P,P; P, PP,
)y — ——————— = q;; P, = 0, i = 03 — =, 2.54
PPy +m2e 990 9 =% T B P+ m2e2 (2:54)
Como la matriz g;; tiene inversa
_ bP;
gijl = 045 mzcjz’ (2.55)
la ecuacién de movimiento Eq. (2.54) se puede poner como
P, =0. (2.56)
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Mientras que las ecuaciones de Euler-Lagrange para P; se puede escribir como

2

. mc
X =———"—_P, 2.57
g] J Pij+m2c2 ( )
de donde
. _P
X, =—. (2.58)
m

Por lo tanto, las ecuaciones de FEuler-Lagrange de la accién reducida coinciden
con la ecuaciones reducidas Eq. (2.49,2.50).

Un punto interesantes de las ecuaciones de Euler-Lagrange es que la métri-
ca g;; depende de los momentos.

Ahora, definiendo y; = Y v X2 = ¢ se obtiene C5 = {x1, X2} = P?, por lo
que se tiene la matriz

0 P?

cuya inversa es

1 /0 -1
af _
C _P2<1 0). (2.60)

De donde, si A y B son dos funciones del espacio fase, los paréntesis de Dirac
toman la forma

(4, BY' = {4, B} + 5 ({4, X° P} (P", B} — {A, P'}{XP;, B))

En particular, se tiene que

1
XM XUV = — (PEXY — PYXH 2.61
P2
. 1
{X*, P} = o) - EP”PV (2.62)
(PP} = 0. (2.63)

Este resultado es interesante, pues al cuantizar este sistema se tendra un espa-
cio tiempo no conmutativo. De hecho las reglas de cuantizacién que se obtienen
son consistentes con reglas de conmutacién del llamado espacio de Snyder [7].
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Asi, tenemos una realizacion del espacio de Snyder. En el proximo capitulo ver-
emos algunas propiedades de ese espacio. En particular veremos que en este
espacio las coordenadas espaciales tienen valores propios discretos. Para el caso
particular de la realizacion que hemos obtenido las coordenadas espaciales se
cuantizan en cuantos de la longitud de Compton a = i/me.

Mas detalles de la realizacion del espacio de Snyder aqui mostrada se puede
ver en [10]. Esta realizacién tiene un problema, pues si m = 0, pierden sentido
los paréntesis de Dirac. Posteriormente daremos una realizacién de este espacio
sin dicho problema.

2.4.4. Tiempo propio

Otro pardmetro que se puede ocupar como tiempo es el tiempo propio. Este
tiempo se define como el tiempo en el sistema de referencia de la particula.
Recordemos que para una particula libre en cualquier sistema de referencia el
elemento de linea es

ds® = *dt* — dx'dx;. (2.64)

En el sistema de referencia de la particula, (ct’,z"), se tiene dz”* = 0, por lo
que,

ds* = dt”. (2.65)
Asi, el tiempo propio se define como

s 1
cﬁ’::dn,:-¥§ = —\/2dt? — da?® — dy? — d22. (2.66)
& C

Esta eleccién de tiempo es invariante relativista, pues ds es un escalar de
Lorentz. De (2.66) se puede ver que al tomar el tiempo propio como pardmetro
de evolucién, es decir, dT = ds, se tiene

1 [dXrdX

Con este pardmetro de evoluciéon las ecuaciones de movimiento Lagrangianas
(2.4) toman la forma

‘=, (2.68)
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Para las ecuaciones de movimiento de la accién equivalente (2.19)-(2.20) tomar
este parametro de evolucion equivale a tomar la condiciéon

1
A= —. 2.69
-~ (2.69)

En este caso la accién reducida equivalente (2.18) toma la forma

1 [™ .

S, = 5/ dr <mX2 + mc2> . (2.70)
T1

Si m = 0 no existe definicién de tiempo propio, pues dS? = 0. Sin embargo,

en este caso en la accién (2.18) podemos tomar la condiciéon A = 1/m,,, con

m, = hv/c? por lo que la accién reducida toma la forma

S, = % / dr <X2) . (2.71)

1

Mientras que, si m = 0, las ecuaciones de movimiento (2.19)-(2.20) toman la
forma

2 X+
ds?
X? = 0. (2.72)

Que son consistentes con las ecuaciones de movimiento para una particula libre
sin masa.

Ahora, si definimos m., = m si m # 0y m, = hv/c* si m = 0 las acciones
Eq. (2.70) y Eq. (2.71) se pueden poner como

_ 1 -2 2
S*—2/T dr <mA,X —|—mc). (2.73)

1

En la préoxima seccién ocuparemos esta accion para generalizar la particula
relativista.

2.5. Generalizacion de la Particula Relativista

En la seccion anterior vimos que si tomamos como parametro de evolucion
al tiempo propio, la accion Eq. (2.18) toma la forma (2.73). Claramente (2.73)

47



ya no es invariante bajo reparametrizaciones. Ahora, si reparametrizamos nue-
vamente a esta acciéon obtenemos

S = % / dr <m7X“§.XM + mc2g'> : (2.74)

Esta accién es invariante bajo reparametrizaciones y es una generalizacion de
la particula relativista, note en el caso C = 1 se obtiene el caso usual en la
norma del tiempo propio. Al hacer la reparametrizacién de (2.73) hemos in-
troducido el parametro ( en el espacio de configuraciones, supondremos que
éste es invariante ante el grupo de transformaciones de Lorentz.

Para ver como difiere este nuevo sistema con el usual, pasemos al formal-
ismo candnico. Los momentos candnicos que se obtienen de Eq. (2.74) son

X
P, = m,—£, (2.75)
¢
1 X, X"
Mientras que las ecuaciones de movimiento son
P, =0, (2.77)
P, = 0. (2.78)

De donde se obtiene la constricciéon

1
¢=F+ - (P.P* —m*c®) =~ 0. (2.79)
Y

Note que esta constriccién implica que, si P; # 0, entonces P, P* — m2c* # 0,
es decir cambia la relacion de dispersion. Ademés de Eq. (2.76) se obtiene

X, X" 2
=~ =P, (2.80)
¢? My

y tomando a 7 = 7, con 7, el tiempo propio, por la Eq. (2.66) se obtiene

L (1— 2 P<>, (2.81)

? M2

de donde

NI

=G (1 - P{) . ¢(1— (P.P"+m?)) (2.82)

2
myC
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Por lo tanto, hay una relaciéon entre ¢ y el tiempo propio 7,. También note que
esta relacién implica
2

P < m;c (2.83)
Para el caso Pr < 0, Eq. (2.79) se puede poner como
PP —mZ ¢ =0, (2.84)

con om. | P,
2 2 my|L¢

Por lo que se modifica la masa de la particula.

Ahora, se puede ver que la Hamiltoniana canodnica es nula, por lo que no
tendremos mas constricciones. Por lo tanto, la constriccion Eq. (2.79) es de
primera clase y la Hamiltoniana total es igual a la Hamiltoniana extendida:

1
Hp=Hp=\ <P< + — (P.P" - m2c2)) : (2.85)
2m.,
La accién extendida toma la forma
1 . . 1
S == /dT PC+PX' =X P+— (P,P"—m*P) )|.  (2.86)
2 2m.,

Posteriormente ocuparemos esta accién para dar una propuesta de la accion
de un sistema Hamiltoniano en un espacio no conmutativo.

2.5.1. Condiciones de norma

Para este sistema existen diferentes condiciones de norma. Veamos algunas
de ellas.

Claramente una buena condicién de norma es

xX=C—T. (2.87)

Para este caso las ecuaciones de movimiento reducidas se pueden escribir como
X, = 0, (2.88)

X, X" = A, [ = cte. (2.89)

Si [ = 0 tenemos las ecuaciones de movimiento de una particula relativista sin
masa, si [ < 0 tenemos una particula relativista con masa, si [ > 0 tenemos un
taquion.
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2.5.2. El quantum del espacio y el quantum del tiempo

Hay otras condiciones de norma que se pueden imponer a este sistema, una
particularmente interesante esta dada por

x1 = A1+ B(+ CnP + X"P,, A, B,C = cte. (2.90)

Esta es una buena condicién de norma pues si definimos x; = x, y x2 = ¢, se
cumple

1
012:{)(1,)(2} = B—f-cpc—f-m—PMPM

-
1 C m2c2
= B+—||(l1—-—=|PP'+C . 291
- My {( 2) Wt 2 ] ( )
Por lo que se tiene la matriz
0 1
Cap = {Xas Xp} = {Xx1, X2} ( 10 > : (2.92)
cuya inversa es
1 0 -1
c = ( ) . 2.3
{xi,x2p \ 1 0 ( )

De donde, los paréntesis de Dirac son

1
{X17X2}

Si Ay B solo dependen del espacio fase reducido, es decir, si A = A(X*, P*), B =
B(X*", P*), se tiene

{A, B}y ={A, B} + {AxHo, B} —={A,oH{x, B}).  (2.99)

(A, By = {A,B}+L({A,Xﬂpﬁ}{m,3}—

m’Y{Xla X2}
[A, PP} XPP, B}) . (2.95)
En particular
. —b
{X,, X,}" = ﬁLW, L,=(X,P,-PX,), (2.96)
. b
{X/M PV} = Nw — ﬁPMPV; (297)
{P/u Pl/}* = O; (298)
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con
h2

Bm, + (1— &) P,Pr+ $m2c?’

b (2.99)

Ahora, de acuerdo al formalismo candénico para cuantizar este sistema debe-
mos promover los paréntesis de Dirac a conmutadores. Por lo tanto, con este
sistema tenemos una realizacion de un espacio-tiempo no conmutativo seme-
jante al de Snyder [7]. Note que b tiene sentido atin para el caso m = 0. En
principio, el hecho de que b dependa del momento podria implicar un problema
de ordenamiento en las reglas de cuantizacion, sin embargo, como se cumple

{P,P*,X,P,— PX,}={P,P*,P,P,} =0 (2.100)
no existe este problema.

Como se puede observar, en general b no es una constante. No obstante,
para el caso particular C' = 2, B = m.c? se tiene
2
2 h

b= ———. 2.101
m%c2 + m2c? ( )

Por lo que con estos valores para C'y B se obtiene un espacio de Snyder. En el
préximo capitulo veremos que en este caso los cuantos de longitud estan dados
por

h
b= (2.102)

Vmic? + m2c?’
Sin embargo, si B < 2 entonces b es constante solo en limite P,P, << 1, es

decir, en este limite tendremos espacio discreto. Para el limite P,P, >> 1 se
tiene b — 0, por lo que se recupera el espacio continuo.

2 2

Ahora, si tomamos C' = 2 y B = —2m,c®, entonces se tiene d = —a
negativa, por lo que los paréntesis de Dirac toman la forma

2

. a
(KX} = L. (2.103)
2
. a
{X,ua Pl/} = N + EPHPIH (2104)
(PP} = 0. (2.105)

51



Con estos parametros también se tiene un espacio-tiempo no conmutativo. En
el proximo capitulo veremos que este espacio tiene las coordenadas continuas
y el tiempo discreto. De hecho el tiempo se cuantiza en unidades de

h
¢ (2.106)

¢ cA/2m2 —m?
Cabe mencionar que esta realizacién de espacios no conmutativos no pierde
sentido cuando m = 0.

2.5.3. Condiciones de Borde y la accién general

Las condiciones de borde son un elemento importante para cuantizar la
teoria [34], por esta razén veremos las condiciones de borde consistente con
este sistema

Como las variables X* no conmutan, no es posible fijarlas en la frontera
al mismo tiempo. Ahora, partiendo de (2.96)—-(2.98) se puede mostrar que
{P;, P,}* = 0. Entonces, (P, P,) forman un conjunto de variables que se
pueden fijar en la frontera. En este caso la accién correspondiente es

Sep = / dT(—gpg—X”Pu

1

1
- (PC + S (P,P" — m%?)) ) (2.107)
Si sustituimos en esta accion las constricciones y; y X2, se obtiene
2 Pt A+ X*P, .
Srsp = — dr (| X'+ — | ———— ]| P., 2.108
o [ (e e ) e
con h = ﬁ(PuP“ — m?c?). Para esta accién las condiciones de borde son
PM(Tl) = Pula Pp(7—2) = PM2- (2109)

Note que si tomamos A = 0 en la constriccion yi, los paréntesis de Dirac
(2.96)-(2.98) no cambian, considerando este caso y usando (2.102) podemos
definir
pepr PePPd
Gaﬁ — af — af
Tt B—cn " TrR_ppea
por lo que (2.108) toma la forma

Spep = — / drG*?(P)X,P;. (2.110)

1
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A G*°(P) la podemos interpretar como el inverso de una métrica G,s(P) que
depende de los momentos. Asi, Eq. (2.110) se puede interpretar como una
accién con una métrica que depende de los momentos. Ahora, para un sistema
con Hamiltoniana H en un espacio tiempo curvo con métrica Gn3(X), la acciéon
Hamiltoniana es

S = /TQ (eraﬁ(X)XaPﬁ ~ H(X, P)) . (2.111)

Entonces, si tenemos un sistema Hamiltoniano H (X, P) en un espacio tiempo
con una métrica g,z(P) que depende de los momentos, tomando como analogia
la accién (2.111), proponemos la accién Hamiltoniana del sistema como

Sg = / dr (—go‘ﬂ(P)XaPB ~ H(X, P)) . (2.112)

Veamos cual es la dinamica de esta accion, las ecuaciones de Euler-Lagrange
se pueden escribir como

oH

P, = o (2.113)
. 0gPr  0gP 0H 0OH
Xo = 9| = — | X 90 o . 2.114
Note que ocupando gyggﬁa = 0% se tiene que
Ba
097 _ _ g0 (2.115)

9p, =9 op,

por lo que, renombrando indices, la ecuacion de movimiento para X se puede
escribir como

mag”“) x, on (2.116)

: g
X, = o g, - B
(9 9 op, ~ 99 b, ) ax, 9 an,

Veamos que tipo de estructura simpléctica es consistente con este sistema.
Definiendo la estructura simpléctica del sistema como las matrices antisimétri-
cas

{Xo, Xp} = —{Xp, Xao}, (2.117)
{Po, Ps} = —{Ps Pa}, (2.118)
{Po, X5} = —{Xps P}, (2.119)
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tales que

oOH OH

P, = {P, X3}— +{P,, Ps}—, 2.120
{ ﬁ}aXﬁJr{ 3} P, ( )

- OH OH
X, = {X,, X3}l +{X,, Ps}—r, 2.121
{ ﬁ}aXﬁJr{ ﬁ}apﬁ ( )

se tiene
dg dg

X0, X5} = | gasg” =2 — g59" 22 ) X, 2.122
{ ) (g 39 P, 9us9 apﬁ) y ( )
{Xa, Ps} = gap, (2.123)
{P,,P3} = 0. (2.124)

Si gap es constante se tiene el caso usual. Sin embargo, en el caso genérico se
tiene una nueva estructura simpléctica. Por ejemplo, si (2.122) no es cero al
cuantizar el sistema se tiene un espacio tiempo no conmutativo. En particular
si consideramos

Guw = T — F(P*)PuP,, (2.125)

cuya inversa es

f(P*)B,P,
=+ T e 2.126
g M +1—f(P2)P2 ( )
se tiene

{Xas Xp} = —f(P?) (XoBs — XpPa), (2.127)
{Xo, Ps} = 1w — f(P?)P,P,, (2.128)
{P.,Ps} = 0. (2.129)

Que son consistentes con los paréntesis de Dirac (2.96)-(2.98). Sin embargo, se
debe notar que en este caso la no conmutatividad no surge por imponer una
condicién de norma, como si ocurre en los ejemplo vistos anteriormente. Para
este sistema la no conmutatividad surge por tomar una métrica que depende
de los momentos g"(P).

Ahora, supongamos que tenemos un espacio ©, (a = 1,...,2n) que tiene
estructura simpléctica {©,, Oy}, entonces si A y B funciones de 6, el paréntesis
de Poisson generalizado se define como [35]

0A 0B

{A,B} = {@aa@b}a—@aa—@b‘

(2.130)
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En particular para la estructura simpléctica (2.122)-(2.124) se tiene

0A OB 0A OB 0A OB
{A, B} = {X.. X5} gos (

95 _ (2131
oX. 0x, 7 \ox,0p, 0P 8Xa) (2.131)

Un punto interesante de estos sistemas es que con la transformacion de coor-
denadas en el espacio fase

X0 = g(P)Xs, (2.132)

P, = P, (2.133)

la estructura simpléctica (2.122)-(2.124) toma la forma usual

(XX} =0, (2.134)
(X" P} = o (2.135)
{P., P} = 0. (2.136)

Donde ahora el Hamiltoniano es H (X (X, P), P). Esta transformacién corre-
sponde a la llamada transformacién de Darboux [35]. Sin embargo, esta trans-
formacion tiene problemas de ordenamiento a nivel cudntico, por lo que posi-
blemente se obtengan sistemas inequivalentes. Un estudio més detallado de
sistemas de este tipo lo veremos en un trabajo posterior.

En la préximo capitulo veremos algunos ejemplos de espacios tipo Snyder
y estudiaremos algunas de sus propiedades interesante.
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Capitulo 3

Espacios discretos

3.1. Introduccion

En el capitulo anterior vimos sistemas que dan origen a algunos espacios
no conmutativos, en particular el espacio de Snyder. También dijimos que esos
espacios tienen un sector discreto. Por completez, ahora veremos que efectiva-
mente esos espacios son discretos y estudiaremos algunas de sus propiedades.
Primero mostraremos la construccién original del espacio de Snyder y partien-
do de esta construiremos otros espacios no conmutativos.

3.2. Espacios tipos Snyder

Para entender la construccién original del espacio de Snyder, supongamos
que tenemos un espacio de dimensién D + 2 con ¢4 = (¢°,¢Y, ..., ¢P, ¢P*HY) un
vector y la métrica plana n, con la signatura sig(n) = (+1,—1,—1,...,—1), es
decir

7700:1, 7"]”:—1, (221,,D+1) (31)

y cero en cualquier otro caso. Las transformaciones A que dejan invariante la
forma cuadrdtica S? = (Tn¢ = (¢°)% — (¢1)? — (¢*)* — ... — (¢P)? — (¢P*)?

deben cumplir
ATpA = 1. (3.2)

Se puede mostrar que el conjunto de las transformaciones A forma un grupo,
el grupo de Lorentz, SO(D + 1,1), en D + 2 dimensiones. Ahora, si tenemos
una transformacion infinitesimalmente cercana a la identidad, A = [ + eM,
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con [ la matriz identidad, entonces (3.2) implica
(I +eM)'n(I+eM) =n, (3.3)

de donde M7T1n = —nM. En componentes se tiene
Mup = —Mpa. (3.4)

Estas matrices son los generadores del grupo SO(D+1, 1) [36]. Para obtener los
generadores del grupo en el espacio de (? basta considerar la transformacién
infinitesimal 6¢4 = eM“5(® [36], con la que se define

=o¢A (3.5)

8§ acA”
De forma explicita se tiene

0 0
B
eM —
aCA 48¢" aCa

0 1 0
¢ g@@)—’—e Mﬂ( 8—Cj_ ]8@)' (3.6)

Asi, podemos definir los operadores

V = EMAB

= eMy; (C

% = — go 3.7
aco 3D

Pt — C — C]

3@ G-

Ahora, nos restringiremos al espacio de dimensién D+1, con ¢* = (%, (L, ..., ¢P)
y a las transformaciones de SO(D + 1, 1) en este espacio reducido, el cual es el
grupo de Lorentz SO(D,1). Note que bajo esas transformaciones restringidas
la variable (P*! es invariante. Por lo que, en ese espacio reducido el vector
RH = [P+ eg contravariante. Con este vector se puede definir el operador

hermitico

8@

(3.8)

CH o Dla_u 0
Xt = m(g+% c%“), (3.9)

con a una constante con unidades de longitud. Por lo que se puede definir el
operador de pseudodistancia

5% = X, X" (3.10)
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que es invariante de Lorentz. Asi el espacio tiempo compuesto por X, es com-
patible con las transformaciones de Lorentz.

Una propiedad interesante de este espacio tiempo es que tiene un sector
. . . 0
discreto, veamos como ocurre esto. Primero notemos que si ¢g = arctanhggﬁ,

entonces hy = e~ L% es funcién propia de X
Xotho = aLuby. (3.11)
En este caso L puede tomar cualquier valor real.
Ahora, si p; = arctan Cg—il, entonces 1); = e~iL%i es funcién propia de X,
X = ally. (3.12)

Como la funcién tangente tiene periodo 27, entonces ¢; + 27 = arctan Cg%
Por lo tanto, para que la funcién de onda no sea multivaluada se debe restringir
los valores de L a los niimeros enteros,

Xii = aNy, (3.13)
con N un entero. Esto quiere decir que el espacio se discretiza en cuantos de

a. Por lo tanto, el espacio de Snyder es un espacio discreto consistente con la
simetria de Lorentz.

Adems3s si definimos
P,=——=— (3.14)

se tiene las reglas de conmutacién

ﬁwﬁ :—%«&R—&ﬂy (3.15)
N A: a’ .~ -

[&J%:=mow—7ﬂﬂ’ (3.16)
p%g':o. (3.17)

Esta son las reglas de conmutacién del espacio de Snyder [7]. Asi el espacio
tiempo de Snyder es consistente con las transformaciones de Lorentz, discreto
en las coordenadas espaciales y no conmutativo.
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De los paréntesis de Dirac Eq. (2.61-2.63) se puede ver que en ese caso
a = h/mc que es la longitud de Compton. Por lo tanto, para ese sistema el
espacio se discretiza en términos de la longitud de Compton. Note que sim — 0
entonces a — oo, lo cual no tiene sentido. Pero para los paréntesis de Dirac
Eq. (2.96-2.98) con C' = 2, B = m.,c* los cuantos de longitud estdn dados por

b= h (3.18)

9
\/m2c? + mAc?
que no pierde sentido para particulas sin masa. Es interesante notar que en
estos dos modelos las propiedades cuanticas del espacio tiempo esta determi-
nado por la masa.

El espacio de Snyder originalmente fue propuesto en 1947 para regularizar
infinitos en teoria de campos, pero sin éxito. Este espacio parece ser muy
exético, sin embargo recientemente G. 't Hooft mostré que en la gravedad
cudntica de (2 4+ 1) dimensiones de manera efectiva se obtiene un espacio-
tiempo tipo Snyder [5]. Esto sugiere que la gravedad cuédntica en otras dimen-
siones puede implicar espacios no conmutativos semejantes al de Snyder. Otra
propiedad que hace interesante al espacio de Snyder es que se puede relacionar
con el espacio-tiempo llamado k-Minkowski [8], que es una arena de la teoria
llamada “Relatividad especial doble”, que es una propuesta alternativa para
cuantizar la gravedad.

En lo que resta de este capitulo veremos otros espacios con propiedades
semejantes a las del espacio de Snyder.

3.2.1. El espacio de Snyder 11

Ahora veremos que es posible construir un espacio compatible con las trans-
formaciones de Lorentz y discreto en el tiempo.

Para construir el espacio de Snyder se introdujo una dimensién espacial
extra. Otra posibilidad es introducir una variable temporal extra. Supongamos
que tenemos un espacio de dimensién D + 2 con ¢4 = (¢°,¢%, ¢, ..., ¢P) un
vector y la métrica 7, con las componentes

Moo = 1, Noo = ]_, Nii = —]_, 1= 1, ,D (319)

y cero en otro caso. Las transformaciones A que dejan invariante la forma
cuadrdtica S* = ¢Tn¢ = (€)% +(¢°)* = (¢*)? = (¢*)*—...— (¢P)? deben cumplir
ATnA =1 (3.20)
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Estas transformaciones forman el grupo SO(D,2), que es el grupo conforme.
Para las transformaciones infinitesimalmente cercanas a la identidad A = I +
eM, se tiene

(I +eM)n(I +eM) =n, (3.21)
de donde M*n = —nM. Por lo que
Mup = —Mpa. (3.22)
Entonces, podemos definir la transformacion infinitesimal
8¢ = eMA (P,

Por lo que los generadores de SO(D, 2), son

0
V. =eMapC® 3CA
_ , Y 0
=it (3 Ca@/)
.0 ,
e (¢ =<5 )
o (O % ~5)
1 0
(|
te- Mﬂ( 5 8@-)' (3.23)
Asi, podemos definir los operadores
/ / a
= == 3.24
- ;0 o,
00 0 =
" = C@CZ- 3y (3.25)
, o, 0
% = = ("=, 3.26
e Cag (3.26)
. 0 .0
o= (——-{=—. 3.27
e (327

Ahora nos restringiremos al espacio de dimensién (D+1) con ¢* = (¢, ¢Y, ..., ¢P)
y a las transformaciones de Lorentz de este espacio reducido, que es SO(D, 1).
Bajo esas transformaciones restringidas la variable ¢? es invariante. Por lo que,
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. . . . /
en ese espacio reducido, podemos definir el vector contravariante R* = "V es

decir
/ ;0 0
RO= — % 0 9
Ri — liO/ — gO/ 9 o Cz 9 )
AGi o
También podemos definir el operador hermitico
. ;0 0
Xt = —ja (¥ — —¢* > =0,1,...,D,
(C 2, ¢ 9y iz

con a una constante con unidades de longitud. Ahora, si ¢;

entonces v; = e~ es funcién propia de X?,

X'y = aLi.

En este caso L puede tomar cualquier valor. Por otra parte, si ¢y = arctan =

entonces ¥y = €% es funcién propia de X,

X% = aLay.

(3.28)

= arctanhcc—;,
(3.29)
CO
¢
(3.30)

CO

Como la funcién tangente tiene periodo 27, entonces g + 2m = arctan 2.
Asi, para que 1y no sea multivaluada se debe restringir los valores de L a los

nimeros enteros. Entonces, el tiempo se cuantiza de la forma

a
tN:N_a
c

con N un entero. Es decir, tenemos un espacio tiempo discreto en el tiempo

que es consistente con las transformaciones de Lorentz.

Ademés si definimos

se tiene las reglas de conmutacién

N ~ T 10 ~ A ~ A
[XM,X,,_ - = (XNPV—XVPM),
N A ) a? ~ -
[X,UP,,_ — R (m,nuﬁpupy),
[M,PV_ — 0
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Asi tenemos un espacio no conmutativo consistente con la simetria de Lorentz
y que es discreto en el tiempo.

Ahora, si en (2.99) se toman los valores C' = 2, B = —2m.,¢* los paréntesis
de Dirac (2.96)-(2.98) son consistentes con las reglas de conmutacién (3.32)-
(3.34). En este caso los cuantos del tiempo estan dados por

a h
- = ) 3.35
c 2, /Qm% —m?2 ( )

Cabe mencionar que esta realizacién no pierde sentido cuando m = 0.

Otros modelos discretos en el tiempo se pueden ver en [37, 38, 39], la refer-
encia [38] es particularmente notable pues es un modelo invariante de Lorentz.
También cabe mencionar que recientemente se han propuesto algunos modelos
con mas de una coordenada temporal. Por ejemplo en [40] se propuso un sis-
tema mecanico con dos coordenadas temporales que funciona como un modelo
de unificacién a nivel de mecanica clasica. Una propuesta con dos coordenadas
temporales a nivel de teorfa de cuerdas se puede ver en [41].

3.3. Espacios tipo Yang

Ahora veremos que es posible construir cuatro espacios no conmutativos
compatibles con la simetria de Lorentz y traslacional.

Un problema que tiene el espacio de Snyder es que no es invariante bajo
traslaciones. Basado en esta observacién C. N. Yang propuso otra versién de
espacio no conmutativo que es invariante bajo traslaciones infinitesimales [18].
El espacio de Yang también es discreto en las coordenadas espaciales.

En esta seccion veremos que, ademas del espacio de Yang, es posible con-
struir otros espacios no conmutativos que son invariantes bajo las trasforma-
ciones de Lorentz y traslaciones infinitesimales. Todos esos espacios resultan
ser discretos en las coordenadas espaciales o en la coordenada temporal.

La construccion del espacio de Yang se basa en introducir una variable ex-
tra en el espacio de Snyder y considerar una definicién de momento diferente a
(3.14). Veamos como se construye este espacio. Supongamos que tenemos un es-
pacio tiempo plano de dimensién D+3 con las coordenadas (¢°, ¢!, ..., ¢P, (7, C’“/).
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Donde las componentes diferentes de cero de la métrica son

mo=1, ni=-1 nn=1(=)" nuw=(-)" (3.36)
Aqui, s =0 (s' = 0) si (" (¢"') es coordenada temporal y s = 1 (s’ = 1) si ¢
(¢ es coordenada espacial.

De la misma forma que los casos anteriores, podemos definir la forma
cuadrdtica §2 = (¢ = (02— (C12—(C)P =~ (PP (=) (¢4 (=) ()2
Claramente las transformaciones A que dejan invariante esta forma cuadratica
debe cumplir

AnA =1 (3.37)
Estas transformaciones forman un grupo, el cual depende de los valores de s
y . Ahora, bajo las transformaciones que dejan invariantes las coordenadas

¢, ¢, que es el grupo de Lorentz SO(D, 1), se tiene los vectores contravari-
antes

XH = —m(grf— Ma(z)’ p=0,1,---,D, (3.38)
Au o a

Donde a y b son dos constantes con unidades de longitud. Note que estos dos
operadores son hermiticos. Ahora considerando esos dos operadores se tiene

[X* XY = i (=) (3.40)
- b

(X", P = %677"”, (3.41)
o oo

[Pr P = i ()1, (3.42)

con,

L B
= —m<gﬂa—€y— 8—@) (3.43)

. , d
€ = —ia (C 9 - 3@) (3.44)

A

Si definimos L, = X#P¥ — XV P*H esta las reglas de conmutacion se pueden
escribir como

. - ; s+1
LMV — ZE) By _ Z( ()ﬁb hE[X,u Xz/]
. 1
— bé
_ Z( )h G[P” Py] (3_45)
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También se tiene

YT »azb s+1 D

Xnd = Sl (3.0

. h

P = by xn (3.47
(X8, = iR (X“nﬁ” X ﬁ“) (3.48)
[P, = zh( ppdv _ pv ﬁﬂ) (3.49)

Ahora, es claro que (3.40)-(3.42) son compatibles con la simetrfa de Lorentz
y considerando (3.48)-(3.49) se puede ver que (" son los generadores de esta
simetria.

Como generador de traslaciones definiremos
Ula) = eionP a1 — ia, P*, o, = const, (3.50)

esta es una buena definicién, pues considerando (3.46)-(3.49) se tiene

. . h

U N a)X"U(a) =~ XV 4 ale. (3.51)
También se cumple
— -~ i h s/ &
U N a)P'U(a) =~ P”+ﬁ(—) oy IV-, (3.52)
UH)"U(a) ~ Z””+h<a“]5”—a”]5”>. (3.53)

Aplicando estas transformaciones se puede mostrar que las reglas de con-
mutacién (3.40)-(3.42) son compatibles con traslaciones infinitesimales. Por
lo tanto, para cualquier valor de sy s’ esta reglas de conmutacién son compat-
ibles con el grupo de Poincaré, que es el grupo de Lorentz mas las traslaciones.

Ademas, considerando lo visto en las dos secciones anteriores, estos espa-
cios tiempos son discretos en el tiempo o en las coordenadas espaciales. Por
ejemplo, si s = 1,8 = 1, es decir cuando las dos coordenadas extras son espa-
ciales, las coordenadas espaciales son discretas y la temporal continua. Este es
el espacio que originalmente construyo Yang [18]. Cabe mencionar que en ese
caso el grupo de Lorentz surge como subgrupo de SO(D + 2, 1). Para el caso
s = 1,¢ = 0, también se tiene que las coordenadas espaciales son discretas
y la temporal continua. Aqui el grupo de Lorentz surge como subgrupo de
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SO(D + 1,2), este espacio fue reportado recientemente en [42]. Para los otros
dos casos, s = 0,8’ =1y s=0,s =0, las coordenadas espaciales son contin-
uas y la coordenada temporal discreta. En el primer caso el grupo de Lorentz
surge como subgrupo de SO(D+1,2) y en el otro como subgrupo de SO(D, 3).

3.4. Espacios discretos 111

También es posible construir un espacio discreto en el espacio y tiempo.
En efecto, definamos

R 0 0
Xo = 1a (CO/a—CO — Cow) :

. 0 0
= D+1 ) = =D —
X, = ia (Q 6@'—1_@8(’3“)’ 1=1,...,d=D—1 (3.54)
Considerando los resultados de las secciones anteriores, es claro que este espacio
es discreto tanto en la coordenada espacial como en la coordenada temporal.
Pero, diferencia de los espacios que vimos anteriormente, este no es compati-
ble con las transformaciones de Lorentz, solo es compatible con las rotaciones

SO(D).

Definiendo los momentos canénicos

. e
P = 568” (3.55)
5o hG
P = oD (3.56)

se tiene las reglas de conmutacién

|:X07Xz = 07
PN ia? ~ A ~ A
[XZ,XJ = — (XZ-PJ — Xﬂ%) :
N a® . -
[Xupg = ih (mj ﬁpng) )
N oA a?
|:X0, 0 = ’Lh (1 -+ ﬁPOPO) s
|:X07 Az = |:XZ7 P0i| - 07
[AM, Bl = o (3.57)
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También se puede definir la versién tipo Yang para este espacio, el cual es
invariante bajo traslaciones, pero no bajo el grupo de Lorentz.

Como se mencioné en la introduccién, en el regimen de la gravedad cuantica

existe la posibilidad de que el espacio tiempo sea discreto. Asi, posiblemente
alguno de los espacios aqui presentados tenga importancia a esa escala.
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Capitulo 4

Una generalizacion de la
ecuacion de Klein-Gordon

Otra cosa muy interesante y divertida es prequntar:
st yo pudiera cambiar la naturaleza en algin aspecto,
cambiar una ley fisica, ;Qué sucederia?....Y entonces

me diverti haciendo otra cosa.

Supongamos que hubiera dos tiempos.

Dos espacios y dos tiempos.

s Que tipo de mundo seria ése con dos tiempos?

Richard P. Feynman [43].

4.1. Introduccion

En el segundo capitulo vimos una generalizacion de la particula relativista.
Ahora veremos que al cuantizar este sistema se obtiene una generalizacién de
la ecuacién de Klein-Gordon. Mostraremos que esta nueva ecuacion tiene dos
posibles parametros de evolucion. También veremos que con algunos poten-
ciales externos se pueden obtener masas cuantizadas.

4.2. Cuantizacion del sistema

En el segundo capitulo vimos que imponiendo una condicién de norma a
la generalizacién de la particula relativista (2.74) se puede obtener espacios
reducidos consistente con espacios no conmutativos. En este caso se impuso la
norma antes de cuantizar. Sin embargo, el método de Dirac no da una forma de
cuantizar sin imponer la norma. Ahora veremos la cuantizacion de este sistema,
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con el método de Dirac.

Como vimos en el primer capitulo, si un sistema tiene libertad de norma
existen constricciones de primera clase ¢,(q,p). Entonces, para cuantizar el
sistema se promueve a operadores las variables del espacio fase ¢,p — ¢,p y se
impone que los estados fisicos, |¢) >, sean tales que

¢a(q, P)|¢p >= 0. (4.1)

Para la generalizacion de la particula relativista (2.74) sélo tenemos la con-
striccién de primera clase

1
P+ S (P,P" —m*c®) = 0. (4.2)

Por lo que, los estados fisicos del sistema deben cumplir

[]54 + <PMP“ — m202) | >= 0. (4.3)

2m,,

Si hacemos las asignaciones de los operadores como:

P,=—ihd, y  Pr=—iho, (4.4)

se obtiene la ecuacién de onda

.0 1
—’Lha—g + 2m7

(=h?9,0" — m*c®) | ¥(¢, x) = 0. (4.5)

Esta es una generalizacion de la ecuacién de Klein-Gordon en cinco dimen-
siones. En este caso la dimension extra, ¢, es un parametro invariante rela-
tivista y tiene una relacién con el tiempo propio 7, (2.82).

La forma en que se dedujo la ecuacién (4.5) se encuentra en [11]. Sin em-
bargo la ecuacién se debe originalmente a E. C. G. Stueckelberg [12], posteri-
ormente fue redescubierta independientemente por Fock [13] y Y. Nambu [14].
En ella trabajé R. P. Feynman [15] y mds recientemente L. P. Horwitz [16] y
J. R. Fanchi [17].

En lo que resta de este capitulo estudiaremos las propiedades de Eq. (4.5).
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4.3. Ecuacion de Continuidad

Veamos que ocurre con la ecuacion de continuidad. Supongamos que v es
solucién de la ecuacién de onda (4.5) y definamos

p =y, (4.6)
con ©* el complejo conjugado de la funcién de onda. Entonces,
h
- _ * ol YRS
p = g WOV —v0PY)
h
- — *OHa) — O™ . 4.
O (00— 09) (.7
De donde, si
I = (g — i) (4.9
i2m., ’

se cumple la ecuacion de continuidad
Ocp + 0, J" = 0. (4.9)

Suponiendo que los campos v se anulan en infinito del espacio-tiempo e inte-
grando la ecuacién de continuidad (4.9) en todo el espacio-tiempo, se puede
probar que se conserva la cantidad

Q¢ = /dtdx3,0 = /dz‘%@b*. (4.10)

Como p es definida positiva, la podemos interpretar como una densidad de
probabilidad. Ahora, supongamos que ¥ y ¢ son dos estados del espacio de
Hilbert del sistema, entonces podemos definir el producto escalar como una
generalizacién formal de la carga conservada:

< |p >= /dx4¢¢*. (4.11)

Note que este producto escalar esta bien definido.
Al tomar la carga conservada () implicitamente estamos tomando a ¢
como parametro de evolucion, si bien tenemos una densidad de probabilidad

conservada positiva definida resulta extrano integrar sobre todo el tiempo.
Sin embargo, también tenemos la opcién de tomar a ¢ como el pardmetro
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de evolucion. Considerando este tltimo caso, al integrar sobre el espacio y el
parametro ¢ a Eq. (4.9), se tiene la carga conservada

Q= [dcaar = [ dcdaso (o - vow), (4.12)

o

que es similar a la carga conservada de la ecuacién de Klein-Gordon [44]. Para
este caso el producto escalar es

1
2im.,

<Yl >= /dx3dC (V*0p — VOO) . (4.13)
Con esta opcién ya no integramos sobre todo el tiempo, mas no tendremos a
¢ como variable temporal por lo que perdemos la relaciéon que tiene ¢ con el
tiempo propio.

4.4. Propagador para la particula libre

En esta seccién obtendremos “él” propagador para la ecuacién (4.5). En la
seccion anterior vimos que hay dos posibles parametros de evolucién, por lo
cual tendremos dos posibles propagadores. Primero estudiaremos el propagador
con el parametro de evolucion ( y posteriormente veremos el caso t. En ambos
casos se tienen resultados interesantes.

4.4.1. Propagador con parametro de evolucién (

Supongamos que ( es el pardmetro de evolucién, entonces en la repre-
sentacion de Schrodinger Eq. (4.3) se puede escribir como

Alp(C) >

WA — A(c) > (414)
con
A 1 A A
— LD _ 022
He = o <P P,—m7c ) . (4.15)

La solucién para Eq. (4.14) estd dada por

il (¢—¢o)

[P(C) >=e" " [¥(C) > - (4.16)
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En esta representaciéon |z#* > es la base completa para los operadores z# y
|p,, > es la base completa para p,. Estas bases satisfacen

< Mt > oWzt — 2™, (4.17)
<pp* > = (2rh)'sW(p —p"), (4.18)
.puz“
<atpt> = e ", (4.19)
/d:v4|x” >< gt = 1, (4.20)
1
——— [ dp']p* ><p'] = 1. 4.21
(%W/ p'lpt ><p¥| (4.21)
En la representacién de Heisenberg se tiene
iﬁc(C—Co)
|zt (> = e " |at >, (4.22)
R iHe(C—=Co)  —iH¢(¢=(p)
() = e h gte R, (4.23)
Ahora, considerando ¥ (z#, () =< x*|y(C) >, (4.16) y (4.20) se cumple
_il:lg(C—Co)
(@, Q) = <aP(Q) >=<azMlem T [¢(C) >
" =) ,
= da™ < atle” w2 ><aY((p) >
= [ ) ). (1.21)
Donde
iI:IC(C—CO)
Kzt C|a™, (o) =< at|e” 77 |2’ >, (4.25)

es el propagador del sistema. Ademads, ocupando (4.21) se tiene

K($H7C|x/ua€0) =

1 iH(C—C0)
/dp4 <atlem Pt >< pHat >

(2mh)4
1 P Gl o
= @i ) P ©
- (2 1h)4 ei m2222(n€;c0) dp4€—i (pup“ (rfz_ni?y) +’%‘(xu_x/u)>
T

imQCQ(C—CO) . (1”71/“)2711—\/

e’ memy b 2R(C—Cp)

2wh)4
m
dim?h?(¢ — Co)

(

2
;=) my (zh —a'h)
/dp4e LSy (PHJF C=¢o)

im202(47(0) A(zufz/”)Qm-y

R2my o' 2h(C—<g) | (4.26)



Este resultado fue también obtenido por R. P Feynman por medio de integrales
de trayectoria [15]. Algunas aplicaciones interesantes por tomar este parametro
de evolucién se pueden ver en [45, 46].

4.4.2. Propagador con parametro de evolucion ¢
Ahora veremos que ocurre si tomamos a t como parametro de evolucién.
El parametro de evolucion mas natural es el tiempo t, pero en este caso

dejamos de interpretar a ¢ como una variable temporal y la tomaremos como
una variable espacial mas. Despejando a Py de Eq. (2.79) obtenemos

Py=+\/P? +m2c — 2m, . (4.27)
Pasando al formalismo cudntico, tenemos que los estados fisicos |¢)(t) > satis-
facen: Blos
> .
zh% = Hi|y(t) >, (4.28)
con
H, = \/ P2+ m2c2 — 2m, P (4.29)
La solucién de la ecuacién (4.28) es
_;Hit=to)
() >=e" " ih(to) > . (4.30)

Para este caso |Z,( >y [P, pc > se satisfacen

<77, > = S @F-2)6(¢ ), (4.31)
<ppdp,pe> = & ([F—7F)6(pc—p), (4.32)
<Epc> = e r (4.33)
/dx?’dq:f,g ><7,(] = 1, (4.34)
/dpgdpgﬁ‘ﬁ,pg ><ppl = 1. (4.35)
Ademas, en la representacién de Heisenberg se tiene
F et = e T >, (4.36)
() = T gt (4.37)
() = e (4.38)
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Ahora, la funcién de onda en el espacio de configuraciones es

Y (7, (1) =< T, Cl(t) > . (4.39)
De donde,
(1) = <fcwﬂmﬁwwww
- /dx’3d§ <@ ¢le T E, ¢ > < &, C(to) >
_ / A dC'G (7. CHT o) (&, o o). (4.40)

Aqui

G (%, ¢ 17, to) =< &, (e

es el propagador del sistema con el pardmetro de evolucién t. Ocupando (4.35)
se tiene

| ¢ > (4.41)

dp®d A1 (t—tg) .
GECl ) = [ < e ¢ >
/dp dp e ﬁ (Z— f/);pg(C*C) \/p Am2ct—2m,c?p; (t fo)
2mh)*

pl#—& |+p(¢—¢')
_ / dp/ d@/ d¢/ dpgpsme S

< 71\/p c24+m2ct— 2m702p< )

Integrando sobre 0 y ¢ obtenemos

G (¢, 1) S [ dpepsin (M)
= sin e’ k
T,6,T56 50 (27Th |Z'—£L'/‘ p p¢p A
(6—1\/12 c2+m2ct—2mc? pg%) . (442>
Un resultado interesante es que si definimos
Gald 7, t0) = [ dCGla, . t12'.C' o) (4.43)

se tiene
2
(2mh)?| T — 2|

o0 - AT A (1
/ dpp sin (M) eI (444)
0

Gr(Z,t|Z, to)
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Este es el propagador de la particula libre relativista estandar [44]. En este
sentido la ecuacion de Klein-Gordon usual es una version efectiva de (4.5).

4.4.3. Kernel de calor y método del tiempo propio

El hecho de que al introducir una variable temporal extra nos de resultados
interesantes se puede generalizar. En efecto, supongamos que O(9,) es un
operado que depende de J,, entonces se puede plantear la ecuacion

(O(au) . m) D) = 0. (4.45)

Encontrar soluciones de esta ecuacién puede ser facil o dificil, dependiendo de
O(0,). Sin embargo, si introducimos un pardmetro extra, 7, podemos plantear
la ecuacion generalizada

(O(au) - i@T) b(at, ) = 0. (4.46)

Encontrar soluciones de esta ecuacion suele ser mas facil que encontrar solu-
ciones de (4.45). Por ejemplo, independientemente de O(d,), se puede probar
que

vt 1) = e OO (o), (4.47)
con 1y(x*) una funcién arbitraria, es solucién de (4.46). Ahora, si ¢ (x*,7) es

solucién de (4.46) con la condicién i (z#, 7 = £o00) = 0, entonces

U () = /00 drip(z, 7)e™" (4.48)

es solucién de (4.45).
Ahora, la ecuacién de Green asociada a (4.45) es
(O(au) - m) Gzh — 2™") = §4(a" — ™). (4.49)
Mientras que la ecuacién de Green asociada a (4.46) es
(O(au) - zaT) Gah — a7 —7') = §4(a# — ™)5(r — 7). (4.50)

Se puede probar que si G(x* — 2™, 7 — 7') es solucién de (4.50) y se anula en
T 4 00, entonces
Gz, 2") = / drG(z, 7,2, 7)e "™ (4.51)

es solucién de (4.49). Una versién maés sofisticada de este método se puede ver
en [47].
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4.5. Cuantizacién de la masa y Principio de
acoplamiento minimo

Hasta ahora solo hemos visto el caso de la particula libre, veamos como
podemos introducir interacciones electromagnéticas en el sistema que estamos
tratando. Una forma de introducir estas interacciones en un sistema libre es con
el principio de acoplamiento minimo. Este principio establece que si P, es el
momento del sistema libre y A, el cuadripotencial electromagnético, entonces
el momento del sistema en un campo electromagnético esta dado por

P, — A, (4.52)

En nuestro sistema, ademds del cuadrimomento P, tenemos el momento F.
Por lo que debemos cambiar el cuadripotencial electromagnético por

A= (AM(Z',,, C)? Aﬁ(xua C)) : (453)

Al nuevo potencial A¢(z,, (), al igual que al pardmetro ¢, le impondremos
invariancia relativista. Asi la nueva regla de acoplamiento minimo es

By — (P — Au(2, Q) (4.54)
Pr — (P — A¢(2,,0Q)). (4.55)

Por lo tanto, la versién de (4.3) con interaccién electromagnética es

A 1 .
(PC — AC) + % ( w AM)Q - m202:|:| |77Z) >= 0. (456)

Note que la generalizacién del potencial electromagnético implica la general-
izacion del campo electromagnético.

En la siguiente secciéon veremos algunos ejemplos con potenciales particu-
lares.

4.5.1. Ejemplos

Ahora veamos algunos casos concretos de potenciales. Primero considere-
mos el caso donde A; = 0, entonces la ecuacién serd

1
2m

[1% + [(15“ — A - mchH ¥ =0. (4.57)

Y
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. Mc?
. . Ul ——
Propongamos una solucién del tipo ¢(z#, () = e 2™ Ccp(:z:“), por lo que la
ecuacion a resolver es

[(ISM — A —m*P| o(r,) =0, m=vVm?+ M2 (4.58)

Como podemos ver en este caso el sistema adquiere la forma usual. Lo tnico
que cambia es que la masa adquiere una correccion.

En particular con un potencial electrostatico de Coulomb

a2
A= 25 A =0 i=1,23 (4.59)
T
tenemos el espectro
2 M2
B2 — me (4.60)

1+ (za)?
((n—l—%)-‘r (l+%)2—(zoz)2) ’

Ahora veamos un caso en que A, = 0, pero A¢ # 0. Por simplicidad veamos
la particula sin masa. Para este caso tendremos la ecuacién

o 1 -~ -
P—A —P, P* >=0. 4.61
(B4 + g P o (4.51)
_ M2
Proponiendo de nuevo ¢(z,,() =e ™ p(x,), obtenemos la ecuacién
M2 o1
=— === — A = 0. 4.62
s 0) = (g (G — ) +Ac) el (4.62)

Claramente este es un problema donde los valores propios estan dados por la
masa. Asi, esta ecuacién nos permitird cuantizar M?2.

Por ejemplo, consideremos el potencial del oscilador armonico relativista

2
m~w

Ac=-—L

x,at. (4.63)

El procedimiento para resolver este problema es relativamente sencillo ya que
por el método de separacién de variables se obtienen dos ecuaciones. Una
de ellas corresponde a un oscilador unidimensional en el tiempo y la otra
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corresponde a un oscilador tridimensional en espacio, estas ecuaciones tienen
soluciones bien conocidas. Finalmente obtenemos el espectro de masa

M2, & =2m hw(2n+ 1+ 1 —nyg). (4.64)

Lo
El espectro de masa obtenido tiene tres nimeros cuanticos, suponemos que
ellos se combinan de tal manera que solo obtenemos masas con valores reales.
Es importante hacer notar que en el caso del oscilador en el tiempo se pide que
las funciones propias se anulen para tiempos muy grandes, esto fisicamente
significa que las particulas que se obtienen son tales que para tiempos muy
grandes dejan de tener interaccién, es decir, que su tiempo de decaimiento es
finito.

Si suponemos que no hay oscilaciéon temporal, es decir que el potencial es

2 .
Ar = T2 72 entonces se tiene el espectro

2
M2 ¢ = 2myhw(2n + 1+ 3/2). (4.65)

Por otra parte, se puede mostrar que la entropia de un hoyo negro tiene la
forma

A

donde A es el drea del horizonte de eventos [2]. También se puede mostrar que
esta area es proporcional a la masa del hoyo negro, A o< M. Ahora, consideran-
do que A es un invariante adiabdtico y ocupando el principio de Ehrenfest,
Bekenstein mostré que a nivel cuantico el area debe tener un espectro de la
forma A, < n, (n = 1,2,...) [3]. Esto implica que M? también debe tener el
mismo espectro, el cual coincide con (4.65).

Otro caso interesante es el potencial de Coulomb relativista

2%et
Ae = . 4.67
LV o
Para este potencial el espectro de masas es
2,4
ME=_ 2% (4.68)

T 2(n+1+1)%
La solucién de este problema se puede ver en [48] .
Como vemos al introducir el potencial A., se puede relacionar con la masa.
En ese sentido este potencial se toma un papel similar al campo de Higgs.

Posiblemente un versién més sofisticada de este modelo nos podria dar una
explicacion del espectro de las masas de las diferentes particulas.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se propuso una generalizacion de la particula relativista.
Cabe mencionar que este sistema tiene libertad de norma. De hecho, una
propiedad interesante del sistema es que tomando la norma adecuada se pueden
obtener realizaciones de espacios no conmutativos. En particular es posible
obtener una realizacién del espacio de Snyder. Cabe senalar que el espacio de
Snyder es muy atractivo pues es discreto en las coordenadas espaciales y consis-
tente con la simetria de Lorentz. También se mostré que esta generalizacion de
la particula relativista permite una realizaciéon de un nuevo espacio no conmu-
tativo discreto en tiempo, continuo en las coordenadas espaciales y consistente
con la simetria de Lorentz. Partiendo de estos resultados se propone una accion
para sistemas con Hamiltoniana arbitraria en un espacio no conmutativo tipo
Snyder. Ademas, considerando el nuevo espacio no conmutativo se construyen
otros dos nuevos espacios no conmutativos que son consistentes con la simetria
traslacional, la simetria de Lorentz y que son discretos en el tiempo. Estos dos
nuevos espacios no conmutativos son una extencion de los espacios de Yang

[18].

Finalmente se muestra que al cuantizar el sistema con el método de Dirac
se obtiene una generalizacion de la ecuacion de Klein-Gordon. Una propiedad
interesante de este sistema cudntico es que se tiene dos posibles parametros de
evolucién, es decir, dos posibles tiempos. También se muestra que introducien-
do el potencial adecuado se pueden obtener masas cuantizadas.

La mayor parte de los resultados de esta tesis se publicaron en la referencia

19].
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