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Caṕıtulo 1

Introducción

Los estados coherentes fueron propuestos por Schrödinger en 1926 [1]. Su interés fue conectar los

estados clásicos de un oscilador armónico con los estados que resultan de la descripción cuántica

de éste; él se refirió a ellos como estados de mı́nima dispersión. Schrödinger teńıa en mente la

búsqueda de estados no dispersivos para el átomo de hidrógeno. Pasaron alrededor de 30 años

hasta que en el inicio de la década de 1960 las propiedades de los estados coherentes fueron inves-

tigadas por Klauder, Glauber y Sudarshan [2, 3, 4]. Fue precisamente en el trabajo de Glauber,

gracias al cual fue laureado con el Premio Nobel de F́ısica 2005, en donde por primera vez se les

nombró estados coherentes, y con ellos él estudió las funciones de correlación electromagnética

que son de gran importancia en la óptica cuántica. El estudio de la relevancia de los estados

coherentes fue contemporáneo al desarrollo de la luz láser.

Los estados coherentes no sólo son útiles para describir luz coherente, sino también en es-

tudios de mecánica estad́ıstica, de fonones en cristales, de superfluidez, de superconductividad,

etcétera [18].

Debido a la robustez de los estados coherentes, éstos han sido muy estudiados y existen di-

versas generalizaciones para sistemas anarmónicos. En el presente trabajo se estudian las cuatro

que existen, a saber: estados coherentes Gazeau-Klauder [6], estados coherentes Manko-Marmo-

5



6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Sudarshan-Zaccaria [7], estados coherentes de la teoŕıa de grupos [37, 39] y estados coherentes

de Nieto-Simmons [8]. Estos formalismos los aplicamos a un potencial anarmónico propuesto,

en 1929, por Morse para describir el espectro vibracional de moléculas diatómicas [5]. Y de esta

manera construimos los estados que jueguen el papel análogo a los estados coherentes en molécu-

las. En la literatura existen reportadas construcciones de estados coherentes para el potencial

de Morse [9, 44, 45, 46, 49], sin embargo, estas construcciones no incorporan, por lo general, el

espectro continuo. En el trabajo de Benedict y Molnár, la incorporación del continuo śı se hace,

pero discretizándolo. En el presente trabajo realizamos la construcción de estados coherentes

para el potencial de Morse incorporando los estados de dispersión dentro de dos formalismos,

el de Gazeau-Klauder y como estados desplazados. Estos últimos son aquellos que resultan de

desplazar el estado base vibracional a través de una transición de Franck Condon donde sólo

se vaŕıa la posición de equilibrio del potencial, y son equivalentes, en el caso discreto, a los

estados coherentes de Nieto, aproximados en su propio formalismo, y también a los de Benedict

y Molnár que resultan de un formalismo de supersimetŕıa.

Cabe resaltar que la técnica de excitación molecular utilizando láseres ultracortos hace

factible la verificación experimental de estos estudios teóricos [16].



Caṕıtulo 2

El oscilador armónico

Un sistema f́ısico de gran interés teórico es el oscilador armónico, el cual ha sido muy fruct́ıfero

tanto en la mecánica clásica como en la mecánica cuántica. Y en esta última, por ejemplo,

describe muy bien las oscilaciones de átomos y moléculas cuando los potenciales involucrados

se pueden aproximar en torno a un mı́nimo de potencial como curvas parabólicas. Los estados

coherentes para el oscilador armónico fueron construidos por Glauber [3], y por eso también se

denominan estados de Glauber.

2.1. Solución de la ecuación de Schrödinger para el os-

cilador armónico

El potencial de un oscilador armónico cuántico unidimensional es

V̂ (x) =
1

2
mω2x̂2, (2.1)

7



8 CAPÍTULO 2. EL OSCILADOR ARMÓNICO

aqúı ω representa la frecuencia de oscilación, y m la masa del oscilador. La ecuación de

Schrödinger para este potencial en la representación de coordenadas es

Ĥψ = − ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+

1

2
mω2x2ψ, (2.2)

cuya solución estacionaria es ampliamente conocida en la literatura cuántica [18]:

ψn(ξ) =

(
1

2nn!

√
mω

π}

) 1
2

exp

(
−ξ

2

2

)
Hn(ξ), (2.3)

donde x =
√

~
mω
ξ, y Hn(ξ) es un polinomio de Hermite de grado n; los eigenvalores de la enerǵıa

son En = ~ω
(
n+ 1

2

)
.

El hamiltoniano del oscilador armónico cuántico también se puede expresar en términos de

operadores de creación y aniquilación de la siguiente manera:

Ĥ = ~ω
(
â†â+

1

2

)
, (2.4)

con las siguientes expresiones para los operadores â y â† :

â =

(√
mω

2~
x̂+ i

√
1

2~mω
p̂

)
; â† =

(√
mω

2~
x̂− i

√
1

2~mω
p̂

)
. (2.5)

Los operadores de creación y aniquilación, â† y â, respectivamente, cumplen las siguientes reglas

de conmutación:

[
â, â†

]
= I;

[
â, Ĥ

]
= ~ωâ;

[
â†, Ĥ

]
= −~ωâ†;

[
n̂, Ĥ

]
= 0, n̂ = â†â. (2.6)

Los operadores â, â†, n̂ y I forman el grupo de Heisenberg-Weyl (H4), y actúan en la base de

Fock de la siguiente manera:

â†â |n〉 = n |n〉 . (2.7)

â |n〉 =
√
n |n− 1〉 , â† |n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉 ; (2.8)

â |0〉 = 0, â†n |0〉 =
√
n! |n〉 ; (2.9)
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y aśı la ecuación de eigenvalores para el oscilador armónico en la misma base es

Ĥ |n〉 = ~ω
(
n+

1

2

)
|n〉 . (2.10)

El hamiltoniano de la Ec. 2.4 y los conmutadores expresados en 2.6 definen un oscilador

cuántico de frecuencia ω, con estado de vaćıo |0〉, y conducen a la dinámica del mismo. En

la teoŕıa clásica electromagnética se muestra mediante un análisis de Fourier que el campo de

radiación se puede considerar como una superposición de osciladores armónicos, cada uno de

los cuales satisface una ecuación de Helmholtz. Por otra parte, al cuantizar el campo electro-

magnético estos osciladores deben de ser tratados cuánticamente y no clásicamente. Fue Dirac

quien en 1927 utilizó el formalismo en términos de operadores de creación y aniquilación mostra-

do anteriormente para realizar esta cuantización, la cual se denomina segunda cuantización [19].

2.2. Estados coherentes del oscilador armónico

En óptica cuántica existen tres formas equivalentes de definir a un estado coherente para un

oscilador armónico [18, 20]:

1. Son estados de mı́nima incertidumbre (∆x∆p = ~/2), y en las unidades naturales del

sistema [∆x]=[∆p]. Los estados de mı́nima incertidumbre que no cumplen con esta última

condición son los estados prensados o comprimidos (squeezed states).

2. Son eigenestados del operador de aniquilación:

â |α〉 = α |α〉 . (2.11)

3. Son generados por la aplicación del operador de desplazamiento sobre el estado base:

|α〉 = D(α) |0〉 (2.12)

en donde D(α) = exp(αâ† − α∗â).
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Construimos el estado coherente |α〉 a partir de la tercera definición. Mediante el teorema

de Baker-Campbell-Hausdorff, el operador de desplazamiento se expresa aśı

D(α) = exp

(
−|α|

2

2

)
exp(αâ†) exp(−α∗â)

= exp

(
−|α|

2

2

)
∞∑

n=0

(αâ†)n

n!

∞∑
m=0

(−α∗â)m

m!
, (2.13)

y aplicándolo a |0〉 obtenemos

D(α) |0〉 = exp

(
−|α|

2

2

)
∞∑

n=0

(αâ†)n

n!

∞∑
m=0

(−α∗â)m

m!
|0〉 (2.14)

|α〉 = exp

(
−|α|

2

2

)
∞∑

n=0

(αâ†)n

n!
|0〉 , (2.15)

ya que de los términos en la suma sobre m aplicados al estado base sólo sobrevive el primero.

Y con ayuda de la última expresión en 2.6, obtenemos los estados coherentes para oscilador

armónico en la base de Fock:

|α〉 = exp

(
−| α |

2

2

) ∞∑
n=0

αn

√
n!
|n〉 (2.16)

Es claro que estos estados siguen siendo coherentes ante la aplicación del operador de evolu-

ción temporal:

exp(−iĤt/~) |α〉 = |α′〉 → α′ = α exp(−iωt). (2.17)

A esta propiedad de los estados coherentes se le denomina estabilidad temporal.

Ahora demostraremos la equivalencia entre las definiciones 2 y 3. Partimos de la Ec. 2.16 y

desarrollamos |α〉 en la base de Fock

|α〉 =
∞∑

n=0

Cn |n〉 , (2.18)

a partir de la Ec. 2.11 encontramos los coeficientes Cn :

â |α〉 = â

(
∞∑

n=0

Cn |n〉

)
=

∞∑
n=0

Cnâ |n〉 =
∞∑

n=1

Cn

√
n |n− 1〉 =

∞∑
n=0

Cn+1

√
n+ 1 |n〉

= α
∞∑

n=0

Cn |n〉 . (2.19)
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Aśı obtenemos la siguiente regla de recurrencia:

Cn+1 =
α√
n+ 1

Cn, (2.20)

y como por normalización C0 = exp
(
− |α|2

2

)
,

Cn =
αn

√
n!

exp

(
−|α|

2

2

)
. (2.21)

Estos estados coherentes están normalizados mas no son ortogonales, ya que

|〈β|α〉|2 = exp
(
−|α− β|2

)
. (2.22)

Aśı vemos que la definición 2 es equivalente a la definición 3. Ahora demostraremos que

ambas definiciones implican la definición 1. Partimos de nuevo de la Ec. 2.11, y calculamos

∆x∆p a partir de

〈x̂〉 =

√
~

2mω
〈α| â+ â† |α〉 =

√
~

2mω
(α+ α∗), (2.23)

〈p̂〉 = −i
√
m~ω

2
〈α| â− â† |α〉 = i

√
m~ω

2
(α∗ − α), (2.24)

〈
x̂2
〉

=
~

2mω
〈α| â†2 + â2 + ââ† + â†â |α〉 =

~
2mω

(α∗2 + α2 + 2α∗α+ 1) = 〈x̂〉2 +
~

2mω
, (2.25)〈

p̂2
〉

= −m~ω
2

〈α| â†2 + â2− ââ†− â†â |α〉 =
~

2mω
(−α∗2−α2 +2α∗α+1) = 〈p̂〉2 +

m~ω
2

. (2.26)

Estos resultados implican que

σ2
x =

〈
x̂2
〉
− 〈x̂〉2 =

~
2mω

; σ2
p =

〈
p̂2
〉
− 〈p̂〉2 =

m~ω
2

. (2.27)

Por lo tanto, para el estado coherente |α〉

∆x∆p =
~
2
, (2.28)

ya que ∆x =
√
σ2

x y ∆p =
√
σ2

p. De esta manera vemos que los estados coherentes del oscilador

armónico unidimensional minimizan la relación de incertidumbre de Heisenberg.
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En la electrodinámica cuántica un campo escalar cuantizado F̂ se expresa en términos de

operadores de creación y aniquilación de la siguiente manera:

F̂ =
∑

γ

fγ âγ + f ∗γ â
†
γ, (2.29)

en donde la funciones fγ son soluciones de la ecuación dinámica del campo y dependen en general

de ~x, t y ω. Considerando al campo F̂ como una componente del campo eléctrico ~E o magnético

~B, si calculamos el valor esperado del mismo, para una α dada, sobre un estado de n fotones

obtenemos

〈
n | fâ+ f ∗â† | n

〉
= f 〈n | â | n〉+ f ∗

〈
n | â† | n

〉
(2.30)

=
√
nf 〈n | n− 1〉+

√
n+ 1f ∗ 〈n | n+ 1〉 = 0. (2.31)

El campo promedia a cero independientemente del número de fotones. Si queremos un campo

que promedie a un valor distinto de cero, es decir, que tenga un comportamiento análogo a un

campo clásico, recurrimos a un estado coherente |α〉 :

〈α| F̂ |α〉 =
∑
n,m

C∗
nCm 〈n| fâ+ f ∗â† |m〉

=
∑
n,m

C∗
nCm

[√
mf 〈n| m− 1〉+

√
m+ 1f ∗ 〈n| m+ 1〉

]
=

∑
n,m

C∗
nCm

[√
mfδn,m−1 +

√
m+ 1f ∗δn,m+1

]
=

∑
n

[
C∗

nCn+1

√
n+ 1f + CnC

∗
n+1

√
n+ 1f ∗

]
= αf + α∗f ∗ ≡ ξ(x, t)

Lo que significa que los estados coherentes |α〉 promedian a una función dada ξ(x, t) como en el

caso de los campos clásicos.



Caṕıtulo 3

Potencial de Morse

Aunque el modelo de oscilador armónico puede ser muy útil para estudiar una gran cantidad

de sistemas f́ısicos, existen muchos otros modelos teóricos que se aplican a una amplia gama

de problemas prácticos. Es, pues, importante estudiar diversos potenciales anarmónicos en el

contexto de los estados coherentes que, como ya hemos mencionado, fueron construidos a partir

de un modelo armónico. Un potencial anarmónico muy útil es el potencial de Morse, el cual

utilizaremos en el presente trabajo y que describe muy bien las vibraciones nucleares de moléculas

diatómicas [5].

3.1. Aproximación Born-Oppenheimer

Un sistema molecular es aquel formado por núcleos y electrones. Las moléculas, por lo tanto,

tienen movimientos electrónicos y nucleares. Por lo general, estos movimientos son tratados de

manera independiente. La justificación teórica para realizar este tratamiento se conoce como

aproximación de Born-Oppenheimer, que es la base de la f́ısica molecular. Esta aproximación

se fundamenta en el hecho de que la masa de los núcleos es mucho mayor -tres órdenes de

magnitud- a la de los electrones.

13



14 CAPÍTULO 3. POTENCIAL DE MORSE

El hamiltoniano no relativista para una molécula de S núcleos y N electrones es [21]

H = −1

2

S∑
k=1

∇2
k

mk

− 1

2

N∑
µ=1

∇2
µ −

N∑
µ

S∑
k

Zk

rµk

+
S∑

k<l

ZkZl

rkl

+
N∑

µ<ν

1

rµν

, (3.1)

en donde hemos utilizado unidades atómicas (melectrón, ~ y e = 1). El término mk es la masa

del núcleo k. El primer término del hamiltoniano describe la enerǵıa cinética del movimiento de

los núcleos; el segundo es el término cinético de los electrones; el tercero, la interacción entre

electrones y núcleos; el cuarto, la repulsión entre núcleos, y el último término representa la

repulsión entre electrones.

La aproximación de Born-Oppenheimer consta de dos etapas.

Primera etapa. Se congela el movimiento de los núcleos y se establece la mejor forma de

hacer esto dada la ecuacion de Schrödinger, resolviendo la siguiente ecuación:

Ĥψ(r, R) = Eψ(r, R). (3.2)

Aqúı r se refiere a las coordenadas de los electrones, y R a las de los núcleos:

r = (r1, r2, ..., rN), R = (R1, R2, ..., RS). (3.3)

Como en esta etapa estamos manteniendo la posición de los núcleos fija Rf , la Ec. 3.2 se

expresa de la siguiente manera

Ĥeϕn(r, Rf ) = Un(Rf )ϕn(r;Rf ), (3.4)

donde el hamiltoniano electrónico (incluyendo la repulsión internuclear, la cual por lo

general se omite) es

Ĥe = −1

2

N∑
µ=1

∇2
µ −

N∑
µ

S∑
k

Zk

rµk

+
S∑

k<l

ZkZl

rkl

+
N∑

µ<ν

1

rµν

. (3.5)
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Las funciones Un(Rf ) no son triviales. La justificación f́ısica de esta primera etapa (des-

preciar el movimiento de los núcleos) puede interpretarse a través del principio de incer-

tidumbre de Heisenberg

∆x∆p ≈ ~, (3.6)

que traducido a nivel molecular establece que la velocidad de los electrones es por lo menos

1000 veces mayor a la de los núcleos.

Segunda etapa. Considerando un conjunto completo de funciones discretas, para cada Rf ,

se puede proponer ψ(r, R) como

ψ(r, R) =
∑

n

Fn(R)ϕn(r;Rf ). (3.7)

Aqúı las Fn(R) describen el movimiento de los núcleos con R como coordenada no fija

mientras que en ϕn(r;Rf ) es un parámetro. La función ψ(r, R) es solución de la ecuación

3.2 , y mediante una aproximación adiabática se demuestra que [23]

ψ(r, R) = Fn(R)ϕn(r;Rf ). (3.8)

Podemos sintetizar la aproximación de Born-Oppenheimer de la siguiente manera: Debido

a la diferencia entre el valor de las masas -o las velocidades- de los núcleos y los electrones, el

movimiento de aquéllos en una molécula se describe mediante un potencial efectivo generado por

la cuantización del movimiento de los electrones, donde dicha cuantización se hace considerando

las distancias internucleares fijas. Aśı la función de onda que describe un estado estacionario

molecular es simplemente el producto de una función de onda nuclear por una electrónica, y

ésta es en esencia la aproximación de Born-Oppenheimer.
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3.2. El potencial de Morse y el espectro vibracional mole-

cular

Ahora utilizaremos la aproximación de Born-Oppenheimer para describir el espectro vibracional

de moléculas diatómicas. Partimos de la Ec. 3.8, y auxiliándonos de la Ec. 3.4, resolvemos la

ecuación de eigenvalores: [
−∇

2
k

2µ
+ U(~R)− E

]
F (~R) = 0. (3.9)

En esta expresión µ representa la masa reducida de los dos núcleos, y R es la distancia in-

ternuclear. Es fácil expresar el laplaciano en coordenadas esféricas, de esta manera la Ec. 3.9

es

− 1

2µR2

[
∂

∂R
R2 ∂

∂R
− L̂2

]
F (R, θ, φ) + U(R)F (R, θ, φ) = EF (R, θ, φ). (3.10)

Esta ecuación es análoga a la de un campo central donde la solución para F (R, θ, φ) es

F (R, θ, φ) =
1

R
f(R)Ylm(θ, φ). (3.11)

Los armónicos esféricos Ylm(θ, φ) satisfacen la ecuación de eigenvalores

L̂2Ylm(θ, φ) = l(l + 1)Ylm(θ, φ). (3.12)

Aśı la ecuación para el movimiento nuclear es

− 1

2µR2

[
∂

∂R
R2 ∂

∂R
− l(l + 1)

]
F (R, θ, φ) + U(R)F (R, θ, φ) = EF (R, θ, φ). (3.13)

Enfocándonos en moléculas diatómicas con l = 0, el hamiltoniano nuclear se reduce a

Ĥ = − 1

2µR2

∂

∂R
R2 ∂

∂R
+ U(R), con ~ = 1 (3.14)

Como mencionamos en la sección anterior, las U(R) en f́ısica molecular no son triviales. Sin
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embargo, una forma muy común de aproximar U(R) por una función anaĺıtica es el potencial

de Morse [5], cuya expresión es

U(R) = D [exp {−2β(R−R0)} − 2 exp {−β(R−R0)}] , (3.15)

en donde D da la profundidad del pozo, β el alcance, y R0 la posición de equilibrio.

1 2 3 4 5 6
R�Β

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

VHRL�D Espectro continuo

n=0

n=1

n=2

n=3

Figura 3.1: Potencial de Morse.

3.2.1. Estados discretos para el potencial de Morse

Para resolver la Ec. 3.14 para el potencial de Morse, primero se introducen nuevas variables, las

cuales se definen de la siguiente manera

a =
√

2µD/β~, z = 2a exp[−β(R−R0)] y b =
√
−2µE/β~. (3.16)

En el caso de estados ligados, es decir, para E < 0, la ecuación que hay que resolver es

z2ψ′′ + zψ′ +

[
−b2 + az − 1

4
z2

]
ψ = 0. (3.17)
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La cuantización energética encontrada por Morse es

En = −D + ~ω
(
n+

1

2

)
− ~ωχ

(
n+

1

2

)2

, (3.18)

donde ω = β
√

2D
µ

y χ = 1
2

}β√
2µD

.

Las eigenfunciones ψn(z) para los estados ligados del potencial de Morse son [5]

ψn(z) = Cn exp(−z/2)zbnL2bn
n (z), bn = N − n > 0, (3.19)

donde Cn es la constante de normalización

Cn = [β(2N − 2n)n!/Γ(2N + 1− n)]
1
2 , (3.20)

y aqúı N es el número de estados ligados para el pozo, el cual está relacionado tanto con la

constante a como con la constante de anarmonicidad χ, de la siguiente manera

N = a− 1

2
, χ−1 = 2N + 1. (3.21)

Estos estados discretos son ortonormales, es decir,

〈m |n〉 = δn,m. (3.22)

Es muy importante mencionar que la solución de Morse abarca todo el plano, es decir, tanto para

R positivas como negativas. Sin embargo, sabemos que estas soluciones sólo tienen significado

f́ısico para R > 0. El problema del potencial de Morse es un caso tridimensional, pero la solución

se obtiene como un problema unidimensional.

3.2.2. Estados continuos para el potencial de Morse

Para el caso de los estados de dispersión o continuos del potencial de Morse, es decir, para

enerǵıas positivas E > 0, la Ec. 3.14 es

z2ψ′′ + zψ′ +

[
ε2 + az − 1

4
z2

]
ψ = 0, (3.23)
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donde se ha introducido una nueva variable ε definida como

ε =
√

2µE/β} =
k

β
. (3.24)

Por último se define

ψ(z) =
1√
z
W (z), (3.25)

y aśı la Ec. 3.23 se transforma en la ecuación diferencial de Whittaker

W ′′ +

[
−1

4
+
a

z
− 1

z2

(
(iε)2 − 1

4

)]
W = 0. (3.26)

Entonces las eigenfunciones para los estados de dispersión del potencial de Morse, ψE(z), son

[53]

ψE(z) = CE exp
(
−z

2

)
{ A(ε)1F1 (−N + iε, 2iε+ 1; z) ziε

+ A∗(ε)1F1 (−N − iε,−2iε+ 1; z) z−iε}, (3.27)

con

A(ε) =
Γ(−2iε)

Γ(−N − iε)
, (3.28)

y CE(ε) la constante de normalización que, de acuerdo al criterio de Bethe-Salpeter [51, 58] se

determina mediante el requerimiento∫ ∞

0

dR〈R|ε〉
∫ E+∆E

E−∆E

〈ε′|R〉dE ′ = 1, (3.29)

que en este caso particular conduce a

CE =
1√
2πβ

1

|A(ε)|

√
dk

dE
. (3.30)

Las eigenfunciones del potencial de Morse para el espectro continuo son oscilatorias para

R > 0, pero para R < 0 tienen un comportamiento divergente.
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3.2.3. Estudio semiclásico de la acción para el potencial de Morse

Las variables de ángulo-acción para el potencial de Morse se pueden determinar expĺıcitamente

[67]. Estas variables se definen de la manera usual como se hace en mecánica clásica, es decir,

la variable de acción I viene determinada por la integral

I =
1

2π

∮
Pdx, (3.31)

donde x = R−R0. y P = p/
√

2Dµ. El valor reportado de la integral es [67]

I = 1−
{
1− P 2 − [1− exp (−x)]

}
, para 0 ≤ I ≤ 1. (3.32)

El hamiltoniano de Morse, a su vez, puede expresarse a través de la acción I. Y para el

espectro discreto tenemos que es

Ĥ ligado
Morse(I) = I − I2

2
, (3.33)

mientras que para el espectro continuo es

Ĥdispersión
Morse (I) = 1− I +

I2

2
. (3.34)

El valor de la acción que separa a ambos espectros es I = 1. Es decir,

ĤMorse =

 Ĥ lig
Morse(I) si 0 ≤ I ≤ 1

Ĥdis
Morse(I) si 1 ≤ I ≤ ∞
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0 0.5 1 1.5 2
I

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

H
H
I
L

Figura 3.2: El hamiltoniano de Morse como función de la acción.

3.2.4. Relación del potencial de Morse con el álgebra su(2)

El hamiltoniano de un oscilador armónico bidimensional isotrópico es [27]

Ĥ =
1

2

(
p̂2

x + p̂2
y + x̂2 + ŷ2

)
, (3.35)

eligiendo ~, ω y m iguales a la unidad. Este hamiltoniano es soluble tanto en coordenadas

cartesianas como en coordenadas polares. A partir de la transformación

x = r cos θ, y = r sin θ (3.36)

se obtienen dos ecuaciones de eigenvalores, una para la parte radial y otra para la angular,

1

2

(
−1

r

d

dr
r
d

dr
+
m2

r2
+ r2

)
Φ(r) = EΦ(r) (3.37)

− d2

dθ2
φ(θ) = m2φ(θ) (3.38)

cuyas soluciones son, respectivamente,

ΦNm(r) =

√
2 ((N −m) /2)!

((N +m) /2)!
r|m|L

|m|
(N−|m|)/2

(
r2
)
exp

(
−r2/2

)
(3.39)

con E = N + 1, N = 0, 1, ... y

φm(θ) =
1√
2π

exp (imθ) (3.40)
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donde m = ±N,± (N − 2) , ...,±1 ó 0. La solución completa de la función de onda es

ΦNm(r, θ) =

√
((N −m) /2)!

π ((N +m) /2)!
r|m|L

|m|
(N−|m|)/2

(
r2
)
exp

(
−r2/2

)
exp (imθ) , (3.41)

L
|m|
(N−|m|)/2 son polinomios asociados de Laguerre. En esta representación, los estados del oscilador

armónico bidimensional están especificados por los valores N y m, y son (N + 1) degenerados.

Esta degeneración está asociada con una simetŕıa U(2) del hamiltoniano de la Ec. 3.35, la cual

es fácil ver si expresamos a éste en términos de los operadores de creación y aniquilación de dos

osciladores armónicos unidimensionales.

A partir de

ŝ† =

√
1

2
(x̂− ip̂x) , t̂† =

√
1

2
(ŷ − ip̂y) , (3.42)

ŝ =

√
1

2
(x̂+ ip̂x) , t =

√
1

2
(ŷ + ip̂y) , (3.43)

se obtienen las siguientes reglas de conmutación

[x̂, p̂x] = [ŷ, p̂y] = i, (3.44)

[x̂, ŷ] = [p̂x, p̂y] = 0, (3.45)[
ŝ, ŝ†

]
=

[
t̂, t̂†
]

= I. (3.46)

Con los operadores definidos en (3.43) podemos identificar al hamiltoniano del oscilador armónico

bidimensional como

Ĥ = ŝ†ŝ+ t̂†t̂+ 1. (3.47)

Para estudiar la simetŕıa asociada con Ĥ, se define el conjunto de cuatro operadores

G1
1 ≡ ŝ†ŝ, G2

1 = ŝ†t̂, G1
2 = t̂†ŝ, G2

2 = t̂†t̂, (3.48)

los cuales conmutan con Ĥ, y satisfacen entre ellos la siguiente regla de conmutación

[
Gj

i , G
l
k

]
= Gl

iδj,k −Gj
kδi,l, i, j, k, l = 1, 2. (3.49)
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Con esto se demuestra que los operadores expresados en las Eqs. 3.48 definen el álgebra de Lie

de U(2), y, por lo tanto, son generadores del mismo. Si definimos las siguientes combinaciones

lineales de los generadores de U(2)

Ĵx ≡
1

2

(
ŝ†ŝ− t̂†t̂

)
, Ĵy ≡

1

2

(
t̂†ŝ+ ŝ†t̂

)
, Ĵz ≡

i

2

(
t̂†ŝ− ŝ†t̂

)
, N̂ ≡ ŝ†ŝ+ t̂†t̂, (3.50)

obtenemos [
Ĵj, Ĵk

]
= iεjklĴl, j, k, l = x, y, z, (3.51)

donde εjkl es el factor de Levi Civita, y además

Ĥ = N̂ + 1,
[
N̂ , Ĵj

]
= 0, j = x, y, z. (3.52)

De esta manera podemos ver claramente que los operadores Ĵx,Ĵy y Ĵz satisfacen las reglas de

conmutación para su(2).

Al definir combinaciones lineales de los generadores de U(2) donde una de ellas, N̂ , genera

de manera trivial un álgebra u(1), y las otras tres, Ĵx,Ĵy y Ĵz, un álgebra su(2), se ilustra

que U(2) es isomorfo al producto directo SU(2) ⊗ U(1), U(2) ' SU(2) ⊗ U(1). Y ya que el

hamiltoniano del oscilador armónico bidimensional conmuta tanto con los generadores de U(2)

como los de SU(2), cualquiera de los dos grupos puede ser considerado como el grupo de simetŕıa

en cuestión. De hecho, es un resultado general que [26] SU(n) es el grupo de simetŕıa para un

oscilador armónico n-dimensional.

En el estudio de modelos algebraicos para f́ısica molecular [27] es conocida la conexión del

potencial de Morse con el álgebra su(2). Dicha conexión se encuentra a través de la siguiente

transformación en la Ec. 3.37

r2 = (N + 1) exp(−ρ), (3.53)

donde r2 es de hecho la variable natural de las eigenfunciones del potencial de Morse z definida

en 3.16, e implica

d

dr
=
dρ

dr

d

dρ
= − 2√

N + 1
exp

(ρ
2

) d

dρ
(3.54)
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y

d2

dr2
=
dρ

dr

d

dρ

[
− 2√

N + 1
exp

(ρ
2

) d

dρ

]
=

4

N + 1

[
exp(ρ)

2

d

dρ
+ exp(ρ)

d2

dρ2

]
. (3.55)

Utilizando esta transformación, la Ec. 3.37 se expresa como{
− d2

dρ2
+

(N + 1)2

4
[exp(−2ρ)− 2 exp(−ρ)]

}
Φ(ρ) = −m

2

4
Φ(ρ). (3.56)

Si en esta expresión definimos la transformación

R =
ρ

β
, β = constante, (3.57)

y multiplicamos por β2~2

2µ
, se obtiene{

− ~2

2µ

d2

dR2
+
β2~2(N + 1)2

8µ
[exp(−2βR)− 2 exp(−βR)]

}
Φ(R) = −m

2β2~2

8µ
Φ(R). (3.58)

Esta ecuación es equivalente a la Ec. 3.14 utilizando el potencial de Morse si

N + 1 =

√
8µD

β2~2
, E = −m

2β2~2

8µ
. (3.59)

Aśı vemos que el grupo de simetŕıa para el potencial de Morse es SU(2). Sin embargo, es

claro que el espectro de Morse es reproducido dos veces ya que los eigenvalores de la enerǵıa son

proporcionales a m2. Por lo tanto, debemos restringirnos a valores de m positivos o negativos.

Gracias a esta simetŕıa involucrada los eigenestados de Morse pueden ser clasificados a través

de los estados de SU(2), y más espećıficamente, debido a los eigenvalores de la enerǵıa, a través

de los estados de SU(2) ⊃ SO(2). El hamiltoniano de Morse puede ser expresado como

ĤMorse = −β
2~2

2µ
Ĵ2

z si j − n = m. (3.60)

3.2.5. Relación del potencial de Morse con el álgebra su(1,1)

Hemos visto cómo se relacionan los estados discretos del potencial de Morse con el álgebra su(2).

También es posible encontrar una relación entre el álgebra su(1, 1) y los estados de dispersión
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del potencial de Morse [28]. Esta relación se encuentra si hacemos en la Ec. 3.58 la sustitución

m⇒ iky. De tal forma que la enerǵıa es positiva y la variable ky es continua.

Los operadores que generan el álgebra su(1, 1) son

K̂+ = â†b̂†,

K̂− = âb̂,

K̂z =
1

2

(
â†â+ b̂†b̂+ 1

)
,

M̂ = â†â− b̂†b̂; (3.61)

con las siguientes reglas de conmutación,[
K̂+, K̂−

]
= −2K̂z,[

K̂±, K̂z

]
= ±K̂±. (3.62)

Trabajando en la base cuyos elementos son eigenfunciones de M y Ky, es decir,

M̂ |M,ky〉 = M |M,ky〉 , K̂y |M,ky〉 = ky |M,ky〉 , 0 ≤ ky ≤ ∞, (3.63)

y utilizando la misma transformación expresada en la Ec. 3.36, los operadores M̂ y K̂y son

M̂ =
1

2

(
r2 − 1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2

)
, (3.64)

K̂y =
i

2

∂

∂θ
. (3.65)

Mientras las eigenfunciones están dadas por

〈r, θ |M,ky〉 = RM,ky(r) exp (2ikyθ) . (3.66)

La parte radial RM,ky(r) satisface la siguiente ecuación

1

2

(
r2 − 1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
−

4k2
y

r2

)
RM,ky(r) = MRM,ky(r), (3.67)

y realizando la transformación r2 = M exp (−ρ) , esta misma ecuación se expresa como{
− ∂2

∂ρ2
+
M2

4
[exp (−2ρ)− 2 exp (−ρ)]

}
RM,ky(ρ) = k2

yRM,ky(ρ). (3.68)
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De manera análoga al caso discreto, si ahora identificamos M = N + 1, entonces el hamilto-

niano de dispersión de Morse es

Ĥdispersión
Morse = −β

2~2

2µ
K̂2

y . (3.69)

Y las eigenfunciones de este hamiltoniano son

Φ
M,ky

(r) = A
(
r2
)iky

exp

(
−r

2

2

)
F

(
iky −

M

2
+

1

2
, 2iky + 1; r2

)
+B

(
r2
)−iky

exp

(
−r

2

2

)
F

(
−iky −

M

2
+

1

2
,−2iky + 1; r2

)
, (3.70)

donde F es una función hipergeométrica confluente.



Caṕıtulo 4

Estados coherentes para sistemas

anarmónicos

En el presente caṕıtulo haremos una revisión de las diversas generalizaciones que encontramos

reportadas en la literatura de estados coherentes para sistemas anarmónicos. Estas generaliza-

ciones son las cuatro que mencionamos en la introducción: estados coherentes Gazeau-Klauder,

estados coherentes Manko-Marmo-Sudarshan-Zaccaria, estados coherentes de la teoŕıa de gru-

pos, y estados coherentes de Nieto-Simmons [8]

4.1. Construcción de Gazeau-Klauder

Como mencionamos en la introducción, el trabajo pionero sobre la relevancia de los estados co-

herentes se debe a Glauber, Sudarshan y Klauder. Este último estudió en dos trabajos clásicos

[29, 30] una relación generalizada entre dinámica clásica y cuántica. En ellos desarrolló un con-

junto de estados que teńıan las propiedades básicas de los estados que Glauber denominó estados

coherentes en un trabajo [3] publicado poco después. Klauder llamó a sus estados overcomplete

family of states (OFS). Entre las propiedades básicas de estos estados se encuentran la es-

27
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tabilidad temporal, la continuidad y el hecho de que son un conjunto completo de estados

normalizados mas no ortogonales. La forma en que Klauder hizo la conexión entre dinámica

clásica y cuántica fue a través de la acción. El trabajo de Klauder en el tema de los estados

coherentes es proĺıfico [31, 32, 33].

En un trabajo relativamente reciente, Klauder y Gazeau [2] hacen una generalización en la

cual se pueden estudiar sistemas con un grado de libertad cuyo hamiltoniano tenga un espectro

discreto y/o continuo. Los estados coherentes en este formalismo están caracterizados por un

conjunto de dos parámetros reales

|J, γ〉 , J ≥ 0; −∞ < γ < +∞. (4.1)

En esto se coincide con el caso armónico donde los estados coherentes se caracterizan por un

conjunto de números complejos {α}, y toda α a su vez tiene dos parámetros reales: un módulo

y una fase. Los estados coherentes en esta construcción satisfacen cuatro requerimientos:

1. Continuidad: (J ′, γ′) → (J, γ) =⇒ |J ′, γ′〉 → |J, γ〉.

2. Completez: I =
∫
|J, γ〉 〈J, γ| dµ(J, γ).

3. Estabilidad temporal: exp(−iĤt) |J, γ〉 = |J, γ + ωt〉 , ω = constante.

4. Identidad de acción:〈J, γ| Ĥ |J, γ〉 = ωJ.

El primer requerimiento es trivial; en el segundo el operador identidad debe ser entendido en

sentido estricto, o bien como un proyector en un subespacio finito o infinito; el tercero es simple-

mente la estabilidad temporal que caracteriza a los estados coherentes del oscilador armónico.

Como ya mencionamos los requirimientos 1 y 2 también caracterizan a los estados coherentes

del oscilador armónico. El cuarto requerimiento Gazeau y Klauder denominan identidad de

acción. El nombre de esta última propiedad se debe a que el parámetro J es constante en el

tiempo mientras γ se incrementa linealmente, de manera análoga al comportamiento clásico de
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sistemas descritos en términos de variables de ángulo-acción, cuya funcional de acción es

S =

∫ T

0

(Jγ̇ − ωJ) dt. (4.2)

La acción para los estados coherentes de Gazeau-Klauder es, entonces,

SGK =

∫ T

0

[
i 〈J, γ| d

dt
|J, γ〉 − 〈J, γ| Ĥ |J, γ〉

]
dt. (4.3)

Sin embargo, en el caso del potencial de Morse, como vimos en la descripción semiclásica de

su acción, el hamiltoniano no depende de manera lineal (como en el caso del oscilador armónico)

de la acción I, sino de forma cuadrática.

4.1.1. Estados coherentes de Gazeau-Klauder con espectro discreto

Ilustraremos ahora cómo se construyen los estados coherentes de Gazeau-Klauder para un es-

pectro discreto. Se parte de un hamiltoniano Ĥ que se supone no degenerado y si es necesario

se ajusta el espectro de tal forma que
〈
Ĥ
〉
≥ 0,

Ĥ |n〉 = En |n〉 , n ≥ 0; (4.4)

0 = E0 < E1 < E2 < · · ·, (4.5)

además

En = ωen, ρn = e1e2 · · · en, con ~ = 1. (4.6)

Se define el estado coherente de Gazeau-Klauder como

|J, γ〉 = N−1(J)
∞∑

n=0

J
n
2 exp(−ienγ)√

ρn

|n〉 . (4.7)

Estos estados coherentes están normalizados

〈J, γ |J, γ〉 = N−2(J)
∞∑

n=0

Jn

ρn

≡ 1 =⇒ N2(J) =
∞∑

n=0

Jn

ρn

, (4.8)
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N(J) es la constante de normalización. El término ρn, que es un factorial generalizado, cumple

con la condición

ρ0 = 1. (4.9)

Es muy importante resaltar que es precisamente en ρn donde se encuentra el carácter anarmónico

del sistema a estudiar.

Estos estados definidos en la Ec. 4.7 cumplen los cuatro requerimientos de la construcción.

El de la continuidad es trivial. Para obtener la completez, partimos de la siguiente definición∫
· · · dν(γ) ≡ ĺım

Γ→∞

1

2Γ

∫ +Γ

−Γ

· · · dγ, (4.10)

la cual implica que ∫
|J, γ〉 〈J, γ| dν(γ) = N(J)−2

∞∑
n=0

Jn

ρn

|n〉 〈n| . (4.11)

Se asume que ρn es el enésimo momento de una distibución de probabilidad

ρn ≡
∫ R

0

unρ(u)du ≥ 0, (4.12)

donde u = u(J). A partir de lo anterior, si u = J y 0 ≤ J < R, podemos definir

1

ρn

∫ R

0

N(J)−2ρ(J)JndJ = 1. (4.13)

Tomando dµ(J, γ) = ρ(J)dJdν(γ), y con las definiciones anteriores, se obtiene la completez de

estos estados ∫
|J, γ〉 〈J, γ| dµ(J, γ) =

∞∑
n=0

|n〉 〈n| = I. (4.14)

Ahora demostraremos la estabilidad temporal de estos estados. A partir de la definición

expresada en la Ec. 4.7

exp
(
−iĤt

)
|J, γ〉 = N−1(J)

∞∑
n=0

J
n
2 exp (−ienγ − iEnt)√

ρn

|n〉 , (4.15)

y como En = enω,

exp
(
−iĤt

)
|J, γ〉 = |J, γ + ωt〉 . (4.16)
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Por último, mostraremos cómo se obtiene la identidad de acción

〈J, γ| Ĥ |J, γ〉 = N−2(J)
∞∑

m=0

〈m| J
m
2 exp (iemγ)√

ρm

∞∑
n=0

Ĥ |n〉 J
n
2 exp (−ienγ)√

ρn

. (4.17)

Por las Ecs. expresadas en (4.4) y la ortonormalidad de la base {|n〉} ,

〈J, γ| Ĥ |J, γ〉 = N−2(J)
∞∑

n=0

EnJ
n

ρn

= ω

∑∞
n=0 en

Jn

ρn∑∞
n=0

Jn

ρn

, (4.18)

y para que se cumpla el requerimiento 4, este resultado implica que

∞∑
n=0

en
Jn

ρn

= J
∞∑

n=0

Jn

ρn

. (4.19)
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Construcción de estados coherentes para el átomo de hidrógeno

Para realizar esta construcción se parte del potencial de Coulomb
(
V (R) = − 1

R

)
, y consideramos

sólo su espectro discreto.

En−1 = ω

[
1− 1

n2

]
, n ≥ 1; (4.20)

en−1 =

[
1− 1

n2

]
=

(n+ 1) (n− 1)

n2
. (4.21)

A partir de esto encontramos ρn,

ρn =
3

4
× 8

9
· · · n (n+ 2)

(n+ 1)2 =
(n+ 2)

2 (n+ 1)
. (4.22)

Por lo tanto, el estado coherente es

|Jγ〉 = N−1(J)
∞∑

n=0

√
2n+ 2

n+ 2
J

n
2 exp

(
−i
[
1− 1

(n+ 1)2

]
γ

)
|n〉 . (4.23)

Estos estados coherentes para el átomo de hidrógeno cumplen los cuatro requerimientos de

la construcción de Gazeau-Klauder.

4.1.2. Estados coherentes de Gazeau-Klauder con espectro continuo

Para esta construcción, al igual que en el caso discreto, se parte de un espectro no degenerado,

cuyo
〈
Ĥ
〉
> 0, y |E〉 representa al estado de dispersión de tal forma que

Ĥ |E〉 = ωE |E〉 , 0 < E < Ē, (4.24)

donde Ē ≤ ∞. El estado coherente para el caso discreto estaba expresado por |J, γ〉, para el

caso continuo la acción J es sustituida por una función de la misma s = s(J) > 0. De tal forma

que el estado coherente de Gazeau-Klauder con espectro continuo está definido por

|s(J), γ〉 = M(s)−1

∫ Ē

0

sE exp (−iγE)

f(E)
|E〉 dE, (4.25)
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donde M(s)−1 es una constante de normalización, y f(E) una función por determinar.

Aśı, el estado coherente definido en la anterior ecuación satisface los cuatro requerimientos

de Gazeau-Klauder. La continuidad de los estados es, al igual que en el caso discreto, trivial.

Para la completez partimos de la normalización de los estados,

〈s(J), γ |s(J), γ〉 = 1 ⇒M(s)2 =

∫ Ē

0

s2E

f(E)2
dE. (4.26)

Partiendo de la definición dada en el Eq.4.25 ,∫ +∞

−∞
|s, γ〉 〈s, γ| dγ

2π
= M(s)−2

∫ Ē

0

s2E

f(E)2
|E〉 〈E| dE. (4.27)

Para determinar la función f(E) y también la completez, Gazeau y Klauder introducen una

función de peso σ(s) ≥ 0, que satisfaga∫ S

0

s2Eσ(s)ds ≡ f(E)2. (4.28)

Definiendo el diferencial dµ(s, γ) como

dµ(s, γ) =
1

2π
M(s)2σ(s)dsdγ, (4.29)

obtenemos la completez que buscamos en estos estados∫
|sγ〉 〈sγ| dµ(s, γ) =

∫ Ē

0

|E〉 〈E| = I. (4.30)

La estabilidad temporal es obvia, ya que

exp
(
−iĤt

)
|s, γ〉 = M(s)−1

∫ Ē

0

sE exp (−iγE + ωt)

f(E)
|E〉 dE = |s, γ + ωt〉 . (4.31)

Por último, obtenemos la identidad de acción,

〈s(J), γ| Ĥ |s(J), γ〉 = M(s)−2

∫ Ē

0

Es2E

f(E)2
dE = s

δ

δs
lnM(s) = H(s)

= ω

∫ Ē

0

(
Es(J)2E/f(E)2

)
dE∫ Ē

0
(s(J)2E/f(E)2) dE

= ωJ. (4.32)
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4.1.3. Estados coherentes de Gazeau-Klauder con un espectro dis-

creto y continuo

Para el caso en que el hamiltoniano en cuestión tiene un espectro discreto y continuo a la vez,

la construcción de Gazeau-Klauder parte de las dos construcciones, para cada tipo de espectro,

que ya hemos ilustrado anteriormente. El estado coherente se define como una combinación de

estados discretos y continuos, actuando cada uno en su subespacio correspondiente. Manteniendo

la notación de estado coherente para espectro discreto |J, γ〉, y redefiniendo la notación para el

espectro continuo como |K, δ〉 ( s→ K y γ → δ), el estado coherente es el siguiente

|J, γ;K, δ;φ〉 = f(K, δ) |J, γ〉+ exp(−iφ)g(J, γ) |K, δ〉 , (4.33)

donde f(K, δ) y g(J, γ) son funciones escalares por determinar, y φ es una fase.

La construcción que se hace a partir de la definición dada en la Ec. 4.33, dentro del propio

formalismo de Gazeau y Klauder, es incompleta, ya que no obtiene la identidad de acción. Sin

embargo, śı es posible obtener los otros tres requerimientos: continuidad, completez y estabilidad

temporal. La primera, al igual que en los casos anteriores, es trivial. Ilustraremos cómo se obtiene

la completez y la estabilidad temporal. En el primer caso∫
|J, γ;K, δ;φ〉 〈J, γ;K, δ;φ| dλ (J, γ;K, δ;φ) = I, (4.34)

donde esta integral es la suma directa de ID (identidad en el espectro discreto) y IC (identidad

en el espectro continuo). Estos dos últimos operadores actúan en espacios diferentes. Para llegar

a la identidad expresada en la integral anterior, se necesitan satisfacer tres requerimientos. Estos

son ∫
|f(K, δ)|2 |J, γ〉 〈J, γ| dλ = ID∫
|g(J, γ)|2 |K, δ〉 〈K, δ| dλ = IC∫

exp (iφ)

∫
f(K, δ)g(J, γ)∗ |J, γ〉 〈K, δ| dλ = 0, (4.35)



4.2. CONSTRUCCIÓN DE MANKO ET AL. 35

donde el diferencial dλ se escoge de manera natural como

dλ (J, γ;K, δ;φ) = dµD (J, γ) dµC (K, δ) dφ/2π. (4.36)

Y con esta última elección, los tres requerimientos anteriores se reducen a∫
|f(K, δ)|2 dµC(K, δ) = 1∫
|g(J, γ)|2 dµD(J, γ) = 1. (4.37)

El intervalo de integración de la fase φ que se utiliza en la construcción es 0 ≤ φ ≤ 2π. Es evidente

que con la introducción de esta fase se eliminan los elementos matriciales no diagonales. Para

obtener la estabilidad temporal, primero se observa que 0 ≤ HD ≤ Ω y Ω < HC . Pero como

tenemos dos espectros, debemos utilizar un factor de fase adicional. Aśı, el requerimiento que

buscamos es

exp (−iHt) |J, γ;K, δ;φ〉 = f(K, δ) |J, γ + ωt〉+ exp [−i (φ+ Ωt)] g(J, γ) |K, δ + ωt〉

= |J, γ + ωt;K, δ + ωt;φ+ Ωt〉 . (4.38)

4.2. Construcción de Manko et al.

Hemos visto que en mecánica cuántica el oscilador armónico tiene una estructura algebraica que

se expresa en términos de operadores de creación y aniquilación. Para sistemas anarmónicos

existe una generalización en la cual los osciladores son remplazados por osciladores deformados,

los q-osciladores [17]. Este es un oscilador no lineal cuya frecuencia de vibración depende de la

enerǵıa, y esa dependencia se da a través de un coseno hiperbólico que contiene un parámetro

de la no linealidad.

ω =
λ

sinhλ
cosh

(
λ |α|2

)
, (4.39)

donde α es una constante de movimiento, y λ un parámetro real.

Estos osciladores tienen una versión clásica y su contraparte cuántica. De hecho, Bierden-

harn [34] hizo la construcción de estados coherentes para el q-oscilador a través de operadores
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bosónicos âq y â†q. El álgebra suq(2) fue introducida por Sklyanin [35] e independientemente por

Kulish y Reshetikhin [36].

Los f -estados coherentes son una propuesta para sistemas anarmónicos. Esta generalización

de los q-osciladores no necesariamente considera la frecuencia de vibración como una función

hiperbólica sino como una función algebraica del operador n̂, y tiene su origen en un concepto

algebraico: los estados coherentes son eigenfunciones de un operador análogo al de aniquilación.

Para realizar esta generalización se construyen los operadores Â y Â† que en el espacio de Fock

describan el análogo cuántico de un oscilador armónico. Se parte de la estructura algebraica

expresada en las relaciones dadas en los conmutadores expresados en 2.6, aśı como de las Ecs.

2.7, 2.8 y 2.9.

Los operadores Â y Â† son deformaciones algebraicas de los operadores â y â†,

Â = âf(n̂) = f(n̂+ 1)â, Â† = f †(n̂)â† = â†f †(n̂+ 1). (4.40)

El operador f (n̂) es hermı́tico ya que n̂ lo es,

f(n̂) = f †(n̂). (4.41)

Además es fácil comprobar que[
Â, n̂

]
= Â,

[
Â†, n̂

]
= −Â†. (4.42)

Utilizando la base de Fock, los operadores Â y Â† son

Â =
∞∑

n=1

√
nf(n̂) |n− 1〉 〈n| , Â† =

∞∑
n=1

√
nf∗(n̂) |n〉 〈n− 1| . (4.43)

Utilizando lo resultados anteriores el conmutador
[
Â, Â†

]
es

F (n̂) =
[
Â, Â†

]
= (n̂+ 1)f(n̂+ 1)f †(n̂+ 1)− n̂f(n̂)f †(n̂) (4.44)

= (n̂+ 1)f 2(n̂+ 1)− n̂f2(n̂). (4.45)
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Mientras que el q-conmutador es

G(n̂) =
[
Â, Â†

]
q

= (n̂+ 1)f(n̂+ 1)f †(n̂+ 1)− qn̂f(n̂)f †(n̂) (4.46)

= (n̂+ 1)f 2(n̂+ 1)− qn̂f 2(n̂) q ∈ R. (4.47)

Es importante resaltar que las funciones f(n̂) pueden depender de parámetros continuos que,

por cierto, es el caso de las q-deformaciones.

Con este esquema algebraico se pueden construir f -estados coherentes |α, f〉 para sistemas

anarmónicos considerando un modo

Â |α, f〉 = α |α, f〉 ; α ∈ C. (4.48)

descomponiendo |α, f〉 en el espacio de Fock

|α, f〉 =
∞∑

n=0

Cn |n〉 , (4.49)

y utilizando la Ec. 4.43, la ecuación de eigenvalores 4.48 es

∞∑
n=1

√
nf(n̂) |n− 1〉 〈n|Cm |m〉 =

∞∑
n=0

Cm |m〉 , (4.50)

de donde obtenemos una regla de recurrencia para los coeficientes Cn

Cn+1

√
n+ 1f(n+ 1) = αCn, (4.51)

y en términos de C0

Cn = C0
αn

√
n! [f(n)]!

, (4.52)

donde [f(n)]! = f(0)f(1) · · · f(n).

De esta manera, el f -estado coherente en el espacio de Fock es

|α, f〉 = C0

∞∑
n=0

αn

√
n! [f(n)]!

|n〉 . (4.53)

Estos estados coherentes -a diferencia de los de Gazeau-Klauder- no muestran en general esta-

bilidad temporal ya que su hamiltoniano es de la forma

Ĥ =
1

2

(
Â†Â+ ÂÂ†

)
=

1

2

[
n̂f 2 (n̂) + (n̂+ 1) f 2 (n̂+ 1)

]
, (4.54)
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con lo cual el operador de evolución temporal es

Û(t) = exp
[
−itĤ(n̂)

]
= exp

{
−it

2

[
n̂f 2 (n̂) + (n̂+ 1)f 2 (n̂+ 1)

]}
, (4.55)

que aplicado a |α, f〉 no permite redefinir α de tal forma que |α, f〉t siga siendo un f -estado

coherente.

La interpretación de Manko et al consiste en lo siguiente: a un tiempo t el oscilador armónico

ha sido deformado a un tipo de f -oscilador, y la deformación ahora es del tipo

Ff (n̂, t) = exp

{
−it

2

[
n̂f2 (n̂) + (n̂+ 1)f 2 (n̂+ 1)

]}
; (4.56)

es decir, inicialmente (t = 0) se tiene un estado coherente -un eigenestado de â- que a un tiempo

t evoluciona a un Ff (t)-estado coherente. Sin embargo, como veremos en nuestros resultados,

es posible empatar el formalismo de Gazeau-Klauder con el de Manko et al, y, por lo tanto,

construir f -estados coherentes con estabilidad temporal.

En la representación de Heisenberg el operador â(t) queda expresado como

â(t) = â exp [−itω(n̂)] , (4.57)

donde la frecuencia de vibración depende de n̂ y es

ω(n̂) =
1

2

[
(n̂+ 1)f 2 (n̂+ 1)− (n̂− 1)f 2 (n̂− 1)

]
. (4.58)

La cual es una generalización de la ecuación 4.39.

Es fácil calcular las dispersiones para estos estados coherentes |α, f〉 a partir de las expresiones

â =
1

f(n̂+ 1)
Â; â† = Â† 1

f(n̂+ 1)
. (4.59)

Lo que es importante resaltar de las expresiones para las dispersiones en x̂ y p̂, es que son

las dispersiones del oscilador armónico más correcciones que se expresan en términos de la de-

formación.

Es importante mencionar que esta generalización es para espectros discretos; espectros con-

tinuos no son tomados en cuenta.
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4.2.1. Construcción de estados coherentes para el q−oscilador

Para construir en el formalismo de Manko et al. los estados coherentes del q−oscilador partimos

de la expresión para la f (n̂) [34], la cual es

f (n̂) =

√
(qn̂ − q−n̂)

n̂ (q − q−1)
=

√
1

n̂

sinhλn̂

sinhλ
= fq (n̂) ; (4.60)

con fq (0) = I; λ = ln q, λ ∈ R.

El estado coherente para el q−oscilador es

|α, fq〉 = C0

∞∑
n=0

αn

√
n!
[√

sinh λn
n sinh λ

]
!
|n〉 , (4.61)

el cual podemos identificar fácilmente con el estado coherente para el q−oscilador construido

por Biedenharn, y que en términos del q−operador de aniquilación es [34]

|α〉q = expq

(
−1

2
|α|2
) ∞∑

n=0

αnân
q

[n]q!
|0〉q . (4.62)

4.3. Construcción a través de la teoŕıa de grupos

El estudio pionero de los estados coherentes en términos de grupos se debe a Klauder [30] quien

siguiendo las ideas básicas de los estados coherentes desarrolló un conjunto de estados para

grupos de Lie arbitrarios; la construcción completa fue realizada, de manera independiente, por

Perelomov y Gilmore [37, 39]. La idea que subyace en estos trabajos es conectar los estados

coherentes con el grupo dinámico de cada sistema f́ısico [38]. Vimos a partir de los conmutadores

expresados en (2.6) que el grupo de Heisenberg-Weyl (H4) es el grupo dinámico para el oscilador

armónico cuántico unidimensional. Con la teoŕıa de grupos se construyen estados coherentes a

través de la generalización de la tercer definición que mencionamos en el caso armónico. En esta

construcción se parte del operador de desplazamiento para el grupo en cuestión.

Esta generalización se basa no sólo en el hecho de que los estados de Glauber pueden ser
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definidos en términos de un grupo y su operador de desplazamiento (definición 3), sino también

en que las definiciones 1 y 2 presentan, respectivamente, los siguientes inconvenientes:

(a) para un espacio de Hilbert de dimensión finita no se puede definir un estado coherente como

eigenfunción del operador de aniquilación;

(b) los estados de mı́nima incertidumbre sólo pueden ser construidos para sistemas clásicamente

integrables en los cuales existan coordenadas y momentos canónicos tales que el hamiltoniano

pueda ser reducido a uno de oscilador armónico.

Existe un algoritmo [17] para construir estados coherentes a partir de un grupo dinámico

dado. Para realizar esta construcción se tiene que identificar:

(a) El grupo dinámico D y su álgebra g. Las propiedades algebraicas del sistema cuántico están

determinadas por el álgebra g ya que

Ĥ = H(T̂i), (4.63)

donde
{
T̂i

}
son los generadores del grupo. Por otra parte, el álgebra g está definida por[

T̂i, T̂j

]
=
∑

k

Ck
ijT̂k. (4.64)

En esta última ecuación Ck
ij son las constantes de estructura de g.

(b) El espacio de Hilbert V Λ. Para el hamiltoniano de la ecuación 4.63, el espacio f́ısico V Λ

tiene una representación unitaria e irreducible ΓΛ para el grupo G.

(c) Un estado de referencia |Φ0〉. Este estado se elige normalizándolo a la unidad

〈Φ0 |Φ0〉 = 1; |Φ0〉 ∈ V Λ, (4.65)

y su elección no es única. El estado |Φ0〉 determina la estructura de los estados coherentes y

del espacio fase del sistema dinámico.

A partir de estas identificaciones se construyen los estados coherentes mediante tres pasos:
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1. Subgrupo de estabilidad. Se obtiene el subgrupo H de G cuyos elementos dejan invariante al

estado de referencia hasta un factor de fase. Es decir,

h |Φ0〉 = |Φ0〉 exp {iφ(h)} , h ∈ H; H ⊂ G. (4.66)

El factor de fase es irrelevante al determinar valores esperados.

2. El espacio cociente G/H. Los elementos g ∈ G se descomponen en el producto de dos

elementos: uno del grupo H, y otro del espacio cociente G/H, el cual es invariante,

g = Ωh, g ∈ G, h ∈ H, Ω ∈ G/H. (4.67)

3. Los estados coherentes |Λ,Ω〉. Estos están definidos como la acción de los elementos del

espacio cociente sobre el estado extremal:

|Λ,Ω〉 ≡ Ω |Φ0〉 . (4.68)

Los estados coherentes perservan las propiedades algebraicas y topológicas del espacio cociente

G/H.

4.3.1. Construcción de estados coherentes para H4

Para el grupo H4 =
{
â, â†, n̂, I

}
tenemos las relaciones de conmutación dadas en los conmu-

tadores expresados en (2.6). Con esto hemos identificado para el oscilador armónico cuántico

unidimensional su grupo de simetŕıa y el álgebra que lo caracteriza. Elegimos, además, el es-

pacio de Fock como el espacio de Hilbert en el cual construimos los estados coherentes, de tal

forma que el estado extremal o de referencia es el estado de vaćıo |0〉 .

Este estado es invariante, hasta un factor de fase, por los elementos h tal que

h = exp {i(δn̂+ ϕI)} . (4.69)

Aśı que el subgrupo H es U(1)⊗U(1). Una representación del espacio cociente H4/U(1)⊗U(1)

es [17]

D(α) = exp
(
αâ† − α∗â

)
, α ∈ C. (4.70)
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D(α) es precisamente el operador de desplazamiento de la Ec. 2.12. Los estados coherentes para

H4 son

|α〉 = exp
(
αâ† − α∗â

)
|0〉 . (4.71)

La construcción expĺıcita la hicimos en la sección 1.2.

4.3.2. Construcción de estados coherentes para SU(2)

Un grupo de Lie muy importante y útil en f́ısica es SU(2). Este grupo, como mencionamos en la

sección 2.3, es el grupo de simetŕıa para el oscilador armónico bidimensional y también para el

potencial de Morse. El grupo SU(2), como es bien conocido en la literatura cuántica [40] [41],

describe estados de dos niveles, por ejemplo, sistemas atómicos con dos estados energéticos y

sistemas de esṕın 1
2
.

Para realizar la construcción de los estados coherentes de SU(2) se parte de las relaciones

de conmutación del grupo [39][
Ĵ0, Ĵ±

]
= ±Ĵ±,

[
Ĵ+, Ĵ−

]
= 2Ĵ0. (4.72)

El espacio de Hilbert para SU(2) es

{|jm〉 ,m = j, j − 1, j − 2, ...− j + 1,−j; j = entero o semientero} .

Aqúı los estados |jm〉 son simultáneamente eigenestados de dos operadores del grupo, el operador

J0 y el operador de Casimir J2,

Ĵ2 |jm〉 = j(j + 1) |jm〉 , (4.73)

Ĵ0 |jm〉 = m |jm〉 . (4.74)

Todo estado |jm〉 puede ser obtenido [40] mediante la acción del operador Ĵ+ sobre el estado

|j − j〉

|jm〉 =

 2j

j +m

−
1
2
(
Ĵ+

)j+m

(j +m)!
|j − j〉 . (4.75)
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Además |j − j〉 se elige como estado base (también podŕıa elegirse |jj〉 y utilizar el operador de

descenso Ĵ−). A partir del estado extremal |j − j〉, se identifica al subgrupo de estabilidad que

lo deja invariante. Este subgrupo es U(1) :
{
Ĵ0

}
ya que

h |j − j〉 = |j − j〉 exp (iϕ) , h ∈ U(1). (4.76)

Una representación para el espacio cociente SU(2)/U(1) es [17]

Ω(ς) = exp
(
ςĴ+ − ς∗Ĵ−

)
, ς ∈ C. (4.77)

De tal forma que los estados coherentes para SU(2) son

|j, ς〉 = Ω(ς) |j − j〉 = exp
(
ςĴ+ − ς∗Ĵ−

)
|j − j〉 . (4.78)

Aśı podemos ver que en el operador de desplazamiento exp
(
ςĴ+ − ς∗Ĵ−

)
los operadores

Ĵ+ y Ĵ− son análogos a los operadores de creación y aniquilación, â† y â, respectivamente, en

H4. Para obtener de manera expĺıcita los estados coherentes |j, ς〉 se puede utilizar una fórmula

Baker-Campbel-Hausdorff (BCH) [39] para SU(2), y entonces

exp
(
ςĴ+ − ς∗Ĵ−

)
= exp

(
τ Ĵ+

)
exp

[
ln
(
1 + |τ |2

)
Ĵ0

]
exp

(
−τ ∗Ĵ−

)
(4.79)

= exp
[
ln
(
1 + |τ |2

)
Ĵ0

]
exp

(
τ Ĵ+

)
exp

(
−τ ∗Ĵ−

)
, (4.80)

donde

ς =
θ

2
exp (−iφ) , τ =

ς sin |ς|
|ς| cos |ς|

= exp (−iφ) tan
θ

2
; 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π.

(4.81)

El operador Ω(ς) tiene una representación unitaria de la forma

Û1(α) =
∑

j

exp
(
αjĴj

)
, αj ∈ C. (4.82)
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Otra manera de desentrelazar el operador en cuestión, sin utilizar fórmulas BCH, es a través

de otra representación unitaria para SU(2) de la forma

Û2(β) = Πj exp
(
βjĴj

)
, (4.83)

con el parámetro βj real o complejo. Una manera de realizar esto es la que hace Truax [42], la cual

consiste en un proceso de diferenciación. Se resuelve un sistema de ecuaciones diferenciales cuyas

soluciones determinan los parámetros βj en Û2(β). Rodney Truax realiza este procedimiento

tanto para SU(2) como para SU(1, 1). En el primer caso encuentra que

Ω(ς) = exp
(
ςĴ+ − ς∗Ĵ−

)
(4.84)

= exp

{(
ς

|ς|

)
tan |ς| Ĵ+

}
exp

{
−2 (ln cos |ς|) Ĵ0

}
exp

{
−
(
ς∗

|ς|

)
tan |ς| Ĵ−

}
(4.85)

= exp
[
ln
(
1 + |τ |2

)
Ĵ0

]
exp

(
τ Ĵ+

)
exp

(
−τ ∗Ĵ−

)
, (4.86)

con las mismas relaciones expresadas en (4.81).

De esta manera los estados coherentes para SU(2) son

|j, ς〉 = exp
[
ln
(
1 + |τ |2

)
Ĵ0

]
exp

(
τ Ĵ+

)
exp

(
−τ ∗Ĵ−

)
|j − j〉 . (4.87)

Aqúı el operador exp
(
−τ ∗Ĵ−

)
aplicado al estado base es la identidad, y con la Ecs. 4.74 y 4.75

|j, ς〉 =
1

(1+ | τ |2)j

+j∑
m=−j

|j,m〉

 2j

j +m


1
2

cosj−m θ

2

[
exp(−iφ) sin

θ

2

]j+m

(4.88)

Ya que el espacio geométrico de SU(2)/U(1) es la 2-esfera, los estados coherentes viven en

S2 comúnmente llamada esfera de Bloch. Más adelante veremos que estos estados coherentes

corresponden al potencial de Morse; sin embargo, en este caso existe degeneración en el número

cuántico m.

Es importante mencionar que el grupo SU(2) se puede contraer en H4. Arecchi et al. [25]

realizaron la contracción, y de esta manera contrajeron los estados de Bloch con los de Glauber,
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y también las relaciones de incertidumbre que para los estados de Glauber son

∆x∆p =
~
2
, (4.89)

y para los de Bloch [42]

∆J1∆J2 =
1

2
|〈J3〉| . (4.90)

La contracción se hace en el ĺımite en el cual el radio de la esfera de Bloch tiende a infinito.

4.3.3. Construcción de estados coherentes para SU(1, 1)

La construcción de estados coherentes para el grupo SU(2) mostrada anteriormente se hizo

a partir de la definición de Peremolov y Gilmore, es decir, como la acción del operador de

desplazamiento sobre un estado extremal. Fueron Barut y Girardello [47] quienes generalizaron la

definición de estados coherentes como eigenfunciones de un operador de aniquilación para grupos

no compactos, y la ejemplificaron con el grupo SU(1, 1). Este grupo, como ya mencionamos,

está relacionado con el espectro continuo del potencial de Morse.

La construcción de estados coherentes para SU(1, 1), en una representación discreta, es la

siguiente. Se parte de las reglas de conmutación que definen el álgebra de Lie del grupo,

[
L+, L−

]
= −L12,

[
L12, L

±] = ±L±. (4.91)

El operador de Casimir es

Q = −L12 (L12 − 1) + 2L+L− = −L12 (L12 + 1) + 2L−L+, (4.92)

donde

L± =
1√
2

(L13 ± iL23) , (4.93)

L12 =
1

2
σ3. (4.94)
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Por lo tanto,

L± =
i

2
√

2
(σ1 ± iσ2) . (4.95)

La base de vectores |Φ,m〉 en el espacio de Hilbert para una representación de SU(1, 1) discreta

definen las siguientes relaciones

L12 |Φ,m〉 = (E0 +m) |Φ,m〉 , (4.96)

L+ |Φ,m〉 =
1√
2

√
(Φ + E0 +m+ 1) (E0 − Φ +m) |Φ,m+ 1〉 , (4.97)

L− |Φ,m〉 =
1√
2

√
(Φ + E0 +m) (E0 − Φ +m− 1) |Φ,m− 1〉 , (4.98)

Q |Φ,m〉 = Φ (Φ + 1) |Φ,m〉 . (4.99)

E0 es un invariante arbitrario del grupo, y para una representación discreta, E0 y el invariante

de Casimir no son independientes. Esto es

Φ + E0 = 0. (4.100)

La defición generalizada de estados coherentes es

L− |z〉 = z |z〉 , z ⊂ C. (4.101)

Y como el estado coherente |z〉 es una combinación lineal de la base de vectores {|Φ,m〉} ,

utilizando la relación expresada en la Ec. 4.98,

|z〉 =
√

Γ (−2Φ)
∞∑

m=0

(√
2z
)m

[m!Γ (−2Φ +m)]
1
2

|Φ,m〉 , −2Φ = 1, 2, 3... (4.102)

El producto interno entre estos estados coherentes es

〈z′ |z〉 = Γ (−2Φ)
∞∑

m=0

(2z′∗z)m

m!Γ (−2Φ +m)
= F1 (−2Φ; 2z′∗z) , (4.103)

y la norma

〈z |z〉 = Γ (−2Φ)
∞∑

m=0

∣∣√2z
∣∣2m

m!Γ (−2Φ +m)
= F1

(
−2Φ; 2 |z|2

)
. (4.104)
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Utilizando la relación

Jν(z) =
1

Γ (ν + 1)

(z
2

)ν

F1

(
ν + 1;−z2/4

)
, (4.105)

la norma de |z〉 se expresa como

〈z |z〉 = Γ (−2Φ)
(
i
√

2 |z|
)2Φ+1

J−2Φ−1

(
2
√

2i |z|
)
. (4.106)

4.3.4. Estados coherentes atómicos

En el trabajo de Arecchi et al. se construyen estados coherentes atómicos en óptica cuántica. El

sistema que estudian consiste en un conjunto de átomos de dos niveles energéticos interactuando

con un campo electromagnético transversal cuyo hamiltoniano es

Ĥ = ~
∑

k

ωkâ
†
kâk +

1

2
~
∑
k,α

ωkσ̂
α
z + ~

∑
k,α

(
gkâkσ̂

α
+ + g∗kâ

†
kσ̂

α
−

)
, (4.107)

donde el primer término es simplemente el hamiltoniano del campo electromagnético libre, el

segundo el hamiltoniano del sistema atómico libre, y el tercero el hamiltoniano de interacción

del sistema atómico con el campo electromagnético. Los operadores de Pauli para cada átomo

cumplen las reglas de conmutación[
σ̂(α)

z , σ̂
(α′)
±

]
= ±σ̂(α)

± δαα′ ,
[
σ̂

(α)
+ , σ̂

(α′)
−

]
= 2σ̂(α)

z δαα′ . (4.108)

Y se pueden definir para el sistema completo a los operadores Ĵz, Ĵ+ y Ĵ− como

Ĵz =
∑

α

σ̂α
z , Ĵ± =

∑
α

σ̂
(α)
± . (4.109)

De esta manera SU(2) es el grupo dinámico que describe un sistema atómico de dos niveles

en interacción con un campo electromagnético. Los estados coherentes son, por supuesto, los

expresados en la Ec. 4.88.

Por último, es importante señalar que el trabajo de Arecchi et al., en el contexto de la

teoŕıa de grupos y los estados coherentes, reproduce resultados de un trabajo clásico de Dicke

[22] sobre coherencia en procesos de radiación espontánea.



48 CAPÍTULO 4. ESTADOS COHERENTES PARA SISTEMAS ANARMÓNICOS

4.3.5. Construcción de estados coherentes para FGL

Las funciones generalizadas de Laguerre (FGL) forman un conjunto completo que puede uti-

lizarse para construir estados coherentes. Existen tres métodos reportados [47, 48] para realizar

esto: utilizando teoŕıa de grupos un método consiste en definir el estado coherente (e.c.) como

eigenfunción del operador de aniquilación, y el otro en expresar el e.c. como el estado que resulta

de la aplicación del operador de desplazamiento sobre el estado base; el tercer método consiste en

construir el estado coherente a través del formalismo de acción. Además estas funciones (FGL),

que no son eigenfunciones del hamiltoniano de Morse, se pueden utilizar en la construcción de

estados coherentes para el potencial de Morse en el contexto de la teoŕıa de supersimetŕıa en

mecánica cuántica [49].

Operadores de ascenso y descenso para las funciones generalizadas de Laguerre

Partiendo de la definición para las funciones generalizadas de Laguerre,

ψα
n(y) =

√
n!yα+1 exp (−y)
Γ (n+ α+ 1)

Lα
n (y) , α > −1, (4.110)

y con la relación de recurrencia expresada en la Ec. A.8 del apéndice A, podemos identificar

operadores de ascenso y descenso, Â† y Â, respectivamente, actuando en las funciones ψα
n(y)

Â†ψα
n(y) =

[
−y d

dy
− 1

2
(2n+ α+ 1− y)

]
ψα

n(y), (4.111)

Âψα
n(y) =

[
y
d

dy
− 1

2
(2n+ α+ 1− y)

]
ψα

n(y). (4.112)

O equivalentemente

Â†ψα
n(y) = −

√
(n+ 1) (n+ α+ 1)ψα

n+1(y), (4.113)

Âψα
n(y) = −

√
n (n+ α)ψα

n−1(y); (4.114)
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es decir,

Â† |n, α〉 = −
√

(n+ 1) (n+ α+ 1) |n+ 1, α〉 , (4.115)

Â |n, α〉 = −
√
n (n+ α) |n− 1, α〉 . (4.116)

Estas funciones generalizadas de Laguerre son eigenfunciones del hamiltoniano

Ĥ = Â†Â, (4.117)

el cual conduce a la ecuación de eigenvalores

Ĥψα
n(y) = enψ

α
n(y), (4.118)

donde

en = n(n+ α). (4.119)

Como mencionamos anteriormente, estas funciones no son eigenfunciones del potencial de

Morse. Sin embargo, como vimos en el caṕıtulo 2 están relacionadas con estas últimas. De hecho,

el hamiltoniano de Morse es tridiagonal en la base de las FGL,

〈m| ĤMorse |n〉 = [2n (n+ α) + E0 ((α+ 1)/2)] δm,n

− (n− 1)
√
n(α+ n)δm+1,n

− (m− 1)
√
m(α+m)δm,n+1. (4.120)

Estados coherentes para las FGL a través de la teoŕıa de grupos asociada al álgebra{
Â, Â†, Â3

}
A partir de los operadores Â† y Â identificados anteriormente, se procede a construir los estados

coherentes mediante el formalismo de teoŕıa de grupos. Para esto se encuentra el grupo dinámico

de simetŕıa para el hamiltoniano de la Ec. 4.117 de la siguiente manera.

El conmutador
[
Â, Â†

]
actuando sobre las funciones generalizadas de Laguerre es[

Â, Â†
]
ψα

n(y) = (2n+ α+ 1)ψα
n(y). (4.121)
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Se define un operador Â3 de tal forma que

Â3ψ
α
n(y) =

1

2
(2n+ α+ 1)ψα

n(y). (4.122)

De esta manera los operadores Â, Â† y Â3 actuando sobre el conjunto {|n, α〉} generan un

álgebra su(1, 1) [
Â, Â†

]
= 2Â3,

[
Â3, Â

†
]

= Â†,
[
Â3, Â

]
= −Â. (4.123)

Identificando el estado de referencia como |0, α〉 , el operador de desplazamiento para el espacio

cociente SU(1, 1)/U(1) es

D(ξ) = exp
(
ξÂ† − ξ∗Â

)
, ξ ∈ C. (4.124)

Por lo tanto, el estado coherente es

|ξ, α〉 = exp
(
ξÂ† − ξ∗Â

)
|0, α〉 , (4.125)

lo cual nos lleva a

|ζ, α〉 =
(
1− |ζ|2

)α+1
exp

(
ζÂ†

)
|0, α〉 , (4.126)

donde ζ = ξ
|ξ| tanh |ξ| y |ζ| < 1. Esta última ecuación nos conduce finalmente a

|ζ, α〉 =
(
1− |ζ|2

)α+1
∞∑

n=0

√√√√√
 n+ α

n

ζn |n, α〉 . (4.127)

4.4. Construcción de Nieto y Simmons para potenciales

generales

La última generalización para estados coherentes que estudiaremos (y que encontramos repor-

tada en el literatura) es la de Nieto y Simmons [8]. Ésta combina dos de las tres definiciones

de estados coherentes para el oscilador armónico (equivalentes en éste último). Aśı los estados

coherentes de Nieto-Simmons son construidos a través de un operador análogo al de aniquilación
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y cumplen a su vez con una relación de mı́nima incertidumbre. Esta generalización que se hace

es aplicable a potenciales generales. En su trabajo original, Nieto y Simmons estudiaron casos

unidimensionales, pero posteriormente aplicaron su método a potenciales de más dimensiones

[10, 11, 12, 13, 14, 15]. La idea f́ısica que subyace aqúı consite en construir estados que tengan, al

igual que los estados de Glauber, la propiedad clásica de que sus variables canónicas manifiesten

un comportamiento sinusoidal.

Las generalizaciones a través de la teoŕıa de grupos para la definición de estados coherentes

(como eigenfunciones de un operador de aniquilación y estados que resultan de la aplicación del

operador de desplazamiento sobre el estado base) no siempre, y ese es el caso para el potencial

de Morse, pueden resolverse de forma cerrada ya que el espectro discreto no está uniformemente

espaciado y/o el potencial presenta una parte continua. La idea de Nieto y Simmons consiste en

considerar, para un potencial general, estados en los cuales es posible realizar una transformación

de tal forma que existen dos variables denotadas por Xc y Pc que exhiben un comportamiento

sinusoidal propiamente clásico. Además, Xc es función de la variable f́ısica x. Es decir,

Xc = A sin(ωct+ ϕ), (4.128)

Pc = mẊc, (4.129)

Ṗc = −mωcXc, (4.130)

donde ωc es una frecuencia, y m la masa caracteŕıstica del sistema f́ısico. Esto es posible si

mẍ = −dV (x)

dx
, (4.131)

se impone la condición de que

Pc = pX
′

c, (4.132)

donde X
′
c no es sino dXc

dx
. La forma en que Xc depende de x se deduce de la siguiente manera.

Las Ecs. 4.128, 4.129 y 4.130 expresan a un oscilador armónico. Se defiene a la enerǵıa ε, de
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éste,

1

2m
P 2

c +
mω2

c

2
X2

c = ε =
mω2

c

2
A2. (4.133)

Entonces,

1√
2m

Pc = ωc

√
1

2
m (A2 −X2

c ), (4.134)

pero con la condición expresada en la Ec. 4.132 tenemos que

p√
2m

dXc

dx
= ωc

√
1

2
m (A2 −X2

c ). (4.135)

Como la enerǵıa, E, del sistema f́ısico del cual partimos es

E =
1

2m
p2 + V (x), (4.136)

en la Ec. 4.135 podemos eliminar p, y aśı obtenemos

X
′

c =
dXc

dx
= ωc

( 1
2
m (A2 −X2

c )

E − V (x)

) 1
2

. (4.137)

A partir de lo anterior se procede a construir los operadores X y P , los cuales generan una

relación de incertidumbre. Se elige por conveniencia al primer operador como

X ≡ Xc. (4.138)

Y el operador P̂ se construye de manera simétrica,

P ≡ −i~
2

(
d

dx
X

′
+X

′ d

dx

)
. (4.139)

Es trivial demostrar que ambos operadores cumplen la siguiente relación de conmutación

[X,P ] = i~
(
X

′
)2

. (4.140)

Es importante mencionar que este conmutador nos muestra claramente que la transformación

realizada en esta construcción no es canónica. No sólo eso: tampoco se trata de una deformación



4.4. CONSTRUCCIÓN DE NIETO Y SIMMONS PARA POTENCIALES GENERALES 53

algebraica como la que mencionamos en la construcción de Manko et al.. Además, es obvio que se

recupera el caso armónico cuando X = Xc = x. También tenemos la relación de incertidumbre

(∆X)2 (∆P )2〈
(X ′)2

〉2 ≥ ~2

4
. (4.141)

Y con esto se construye un operador, A−, análogo al de aniquilación para el oscilador armónico,

de tal forma que

A−ψα(x) ≡ 1

2

(
X

∆X
+ i

P

∆P

)
ψα(x) = αψα(x), α ∈ C. (4.142)

A partir de los operadores X y P , expresados en las Ecs. 4.138 y 4.139, se cumple la siguiente

ecuación de movimiento,

Ẋ = −i~ [X,H] = P/m. (4.143)

Sin embargo, la ecuación de movimiento clásica para P no se cumple ya que el estado coherente

ψα es una superposición de eigenestados de enerǵıa, y, en general, la frecuencia ωc depende de

la enerǵıa. Otra diferencia con el caso armónico, en esta generalización, consiste en que los

operadores de ascenso y descenso, A+
n y A−

n , respectivamente, dependen de manera expĺıcita del

estado n. Y debido a esto, en general, no se cumple que (A−
n )

†
= A+

n . Esta dependencia hace

menos clara la relación de estos estados con los que resultan de la generalización de Perelomov

y Gilmore. Sin embargo, como veremos más adelante, al menos para el potencial de Morse,

existe una equivalencia entre estados coherentes desplazados y estados coherentes de Nieto y

Simmons.

4.4.1. Construcción de estados coherentes para el potencial de Morse

Entre los diversos potenciales a los cuales aplican su método Nieto y Simmons se encuentra el

potencial de Morse [9]. Presentaremos sus resultados por ser el tema de estudio del presente

trabajo. La construcción que hacen no incluye el espectro continuo.
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Utilizando el potencial de Morse en las ecuaciones 4.137 y 4.132, tenemos las siguientes

soluciones,

Xc = exp[βR]−D/(D − E) = A sin(ωct), (4.144)

Pc = mṘβ exp[βR] = mωcA cos(ωct), (4.145)

con

A =
√
DE/(D − E), (4.146)

ωc =
√

2β2(D − E)/m. (4.147)

Entonces las ecuaciones de movimiento para Xc y Pc son

Ẋc = Pc/m, (4.148)

Ṗc = −mω2
cXc = −2β2(D − E)Xc. (4.149)

Los operadores cuánticos X y P están dados por

X = exp[z]−D/(D −H − ε0/4), P =
~β2

2i

(
exp(z)

d

dz
+

d

dz
exp(z)

)
, (4.150)

con z = exp(βR).

En la expresión para X, ε0/4 representa el punto cero de la enerǵıa. Se determinan las

ecuaciones de movimiento, las cuales resultan ser

Ẋ =
−i
~

[X,H] = P/m, (4.151)

Ṗ =
−i
~

[P,H] = −β2 ({X,D −H}+ {exp(z), ε0/4}) , (4.152)

cuyas soluciones son

X(t) = exp (iHt/~)X0 exp (−iHt/~)

= X0 exp (−iω0t)

[
cos (ωHt) +

i

2

√
ε0

D −H
sin (ωHt)

]
+

(
P0/~β2

)
exp (−iω0t)

√
ε0

D −H
sin (ωHt) , (4.153)
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y

P (t) = exp (iHt/~)P0 exp (−iHt/~)

= P0 exp (−iω0t)

[
cos (ωHt)−

i

2

√
ε0

D −H
sin (ωHt)

]
−

(
~β2X0

)
exp (−iω0t)

(
D −H − ε0/4

ε0

)√
ε0

D −H
sin (ωHt) , (4.154)

donde ω0 = ε0/~ y ωH = 2ε0

~

√
D−H

ε0
=
√

2β2

m
(D −H). Aunque no es obvio, los operadores X(t)

y P (t) son hermitianos.

Con estos resultados se procede a encontrar el estado coherente que satisface la ecuación de

eigenvalores que nos interesa (Ec. 4.142), y que se puede expresar como(
X

∆X
+ i

P

∆P

)
ψcs(x) =

(
〈X〉
∆X

+ i
〈P 〉
∆P

)
ψcs(x), (4.155)

y con la relación de incertidumbre de la Ec. 4.141,(
X + i

〈G〉
2 〈∆P 〉2

P

)
ψcs(x) =

(
〈X〉+ i

〈G〉
2 〈∆P 〉2

〈P 〉
)
ψcs(x), G = ~

(
X

′
)2

. (4.156)

Ya que el operadorX involucra aH en el denominador que aparece en su segundo miembro, el

cálculo de G y la solución de la última ecuación son aproximados, y ambos se obtienen mediante

un desarrollo perturbativo. Aśı pues, los estados coherentes obtenidos por Nieto y Simmons

para el potencial de Morse son una aproximación en su propio formalismo. Ésta consiste en lo

siguiente.

Para el caso particular en el cual el estado coherente es el estado base ψ0, la profundidad

pozo es relativamente grande o 〈n〉 << D/ε0, sólo pocos (los primeros) estados de número son

significantes en la construcción del estado coherente. Entonces se realiza la aproximación

(D −H − ε0/4) → (D − 〈E〉 − ε0/4) (4.157)

en el denominador involucrado en el operador X, y este último se reduce a

X = exp(z)−D/(D − 〈E〉 − ε0/4). (4.158)
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El conmutador de X con P resulta ser

[X,P ] = iG = iβ2~ exp(2z). (4.159)

La solución de la Ec. 4.156 es

ψcs = N (C, λ) exp [− (λ− 1/2) z] exp [−C exp(−z)] , (4.160)

N (C, λ) =
√
β (2u)λ−1/2 /

√
Γ (2λ− 1), (4.161)

C = (λ− 1) 〈exp(z)〉+ i 〈P 〉 /~β2 ≡ u+ iv. (4.162)

En las tres expresiones anteriores, λ = N + 1
2
, donde N es el número de estados ligados del pozo

de potencial (no confundir con N (C, λ)).

Podemos expresar este estado coherente aproximado como una superposición de estados de

número, y obtenemos

ψcs =
1

β
N (C, λ)

λ−1/2∑
n=0

N (n, λ)O(n,C, λ) |n〉 , (4.163)

con

O(n,C, λ) =
n∑

j=0

(−1)j

j!

(
2λ− n− 1

n− j

)(
2

1 + C/λ

)N−n+j

Γ(2λ− n− 1 + j). (4.164)

Por último, la relación entre las dispersiones dada en la Ec. 4.141 es para es este caso

(∆X)2 (∆P )2 =

(
u2

2(λ− 1)2(λ− 3/2)

)(
(~β2)

2
u2

2(λ− 3/2)

)
. (4.165)



Caṕıtulo 5

Estados coherentes para el potencial de

Morse

Hemos revisado las diversas generalizaciones de estados coherentes para sistemas anarmónicos.

Asimismo al estudiar el potencial de Morse, es evidente que, por tener un número finito de

estados ligados, el espectro discreto de este potencial no forma un conjunto completo. Por esto,

la construcción de estados coherentes en este caso no es nada trivial, ya que para realizarla de

manera correcta hay que integrar el espectro continuo. Procederemos a construir los estados

coherentes para el potencial de Morse utilizando únicamente el espectro discreto, lo cual es tan

sólo una aproximación. Esta se justifica ya que es precisamente en la parte discreta donde existe

propiamente la molécula. Construimos, pues, estados coherentes -en esta aproximación- en el

formalismo de Gazeau-Klauder, de Manko et al. y de teoŕıa de grupos. Como vimos en la sección

anterior, Nieto y Simmons ya realizaron esta construcción en su formalismo.

57
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5.1. Espectro discreto

5.1.1. Formalismo de Gazeau-Klauder

Encontramos ρn a partir de

En = −D + ~ω
(
n+

1

2

)
− ~ωχ

(
n+

1

2

)2

(5.1)

E0 = −D +
~ω
2

(
1− χ

2

)
(5.2)

en =
En − E0

~ω
= n[1− χ(n+ 1)] (5.3)

Por lo tanto,

ρn =
N−1∏
n=1

n[1− χ(n+ 1)] = n!
N−1∏
n=1

[1− χ(n+ 1)] = n!χn

N−1∏
n=1

(2N + 1− n− 1) (5.4)

= n!χn Γ(2N)

Γ(2N − n)
(5.5)

La propuesta de estado coherente es

|J, γ〉 = N−1(J)
N−1∑
n=0

√
Γ(2N − n)Jn

n!χnΓ(2N)
exp (−ienγ) |n〉 , (5.6)

donde la constante de normalización es

N2(J) =
N−1∑
n=0

JnΓ(2N − n)

n!χnΓ(2N)
(5.7)

Los estados coherentes aśı construidos cumplen los requerimientos (a), (b) y (c) mencionados

en la sección 4.1, pero no el (d). Esto último lo podemos ver fácilmente

A partir de la definición de los estados coherentes de Gazeau-Klauder, de la ecuación 4.4

〈J, γ| Ĥ |J, γ〉 = N−2(J)
∑ ωenJ

n

ρn

, (5.8)

Para que esta expresión cumpla la identidad de acción se tendŕıa que satisfacer que

N−1∑
n=0

ωenJ
n

ρn

=
N−1∑
n=0

ωenJ
n+1

ρn

, (5.9)

lo cual no es posible, y la causa se encuentra en el hecho de que el espectro es finito.
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5.1.2. Formalismo de Manko et al.

En este formalismo no se ajusta la escala de la enerǵıa a diferencia del formalismo anterior

(Gazeau-Klauder). Podemos, por lo tanto, utilizar el hamiltoniano de un oscilador armónico

cuántico deformado incluyendo el vaćıo o no.

En el primer caso utilizamos el hamiltoniano

Ĥ =
1

2
~ω
(
Â†Â+ ÂÂ†

)
(5.10)

Obtenemos

Ĥ |n〉 =
~ω
2

[
f † (n̂) â†âf (n̂) + âf (n̂) f † (n̂) â†

]
|n〉 , (5.11)

y utilizando las ecuaciones 4.40

Ĥ |n〉 =
~ω
2

[
f 2 (n̂) n̂+ f 2 (n̂+ 1) (n̂+ 1)

]
|n〉 . (5.12)

La expresión de En para el potencial de Morse es

En =
~ω
2

[
(2n+ 1)− χ

2
(2n+ 1)2

]
, (5.13)

por lo tanto proponemos

f (n̂) =
√
α+ βn̂, α, β ∈ R. (5.14)

De las dos ecuaciones anteriores, y ajustando el espectro, encontramos

f (n̂) =
√

1− χn̂. (5.15)

Ahora utilizamos el hamiltoniano

Ĥ = ~ωÂ†Â. (5.16)

El procedimiento para encontrar f (n̂) es el mismo que acabamos de realizar y, en este caso,

f (n̂) =
√

1− χ (n̂+ 1) . (5.17)
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Construimos los estados coherentes para el potencial de Morse utilizando estos resultados.

Primero utilizamos el hamiltoniano de la Ec. 5.16,

|α, f〉 = C0

N−1∑
n=0

αn

√
n!
[√

1− χ (n̂+ 1)
]
!
|n〉 , (5.18)

y vemos que
√
n!
[√

1− χ (n̂+ 1)
]
! es la expresión de la ρn en el formalismo de Gazeau-Klauder

para el potencial de Morse; por lo tanto,

|α, f〉 = C0

N−1∑
n=0

√
Γ(2N − n)

n!χnΓ(2N)
αn |n〉 . (5.19)

Para el hamiltoniano de la Ec. 5.10,

|α, f〉 = C0

N−1∑
n=0

αn

√
n!
[√

1− χn̂
]
!
|n〉 (5.20)

= C0

N−1∑
n=0

√
Γ(2N − n− 1)

n!χnΓ(2N − 1)
αn |n〉 . (5.21)

Estos estados coherentes no muestran estabilidad temporal. Sin embargo, si identificamos α de

manera análoga a la forma en que se hace en la construcción de Gazeau-Klauder -un número

complejo en términos de su módulo y su fase-, śı obtenemos f−estados coherentes con estabilidad

temporal.

5.1.3. Formalismo de grupos

En la literatura cient́ıfica de modelos algebraicos está reportada la conexión de los eigenestados

del potencial de Morse con el álgebra su(2), o equivalentemente mediante los estados SU(2) ⊃

SO(2) a través del hamiltoniano [44]:

ĤMorse =
~ω
N

(
J2 − J2

Z

)
=

~ω
2

(
Ĵ+Ĵ− + Ĵ−Ĵ+

)
(5.22)

Los estados coherentes para el potencial de Morse son

|j, ζ〉 = cos2j

(
| ζ |√
N

) j∑
m=−j

[
| ζ |
ζ∗

tan

(
| ζ |√
N

)]j+m

|J,−m〉 (5.23)
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ver en las relaciones de conmutación dadas en las Ecs. 5.34. Podemos definir un operador 2Â3

como

2Â3 =
[
Â(s), Â†(s)

]
= 2sI−

[
Â(s) + Â†(s)

]
. (5.43)

A partir de esta definición encontramos que[
Â3, Â

†
]

= −2Â3,
[
Â3, Â

]
= 2Â3. (5.44)

Estos operadores
{
Â, Â†, Â3

}
no definen un álgebra su(1, 1). Sin embargo, śı forman un álgebra

cerrada y, por lo tanto, un grupo.

A partir del grupo y su álgebra, aśı como de la identificación del estado base |0〉 , construimos

un operador que deje invariante a éste salvo una fase. Definimos un operador en términos de

los generadores del grupo que para |0〉 satisfaga la siguiente ecuación de eigenvalores:(
aÂ† + bÂ+ cÂ3

)
|0〉 = Â0 |0〉 = s |0〉 , a, b, c ∈ R. (5.45)

Los valores para las constantes a, b, y c son

a =
1

2
, b = 0, c = 1. (5.46)

Por lo tanto,

Â0 =
1

2
Â† + Â3. (5.47)

Al aplicar el operador de desplazamiento D(ζ) desentrelazado al estado base |0〉 se obtiene el

estado coherente

|ζ〉 = D(ζ) |0〉 = exp
(
ln
[
1− |ζ|2

]
Â0

)
exp

(
ζÂ†

)
exp

(
ζ∗Â

)
|0〉 . (5.48)

Este estado coherente es prácticamente el obtenido en la Ec. 5.42.

La construcción de estados coherentes para el potencial de Morse en el contexto de super-

simetŕıa incorpora el espectro continuo, pero la forma en que lo hace es discretizándolo, lo que

es obvio a través de los operadores escalera que utiliza.
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Sin embargo, esta suma la restringimos a los términos con significado f́ısico para el potencial de

Morse, donde el número de estados ligados esta dado por N = J . Aśı:

|j, ζ〉 = cos2j

(
| ζ |√
N

)N−1∑
n=0

[
| ζ |
ζ∗

tan

(
| ζ |√
N

)]n

|N, n〉 (5.24)

En esta última expresión se han elegido las m negativas -podŕıan haber sido las positivas-

en la construcción de estados coherentes para SU(2) hecha en la sección 3.3.2.

Funciones generalizadas de Laguerre y la descripción supersimétrica del potencial

de Morse

Como preparativo para estudiar la descripción supersimétrica del potencial de Morse es conve-

niente partir del hamiltoniano de Morse [49]

ĤMorse(s) =
P̂ 2

2m
+ V0

[
s+

1

2
− exp

(
−γX̂

)]2

, (5.25)

donde s, V0 y γ son parámetros reales del potencial e introduciendo operadores adimensionales

x̂ = γX̂, p̂ =
1√

2mV0

P̂ , (5.26)

con γ~/
√

2mV0 = 1, de tal forma que [x̂, p̂] = i y

ĥMorse(s) =
ĤMorse(s)

V0

= p̂2 +

[
s+

1

2
− exp (−x̂)

]2

. (5.27)

Si redefinimos el parámetro s como

s =
α+ 1

2
, (5.28)

el hamiltoniano de la Ec. 5.27 es

ĥMorse(α) = p̂2 +
[α
2

+ 1− exp (−x̂)
]2
. (5.29)

De acuerdo a la teoŕıa de supersimetŕıa en mecánica cuántica (SUSY QM son sus siglas en

inglés) [50] para este potencial se pueden introducir operadores escalera Â (s) y Â† (s), de tal
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manera que Â (s) aniquile el estado base, y el hamiltoniano sea factorizable:

Â (s) |Ψ0 (s)〉 = 0, Ĥ (s) = Â† (s) Â (s) + E0 (s) . (5.30)

Los operadores Â(s) y Â†(s) para el potencial de Morse en SUSY son

Â(s) = s− exp (−x̂) + ip̂, Â†(s) = s− exp (−x̂)− ip̂. (5.31)

La forma en que los operadores supersimétricos extienden el álgebra de Lie es la siguiente:

Â (s+ n) = Â (s) + nI, (5.32)

donde n es un número cualquiera. El álgebra de estos operadores está expresada en los siguientes

conmutadores: [
Â(s+m), Â(s+ n)

]
=

[
Â†(s+m), Â†(s+ n)

]
= 0, (5.33)[

Â(s+m), Â†(s+m)
]

= 2sI−
[
Â(s) + Â†(s)

]
. (5.34)

Los elementos de matriz para los operadores Â(s + k) y Â†(s + k), con k un entero arbitrario,

son

〈m| Â(s+ k) |n〉 =
√
n(2s+m)δm+1,n − (m− k) δm,n, (5.35)

〈m| Â†(s+ k) |n〉 =
√
m(2s+ n)δm,n+1 − (n− k) δm,n, (5.36)

Los estados denominados de pseudo-número están definidos por la siguiente serie infinita:

|0〉 ≡ |Ψ0(s)〉 , |1〉 ≡ C−1
1 Â†(s) |0〉 , · · ·, |n〉 ≡ C−1

n Â†(s+ n− 1) |n− 1〉 · ··, n ∈ N+ (5.37)

con la constante de normalización Cn =
√
n (2s+ n− 1) .

Estos estados de pseudo-número, en términos de la variable y = 2 exp (−x) son

ψn (y) := 〈y| n〉 = C−1
n

(
y +

∂

∂y
+ (s+ n− 1)− y

2

)
ψn−1 (y) , (5.38)
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con ψ0 (y) := 〈y| 0〉 = 1√
Γ(2s)

ys exp (−y/2) . Comparando la Ec. 5.38 con la fórmula de Ro-

drigues para las funciones generalizadas de Laguerre Lα
n(y), los estados de pseudo-número nor-

malizados, en términos de la variable α, son

ψα
n(y) =

Γ (α+ 1)

 n+ α

n

−
1
2

y(α+1)/2 exp (−y/2)Lα
n(y). (5.39)

Esta última ecuación es prácticamente la Ec. (4.110) de la sección anterior.

Utilizando los operadores supersimétricos se define el estado coherente |ζ〉 de manera análoga

al caso del oscilador armónico

|ζ〉 = g (ζ)

{
I +

∞∑
n=1

ζn

n!
Â† (s+ n− 1) · · · Â† (s)

}
|0〉 , ζ ∈ C; (5.40)

donde g (ζ) es una constante de normalización.

La construcción explicita de |z〉 es

|ζ〉 = g (ζ)
∞∑

n=0

√√√√√
 n+ α

n

ζn |n, α〉 , (5.41)

y normalizando

|ζ〉 =
(
1− |ζ|2

)α+1
2

∞∑
n=0

√√√√√
 n+ α

n

ζn |n, α〉 , |ζ| < 1. (5.42)

Estos estados coherentes coinciden con los construidos para el potencial de Morse por Nieto

en su formalismo [9].

Álgebra de los operadores supersimétricos del potencial de Morse

Como Benedict y Molnár mencionan en su trabajo [49], los operadores supersimétricos constru-

idos para el potencial de Morse no son la clase so(2, 1) ∼= su(1, 1) ∼= sp(1, R). Esto lo podemos
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5.2. Espectro completo

En la sección anterior hemos construido estados coherentes para el potencial de Morse, pero

utilizando únicamente el espectro discreto. Ahora incorporaremos el espectro continuo. De esta

manera, nuestra construcción será mejorada. Exploramos esencialmente un par de propuestas. La

primera consiste en los estados desplazados como estados coherentes para el potencial de Morse.

Esta propuesta, como veremos, está relacionada (en el espectro discreto) con la generalización

de Nieto-Simmons y, como ya vimos en el caṕıtulo anterior, con la teoŕıa de grupos. La segunda

propuesta que exploramos se inscribe en el formalismo de Gazeau-Klauder para espectro discreto

y continuo, el cual expusimos en el caṕıtulo cuatro. Y como vimos en la construcción realizada

para el espectro discreto del potencial de Morse, el formalismo de Gazeau-Klauder se puede

empatar con el de Manko et al.

5.2.1. Estados coherentes desplazados para el potencial de Morse

Proponemos definir al estado coherente del potencial de Morse, incorporando tanto el espectro

discreto como el continuo, de la siguiente manera

|N, b〉EDM =
N−1∑
n=0

ζ±N,n |n〉+

∫ ∞

0

ζ±N,E |E〉 dE, (5.49)

donde los coeficientes ζ±N,n y ζ±N,E, para los estados discretos y continuos, respectivamente, son

los coeficientes de Franck-Condon que resultan de proyectar una función de onda vibracional

base de un potencial de Morse, cuando este último es desplazado de su posición de equilibrio,

en términos del conjunto de funciones vibracionales y continuas del nuevo potencial de Morse

desplazado, que es en donde evolucionará. Por construcción, estos estados están normalizados.

La estabilidad temporal no es obvia, aunque tanto los estados del discreto como los del continuo

son eigenfunciones del hamiltoniano de Morse. Las propiedades de estos estados las analizaremos

más adelante. Primero justificaremos esta propuesta de estado coherente.
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Estados desplazados de Morse y su relación con los factores de Franck Condon

En f́ısica molecular el Principio de Franck Condon (PFC) fue establecido clásicamente por J.

Franck en 1925 [56], y con una base cuántica por E. Condon en 1926 [57]. Este principio se

basa en la aproximación de Born-Oppenheimer, es decir, en el hecho de que el movimiento de

los núcleos es mucho más lento que el de los electrones. El PFC establece que un electrón puede

realizar una transición tan rápidamente que los núcleos tienen posiciones y velocidades muy

cercanas a las que teńıan antes de la transición electrónica. Después de ésta, los núcleos se en-

cuentran descritos por la función de onda nuclear original que se ve forzada a evolucionar en el

potencial asociado a la nueva configuración electrónica. A través de este principio se explican

fácilmente el espectro de bandas que presentan moléculas diatómicas, el cual se origina a través

de transiciones electrónicas.

El nuevo potencial difiere del original en alguno o varios de sus parámetros. En el caso en

que la única diferencia apreciable sea la posición de equilibro, se darán las condiciones para

generar los estados coherentes desplazados de Morse. Estos estados resultan de considerar la

representación más cercana al estado vibracional de dicho potencial en términos de sus eigen-

estados -vibracionales y de dispersión– asociados a un potencial idéntico al original salvo un

desplazamiento de su posición de equilibrio [52]. Los estados coherentes desplazados de Morse

son equivalentes a los estados coherentes de Nieto para el potencial de Morse [9], que a su vez

coinciden con la construcción de estados coherentes de Morse en el contexto de supersimetŕıa

en mecánica cuántica [49], y estos últimos son los mismos que resultan de la construcción de

estados coherentes para funciones de Laguerre generalizadas a través de teoŕıa de grupos [48].

Cálculo de los factores de Franck Condon para el potencial de Morse

Los factores de Franck Condon representan la probabilidad de transición de un estado inicial

vibracional a un determinado estado final vibracional o de dispersión, y se definen como el
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Figura 5.1: Transición de Franck Condon.

cuadrado de la integral de traslape entre el estado inicial y el final. Esta integral no es nula debido

a que los estados finales y el original no son ortogonales dada la diferencia entre los parámetros

que caracterizan a los dos potenciales nucleares. En el caso en que ambos potenciales preserven

su forma y unicamente difieran en su posición de equilibrio el factor de Franck Condon es

FFC =
∣∣∣〈j(R′

o) |i(Ro)
〉∣∣∣2 , (5.50)

donde i representa el estado inicial con posición de equilibrio Ro, y j representa el estado final

con posición de equilibrio R
′
o.

Estos factores han sido reportados por diferentes autores tanto para la aproximación armónica

del potencial [59, 60] como para el caso de potenciales de Morse [61, 62, 63, 64, 65]. En este

último, en el caso discreto, la integral de traslape -cuyo módulo al cuadrado es el FFC- entre

un estado vibracional desplazado |Nυ〉 a otro
∣∣Nυ′〉

es

I±N,υ =
C±

N,υ′C
±
N,υ

β

∑
0≤n≤υ

′

0≤m≤υ

(−1)m+n(2N − υ)!(2N − υ
′
)!uN

(
2

1+u

)B
Γ(B)

(υ′ − n)!(υ −m)!(2N − 2υ′ + n)!(2N − 2υ +m)!m!n!
, (5.51)
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donde β es el inverso del alcance del potencial, C±
N,υ′ y C±

N,υ son las constantes de normalización,

u = exp(∓βb), b es el desplazamiento, y B = 2N − υ − υ
′
+ n+m.

Partimos de la función vibracional desplazada, la cual en la representación de coordenadas

es

〈z |N, 0〉b = CN0 exp(∓Nβb)zN exp

[
−z exp(∓βb)

2

]
, CN0 =

√
β

Γ(2N)
cosN (Im[b]) .

(5.52)

Partir de esta función vibracional base desplazada, que evoluciona en un potencial de Morse

no desplazado, es equivalente a considerar la función de onda vibracional no desplazada cuya

evolución ocurre en un nuevo potencial desplazado. Ambas opciones representan al mismo estado

desplazado que hemos propuesto como estado coherente. Por convención utilizamos el estado de

la ecuación 5.52. Entonces la expresión 5.51 se reduce a

ζ±N,υ =
C±

N,υ′C
±
N,0

β

υ
′∑

n=0

(−1)n(2N − υ
′
)!Γ(2N − υ

′
+ n)uN

(υ′ − n)!(2N − 2υ′ + n)!n!

(
2

1 + u

)2N−υ
′
+n

. (5.53)

Cálculos expĺıcitos [52] muestran que para desplazamientos reales b ∼ −0,4β−1 y N = 14

(adecuado por ejemplo para la molécula H2) la representación del estado base vibracional del

potencial de Morse en términos de los estados del nuevo potencial requiere las correcciones

asociadas a estados del continuo .

Los FFC para los estados en el continuo del potencial de Morse tomando como estado inicial

el estado base del mismo desplazado por una cantidad b expresado en la Ec 5.52 requieren evaluar

la integral

〈E |N, 0〉b = CN0CE exp(∓Nβb)
∫ ∞

0

dz

z
exp

(
−z exp(∓βb)

2

)
{ A(ε)1F1 (−N + iε, 2iε+ 1; z) zN+iε + c.c.}, (5.54)

que calculamos con la fórmula [53, 55]∫ ∞

0

dz

z
zρ exp(−sz)1F1(a, b; pz) = s−ρΓ(ρ)2F1

(
a, ρ; b;

p

s

)
. (5.55)
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Por lo tanto la integral expresada en la Eq. 5.54 es

ζ±N,E = 〈E |N, 0〉b = CN0CE exp(∓Nβb){ Γ(−2iε)

Γ(−N − iε)
Γ(N + iε)xN+iεF21(−N + iε,N + iε; 2iε+ 1; x)

+
Γ(2iε)

Γ(−N + iε)
Γ(N − iε)xN−iεF21(−N − iε,N − iε;−2iε+ 1; x)

}
, (5.56)

donde x =
(

2
1+exp(∓βb)

)
. Utilizando la definición para las funciones hipergeométricas [54], este

último resultado se reescribe

CN0CE2iε exp(∓Nβb)
∣∣∣∣ Γ(2iε)

Γ(−N + iε)

∣∣∣∣2 {
xN+iε

∞∑
k=0

Γ(k −N + iε)Γ(k +N + iε)

Γ(1 + k + 2iε)Γ(k + 1)
xk

− xN−iε

∞∑
k=0

Γ(k −N − iε)Γ(k +N − iε)

Γ(1 + k − 2iε)Γ(k + 1)
xk
}
.(5.57)

La integral de traslape, en la escala de ε, es

ζ±N,ε =
iε√

2πΓ(2N)
exp(∓Nβb)

∣∣∣∣ Γ(2iε)

Γ(−N + iε)

∣∣∣∣{
xN+iε

∞∑
k=0

Γ(k −N + iε)Γ(k +N + iε)

Γ(1 + k + 2iε)Γ(k + 1)
xk

− xN−iε

∞∑
k=0

Γ(k −N − iε)Γ(k +N − iε)

Γ(1 + k − 2iε)Γ(k + 1)
xk
}
. (5.58)

Es evidente que los FFC del espectro continuo, expresados en las series anteriores, tienen

valores divergertes para desplazamientos positivos (b > 0).

A continuación presentamos algunas gráficas relacionadas con estos coeficientes. Primero

mostramos diversos FFC de las funciones continuas para distintos desplazamientos. Después

reproducimos la función de onda vibracional desplazada en términos de las funciones del espec-

tro completo del mismo potencial de Morse sin desplazar. Finalmente, presentamos el compor-

tamiento del parámetro x en función de un desplazamiento imaginario.
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Figura 5.2: Gráficas de los FFC para los estados de dispersión en función de ε, y diversos

desplazamientos: i) b = −0,4β−1, ii) b = (−0,4 + 0,01i)β−1, iii) b = (−0,4 + 0,05i)β−1 y b =

(−0,4 + 0,1i)β−1.
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Figura 5.3: Gráficas relacionadas con la función de onda vibracional desplazada (b = −0,4β−1):

i) Superposición de la función de onda desplazada (ĺınea verde) y la contribución de las eigenfun-

ciones del espectro discreto del potencial de Morse sin desplazar (ĺınea roja), y ii) Superposición

de la diferencia (ĺınea roja) entre la gráficas anteriores y la contribución de las eigenfunciones

del espectro continuo del potencial de Morse sin desplazar (ĺınea azul).
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Figura 5.4: Gráficas del comportamiento del factor x en términos de la parte imaginaria de b.

En i y ii consideramos Re[b] = −0,01β−1, mientras que en iii y iv Re[b] = −0,4β−1.
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Comparación de los estados desplazados y los estados coherentes de Nieto-Simmons

Los coeficientes de Franck Condon que obtuvimos anteriormente están calculados en términos

de un desplazamiento de la función vibracional base. Estos coeficientes, como ya mencionamos,

son los mismos -aunque con diferente expresión- que los que resultan de proyectar la función

base vibracional en términos de las eigenfunciones de un potencial de Morse desplazado, cuyo

cálculo expĺıcito es, en el caso discreto, el siguiente:

ζ±N,υ =
C±

N,υ
′C

±
N,0

β

υ
′∑

n=0

(−1)n(2N − υ
′
)!Γ(2N − υ

′
+ n)uN−υ

′
+n

(υ′ − n)!(2N − 2υ′ + n)!n!

(
2

1 + u

)2N−υ
′
+n

. (5.59)

Estos coeficientes son los mismos coeficientes de la construcción de estados coherentes para el

potencial de Morse hecha por Nieto y Simmons, que volvemos a escribir:

O(n,C, λ) =
n∑

j=0

(−1)j

j!

(
2λ− n− 1

n− j

)(
2

1 + C/λ

)N−n+j

Γ(2λ− n− 1 + j). (5.60)

Aśı, hemos mostrado que la propuesta de estados coherentes como estados desplazados para

el potencial de Morse coinciden tanto con la construcción de Nieto como con la de Benedict y

Molnár en la parte discreta.

5.2.2. Estados coherentes para el potencial de Morse en el formalis-

mo de Gazeau-Klauder

Dentro del formalismo de Gazeau-Klauder, proponemos la definición de estado coherente para

el potencial de Morse como

|J, γ〉 = a1(J)
N−1∑
n=0

√
Γ(2N − n)Jn

n!χnΓ(2N)
exp (−ienγ) |n〉

+ a2(J) exp(−iφ)

∫ ∞

0

1

f(E)
exp (−iEγ) |E〉 dE. (5.61)

Como mencionamos en la subsección 4.1.3., la construcción de Gazeau-Klauder para el espec-

tro discreto-continuo no es completa dentro de sus requerimientos. Sin embargo, esta propuesta
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que hacemos tiene como base su trabajo, pero con ligeras diferencias. La continuidad del estado

coherente expresado en la Eq. 5.61 está garantizada, ya que es la suma de dos tipos de estados,

discretos y continuos, que se encuentran en subespacio diferentes en los cuales son continuos.

Hemos mantenido el mismo parámetro de acción J en ambos términos, con el propósito de

obtener expĺıcitamente la identidad de acción. Las constantes a1(J) y a2(J) no son más que las

funciones escalares (que ya no dependen de γ) por determinar en la Eq. 4.33. El cálculo expĺıcito

de las constantes a1(J) y a2(J) están en el apéndice C, y se obtienen de la normalización del

estado coherente y de la identidad de acción, es decir,

〈J, γ |J, γ〉 = 1, (5.62)

〈J, γ |H| J, γ〉 = J~ω. (5.63)

Mantenemos la fase φ propuesta por Gazeau y Klauder, para eliminar elementos matriciales

no diagonales. Y ahora justificaremos los factores involucrados tanto en la suma de estados

discretos como en la integral de estados continuos. Es evidente que partimos del estado coherente

aproximado que ya determinamos en 5.1.1. A éste le incorporamos el continuo de la siguiente

manera.

En el estado coherente de la Ec. 5.6, hacemos una identificación de n → N − iε, en los

términos de la suma excepto en el factor exponencial, de tal forma que el estado coherente

manifieste estabilidad temporal. En la integral de la Ec. 5.61 aparece una función que se puede

determinar a partir de los coeficientes de Franck-Condon que calculamos anteriormente, con la

misma identificación n→ N − iε. Aśı, identificamos a la función f(E)

1

f(E)
=

1

f (ε)

√
dE

dk
, con ε =

√
2µE/β~ =

k

β
, (5.64)

y donde

1

f (ε)
=

(−1)NΓ(N + 1− iε)

2 cosh (πε)

√
Γ(N + iε)JN−iε

Γ(N + 1− iε)χN−iεΓ(2N)
. (5.65)

En este caso, s = J , pero el término en la integral, evidentemente, no es JE sino JN−iε.

La constante γ garantiza la estabilidad temporal.
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Figura 5.5: Comportamiento de |a1(J)| en función de J .

Ahora sólo definimos los coeficientes de Gazeau-Klauder, los cuales sólo nos dan el peso de

cada estado vibracional y de dispersión en el estado coherente, como

ζGK
N,n =

√
Γ(2N − n)Jn

n!χnΓ(2N)
exp(−iγen), (5.66)

ζGK
N,E =

1

f(E)
exp (−iEγ) . (5.67)

En las gráficas siguientes vemos el comportamiento del módulo al cuadrado de los coeficientes

anteriores para los estados continuos en función de ε, para cuatro diferentes J . Esto es

CGKε =
∣∣ζGK

N,ε

∣∣2 . (5.68)

En todas ellas el comportamiento es similar, aunque por supuesto para J mayores los coeficientes

tienen valores más significativos. Esto último es obvio, ya que estamos en un régimen donde el

espectro continuo juega un papel más relevante.

Aunque estos coeficientes no tiene un significado f́ısico salvo el que mencionamos -peso de

las eigenfunciones- notamos que la incorporación de los estados del continuo en la contrucción

de Gazeau-Klauder es significativamente diferente a la que surge de los estados desplazados.
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Figura 5.6: Gráficas de los CGKε para i) J = 0,01, ii) J = 0,5, iii) J = 1 y iv) J = 2.
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5.2.3. Evolución en el espacio de fase y dispersiones de los estados

coherentes de Morse

Una vez que hemos hecho la construcción de estados coherentes moleculares para el potencial de

Morse incorporando el espectro continuo, en dos formalismos distintos, es necesario estudiar sus

propiedades. Con esto nos referimos a la evolución en el espacio fase de los valores medios de la

posición y el momento, aśı como también a la evolución temporal de sus dispersiones. En primer

lugar, debemos comparar con el caso armónico, en el cual la evolución en el espacio fase ocurre

en una elipse cerrada, y se trata de estados de mı́nima dispersión. Sabemos que no es el caso del

potencial de Morse; sin embargo, queremos saber qué tanto se parece. Nos interesa, asimismo,

ver de qué manera influye la incorporación del continuo en nuestros estados y estudiar casos

ĺımites. Por último, también es importante el estudio comparativo de las dos construcciones que

hicimos.

Estados desplazados de Morse

A partir de la defición del estado desplazado de Morse (EDM) como estado coherente, el valor

esperado de un operador cuántico Ô es

EDM 〈N, b| Ô |N, b〉EDM =
N−1∑
m=0

N−1∑
n=0

ζ∗±N,mζ
±
N,n exp

(
i
εmt

~

)
exp

(
−iεnt

~

)
〈m| Ô |n〉

+

∫ ∞

0

∫ ∞

0

ζ∗±N,E1
ζ±N,E2

exp

(
i
E1t

~

)
exp

(
−iE2t

~

)
〈E1| Ô |E2〉 dE1dE2

+ 2Re

[
N−1∑
n=0

∫ ∞

0

ζ∗±N,Eζ
±
N,n exp

(
i
Et

~

)
exp

(
−iεnt

~

)
〈E| Ô |n〉 dE

]
(5.69)

Los operadores que nos interesan son el valor medio de la diferencia entre la posición y la

posición de equilibrio R − R0, el momento esperado p, valor cuadrático medio de la diferencia

entre la posición y la posición de equilibrio (R−R0)
2 y el momento cuadrático medio p2. Los
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elementos de matriz para estos operadores están dados en el apéndice B.

El modelo de estados desplazados es aplicable en un intervalo de desplazamientos alrededor

de −0,4β−1 para el caso real. De hecho, un desplazamiento de −β−1 ya no es f́ısico. Si hay

desplazamientos con parte imaginaria, ésta debe estar alrededor de 0.1 (en unidades naturales).

Una vez incorporando el continuo, los valores esperados se mantienen dentro de la misma región,

pero con trayectorias algo distintas. En el caso de desplazamientos con parte imaginaria, toman-

do 0.1 como máximo, la trayectoria en el espacio fase es muy diferente, y la región aumenta. Las

dispersiones aumentan mucho si los desplazamientos no son puramente reales.

En todas nuestras gráficas de dispersiones y evolución en el espacio fase de los valores es-

perados 〈X(t)〉 y P 〈(t)〉, las curvas rojas se refieren al estado coherente que incorpora tanto

el espectro discreto como el continuo, y las curvas azules son las del estado coherente que sólo

utiliza el espectro discreto.

En todas las construcciones de Gazeau-Klauder hemos utilizado los siguentes valores para

las dos fases involucradas: φ = 0 y γ = 1. Asimismo, la unidad de longitud corresponde a la

unidad natural del potencial de Morse, es decir, [L] = β−1. Tomamos como unidad de masa dos

veces la masa reducida del sistema, [M ] = 2µR. Y, finalmente, el valor de la constante de Planck

para en nuestros cálculos numéricos es

~ =
1,054

16,7076
, (5.70)

lo que implica que la escala de tiempo es

[T ] =

[
2µR

mp

][
β−2(
1Å
)2
]

10−14s, (5.71)

donde mp es la masa del protón. Para el caso de la molécula de hidrógeno,

[T ] ∼ 10−14s, (5.72)

lo que en nuestros cálculos significa decenas de femtosegundos.
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Figura 5.7: Gráficas de la evolución temporal en las dispersiones dx, dp y su producto,

dxdp/ (~/2), aśı como de la evolución de los valores esperados < X(t) > y < P (t) >, con

un desplazamiento b = −0,4β.
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Figura 5.8: Gráficas de la evolución temporal en las dispersiones dx, dp y su producto,

dxdp/ (~/2), aśı como de la evolución de los valores esperados < X(t) > y < P (t) >, con

un desplazamiento b = −0,4β + 0,01i.
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Figura 5.9: Gráficas de la evolución temporal en las dispersiones dx, dp y su producto,

dxdp/ (~/2), aśı como de la evolución de los valores esperados < X(t) > y < P (t) >, con

un un desplazamiento b = −0,4β + 0,05i.
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Figura 5.10: Gráficas de la evolución temporal en las dispersiones dx, dp y su producto,

dxdp/ (~/2), aśı como de la evolución de los valores esperados < X(t) > y < P (t) >, con

un desplazamiento b = −0,15β.
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Figura 5.11: Gráficas de la evolución temporal en las dispersiones dx, dp y su producto,

dxdp/ (~/2), aśı como de la evolución de los valores esperados < X(t) > y < P (t) >, con

un desplazamiento b = −0,15β + 0,01i.
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Estados coherentes en el formalismo Gazeau-Klauder

De manera análoga a la que procedimos con los estados desplazados, ahora hacemos los mismos

cálculos para el estado coherente en el formalismo de Gazeau-Klauder. Entonces el valor esperado

de un operador cuántico Ô es

GK 〈J, γ| Ô |J, γ〉GK = |a1(J)|2
N−1∑
m=0

N−1∑
n=0

ζ∗GK
N,m ζGK

N,n exp

(
i
εmt

~

)
exp

(
−iεnt

~

)
〈m| Ô |n〉

+ |a2(J)|2
∫ ∞

0

∫ ∞

0

ζ∗GK
N,E1

ζGK
N,E2

exp

(
i
E1t

~

)
exp

(
−iE2t

~

)
〈E1| Ô |E2〉 dE1dE2

+ 2Re

[
a∗2(J)a1(J)

N−1∑
n=0

∫ ∞

0

ζ∗GK
N,E ζGK

N,n exp

(
i
Et

~

)
exp

(
−iεnt

~

)
〈E| Ô |n〉 dE

]
,

(5.73)

En la construcción de Gazeau-Klauder el análogo al desplazamiento en los estados desplaza-

dos es el parámetro J , relacionado con la acción. Sin embargo, la f(E) propuesta tiene un

comportamiento distinto a los CFC. Por el propio comportamiento de la a1(J) nos interesan

estados coherentes de Gazeau-Klauder alrededor de J = 2. Este último caso, que es más intere-

sante que J = 1 porque en éste último no hay cambios muy significativos del estado coherente

–aunque śı visibles-, mantiene las formas de las dispersiones, pero aumentándolas de manera

análoga al estado desplazado con b = −0,4β. Aunque una diferencia importante es que el área

del espacio fase de un estado de GK, con J = 2, es aproximadamente 4 veces mayor a un estado

desplazado b = −0,4β.
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Figura 5.12: Gráficas de la evolución temporal en las dispersiones dx, dp y su producto,

dxdp/ (~/2), y de la evolución de los valores esperados < X(t) > y < P (t) >, para J = 0,5.
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Figura 5.13: Gráficas de la evolución temporal en las dispersiones dx, dp y su producto,

dxdp/ (~/2), y de la evolución de los valores esperados < X(t) > y < P (t) >, para J = 1.
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Figura 5.14: Gráficas de la evolución temporal en las dispersiones dx, dp y su producto,

dxdp/ (~/2), y de la evolución de los valores esperados < X(t) > y < P (t) >, para J = 2.
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Figura 5.15: Gráficas de la evolución temporal en las dispersiones dx, dp y su producto,

dxdp/ (~/2), y de la evolución de los valores esperados < X(t) > y < P (t) >, para J = 0,01.



Caṕıtulo 6

Conclusiones

Hemos construido dos generalizaciones de estados coherentes para el potencial de Morse in-

cluyendo tanto el conjunto de eigenfunciones del espectro discreto, lo que ya ha sido amplia-

mente explorado en la literatura, como el conjunto de eigenfunciones del espectro continuo.

Los estados desplazados de Morse, que son paquetes moleculares generados a través de tran-

siciones de Franck Condon, son tan completos como el conjunto de eigenfunciones del potencial

de Morse, y son viables, dentro de ciertos intervalos en sus parámetros, teórica y experimen-

talmente. La incorporacion de las eigenfunciones del espectro continuo, que es en principio una

mejor construcción teórica, nos permite concluir que los desplazamientos a realizar deben ser en

la dirección adecuada, es decir, en aquella donde el modelo de potencial tiene significado f́ısico

y representa un sistema molecular. Por otra parte, al considerar desplazamientos imaginarios,

lo que no es otra cosa que cambio en el momento, también encontramos un intervalo de validez

del modelo. De hecho, estos estados coherentes desplazados presentan resonancias a determina-

dos cambios en el momento -desplazamientos imaginarios-, cuando éstas son múltiplos impares

de π (en las unidades que utilizamos). La estabilidad temporal de los estos estados coherentes

moleculares no es evidente, sin embargo, su trayectoria en el espacio fase se mantiene en una

zona definida del mismo. Los casos estudiados de estados desplazados no presentan compresión
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(squeezing).

La construcción de Gazeau-Klauder que hicimos es fundamentalmente teórica; no es clara su

viabilidad experimental. Sin embargo, la incorporación del continuo también presenta intervalos

de validez y mejoran la construcción puramente discreta. Es claro que esta construcción tiene

en lo fundamental las caracteŕısticas del caso armónico. La traducción de estos estados a un

sistema f́ısico real se encuentra en el parámetro J, el cual está relacionado con la acción. Hay,

sin embargo, una diferencia entre el caso armónico y estos estados de Gazeau-Klauder. Estos

últimos, por construcción, cumplen una identidad que es, en el caso armónico, la de acción. Em-

pero para el potencial de Morse la acción no es precisamente el parámetro J de la construcción,

sino un parámetro I bien definido que diverge para la incorporación de las eigenfunciones del

espectro continuo. Es decir,

J 6= I. (6.1)

Esto último lo vemos más claramente a través del hamiltoniano. En el caso armónico, para la

base de estados coherentes, el hamiltoniano se puede expresar en términos del parámetro J que

śı representa la acción como

H = J, J = |α|2 ; (6.2)

pero para el potencial de Morse el hamiltoniano no depende lineal sino cuadráticamente de la

acción. A diferencia de las estados desplazados, los estados coherentes de Gazeau-Klauder śı pre-

sentan compresión (squeezing) en todos los casos estudiados aqúı.

La incorporación de las eigenfunciones del espectro continuo del potencial es una mejora muy

significativa a las construcciones reportadas en la literatura, incluyendo a la que se hace a través

de SUSY. Además, estos estados son interesantes porque abren la posibilidad de incorporar los

estados del continuo, pero evitando la disociación molecular.

Una posible ampliación de este trabajo consiste en que, para el caso de estados desplazados

moleculares, el paquete de onda electrónico original puede no ser transferido completamente a

otros paquetes electrónicos (como aqúı se consideró), y entonces, al tener una fracción en el



91

original estado electrónico, se presentaŕıa entrelazamiento cuántico entre los dos estados elec-

trónicos con sus respectivos estados vibracionales. Aśı, los estados coheretes moleculares podŕıan

ser útiles en información cuántica. Como aqúı hemos considerado al estado electrónico original

en el estado base vibracional, estos estados desplazados moleculares entrelazados seŕıan

|EDM〉 = χ |↓〉 |0〉+ δ |↑〉 |EDM∗〉 (6.3)

También es posible que la extensión de estos conceptos a más dimensiones permita estudiar

sistemas caóticos en el régimen cuántico.

Pero ante todo es necesario aplicar estas construcciones en el estudio de la dinámica molecular

de sistemas describibles por el potencial de Morse.
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Apéndice A

Polinomios generalizados de Laguerre

La definición de los polinomios generalizados de Laguerre es

Lα
n(y) =

1

n!
y−α exp(y)

dn

dyn

[
yn+α exp(−y)

]
=

n∑
m=0

(−1)m

 n+ α

n−m

 ym

m!
, (A.1)

donde

 p

n

 = p(p−1)···(p−n+1)
1·2·3···n ,

 p

0

 = 1 y L0
n(y) = Ln(y).

Estos polinomios satisfacen la ecuación diferencial[
y
d2

dy2
+ (α− y + 1)

d

dy
+ n

]
Lα

n(y) = 0, (A.2)

y las relaciones de recurrencia

(n+ 1)Lα
n+1(y)− (2n+ α+ 1− y)Lα

n(y) + (n+ α)Lα
n−1(y) = 0, (A.3)

y
d

dy
Lα

n(y) = nLα
n(y)− (n+ α)Lα

n−1(y). (A.4)

Definiendo las funciones generalizadas de Laguerre como

ψα
n(y) =

√
n!yα+1 exp (−y)
Γ (n+ α+ 1)

Lα
n (y) , α > −1, (A.5)
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Estas funciones, ψα
n(y), satisfacen la siguente condición de ortonormalidad:∫ ∞

0

ψα
n(y)ψα

n′(y)y−1dy = δnn′ . (A.6)

Podemos expresar la Ec. A.2 en términos de ψα
n(y) como[

y
d2

dy2
+

1

4

(
2α+ 2− y +

1− α2

y

)
+ n

]
ψα

n(y) = 0, (A.7)

y la relación de recurencia definida en la Ec. A.3

√
(n+ α+ 1) (n+ 1)ψα

n+1(y) +
√

(n+ α)nψα
n−1(y)− (2n+ α+ 1− y)ψα

n(y) = 0. (A.8)



Apéndice B

Elementos de matriz para el potencial

de Morse

El espectro completo de Morse incluye, como se menciona en el caṕıtulo 3, una parte discreta

y una continua. La evolución temporal de los valores esperados de la posición y el momento,

aśı como la evolución de las dispersiones, para los estados coherentes requiere la determinación

de los elementos de matriz para los operadores X̂, X̂2, p̂ y p̂2, los cuales son de tres tipos:

elementos de matriz entre estados vibracionales, elementos de matriz de traslape entre estados

vibracionales y de dispersión, y elementos de matriz entre estados de dispersión.

B.1. Elementos de matriz entre estados vibracionales.

Estos elementos están reportados en un trabajo de Sage [66], en donde se obtienen a partir de

la siguiente relación

〈
n+ j

∣∣zλ
∣∣n〉 = CN,n+jCN,n

n∑
l=0

(
l − λ

l + j

)(
l + j − λ

l

)
Γ(2N + λ− n− j − l)/(n− l)!, (B.1)
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y aqúı CN,n+j y CN,n son las constantes de normalización de los estados vibracionales |n+ j〉 y

|n〉, respectivamente; N es el número de estados vibracionales del pozo; z es la variable natural

del potencial de Morse, y λ es un entero positivo.

Los elementos de matriz para (R−R0)
m se determinan en función de zλ a partir de

(R−R0)
m = (−1/β)m(d/dλ)m(z/2a)λ |λ=0 . (B.2)

De tal forma que los elementos de matriz diagonales asociados a la posición son

〈n |R−R0|n〉 =
1

β
ln(2a)−

C2
N,n

β

n∑
l=0

Γ(2N − n− l)

(n− l)!
{2 [ψ(1)− ψ(l + 1)] + ψ(2N − n− l)} ,

(B.3)

donde ψ(x) = Γ
′
(x)/Γ(x) =

(
∂Γ(x)

∂x

)
/Γ(x) es la función digamma. Y los elementos no diagonales

están dados por

〈n+ j |R−R0|n〉 =
1

β
CN,n+jCN,n

(−1)j+1

j

n∑
l=0

Γ(2N − n− j − l)

(n− l)!
. (B.4)

Por otra parte, los elementos de matriz para el operador de momento p vienen dados por

〈n+ j |p|n〉 = iβ~CN,n+jCN,n(−1)j+1(1− δj,0)
Γ(2N − n− j + 1)

2Γ(n+ 1)
, (B.5)

relación que se determina a partir de

〈n+ j |[R,H]|n〉 =
i~
µ
〈n+ j |p|n〉 . (B.6)

Los elementos de matriz asociados al cuadrado del operador de posición se determinan me-

diante la relación dada por la Ec. B.1 , y utilizando la expresión dada por la Ec. B.2, y aśı los

elementos diagonales son

〈
n
∣∣∣(R− R̄0

)2∣∣∣n〉 =
C2

N,n

β2

n∑
l=0

Γ(2N − n− l)

(n− l)!

{
2ψ

′
(l + 1) + ψ

′
(2N − n− l)

− 2ψ
′
(1) + [2ψ(1)− 2ψ(l + 1) + ψ(2N − n− l)]

}
, (B.7)
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en donde ψ
′
(x) = ∂

∂x
ψ(x) es la función trigamma, y R̄0 = R0 + 1

β
ln(2a). Los elementos de matriz

no diagonales son〈
n+ j

∣∣∣(R− R̄0

)2∣∣∣n〉 =
2(−1)j

j

C2
N,n+jC

2
N,n

β2

n∑
l=0

Γ(2N − n− j − l)

(n− l)!
{ψ(j + 1)

+ψ(j) + ψ(2N − j − n− l)− ψ(l + 1) + ψ(l + j + 1)} . (B.8)

En los dos últimos casos, utilizamos la variable R̄0 ya que el cálculo es más limpio. Y al

momento de calcular las dispersiones podemos seguir utilizando esta variable, y recordar que〈
i
∣∣R− R̄0

∣∣ j〉 = 〈i |R−R0| j〉+
1

β
〈i |ln(2a)| j〉 , (B.9)

y lo mismo sucede en elementos de matriz del continuo, y del discreto-continuo.

Para determinar los elementos de matriz del operador p2 se utiliza el hamiltoniano, el cual

tiene como eigenfunciones a los estados vibracionales, y la relación de Sage expresada en la Ec.

B.1,

p2 = 2µ (H − U(R)) . (B.10)

Los elementos diagonales de p2 son〈
n
∣∣p2
∣∣n〉 = β2~2(N − n)

(
n+

1

2

)
, (B.11)

y los no diagonales son〈
n+ j

∣∣p2
∣∣n〉 = (−1)j β

2~2

2

[2nj + j(j + 1)− (2N + 1)(j − 1)]} . (B.12)

B.2. Elementos de matriz entre estados vibracionales y

de dispersión.

Para determinar estos elementos en los operadores que nos interesan
(
X̂, X̂2, p̂ y p̂2

)
, y tam-

bién los que involucran exclusivamente estados de dispersión, se requiere obtener los elementos
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de matriz para un operador definido como

zr (log z)s , (B.13)

con r y s números enteros mayores o iguales a cero. Matsumoto los reporta en un trabajo, pero

su resultado tiene un error (lo que es evidente ya que obtiene cantidades imaginarias cuando

los valores esperados son reales). El procedimiento para obtener los elementos de matriz es,

simplemente, calcular el traslape del operador genérico anterior entre un estado de dispersión

|E〉 y uno vibracional |n〉 . Esto es

〈n| zr (log z)s |E〉 . (B.14)

Primero determinamos el elemento de matriz

〈n| zr |E〉 , (B.15)

el cual queda expresado por la integral

〈n| zr |E〉 =
CECN,nA (ε)

β

∫ ∞

0

zρ2−1 exp (−z)L2bn
n (z)1F1 (−N + iε, 1 + 2iε; z) dz + c.c., (B.16)

donde ρ2 = r + bn + iε.

Esta integral se calcula con la fórmula siguiente∫ ∞

0

zρ−1 exp (−tz)Lα
ν (pz)1F1 (c, d; qz) dz = t−ρ Γ (α+ ν + 1) Γ (ρ)

Γ (α+ 1) ν!
F2

(
ρ,−ν, c;α+ 1, d;

p

t
,
q

t

)
,

(B.17)

y el resultado buscado es

〈n| zr |E〉 =
CECN,n

β

Γ (2bn + n+ 1)A (ε)

Γ (2bn + 1)
Γ(ρ2)3F2 (ρ2,−n,−N + iε; 2bn + 1, 1 + 2iε; 1, 1) + c.c.

(B.18)

Con este último resultado podemos determinar el elemento de matriz expresado en la Ec.

B.14, ya que

〈n| zr (log z)s |E〉 =
ds

dρs
2

(
CECN,nA {ε)

β

∫ ∞

0

zρ2−1 exp (−z)L2bn
n (z)1F1 (−N + iε, 1 + 2iε; z) dz

}
+c.c.,
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es decir,

〈n| zr (log z)s |E〉 =
ds

dρs
2

{
CECN,nA (ε}

β
Γ(ρ2)3F2 (ρ2,−n,−N + iε; 2bn + 1, 1 + 2iε; 1, 1)

}
+ c.c.

=
ds

dρs
2

{
CECN,nA (ε)

β

n∑
k=0

Γ(ρ2 + k (−n)k (−N + iε)k

k! (2bn + 1)k (1 + 2iε)k

}
+ c.c. (B.19)

A partir de este último resultado podemos determinar los fácilmente los siguientes elementos

de matriz

〈
n
∣∣(R− R̄0

)∣∣E〉 = − 1

β

d

dρ2

{
CECN,nA (ε)

β

n∑
k=0

Γ (ρ2 + k) (−n)k (−N + iε)k

k! (2bn + 1)k (1 + 2iε)k

}
+ c.c.(B.20)

〈
n
∣∣∣(R− R̄0

)2∣∣∣E〉 =
1

β2

d2

dρ2
2

{
CECN,nA (ε)

β

n∑
k=0

Γ (ρ2 + k) (−n)k (−N + iε)k

k! (2bn + 1)k (1 + 2iε)k

}
+ c.c.,(B.21)

en las dos últimas expresiones ρ2 = bn + iε

Utilizando la defiición de ψ(x), es trivial mostrar que

d2Γ(x)

dx2
= Γ(x)

[
ψ(2) (x) + ψ(1) (x)

]
, (B.22)

y las ecuaciones anteriores son

〈
n
∣∣(R− R̄0

)∣∣E〉 = − 1

β

CECN,nA (ε)

β

n∑
k=0

Γ (ρ2 + k)ψ(1) (ρ2 + k) (−n)k (−N + iε)k

k! (2bn + 1)k (1 + 2iε)k

+ c.c.

(B.23)〈
n
∣∣∣(R− R̄0

)2∣∣∣E〉 =
1

β2

CECN,nA (ε)

β

n∑
k=0

{
Γ (ρ2 + k) (−n)k (−N + iε)k

k! (2bn + 1)k (1 + 2iε)k[
ψ(2) (ρ2 + k) + ψ(1) (ρ2 + k)

]}
+ c.c., (B.24)

con ρ2 = bn + iε.

Ahora con ayuda del conmutador expresado en la Ec. B.6 obtenemos

〈n |p|E〉 =
−iµ
~
〈n |[R,H]|E〉 =

iµ

~
(En − E) 〈n |R|E〉

〈n |p|E〉 = − 1

β

iµ

~
(En − E)

{
CECN,nA (ε)

β

n∑
k=0

Γ (ρ2 + k)ψ(1) (ρ2 + k) (−n)k (−N + iε)k

k! (2bn + 1)k (1 + 2iε)k

+ c.c.

}
(B.25)
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Para determinar los elementos de matriz de p2 utilizamos el hamiltoniano, de tal forma que

〈
n
∣∣p2
∣∣E〉 = −2µ 〈n |U (R)|E〉

= −2µD 〈n |exp [−2β (R−R0)]− 2 exp [−β (R−R0)]|E〉 , (B.26)

y como

D =
β2~2

2µ

(
N +

1

2

)2

, (B.27)

entonces

〈
n
∣∣p2
∣∣E〉 = −β2~2

(
N +

1

2

)2

〈n |exp [−2β (R−R0)]− 2 exp [−β (R−R0)]|E〉

= −β2~2

(
N +

1

2

)2 [
1

(2a)2

〈
n
∣∣z2
∣∣E〉− 1

a
〈n |z|E〉

]
. (B.28)

Es decir,

〈
n
∣∣p2
∣∣E〉 = −β2~2

(
N +

1

2

)2
CECN,nA (ε)

β

{
1

(2a)2

n∑
k=0

Γ (1 + bn + iε+ k) (−n)k (−N + iε)k

k! (2bn + 1)k (1 + 2iε)k

−1

a

n∑
k=0

Γ (bn + iε+ k) (−n)k (−N + iε)k

k! (2bn + 1)k (1 + 2iε)k

}
+ c.c. (B.29)

B.3. Elementos de matriz entre estados de dispersión.

Al igual que en el apartado anterior, nos interesa determinar los elementos de matriz del operador

genérico zr (log z)s, pero entre estados de dispersión. Esto es

〈E1| zr (log z)s |E2〉 . (B.30)
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La integral a evaluar es

〈E1| zr |E2〉 =

CE1CE2

β

{
A(ε)A(η)

∫ ∞

0

zi(ε+η)+r−1 exp (−z)1 F1 (−N + iε, 1 + 2iε; z)1 F1 (−N + iη, 1 + 2iη; z) dz

+ A(ε)A∗(η)

∫ ∞

0

zi(ε−η)+r−1 exp (−z)1 F1 (−N + iε, 1 + 2iε; z)1 F1 (−N − iη, 1− 2iη; z) dz

}
+ c.c.

(B.31)

Aqúı utilizamos la misma notación de Matsumoto

ρ3 = i (ε+ η) + r, (B.32)

ρ4 = i (ε− η) + r; (B.33)

ε y η se refieren a E1 y E2, respectivamente, de la siguiente manera

ε =
√

2µE1/β~, (B.34)

η =
√

2µE2/β~; (B.35)

sin embargo, esto último es simétrico si cambiamos ε por η. En nuestros cálculos, utilizamos la

convención expresada en las Ecs. B.34 y B.35.

Utilizando la fórmula∫ ∞

0

exp (−tz) zρ−1F (a, b; pz)F (c, d; qz) dz = t−ρΓ (ρ)3 F2

(
ρ, a, c; b, d;

p

t
,
q

t

)
, (B.36)

determinamos

〈E1| zr |E2〉 =
CE1CE2

β
{A(ε)A(η)Γ (ρ3)3 F2 (ρ3, iε−N, iη −N ; 1 + 2iε, 1 + 2iη; 1, 1)

+ A(ε)A∗(η)Γ (ρ4)3 F2 (ρ4, iε−N,−iη −N ; 1 + 2iε, 1− 2iη; 1, 1)}+ c.c.,

(B.37)
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y utilizando la definición de la función trigonométrica,

〈E1| zr |E2〉 =
CE1CE2

β

{
A(ε)A(η)

∞∑
k=0

Γ (ρ3 + k) (iε−N)k (iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1 + 2iη)k

+ A(ε)A∗(η)
∞∑

k=0

Γ (ρ4 + k) (iε−N)k (−iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1− 2iη)k

}
+ c.c.

(B.38)

Entonces

〈E1| zr (log z)s |E2〉 =
CE1CE2

β

{
A(ε)A(η)

ds

dρs
3

∞∑
k=0

Γ (ρ3 + k) (iε−N)k (iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1 + 2iη)k

+ A(ε)A∗(η)
ds

dρs
4

∞∑
k=0

Γ (ρ4 + k) (iε−N)k (−iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1− 2iη)k

}
+ c.c.

(B.39)

Con esta última expresión calculamos fácilmente los elementos de matriz 〈E1|
(
R− R̄0

)
|E2〉

y 〈E1|
(
R− R̄0

)2 |E2〉 , los que quedan expresados como

〈E1|
(
R− R̄0

)
|E2〉 = − 1

β

CE1CE2

β

{
A(ε)A(η)

d

dρ3

∞∑
k=0

Γ (ρ3 + k) (iε−N)k (iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1 + 2iη)k

+ A(ε)A∗(η)
d

dρ4

∞∑
k=0

Γ (ρ4 + k) (iε−N)k (−iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1− 2iη)k

}
+ c.c (B.40)

〈E1|
(
R− R̄0

)2 |E2〉 =
1

β2

CE1CE2

β

{
A(ε)A(η)

d2

dρ2
3

∞∑
k=0

Γ (ρ3 + k) (iε−N)k (iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1 + 2iη)k

+ A(ε)A∗(η)
d2

dρ2
4

∞∑
k=0

Γ (ρ4 + k) (iε−N)k (−iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1− 2iη)k

}
+ c.c, (B.41)
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con ρ3 = i (ε+ η) y ρ4 = i (ε− η). O bien,

〈E1|
(
R− R̄0

)
|E2〉 = −CE1CE2

β2

{
A(ε)A(η)

∞∑
k=0

Γ (ρ3 + k)ψ(1) (ρ3 + k) (iε−N)k (iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1 + 2iη)k

+ A(ε)A∗(η)
∞∑

k=0

Γ (ρ4 + k)ψ(1) (ρ4 + k) (iε−N)k (−iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1− 2iη)k

}
+ c.c

(B.42)

〈E1|
(
R− R̄0

)2 |E2〉 =
CE1CE2

β3

{
A(ε)A(η)

∞∑
k=0

(
Γ (ρ3 + k) (iε−N)k (iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1 + 2iη)k[
ψ(2) (ρ3 + k) + ψ(1) (ρ3 + k)

])
+A(ε)A∗(η)

∞∑
k=0

([
ψ(2) (ρ4 + k) + ψ(1) (ρ4 + k)

]
Γ (ρ4 + k) (iε−N)k (−iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1− 2iη)k

)}
+c.c. (B.43)

Determinamos el elemento de matriz para p,

〈E1| p |E2〉 =
iµ

~
〈E1| [H,R] |E2〉

iµ

~
(E1 − E2) 〈E1| R |E2〉 , (B.44)

es decir,

〈E1| p |E2〉 =
iµ

~
(E2 − E1)[
CE1CE2

β2

{
A(ε)A(η)

∞∑
k=0

Γ (ρ3 + k)ψ(1) (ρ3 + k) (iε−N)k (iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1 + 2iη)k

+ A(ε)A∗(η)
∞∑

k=0

Γ (ρ4 + k)ψ(1) (ρ4 + k) (iε−N)k (−iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1− 2iη)k

}
+ c.c

]
(B.45)

Finalmente nos interesa determinar los elementos de matriz de p2

〈
E1

∣∣p2
∣∣E2

〉
= −β2~2

(
N +

1

2

)2

〈E1 |exp [−2β (R−R0)]− 2 exp [−β (R−R0)]|E2〉

= −β2~2

(
N +

1

2

)2 [
1

(2a)2

〈
E1

∣∣z2
∣∣E2

〉
− 1

a
〈E1 |z|E2〉

]
. (B.46)
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Los elementos de matriz del lado derecho de esta igualdad son

〈E1 |z|E2〉 =
CE1CE2

β

{
A(ε)A(η)

∞∑
k=0

Γ (ρ3 + k) (iε−N)k (iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1 + 2iη)k

(B.47)

+ A(ε)A∗(η)
∞∑

k=0

Γ (ρ4 + k) (iε−N)k (−iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1− 2iη)k

}
+ c.c., (B.48)

aqúı ρ3 = i (ε+ η) + 1 y ρ4 = i (ε− η) + 1;

〈
E1

∣∣z2
∣∣E2

〉
=

CE1CE2

β

{
A(ε)A(η)

∞∑
k=0

Γ (ρ3 + k) (iε−N)k (iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1 + 2iη)k

(B.49)

+ A(ε)A∗(η)
∞∑

k=0

Γ (ρ4 + k) (iε−N)k (−iη −N)k

k! (1 + 2iε)k (1− 2iη)k

}
+ c.c. (B.50)

con ρ3 = i (ε+ η) + 2 y ρ4 = i (ε− η) + 2.



Apéndice C

Determinación de las constantes a1 (J) y

a2 (J)

Partimos de la propuesta de estado coherente que formulamos

|J, γ〉 = a1(J)
N−1∑
n=0

√
Γ(2N − n)Jn

n!χnΓ(2N)
exp (−ienγ) |n〉

+ a2(J) exp(−iφ)

∫ ∞

0

1

f(E)
|E〉 dE. (C.1)

Para determinar las constantes a1 (J) y a2 (J) necesitamos hacer uso de dos condiciones: la

normalización y la identidad de acción. Esto es

〈J, γ |J, γ〉 = 1, (C.2)

〈J, γ |H| J, γ〉 = J~ω. (C.3)
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Utilizando la definición dada en la Ec. C.1, estas dos condiciones se traducen a

1 =

|a1(J)|2
N−1∑
n=0

Γ(2N − n)Jn

n!χnΓ(2N)

+ |a2(J)|2
∫ ∞

0

JN
√
N2 + ε2Γ (N + iε) Γ (N − iε)

4 [cosh (πε)]2 Γ (2N)χN

(
dE

dε

)2
1

β
dε, (C.4)

1 =

|a1(J)|2
N−1∑
n=0

Γ(2N − n)Jn−1en

n!χnΓ(2N)

+ |a2(J)|2 1

~ω

∫ ∞

0

JN−1
√
N2 + ε2Γ (N + iε) Γ (N − iε)

4 [cosh (πε)]2 Γ (2N)χN

~2β2ε2

2m

(
dE

dε

)2
1

β
dε. (C.5)

Con este sistema de ecuaciones, podemos determinar fácilmente a las constantes a1 (J) y a2 (J) .

Definimos las siguientes expresiones

A ≡ ~β
2mω

∫ ∞

0

JN−1
√
N2 + ε2Γ (N + iε) Γ (N − iε) ε2

4 [cosh (πε)]2 Γ (2N)χN

(
dE

dε

)2

dε

− 1

β

∫ ∞

0

JN
√
N2 + ε2Γ (N + iε) Γ (N − iε)

4 [cosh (πε)]2 Γ (2N)χN

(
dE

dε

)2

dε,

(C.6)

B ≡
N−1∑
n=0

Γ(2N − n)Jn

n!χnΓ(2N)
−

N−1∑
n=0

Γ(2N − n)Jn−1en

n!χnΓ(2N)
,

(C.7)

C ≡

{
~β

2mω

N−1∑
n=0

Γ(2N − n)Jn

n!χnΓ(2N)

∫ ∞

0

JN−1
√
N2 + ε2Γ (N + iε) Γ (N − iε) ε2

4 [cosh (πε)]2 Γ (2N)χN

(
dE

dε

)2

dε

− 1

β

N−1∑
n=0

Γ(2N − n)Jn−1en

n!χnΓ(2N)

∫ ∞

0

JN
√
N2 + ε2Γ (N + iε) Γ (N − iε)

4 [cosh (πε)]2 Γ (2N)χN

(
dE

dε

)2

dε.

}
,

(C.8)

donde dE
dε

= ~2β2ε
m

. Con esto último podemos expresar a las constantes a1 (J) y a2 (J)

|a1(J)|2 =
A

C
, |a2(J)|2 =

B

C
. (C.9)
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