UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

POSGRADO EN CIENCIAS FISICAS

“ESTADOS COHERENTES MOLECULARES”

TESIS

QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS (FISICA)
PRESENTA:

JESUS ALONSO CASTANEDA MONTES

DIRECTORA DE TESIS: DRA. ROCIO JAUREGUI RENAUD

MIEMBRO DE COMITE TUTORAL: DR.LUIS DE LA PENA AUERBACH

MIEMBRO DE COMITE TUTORAL: DR. SAHEN HACYAN SALERYAN

posgrado en ciencias fisicas

unam MEXICO, D.F. , JULIO DE 2007



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






Indice general

1. Introduccién

2. El oscilador armonico

2.1. Solucién de la ecuacion de Schrodinger para el oscilador arménico . . . . . . . .

2.2. Estados coherentes del oscilador arménico . . . . . . . . . . ... ..

3. Potencial de Morse

3.1. Aproximaciéon Born-Oppenheimer

3.2. El potencial de Morse y el espectro vibracional molecular . . . . . . . . ... ..

3.2.1. Estados discretos para el potencial de Morse . . . . . . . ... ... ...

3.2.2. Estados continuos para el potencial de Morse . . . . . . ... ... ...

3.2.3. Estudio semiclasico de la accion para el potencial de Morse . . . . . . . .

3.2.4. Relacién del potencial de Morse con el dlgebra su(2) . . . . . .. ... ..

3.2.5. Relacién del potencial de Morse con el dlgebra su(1,1) . . . . . . ... ..

4. Estados coherentes para sistemas anarmoénicos

4.1.

Counstruccion de Gazeau-Klauder

13

13

16

17

18

20

21

24

27



2 INDICE GENERAL
4.1.1. Estados coherentes de Gazeau-Klauder con espectro discreto . . . . . . . 29
4.1.2. Estados coherentes de Gazeau-Klauder con espectro continuo . . . . . . . 32
4.1.3. Estados coherentes de Gazeau-Klauder con un espectro discreto y continuo 34

4.2. Construccién de Manko et al. . . . . . . .. .o 35
4.2.1. Construccion de estados coherentes para el g—oscilador . . . . . . . . .. 39

4.3. Construccién a través de la teoria de grupos . . . . . . . .. ... ... 39
4.3.1. Construccion de estados coherentes para Hy . . . . . . . . ... ... .. 41
4.3.2. Construccion de estados coherentes para SU(2) . . . .. ... ... ... 42
4.3.3. Construccién de estados coherentes para SU(1,1) . . .. ... ... ... 45
4.3.4. Estados coherentes atomicos . . . . . . ... ..o 47
4.3.5. Construccion de estados coherentes para FGL . . . . . . . ... ... .. 48

4.4. Construccién de Nieto y Simmons para potenciales generales . . . . . . . . . .. 50
4.4.1. Construccion de estados coherentes para el potencial de Morse . . . . . . 53

5. Estados coherentes para el potencial de Morse 57
5.1. Espectro discreto . . . . . . . ... 58
5.1.1. Formalismo de Gazeau-Klauder . . . . . . ... .. ... ... ... ... 58
5.1.2. Formalismo de Manko et al. . . . . . . . . . . ... ... ... 59
5.1.3. Formalismo de grupos . . . . . . . . .. 60

5.2. Espectro completo . . . . . . ... 65
5.2.1. Estados coherentes desplazados para el potencial de Morse . . . . . . .. 65

5.2.2. Estados coherentes para el potencial de Morse en el formalismo de Gazeau-

Klauder . . . . . . 73



INDICE GENERAL 3

5.2.3. Evolucién en el espacio de fase y dispersiones de los estados coherentes de

Morse . . . .. e e e e 7

6. Conclusiones 89
A. Polinomios generalizados de Laguerre 93
B. Elementos de matriz para el potencial de Morse 95
B.1. Elementos de matriz entre estados vibracionales. . . . . . . . . .. ... ... .. 95
B.2. Elementos de matriz entre estados vibracionales y de dispersién. . . . . . . . .. 97
B.3. Elementos de matriz entre estados de dispersion. . . . . . . . ... ... ... 100

C. Determinacién de las constantes a; (J) y as (J) 105



INDICE GENERAL



Capitulo 1

Introduccion

Los estados coherentes fueron propuestos por Schrodinger en 1926 [1]. Su interés fue conectar los
estados clasicos de un oscilador arménico con los estados que resultan de la descripcién cuantica
de éste; €l se refirio a ellos como estados de minima dispersiéon. Schrodinger tenia en mente la
busqueda de estados no dispersivos para el atomo de hidrégeno. Pasaron alrededor de 30 anos
hasta que en el inicio de la década de 1960 las propiedades de los estados coherentes fueron inves-
tigadas por Klauder, Glauber y Sudarshan [2, 3, 4]. Fue precisamente en el trabajo de Glauber,
gracias al cual fue laureado con el Premio Nobel de Fisica 2005, en donde por primera vez se les
nombro estados coherentes, y con ellos €l estudié las funciones de correlacion electromagnética
que son de gran importancia en la optica cuantica. El estudio de la relevancia de los estados
coherentes fue contemporaneo al desarrollo de la luz laser.

Los estados coherentes no sélo son ttiles para describir luz coherente, sino también en es-
tudios de mecdanica estadistica, de fonones en cristales, de superfluidez, de superconductividad,
etcétera [18].

Debido a la robustez de los estados coherentes, éstos han sido muy estudiados y existen di-
versas generalizaciones para sistemas anarménicos. En el presente trabajo se estudian las cuatro

que existen, a saber: estados coherentes Gazeau-Klauder [6], estados coherentes Manko-Marmo-
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Sudarshan-Zaccaria [7], estados coherentes de la teoria de grupos [37, 39] y estados coherentes
de Nieto-Simmons [8]. Estos formalismos los aplicamos a un potencial anarménico propuesto,
en 1929, por Morse para describir el espectro vibracional de moléculas diatémicas [5]. Y de esta
manera construimos los estados que jueguen el papel andlogo a los estados coherentes en molécu-
las. En la literatura existen reportadas construcciones de estados coherentes para el potencial
de Morse [9, 44, 45, 46, 49], sin embargo, estas construcciones no incorporan, por lo general, el
espectro continuo. En el trabajo de Benedict y Molnar, la incorporacién del continuo si se hace,
pero discretizandolo. En el presente trabajo realizamos la construccion de estados coherentes
para el potencial de Morse incorporando los estados de dispersién dentro de dos formalismos,
el de Gazeau-Klauder y como estados desplazados. Estos tltimos son aquellos que resultan de
desplazar el estado base vibracional a través de una transicion de Franck Condon donde sélo
se varia la posicién de equilibrio del potencial, y son equivalentes, en el caso discreto, a los
estados coherentes de Nieto, aproximados en su propio formalismo, y también a los de Benedict
y Molnar que resultan de un formalismo de supersimetria.

Cabe resaltar que la técnica de excitacion molecular utilizando laseres ultracortos hace

factible la verificacién experimental de estos estudios teéricos [16].



Capitulo 2

El oscilador armonico

Un sistema fisico de gran interés tedrico es el oscilador armonico, el cual ha sido muy fructifero
tanto en la mecanica clasica como en la mecanica cuantica. Y en esta tltima, por ejemplo,
describe muy bien las oscilaciones de dtomos y moléculas cuando los potenciales involucrados
se pueden aproximar en torno a un minimo de potencial como curvas parabdlicas. Los estados
coherentes para el oscilador arménico fueron construidos por Glauber [3], y por eso también se

denominan estados de Glauber.

2.1. Solucién de la ecuacién de Schrodinger para el os-

cilador armonico

El potencial de un oscilador arménico cuantico unidimensional es

V(x) = %mwzi‘2, (2.1)
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aqui w representa la frecuencia de oscilacién, y m la masa del oscilador. La ecuacion de

Schrodinger para este potencial en la representacién de coordenadas es
1 2
Hip = ——— + —mwz"Y, (2.2)
cuya solucién estacionaria es ampliamente conocida en la literatura cudntica [18]:

6 = (i 22) o0 (5 6 o3

donde z = m—r‘ojﬁ , vy Hp(€) es un polinomio de Hermite de grado n; los eigenvalores de la energia

son F, = hw (n+ %)
El hamiltoniano del oscilador arménico cuantico también se puede expresar en términos de

operadores de creacion y aniquilacion de la siguiente manera:

. 1

H = hw aa+§ , (2.4)
con las siguientes expresiones para los operadores @ y a' :

P @A_i_"/ L), At @A_"/ L (2.5)
“= 2hx ! 2hmwp ’ = 2hx ! 2hmwp ) )

Los operadores de creacién y aniquilacion, a' y a, respectivamente, cumplen las siguientes reglas

de conmutacién:
[6,41] =T [a, H] — hwa; [aT,H] — _hwal: [nH} —0, n=ala.  (26)

Los operadores a, a', 7 y I forman el grupo de Heisenberg-Weyl (H,), y actian en la base de
Fock de la siguiente manera:

ataln) =n|n). (2.7)
aln) =vnln—1), a'ln)=vn+1ljn+1); (2.8)
aloy=0, a0y = vnl|n); (2.9)



2.2. ESTADOS COHERENTES DEL OSCILADOR ARMONICO 9

y asi la ecuacion de eigenvalores para el oscilador arménico en la misma base es
- 1
Hn) = hw (n + 5) In) . (2.10)

El hamiltoniano de la Ec. 2.4 y los conmutadores expresados en 2.6 definen un oscilador
cuantico de frecuencia w, con estado de vacio |0), y conducen a la dindmica del mismo. En
la teoria clasica electromagnética se muestra mediante un andalisis de Fourier que el campo de
radiacion se puede considerar como una superposicion de osciladores armoénicos, cada uno de
los cuales satisface una ecuacién de Helmholtz. Por otra parte, al cuantizar el campo electro-
magnético estos osciladores deben de ser tratados cuanticamente y no clasicamente. Fue Dirac
quien en 1927 utilizé el formalismo en términos de operadores de creacion y aniquilaciéon mostra-

do anteriormente para realizar esta cuantizacion, la cual se denomina segunda cuantizacion [19].

2.2. Estados coherentes del oscilador armoénico

En o6ptica cudntica existen tres formas equivalentes de definir a un estado coherente para un

oscilador arménico [18, 20]:

1. Son estados de minima incertidumbre (AzAp = h/2), y en las unidades naturales del
sistema [Az|=[Ap|. Los estados de minima incertidumbre que no cumplen con esta tltima

condicién son los estados prensados o comprimidos (squeezed states).
2. Son eigenestados del operador de aniquilacién:

ala) = ala). (2.11)

3. Son generados por la aplicacién del operador de desplazamiento sobre el estado base:

o) = D(a) |0) (2.12)

en donde D(a) = exp(aa’ — a*a).
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Construimos el estado coherente |«a) a partir de la tercera definicién. Mediante el teorema

de Baker-Campbell-Hausdorff, el operador de desplazamiento se expresa asi

D(a) = exp <—%> exp(aal) exp(—a*a)

_ o) 5~ (@a)" §~ (—aa)”
y aplicdndolo a |0) obtenemos

al?\ <= (aah)” S (—ara)™
D(a)]0) = exp (-%)Z( ) Z( ) 0) (2.14)

— n! — m!
o\ = (adh)"
la) = exp <_T > o 0), (2.15)
n=0

ya que de los términos en la suma sobre m aplicados al estado base sélo sobrevive el primero.
Y con ayuda de la ltima expresion en 2.6, obtenemos los estados coherentes para oscilador

armonico en la base de Fock:

) = exp (—‘ O;F) ; j—; In) (2.16)

Es claro que estos estados siguen siendo coherentes ante la aplicacion del operador de evolu-
cién temporal:
exp(—iHt/h) |a) = |/) — o = aexp(—iwt). (2.17)
A esta propiedad de los estados coherentes se le denomina estabilidad temporal.
Ahora demostraremos la equivalencia entre las definiciones 2 y 3. Partimos de la Ec. 2.16 y

desarrollamos |a) en la base de Fock

o) =) " Chln), (2.18)

a partir de la Ec. 2.11 encontramos los coeficientes C), :

ala) = d(ZC’n|n>> = Cualn) => Cuvnln—1) =Y Cpvn+1|n)

= aZC’n\m. (2.19)
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Asi obtenemos la siguiente regla de recurrencia:

(67

Chp1 = —=C),
i vn+1

(2.20)

2
y como por normalizacién Cy = exp <—%),

n 2
C, = a exp <—ﬂ> . (2.21)

Estos estados coherentes estan normalizados mas no son ortogonales, ya que

[(Bla)* = exp (—|a = B%) . (2.22)

Asi vemos que la definicién 2 es equivalente a la definicion 3. Ahora demostraremos que
ambas definiciones implican la definicién 1. Partimos de nuevo de la Ec. 2.11, y calculamos

AxAp a partir de

h h
(T) = o (ala+a'|a) = T (o + a¥), (2.23)
hw hw
D) = —1i M ala —at o) =i m—a*—a, 2.24
2 2
(2%) = N (aa™ +a? + aa' + a'ala) = i(a“ +a®+20fa+1) = (&) + R (2.25)
2mw 2mw 2mw’
A2 :_mhw ATQ A2_AAT_ATA _ h o *2_ 2 2 * 1 _ ~\ 2 mh&d 22
(p*) — (a|a™+a* —aa' —a'a|a) —Qmw( o —a’+2afa+1) (p>+—2 . (2.26)
Estos resultados implican que
h mhw
2 2 2 : 2 _ /2 N2
Por lo tanto, para el estado coherente |«)
h
AxAp = 2 (2.28)

ya que Ar = /02y Ap = ,/02. De esta manera vemos que los estados coherentes del oscilador

armonico unidimensional minimizan la relaciéon de incertidumbre de Heisenberg.
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En la electrodinamica cuantica un campo escalar cuantizado F se expresa en términos de

operadores de creacion y aniquilacion de la siguiente manera:
F=>" fa, + fral, (2.29)
v

en donde la funciones f., son soluciones de la ecuaciéon dindmica del campo y dependen en general
de #,t y w. Considerando al campo F' como una componente del campo eléctrico E' o magnético
B, si calculamos el valor esperado del mismo, para una « dada, sobre un estado de n fotones

obtenemos

(n|fa+fa|n) = fnlaln)+f(n|a|n) (2.30)
= Vnf{n|n—1)+vVn+1f (n|n+1)=0. (2.31)
El campo promedia a cero independientemente del niimero de fotones. Si queremos un campo

que promedie a un valor distinto de cero, es decir, que tenga un comportamiento analogo a un

campo cldsico, recurrimos a un estado coherente |a) :

(a|Fla) = ) CiCpu(n| fa+ fal|m)
- Y G [VRS o= 1y VTS Gl 1)
- Z CiCon |V f o1 + VI 1f O]

-y [O;0n+1\/n FIf+CuCt Vit 1f*] —af +a"f* = (1)

n
Lo que significa que los estados coherentes |a) promedian a una funcién dada &(x,t) como en el

caso de los campos clasicos.



Capitulo 3

Potencial de Morse

Aunque el modelo de oscilador armoénico puede ser muy ttil para estudiar una gran cantidad
de sistemas fisicos, existen muchos otros modelos tedricos que se aplican a una amplia gama
de problemas practicos. Es, pues, importante estudiar diversos potenciales anarmoénicos en el
contexto de los estados coherentes que, como ya hemos mencionado, fueron construidos a partir
de un modelo armoénico. Un potencial anarménico muy ttil es el potencial de Morse, el cual
utilizaremos en el presente trabajo y que describe muy bien las vibraciones nucleares de moléculas

diatémicas [5].

3.1. Aproximaciéon Born-Oppenheimer

Un sistema molecular es aquel formado por ntcleos y electrones. Las moléculas, por lo tanto,
tienen movimientos electrénicos y nucleares. Por lo general, estos movimientos son tratados de
manera independiente. La justificacion tedrica para realizar este tratamiento se conoce como
aproximacién de Born-Oppenheimer, que es la base de la fisica molecular. Esta aproximacién
se fundamenta en el hecho de que la masa de los nicleos es mucho mayor -tres 6rdenes de

magnitud- a la de los electrones.

13
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El hamiltoniano no relativista para una molécula de S nicleos y N electrones es [21]

N

g zw 224 S A% L 3.1

r
k<l kil n<v

en donde hemos utilizado unidades atémicas (Mmejectren, By € = 1). El término my es la masa
del ntcleo k. El primer término del hamiltoniano describe la energia cinética del movimiento de
los ntcleos; el segundo es el término cinético de los electrones; el tercero, la interaccion entre
electrones y ntcleos; el cuarto, la repulsiéon entre nicleos, y el ultimo término representa la
repulsion entre electrones.

La aproximacién de Born-Oppenheimer consta de dos etapas.

= Primera etapa. Se congela el movimiento de los nicleos y se establece la mejor forma de

hacer esto dada la ecuacion de Schrodinger, resolviendo la siguiente ecuacién:
Hip(r, R) = E(r, R). (3.2)

Aqui r se refiere a las coordenadas de los electrones, y R a las de los nicleos:

7’:<7’1,T’2,...,7”N), R: (Rl,RQ,...,Rs). (33)

Como en esta etapa estamos manteniendo la posicion de los nucleos fija Ry, la Ec. 3.2 se

expresa de la siguiente manera

[:Ie‘;pn(r» Rf) = UN(Rf>90n(T?Rf)> (3'4)

donde el hamiltoniano electrénico (incluyendo la repulsién internuclear, la cual por lo
general se omite) es

N

R NI SRS ISP 3 33)

r r
© k k<t K p<v | W
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Las funciones U, (Rf) no son triviales. La justificacién fisica de esta primera etapa (des-
preciar el movimiento de los nucleos) puede interpretarse a través del principio de incer-

tidumbre de Heisenberg

AzAp =~ h, (3.6)

que traducido a nivel molecular establece que la velocidad de los electrones es por lo menos

1000 veces mayor a la de los nicleos.

» Segunda etapa. Considerando un conjunto completo de funciones discretas, para cada Ry,

se puede proponer ¥ (r, R) como
Y(r,R) = Fu(R)pa(r; Ry). (3.7)

Aqui las F,,(R) describen el movimiento de los nticleos con R como coordenada no fija
mientras que en ¢, (r; Ry) es un parametro. La funcién ¢(r, R) es solucién de la ecuacién

3.2 , y mediante una aproximacién adiabética se demuestra que [23]

U(r, R) = F,(R)gn(r; Ry). (3.8)

Podemos sintetizar la aproximaciéon de Born-Oppenheimer de la siguiente manera: Debido
a la diferencia entre el valor de las masas -0 las velocidades- de los niicleos y los electrones, el
movimiento de aquéllos en una molécula se describe mediante un potencial efectivo generado por
la cuantizacion del movimiento de los electrones, donde dicha cuantizacién se hace considerando
las distancias internucleares fijas. Asi la funcién de onda que describe un estado estacionario
molecular es simplemente el producto de una funcién de onda nuclear por una electrénica, y

ésta es en esencia la aproximacion de Born-Oppenheimer.
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3.2. El potencial de Morse y el espectro vibracional mole-

cular

Ahora utilizaremos la aproximacién de Born-Oppenheimer para describir el espectro vibracional
de moléculas diatomicas. Partimos de la Ec. 3.8, y auxilidndonos de la Ec. 3.4, resolvemos la

ecuaciéon de eigenvalores:

{_Z_: +U(R) - E] F(R)=0. (3.9)

En esta expresién p representa la masa reducida de los dos nicleos, y R es la distancia in-
ternuclear. Es facil expresar el laplaciano en coordenadas esféricas, de esta manera la Ec. 3.9

€S

1 0 0 -

— —R*— — L*| F(R,0 UR)F(R,0,90) = FF(R,0,0). 3.10
o |3 g - ] .0+ UF(R .0 = EF(RO0. (10)
Esta ecuacién es anédloga a la de un campo central donde la solucién para F(R, 0, ¢) es

F(R,0,6) = - [(R)Yin(0,0). (3.11)

Los armoénicos esféricos Yy, (6, ¢) satisfacen la ecuacién de eigenvalores
L¥Yin(0, 6) = 11+ 1)Yim (6, 9). (3.12)

Asi la ecuacion para el movimiento nuclear es

1 [8 0
“ou sl ap 10+ )| F(R.0.6) + UR)F(R,0,6) = EF(R,0,0). (3.13)

Enfocandonos en moléculas diatémicas con [ = 0, el hamiltoniano nuclear se reduce a

. 1 0 0
H=—— g2 —1 14
2uR23RR 3R+U(R)’ con h (3.14)

Como mencionamos en la secciéon anterior, las U(R) en fisica molecular no son triviales. Sin
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embargo, una forma muy comuin de aproximar U(R) por una funcién analitica es el potencial

de Morse [5], cuya expresion es
U(R) = D[exp{—28(R — Ro)} — 2exp{—5(R — Ro)}|, (3.15)

en donde D da la profundidad del pozo, 3 el alcance, y Ry la posicién de equilibrio.

V(R /D Espectro continuo
g —— ————
| n=3 /
\ n=2
-0.2
n=1
-0.4+
n=0
-0.6
0.8
-1+

Figura 3.1: Potencial de Morse.

3.2.1. Estados discretos para el potencial de Morse

Para resolver la Ec. 3.14 para el potencial de Morse, primero se introducen nuevas variables, las

cuales se definen de la siguiente manera

a=+/2uD/pBh, z=2aexp[—fB(R— Ry)] y b=+/—2uk/ph. (3.16)

En el caso de estados ligados, es decir, para E < 0, la ecuacién que hay que resolver es

1
24" + 2 + [—b2 +az — 122} P =0. (3.17)
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La cuantizacion energética encontrada por Morse es

1 1\?
En:—D+hw(n—|—§)—ﬁwx<n+§) , (3.18)

ﬁﬁ

)

donde w = 3,/ y y =

3

(2

Las eigenfuncmnes Un ara los estados ligados del potencial de Morse son [5]

e

Yn(2) = Cpexp(—2/2)2" L (), b, =N —n>0, (3.19)

donde (), es la constante de normalizacién

N[

C, = [B2N — 2n)n!/T2N +1 —n)]? , (3.20)

y aqui N es el nimero de estados ligados para el pozo, el cual esta relacionado tanto con la

constante a como con la constante de anarmonicidad y, de la siguiente manera
X' =2N+1. (3.21)
Estos estados discretos son ortonormales, es decir,

(m [n) = 0nm- (3.22)

Es muy importante mencionar que la soluciéon de Morse abarca todo el plano, es decir, tanto para
R positivas como negativas. Sin embargo, sabemos que estas soluciones solo tienen significado
fisico para R > 0. El problema del potencial de Morse es un caso tridimensional, pero la solucién

se obtiene como un problema unidimensional.

3.2.2. Estados continuos para el potencial de Morse

Para el caso de los estados de dispersién o continuos del potencial de Morse, es decir, para

energias positivas £ > 0, la Ec. 3.14 es

1
2" + 2 + {52 +az — 1—122} =0, (3.23)
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donde se ha introducido una nueva variable ¢ definida como

€= \/Z,uE/ﬁﬁ:%. (3.24)

Por ultimo se define
1

NE

y asi la Ec. 3.23 se transforma en la ecuacién diferencial de Whittaker

P(z) = —=W(z), (3.25)

W+ {—1 P ((i5)2 - -)] W =0, (3.26)

Entonces las eigenfunciones para los estados de dispersién del potencial de Morse, ¥g(z), son

[53]
Yg(z) = Cgexp <—§> { A(e)1Fi (=N +ig,2ic + 1;2) 2
+ A*(e)1Fy (=N —ig, —2ie + 1;2) 27}, (3.27)
I'(—2ie)
Ale) = T(—N —ie)’ (3.28)

y Cg(e) la constante de normalizacién que, de acuerdo al criterio de Bethe-Salpeter [51, 58] se

determina mediante el requerimiento

[e's) E+AFE
/ dR(R|e) / (|RYIE =1, (3.29)
0 E-AFE

que en este caso particular conduce a

11 [dk
. (3.30)

Ce = rga@)\ B

Las eigenfunciones del potencial de Morse para el espectro continuo son oscilatorias para

R > 0, pero para R < 0 tienen un comportamiento divergente.
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3.2.3. Estudio semiclasico de la accién para el potencial de Morse

Las variables de angulo-accién para el potencial de Morse se pueden determinar explicitamente
[67]. Estas variables se definen de la manera usual como se hace en mecanica clasica, es decir,

la variable de accién I viene determinada por la integral

1
I =— ¢ Pd 3.31
o § P, (331)

donde z = R — Ry. y P = p/+/2Dp. El valor reportado de la integral es [67]

I=1-{1-P°—[1—exp(-x)]}, para 0<I<1 (3.32)

El hamiltoniano de Morse, a su vez, puede expresarse a través de la accion I. Y para el

espectro discreto tenemos que es

rligado 12
Hﬁ\forﬁe(‘[) =1- ?7 (333)
mientras que para el espectro continuo es
N -, T2
Hﬁﬁfwwnzzl—l+u§. (3.34)

El valor de la accién que separa a ambos espectros es I = 1. Es decir,

. oy () s 0<I<1
HMorse = .
His (1) si 1<1< o0

Morse
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Figura 3.2: El hamiltoniano de Morse como funcién de la accion.

3.2.4. Relacion del potencial de Morse con el dlgebra su(2)

El hamiltoniano de un oscilador armdnico bidimensional isotrépico es [27]

~

1, . . N
Hzi(pi+p§+x2+y2), (3.35)

eligiendo h,w y m iguales a la unidad. Este hamiltoniano es soluble tanto en coordenadas

cartesianas como en coordenadas polares. A partir de la transformacion
x =rcosb, = rsinf (3.36)

se obtienen dos ecuaciones de eigenvalores, una para la parte radial y otra para la angular,

% (_%%r% - 7«2) O(r) = E®(r) (3.37)
& )
—L0(0) = mo) (3.39)

cuyas soluciones son, respectivamente,

untr) = [ B %) e (0 359
con E=N+1 N=0,1,...y
Om(0) = \/127 exp (imf) (3.40)
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donde m = £N, 4+ (N —2),...,£1 6 0. La solucién completa de la funcién de onda es

N—m)/2)!
P00 \/W(Ew o

(r*) exp (—r?/2) exp (im#) (3.41)

L|m|

(N—|m])/2 SOI polinomios asociados de Laguerre. En esta representacion, los estados del oscilador

armonico bidimensional estéan especificados por los valores N y m, y son (N + 1) degenerados.
Esta degeneracién estd asociada con una simetria U(2) del hamiltoniano de la Ec. 3.35, la cual
es facil ver si expresamos a éste en términos de los operadores de creaciéon y aniquilacion de dos

osciladores armonicos unidimensionales.

1 - 1
i = \/;(:%—iﬁz), tT:\/;(g)—z'ﬁy), (3.42)

A partir de

1 1
§ = /5 @+i), t:\g(z)ﬂﬁy), (3.43)
se obtienen las siguientes reglas de conmutacién
[2,0.] = [9:5] =14, (3.44)
[#,9] = [P,Dy] =0, (3.45)
5,8 = [(.i1] =L (3.46)

Con los operadores definidos en (3.43) podemos identificar al hamiltoniano del oscilador arménico

bidimensional como

H=35%5+1#t41. (3.47)

Para estudiar la simetria asociada con H, se define el conjunto de cuatro operadores

Gl=4's, GP=3t, Gy=1's G3 =1, (3.48)

los cuales conmutan con H, y satisfacen entre ellos la siguiente regla de conmutacién

(G, GL] = Gidin — Glouy, i,k l=1,2. (3.49)
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Con esto se demuestra que los operadores expresados en las Eqs. 3.48 definen el algebra de Lie
de U(2), y, por lo tanto, son generadores del mismo. Si definimos las siguientes combinaciones

lineales de los generadores de U(2)
IR A 1 ,. N A A N - IR
(s —118), =5 s+, L=5(s—slh), N=sat+it (350

obtenemos

[jj>jk:| :iejkljh jakal:xayaza (351)

donde €1 es el factor de Levi Civita, y ademas
H=N+1, [N, jj} —0, j=1,y,z (3.52)

De esta manera podemos ver claramente que los operadores jx,jy y J, satisfacen las reglas de
conmutacién para su(2).

Al definir combinaciones lineales de los generadores de U(2) donde una de ellas, N, genera
de manera trivial un algebra u(1l), y las otras tres, jx,jy y J,, un 4lgebra su(2), se ilustra
que U(2) es isomorfo al producto directo SU(2) @ U(1), U(2) ~ SU(2) @ U(1). Y ya que el
hamiltoniano del oscilador arménico bidimensional conmuta tanto con los generadores de U(2)
como los de SU(2), cualquiera de los dos grupos puede ser considerado como el grupo de simetria
en cuestién. De hecho, es un resultado general que [26] SU(n) es el grupo de simetria para un
oscilador arménico n-dimensional.

En el estudio de modelos algebraicos para fisica molecular [27] es conocida la conexién del
potencial de Morse con el dlgebra su(2). Dicha conexién se encuentra a través de la siguiente

transformaciéon en la Ec. 3.37

r? = (N + 1) exp(—p), (3.53)

donde 72 es de hecho la variable natural de las eigenfunciones del potencial de Morse z definida
en 3.16, e implica
d dpd 2 P
L _wre 2 Lt R 3.54
dr  drdp \/N—|—1eXp<2> dp ( )
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y
>  dpd 2 p\ d 4 [exp(p) d d?
“L _ Pt Y| = — — . 3.55
dr?  drdp [ N—i—leXp(Q) dp] N +1 { 2 dp+eXp(p)dp2 (3:55)
Utilizando esta transformacion, la Ec. 3.37 se expresa como
? (N +1) m?
{—d—pQ + 5 (exp(-2p) — 2exp(~p)] § B(p) =~ B(p). (3.56)
Si en esta expresion definimos la transformacién
_p _
R= 7 (3 = constante, (3.57)
y multiplicamos por %Z”Q, se obtiene
h2 d2 ﬁ2h2(N+1)2 m262h2
- —206R) — 2 —BR)] p ®(R) = — O(R). 3.58
{ g + T epl-20m) - 2o smi 0l - -2 a(w). (35

Esta ecuacién es equivalente a la Ec. 3.14 utilizando el potencial de Morse si

|8uD m232h2
N+1=\|—55 E=— . 3.59

Asi vemos que el grupo de simetria para el potencial de Morse es SU(2). Sin embargo, es

claro que el espectro de Morse es reproducido dos veces ya que los eigenvalores de la energia son

proporcionales a m?2. Por lo tanto, debemos restringirnos a valores de m positivos o negativos.
Gracias a esta simetria involucrada los eigenestados de Morse pueden ser clasificados a través

de los estados de SU(2), y més especificamente, debido a los eigenvalores de la energfa, a través

de los estados de SU(2) D SO(2). El hamiltoniano de Morse puede ser expresado como

B2h?2
2p

Hyforse = — J;Q si j—n=m. (3.60)

3.2.5. Relacion del potencial de Morse con el algebra su(1,1)

Hemos visto c6mo se relacionan los estados discretos del potencial de Morse con el algebra su(2).

También es posible encontrar una relacién entre el dlgebra su(1,1) y los estados de dispersion
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del potencial de Morse [28]. Esta relacion se encuentra si hacemos en la Ec. 3.58 la sustitucién

m = ik,. De tal forma que la energia es positiva y la variable k, es continua.

Los operadores que generan el dlgebra su(1,1) son

K+ — aTbT

K_ = ab,

. L/ o

K, = §<aa—|—bb+1>,

M = afa—b'b; (3.61)
con las siguientes reglas de conmutacion,

[fg, K} — 9k,

[f(i, K} S (3.62)
Trabajando en la base cuyos elementos son eigenfunciones de M y K, es decir,
M|M,k,)) = M|M,k,), K,|Mk)=Fk/I|Mk),  0<k, <oo, (3.63)

y utilizando la misma transformacion expresada en la Ec. 3.36, los operadores M y Ky son

2
Mo 1(,2_12 9,19 ) (3.64)

2 rarrc?r r2 062
. 10
K = ——. .
y 550 (3.65)

Mientras las eigenfunciones estan dadas por
(r,0 |M, ky) = Ry, (r) exp (2ik,0) . (3.66)

La parte radial Ry, () satisface la siguiente ecuacion

10 o 4k

3 (7 Lo ) ) = M 1) (3.67)

y realizando la transformacién 72 = M exp (—p), esta misma ecuacién se expresa como

{—a% + A [exp (—2p) — 2exp (—p)]} Rurk,(p) = k2 Ras, (p)- (3.68)
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De manera andloga al caso discreto, si ahora identificamos M = N + 1, entonces el hamilto-

niano de dispersion de Morse es

N -, 2R2 .
Hdzsperswn _ _ﬁ K2 (369)

Morse 2,U Yy

Y las eigenfunciones de este hamiltoniano son

i ? M 1
(I)M’ky (T> = 4 (72) K eXp (_%) r (Zky o 7 + 57 2Zky + 1; 7'2)

» 2 M 1
+B (r?) "™ exp (-%) F (—z'ky — 5 g2k 1;7*2) , (3.70)

donde F' es una funcién hipergeométrica confluente.



Capitulo 4

Estados coherentes para sistemas

anarmonicos

En el presente capitulo haremos una revisién de las diversas generalizaciones que encontramos
reportadas en la literatura de estados coherentes para sistemas anarmonicos. Estas generaliza-
ciones son las cuatro que mencionamos en la introduccién: estados coherentes Gazeau-Klauder,
estados coherentes Manko-Marmo-Sudarshan-Zaccaria, estados coherentes de la teoria de gru-

pos, y estados coherentes de Nieto-Simmons [§]

4.1. Construccion de Gazeau-Klauder

Como mencionamos en la introduccién, el trabajo pionero sobre la relevancia de los estados co-
herentes se debe a Glauber, Sudarshan y Klauder. Este ltimo estudié en dos trabajos clasicos
29, 30] una relacién generalizada entre dindmica clésica y cudntica. En ellos desarrollé un con-
junto de estados que tenian las propiedades basicas de los estados que Glauber denominé estados
coherentes en un trabajo [3] publicado poco después. Klauder llamé a sus estados overcomplete

family of states (OFS). Entre las propiedades bésicas de estos estados se encuentran la es-

27
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tabilidad temporal, la continuidad y el hecho de que son un conjunto completo de estados
normalizados mas no ortogonales. La forma en que Klauder hizo la conexién entre dinamica
clasica y cuantica fue a través de la acciéon. El trabajo de Klauder en el tema de los estados
coherentes es prolifico [31, 32, 33].

En un trabajo relativamente reciente, Klauder y Gazeau [2] hacen una generalizacién en la
cual se pueden estudiar sistemas con un grado de libertad cuyo hamiltoniano tenga un espectro
discreto y/o continuo. Los estados coherentes en este formalismo estédn caracterizados por un

conjunto de dos parametros reales
|1, 7) J>0; —00 < ¥ < +o0. (4.1)

En esto se coincide con el caso arménico donde los estados coherentes se caracterizan por un
conjunto de nimeros complejos {a}, y toda « a su vez tiene dos pardmetros reales: un médulo

y una fase. Los estados coherentes en esta construccion satisfacen cuatro requerimientos:

1. Continuidad: (J',~") — (J,v) = |J',7) — |J,7).
2. Completez: T = [ |J,7) (J,v|du(J, 7).
3. Estabilidad temporal: exp(—iHt)|.J,7) = |J,y + wt) , w = constante.

4. Identidad de accién:(J,v| H |J,~) = w.

El primer requerimiento es trivial; en el segundo el operador identidad debe ser entendido en
sentido estricto, o bien como un proyector en un subespacio finito o infinito; el tercero es simple-
mente la estabilidad temporal que caracteriza a los estados coherentes del oscilador armonico.
Como ya mencionamos los requirimientos 1 y 2 también caracterizan a los estados coherentes
del oscilador arménico. El cuarto requerimiento Gazeau y Klauder denominan identidad de
accion. El nombre de esta ultima propiedad se debe a que el pardmetro J es constante en el

tiempo mientras v se incrementa linealmente, de manera analoga al comportamiento clasico de
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sistemas descritos en términos de variables de angulo-accién, cuya funcional de accion es

S = /T (J4 — wl])dt. (4.2)

La accién para los estados coherentes de Gazeau-Klauder es, entonces,
T d .
Sare = [ i1 G190 = Crl 1)t (43)
0

Sin embargo, en el caso del potencial de Morse, como vimos en la descripcién semiclédsica de
su accién, el hamiltoniano no depende de manera lineal (como en el caso del oscilador arménico)

de la accion I, sino de forma cuadratica.

4.1.1. Estados coherentes de Gazeau-Klauder con espectro discreto

[lustraremos ahora como se construyen los estados coherentes de Gazeau-Klauder para un es-
pectro discreto. Se parte de un hamiltoniano H que se supone no degenerado y si es necesario

se ajusta el espectro de tal forma que <FI> > 0,

Hln) = E,|n), n>0; (4.4)
0 = Ey<BEi<EBEy<--- (4.5)

ademas
E, = we,, Pn = €163+ -€,, con h=1. (4.6)

Se define el estado coherente de Gazeau-Klauder como

L1 I exp(—ien)
|7y = N~'(J) ). (4.7)
Estos estados coherentes estan normalizados
B 0 Jn o0 n
Sy =N —=1=N(J))=>_ —, (4.8)

n=0 Pn n=0 Pn
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N(J) es la constante de normalizacién. El término p,, que es un factorial generalizado, cumple

con la condicién
po = 1. (4.9)
Es muy importante resaltar que es precisamente en p,, donde se encuentra el caracter anarmonico

del sistema a estudiar.

Estos estados definidos en la Ec. 4.7 cumplen los cuatro requerimientos de la construccion.

El de la continuidad es trivial. Para obtener la completez, partimos de la siguiente definicién

1 +I
/---dl/(’y) Erh—{goﬁ/r oo dry, (4.10)

la cual implica que

/ 1) (Al dv(7) = NOI)Y2 S 2 ) (). (4.11)

Pn

n=0

Se asume que p, es el enésimo momento de una distibuciéon de probabilidad

R
Pn = / u"p(u)du > 0, (4.12)
0

donde u = u(J). A partir de lo anterior, si u = J y 0 < J < R, podemos definir
1 R
o N(J)2p(J)J"dJ = 1. (4.13)
n Jo

Tomando du(J,y) = p(J)dJdv(7), y con las definiciones anteriores, se obtiene la completez de

estos estados

/ 1) (A du( T 7) = 3 ) (n] =T (4.14)

Ahora demostraremos la estabilidad temporal de estos estados. A partir de la definicion

expresada en la Ec. 4.7

A _ 2\ JZ exp (—ie,y — iEnt
exp <—th>|J,7>:N L) E ( p’Y )
n=0 vV

In), (4.15)

y como E, = e,w,

exp (—iﬁt) 1T, 7) = |,y + wt). (4.16)
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Por ltimo, mostraremos como se obtiene la identidad de accion

= J2 exp (iemyY) J% exp (— zen'y)
(S H [ J) Hn)
3 S ) S

Por las Ecs. expresadas en (4.4) y la ortonormalidad de la base {|n)},

9] 0 J"

. E,J" > 0 En

(J A H |,y = N72(J) :wz S
n=0 Pn En:Op_n

y para que se cumpla el requerimiento 4, este resultado implica que
[e.e] oo

Sl oyt
n=0 Pn

n=0 Pn

31

(4.17)

(4.18)

(4.19)
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Construccién de estados coherentes para el atomo de hidrégeno

Para realizar esta construccion se parte del potencial de Coulomb (V(R) = —}%) , y consideramos

solo su espectro discreto.

oy = w [1 - %} >, (4.20)
en1 = [1 - %1 _n+ 1315” -y (4.21)

A partir de esto encontramos p,,,

n(n+2)  (n+2)
(n+1)*  2(n+1)

3 8
=2 xS 4.22
=1 %5 (4.22)

Por lo tanto, el estado coherente es

|Jy) = N1(J) 2 mﬁ exp (—i {1 — ﬁ] 7) In) . (4.23)

Estos estados coherentes para el dtomo de hidrégeno cumplen los cuatro requerimientos de

la construccién de Gazeau-Klauder.

4.1.2. Estados coherentes de Gazeau-Klauder con espectro continuo

Para esta construccion, al igual que en el caso discreto, se parte de un espectro no degenerado,

cuyo <]:I > > 0, y |E) representa al estado de dispersién de tal forma que
H|E)=wE|E), 0<E<E, (4.24)

donde E < oo. El estado coherente para el caso discreto estaba expresado por |J,7), para el
caso continuo la accién J es sustituida por una funcién de la misma s = s(.JJ) > 0. De tal forma
que el estado coherente de Gazeau-Klauder con espectro continuo esta definido por

E sE exp (—ivE)
f(E)

5(]).7) = M(s)™ / |E)dE, (4.25)
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donde M(s)~! es una constante de normalizacién, y f(FE) una funcién por determinar.

Asi, el estado coherente definido en la anterior ecuacién satisface los cuatro requerimientos
de Gazeau-Klauder. La continuidad de los estados es, al igual que en el caso discreto, trivial.

Para la completez partimos de la normalizacion de los estados,

(5(7),7 Is(]),7) = 1= M(s / o (4.26)
Partiendo de la definicién dada en el Eq.4.25 |
+00 d
y
— = (E|dE. 4.2
[T T [ 1 (421

Para determinar la funcién f(E) y también la completez, Gazeau y Klauder introducen una

funcién de peso o(s) > 0, que satisfaga
S
/ s*Po(s)ds = f(E)>. (4.28)
0
Definiendo el diferencial du(s,~y) como
1 2
du(s,7) = 5-M(s)°o(s)dsdy, (4.29)
T
obtenemos la completez que buscamos en estos estados

/ 159} (5] du(s,7) = / B) (B =1 (4.30)

La estabilidad temporal es obvia, ya que

N E sE exp (—ivE + wt)
exp | —tHt) |s,y) = M(s _1/ E)dE = |s,7+ wt) . 4.31
(-ifit) Is.) = ()™ | T BB =ls ) (4.31)
Por 1ltimo, obtenemos la identidad de accidn,
. 9 E [g2E 0
((I)A B [s(0)7) = M(s)?2 [ o dB = s n M(s) = H(s)
o f(E)? 0s

— fO (ES )QE/f( )2) dE = wJ. (432)

Jo (s(D2E/ f(E)?) dE
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4.1.3. Estados coherentes de Gazeau-Klauder con un espectro dis-

creto y continuo

Para el caso en que el hamiltoniano en cuestién tiene un espectro discreto y continuo a la vez,
la construccién de Gazeau-Klauder parte de las dos construcciones, para cada tipo de espectro,
que ya hemos ilustrado anteriormente. El estado coherente se define como una combinacion de
estados discretos y continuos, actuando cada uno en su subespacio correspondiente. Manteniendo
la notacién de estado coherente para espectro discreto |J,7), y redefiniendo la notacién para el

espectro continuo como |K,0) ( s — Ky v — §), el estado coherente es el siguiente

|J,v; K,050) = f(K,0) |J,7) +exp(—ig)g(J,7) | K, 6), (4.33)

donde f(K,9) y g(J,7) son funciones escalares por determinar, y ¢ es una fase.

La construccién que se hace a partir de la definicién dada en la Ec. 4.33, dentro del propio
formalismo de Gazeau y Klauder, es incompleta, ya que no obtiene la identidad de accién. Sin
embargo, si es posible obtener los otros tres requerimientos: continuidad, completez y estabilidad
temporal. La primera, al igual que en los casos anteriores, es trivial. [lustraremos como se obtiene

la completez y la estabilidad temporal. En el primer caso

/ T K55 0) (7 K, 6 6] dA (J, v: K, 6 8) = I, (4.34)

donde esta integral es la suma directa de Ip (identidad en el espectro discreto) y I¢ (identidad
en el espectro continuo). Estos dos tltimos operadores actian en espacios diferentes. Para llegar
a la identidad expresada en la integral anterior, se necesitan satisfacer tres requerimientos. Estos

son

/\f(K,é)\Q\J,w (JAldA = I
/ 90 ) |K,6) (K, 6 dN = I

[exotio) [ 18907 10 (51dx = o (4.35)
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donde el diferencial d\ se escoge de manera natural como
dA (J,7; K, 6;¢9) = dup (J,7) duc (K, 6) do/2m. (4.36)
Y con esta ultima eleccién, los tres requerimientos anteriores se reducen a
[ 15D duc(.0) = 1

[l duntin) = 1 (4.37)
El intervalo de integracion de la fase ¢ que se utiliza en la construccion es 0 < ¢ < 27. Es evidente
que con la introduccion de esta fase se eliminan los elementos matriciales no diagonales. Para
obtener la estabilidad temporal, primero se observa que 0 < Hp < Q y 2 < Hg. Pero como
tenemos dos espectros, debemos utilizar un factor de fase adicional. Asi, el requerimiento que

buscamos es

exp (—iHt) |J,v; K,0;¢) = f(K,0)|J,v+ wt)+exp|—i(op+ Q)] g(J, )| K, + wt)

= |,y +wt; K, 0 +wt; ¢+ Q). (4.38)

4.2. Construccion de Manko et al.

Hemos visto que en mecanica cuantica el oscilador armoénico tiene una estructura algebraica que
se expresa en términos de operadores de creacion y aniquilacion. Para sistemas anarmonicos
existe una generalizacion en la cual los osciladores son remplazados por osciladores deformados,
los g-osciladores [17]. Este es un oscilador no lineal cuya frecuencia de vibracién depende de la
energia, y esa dependencia se da a través de un coseno hiperbdlico que contiene un parametro
de la no linealidad.

cosh (A |a|2) : (4.39)

W= sinh A

donde « es una constante de movimiento, y A un parametro real.
Estos osciladores tienen una version clasica y su contraparte cuantica. De hecho, Bierden-

harn [34] hizo la construccién de estados coherentes para el g-oscilador a través de operadores
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bosénicos a, y al. El dlgebra suy(2) fue introducida por Sklyanin [35] e independientemente por

Kulish y Reshetikhin [36].

Los f-estados coherentes son una propuesta para sistemas anarmonicos. Esta generalizacion
de los g-osciladores no necesariamente considera la frecuencia de vibraciéon como una funcién
hiperbdlica sino como una funcién algebraica del operador n, y tiene su origen en un concepto
algebraico: los estados coherentes son eigenfunciones de un operador analogo al de aniquilacién.
Para realizar esta generalizacién se construyen los operadores A y Af que en el espacio de Fock
describan el andlogo cuantico de un oscilador armoénico. Se parte de la estructura algebraica
expresada en las relaciones dadas en los conmutadores expresados en 2.6, asi como de las Ecs.
2.7,2.8 y 2.9.

Los operadores A y AT son deformaciones algebraicas de los operadores a y al,

A=af(n) = f(h+1)a, At = ffn)at = af fia +1). (4.40)
El operador f (n) es hermitico ya que 7 lo es,
f(a) = f(n). (4.41)
Ademas es facil comprobar que
[A,ﬁ} — A [AT n] — At (4.42)
Utilizando la base de Fock, los operadores A y At son
A=Y Vaf@) o -1 (al =3 Var ) -1 (1.43
n=1
Utilizando lo resultados anteriores el conmutador [121, AT] es

F(i) = |4 AT = @+ )+ 1)f @+ 1) = af () () (4.44)
_|_

= (A4 D)fAR+ 1) — nf2(n). (4.45)



4.2. CONSTRUCCION DE MANKO ET AL. 37

Mientras que el g-conmutador es

Gi) = [A A =G+ 1S+ 1) 0+ 1) qif (@) f () (4.46)

q

= (A+1)f*(A+1) — qnf?(n) q €R. (4.47)

Es importante resaltar que las funciones f(n) pueden depender de pardmetros continuos que,
por cierto, es el caso de las g-deformaciones.
Con este esquema algebraico se pueden construir f-estados coherentes |«, f) para sistemas

anarmonicos considerando un modo
Ala, f) = ala, f); a e C. (4.48)
descomponiendo |, f) en el espacio de Fock
o f) =" Culn). (1.49)
n=0
y utilizando la Ec. 4.43, la ecuacién de eigenvalores 4.48 es
f: Vf(a)|n —1) (n| Cp |m) = Z Ch |m) (4.50)
n=1

de donde obtenemos una regla de recurrencia para los coeficientes C),

CrpivVn+1f(n+1) = alC,, (4.51)
y en términos de C
C, = Cprmt (4.52)

Val[f(m)t
donde [f(n)]l = f(0)£(1) -+ f(n).

De esta manera, el f-estado coherente en el espacio de Fock es

la, f) = OZ \/— n) . (4.53)

Estos estados coherentes -a diferencia de los de Gazeau-Klauder- no muestran en general esta-

bilidad temporal ya que su hamiltoniano es de la forma

A

i = (,ZM + AAT) - % (2f% () + (A +1) (R +1)] (4.54)

N | —
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con lo cual el operador de evolucién temporal es

A

. it
U(t) = exp [-z‘tH(ﬁ)} = exp {—% [nf? (R) + (R + 1) f? (R +1)] } : (4.55)
que aplicado a |, f) no permite redefinir o de tal forma que |a, f), siga siendo un f-estado
coherente.

La interpretacién de Manko et al consiste en lo siguiente: a un tiempo t el oscilador arménico

ha sido deformado a un tipo de f-oscilador, y la deformacién ahora es del tipo

Fy(f,t) = exp {—g [Af?(R) + (R + 1) f* (R +1)] } ; (4.56)
es decir, inicialmente (¢ = 0) se tiene un estado coherente -un eigenestado de a- que a un tiempo
t evoluciona a un Fy(t)-estado coherente. Sin embargo, como veremos en nuestros resultados,
es posible empatar el formalismo de Gazeau-Klauder con el de Manko et al, y, por lo tanto,

construir f-estados coherentes con estabilidad temporal.

En la representacién de Heisenberg el operador a(t) queda expresado como
a(t) = aexp [—itw(n)], (4.57)

donde la frecuencia de vibracion depende de n y es

(i) = % (A + 1)/ (4 1) — (A — 1) f2 (- 1)]. (4.58)

La cual es una generalizacién de la ecuacion 4.39.

Es facil calcular las dispersiones para estos estados coherentes |«, f) a partir de las expresiones
1 X~

L1
P} at — At~
“TFar “ Ff(h+1)

(4.59)
Lo que es importante resaltar de las expresiones para las dispersiones en z y p, es que son
las dispersiones del oscilador armdnico mas correcciones que se expresan en términos de la de-
formacion.
Es importante mencionar que esta generalizacién es para espectros discretos; espectros con-

tinuos no son tomados en cuenta.
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4.2.1. Construccion de estados coherentes para el g—oscilador

Para construir en el formalismo de Manko et al. los estados coherentes del g—oscilador partimos

de la expresion para la f (n , la cual es
(" —q™) /1 sinh /\n
4.
n(qg—q 1 A sinh A (4.60)

El estado coherente para el g—oscilador es

con f,(0)=1 A=Ing, AeR.

o0 n

«
|, fo) ZCO;M[\/%}! n)

el cual podemos identificar facilmente con el estado coherente para el g—oscilador construido

(4.61)

por Biedenharn, y que en términos del g—operador de aniquilacién es [34]

1 >, ama”
), = exp, <_§ |a|2) > —20),. (4.62)

4.3. Construccion a través de la teoria de grupos

El estudio pionero de los estados coherentes en términos de grupos se debe a Klauder [30] quien
siguiendo las ideas basicas de los estados coherentes desarrollé un conjunto de estados para
grupos de Lie arbitrarios; la construccion completa fue realizada, de manera independiente, por
Perelomov y Gilmore [37, 39]. La idea que subyace en estos trabajos es conectar los estados
coherentes con el grupo dindmico de cada sistema fisico [38]. Vimos a partir de los conmutadores
expresados en (2.6) que el grupo de Heisenberg-Weyl (H,) es el grupo dindmico para el oscilador
armoénico cuantico unidimensional. Con la teoria de grupos se construyen estados coherentes a
través de la generalizacion de la tercer definicion que mencionamos en el caso armoénico. En esta
construccion se parte del operador de desplazamiento para el grupo en cuestion.

Esta generalizacion se basa no solo en el hecho de que los estados de Glauber pueden ser
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definidos en términos de un grupo y su operador de desplazamiento (definicién 3), sino también

en que las definiciones 1 y 2 presentan, respectivamente, los siguientes inconvenientes:

(a) para un espacio de Hilbert de dimensién finita no se puede definir un estado coherente como

eigenfuncion del operador de aniquilacién;

(b) los estados de minima incertidumbre sélo pueden ser construidos para sistemas clasicamente
integrables en los cuales existan coordenadas y momentos canodnicos tales que el hamiltoniano
pueda ser reducido a uno de oscilador armonico.

Existe un algoritmo [17] para construir estados coherentes a partir de un grupo dindmico

dado. Para realizar esta construccion se tiene que identificar:

(a) El grupo dindmico D y su algebra g. Las propiedades algebraicas del sistema cuantico estén

determinadas por el algebra g ya que

~

i = H(T), (4.63)
donde {TZ} son los generadores del grupo. Por otra parte, el dlgebra g esta definida por
[TTJ} e (4.64)
k

En esta dltima ecuacion Cikj son las constantes de estructura de g.

(b) El espacio de Hilbert V*. Para el hamiltoniano de la ecuacién 4.63, el espacio fisico VA

tiene una representacién unitaria e irreducible I'* para el grupo G.

(c) Un estado de referencia |®g). Este estado se elige normalizandolo a la unidad
(D |Pg) = 1; o) € VA, (4.65)

y su eleccién no es unica. El estado |®g) determina la estructura de los estados coherentes y
del espacio fase del sistema dinamico.

A partir de estas identificaciones se construyen los estados coherentes mediante tres pasos:
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1. Subgrupo de estabilidad. Se obtiene el subgrupo H de G cuyos elementos dejan invariante al
estado de referencia hasta un factor de fase. Es decir,

h|®o) = |®o) exp {ip(h)}, he H; HCG. (4.66)
El factor de fase es irrelevante al determinar valores esperados.

2. El espacio cociente G/H. Los elementos ¢ € G se descomponen en el producto de dos

elementos: uno del grupo H, y otro del espacio cociente G/H, el cual es invariante,

g = Qh, g€ G, h e H, Qe G/H. (4.67)

3. Los estados coherentes |A,€2). Estos estan definidos como la accién de los elementos del

espacio cociente sobre el estado extremal:
A, Q) = QD) . (4.68)

Los estados coherentes perservan las propiedades algebraicas y topologicas del espacio cociente

G/H.

4.3.1. Construccién de estados coherentes para H,

Para el grupo H, = {d,dT,ﬁ,]I} tenemos las relaciones de conmutacion dadas en los conmu-
tadores expresados en (2.6). Con esto hemos identificado para el oscilador arménico cudntico
unidimensional su grupo de simetria y el algebra que lo caracteriza. FElegimos, ademas, el es-
pacio de Fock como el espacio de Hilbert en el cual construimos los estados coherentes, de tal
forma que el estado extremal o de referencia es el estado de vacio |0) .

Este estado es invariante, hasta un factor de fase, por los elementos h tal que
h = exp {i(dn + ¢I)}. (4.69)

Ast que el subgrupo H es U(1)®@U(1). Una representacién del espacio cociente Hy /U (1)@ U(1)
es [17]
D(a) = exp (ad’ — a*a) , aeC. (4.70)
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D(«) es precisamente el operador de desplazamiento de la Ec. 2.12. Los estados coherentes para
H, son

la) = exp (ad' — a*a) |0). (4.71)

La construccién explicita la hicimos en la seccién 1.2.

4.3.2. Construccién de estados coherentes para SU(2)

Un grupo de Lie muy importante y titil en fisica es SU(2). Este grupo, como mencionamos en la
seccion 2.3, es el grupo de simetria para el oscilador armoénico bidimensional y también para el
potencial de Morse. El grupo SU(2), como es bien conocido en la literatura cudntica [40] [41],
describe estados de dos niveles, por ejemplo, sistemas atémicos con dos estados energéticos y
sistemas de espin %
Para realizar la construccién de los estados coherentes de SU(2) se parte de las relaciones
de conmutacion del grupo [39]
[jo, J;] . [L, Jl] — 2. (4.72)
El espacio de Hilbert para SU(2) es
{ljm) m=4,j—1,7—2,...—j+1,—j;j =entero o semientero}.
Aqui los estados |jm) son simultdneamente eigenestados de dos operadores del grupo, el operador
Jo v el operador de Casimir J?2,
JHjm) = GG+ 1) lim), (4.73)

Joljm) = mljm). (4.74)

Todo estado |jm) puede ser obtenido [40] mediante la accién del operador .J, sobre el estado

3 /s \Jtm
27 <J+>

7 =)

ljm) = J—=J)- (4.75)
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Ademas |j — j) se elige como estado base (también podria elegirse |jj) y utilizar el operador de

descenso j_) A partir del estado extremal |j — j), se identifica al subgrupo de estabilidad que
lo deja invariante. Este subgrupo es U(1) : {jo} ya que
hlj—=3)=1i—J)exp(ip), heU(1). (4.76)
Una representacién para el espacio cociente SU(2)/U(1) es [17]
Q(s) = exp <§j+ - g*j,> : ceC. (4.77)
De tal forma que los estados coherentes para SU(2) son
) = Q) i = ) = exp (s =" ) [i = ). (4.78)

Asi podemos ver que en el operador de desplazamiento exp (qj+ — g*j_> los operadores
J, y J_ son andlogos a los operadores de creacién y aniquilacién, a' y @, respectivamente, en
H,y. Para obtener de manera explicita los estados coherentes |7, <) se puede utilizar una férmula

Baker-Campbel-Hausdorff (BCH) [39] para SU(2), y entonces

exp <gj+ — g*j_> = exp (Tj+> exp [ln (1+ |7'|2) j0i| exp (—7’* A_) (4.79)
= exp [ln (1+ |7']2) jo} exp <7j+> exp (—T*j,) ) (4.80)
donde
gzgexp(—igb), T:%:exp(—igb)tang; 0<6<m, 0<¢<2r.

El operador €(s) tiene una representacién unitaria de la forma

Uy(a) = Zexp (Oéjjj) , a; € C. (4.82)
J
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Otra manera de desentrelazar el operador en cuestion, sin utilizar formulas BCH, es a través

de otra representacién unitaria para SU(2) de la forma

02(8) = Wy exp (8, ) (4.83)

con el parametro (3; real o complejo. Una manera de realizar esto es la que hace Truax [42], la cual
consiste en un proceso de diferenciacion. Se resuelve un sistema de ecuaciones diferenciales cuyas
soluciones determinan los parametros [3; en Us(3). Rodney Truax realiza este procedimiento

tanto para SU(2) como para SU(1,1). En el primer caso encuentra que

Q) = exp <§j+ — g*j_> (4.84)
= exp { <‘ ’) tan [g| J+} exp {—2 (Incos [¢]) jo} exp {— (| ‘) tan || J_ } (4.85)
= exp [ ( + |7 ) JAO} exp (TjJr) exp (—T*j,> , (4.86)

con las mismas relaciones expresadas en (4.81).

De esta manera los estados coherentes para SU(2) son
l7,¢) = exp [ln (1+ |7'|2) JAO} exp (Tj+> exp (—T*j_> 7 —7). (4.87)

Aqui el operador exp (—T* j_> aplicado al estado base es la identidad, y con la Ecs. 4.74 y 4.75

1
2
2 |
l5,<) = Z ,m cos’ ™

N D

{exp(—i(b) sin g} " (4.88)

Ya que el espacio geométrico de SU(2)/U(1) es la 2-esfera, los estados coherentes viven en
S? comunmente llamada esfera de Bloch. M4s adelante veremos que estos estados coherentes
corresponden al potencial de Morse; sin embargo, en este caso existe degeneracion en el niimero
cuantico m.

Es importante mencionar que el grupo SU(2) se puede contraer en Hy. Arecchi et al. [25]

realizaron la contraccién, y de esta manera contrajeron los estados de Bloch con los de Glauber,
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y también las relaciones de incertidumbre que para los estados de Glauber son
h
AxAp = > (4.89)

y para los de Bloch [42]

1

La contraccién se hace en el limite en el cual el radio de la esfera de Bloch tiende a infinito.

4.3.3. Construccion de estados coherentes para SU(1,1)

La construccién de estados coherentes para el grupo SU(2) mostrada anteriormente se hizo
a partir de la definicion de Peremolov y Gilmore, es decir, como la accion del operador de
desplazamiento sobre un estado extremal. Fueron Barut y Girardello [47] quienes generalizaron la
definicién de estados coherentes como eigenfunciones de un operador de aniquilacion para grupos
no compactos, y la ejemplificaron con el grupo SU(1,1). Este grupo, como ya mencionamos,

esta relacionado con el espectro continuo del potencial de Morse.

La construccién de estados coherentes para SU(1,1), en una representacién discreta, es la

siguiente. Se parte de las reglas de conmutacion que definen el dlgebra de Lie del grupo,

[LT,L7] = =Ly, [L12, L] = £L*. (4.91)
El operador de Casimir es
Q - —L12 (L12 - 1) —+ 2L+L7 == —L12 (ng + 1) + 2L7L+, (492)
donde
= - L (Liz £ilo3), (4.93)
V2
1
L12 = 50’3. (494)
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Por lo tanto,

Lt = NG (o1 £ i0y). (4.95)

La base de vectores |®, m) en el espacio de Hilbert para una representacién de SU(1,1) discreta

definen las siguientes relaciones

Liy|®,m) = (Ey+m)|P,m), (4.96)
+ L m - m m
LT|®,m) = \/5\/(@+E0+ +1)(Ep — ® +m)|®,m+ 1), (4.97)
_ 1

|D,m) = ﬁ\/(<1>+E0+m)(Eo—qwﬂn—1)|¢>,m—1), (4.98)
QId,m) = d(B+1)|P,m). (4.99)

Ey es un invariante arbitrario del grupo, y para una representacion discreta, Fy y el invariante

de Casimir no son independientes. Esto es

®+ Ey = 0. (4.100)

La deficion generalizada de estados coherentes es
L™ |2y =z|z), zCC. (4.101)

Y como el estado coherente |z) es una combinacién lineal de la base de vectores {|®,m)},

utilizando la relacién expresada en la Ec. 4.98,

— /T (—20) Z (v22)" B, m),  —20=1,2,3.. (4.102)

=0 Il (=20 + m)]?

El producto interno entre estos estados coherentes es

([2) =T (—20) 3 m!F<(2j/;(ZI>)+ 5 =B (22, (4.103)

y la norma

(z |z) =T (—2) Z m!F‘ fg i Fy (—28;22) . (4.104)
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Utilizando la relacién

J(2) = — (g) Fy (v+1;—2%/4) (4.105)

la norma de |z) se expresa como

(= |2) =T (~29) (V2 |z|>2q>+1 Tt (2V3if2]) (4.106)

4.3.4. Estados coherentes atomicos

En el trabajo de Arecchi et al. se construyen estados coherentes atémicos en dptica cuantica. El
sistema que estudian consiste en un conjunto de atomos de dos niveles energéticos interactuando
con un campo electromagnético transversal cuyo hamiltoniano es

i AT A~ 1 A A A kAT A~
H = thkazak + éthkaz + hz <gkak0+ + g,ﬂld_) , (4.107)
k k,a k,a

donde el primer término es simplemente el hamiltoniano del campo electromagnético libre, el
segundo el hamiltoniano del sistema atémico libre, y el tercero el hamiltoniano de interaccién
del sistema atémico con el campo electromagnético. Los operadores de Pauli para cada atomo

cumplen las reglas de conmutacion

50,680 =25, [0, 6] = 2015, (4.108)

z ao _

Y se pueden definir para el sistema completo a los operadores jz, j+ y J_ como
J.=3 67, Je=Y "6 (4.109)

De esta manera SU(2) es el grupo dindmico que describe un sistema atémico de dos niveles
en interaccion con un campo electromagnético. Los estados coherentes son, por supuesto, los
expresados en la Fc. 4.88.

Por tdltimo, es importante senalar que el trabajo de Arecchi et al., en el contexto de la
teoria de grupos y los estados coherentes, reproduce resultados de un trabajo clasico de Dicke

[22] sobre coherencia en procesos de radiacién espontanea.
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4.3.5. Construccion de estados coherentes para FGL

Las funciones generalizadas de Laguerre (FGL) forman un conjunto completo que puede uti-
lizarse para construir estados coherentes. Existen tres métodos reportados [47, 48] para realizar
esto: utilizando teorfa de grupos un método consiste en definir el estado coherente (e.c.) como
eigenfuncion del operador de aniquilacion, y el otro en expresar el e.c. como el estado que resulta
de la aplicacion del operador de desplazamiento sobre el estado base; el tercer método consiste en
construir el estado coherente a través del formalismo de accién. Ademads estas funciones (FGL),
que no son eigenfunciones del hamiltoniano de Morse, se pueden utilizar en la construccién de
estados coherentes para el potencial de Morse en el contexto de la teoria de supersimetria en

mecanica cudntica [49].

Operadores de ascenso y descenso para las funciones generalizadas de Laguerre

Partiendo de la definicién para las funciones generalizadas de Laguerre,

a _ n!yaJrl €xXp (_y) o

y con la relacion de recurrencia expresada en la Ec. A.8 del apéndice A, podemos identificar

operadores de ascenso y descenso, AT y A, respectivamente, actuando en las funciones 92 (y)

A d
Alyn(y) = [—y@ - % @2n+a+l- y)] Un(y), (4.111)
- d
Au) = [ug - gt ari-p] o (4.112)
O equivalentemente
Alga(y) = =V (n+1) (n+a+ 1), (v), (4.113)

Adi(y) = —Vn(n+ )i (y); (4.114)
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es decir,

Atn,a) = —\/(n+1)(n+a+1)|n+1,a), (4.115)
Aln,a) = —y/n(n+a)ln—1,a). (4.116)
Estas funciones generalizadas de Laguerre son eigenfunciones del hamiltoniano
H=A'A, (4.117)
el cual conduce a la ecuacion de eigenvalores

HYg (y) = enth(y), (4.118)
donde

en =n(n+ ). (4.119)

Como mencionamos anteriormente, estas funciones no son eigenfunciones del potencial de
Morse. Sin embargo, como vimos en el capitulo 2 estan relacionadas con estas tltimas. De hecho,

el hamiltoniano de Morse es tridiagonal en la base de las FGL,
(m| Hytorse [n) = [2n(n+ ) + Eo ((a +1)/2)]
— (n—=1)v/n(a+n)dmsin
— (m—=1)v/m(a+m)dmni1. (4.120)

Estados coherentes para las FGL a través de la teoria de grupos asociada al algebra

(4,41, 4)

A partir de los operadores At y A identificados anteriormente, se procede a construir los estados
coherentes mediante el formalismo de teoria de grupos. Para esto se encuentra el grupo dindmico
de simetria para el hamiltoniano de la Ec. 4.117 de la siguiente manera.

El conmutador [/Al, AT} actuando sobre las funciones generalizadas de Laguerre es

A AT vs(y) = 2n+ a4 1) vR). (4.121)
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Se define un operador Aj de tal forma que
- 1
At (y) = 5 2n +a+ 1)U (y). (4.122)

De esta manera los operadores A, AT y Aj; actuando sobre el conjunto {|n,a)} generan un
algebra su(1,1)

[A,AT} — 94, [Ag,/ﬂ] _ AT, [Ag,fi} — _A (4.123)
Identificando el estado de referencia como |0, «) , el operador de desplazamiento para el espacio

cociente SU(1,1)/U(1) es

D(€) = exp (521* . 5*21) , £eC. (4.124)

Por lo tanto, el estado coherente es

€)= exp (64T — €7 A) |0, a). (4.125)
lo cual nos lleva a
Gy = (1= I¢P) " exp (¢AT) [0,0) (4.126)

donde ¢ = ¢ tanh |¢| v |¢| < 1. Esta tltima ecuacién nos conduce finalmente a

bl — +
Cay=(—1P)™ S T et (4.127)

n=0 n

4.4. Construccion de Nieto y Simmons para potenciales

generales

La ultima generalizacién para estados coherentes que estudiaremos (y que encontramos repor-
tada en el literatura) es la de Nieto y Simmons [8]. Esta combina dos de las tres definiciones
de estados coherentes para el oscilador arménico (equivalentes en éste ultimo). Asi los estados

coherentes de Nieto-Simmons son construidos a través de un operador anélogo al de aniquilacion
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y cumplen a su vez con una relaciéon de minima incertidumbre. Esta generalizacion que se hace
es aplicable a potenciales generales. En su trabajo original, Nieto y Simmons estudiaron casos
unidimensionales, pero posteriormente aplicaron su método a potenciales de més dimensiones
(10, 11, 12, 13, 14, 15]. La idea fisica que subyace aqui consite en construir estados que tengan, al
igual que los estados de Glauber, la propiedad clésica de que sus variables canénicas manifiesten
un comportamiento sinusoidal.

Las generalizaciones a través de la teoria de grupos para la definicién de estados coherentes
(como eigenfunciones de un operador de aniquilacién y estados que resultan de la aplicacién del
operador de desplazamiento sobre el estado base) no siempre, y ese es el caso para el potencial
de Morse, pueden resolverse de forma cerrada ya que el espectro discreto no esta uniformemente
espaciado y/o el potencial presenta una parte continua. La idea de Nieto y Simmons consiste en
considerar, para un potencial general, estados en los cuales es posible realizar una transformacién
de tal forma que existen dos variables denotadas por X, y P. que exhiben un comportamiento

sinusoidal propiamente cldsico. Ademas, X, es funcién de la variable fisica x. Es decir,

X. = Asin(w:t + ¢), (4.128)
P. = mX,, (4.129)
P = —mw.X., (4.130)

donde w, es una frecuencia, y m la masa caracteristica del sistema fisico. Esto es posible si

dV(x)
7= — 4.131
mi s ( )
se impone la condicién de que
P, =pX., (4.132)
donde X ; no es sino djif. La forma en que X, depende de x se deduce de la siguiente manera.

Las Ecs. 4.128, 4.129 y 4.130 expresan a un oscilador armoénico. Se defiene a la energia ¢, de
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éste,
1 mw? mw?
_P2 CX2 — CAZ' 4.1
o Le +—2 c=E= 5 (4.133)
Entonces,
L p \/ Lo (42 - x2) (4.134)
——PFP. =w.\/=m — X2), :
V2m 2

pero con la condicién expresada en la Ec. 4.132 tenemos que

p_dx.
V2m dz

Como la energia, F, del sistema fisico del cual partimos es

_ wc\/ %m (A2 — X?). (4.135)

1
E=_—p*+V(x), (4.136)

2m

en la Ec. 4.135 podemos eliminar p, y asi obtenemos

. dX, Lin (A2 — X2)\ 2
d _wc(zm( _c>> (4.137)

X = — =
© dr E—V(z)

A partir de lo anterior se procede a construir los operadores X y P, los cuales generan una

relacion de incertidumbre. Se elige por conveniencia al primer operador como
X = X.. (4.138)
Y el operador P se construye de manera simétrica,

—ih (d . v d
P=—[—X+X—). 4.1
2 (d:v * dx) (4.139)

Es trivial demostrar que ambos operadores cumplen la siguiente relacion de conmutaciéon
A2
X, P| = ih (X ) . (4.140)

Es importante mencionar que este conmutador nos muestra claramente que la transformacién

realizada en esta construccion no es candénica. No solo eso: tampoco se trata de una deformacion
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algebraica como la que mencionamos en la construccion de Manko et al.. Ademas, es obvio que se

recupera el caso armoénico cuando X = X, = x. También tenemos la relacién de incertidumbre

(AX) (PP
{2y

Y con esto se construye un operador, A~, analogo al de aniquilacién para el oscilador armonico,

2
> hz (4.141)

de tal forma que
1/ X P
A7)y (x) = 5 (E + ZE) Vo(x) = at)e(z), acC. (4.142)
A partir de los operadores X y P, expresados en las Ecs. 4.138 y 4.139, se cumple la siguiente
ecuacion de movimiento,

X = —ih[X, H] = P/m. (4.143)

Sin embargo, la ecuacién de movimiento clasica para P no se cumple ya que el estado coherente
1, es una superposicion de eigenestados de energia, y, en general, la frecuencia w,. depende de
la energia. Otra diferencia con el caso armonico, en esta generalizacion, consiste en que los
operadores de ascenso y descenso, A y A respectivamente, dependen de manera explicita del
estado n. Y debido a esto, en general, no se cumple que (A, )T = Al. Esta dependencia hace
menos clara la relacion de estos estados con los que resultan de la generalizacion de Perelomov
y Gilmore. Sin embargo, como veremos mas adelante, al menos para el potencial de Morse,
existe una equivalencia entre estados coherentes desplazados y estados coherentes de Nieto y

Simmons.

4.4.1. Construccién de estados coherentes para el potencial de Morse

Entre los diversos potenciales a los cuales aplican su método Nieto y Simmons se encuentra el
potencial de Morse [9]. Presentaremos sus resultados por ser el tema de estudio del presente

trabajo. La construccién que hacen no incluye el espectro continuo.
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Utilizando el potencial de Morse en las ecuaciones 4.137 y 4.132, tenemos las siguientes

soluciones,
X, = exp[BR] — D/(D — E) = Asin(w,t), (4.144)
P. = mRBexp|fR] = mw.A cos(wet), (4.145)

con
A = VDE/(D - E), (4.146)
we = \/202(D—E)/m. (4.147)

Entonces las ecuaciones de movimiento para X,y P. son

X. = P./m, (4.148)

P. = —mw’X,=—-28%D - E)X.. (4.149)

Los operadores cuanticos X y P estan dados por

X =explz] = D/(D — H —¢p/4), P = 2—522 (exp(z)dii + diz exp(z)) : (4.150)

con z = exp(fR).

En la expresion para X, g9/4 representa el punto cero de la energia. Se determinan las
ecuaciones de movimiento, las cuales resultan ser

X o= %[X’H]:P/m’ (4.151)
- %ZTR H] = =3*({X,D = H} + {exp(2),20/4}) , (4.152)

cuyas soluciones son

X(t) = exp(iHt/h) Xoexp (—iHt/h)

, i € :
= Xoexp (—iwpt) [cos (wit) + D —OH sin (wHt)]

+ (Po/h3) exp (—iwot) |/ DE_O —sin (t) (4.153)
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P(t) exp (iHt/h) Pyexp (—iHt/h)

= Pyexp (—iwpt) |:COS (wyt) — %, / o) =0 Vi sin (wHt)}

— (hBXy) exp (—iwnt) (D - i — <o/ 4) S sin(ont), (4154)
- -

donde wy = go/h y wy = £2, /% = \/%(D — H). Aunque no es obvio, los operadores X (¢)

y P(t) son hermitianos.

Con estos resultados se procede a encontrar el estado coherente que satisface la ecuacién de

eigenvalores que nos interesa (Ec. 4.142), y que se puede expresar como

<i + ii> Yes(2) = (% + z‘%) Yes (7), (4.155)

y con la relacion de incertidumbre de la Ec. 4.141,

(X +is <<AG]>D>2P> Vosl) = <(X> +i <f]>3>2 <P>) Vulz), G=h (X’)Z. (4.156)

Ya que el operador X involucra a H en el denominador que aparece en su segundo miembro, el
calculo de G y la solucién de la tultima ecuacion son aproximados, y ambos se obtienen mediante
un desarrollo perturbativo. Asi pues, los estados coherentes obtenidos por Nieto y Simmons
para el potencial de Morse son una aproximacion en su propio formalismo. Esta consiste en lo
siguiente.

Para el caso particular en el cual el estado coherente es el estado base 1y, la profundidad
pozo es relativamente grande o (n) << D/eq, s6lo pocos (los primeros) estados de nimero son

significantes en la construccion del estado coherente. Entonces se realiza la aproximacion
(D—H —¢p/4) — (D —(E) —g9/4) (4.157)
en el denominador involucrado en el operador X, y este tultimo se reduce a

X =exp(z) — D/(D — (E) — go/4). (4.158)
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El conmutador de X con P resulta ser

(X, P] = iG = i*hexp(2z). (4.159)
La solucién de la Ec. 4.156 es
Yes = N(C,N)exp[—(A—1/2)z]exp[-Cexp(—2)], (4.160)
N(C A = /BN /T (2A-1), (4.161)
C = (A—=1){exp(2)) +i(P) /hB* = u+ iv. (4.162)

En las tres expresiones anteriores, A = N + %, donde N es el nimero de estados ligados del pozo
de potencial (no confundir con N(C,\)).
Podemos expresar este estado coherente aproximado como una superposicién de estados de

nimero, y obtenemos

A—1/2
tes = SN(C,) > NnN0G,CA) ), (4.163)

con

N 4N o N-—n+j
O(n,C,)\):;%G/\n_j 1> <1+20/A> T2\ —n—1+ ). (4.164)

Por 1ltimo, la relacién entre las dispersiones dada en la Ec. 4.141 es para es este caso

2 2 u’ (h62>2U2
(AX)" (AP) (2()\_1)2(/\_3/2)) (2(>\_3/2)>. (4.165)




Capitulo 5

Estados coherentes para el potencial de

Morse

Hemos revisado las diversas generalizaciones de estados coherentes para sistemas anarmoénicos.
Asimismo al estudiar el potencial de Morse, es evidente que, por tener un ntimero finito de
estados ligados, el espectro discreto de este potencial no forma un conjunto completo. Por esto,
la construccion de estados coherentes en este caso no es nada trivial, ya que para realizarla de
manera correcta hay que integrar el espectro continuo. Procederemos a construir los estados
coherentes para el potencial de Morse utilizando tinicamente el espectro discreto, lo cual es tan
s6lo una aproximacién. Esta se justifica ya que es precisamente en la parte discreta donde existe
propiamente la molécula. Construimos, pues, estados coherentes -en esta aproximacion- en el
formalismo de Gazeau-Klauder, de Manko et al. y de teoria de grupos. Como vimos en la seccion

anterior, Nieto y Simmons ya realizaron esta construccién en su formalismo.

57
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5.1. Espectro discreto

5.1.1. Formalismo de Gazeau-Klauder

Encontramos p,, a partir de

1 1\?

E, = —D—l—hw(n—l—E)—hwx(n—i-z) (5.1)
hw X
By = -D+=(1-3) 2
0 + 5 9 (5.2)
E,—E
en = — = =n[l —x(n+1)] (5.3)
Por lo tanto,

N-1 N-1 N-1
Pn = n[l—xn+1D]=n!||[1—-x(n+1)]=n!x" H 2N+1-n—-1) (54)

n=1 n=1 n=1

['(2N)
_ 1T
nlx TN — ) (5.5)
La propuesta de estado coherente es
(2N —n)Jn .
|7,7) Z TN P (Fiea) In). (5.6)
donde la constante de normalizacion es
N—
J"T(2N —n)
N?(J) = — :

() Z n!x"T'(2N) (5.7)

Los estados coherentes asi construidos cumplen los requerimientos (a), (b) y (¢) mencionados
en la seccién 4.1, pero no el (d). Esto iltimo lo podemos ver facilmente

A partir de la definicién de los estados coherentes de Gazeau-Klauder, de la ecuacion 4.4

A B we, J"
(JAIH|Ty) =N(1)) - (5.8)

Para que esta expresion cumpla la identidad de accion se tendria que satisfacer que

N-1 N-1
y e W wen "
n=0 n=0 n

lo cual no es posible, y la causa se encuentra en el hecho de que el espectro es finito.
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5.1.2. Formalismo de Manko et al.

99

En este formalismo no se ajusta la escala de la energia a diferencia del formalismo anterior

(Gazeau-Klauder). Podemos, por lo tanto, utilizar el hamiltoniano de un oscilador arménico

cuantico deformado incluyendo el vacio o no.

En el primer caso utilizamos el hamiltoniano
gLy (A AA
H = Sho (ATA+ AAT)

Obtenemos

- hw

y utilizando las ecuaciones 4.40

- hw

[f2(A)a+ f2(a+1)(A+1)] |n).

La expresiéon de E, para el potencial de Morse es

En:% [(2n+1)—§(2n+1)2],

por lo tanto proponemos
f(n)=+a+pn, a, B eR.

De las dos ecuaciones anteriores, y ajustando el espectro, encontramos
f(n)=+/1-xn.

Ahora utilizamos el hamiltoniano

H = hwATA.

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

El procedimiento para encontrar f (n) es el mismo que acabamos de realizar y, en este caso,

f)=v1-x(n+1).

(5.17)
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Construimos los estados coherentes para el potencial de Morse utilizando estos resultados.

Primero utilizamos el hamiltoniano de la Ec. 5.16,

|Oé,f C’0 Z

’fL

[m} !

y vemos que v/n! [ 1—x(n+ 1)} l'es la expresién de la p,, en el formalismo de Gazeau-Klauder

In), (5.18)

para el potencial de Morse; por lo tanto,
N-1
['(2N —n)
= C ——a"" |n). 5.19

Para el hamiltoniano de la Ec. 5.10,

o, f) = CO;W[;W}!’TO (5.20)
_ 002:_% 2'(275\;(_2]3:11)) Q" |n) . (5.21)

Estos estados coherentes no muestran estabilidad temporal. Sin embargo, si identificamos « de
manera analoga a la forma en que se hace en la construccion de Gazeau-Klauder -un ntimero
complejo en términos de su médulo y su fase-, si obtenemos f—estados coherentes con estabilidad

temporal.

5.1.3. Formalismo de grupos

En la literatura cientifica de modelos algebraicos esté reportada la conexion de los eigenestados
del potencial de Morse con el dlgebra su(2), o equivalentemente mediante los estados SU(2) D

SO(2) a través del hamiltoniano [44]:
N hw N
HMorse = 7 (J2 - J%) = 7 ( +J* =+ J_ +> (522)

Los estados coherentes para el potencial de Morse son

oot () £ (S ()] T e

m=—j
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ver en las relaciones de conmutacién dadas en las Ecs. 5.34. Podemos definir un operador 24,

como

24, = [A(s), AT(S)] — 251 — [A(s) + Af(s)] . (5.43)

A partir de esta definiciéon encontramos que
[A3,AT] — 94, [Ag,,fl} — 924, (5.44)

Estos operadores {A, fU, 1213} no definen un algebra su(1,1). Sin embargo, si forman un algebra
cerrada y, por lo tanto, un grupo.

A partir del grupo y su algebra, asi como de la identificacién del estado base |0) , construimos
un operador que deje invariante a éste salvo una fase. Definimos un operador en términos de

los generadores del grupo que para |0) satisfaga la siguiente ecuacién de eigenvalores:

(aAT + DA + 01213> 0) = Ag|0) = 50), a,b,c € R. (5.45)
Los valores para las constantes a, b, y ¢ son
b=0, c=1. (5.46)

Por lo tanto,

~

1. a

Al aplicar el operador de desplazamiento D(() desentrelazado al estado base |0) se obtiene el

estado coherente
€)= D(€)[0) = exp (I [1 = ¢’] Ao) exp (¢AT) exp (¢*A) J0) (5.48)

Este estado coherente es practicamente el obtenido en la Ec. 5.42.
La construccion de estados coherentes para el potencial de Morse en el contexto de super-
simetria incorpora el espectro continuo, pero la forma en que lo hace es discretizandolo, lo que

es obvio a través de los operadores escalera que utiliza.
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Sin embargo, esta suma la restringimos a los términos con significado fisico para el potencial de

Morse, donde el nimero de estados ligados esta dado por N = J. Asi:

\j,g>::cos%'(£;%%) gif{|éi|tan(£;%%)]n|fv,n> (5.24)

n=0

En esta udltima expresion se han elegido las m negativas -podrian haber sido las positivas-

en la construccién de estados coherentes para SU(2) hecha en la seccién 3.3.2.

Funciones generalizadas de Laguerre y la descripcion supersimétrica del potencial

de Morse

Como preparativo para estudiar la descripcién supersimétrica del potencial de Morse es conve-

niente partir del hamiltoniano de Morse [49]

P2

- P 1 Nk
HMorse(S> - % + ‘/0 |:5 + 5 — €XpP <_’YX>:| s (525)

donde s, Vi y v son parametros reales del potencial e introduciendo operadores adimensionales

N 1 A
e A P, 5.26
T =" p T (5.26)
con vh/v/2mVy = 1, de tal forma que [z,p] =iy
7 [:[ orse 1 ?
aorae(s) = 23 _ o 1o L e-a)] (5.27)
Vo 2
Si redefinimos el parametro s como
1
=0 (5.28)
2
el hamiltoniano de la Ec. 5.27 es
~ 9 o 12
harorse(@) = p~ + [5 +1—exp (—x)] . (5.29)

De acuerdo a la teoria de supersimetria en mecanica cudntica (SUSY QM son sus siglas en

inglés) [50] para este potencial se pueden introducir operadores escalera A (s) y At (s), de tal
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manera que A (s) aniquile el estado base, y el hamiltoniano sea factorizable:
A (s) [Wq (s)) =0, H (s) = Af (s) A (s) + Eo (s) - (5.30)

Los operadores A(s) y Af(s) para el potencial de Morse en SUSY son

A

A(s) = s — exp (—&) + ip, Al(s) = s — exp (=) — ip. (5.31)
La forma en que los operadores supersimétricos extienden el algebra de Lie es la siguiente:
A(s+n)=A(s)+nl, (5.32)

donde n es un numero cualquiera. El algebra de estos operadores estd expresada en los siguientes

conmutadores:

s—i—m),fl(s—l—n)] = [AT(s—i-m),AT(s%—n)} =0, (5.33)

4
[A(s +m), At(s + m)] = 20— [A(s) + AT(S)} . (5.34)

Los elementos de matriz para los operadores A(s + k) y Af(s + k), con k un entero arbitrario,

son

(m| A(s + k) |n) = /n(25 + m)0mi1m — (M — k) S, (5.35)

(m| AT(s + k) |n) = /m(25 + n)0pmni1 — (0 — k) Spom, (5.36)

Los estados denominados de pseudo-ntimero estan definidos por la siguiente serie infinita:
0) = [Wo(s)),]1) = C7 AT () [0),- - -, [n) = C AT (s +n — 1) [n — 1) - -, n e Nt (5.37)

con la constante de normalizacién C,, = \/n (2s+n —1) .

Estos estados de pseudo-nimero, en términos de la variable y = 2 exp (—x) son

b (4) = (ol m) = (y+§y+<s+n—1> )wm (v). (5.38)
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con Yy (y) = (y| 0) = \/ﬁys exp (—y/2). Comparando la Ec. 5.38 con la férmula de Ro-
drigues para las funciones generalizadas de Laguerre LS(y), los estados de pseudo-niimero nor-

malizados, en términos de la variable «, son

N

ve) = |Tarn | ") g2 exp (—y/2) Lo(). (5.39)

Esta ultima ecuacién es practicamente la Ec. (4.110) de la seccién anterior.
Utilizando los operadores supersimétricos se define el estado coherente |() de manera andloga

al caso del oscilador armonico
I¢) = {]H—ZC Al (s+n—1)-- AT(S)}|O>, (€, (5.40)

donde ¢ (¢) es una constante de normalizacién.

La construccién explicita de |z) es

n+ o

1C) " n, a) (5.41)
n= n
y normalizando
> n+a«a
n=0 n

Estos estados coherentes coinciden con los construidos para el potencial de Morse por Nieto

en su formalismo [9].

Algebra de los operadores supersimétricos del potencial de Morse

Como Benedict y Molndr mencionan en su trabajo [49], los operadores supersimétricos constru-

idos para el potencial de Morse no son la clase so(2,1) = su(1,1) = sp(1, R). Esto lo podemos



5.2. ESPECTRO COMPLETO 65
5.2. Espectro completo

En la seccién anterior hemos construido estados coherentes para el potencial de Morse, pero
utilizando inicamente el espectro discreto. Ahora incorporaremos el espectro continuo. De esta
manera, nuestra construccion serd mejorada. Exploramos esencialmente un par de propuestas. La
primera consiste en los estados desplazados como estados coherentes para el potencial de Morse.
Esta propuesta, como veremos, estd relacionada (en el espectro discreto) con la generalizacion
de Nieto-Simmons y, como ya vimos en el capitulo anterior, con la teoria de grupos. La segunda
propuesta que exploramos se inscribe en el formalismo de Gazeau-Klauder para espectro discreto
y continuo, el cual expusimos en el capitulo cuatro. Y como vimos en la construccion realizada
para el espectro discreto del potencial de Morse, el formalismo de Gazeau-Klauder se puede

empatar con el de Manko et al.

5.2.1. Estados coherentes desplazados para el potencial de Morse

Proponemos definir al estado coherente del potencial de Morse, incorporando tanto el espectro

discreto como el continuo, de la siguiente manera

N-1 o
N, D) gy = 3 G [n) + / Gt |E) dE, (5.49)
n=0

donde los coeficientes C]j\c,,n y Ci 5, bara los estados discretos y continuos, respectivamente, son
los coeficientes de Franck-Condon que resultan de proyectar una funciéon de onda vibracional
base de un potencial de Morse, cuando este ultimo es desplazado de su posicion de equilibrio,
en términos del conjunto de funciones vibracionales y continuas del nuevo potencial de Morse
desplazado, que es en donde evolucionara. Por construccién, estos estados estan normalizados.
La estabilidad temporal no es obvia, aunque tanto los estados del discreto como los del continuo
son eigenfunciones del hamiltoniano de Morse. Las propiedades de estos estados las analizaremos

mas adelante. Primero justificaremos esta propuesta de estado coherente.
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Estados desplazados de Morse y su relacion con los factores de Franck Condon

En fisica molecular el Principio de Franck Condon (PFC) fue establecido clasicamente por J.
Franck en 1925 [56], y con una base cuédntica por E. Condon en 1926 [57]. Este principio se
basa en la aproximacion de Born-Oppenheimer, es decir, en el hecho de que el movimiento de
los niicleos es mucho mas lento que el de los electrones. El PFC establece que un electréon puede
realizar una transiciéon tan rapidamente que los nucleos tienen posiciones y velocidades muy
cercanas a las que tenian antes de la transicion electrénica. Después de ésta, los nticleos se en-
cuentran descritos por la funcién de onda nuclear original que se ve forzada a evolucionar en el
potencial asociado a la nueva configuracién electrénica. A través de este principio se explican
facilmente el espectro de bandas que presentan moléculas diatomicas, el cual se origina a través
de transiciones electronicas.

El nuevo potencial difiere del original en alguno o varios de sus parametros. En el caso en
que la unica diferencia apreciable sea la posicién de equilibro, se daran las condiciones para
generar los estados coherentes desplazados de Morse. Estos estados resultan de considerar la
representacion mas cercana al estado vibracional de dicho potencial en términos de sus eigen-
estados -vibracionales y de dispersion— asociados a un potencial idéntico al original salvo un
desplazamiento de su posicién de equilibrio [52]. Los estados coherentes desplazados de Morse
son equivalentes a los estados coherentes de Nieto para el potencial de Morse [9], que a su vez
coinciden con la construccion de estados coherentes de Morse en el contexto de supersimetria
en mecanica cudntica [49], y estos ultimos son los mismos que resultan de la construccién de

estados coherentes para funciones de Laguerre generalizadas a través de teoria de grupos [48].

Calculo de los factores de Franck Condon para el potencial de Morse

Los factores de Franck Condon representan la probabilidad de transicién de un estado inicial

vibracional a un determinado estado final vibracional o de dispersién, y se definen como el
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Figura 5.1: Transicién de Franck Condon.

cuadrado de la integral de traslape entre el estado inicial y el final. Esta integral no es nula debido
a que los estados finales y el original no son ortogonales dada la diferencia entre los parametros
que caracterizan a los dos potenciales nucleares. En el caso en que ambos potenciales preserven

su forma y unicamente difieran en su posicién de equilibrio el factor de Franck Condon es

FFC = |(G(R)1i(R.))| . (5.50)

donde i representa el estado inicial con posicion de equilibrio R,, y j representa el estado final
con posicién de equilibrio R;.

Estos factores han sido reportados por diferentes autores tanto para la aproximacién armonica
del potencial [59, 60] como para el caso de potenciales de Morse [61, 62, 63, 64, 65]. En este
ultimo, en el caso discreto, la integral de traslape -cuyo médulo al cuadrado es el FFF'C- entre

un estado vibracional desplazado |[Nv) a otro !N Ul> es

(~1)™ (2N — 0)!(2N — o) (12) T(B)

Z (V' =n)l(v =m)!I(2N — 20" + n)!(2N — 2v + m)!m!n!’

0<n<v
0<m<v

cE Cx,
N TN (5.51)

+
INm'_
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donde [ es el inverso del alcance del potencial, C’; oY C]j\c,m son las constantes de normalizacién,

u = exp(FFb), b es el desplazamiento, y B = 2N —v — v +n +m.

Partimos de la funcién vibracional desplazada, la cual en la representacién de coordenadas

€S

C'NO =

(2 IN,0), = Cnoexp(FNGb)z" exp [_M] ,

2
(5.52)

Partir de esta funcién vibracional base desplazada, que evoluciona en un potencial de Morse
no desplazado, es equivalente a considerar la funcion de onda vibracional no desplazada cuya
evolucion ocurre en un nuevo potencial desplazado. Ambas opciones representan al mismo estado
desplazado que hemos propuesto como estado coherente. Por convencion utilizamos el estado de

la ecuacién 5.52. Entonces la expresion 5.51 se reduce a

(5.53)

+ Czj\Ef,U’CJj\E/,O L (=1)*(2N = )IT(2N — o' 4+ n)u 9 \2N-v'+n
(N = > — .

o] (V" =n)!I(2N — 20" 4 n)In! 1+u

n=0

Célculos explicitos [52] muestran que para desplazamientos reales b ~ —0,44571 y N = 14
(adecuado por ejemplo para la molécula Hy) la representacién del estado base vibracional del
potencial de Morse en términos de los estados del nuevo potencial requiere las correcciones
asociadas a estados del continuo .

Los F'F'C para los estados en el continuo del potencial de Morse tomando como estado inicial
el estado base del mismo desplazado por una cantidad b expresado en la Ec 5.52 requieren evaluar

la integral

(E|N,0), = CnCg exp(:FNﬁb)/ %exp (_w)
0
{ A()\Fi (=N +ie,2ie + 1;2) 2N + ce.}, (5.54)

que calculamos con la férmula [53, 55]

*d
/ 722" exp(—sz)1Fi(a, b;pz) = s T'(p)2 Fi (a, p; b; g) . (5.55)
0
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Por lo tanto la integral expresada en la Eq. 5.54 es

(e = (EIN,0), = CnoCpexp(FNb)

I'(—2:e . . | o
{ F(—(N——i's)F(N + ie)aN VT Fy (=N +ie, N + ig; 2ie + 1; 2)
['(2ie)

* ['(—N +ie)

D(N — ie) ¥ Fy (N — ie, N — ie; —2ie + 1; x)}, (5.56)

donde = = (#@ﬁ@) . Utilizando la definicién para las funciones hipergeométricas [54], este

altimo resultado se reescribe

2

: ['(2ie)
2 N -
CnoCE2ic exp(FNGb) ‘F(—N 9
{ LN i I'(k— N+ zs)F(k + N+ iE)Ik
prt L1+ K+ 2ie)l'(k + 1)
o= T(kE =N — )F(k+N
o N—ie
v ]; T(1+ k — 2ie)I( }557
La integral de traslape, en la escala de ¢, es
" i€ ['(2ie)
= ———— exp(FNGD) | =———
N 27T (2N) P(F Q)LY—N+4@

{ e i (k- N +ie)l'(k+ N +ie) ,
c—~  T(1+k+2ie)l(k+1)
o= T(k— N —ie)(k + N —ie)
o N —ie k
A T(1+ k — 2ie)0(k + 1) }

(5.58)

Es evidente que los FF'C del espectro continuo, expresados en las series anteriores, tienen
valores divergertes para desplazamientos positivos (b > 0).

A continuacion presentamos algunas gréaficas relacionadas con estos coeficientes. Primero
mostramos diversos F'F'C' de las funciones continuas para distintos desplazamientos. Después
reproducimos la funciéon de onda vibracional desplazada en términos de las funciones del espec-
tro completo del mismo potencial de Morse sin desplazar. Finalmente, presentamos el compor-

tamiento del pardmetro x en funcién de un desplazamiento imaginario.
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Figura 5.2: Graficas de los FFC para los estados de dispersién en funcion de e, y diversos
desplazamientos: i) b = —0,4371, ii) b = (—=0,4 + 0,014)37, iii) b = (=0,4 + 0,05)37 y b =
(—0,4 + 0,14)57L.
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Figura 5.3: Gréficas relacionadas con la funcién de onda vibracional desplazada (b = —0,4571):

i) Superposicién de la funcién de onda desplazada (linea verde) y la contribucién de las eigenfun-
ciones del espectro discreto del potencial de Morse sin desplazar (linea roja), y ii) Superposicién
de la diferencia (linea roja) entre la graficas anteriores y la contribucién de las eigenfunciones

del espectro continuo del potencial de Morse sin desplazar (linea azul).
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Figura 5.4: Graficas del comportamiento del factor x en términos de la parte imaginaria de b.

En iy ii consideramos Re[b] = —0,0147!, mientras que en iii y iv Re[b] = —0,437.
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Comparaciéon de los estados desplazados y los estados coherentes de Nieto-Simmons

Los coeficientes de Franck Condon que obtuvimos anteriormente estdn calculados en términos
de un desplazamiento de la funcién vibracional base. Estos coeficientes, como ya mencionamos,
son los mismos -aunque con diferente expresién- que los que resultan de proyectar la funcién
base vibracional en términos de las eigenfunciones de un potencial de Morse desplazado, cuyo

calculo explicito es, en el caso discreto, el siguiente:

o= CJj\E/,U/OJj\Ef,O i (—=1)™(2N — v/)!F(2N v+ n)uN—v’+n 9 \2N-v4n
A (V" =n)!I(2N — 20" + n)'n! 1+ u :

Estos coeficientes son los mismos coeficientes de la construccién de estados coherentes para el

(5.59)

n=0

potencial de Morse hecha por Nieto y Simmons, que volvemos a escribir:

O(n,C,\) = i) (_j})j (”;_”j_ 1) (ﬁ)mw T2\ —n —1+ 7). (5.60)

Asi, hemos mostrado que la propuesta de estados coherentes como estados desplazados para
el potencial de Morse coinciden tanto con la construccion de Nieto como con la de Benedict y

Molnar en la parte discreta.

5.2.2. Estados coherentes para el potencial de Morse en el formalis-

mo de Gazeau-Klauder

Dentro del formalismo de Gazeau-Klauder, proponemos la definicién de estado coherente para

el potencial de Morse como

= [T(2N —n)Jn

Ly = mexp(—ww) )

n=

+ az(J)exp(— / 75 exp (—iEy) |E)dE (5.61)

Como mencionamos en la subseccion 4.1.3., la construccion de Gazeau-Klauder para el espec-

tro discreto-continuo no es completa dentro de sus requerimientos. Sin embargo, esta propuesta
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que hacemos tiene como base su trabajo, pero con ligeras diferencias. La continuidad del estado
coherente expresado en la Eq. 5.61 estd garantizada, ya que es la suma de dos tipos de estados,
discretos y continuos, que se encuentran en subespacio diferentes en los cuales son continuos.
Hemos mantenido el mismo parametro de acciéon J en ambos términos, con el propdsito de
obtener explicitamente la identidad de accién. Las constantes a1(J) y az(J) no son mas que las
funciones escalares (que ya no dependen de ) por determinar en la Eq. 4.33. El célculo explicito
de las constantes aq(J) y ao(J) estédn en el apéndice C, y se obtienen de la normalizacién del

estado coherente y de la identidad de accion, es decir,

Lyl = L (5.62)

(JyH| Jy) = Jho. (5.63)

Mantenemos la fase ¢ propuesta por Gazeau y Klauder, para eliminar elementos matriciales
no diagonales. Y ahora justificaremos los factores involucrados tanto en la suma de estados
discretos como en la integral de estados continuos. Es evidente que partimos del estado coherente
aproximado que ya determinamos en 5.1.1. A éste le incorporamos el continuo de la siguiente

manera.

En el estado coherente de la Ec. 5.6, hacemos una identificaciéon de n — N — ie, en los
términos de la suma excepto en el factor exponencial, de tal forma que el estado coherente
manifieste estabilidad temporal. En la integral de la Ec. 5.61 aparece una funcién que se puede
determinar a partir de los coeficientes de Franck-Condon que calculamos anteriormente, con la

misma identificaciéon n — N — ie. Asi, identificamos a la funciéon f(E)

dE k
% = % T con & =+/2uE/fh = 5 (5.64)

y donde

(5.65)

- I'(N +1—ie)xN*T'(2N)’

1 (“DND(N +1—ie) T(N + ie) JN-iz
fe) 2 cosh (7e)

En este caso, s = J, pero el término en la integral, evidentemente, no es J¥ sino JV~%.

La constante v garantiza la estabilidad temporal.
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Figura 5.5: Comportamiento de |ay(.J)| en funcién de J.

Ahora sélo definimos los coeficientes de Gazeau-Klauder, los cuales s6lo nos dan el peso de

cada estado vibracional y de dispersién en el estado coherente, como

['(2N —n)Jn :
GK _ .
1
GK exp (—iE7) . 5.67
N.E F(E) ( ) ( )

En las graficas siguientes vemos el comportamiento del médulo al cuadrado de los coeficientes

anteriores para los estados continuos en funcién de ¢, para cuatro diferentes J. Esto es
CGK. = [C§X]. (5.68)

En todas ellas el comportamiento es similar, aunque por supuesto para J mayores los coeficientes
tienen valores mas significativos. Esto tltimo es obvio, ya que estamos en un régimen donde el

espectro continuo juega un papel mas relevante.

Aunque estos coeficientes no tiene un significado fisico salvo el que mencionamos -peso de
las eigenfunciones- notamos que la incorporacion de los estados del continuo en la contruccion

de Gazeau-Klauder es significativamente diferente a la que surge de los estados desplazados.
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Figura 5.6: Gréaficas de los CGK, parai) J = 0,01, ii) J =0,5,iii) J =1y iv) J = 2.
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5.2.3. Evolucion en el espacio de fase y dispersiones de los estados

coherentes de Morse

Una vez que hemos hecho la construccion de estados coherentes moleculares para el potencial de
Morse incorporando el espectro continuo, en dos formalismos distintos, es necesario estudiar sus
propiedades. Con esto nos referimos a la evolucién en el espacio fase de los valores medios de la
posicién y el momento, asi como también a la evolucién temporal de sus dispersiones. En primer
lugar, debemos comparar con el caso armonico, en el cual la evolucién en el espacio fase ocurre
en una elipse cerrada, y se trata de estados de minima dispersiéon. Sabemos que no es el caso del
potencial de Morse; sin embargo, queremos saber qué tanto se parece. Nos interesa, asimismo,
ver de qué manera influye la incorporacion del continuo en nuestros estados y estudiar casos
limites. Por ultimo, también es importante el estudio comparativo de las dos construcciones que

hicimos.

Estados desplazados de Morse

A partir de la deficién del estado desplazado de Morse (EDM) como estado coherente, el valor

esperado de un operador cuantico O es

N-1N-1
A R *4 + Emt .Ent A
ey (N, b O [N, b)ppy, = WLZ:O nZ:O CN.mCN.n €XD (@7> exp <—Z?> (m| O |n)

[ Eqt Fut .
+ / / ;fiElCJj\Esz exp (271) exp (_@%> (E1| O |Ey) dE1dE,
0 0

N-1 o0 & -
Z/ C;/:‘ZE ]:\tfn exp (@7> exp <—Z%> (E|On)dE
n=0 0

(5.69)

+ 2Re

Los operadores que nos interesan son el valor medio de la diferencia entre la posicién y la
posicién de equilibrio R — Ry, el momento esperado p, valor cuadratico medio de la diferencia

entre la posicién y la posicién de equilibrio (R — Ro)2 y el momento cuadratico medio p®. Los
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elementos de matriz para estos operadores estan dados en el apéndice B.

El modelo de estados desplazados es aplicable en un intervalo de desplazamientos alrededor
de —0,437! para el caso real. De hecho, un desplazamiento de —3~! ya no es fisico. Si hay
desplazamientos con parte imaginaria, ésta debe estar alrededor de 0.1 (en unidades naturales).
Una vez incorporando el continuo, los valores esperados se mantienen dentro de la misma region,
pero con trayectorias algo distintas. En el caso de desplazamientos con parte imaginaria, toman-
do 0.1 como méaximo, la trayectoria en el espacio fase es muy diferente, y la region aumenta. Las
dispersiones aumentan mucho si los desplazamientos no son puramente reales.

En todas nuestras graficas de dispersiones y evolucién en el espacio fase de los valores es-
perados (X (t)) y P((t)), las curvas rojas se refieren al estado coherente que incorpora tanto
el espectro discreto como el continuo, y las curvas azules son las del estado coherente que sélo
utiliza el espectro discreto.

En todas las construcciones de Gazeau-Klauder hemos utilizado los siguentes valores para
las dos fases involucradas: ¢ = 0 y 7 = 1. Asimismo, la unidad de longitud corresponde a la
unidad natural del potencial de Morse, es decir, [L] = 37!, Tomamos como unidad de masa dos
veces la masa reducida del sistema, [M] = 2ug. Y, finalmente, el valor de la constante de Planck

para en nuestros calculos numéricos es

1,054

= 5.70
16,7076’ ( )
lo que implica que la escala de tiempo es
2 -2
7] = {ﬁ} LA BT (5.71)
my (1A)
donde m,, es la masa del protén. Para el caso de la molécula de hidrégeno,
[T] ~ 10 s, (5.72)

lo que en nuestros calculos significa decenas de femtosegundos.
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(iii) (iv)

Figura 5.7: Graficas de la evolucién temporal en las dispersiones dz, dp y su producto,
dxdp/ (h/2), asi como de la evolucién de los valores esperados < X(t) > y < P(t) >, con

un desplazamiento b = —0,40.
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Figura 5.8: Graficas de la evolucién temporal en las dispersiones dzr, dp y su producto,
dzdp/ (h/2), asi como de la evolucién de los valores esperados < X(t) >y < P(t) >, con

un desplazamiento b = —0,43 + 0,014.
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Figura 5.9: Graficas de la evolucién temporal en las dispersiones dr, dp y su producto,
dxdp/ (h/2), asi como de la evolucién de los valores esperados < X(t) >y < P(t) >, con

un un desplazamiento b = —0,43 + 0,052.
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Figura 5.10: Graficas de la evolucién temporal en las dispersiones dx, dp y su producto,
dxdp/ (h/2), asi como de la evolucién de los valores esperados < X(t) > y < P(t) >, con

un desplazamiento b = —0,150.
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(iii) (iv)

Figura 5.11: Gréficas de la evoluciéon temporal en las dispersiones dx, dp y su producto,
dxzdp/ (h/2), asi como de la evolucién de los valores esperados < X(t) >y < P(t) >, con

un desplazamiento b = —0,158 + 0,014.
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Estados coherentes en el formalismo Gazeau-Klauder

De manera anédloga a la que procedimos con los estados desplazados, ahora hacemos los mismos
calculos para el estado coherente en el formalismo de Gazeau-Klauder. Entonces el valor esperado

de un operador cuantico O es

1N-1
A * Emt Ent A
K00 e = larl] |zz<GKNneXp( ) exp (i) (IOl

m=0 n=0

Bt Est A
+ |ao(J | / / C;;,Géi (N s, €XP <2?1) exp (—@%) (E1| O |Ey) dE1dE,

Bt ent N
ay(J)ai(J Z/ ;{,Gé{ Nn exp (27> exp (—2?) (E|O|n)dE

(5.73)

+ 2Re

En la construccion de Gazeau-Klauder el andlogo al desplazamiento en los estados desplaza-
dos es el parametro J, relacionado con la accién. Sin embargo, la f(FE) propuesta tiene un
comportamiento distinto a los CFC. Por el propio comportamiento de la a;(.J) nos interesan
estados coherentes de Gazeau-Klauder alrededor de J = 2. Este tltimo caso, que es mas intere-
sante que J = 1 porque en éste ultimo no hay cambios muy significativos del estado coherente
—aunque si visibles-, mantiene las formas de las dispersiones, pero aumentandolas de manera
andaloga al estado desplazado con b = —0,43. Aunque una diferencia importante es que el area
del espacio fase de un estado de GK, con J = 2, es aproximadamente 4 veces mayor a un estado

desplazado b = —0,40.
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Figura 5.12: Graficas de la evolucién temporal en las dispersiones dx, dp y su producto,

dxdp/ (h/2), y de la evolucién de los valores esperados < X (t) > y < P(t) >, para J = 0,5.
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Figura 5.13: Gréficas de la evolucién temporal en las dispersiones dx, dp y su producto,

dzdp/ (h/2), y de la evolucién de los valores esperados < X (t) >y < P(t) >, para J = 1.
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Figura 5.14: Gréficas de la evolucién temporal en las dispersiones dx, dp y su producto,

dzdp/ (h/2), y de la evolucién de los valores esperados < X (t) >y < P(t) >, para J = 2.
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Figura 5.15: Graficas de la evolucién temporal en las dispersiones dx, dp y su producto,

dxdp/ (h/2), y de la evolucién de los valores esperados < X (t) > y < P(t) >, para J = 0,01.



Capitulo 6

Conclusiones

Hemos construido dos generalizaciones de estados coherentes para el potencial de Morse in-
cluyendo tanto el conjunto de eigenfunciones del espectro discreto, lo que ya ha sido amplia-
mente explorado en la literatura, como el conjunto de eigenfunciones del espectro continuo.
Los estados desplazados de Morse, que son paquetes moleculares generados a través de tran-
siciones de Franck Condon, son tan completos como el conjunto de eigenfunciones del potencial
de Morse, y son viables, dentro de ciertos intervalos en sus parametros, tedrica y experimen-
talmente. La incorporacion de las eigenfunciones del espectro continuo, que es en principio una
mejor construccion tedrica, nos permite concluir que los desplazamientos a realizar deben ser en
la direccién adecuada, es decir, en aquella donde el modelo de potencial tiene significado fisico
y representa un sistema molecular. Por otra parte, al considerar desplazamientos imaginarios,
lo que no es otra cosa que cambio en el momento, también encontramos un intervalo de validez
del modelo. De hecho, estos estados coherentes desplazados presentan resonancias a determina-
dos cambios en el momento -desplazamientos imaginarios-, cuando éstas son multiplos impares
de 7 (en las unidades que utilizamos). La estabilidad temporal de los estos estados coherentes
moleculares no es evidente, sin embargo, su trayectoria en el espacio fase se mantiene en una

zona definida del mismo. Los casos estudiados de estados desplazados no presentan compresion
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(squeezing).

La construccién de Gazeau-Klauder que hicimos es fundamentalmente tedrica; no es clara su
viabilidad experimental. Sin embargo, la incorporacién del continuo también presenta intervalos
de validez y mejoran la construccién puramente discreta. Es claro que esta construccion tiene
en lo fundamental las caracteristicas del caso armonico. La traduccién de estos estados a un
sistema fisico real se encuentra en el parametro J, el cual esta relacionado con la accion. Hay,
sin embargo, una diferencia entre el caso armoénico y estos estados de Gazeau-Klauder. Estos
ultimos, por construccion, cumplen una identidad que es, en el caso armoénico, la de accion. Em-
pero para el potencial de Morse la accién no es precisamente el parametro J de la construccion,
sino un parametro I bien definido que diverge para la incorporaciéon de las eigenfunciones del

espectro continuo. Es decir,

J 1. (6.1)

Esto tdltimo lo vemos mas claramente a través del hamiltoniano. En el caso armonico, para la
base de estados coherentes, el hamiltoniano se puede expresar en términos del parametro J que

si representa la acciéon como

H=J,  J=|a*; (6.2)

pero para el potencial de Morse el hamiltoniano no depende lineal sino cuadraticamente de la
accion. A diferencia de las estados desplazados, los estados coherentes de Gazeau-Klauder si pre-
sentan compresion (squeezing) en todos los casos estudiados aqui.

La incorporacion de las eigenfunciones del espectro continuo del potencial es una mejora muy
significativa a las construcciones reportadas en la literatura, incluyendo a la que se hace a través
de SUSY. Ademas, estos estados son interesantes porque abren la posibilidad de incorporar los
estados del continuo, pero evitando la disociacién molecular.

Una posible ampliacion de este trabajo consiste en que, para el caso de estados desplazados
moleculares, el paquete de onda electrénico original puede no ser transferido completamente a

otros paquetes electrénicos (como aqui se considerd), y entonces, al tener una fraccién en el



91
original estado electronico, se presentaria entrelazamiento cuantico entre los dos estados elec-
trénicos con sus respectivos estados vibracionales. Asi, los estados coheretes moleculares podrian
ser utiles en informacién cuantica. Como aqui hemos considerado al estado electrénico original

en el estado base vibracional, estos estados desplazados moleculares entrelazados serian
|[EDM) = x[1)[0) +4|T) [EDM™) (6.3)

También es posible que la extensién de estos conceptos a mas dimensiones permita estudiar

sistemas caoticos en el régimen cuantico.

Pero ante todo es necesario aplicar estas construcciones en el estudio de la dindmica molecular

de sistemas describibles por el potencial de Morse.
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Apéndice A
Polinomios generalizados de Laguerre

La definicién de los polinomios generalizados de Laguerre es

L) = exp@)j_; e exp(—y)] = 3 (<1) ( n+a ) i

p o p
donde ( ) e ( ) =1y L(y) = Lu(y).
n 0

Estos polinomios satisfacen la ecuacion diferencial

d—2+(oz— +1)i+n Ly(y) =0
ydy2 Yy dy ny_ 9

y las relaciones de recurrencia

(n+1) Ly(y) = @n+a+1—y) Li(y) + (n+ a) Ly 1 (y) =0,

d

yd—yLS(y) =nLy(y) — (n+a)Lly_(y).

Definiendo las funciones generalizadas de Laguerre como

arn_nlyetlexp (—y) B
%(y)—\/r(n+a+1> ). as-1L
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Estas funciones, ¥%(y), satisfacen la siguente condicién de ortonormalidad:

/‘wa Yy = S

Podemos expresar la Ec. A.2 en términos de ¥%(y) como

2

—° ) +n] Ui(y) =0,

1 1
{ d 2+4(2a—|—2—y+

y la relacién de recurencia definida en la Ec. A.3

Vinta+ 1)+ Doia) +Vin+a)n ~@n+atl-y)vnly) =

0. (A.8)



Apéndice B

Elementos de matriz para el potencial

de Morse

El espectro completo de Morse incluye, como se menciona en el capitulo 3, una parte discreta
y una continua. La evolucién temporal de los valores esperados de la posiciéon y el momento,
asi como la evolucién de las dispersiones, para los estados coherentes requiere la determinacion
de los elementos de matriz para los operadores X , X 2 p y p% los cuales son de tres tipos:
elementos de matriz entre estados vibracionales, elementos de matriz de traslape entre estados

vibracionales y de dispersion, y elementos de matriz entre estados de dispersion.

B.1. Elementos de matriz entre estados vibracionales.

Estos elementos estan reportados en un trabajo de Sage [66], en donde se obtienen a partir de

la siguiente relacién

. ~ (1= X\ (14— .
<n+]‘z/\‘n>:CNv"+jCNv”Z<l+j)( ]l )F(2N+)\—n—]—l)/(n—l)!, (B.1)
1=0
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y aqui Cnpny; v Cn,n son las constantes de normalizacién de los estados vibracionales [n + j) y
|n), respectivamente; N es el nimero de estados vibracionales del pozo; z es la variable natural

del potencial de Morse, y A es un entero positivo.

Los elementos de matriz para (R — Ry)™ se determinan en funcién de z* a partir de
(R— Ro)™ = (=1/B)"(d/d\)"(2/2a)* |r=0 - (B.2)

De tal forma que los elementos de matriz diagonales asociados a la posicién son

(n|R—R0|n>—Bln2a CN”Z (2N - ){2[() V(I + D]+ 2N —n—1)},

(B.3)

- ) /T'(x) es la funcién digamma. Y los elementos no diagonales

donde ¢(z) = I' (z)/T(z) = (3g< )
estan dados por

(1) TN —n—j —1)

> o (B.4)

) 1
(n+j|R~— Ro|n) = BCN,n-‘erN,n

Por otra parte, los elementos de matriz para el operador de momento p vienen dados por

2N —-—n—j+1)

(0419l m) = RO e O ~1) (1 = 8y0) =, (5.5)
relacion que se determina a partir de
. th .
<”+J|[RaH]|">:E<n+9|p|”>- (B.6)

Los elementos de matriz asociados al cuadrado del operador de posicién se determinan me-
diante la relacién dada por la Ec. B.1 , y utilizando la expresion dada por la Ec. B.2, y asf los

elementos diagonales son

2 n
CNn

<n‘(R—RO)2’n> - Z 2N ){2¢’(l+1)+¢’(2N—n—z)

= 20/(1) + [20(1) = 20(L+ 1) + N —n = D]}, (B.7)
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en donde ¢ (z) = Z4(z) es la funcién trigamma, y Ry = Ro+ % In(2a). Los elementos de matriz

no diagonales son

<n+j ‘(R_ R0>2)n> _ 2(;1)j C}Vm;q%m i F(2N(;ﬁl—)!j —1) (0 +1)

+() + 2N —j—n—10)—yv(l+1)+y(1+j5+1)}. (B.8)

En los dos dltimos casos, utilizamos la variable R, yva que el cdlculo es mas limpio. Y al

momento de calcular las dispersiones podemos seguir utilizando esta variable, y recordar que
. = . . L. .
(iR = ol i) = 1R = Rol ) + 5 (i m2a)] ) (B.9)
y lo mismo sucede en elementos de matriz del continuo, y del discreto-continuo.

Para determinar los elementos de matriz del operador p? se utiliza el hamiltoniano, el cual

tiene como eigenfunciones a los estados vibracionales, y la relacién de Sage expresada en la Ec.

B.1,
p* =2u(H - U(R)). (B.10)
Los elementos diagonales de p? son
{n|p*|n) = B°R*(N —n) (n + %) , (B.11)
y los no diagonales son
PR

<n—|—j’p2{n> = (=1) 5

[2n7 + (5 +1) — (2N +1)(j — 1)]}. (B.12)

B.2. Elementos de matriz entre estados vibracionales y

de dispersion.

Para determinar estos elementos en los operadores que nos interesan (X, X2, Py 152> , vy tam-

bién los que involucran exclusivamente estados de dispersion, se requiere obtener los elementos
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de matriz para un operador definido como
2" (log 2)*, (B.13)

con r y § numeros enteros mayores o iguales a cero. Matsumoto los reporta en un trabajo, pero
su resultado tiene un error (lo que es evidente ya que obtiene cantidades imaginarias cuando
los valores esperados son reales). El procedimiento para obtener los elementos de matriz es,
simplemente, calcular el traslape del operador genérico anterior entre un estado de dispersion

|E) y uno vibracional |n) . Esto es

(n| 2" (log 2)” |E) . (B.14)

Primero determinamos el elemento de matriz
(n| 2" |E), (B.15)

el cual queda expresado por la integral

CECN,TLA (6)
g

donde py = r + b, + ic.

(n| 2" |E) = / 22 Lexp (—2) L2 (2)1Fy (=N +ie, 1 + 2ig; 2) dz + c.c., (B.16)
0

Esta integral se calcula con la férmula siguiente

F'(a+v+1)T(p)

/ 2~ lexp (—tz) LY (pz)1 Fy (¢, ds qz) dz = t° F (p, —vcat1,d7 q) :
0

I'(a+1)v! tt
(B.17)
y el resultado buscado es
CeCnnal'(2b, +n+1)Al(e . .
(n| 2" |E) = EﬁN’ ( T2, & 1)> ( )F(p2)3F2 (p2, —n, —N +ie; 20, + 1,1 4 2ie; 1, 1) + c.c.
(B.18)

Con este ultimo resultado podemos determinar el elemento de matriz expresado en la Ec.

B.14, ya que

(] tog:)" 1) = 7 (e

. ) / 2P2 " Lexp (—2) L2 (2) 1 Fy (=N +ig, 1 + 2ie; 2) dz} +c.c.,
dp3 g 0
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es decir,
d* [CgCn,A . :
(n] 2" (log2)” |E) = i {%(S}F(pg)gﬁjg (p2, —m, —N +ig;2b, + 1,1 4 2ig; 1, 1)} + c.c.
2

(B.19)

dps I6; k! (26, + 1), (1 + 2ie),

d° {CECN,nA (e) z": I(p2 + k (=n),, (=N +ic), } tee

A partir de este tltimo resultado podemos determinar los facilmente los siguientes elementos

de matriz

(n|(R - Ro)| E) =

1 d | CeCrnnAe) & r(p2+k)( n), (=N +ig),
_Bd_m{ g KL (2bn + 1), (1 + 2i), }+C('B'20>

_ g 1 @ [ CpCnnA(E) =T (p2 + k) (—n), (=N + ic)
<”‘(R_R0) ‘E> B @d_pg{ 3 k! (20, + 1 )kk(l—i—Qz'e)k k}+C'CB‘21)

en las dos ultimas expresiones py = b, + ic

(]

0

3 &
Il

k=0

Utilizando la defiicién de ¢ (z), es trivial mostrar que

d’T(x)
de?

L(z) [ (2) + 9 (2)] , (B.22)

y las ecuaciones anteriores son

1 CpCnnA () =T (p2 + k)W (p2 + k) (—n), (=N +ie),

(n|(R = Ro)| E) = 3 B ar kI (2b, + 1), (1 + 2ig),
(B.23)
=\ 2 1 CpCnnA(e) —~ [T (p2 + k) (—n), (=N +ie),
<" ’(R — fio) > B £ { kL (2b, + 1), (1 + 2ie),
(0@ (p2 + k) + 9 (p2 + k)] } + cec., (B.24)

con py = b, + 1€.

Ahora con ayuda del conmutador expresado en la Ec. B.6 obtenemos

nlpl B) = " (nl[R,H)| B) = " (B, ~ ) (n| RI E)
_ _Lip CpCnnA(e) x~ T (p2 +B) YW (p2 + k) (—n), (=N + ie),
(nlp|E) = “5h (E, — E) { 3 2 R (20 1 1), (1 + 2i2), + c.c.}

(B.25)
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Para determinar los elementos de matriz de p? utilizamos el hamiltoniano, de tal forma que

(n|p?|E) = —2u(n|U(R)|E)
= —2uD (nlexp[-20 (R — Ro)] — 2exp [-F (R — Ro)]| E) , (B.26)
y como

D= 622 (N + %) : (B.27)

entonces

(0| By =~ (N4 3) {nlesp =20 (R~ Ao)] ~ 2exp -6 (R — R)] B
- 1\’ 1 ) 1

= —3h (N+ 5) [(2@2 (n|2*| E) — - <n|z|E)} : (B.28)

Es decir,

2 B) = B2 1\ CuCrpnA(e) | 1 ST (L+by+ic+ k) (—n), (=N +ie),
Py — e (v 1) G {QG)QH e ), ()

_é Z”: T (b, +ic + k) (=n), (=N + ie),

. B.29
K (20, + 1), (1 +2i2), Tec (B-29)

k=0

B.3. Elementos de matriz entre estados de dispersion.

Aligual que en el apartado anterior, nos interesa determinar los elementos de matriz del operador

genérico 2" (log z)°, pero entre estados de dispersién. Esto es

(Ey] 2" (log 2)° |E») . (B.30)
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La integral a evaluar es

(Er| 2" |Ey) =
CEl OEQ
54

{A(e)A(n) / MY oxp (—2), Fy (=N +ig, 1+ 2ig; 2), Fy (=N +in, 1+ 2in; 2) dz
0

+ A(e)A*(n) / ZFEMAT Y oxp (—2), Fy (=N +ig, 1 + 2ig; 2), Fy (=N —in, 1 — 2in; 2) dz}
0

+ c.c.

Aqui utilizamos la misma notacién de Matsumoto

ps = i(e+mn)+r, (B.32)

ps = i(e—mn)+r; (B.33)

ey n se refieren a E; y Fs, respectivamente, de la siguiente manera

e = /2ukE/pBh, (B.34)
N = \/2uE:/Bh; (B.35)

sin embargo, esto ultimo es simétrico si cambiamos € por 7. En nuestros calculos, utilizamos la

convencion expresada en las Ecs. B.34 y B.35.

Utilizando la férmula

/ exp (—tz) 2 'F (a,b;p2) F (¢, d; qz) dz =t °T (p), Fy (p, a,c;b,d; % %) , (B.36)
0
determinamos
r CE10E2 . . . .
(Er| 2" |Es) = 5 {A(e) AT (p3)3 F2 (ps,ie — Nyin — Ni 14 2ie, 14 2in; 1,1)

+ A(e)A"(MT (pa)3 Fo (pa,ic — N, —in — N; 1+ 2ie, 1 — 2in;1,1) } + c.c.,

(B.37)

(B.31)
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y utilizando la definicién de la funcién trigonométrica,

(Br| 2" |Ey) = e {A(g)A(n) Z : (p/?;‘tlk—)l-(;;;k](vl):(;Zn_)kN)k

e =D (ps + k) (ie — N), (—in — N),
b A 3 R )}+C.c.

(B.38)

Entonces

r s o CEloEz d’ G F(p3+k>(lg_N) (ZU_N>
(Br| 2" (log 2)" [B2) = 3 {A<€)A(n)dp§; k!(1+2z’5)k(112m)k '

oy @ T (pa + k) (ie = N), (=in — N),,
+ AR M) ; kI (1+ 2ie), (1 — 2in), } e

(B.39)

Con esta tltima expresién calculamos facilmente los elementos de matriz (E1| (R — Ry) |E»)

y (Ey| (R — 1?0)2 |Es) , los que quedan expresados como

(Bl (R Ro) |Es) = —%% {A<5>A<n>

iif(szrk)(iE—N)k(in—N)k
dps = KI(1+ 2ie), (14 2in),

+ A(z—:)A"(n)i Dl + 8 (e — N, (Zin = N)k} +cc (B.40)

dpy 4= k! (14 2ig), (1 — 2in),
_ 92 1 Cg,Ckg, L' (ps + k) (ie = N), (in — N),
(Erl (R— Ro)” |En) = 25 { 22 k(1 + 2ie), (1 + 2in),
d2

+ AEA ()73 > : (ka!r(li)f;;)iv()lkE;igv); o } tes (B4)
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con ps=1i(e+n)y ps=1i(e—mn). O bien,

Cp,Cg, L (p3 + k)W (ps + &) (ie — N), (in — N),
5 {A(E)A(m ; k(L + 2i2), (1+ 2in),
[ (ps+ k)Y (py + k) (ie — N), (—in — N), Lee
KL (1+ 2ie), (1 — 2in),, '

<E1‘ (R_ RO) |E2> =

(B.42)

=159 = 5 {aomn 3 (SR TGS
_l’_

oo

+AE)A (M) D ([0 (ps+ k) + ™ (pa + k)]

T (ps + k) (i:— Ny (=i — N)k) }
k(1 + 2ie),, (1 — 2in),
+c.c. o

Determinamos el elemento de matriz para p,

(Br|p|Eg) = %(Eﬂ [H, R] |E»)
b (B = B) (B RB), (B.44)

es decir,

{
(Bilp|B) = 5 (Ba— B

Cp,Cr, — I (p3 + k)Y (ps + k) (ie = N), (in — N)
2 {A(E)A(") 2 KU1+ 2ie), (1+ 2z‘n)l,z :
)

U (ps+ k)W (ps + k) (ie — N), (—in — N), e
k! (14 2ig), (1 — 2in), '

k=0

+ A@)A ()Y

k=0

(B.45)

Finalmente nos interesa determinar los elementos de matriz de p?

(Br|p"| Be) = —F°RF (N + %) (Ex lexp -2 (R = Ro)] = 2exp [~ (R = Ro)]| E»)

- N[ 1 ) 1
R (N+§) [sz | Ba) = — (B o] B (B.46)
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Los elementos de matriz del lado derecho de esta igualdad son

Cp,Cg, . T 3+ k iéT—Nki _Nk
(Ey|z| En) = T{A(E)A(”); (pk!le —>|-<2i€)k(1>+(2277)k )

A (1 ZF 4+k ZE_N)k(_Zn_N)k}+c,c,,

P 1+ 2ie), (1 — 2in),

aqui ps=i(e+n)+1lypi=ile—n)+1;

2 Cp, Ch, — [ (ps + k) (i = N), (in = N)
(Bl Ba) = =5 {A<€)A(") % WL+ 2, (1+20),

=T ( k) (ie — N), (—in — N
e)A*(n Z (s 1 k) (ie Ji “7) )k}+C.C.
=0

k! (14 2ig), (1 — 2in),

conps=i(e+n)+2yps=i(e—n)+2.

(B.47)

(B.48)

(B.49)

(B.50)



Apéndice C

Determinacion de las constantes a; (J) y

as (J)

Partimos de la propuesta de estado coherente que formulamos

9) = () 3\ e e (i) )
b aa(J) exp(—io) /Oooﬁm B (1)

Para determinar las constantes ay (J) y as (J) necesitamos hacer uso de dos condiciones: la

normalizacion y la identidad de accién. Esto es

(Jvlv) = 1, (C.2)

(J,v |H| J,7) Jhw. (C.3)
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Utilizando la definicion dada en la Ec. C.1, estas dos condiciones se traducen a

]_ pu—
(2N —n)J
ar(7)F ; nIx"T(2N)
N/NZ31 eI (N I'(N —i EN?1
laa(d |/ J +e2' (N +ig) I ( i€) (d_) L ()
4 [cosh (me) T (2N) Y de ) f
]_ pu—
| |2N {T(2N —n)J" e
R P NON I
1 N=1\/N2 3 21" (N +ie) [ (N — ie) R232%2% (dE\* 1
+ lag(J)]* — - +e (2 +ie) I ie) W57 (d—) —de. (C.5)
hw Jg 4 [cosh (me)]" T (2N) xN 2m de ) B

Con este sistema de ecuaciones, podemos determinar facilmente a las constantes a; (J) y a2 (J) .

Definimos las siguientes expresiones

Ao M8 [ IVIVNZH T (N +ie) D (N — i) el (d_E>2d8

2mw J, 4 [cosh (me)]* T (2N) xN de
> JNVN?+ &2 (N 4 ie) T (N — i) (@)ng
5 4 [cosh (me)]* T (2NV) N de ’
(C.6)
5 - = T(2N — n)Jr NleQN—n )J" e
- = ol “nly"T(2N) = nlx"I'(2N) ’
(C.7)
oo { h3 Nzlr(mv—n)fn /°° JN-L/N? L 22T (N +ie) T (N — ic) &2 (@)ng
| 2mw &= nIXtT(2N) o 4 [cosh (me)]* T (2N) XV de

L V=
B n!x"T'(2N) 4 [cosh (me)]* T (2N) XV de

n=

1F22N e, /oo JNNTF T (N + i) T (N — ie) (d_E)de}

donde %£ = % Con esto ultimo podemos expresar a las constantes a; (J) y ag (J)

mP=5 )P =2 ©9)
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