SRR AN
EER&L  plenered

Jer 2
e A B
(| WLIH

. pef,

A
i TR
™
.

"l - posprado an clanclis 1islcas
LT e et

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE
MEXICO

POSGRADO EN CIENCIAS FISICAS

” Fendmenos Transitorios en Mecanica Cuantica”

TESIS

Que para obtener el grado de:
Doctor en Ciencias (Fisica)
Presenta:

Emerson Leao Sadurni Hernandez

Director de Tesis: Dr. Marcos Moshinsky Borodiansky
Comité Tutoral: Dr. Shahen Hacyan Saleryan, Dr. Eugenio Ley Koo

México D.F., Mayo 2007



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Fenomenos Transitorios en Mecanica Cuantica

Emerson Sadurni

Instituto de Fisica
Departamento de Fisica Tedrica
Universidad Nacional Auténoma de México
Apartado Postal 20-364, 01000 México D.F., México

sadurni@fisica.unam.mx



Agradecimientos

Si se ha de aceptar que la materializacion de este trabajo es el producto de una dindmica,
se estd obligado a razonar de dos maneras. La primera consiste en considerar un sistema cerrado
en el que esta tesis es la evoluciéon de un solo estado inicial. En ese caso deberia escribirse un solo
agradecimiento, pero soy incapaz de discernir cudl era dicho estado. Por ende, desecho la posibilidad
aunque tenga la virtud de ser breve. La otra manera es considerar un sistema abierto que, aunque
sea determinista, su evolucién puede estar influenciada por infinitas intervenciones externas. Desde
luego estoy agradecido a todas ellas, pero me es imposible completar una lista detallada en estas
breves lineas.

Dado lo anterior me permito dar una lista restringida, reconociendo a todos mis maestros y
companeros del posgrado por aquellas grandes y pequenas intervenciones que se han convertido
en los aciertos contenidos en estas paginas (los posibles errores son sélo mios). Mi especial agra-
decimiento al Dr. Marcos Moshinsky por compartir generosamente su experiencia como cientifico
y como persona. Al Dr. Eugenio Ley Koo, cuya capacidad docente me ayudoé a disipar numerosas
dudas. Contribuyeron a la versiéon final de esta tesis las valiosas observaciones de: Dr. Octavio Cas-
tanos, Dr. Alejandro Frank, Dr. Shahen Hacyan, Dr. Thomas Seligman, Dr. Carlos Villegas. Este
trabajo fue apoyado por el Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia a través de la beca-crédito
171839. Gracias a todos.

E. Sadurni

Meéxico D.F., 21 de Mayo de 2007.



Indice general

. Introduccién

. Propagador para sistemas que involucran acoplamiento espin 6rbita

2.1. Hamiltoniano General . . . . . . . . . . . . . .. ... ...

2.2. Propagador del oscilador arménico con acoplamiento espin orbita a través de la
simetria en el espacio fase . . . . . . . . ... L

2.3. Aplicaciones . . . . . . ...
2.3.1. Evolucién de una distribucién gaussiana . . . . . . . ...
2.3.2. Descomposicién espectral y féormulas de suma . . . . . . .. ...

2.4. Acoplamiento espin 6rbita como perturbacion repentina . . . . . ... ...

. Fenomenos transitorios para sistemas cuanticos con estados ligados
3.1. Dos particulas sujetas a un campo electrostatico repentino . . . . . .. ... ... ..
3.2. La funcién de onda del sistema de dos nucleones a tiempo ¢t > 0 en un campo
electrostatico repentino . . . . . . ... L.
3.3. Densidad de probabilidad del sistema de dos nucleones en el campo electrostético
TEPENntino . . . . .. . e e
3.4. Tres particulas sujetas a campo electrostatico repentino . . . . . . . . ... ... ..
3.5. Densidad de probabilidad para tres nucleones en el campo electrostatico . . . . . . .
3.6. Resultados generales para el caso de n nucleones . . . . . . .. ... ... .. ...

. Procedimiento general para analizar fenémenos transitorios causados por per-

turbaciones repentinas
4.1. Ejemplo: estados coherentes del oscilador arménico . . . . .. ... ..o

. Particulas compuestas cuanticas relativistas: un tratamiento general

5.1. Invariancia de Poincaré de particulas relativistas compuestas . . . . . . .. ... ..

5.2. La transformacién FW para el Hamiltoniano de muchos cuerpos . . . ... ... ..

5.3. Problema de dos cuerpos . . . . . . ... Lo
5.3.1. Espectro de masas para el problema de dos cuerpos . . . . .. .. ... ...

5.4. Problema de tres cuerpos . . . . . ... Lo
5.4.1. Espectro de masas para el problema de tres cuerpos . . . ... ... .. ...

28



5.5. Propagadores a través de la transformacion FW . . . . . ... .00 o000 49

. Fenémenos transitorios para estados ligados cuanticos relativistas 50
6.1. Problemas de una sola particula de espin 1/2 . . . . . .. ... ... ... ... ... 51
6.1.1. Eloscilador de Dirac . . . . . . . . . . . . . ... 51
6.1.2. Propagador libre . . . . . . . ... 52
6.1.3. Evolucién libre de un estado de oscilador de Dirac . . . . . .. . .. ... .. 53
6.1.4. Propagador del oscilador de Dirac . . . . . . ... ... oo 56
6.1.5. Problema dinamico: cambio de frecuencia . . . . ... ... ... ... .... 58

6.2. Problemas de dos particulas de Dirac . . . . . . .. .. ... oL oL 61
6.2.1. Propagador de dos particulas de Dirac libres . . . . . ... .. ... ..... 61
6.2.2. Desintegracion . . . . . . . . . ..o e 62
6.2.3. Oscilador de Dirac de dos particulas . . . . . . .. ... ... 64
6.2.4. Propagador del oscilador de Dirac de dos particulas . . .. ... .. ... .. 66
6.2.5. Cambio repentino en la interaccién . . . . . . . . ..o 68

6.3. Problemas de tres particulas relativistas . . . . . . .. .. ... ... .. 72
6.3.1. Oscilador de Dirac de tres particulas . . . . . . . . ... ... o0, 72
6.3.2. Propagador del oscilador de Dirac de tres particulas . . . . .. ... ... .. 74
6.3.3. Cambio repentino en la interaccién . . . . . . ... oL L Lo 76

. Fen6émenos transitorios en segunda cuantizaciéon 81
7.1. Propagador de la molécula lineal . . . . . .. .. ... ... .. L. 82
7.2. Limite continuo del propagador de la molécula lineal . . . . . . ... ... ... ... 83
7.3. Molécula lineal localizada y su limite continuo . . . . . . . . .. .. .. ... ... 85

7.4. La cuerda bajo un campo electrostatico repentino y la particula relativista con fuente 88

. Apéndice 91
A.1. Célculo de los elementos de matrizde R . . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 91
A.2. Identidades para las integrales Iy, 1o, I3 . . . . . . . . . . .. ... 92
A.3. Funciones de onda del oscilador de Dirac de dos particulas . . . . . . . ... ... .. 93
A.4. Diagonalizacién de la matriz Vy . . . . . . o Lo o oo 94



Indice de figuras

4.1.

5.1.

5.2.
5.3.

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.
6.11.

6.12.

6.13.

6.14.

Densidad de probabilidad en el tiempo para el estado coherente aproximado por tres
funciones de oscilador . . . . . . ... 32

Comparacién de energias para el bottomonio. Sélidas: experimental. Punteadas:

TEOTICO. . . o v o e e 43
Comparacién de energias para el charmonio. Sélidas: experimental. Punteadas: tedrico. 44
Espectro de bariones Y. Punteadas: tedrico. Sélidas: experimental . . . . . . . . . .. 47

Densidad de probabilidad en el tiempo del estado de oscilador de Dirac en propa-
gacion libre . . . ... oL oL 56
Contorno de integracién para £t > 0 en el propagador del oscilador de Dirac . . . . 58
Desarrollo en el tiempo del estado base del oscilador de Dirac tras disminuir la
frecuencia a la mitad de su valor original. El parametro temporal se indica en la

parte superior de cada grafica en unidades naturales . . . . . .. .. .. ... .... 60
Contorno de integraciéon para t < 0 en el propagador del oscilador de Dirac de dos
particulas. La linea punteada indica un camino alternativo. . . . ... ... ... .. 67
Contorno de integraciéon para t > 0 en el propagador del oscilador de Dirac de dos
particulas. La linea punteada indica un camino alternativo. . . .. . ... ... ... 68
Desarrollo en el tiempo de un perfil gaussiano para dos cuerpos en la coordenada
relativa tras disminuir la frecuencia 10 veces . . . . . . . . . . ... 70
Desarrollo en el tiempo de un perfil gaussiano de dos cuerpos en la coordenada
relativa tras aumentar la frecuencia 10 veces . . . . . . . . . . ... 71
Espectro para w = 0,03 en el oscilador de Dirac de tres particulas. Las energias se
distribuyen en cuatro grupos alrededor de los valores —3,—1,1,3. . . . . . . ... .. 74
Espectro para w = 0,1 y N = 2 en el oscilador de Dirac de tres particulas, cuyas
energias se utilizan en la aplicacién numérica del propagador. . . . . . . .. ... .. 75
Espectro para w =1y N = 2 en el oscilador de Dirac de tres particulas . . . . . .. 75
Contorno de integracién para el problema de tres particulas. La banda [—3,3] ha
sido excluida. . . . . . . . . L e 76

Visualizacién de las coordenadas de Jacobi de tres particulas. r; es la coordenada
relativa entre las particulas 1 y 2, o es la coordenada relativa entre 3 y el centro de

masade 1y 2 . . . . . oL 7
Densidad de probabilidad de tres cuerpos en funcién de las coordenadas de Jacobi y

el tiempo (indicado en la parte superior en unidades naturales) . . ... ... .. .. 78
Continuacion de la figura 6.13 para 30 <t <70 . . . . . . . .. ... 79



6.15. Continuacién de la figura 6.14 parat > 70 . . . . . .

5Mc

7.1. Numero promedio de particulas para k = %MC (solida) y k = =< (punteada) al

utilizar estados localizados como condiciones iniciales



Indice de cuadros

4.1.

5.1.
5.2.
5.3.

6.1.

Valores de los polos y residuos de los coeficientes a, en el desarrollo del estado

coherente de oscilador . . . . . . ... 31
Espectro experimental para el bottomonio y los resultados de nuestro modelo . . . . 41
Espectro experimental para el charmonio y los resultados de nuestro modelo . . . . . 42
Pardmetros w y M en funcién de JP para calcular el espectro del sistema de tres

CUETPOS  « v v v v e e e e e e e e e e e e e e e 48

Tabla de estados de oscilador hasta N,,,, = 2 para el problema de tres cuerpos con
espin 1/2 . . . L 74



Resumen

Este trabajo consta de 7 capitulos y se divide en dos partes: sistemas no relativistas y sistemas
relativistas. El capitulo 1 consiste en una introduccion al tema, en donde se justifica el estudio
de problemas dependientes del tiempo en mecanica cuantica. Ademas se indica la metodologia a
seguir, i.e.el calculo de propagadores para diversos sistemas fisicos exactamente solubles. En el
capitulo 2 tratamos sistemas esféricamente simétricos con acoplamiento espin érbita y calculamos
la forma explicita del propagador correspondiente incluyendo un tratamiento detallado para el caso
del oscilador arménico con dicho acoplamiento. Armados con estos resultados estudiamos algunas
aplicaciones como el desarrollo en el tiempo de condiciones iniciales especificas asi como aplicaciones
matematicas relacionadas con funciones especiales. En el capitulo 3 nos ocupamos de un sistema
binario ligado por interacciones de oscilador (un modelo simplificado para el deuterén) sujeto a
la accién repentina de un campo electrostatico uniforme, calculando el desarrollo en el tiempo del
estado base correspondiente. En este mismo capitulo indicamos una extension para sistemas de tres
nucleones (modelos solubles para Tritio y *He) y los resultados generales para el caso de N nucleones.
Concluimos la parte no relativista en el capitulo 4, con un método general y aproximado a través
de la transformada de Laplace para tratar la evolucién de sistemas con cambio repentino en sus
interacciones. En lo que toca a la parte relativista, en el capitulo 5 se introduce una forma de tratar
problemas de muchos cuerpos de espin 1/2 respetando la invariancia de Lorentz. También indicamos
una generalizacion de la transformacién de Foldy-Wouthuysen para muchos cuerpos, dando acceso
a las energias positivas del sistema y, por ende, a los estados fisicos en una aproximacién cuasi
relativista pero a orden arbitrario en potencias inversas de la masa en reposo. Con ello obtenemos
el espectro de un sistema de dos y tres cuerpos con aplicaciones a espectros de mesones como
el bottomonio (compuesto por dos quarks: bottom-antibottom ), charmonio (compuesto por dos
quarks: charm-anticharm ) y bariones como particulas ¥ (compuestas por tres quarks ). En el
capitulo 6 analizamos fenémenos transitorios para estados ligados relativistas de solucién exacta
en el espectro y funciones de onda; concretamente sistemas ligados por el oscilador de Dirac. Los
problemas dindmicos a tratar consisten en la evolucién libre de un estado del oscilador de Dirac de
una y dos particulas como modelo de desintegracién asi como cambios repentinos en la intensidad
de la interaccién en sistemas de una, dos y tres particulas mediante una correcta formulacién de
la descomposicion espectral del propagador. El capitulo 7 esta dedicado a un estudio simple de
fenémenos transitorios en la segunda cuantizacién de un campo escalar como limite de un sistema
discreto correspondiente a una molécula lineal. Algunos resultados ttiles se incluyen en el apéndice.



Abstract

This thesis (entitled Transient Phenomena in Quantum Mechanics) comprises 7 chapters and
it is divided in two parts: non-relativistic and relativistic systems. Chapter 1 consists of an intro-
duction to the subject, where a motivation for the study of time dependent problems in quantum
mechanics is given. The methodology followed throughout this work is also indicated, i.e. the calcu-
lation of propagators for diverse systems which are exactly solvable and the introduction of sudden
interactions. In chapter 2, spherically symmetric systems with spin-orbit coupling are treated. We
compute the explicit form of the corresponding propagator including a detailed treatment for the
harmonic oscillator with such coupling. Furnished with these results we give some applications of
the propagator, namely the time development of specific initial conditions as well as mathematical
results related to special functions. In chapter 3 we analyze a binary system bound by an oscillator
potential (which can be regarded as a simplified model for a deuteron) subjected to a sudden homo-
geneous electrostatic field. The evolution of the ground state is computed. In this chapter it is also
indicated an extension of these results for systems with three nucleons (solvable models for Tritium
and He) and some general results for N nucleons. The non-relativistic part is concluded in chap-
ter 4 with an approximate method constructed by means of the Laplace transform. Such method
allows to calculate the wave function of a suddenly perturbed system in terms of the complete set
corresponding to the unperturbed problem. Starting with the relativistic part, chapter 5 deals with
a Lorentz invariant formulation for problems of many particles of spin 1/2. A generalization of the
Foldy-Wouthuysen transformation for many bodies is also included, giving access to the positive
part of the energy spectrum and therefore, the physical states in a quasi relativistic expansion in
terms of inverse powers of the rest mass. As an application the mass spectrum of systems with two
and three quarks is given, namely charmonium and bottomonium in the case of mesons and sigma
particles in the case of baryons. In chapter 6, transient phenomena for relativistic systems bound by
the Dirac oscillator interaction are studied. The dynamical problems involved in this chapter are:
1) The free evolution for the Dirac oscillator ground state of one and two particles (as a model of
desintegration), 2) Sudden changes in the intensity of interactions for one, two and three particles
by means of a suitable formulation of the spectral decomposition for the Dirac oscillator propaga-
tor. Chapter 7 is devoted to a simple study of transient phenomena in the second quantization of
a scalar field. Such field is constructed as the continuum limit of a discrete system corresponding
to a quantum chain (linear molecule). Some useful results are included in an appendix.



Capitulo 1

Introduccion

La aparicién del término ’transitorio’ en el titulo de este trabajo centra el objetivo de estudio y
por tanto merece una justificacion. La formulacion de la mecanica cuantica en los afios 20, ya sea
en la imagen de Heisenberg o de Schroedinger, fue de principio dindmica, permitiendo el estudio
de problemas dependientes del tiempo. Consideramos, desde luego, que la dependencia temporal
se extiende también a las observables fisicas asociadas a estos. Llamaremos entonces ’'transitorio’
a dicha dependencia en el tiempo en contraste con aquello que es estacionario en el sentido de la
ecuacién de eigenvalores de Schroedinger

HVU = EV (1.1)

siendo H el hamiltoniano del sistema en cuestién y ¥ el estado de energia en el que se encuentra.
La formulacién (1.1), dicho sea de paso, constituye un caso particular de dependencia temporal
que es trivial, pero cuyo uso ha sido extenso y exitoso y no estard del todo ausente en nuestras
consideraciones.

A pesar de lo anterior, la manera mas natural de discutir fenémenos transitorios es a través de
la formulacién de Feynman de la mecancia cuantica propuesta en los anos 40. En ella, el concepto
de propagador (llamese K) es de vital importancia, ya que relaciona funciones de onda a un tiempo
arbitrario con condiciones iniciales mediante una cuadratura, ¢.e.

U(x,t) = / A K (2, 2 £, 1)U (2 o) (1.2)

donde z, x’ son variables espaciales y t( el tiempo inicial. El propagador K, ademds, queda deter-
minado por la integral de camino de Feynman

z'=xn . ! et
K(z,2';t,t') = lim Hdwz/ et Jy dtlimibiait) ::/ D[x(t)]e_’ft dil (1.3)
. J ;

=x0 T

[1], [2] donde L es la funcién lagrangiana del problema. Esta expresién ha sido de gran importancia
tanto conceptual como computacionalmente; sin embargo existen otras formas de obtener propa-
gadores que explotaremos en la medida de su simplicidad. Lo definitivo es que tendremos especial



interés en el propagador K de cada problema, siendo la via analitica més efectiva para discutir
evolucién de funciones de onda. En nuestras discusiones trataremos también problemas relativistas
a través de las ecuaciones de Klein-Gordon y Dirac. Ellas poseen propagadores tanto en el sentido
de las funciones de Green, v. gr.

(_ifyyal/ + m) Kbirac (x,u - 5[5;) = —i54($u — .’L',L) (14)

[3] como en el sentido mecénico cudntico no relativista: la representacién espacial del operador de
evolucién U

K(z,2'st,t") = (2|U(t, )|z (1.5)

De esta forma K permite ser expresado en términos de energias y estados estacionarios, de modo que
su uso también adquiere sentido en el caso relativista. En cualquiera de las tres formulaciones equi-
valentes de la mecancia cuantica que hemos mencionado, el tratamiento de sistemas multiparticulas
es posible extendiendo el espacio de configuracion tridimensional de una particula a 3n-dimensional
para n de ellas. En el contexto relativista también es posible generalizar el tratamiento para sis-
temas de varias particulas como se indicard ulteriormente.

Pero ademas de las generalidades indicadas sobre la panoplia de métodos a emplear en dindmica
cuantica, debemos centrar nuestra atencién en problemas de un tipo bien definido. En este trabajo
analizaremos, principalmente, sistemas compuestos de una o varias particulas y la dinamica que
obedecen tras la modificacion de las interacciones entre ellas o de la interacciéon con una perturbacién
externa. Ciertamente existe una gama de métodos de cédlculo que incluyen la fuerza bruta de
las recetas numeéricas en la solucién de las ecuaciones diferenciales que emergen en este tipo de
problemas. Sin embargo, a través de diversos modelos simples, el comportamiento a estudiar puede
calcularse de forma analitica y es asi como procederemos. Como un ejemplo tradicional de lo anterior
tenemos la llamada ’difraccién en el tiempo’ [7]. La virtud en esta forma de trabajar es, claramente,
la via para formar una intuicién sobre problemas mucho méas complicados que involucran sistemas
ligados cambiantes en el tiempo.

Tipicamente lidiaremos con situaciones fisicas dependientes del tiempo en donde una pertur-
bacion es aplicada a un sistema en estado estacionario. A pesar de tener hamiltonianos dependientes
del tiempo de forma explicita, el analisis puede efectuarse a través de la propagacién de condiciones
iniciales especificas. Debemos aclarar que el término ”perturbacion”, en este trabajo, alude a inter-
acciones cuya intensidad no necesariamente es pequena. La teoria de perturbaciones en mecéanica
cuantica, a pesar de ser de gran utilidad, resulta inadecuada en cuanto a que los problemas depen-
dientes del tiempo eluden una correcta descripciéon a tiempos muy largos. Esto es debido a que,
en general, una serie perturbativa de operadores de evolucién puede truncarse cuando existe un
compromiso entre intensidades de la perturbacién y el tiempo posterior al que se desea estudiar el
sistema.

Para aclarar el punto anterior pensemos en un caso simple que exhibe las caracteristicas aludidas.
Para un sistema descrito por un hamiltoniano H{+eH> con € < 1 y los hamiltonianos constituyentes
tales que [Hi, Hy] = 0, el operador de evolucién estd dado por U = e~ Hhte—icHat  {Jng serie
perturbativa del propagador requiere el desarrollo del exponencial de Hy. Tal desarrollo se escribe



K = i(et)”[(n (1.6)

Sin necesidad de discutir la convergencia de esta serie, se observa que esta es truncable cuando la
varible del desarrollo satisface |(et)"K,| > |(et)"T K, 11|, o bien |t| < |K,/(eKp+1)| considerando
sin perder generalidad que los coeficientes K, son escalares. En vista de lo anterior un orden fijo
del desarrollo y una intensidad fija € limitan el tiempo al que la desacripcién es vélida.

A continuacién damos una breve descripcién del contenido y organizacién de este trabajo, que
consta de 7 capitulos. Se dividen en dos categorias: sistemas no relativistas y sistemas relativistas.
En el capitulo 2 tratamos sistemas esféricamente simétricos con acoplamiento espin érbita y calcu-
lamos la forma explicita del propagador correspondiente incluyendo un tratamiento detallado para
el caso del oscilador arménico con dicho acoplamiento. Armados con estos resultados estudiamos
algunas aplicaciones como el desarrollo en el tiempo de condiciones iniciales especificas asi como
aplicaciones matematicas relacionadas con funciones especiales. En el capitulo 3 nos ocupamos de
un sistema binario ligado por interacciones de oscilador (un modelo simplificado para el deuterén)
sujeto a la accién repentina de un campo electrostdtico uniforme, calculando el desarrollo en el tiem-
po del estado base correspondiente. En este mismo capitulo indicamos una extensiéon para sistemas
de tres nucleones (modelos solubles para Tritio y ®*He) y los resultados generales para el caso de N
nucleones. Concluimos la parte no relativista en el capitulo 4, con un método general y aproximado
a través de la transformada de Laplace para tratar la evolucién de sistemas con cambio repentino
en sus interacciones. En lo que toca a la parte relativista, en el capitulo 5 se introduce una forma
de tratar problemas de muchos cuerpos de espin 1/2 respetando la invariancia de Lorentz. También
indicamos una generalizaciéon de la transformacién de Foldy-Wouthuysen para muchos cuerpos,
dando acceso a las energias positivas del sistema y, por ende, a los estados fisicos en una aproxi-
macién cuasi relativista pero a orden arbitrario en potencias inversas de la masa en reposo. Con ello
obtenemos el espectro de un sistema de dos y tres cuerpos con aplicaciones a espectros de mesones
como el bottomonio (compuesto por dos quarks: bottom-antibottom ), charmonio (compuesto por
dos quarks: charm-anticharm ) y bariones como particulas ¥ (compuestas por tres quarks ). En el
capitulo 6 analizamos fenémenos transitorios para estados ligados relativistas de solucién exacta
en el espectro y funciones de onda; concretamente sistemas ligados por el oscilador de Dirac. Los
problemas dindmicos a tratar consisten en la evolucién libre de un estado del oscilador de Dirac de
una y dos particulas como modelo de desintegracién asi como cambios repentinos en la intensidad
de la interaccion en sistemas de una, dos y tres particulas mediante una correcta formulacién de
la descomposicién espectral del propagador. El capitulo 7 estd dedicado a un estudio simple de
fenémenos transitorios en la segunda cuantizacion de un campo escalar como limite de un sistema
discreto correspondiente a una molécula lineal. Algunos resultados ttiles se incluyen en el apéndice.



Capitulo 2

Propagador para sistemas que

involucran acoplamiento espin orbita

Existe una gran variedad de problemas de interés fisico en el dominio cudntico que se pueden
considerar. Sin embargo, muchos de estos sistemas, v. gr. el &tomo de hidrégeno con o sin pertur-
baciones externas, ofrecen resistencia al calculo exacto de sus propagadores. Por ello, centramos
nuestra atencion en aquellos problemas para los que una expresion cerrada y simple del propagador
se puede determinar. Lo anterior usualmente nos remite a sistemas descritos por lagrangianas o
hamiltonianos cuadraticos ya sea en coordenadas y velocidades o en variables de espacio fase res-
pectivamente. Para estos existe una gama de férmulas de integrales de Feynman [6] listas para
emplearse. Aun asi la panoplia de propagadores que se nos ofrece, hasta donde podemos constatar,
no contiene sistemas no relativistas (o cuasi relativistas) que involucren espin.

El objetivo de este capitulo es encontrar una forma explicita para el propagador correspondiente
a sistemas idealizados que pueden tener una contraparte fisica en el estudio de ntcleos atémicos
asi como en sistemas cuasi relativistas descritos por hamiltonianos provenientes de una transfor-
macién de Foldy-Wouthuysen. En particular, centramos nuestra atencién en la forma explicita del
propagador para un hamiltoniano que consta de dos términos: uno de ellos esféricamente simétrico
y con propagador conocido, el otro el acoplamiento espin érbita. Con el propagador a la mano es
posible estudiar desde la evolucién de condiciones iniciales especificas hasta la evaluacién de series
de funciones especiales. El contenido estd basado completamente en [4].

2.1. Hamiltoniano General

Elegimos unidades en las que A = 1. Comencemos con un hamiltoniano independiente del tiempo
dado por

H=H;+ H> (2.1)



donde H; y Hs conmutan pero pueden depender de las mismas variables de espacio fase. Fijamos
nuestra atencion en el operador de evolucion que se escribe

exp(—iHt) = exp(—iHit) exp(—iHat) (2.2)

Por tanto, el propagador correspondiente puede expresarse como
K(z,2';t) = (x| exp(—iHt)|z") /d:ﬂ" x| exp(—iHyt)|z") (2" | exp(—iHat)|z") (2.3)
o bien
K(z,2';t) /dm” x| exp(—iHat)|2")(x" | exp(—iH:t)|z") /dx"K z, 2" ) Ko (2" 2’5 t). (2.4)
Siendo esta tltima expresién util cuando ambos propagadores Ki(x,z”;t), Ko(z”,2';t) se conocen

de forma explicita, con el problema remanente de evaluar la integral de su producto. La funcién
K> se puede escribir como

(x| exp(—iHoat)|z") = exp(—itHQ(—iaa, 2))8(z — z") (2.5)
x
y sustituyendo en (2.3) obtenemos
K(z,2';t) = exp(—itHg(—ig,x))Kl(x,:U’;t) (2.6)

ox

lo cual es, hasta ahora, bastante general. La ecuacién (2.6) también es valida al intercambiar indices

1y 2. A partir de ahora nos restringimos al caso Hy = oL - S y H esféricamente simétrico tal que
[H1, Ho] = 0. Asi, (2.6) se vuelve

K(r,r';t) = exp(—itaL - S) K1 (r,r';t) (2.7)

donde L = —ir x V, i.e. la representation diferencial del momento angular orbital. El operador en
el miembro derecho de (2.7) tiene una forma similar a una rotacién de las coordenadas r en su
representacion funcional, a pesar de que los 'pardmetros’ S; no sean conmutativos. El llamar a esto
una rotacion reside en el hecho de que se trata de un operador unitario y es posible encontrar su
representacion finita actuando en las coordenadas espaciales. De hecho resulta sencillo probar la
siguiente férmula

exp(igL - 8)f(x) = f(exp(¢M - S)r) (2.8)

para cualquier f localmente analitica y S; no abelianos. Hemos definido el vector de matrices
(Myj)i = €ijk, i-e.los generadores antisimétricos de una rotacién en su representaciéon cartesiana.
¢ es real. La demostracién de (2.8) se da a continuacién:

Sea R :=eMS? y [ .= ¢1S¢_ Para f analitica tenemos

F(Rr) = Y020 4 2;n|¢ 0= Soo L (G ) f(x />\rf-r
= 020 Zr (2G5 om0 g )" F () lerme = o2 S7 (M) Skriges )" (x) (2.9)

= 3020 U (—iesjuri s S F(x) = VSO f(x) = U f(r)
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de modo que la regla de la cadena es suficiente para probar (2.8), sin importar la estructura de
grupo de los S;. Nétese, sin embargo, que el resultado de la operacién Rr no necesariamente se
encuentra en el espacio de configuracién, a pesar de que el producto 72 se preserve.

Teniendo (2.8) en cuenta, la forma general del propagador es

K(r,r';t) = Ki(exp(—taM - S)r,r'; 1) (2.10)

y es claro que K se puede conocer explicitamente siempre que K7 se suponga también conocido. Es
necesario senalar que (2.10) puede ser util sélo si el operador exp(—taM - S)r puede encontrarse
explicitamente. Dejamos esto para el apéndice. Se puede confirmar (2.10) a través de la ecuacién
del propagador

{H(-iV,r,S) — i%}K(r, ;1) = —id3(r — 1')6(t), (2.11)
notando que
.0 . .0 ,
aL - S — vl exp(—iaL - St)(—za) exp(ial - St) (2.12)
y
exp(—iaL - St)H;(p,r)exp(iaL - S) = Hi(p,r) (2.13)
(2.11) equivale a
exp(—iaL - St){H(—iV,r) — zaat} exp(iaL - St)K (r,r';t) = —i63(r — r')(2) (2.14)

y puede escribirse como

{H,(—iV,r) — i%}K(exp(aM -St)r,v';t) = —iexp(iak - St)53(r — r')d(¢)

— _id%(r — )5 (1) (2.15)
llegando a la tltima igualdad con ayuda de f(¢)d(t) = f(0)d(¢). Finalmente, (2.15) implica
Ki(r,r';t) = K(exp(taM - S)r,r'; 1) (2.16)

siendo esto equivalente a (2.10). Queremos senalar que una generalizacién de este método es posible
en caso de tener la suma de un Hamiltoniano con los generadores de sus simetrias en producto escalar
con operadores constantes.

2.2. Propagador del oscilador armoénico con acoplamiento espin
orbita a través de la simetria en el espacio fase

JPor qué las lagrangianas cuadraticas (implicando también hamiltonianos cuadraticos en co-
ordenadas y momentos) dan propagadores del tipo gaussiano?. Una respuesta a esto se encuentra
en [8]. La evolucién temporal asociada a hamiltonianos cuadraticos estd dada por una transfor-
macién canodnica que conserva la forma simpléctica y que es, ademads, lineal. Dicha transformacién
provee el grupo dindamico del problema. Los elementos de matriz espaciales de su representacion
unitaria arrojan, a través de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden [17], propagadores
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gaussianos. El oscilador arménico es un ejemplo tipico, pero la posibilidad de incluir espin es lo que
estudiaremos en esta seccion.

Por simplicidad elegimos m = 1/2,w = 2 para la masa y la frecuencia del oscilador respectiva-
mente. El hamiltoniano de nuestro problema es

H=p>+r*+a(rxp)-S (2.17)

con S el operador de espin con peso arbitrario s. La simetria en el espacio fase de este problema
puede encontrarse facilmente aplicando una transformacién candnica lineal (dependiente del espin)

a los vectores r y p i.e.
r’ A B r

con DA—CB = I, BA = AB,CD = DC y donde la tilde denota transposicién matricial. Para
respetar la simetria del oscilador sin acoplamiento es necesario que (2.18) sea un elemento de O(6).
La invariancia del término espin érbita admite una transformacién del espin dada por S’ = RS con
R elemento de O(3), mientras que el momento angular orbital se transforma como

r' x p' = (Ar + Bp) x (Cr + Dp) = R(r x p) (2.19)

Esta ultima igualdad es véalida para todo r, p si y sélo si A, B, C, D son proporcionales a R, lo cual

escribimos as{
A B\ ([ aR GR
(& 5)-(or o) 220)

Tanto la ortogonalidad como la condicién simpléctica obligan a las constantes de proporcionalidad
a ser funciones trigonométricas, i.e. a? + 2 =% + 62 = 1 and ay + 56 = 0. Por lo tanto, la
transformacion canénica de simetria de H mas general posible es

cos R sinpR
( —singR cos R ) ' (2.21)

siendo ¢ un parametro real. La representacién espacial de la transformacién unitaria U correspon-
diente satisface la ecuacién conocida como Mello-Moshinsky escrita en [17], ecuacién (36.21). La
solucién de dicha ecuacién correspondiente a la transformacion (2.21) estd dada por

(r|Ur') = (27 sin ¢) /2 exp(_7l{(r2 +1%) cot ¢ — 2csc ¢(Rr) - 1'}) (2.22)

donde ¢ = 0 corresponde a una transformacién diagonal en z,p, i.e.una simple transformacién
de coordenadas. La singularidad de (2.22) en ¢ = 0 corresponde a una funcién delta. Cuando U
es el operador de evolucién de nuestro sistema, el miembro izquierdo de (2.22) es el propagador a
calcular. El interés se centra entonces en encontrar la forma explicita de las funciones ¢(t), R(t) a
partir de la ecuacién

{H - i;)t}(r\U]r’> = —i63(r — r')d(t) (2.23)

Parar # r’ la ecuacion anterior es homogénea. Reemplazando (2.22) y (2.17) en (2.23) encontramos
derivadas temporales as{ como espaciales de primer y segundo orden actuando sobre (r|U|r’), que
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a su vez son iguales a (r|U|r') multiplicando a cierto polinomio en 72, 2 y /. Asi, r # r’ en
(2.23) da lugar a una conjunto de ecuaciones homogéneas para los coeficientes del polinomio en
cuestion. Aquellos coeficientes que no acompanan a 7’ satisfacen ecuaciones equivalentes y por ello
dnicamente escribimos la que corresponde al coeficiente de r'?

1 0coto

2 5 +esc? g =0 (2.24)
cuya solucién es % = —2. El coeficiente de rr’ arroja
9 -1 -1
acsc ORyje;1 Sk + §<CSC R )y —2cotpescp(R™ )y =0 (2.25)

adoptando la convencién de suma sobre el indice repetido 7 = 1,2,3. Con la solucién de (2.24),

(2.25) se puede simplificar a

—aM - S = ?:R—l (2.26)

con solucién R = exp(—aM - St). Se ha fijado la constante de integracién a modo de que R
sea en efecto un operador ortogonal. Regresando a la solucién general (2.22) con estos resultados
encontramos que

K(r,v';t) = {r|UY") = Koscitador (Rr, 1’5 1) (2.27)

donde la férmula para K,scijador Puede encontrarse en [6]. Escribimos finalmente la expresién com-
pleta del propagador restaurando la frecuencia w y la masa m

mw

3 :
K(r,v';t) = < > ’ exp <m;w{(r2 + ') cot wt — 2 escwt (e~ M Sty . r’}). (2.28)

2 sin wt
De este modo hemos llegado al propagador que satisface (2.10) siguiendo un camino alterno. Ademaés
de confirmar nuestros primeros resultados, se ha desarrollado este ejemplo para ilustrar que el
estudio directo de simetrias en el espacio fase puede llevar a expresiones cerradas para K (r,r';t).

2.3. Aplicaciones

2.3.1. Evolucién de una distribucion gaussiana

Estamos ahora en la posicién de discutir ciertas aplicaciones. Tomemos ¥ como funcién de onda
inicial dada por

B(r,0) = pr)x = Ae~TTTOy (2.29)

con y un espinor cualquiera y A la constante de normalizacién apropiada. La parte espacial de
1 es meramente una traslacién del estado base para el oscilador armoénico simple de frecuencia
w y masa m = 1. Es bien sabido que dicha distribucién experimenta un movimiento oscilatorio
alrededor del origen y, de hecho, explotaremos esto méas adelante para estudiar el comportamiento
de un sistema similar bajo la acciéon de un campor electrostatico repentino. Por ahora, simplemente
encontraremos la distribucién de probabilidad al tiempo ¢ debido a (2.29). Cuando calculamos
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/dgrllKoscilador(ra I‘”; t)¢(rll) = (b(r? t) (230)
obtenemos una densidad de probabilidad
[G(x, 1) = [APelrmeoswiro), (231)

De acuerdo con (2.27), la condicién inicial (2.29) debe evolucionar como

1) = / B K oscitador (€™M S0r, 1 )b (") (2.32)
cuya densidad de probabilidad estd dada por

[(x, )2 = AP x Tt

y observamos de aqui que el acoplamiento espin drbita transforma periddicamente la direccién en
la que el movimiento vibratorio tiene lugar. De hecho, el parecido de esa transformacién a un
movimiento rotacional de rg se puede entender facilmente cuando consideramos la presencia de un
campo magnético B homogéneo y constante actuando sobre un oscilador sin acoplamiento espin -
orbita. Aparece asi el término L - B andlogo a L - S. El propagador del oscilador con este término
adicional es

aM-St —aM»StrO)Q

r—cos (wt)ro)QX — |A‘2XT6—W(I'—COS (wt)e X (2.33)

K(r,v';t) = Koscitagor (€M Blr 1'; 1), (2.34)
Cuando (2.34) se aplica al estado inicial ¢(r) obtenemos una densidad

7aM»BtrO)2

|¢(I’,t>|2 — |A’267w(rfcos (wt)e (235)

la cual experimenta un movimiento rotacional genuino en rq tal y como se espera para una particula
cargada en un campo magnético.

2.3.2. Descomposicién espectral y formulas de suma

En este apartado escribimos la descomposicién espectral de (2.10) y aprovechamos sus propiedades.
Sea Higiny = ES\)[}QS{ Ny la ecuacién de Schroedinger independiente del tiempo para eigenfunciones

con numeros cudnticos {N}. Si H; tiene simetria esférica los eigenestados pueden separarse como

(1)
Sy = Ru(r)Yy" ()™ ! (2.36)

siendo R, las funciones radiales que corresponden al problema y Y, son arménicos esféricos. El
propagador de H; se descompone espectralmente como se indica

! 1
(r,x's1) ZZ S° Rua(r) Rua (Y7 (7)Y (#)e Pl (2.37)

n=0 (=0 m=-1

El acoplamiento espin érbita introduce la siguiente modificacién de eigenfunciones y energias
(Hi + aLi- S)dpny = (B{yy + B by = Egvytin (2.38)
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siendo ES\),} = E](?S) =50 +1)=1(1+1) —s(s+1)) los eigenvalores de oL - S y las funciones de
onda dadas por

YNy = Rua(r)Y §ig(F)e ™ Frate (2.39)

con restricciones —j < m < jand |l —s| <j <l+s. y;?;s son armonicos esféricos espinoriales. El
propagador completo tiene entonces una descomposicién espectral

co oo l+s 7
K(er'st) = K@M = 355 30 30 Rul) Rul)V () [V i) e 5
n=01=0 j=|l—s| m=—j
(2.40)
Nétese que (2.40) es una expresion cerrada para una serie y que puede utilizarse para encontrar
férmulas para series de funciones especiales.

w?r?

5—- El propagador

. .z . . X 2
A continuacién nos restringimos al caso s = %, Si = Gy H =B+
completo es

1
0 o0 3 J 1
K(I‘, I',;t) _ Z Z Rnl(T)Rnl(rl)e—zw(?n—i-l-l-%)t Z Z y;?% (’f‘) [y;);g (,’;/)] e—z;t(](g—&—l)—l(l-{—l)—%).
1=0 n=0 . 1ym=—j
J—|l_2‘

(2.41)
En esta expresién encontramos la suma de las funciones radiales (Polinomios de Laguerre y gaus-
sianas) sobre n. Después de consultar el propagador para oscilador arménico radial escrito en [6]
pg. 225, tenemos

wvVrr! wrr!

exp (Z;}{TZ + 1%} cot wt) Ii1)2 ( ) , (242

7 sin wt 7 sin wt

>~ Rug(r) Ry () e Cnri8/2)t —
n=0

con I}, la funcién de Bessel modificada de orden k. Reemplazamos entonces (2.42) en la parte radial
de (2.41). En (2.41) también estd presente la suma de funciones angulares

1
o f
K= 303 Y@ [y ) e seor-te-y (2.43)

. 1, m=—j
j=li—3] /

Cuyo célculo puede ser intrincado pero ttil y por tanto lo incluimos a continuacién. Primero
recordemos que las funciones angulares espinoriales estan dadas por

lim+l m—l l:F’I’)’L—I—l m+l
=y 2y SRS T N 2.4
=il ST RS S I R (244)

y m
siendo x4 la base canénica de los espinores para s = 1/2. Por comodidad definimos

ALj=1-1/2)=—(1+1), Alj=1+1/2):=1 (2.45)

1 1
l+m+5 . ,m—5
) 1 2 2
Kif =) emioAbiER)/ =V T ( 4 li””%ym—%* l¢m+%ym+%* ) (2.46)
. V L . lEm+3 fim+d '
— “F’””*iym*i 20+1 11 ) 201 11
2[+1 l
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tal que la suma adicional sobre signos superior e inferior dé
K =K +K|. (2.47)
En forma matricial escribimos

. 1
8—1@)\(l,li ) )t/2

+
K =%m 21 X

_1,
m—3

mfé m+%*

1
+m+ by 2y, +\/(£m+ HIFm+ Y,

m+%*

1 1 1
+0Em+ HiFm+HY" 72" aFm Y2y,
(2.48)
Por conveniencia redefinimos el indice de suma para la proyecciéon de momento angular total. Sea
u:m—%paraj:l—&—%y,u:m—l—%paraj:l—%demodoqueu:—l—l,...,lparaj:l+%
ypu=—l+1,..l paraj=1— % Las dos partes de K; son ahora

KAy e ( (L4 p+ DY ()Y () VIF i IT= iy (7)Y () )
b A \ VI T I (Y () (L= Y (@)Y )
(2.49)
Kooy SR e e DY) VT T TV Y ()
LT AT\ VI e YY) (I+ m)Y/ ()Y ()
(2.50)

Cada uno de los coeficientes en la matriz espinorial puede reproducirse a través de operadores difer-
enciales actuando en las funciones angulares. Utilizando la representacion diferencial de momentos
angulares

0 » 0 0
L3 = —ia—¢, Ly= —z'ei“b(j:i@ — cot ea—d)) (2.51)
tenemos que para el signo superior en (2.48) se cumple
l —i ~ * /A o YN
Ko $ Gun(Ur B L) ) e
b A LY (7)Y () (= Ly + DY (R
mientras que el signo inferior
l ; —1/4 —1% /A A OWIN
K = elo(l+1)t/2 ( (Z_Lg)ylul (T)Ylul (#) —L_Y(R)Y™ (7 ) (253)
it 2041 —L Y (R)Y () I+ Lg)Yl”(f')Y}“ ()
En este punto reexpresamos las sumas
l l
Z YllH-l}/llH-l* _ Z Y'ZM}/IM* (2‘54)
p=—Il-1 p=—l
! . . l
Soovrlyp = N vrve - vy (2.55)
pn=—l+1 u=-—l
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y el término extra proveniente de (2.55) desaparece después de aplicar los operadores diferenciales
n (2.53). De esta forma las sumas sobre p en (2.52) y (2.53) son tales que = —I, ..., y se tiene

= 3 (0 Ly + YY) LYP (Y] (7) (2.56)
= LY ()Y () (I = Ls + DY ()Y (7) '
oy R - LYY LYY
K= T +1 =L YR [+ L)Y (7)Y (7 (2.57)
—, 20+1 + Y ()Y () (L + L3)Y, (7)Y (7)
También usaremos las relaciones
2i Pe 20l ; 2i ez oDt 1( Ly L
— =le 2t T [+ 1)ezoHDt 1.8 == 3 -], (2.58
t O« cr T O —(+ )62 2\ L4 —Ls (2.58)
de forma que (2.56) y (2.57) se vuelven
2% 0O l e—wzlt/Q .
Kt = 78—+2L S+1] Z T HR)Y () (2.59)
2% O L pia(l+1)t/2
K =—|———+2L-S+1 —— Y (Y ). 2.
T[T s © e (2.60)
Anadiendo ambas partes llegamos por fin a
_J2i 0 —ialt/Qie'La(l+1)t/2) TN LU /A
K=[22+2L-8+1]%_, e YA (R)Y () 261)

= [21 O +9L- S +1] (~2ie/) sin((l + })at/2) Py(cos )

con Py el k—ésimo polinomio de Legendre y v el dngulo entre 7 y #'.
De esta férmula emanan dos resultados. El primero se consigue sustituyendo (2.61) y (2.42) en
(2.41), llevandonos a

K(r,r';t) = 775111@(;15 exp (’w{'r + r’2}cotwt> {QZ O 4 oL .S + 1} (—2iet/4)x
x 2o sin((L+ 3)at/2) Py(cos ) I jo (7250

y con la ayuda de (2.28) para m = 1, los factores gaussianos pueden cancelarse obteniendo una
férmula no trivial para una serie funciones de Legendre, Fourier y Bessel involucrando matrices de
Pauli

(2.62)

2i O > wrr! i | we—iat/2 , —aM.Sty .
1 9L-S +1 in((1+Hat/2)P I - —iw cscwt(e r)r
t Qo + + } ;sm(( +2)a /2)Pi(cos ) 1+1/2 (isinwt) 47 27rirr’sinwte

(2.63)

donde los elementos de matriz de e =Mt pueden encontrarse en el apéndice.

El segundo resultado proveniente de (2.61) es el siguiente. Consideremos solamente el término

espin 6rbita con (s = %) como el hamiltoniano total del sistema y cuyo propagador llamaremos
propagador de espin orbita. En ese caso la descomposicién espectral correspondiente es

L .
Kso(l',l‘/;t) — <I‘|€ iaL- St’r Z Z Z ym |:ym (A):| e—za)\(l,])t/Q (2.64)

1 m=—j
7l:|:2
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a través de la definicién (2.46) junto con el resultado (2.61) convertimos (2.62) en

5(r—1")

r2

Keo(r, ' t) = {218 +2L-S+ 1} (—2ie™t/4) i sin((l + §)at/2)Py(cosy) (2.65)

a Ot P
Es sencillo verificar [9] que la suma sobre [ en (2.65) estd dada por la férmula

u(cos(y) — cos(at/2))
V2(cos(y) — cos(at/2))

Zsin((l + 3)at/2)P(cos ) = sign (sin(at/4)) (2.66)

donde u es la funcién escalén

0 parax <0
u(z) = (2.67)
1 paraz >0

De esta forma el propagador K, también tiene una expresion cerrada, ecs. (2.65) y (2.67).

2.4. Acoplamiento espin érbita como perturbacién repentina

En capitulos posteriores el interés se ubica en problemas donde perturbaciones externas actiian
repentinamente como campos externos o supresion de interacciones. Sin embargo, consideramos
conveniente discutir en este punto el efecto de tal perturbacién cuando se trata del término de
acoplamiento espin Orbita.

Consideremos un sistema descrito por un hamiltoniano H; para todo tiempot < 0y Hy+al-S
para t > 0. Supongamos también que nuestro sistema se encuentra en uno de sus eigenestados ¢,
para tiempos negativos. Como ha sido usual a lo largo de este capitulo, tomamos

[Hy,L-S] =0 (2.68)

e investigamos el comportamiento de la funciéon de onda para tiempos positivos. Para este efec-
to, denotemos ¢, por un ket del momento angular orbital en producto directo con un espinor,
i.e. |l,my)|s, ms). Este, a su vez, puede expandirse en términos de kets del momento angular total
7 que son los eigenestados del sistema a tiempos positivos,

I+s J

|l,mp)|s,ms) = Z Z (J,m|l,my, s,ms)|7,m, s, 1) (2.69)
j=ll—s|m=—j

Para encontrar el ket a ¢ > 0 aplicamos el operador de evolucién U = exp —i(H; + oL - S)t a ambos

miembros de (2.69), encontrando

l+s J
Uln,l,mp)|s, ms) = Z Z (G,m|l,my, s, mg)eErisiln, 5. m, s 1) (2.70)

j=|l—s|m=—j
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con E, ;s los eigenvalores de H+alL-S. Ya que la suma es finita, (2.70) es una expresién cerrada.
La denisdad de probabilidad exhibe interferencia entre diferentes j’s. Para el estado base se tiene
I =0 y no se observa fenémeno transitorio.

En general podemos afirmar que cualquier perturbacion repentina que introduzca un espectro
finito y que conmute con H; da lugar a la interferencia (2.70) con los coeficientes apropiados. En
este caso el término dominante en la combinacién lineal de la funcién de onda es aquel que contiene
el coeficiente de Clebsch Gordan para j = [+ s. La contribucién dominante en la densidad de pro-
babilidad estd dada por el cuadrado de dicho término (méximo momento angular total j = [ + s)
seguida de términos oscilatorios. El efecto transitorio es en general cuasiperiodico; la periodicidad
es posible en el caso excepcional del oscilador arménico cuya frecuencia w sea conmensurable con
la intensidad « del acoplamiento espin-orbita.

Dado que las contribuciones relativistas a los hamiltonianos no son controlables en la forma en la
que lo son los campos externos, la introduccion repentina del término L - S puede no corresponder a
una situacioén fisica. Sin embargo puede corresponder a la accién de un campo de norma no abeliano
sobre una particula con coordenadas r. El grupo de norma necesario es SU(2) con generadores S,
siendo el potencial vectorial correspondiente A = aS X r. En un hamiltoniano para una particula
no relativista y usando la regla de acoplamiento minimo para la introduccién de este potencial
vectorial, el término espin-érbita aparece de forma natural, ademas de incluir una modificacion al
potencial escalar de la forma a?r? que no afecta la simetria esférica orbital.
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Capitulo 3

Fenémenos transitorios para sistemas

cuanticos con estados ligados

El uso del concepto de propagador adquiere una dimensién mas practica con la aparicién de un
manual de soluciones exactas que data del ano 1998 [6]. Sea x el vector que contiene las coordenadas
de un sistema. Los problemas que se discuten en este capitulo, a pesar de ser muy particulares,
pertenecen al tipo general en los que un potencial V_(x) que admite estados ligados para un
tiempo ¢ < 0 experimenta a ¢ = 0 un cambio repentino a Vy(x), i.e. un potencial que contiene el
anterior més una interaccién externa dada por Vi (x) — V_(x). Si nuestro vector x estd expresado
en coordenadas cartesianas la energia cinética serd entonces la suma de términos (ms:'cgs), con
s = 1,...n el indice que enumera a las particulas y ¢ = 1,...m el indice de la dimensién de
una sola particula. De este modo la lagrangiana del problema queda bien definida y es posible
buscar en las tablas de [6] la férmula del propagador que le corresponda en caso de que esta exista.
Asi procedemos a analizar el siguiente problema.

3.1. Dos particulas sujetas a un campo electrostatico repentino

Aunque el propagador sea de gran utilidad para resolver problemas dependientes del tiempo,
no siempre es posible tener una expresion cerrada para este. Existen problemas de interés fisico en
los que la obtencién del propagador representa un obstéculo, v. gr. el atomo de hidrégeno en una
perturbacién repentina. En vista de lo anterior elegimos enfocarnos en un problema para el que
pueda determinarse una expresion cerrada y simple del propagador. Esto nos conduce a sistemas
descritos por lagrangianas cuadréticas en coordenadas y velocidades; para ellas existe un extensa
lista de propagadores dada en [6].

Como sistema a estudiar consideramos dos particulas ligadas por un potencial en la coordenada
relativa, siendo una de ellas de carga eléctrica positiva y la otra neutra. Esto puede representar
un modelo simplificado para el deuterdn, el cual estd formado por un protén y un neutrén cuya
masa m es aproximadamente la misma. Consideramos que los nucleones estdn ligados por una
interaccién de oscilador arménico de frecuencia w como usualmente se supone en fisica nuclear.
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Tomando unidades h = m = 1 y aplicando al tiempo ¢t = 0 un campo electrostatico homogéneo en
la direccion z afectando unicamente al protén, la lagrangiana queda dada por

L= ;(r% + r%) — 1P (r — )t - Ex (3.1)

donde indices 1 y 2 corresponden respectivamente a protén y neutrén, £ es la intesidad de campo
de un potencial lineal multiplicado por la carga de la particula y que es generado por las placas de
un condensador. Lo recomendable es visualizar el sistema en coordenadas de Jacobi, siendo en este
caso coordenadas similares a la relativa y centro de masa. La transformacién es ortogonal y dada
por

r = 72(1'1 — 1‘2), R=- 2(1‘1 I'2) (32)
que transforma £ en
£ . £
r ) 2.2 2 7
- <%r % o \@Z> * <§R B ﬁ ) (3:3)

donde las componentes de los vectores r y R estan indicadas respectivamente por

r=irx+jy+kz, R=iX+jY +kZ (3.4)

con i, j, k los vectores unitarios de las coordenadas cartesianas. Una funcién lagrangiana expresada
como la suma de dos términos de variables independientes da lugar a un propagador que es el
producto de propagadores asociados a cada una de las partes. Dado que el cuadrado de los vectores
r, R estdn dados por

rP=a? 4?4+ 2% RP=X2+Y24 22 (3.5)

es adecuado analizar el problema en coordenadas cartesianas. En ellas la lagrangiana (3.3) se escribe
L = {;@2 —w??) + %(gf — Wy + %(732 — w22 —V2E2)

+ [;5@ +VE ;(z‘? —VaE z)} (3.6)

Asi, de la observacién hecha en el parrafo anterior, el propagador asociado a £ es el producto de
propagadores unidimensionales correspondientes a las seis lagrangianas independientes que aparecen
en (3.6). Para 3(i? — w?z?) el propagador estd dado en [6] p. 178 férmula (6.2.33) como

1
w 2 wl, o 2z’ ]}
_ - — twt — 3.7
[2%2’ sinwt} exp{ 21 [(x + a7 cotw sin wt (3.7)
Para %(y2 — w?y?) el propagador nuevamente tiene la forma (3.7) pero x,z’ reemplazando a ¥, v/’
1.2 2.2

Para 5(2° —w?2® — V/2€ %) completamos el cuadrado usando la variable Z definida por

z=z+(£/V2?) (3.8)

de modo que la lagrangiana unidimensional se convierte en
. £?
1E - W) + e
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dado que z = #. Para el término constante (£2/4w?) aplicamos la relacién entre propagadores y
funciones de Green de la ecuacion de Schroedinger dependiente del tiempo, mencionada por ejemplo
en [6] pag.2, para ver que su contribucién consiste en un factor de fase exp[—i(€ ?/4w?)t] mientras
que el resto de (3.9) corresponde a la lagrangiana de un oscilador arménico unidimensional. Para el
propagador de esta utilizamos (3.7) sustituyendo z, 2’ por Z, z’. Para tener una notacién uniforme
anadimos las definiciones del resto de las coordenadas en términos de variables con barra

T=x,y=1y (3.10)
ya que en estas tenemos potencial de oscilador sélo para x, y. Con las definiciones
P =47+, r=iz+jj+ kz (3.11)

y tomando en cuenta el factor de fase asociado a (£2/4w?) obtenemos la parte del propagador
relacionada a la coordenada relativa del sistema r

exp [ —i(& 2/4w2)t] [w] i exp { _Z [(7‘2 + 7?) cot wt — 2 f/] } (3.12)

273 sin wit 21 sin wt

Ahora analizamos la parte de la expresion (3.6) escrita con variables en mayusculas, comenzando
con £X? la cual, a través de [6] p. 174 férmula (6.2.10) da lugar a

1 1
- exp [%(X - X’)ﬂ (3.13)
(2mit)2
Para %YQ usamos la misma férmula (3.13) pero reemplazando X, X’ por Y,Y". Para (%Z2 — %Z)

utilizamos [6] p. 175 férmula (6.2.18) para obtener

1 [(Z-2")? Et £
(2m‘t)% o {Z[ 2t 2ﬁ(z+ Z’) - 48” (3.14)

Multiplicando (3.13), la expresién correspondiente para Y, Y, y (3.14) obtenemos el kernel para el
centro de masa del sistema

1 JTR-R) £t £

—_— - Z+7)— ——— 3.15
(2mit)32 P H 21 N AT ] } (3.15)

El propagador completo de la lagrangiana (3.6) es entonces el producto de (3.12) y (3.15).

Para el deuterén a un tiempo t < 0 el estado base es
Aexp(—swr?) exp(iK - R) (3.16)
siendo A la constante de normalizacién de la parte gaussiana

A= (w/m)3/* (3.17)

y K el vector de onda proporcional al momento del centro de masa. Para encontrar la funcién de
onda al tiempo ¢ > 0 no hace falta mas que aplicar el propagador que corresponde a (3.6) al estado
inicial (3.16) y que llevaremos a cabo en el siguiente apartado.

22



3.2. La funcién de onda del sistema de dos nucleones a tiempo
t > 0 en un campo electrostatico repentino

Como ya hemos obtenido el propagador de (3.12,3.15) podemos aplicarlo al estado (3.16) de
modo que a través de la integraciéon correspondiente obtengamos el estado a tiempos positivos. El
calculo involucra integrales de exponenciales cuadréticas en T y R/, las cuales pueden obtenerse
completando cuadrados. Desarrollaremos entonces un ejemplo y daremos el resultado completo para
¥(r,R,t) a tiempos positivos. Recordando que para la componente x del vector relativo r tenemos
el propagador (3.7), cuando este se le aplica a la parte exp(—%w:ﬁ) de (3.16) aparece la integral

o0 w 1/2 1
/ A3 () exp {(zw/?) {(xQ + %) cot wt — 2z2’ (sin wt)_l} e 2% }d:n’

0o 21 sin wt
l o
. 2 ’ ’
= A3 (2m:1nwt> exp[(iw/2)z* cot wt] /_Oo B toa gt (3.18)
donde
B =(w/2)(1 —icotwt), a = —izw(sinwt) ! (3.19)

y (3 tiene parte real positiva. A partir de [9] se tiene que

/oo exp(—p2"? + ax’)dx’ = (W/ﬂ)% exp(a?/43) (3.20)
y de (3.19) se tiene
B = (w/2i)(sinwt) " explivt), (a2/48) = igﬁ cot wt — Lwa? (3.21)

de modo que reemplazando en (3.20) y luego en (3.18) obtenemos
A3 exp(—%wa) exp(—iwt/2) (3.22)

lo cual es, tal y como se esperaba, la fase correspondiente a la energia (w/2) del estado base del
oscilador. El mismo resultado es valido para la variable y y tanto x como y pueden reemplazarse por
T, 7, ya que el potencial electrostatico se aplica inicamente en la direccién z. Para el caso en el que
la funcién inicial es A3 exp(—wz?/2), lo mejor es sustituir z por [z — (£ /v/2w?)], como se indica
en (3.8), y utilizar para la variable Z el propagador de oscilador que da lugar solamente al factor
de fase discutido después de (3.9). En las coordenadas de centro de masa del deuterén, denotadas
por maytsculas, el propagador es aquel asociado a la particula libre para X,Y. Aplicdndolo a la
parte de la onda plana exp(iKx),exp(i/{,Y") se tiene tan solo un factor de fase

exp(iK, X ) exp(—iK2t/2), exp(iK,Y) exp(—iKSt/Q) (3.23)

Para la componente Z del centro de masa se aplica a exp(iK,Z) el propagador (3.14) y las integrales
que emergen de ahi pueden evaluarse con un procedimiento similar al indicado desde (3.18) hasta
(3.22). Combinando todos los resultados, podemos establecer que para ¢t > 0 nuestra funcién de
onda ¥ (r,R,t) es finalmente
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1 ,
P(r,R,t) = A(e_QmWZe_’(?’/Q)“’t) exp |:Z(K ‘R - 1K)

exp(—i& *t/4w?) exp {(5 JV2w) (e = 1)z 4 (£2/2u%)[e™ ™" — 1(1 + cos? wt)] + ZSHZM}

e Et* ZEt

3.3. Densidad de probabilidad del sistema de dos nucleones en el
campo electrostatico repentino

La informacién fisica sobre el comportamiento temporal de un sistema se encuentra en la den-
sidad de probabilidad como funcién del espacio y la forma en la que esta evoluciona. De este modo,
es necesario escribir |[¢(r, R,t)|? a partir de la funcién de onda (3.24). Observamos que la parte
concerniente al centro de masa estd constituida tnicamente de factores unimodulares y que, por
tanto, desaparecen; esto a pesar de que el centro de masa no esta descrito por una onda plana
debido a la presencia del campo. Asi, X,Y, Z desaparecen, tal y como lo harian para la funcién
de onda a t = 0 dada en (3.16). Para las coordenadas relativas mantendremos en el exponente de
(3.24) tnicamente términos reales y afectados por un factor 2, de modo que

[v(r, R, t)|? = A? exp{ —wr? — (26 /V2w)(1 — coswt)
- (52/2w3)[—QCoswt—i—(l—i-costh)]}
= AZexp[-w(z® + y?)] exp { —w -22 +2(€ /V2w)(1 — coswt)z + (£2/2wh)(1 — cos wt)Q] }

— A2 expl—w(@® + )] exp { —w :z + (€ /vV2w)(1 = cos Wt)] 2}

- 2
= A?exp[—w(z? +y?)]exp { —w|z 4 (V2€ Jw) sin2(wt/2)] } (3.25)

donde usamos una relacion trigonométrica en la iltima igualdad. Asi, tenemos un comportamiento
transitorio muy simple y que depende tnicamente de las coordenadas relativas y en el que z,y
exhiben el comportamiento gaussiano estdndar de rango w=/2 en nuestras unidades, mientras que
z oscila alrededor de este rango con una amplitud (v/2€ /w?) sin?(wt/2). El perfodo de oscilacién es

(wT'/2) =m, 0o bien T = (27/w) (3.26)
mientras que la amplitud queda dada por (ﬂé’ Jw?). Nétese que las coordenadas del protén y el

neutron en la direccién del campo son, respectivamente

1 1
2nn=—(ZL+2), 29=—(Z —2z 3.27
5(Z 42 m= 5z -2) (3.21)
y al elegir el centro de masa como origen de nuestro sistema coordenado, la distancia entre proton
y neutrén es proporcional a v/2z. De esta forma el deuterén vibra con una amplitud proporcional a
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(2€ Jw?) sin?(wt/2) con la posibilidad de emitir radiacién. Es claro que para campos electrostaticos
suficientemente intensos, el deuterén puede desintegrarse. Esta informacién puede obtenerse tam-
bién de la discusién clasica del problema. También es posible discutir el caso en el que el campo
electrostético es dependiente del tiempo a través de los diversos propagadores disponibles y que pro-
porcionan una forma més realista de introducir interacciones externas. Podemos citar, por ejemplo,
la férmula (6.2.17), p. 175 de [6].

3.4. Tres particulas sujetas a campo electrostatico repentino

Consideramos un sistema analogo al de la secciéon anterior para tres particulas. El problema
tiene interés cuando al menos uno de las particulas es de naturaleza diferente al resto. Este modelo
soluble representa de forma simplificada sistemas como el Tritio y He, admitiendo que las particu-
las involucradas sean protones y neutrones segin su carga. Las interacciones entre particulas se
supondran iguales, ¢.e.independientes de isoespin y también de la carga eléctrica, siendo la con-
tribucién de los potenciales coulombianos despreciable. Nuevamente los potenciales son de oscilador
armoénico y las masas m = 1 para protén y neutrén. A tiempo positivo se introduce un campo de
intensidad £ en la direccién z. Los hamiltonianos para t < 0, i.e.en ausencia de perturbacién,
no necesariamente son iguales para los dos sistemas: nnp (3He) y npp (Tritio). Sin embargo para
efectos del andlisis tomamos frecuencias de oscilacion w en ambos casos. Coordenadas y momentos
de particulas se denotaran por r; y p; respectivamente, con i = 1,2,3. Dado que trabajamos con
el formalismo hamiltoniano, abandonamos la notacion de variables puntuadas para derivadas en
el tiempo, reservandola para la transformacién de coordenadas de Jacobi. Los hamiltonianos para
todo tiempo t son

Hppp =T+ V + 0(t)E 1 (3.28)

Hppn =T +V +0(t)€ (21 + 22) (3.29)

donde la enumeracion de las particulas con51ste en ethuetar los protones primero. Ademés T =
(p1 + p3 + p3) es la energfa cinética y V = (rl + 13 + r3) el potencial, 0 es la funcién escalén
que modula la entrada del campo electrostatlco Utilizando las coordenadas de Jacobi

. 1 L1 0
P1 V2 V2 P!
= 2 1 2
1?2 = ? ? - 1 3 b2 (3.30)
p3 =5 7 NG p3
similarmente para coordenadas I y r, los hamiltonianos (3.28) y (3.29) para ¢ > 0 son entonces
. w2
Hpnn, —§(pl+Pz+p3)+7(r1+f2)+5(\f f f 23) (3.31)

2
prn = %(pl + p2 + Pg) + 7(1'1 + 1'2) + 5( ) (3'32)

2

¥ \f

Resulta conveniente redefinir nuestras variables de modo que para el tritio
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P,=p;, Ri=r;, Ro=ro+—— R3 =13 (3.33)

wa

y para las coordenadas de Jacobi de 3He

_ _ £ _ & =
P': "7 R =T + k7 R =r + k? R :r 334
donde k es el vector unitario en la direccién z. De esta forma llegamos a los hamiltonianos
Hpnn = (P +w’RY) + 3(P3 + w’R3) + (3P + £ Z3) — £ (3.35)
p 2 2 2 /3 3002
_ 1 252 252 1p2, 26 o £?
Hppn = 2(P1 +w’RY) + 3 (Pz +w'R3) + (5P3 + —=23) 3.2 (3.36)

En estas variables se aprecia de inmediato que los propagadores correspondientes son aquellos de
oscilador armonico para coordenadas relativas y de potencial lineal para centro de masa, ecs. (3.12)
y (3.15) reemplazando debidamente las variables por (3.35) o (3.36) segun sea el caso. El estado
inicial al que aplicaremos el propagador estard dado por el estado base para t < 0 segiin pnn o ppn

e 1 .0, .
@Z)pnn (I.‘ly i‘27 I.'37 O) = AXpnne_zKT3 e—iw(r%—i-r%) (3.37)

e 1 . ,
Gppn (E1, F2, 73, 0) = Axppne KTsemg@ET+2) (3.38)

donde A es un factor de normalizacién de la gaussiana, K es el momento inicial del centro de masa
y X es un espinor normalizado que contiene la informacién sobre espin y espin isotépico. Debido a la
simetria de (3.37) o (3.38) bajo permutaciones de particulas, y determina la paridad de la funcién
de onda; sin embargo, su presencia es irrelevante ya que es invisible tanto a los hamiltonianos como
a los propagadores.

3.5. Densidad de probabilidad para tres nucleones en el campo
electrostatico

Llevando a cabo un analisis similar al que se efectué para encontrar la densidad de probabilidad
del deuterén es posible encontrar el mismo comportamiento oscilatorio en las coordenadas relativas
y una propagacién del centro de masa dada meramente por factores de fase. La observacién funda-
mental consiste en entender que la traslacién de coordenadas en (3.33) y (3.34) es directamente la
amplitud de las vibraciones para la densidad de probabilidad a tiempos positivos, la cual escribimos
para cada caso

oo o in2 2 in2 2
|¢pnn(flyf2a f‘3,t)|2 _ A2€—w(xf+y%+x§+y§) exp <_w[(21 + EW)Q + (2-2 + %)2])
(3.39)
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.. (22 2 . ﬂgsin2wt2
Wppn (F1, F2, 73, 1) > = A%e W +E3+92) exp (—w(zz + w2( / ))2> (3.40)
La presencia del campo es capaz de excitar ciertos modos de oscilacién y a ciertas amplitudes
segun la carga de las particulas. Podemos establecer este resultado para el caso general en el que se
tiene un nimero n de nucleones ligados por interaccién de oscilador. Ello se discute en el apartado

siguiente.

3.6. Resultados generales para el caso de n nucleones

En caso de tener un sistema de n particulas las consideraciones que se han hecho para los casos
anteriores no cambian significativamente. Si preservamos la numeracion de las particulas como en
el apartado anterior (los protones tienen los primeros indices) entonces el hamiltoniano a analizar
es

n

2 Np

w

H=3 p;+ o Yo (ri—r)?H0E D (3.41)
i=1 i,j=1 i=1

donde N, es el nimero de protones en el sistema y es proporcional a la carga total. Empleando la

transformacion de Jacobi para n particulas

s

n
pS:[s(s—l—l)]_l/QZ(pt—psH),s:1,...,n—1, pn:n_l/QZpt (3.42)
t=1 t=1

obtenemos un hamiltoniano

n . w2 n—1 ‘ n - '
H=33 bf+5 D 8 +00EN, > [s(s+1]7/%% (3.43)
i=1 i=1 s=n—Np

cuyo propagador aplicaremos al estado base

n—1
Y(E1, ..., T, 0) = Aye T exp (—%w > r§> (3.44)
s=1

donde consideraciones similares al caso del sistema de tres particulas se mantienen para A, y, K.
Recurriendo a la observacién hecha para el caso de tres particulas, la traslacion de coordenadas
para completar cuadrados en (3.43) es igual a las amplitudes de oscilacién que experimenta (3.44)
después de la aplicacién del campo. Establecemos entonces que las amplitudes estan dadas por

ENp
w2y/s(s+1)
siendo s la etiqueta para la coordenada de Jacobi que estd en vibracién, la cual también indica el
numero de particulas que participan en su definicién y por tanto el nimero de participantes del
movimiento oscilatorio. Observamos que (3.45) es proporcional al nimero de protones, es decir,
a la carga total. Por ello, en este modelo, es mas probable disociar niicleos con carga mayor; sin
embargo, la cantidad de modos de oscilacién disminuye con IV,,.

AN, s = SNy <s<n-—1, An,s =0 de otro modo (3.45)
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Capitulo 4

Procedimiento general para analizar
fenémenos transitorios causados por

perturbaciones repentinas

Mientras que el propagador K(x,x’;t) es muy util para discutir fenémenos transitorios, en
general no contamos con su forma explicita para un potencial cualquiera V7 (x). Por ello es necesario
desarrollar un método aproximado al cual se pueda recurrir. Nuestro método estd basado en la
transformada de Laplace de las funciones de onda dependientes del tiempo en contraste con las
de Fourier, ya que de esta forma podemos lidiar de forma explicita con la condicién inicial del
problema. Denotando H+ los hamiltonianos asociados a los potenciales Vi tenemos que

H =T+V_,H =T+Vy=H +(V, -V.) (4.1)

donde T es la energia cinética. Suponemos entonces que H_ tiene, de principio, un espectro que es
Unicamente discreto. En caso de que dicho espectro contenga una parte continua, podemos reducir
la situacién al caso anterior mediante la insercion del sistema en una caja. Sean las energias y
eigenfunciones de H_ tales que

H—¢n = n¢n (4'2)
donde

Eo<EI<Ey<..<E,1<E,<E;...(43)
Para H buscamos una solucién ¢ (x, t) de la ecuacién dependiente del tiempo (usando unidades

c.g.s.)

O = Hyp = [+ (Vi — Vo) (1.4)
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con valores iniciales
P(x,0) = ¢u(x) (4.5)

siendo v un entero. La transformada de Laplace de 1(x,t) se define por

P(x,5) = /Ooo e Sl (x, t)dt (4.6)

Aplicando dicha transformacién a (4.4) se obtiene

z’h/ooo est%fdt = z’h/o"ogt(estw(x,t))dt+z‘hs¢(x, s)
= —ihp(x,0) +ihst(x,s) = [H- + (Vi — V)] (x, s)
(4.7)

Dado que las eigenfunciones ¢, de H_ forman un conjunto completo ortonormal efectuamos el

desarrollo -

P(x,s) = Z an(8)Pn(x) (4.8)

n=0

de modo que la ec. (4.7) se convierte en
—ihoy(x) + ihs Z an(8)Pn(x)
= [Ho+ (Ve = Vo)1) an(s)¢n(x) (4.9)

Multiplicando por ¢},(x) e integrando sobre la variable x arroja

—ih0p, + thsany (s)
= Eyay(s)+ Z <n'|Vy = V_|n > anp(s) (4.10)

habiendo definido
<V —V_|n>= /¢;;, () [Vi (%) = V_ ()] hn(x)dx (4.11)

La ecuacion (4.10) corresponde a un conjunto infinito de ecuaciones algebraicas lineales para los
coeficientes a,,(s). Estas se pueden resolver de forma aproximada haciendo una suposicién usual,
que consiste en suprimir todos los coeficientes después de cierto valor N del indice. Naturalmente
la precisién de la solucién aumenta con el valor del niimero méaximo de cuantos N que participen.
Una vez obtenidos los coeficientes a,,(s) para n = 0,1... N podemos escribir la funcién 1 (x, s) en
la forma

N
b(x,8) =Y an(s)dn(x) (4.12)
n=0

Siendo nuestro objetivo determinar (x,t), es necesario emplear la transformacién inversa de
Laplace

1 ctioco ot
Wt =5 [ dxs)etds
1 oo+ihe ) _ )
- [ - exp(—iEt /)i, ~iE/h)dE (4.13)

29



donde sustituimos la variable s por

s = —i(E/h) (4.14)

y la variable E se integra a lo largo de la linea ubicada por encima de todos los polos reales de
h(x, —iEh_l) en el plano complejo. Nétese que el contorno de integraciéon se puede completar
con un circulo por debajo de estos polos y obtener esencialmente los residuos en valores de E
determinados por el conjunto de ecuaciones lineales homogéneas

(E — En/)an/ = Z < n/|V+ — V_\n > ap (415)

o bien
Ea, = Z <n/|Hi|ln > ay, (4.16)
n

lo cual arroja las energias de los niveles asociados al hamiltoniano H .

4.1. Ejemplo: estados coherentes del oscilador armoénico

Para conectar el tratamiento de este capitulo con los sistemas ya estudiados (particulas cargadas
interactuando con potenciales de oscilador), aplicamos ahora el método que se ha desarrollado a
un oscilador arménico unidimensional de frecuencia w bajo un campo electrostatico cuya acciéon
comienza repentinamente a un tiempo ¢ = 0. Si bien el ejemplo es bastante simple, lo hemos elegido
como punto de comparacién para contrastar el método con resultados conocidos. Como ya hemos
visto en los sistemas tratados en capitulos anteriores la coordenada paralela al campo sufre una
traslacién proporcional a la amplitud del mismo y el comportamiento del estado base es oscilatorio
con frecuencia w. Esto es equivalente a la evolucion que manifiestan los llamados estados coherentes
del oscilador. A continuacién ilustramos el uso de nuestro método para este conocido problema.

Los hamiltonianos de nuestro sistema son

2 mw? »® mo?

H =2 Hy =+ 4+ """ 2? 4.1
2m+ 5 % + 2m+ 2:U+Sx (4.17)
con m la masa de la particula y £ la intensidad de campo multiplicada por la carga eléctrica. La

diferencia de potenciales tiene los elementos de matriz

[ h
<n,’V+ —Vin) =€ <n/|$|n> =¢ m(\/ﬁ(sn’,nfl +vn+ 15n/,n+1) (4.18)

donde hemos usado estados de oscilador |n) del problema inicial. Como estamos interesados en
una aplicacién numérica, escogemos las constantes £ = m = w = h = 1 . Si el método se utiliza
de forma aproximada debemos truncar la serie en el miembro derecho de (4.10) y (4.12). Elegimos
N = 2 amodo de aproximar ) (x,t) con tres funciones de oscilador. Para obtener estados coherentes
seleccionamos el estado base como condicién inicial, i.e.v = 0. Las ecuaciones (4.10) para a, = 0
con n > 3 se escriben
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(E—5/2)as = a1, (E—3/2)a;=as+ao/V2, —i+(E—1/2)ag=ai/V2 (4.19)

con soluciones

B i[(E - 3/2)(E —5/2) — 1]
“0(B) = 1 E 5 = (B=1/2) [(E = 3/2)(F —5/2) —1] (4.20)
3 —i27Y/2(E —5/2)
B = aE =572~ (B - 1/2)[(E - 3/2)(E —5/2) — 1] (4.21)
a5(E) 2702 (4.22)

T 1/2(E—5/2) — (E—1/2)[(E —3/2)(E —5/2) — 1]

cuya forma revela la misma estructura de polos para los tres coeficientes. La funciéon de onda se
escribe (7, £) = co(t)éo(x) + c1 ()1 (x) + ¢2(t)ba(), donde

1 oco+1ic -
en(t) = — dEa,(E)e !
2m —oo+ic

i o i
=  Respape ol + Resyane 1t + Resqane "Fat (4.23)

ademds E/ es el i—ésimo polo de a,, y Res;a, el residuo correspondiente. En nuestro caso los valores
numéricos de las cantidades involucradas se indican en la tabla, con los cuales elaboramos un grafico
de la densidad de probabilidad resultante en funcién de z y ¢.

J 0 1 2
E; 0.030 [1.296 3.172
Resja; 0.660 10.317  (0.021
Resjao +0.438 (0.358  (0.080
Resjaz 0.177  (0.297 (0.119

Cuadro 4.1: Valores de los polos y residuos de los coeficientes a,, en el desarrollo del estado coherente

de oscilador
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Figura 4.1: Densidad de probabilidad en el tiempo para el estado coherente aproximado por tres

funciones de oscilador

En la figura 4.1 se indica el pardmetro temporal en la parte superior de cada grafica (unidades
naturales). Se observa el tipico comportamiento oscilatorio del paquete inicial cuyo centro estd traslada-
do en una cantidad proporcional a la intensidad del campo £ aplicado a t = 0. Sabemos que el
resultado exacto es un paquete que preserva su integridad y cuyo movimiento asemeja al de un
oscilador cldsico, mientras que en este caso, si bien hay un comportamiento oscilatorio, la forma de
la distribucién varia debido al truncamiento de la serie hasta tres términos. Sin embargo, consider-
amos que esta es una aproximacién razonable en cuanto al comportamiento cualitativo del estado
resultante y en funcién de la aplicabilidad del método. Este puede llevarse a cabo con una cantidad
de términos arbitraria, mejorando la precision.

32



Capitulo 5

Particulas compuestas cuanticas

relativistas: un tratamiento general

A lo largo de la parte no relativista hemos dejado clara la importancia de tener un propagador
para poder estudiar fenémenos dependientes del tiempo. Sin embargo, expresiones cerradas para
estos objetos son dificiles de obtener y en la mayoria de los casos se desconoce su forma. Sabemos,
ademads, que los propagadores admiten una descomposicién espectral y que el estudio completo del
problema estacionario de un sistema nos da la posibilidad de escribir propagadores en desarrollo
de eigenfunciones. Por ello y antes de hacer un estudio de los fenémenos transitorios en el régimen
relativista, dedicamos este capitulo a la formulacién general invariante de Lorentz de sistemas
compuestos y la posibilidad de obtener sus espectros y funciones de onda a través de un método
aproximado. Concretamente analizaremos sistemas de dos y tres cuerpos como modelos de mesones
y bariones, a modo de fijar los valores de las energias comparando con datos experimentales [5].

En mecédnica cudntica no relativista es sencillo considerar particulas compuestas que estan
conformadas por otras més elementales. En la ausencia de interacciones y espines las particulas
elementales estan caracterizadas tinicamente por su masa mg,s = 1,...n y dan origen a aquellas
que son compuestas, cuyo Hamiltoniano es

H=3 (t) (5.1)

siendo ps el vector momento de la particula s. Es posible entonces anadir a este Hamiltoniano
un potencial de interaccion dependiente de las coordenadas asi como espines y otras observables
con el fin de obtener algo que se conoce como Hamiltoniano de muchos cuerpos. De ahi podemos
desarrollar técnicas [10] para obtener los autovalores i.e. los espectros asi como los autoestados de
estos Hamiltonianos.

La situacién es mas complicada en el caso relativista, ya que debemos lidiar tanto con los estados
de una sola particula como con el hecho de que la ecuacién de onda resultante para el sistema
compuesto debe exhibir invariancia de Poincaré; esto siempre y cuando se quiera representar un
problema relativista de muchos cuerpos bona fide [11].
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Por simplicidad nos restringimos a particulas compuestas por aquellas que tienen espin % regidas
por la ecuacién de Dirac. En ese caso, el Hamiltoniano de una particula no interactuante puede
escribirse[12]

H = co-p+mc*p (5.2)

donde o y 3 son las conocidas matrices de Dirac [12], ¢ es la velocidad de la luz y m la masa de la
particula.

A primera impresién la extension de la Ec.(5.2) para un sistema de particulas no interactuantes
parece estar dado en forma similar a la Ec.(5.1), i.e.

n

H = Z[(as “Ps) + mss] (5.3)

s=1

A partir de aqui utilizamos unidades donde 7 = ¢ = M = 1, siendo M la masa total

M = zn:ms (5.4)
s=1

El Hamiltoniano Ec.(5.3) tiene inmediatamente el problema de no ser invariante de Poincaré,
comenzando por el hecho de estar formulado en términos de tri- en vez de cuadri-vectores y por
tanto no estd expresado en variables de espacio-tiempo. Trataremos de superar esta dificultad en
la siguiente seccién.

5.1. Invariancia de Poincaré de particulas relativistas compuestas

Como ya se menciond, la Ec.(5.3) no es invariante de Poincaré, pero notamos que esto también
se cumple para el problema de una particula si lo expresamos en términos de a y (3. Resulta 1til
entonces introducir el cuadri-vector contravariante de matrices v#, u = 0,1, 2, 3 con las definiciones
[6] ,

V0 =By, Al =Bsus, =123, 5=12...n (5.5)

y los cuadri-vectores covariantes de momentos p,s. Como las matrices 74 también son cuadri-
vectores, la contraccion sobre el indice

75pus (5.6)

es un escalar de Lorentz.

Para obtener el Hamiltoniano invariante de Poincaré para una particula compuesta, comenzamos
por denotar u, un cuadri-vector unitario temporaloide, lo que significa que para cierto sistema
inercial éste toma la forma

(uu) = (1,0,0,0). (5.7)

Con la ayuda del cuadri-vector (5.5) podemos definir los escalares de Lorentz [5], [20]

n —1
r=J] (wuﬂ>, I, = (’yguu) T, (5.8)
r=1

donde ('yg‘uu)_1 elimina el término correspondiente en I' y I' estd dado atin en forma de producto.
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Proponemos ahora que en lugar de la Ec. (5.3) tenemos la siguiente, que es invariante de Lorentz

[13]

Z Ls(VPus + ms)p =0 (5.9)
s=1

Esta es una ecuacién diferencial que contiene n tiempos correspondientes a las n particulas; sin em-
bargo, es posible reducirla a una ecuacién para un solo tiempo en el marco de referencia apropiado,
el cual permite expresar (5.9) en forma hamiltoniana. A continuacién indicamos los pasos a seguir.
Con la ayuda del cuadri-vector total de energia momento

n
Py=)Y pus, 1=0,1,2,3, (5.10)
s=1
mostramos que, en el marco de referencia donde (u,) = (1,0,0,0), la Ec. (5.9) toma la forma
n n
{FOZPOS+ZFS(7S-pS+mS) =0, (5.11)
s=1 s=1
donde las letras negritas denotan tri-vectores y
n
=1+ T10=0) 1 (5.12)
r=1
Multiplicando la Ec. (5.9) por I'? y utilizando las Ecs. (5.5,5.10,5.12) obtenemos
n
P> pa )| =0 (5.13)
s=1
habiendo utilizado una métrica en la que Py = —PY, siendo ésta dltima la componente cero de P

1e. la energia total del sistema. Es deseable que la Ec. (5.9) represente el sistema de particulas en
el que el centro de momento se encuentre en reposo; esto puede lograrse si definimos

1
u, = Py(—P,P7)"2 (5.14)

tal que si P, = 0,i = 1,2,3, tenemos u; = 0,up = 1. El signo — en (5.14) se debe a que P, es
un vector temporaloide, por lo que la expresién dentro del radical es explicitamente positiva. Al
identificar PY con el operador i% obtenemos que (5.13) es una ecuacion tipo Schroedinger cuyo
tiempo corresponde al sistema centro de momento.

Por otra parte, los sistemas que nos interesan pueden contener interacciones, en cuyo caso
debemos establecer nuevamente la invariancia de Poincaré. Para interacciones que dependen de la
coordenada relativa

xff = Tps — Tt (5.15)
podemos definir
xjtu = xff — (x5 )uy, (5.16)
y asi, suprimiendo los indices s, t, tenemos que
r? = (v 2h) (5.17)

es un invariante de Poincaré. Esto también es cierto para cualquier funciéon de dicho invariante.
La ecuacién (5.13) es idéntica a Ec. (5.3) siempre y cuando intrepretemos H como P° y asi,
siendo un caso particular de la Ec. (5.9), su invariancia de Poincaré queda asegurada.
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5.2. La transformacion FW para el Hamiltoniano de muchos cuer-
pos

Para encontrar la transformacién FW del Hamiltoniano de n cuerpos revisaremos brevemente
el andlisis correspondiente al caso de un solo cuerpo.
El Hamiltoniano es [14]
H=0+&+V (5.18)

donde la parte impar O es « - p, la parte par es £ = fm y V es el potencial como funcién del
escalar r. Siguiendo a Foldy y Wouthuysen [15] y, en particular, el libro de Bjorken y Drell [14], es
posible encontrar un operador unitario

U = exp(iS") exp(iS") exp(iS) (5.19)

que nos permita transformar H en una serie de potencias inversas de la masa en reposo m e
identificar la parte correspondiente a las energias positivas de H. Los operadores hermitianos en
(5.19) estan dados por

i i ip
S=-—0, §=-—0' §=-0" 5.20
2m 2m 2m (5.20)
con )
p.V i
O—a-p o =PVl 2‘;; | on_ _(0‘3:;2)19 (5.21)
y el Hamiltoniano de energia positiva H' queda como
H = B4V, = 5(m+ £ — g
(5.22)

tols [<p < E) — (E x pﬁ + L vv

donde el desarrollo en la energfa cinética se ha hecho hasta orden 1/m? y el desarrollo en las
interacciones hasta orden 1/m?. La intensidad de campo E est4 dada por

E=-VV (5.23)
v s es el espin de la particula, s = —ia X Q.

Una vez teniendo estos resultados conocidos podemos pasar al problema de n cuerpos. Comen-
zando con el caso de dos cuerpos se tiene

H=H{+ Hy+ V(Xl,Xg) (524)
con
H :as'ps_f'ﬁsm& s = ]-52 (525)
Reescribimos H como
H = [Hi + V(x1,%2)] + H> (5.26)
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apliquémosle primero la transformacion unitaria
Uy = exp(iSy) exp(iS]) exp(iSy) (5.27)

donde SY, 57, S1 estén dados por S”, S’ S en (5.20) y ademés (3, a, p exhiben el indice 1 i.e. 51, a1, p1
para indicar su dependencia en la particula 1. Como los operadores S7, 57, S1 dependen unicamente
de las variable correspondientes a la particula 1 es claro que no afectan Hs en (5.26) y que para
(H1 4+ V) nos da lo obtenido en (5.22) con el indice para la variable i.e.

ULHU] = Hy + (Hy + V) (5.28)
donde H; esté dado por (5.22) con indice 1 para todas las variables.

Apliquemos ahora la transformacién unitaria para la segunda particula i.e.
Us = exp(iSY) exp(iSh) exp(iSs) (5.29)
con 57,581,517 dados por S”, S’, S en (5.20) colocando en 3, x, p el indice 2 i.e. 32, aa, pa. Claramente
la transformacién unitaria Us no tiene efecto en H; ya que los inicos términos que podria afectar

son (V2V/8m?) y ﬁs - |(px E) — (E x p)| y estos corresponden a un orden mayor que el orden

maximo que hemos propuesto.
Tenemos entonces que Us sélo actia en (Hy + V') resultando en

Up(Hy + VYU = Hy +V (5.30)

Aqui el operador Hjy es aquel dado en (5.22) y todas sus variable contienen el indice 2. Asi, si
consideramos UsU; como nuestra transformaciéon unitaria tenemos

UsUy(Hy + Ho + V)UTUS = Hy + Hy + V (5.31)

El procedimiento para el problema de dos particulas sugiere la forma de proceder en el caso
general de n cuerpos donde V(x1,Xg,...Xy). Podemos llevar a cabo la transformacién

H =UyUp_y--UU HUJUS - Ul = By + Hy+ -+ Hy + V (5.32)

con
3 I I 1 1 2
Hy = B my + 5,5 — +4m§st‘(pt><Et—Et><pt)+8m§VtV,

8m (5.33)
t=1,2,---n

No debemos olvidar que en nuestra ecuacién (5.30) hay que tomar en cuenta que el momento total
es P = 0, lo cual se logra pasando de nuestro sistema coordenado al de Hamilton-Jacobi tal y como
sera indicado en los ejemplos discutidos en la préxima seccion.

Extendemos asi la transformacion FW aproximada al caso de ecuaciones de onda relativistas
que describen sistemas multiparticulas. Para transformaciones FW exactas del problema de dos y
tres cuerpos cuando no hay interaccién véanse las referencias [16].
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5.3. Problema de dos cuerpos

En el caso de dos cuerpos cuando el momento total es P = 0 y las masas m; = mg = m se tiene

p1+p2=0, 6 p1=—p2=p (5.34)

y denotaremos el vector de coordenada relativa por r = r{ —ry. Ademads, por simplicidad, tomaremos
el potencial V' de un oscilador arménico, i.e., V = %mw27’2.

De (5.33) y utilizando la notacién p,r obtenemos que
2 4
= G+ ) (m+ £ - 25) +V

T (31 + 52) . [(p x E) — (E x p)} + =2 VIV (>:3)

dado que

mer mwQ

E;=E;=E=-VV =— and V3V = V3V = 3=~ (5.36)

cuando V = %mwer. Introduciendo el momento angular orbital L = r x p y usando (5.36) reduci-

mos H' a

2 4 2.2 2 2
I — p_p ) MW Wiy W '
(B + B2) (m o T T +3 S (5.37)
con
S =81 +89 (538)

y siendo S el vector de espin total, los valores del espin solo pueden ser 1 6 0.

Notamos también que en la ec. (5.37) ademds de contener términos familiares en mecénica
cuantica no relativista, contiene las matrices 81 and (5. Estas pueden escribirse en términos de
productos directos [13]

I 0 L 0 I, 0 I 0
ﬁl:(()Q —12>®<02 12>’ﬁ2:<02 12>®<02 —12> (5-39)

donde I, es la matriz unidad 2 x 2 y asi

14
P+ B2 =2 Os (5.40)
_I4

siendo I y Og la matriz unidad 4 x 4 y la matriz nula 8 x 8 respectivamente.
Nuestro interés se centra en la parte positiva de la energia para la funciéon de onda, lo que
implica que 31 4+ P2 debe reemplazarse por 2 teniendo finalmente la expresiéon

2 2 2,2 2 4
, w P mwr w p

Dado que el segundo paréntesis corresponde al oscilador arménico con acoplamiento espin-érbita
y cuyas eigenfunciones y eigenvalores estan bien determinados utilizaremos estos como conjunto
completo para expresar H' en forma matricial con entradas numéricas.
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Antes de calcular los eigenvalores de H' en (5.41) resulta conveniente efectuar la transformacion

canonica
™= \/ P, p= /—r (5.42)

2
H':2m+3;n+:(7r2+p2)+ujns-L—7T4 (5.43)

para escribir H' como

donde en el segundo paréntesis tenemos el Hamiltoniano de oscilador de frecuencia 1 y el término

espin-6rbita permanece inalterado r x p = p x 7 mientras que p* se reemplaza por 7 Im2u2rt,

Para convertir H' en una matriz numérica podemos utilizar estados comunes del oscilador

armoénico y del cuadrado de momento angular total J2, momento angular orbital L? y espin total
52, 1e.,

11 11
Inl, (QQ)S;j,m >=) <lp,Soljm > |nip > !(22>So > (5.44)

1,0
donde J?, L? y S? conmutan con el Hamiltoniano (5.43) y por ende son integrales de movimiento.
Los estados |nlp > corresponden al oscilador arménico de frecuencia 1 [17] y |<é%)50’ > son los

estados de espin total.
Los elementos de matriz que queremos determinar son entonces

< n'l, (%%)S;j,m|H’|nl, <§%>S,j,m >
= <2m+ du? —l—w<2n—|— [+ 3) FLLG 1) I+ 1) —s(s+ 1)])%/ (5.45)
- < nl'lxt|nl >

El dltimo término en (5.45) puede calcularse comenzando con la relacién
< llrtnl >= 3, < n'l|72|n"l >< n"l|7?|n'l > y utilizando la expresién para < n'l|w%|nl >
dada en la pag. 7, Eq. (3.11) de la referencia [17]. Llegamos entonces a lo siguiente

< n'l|7tnl >= \/n(n—l)(n—i-l—i-%)(n—i-l 3)0n7 n—2
+(dn+ 20+ 1)y/n(n+ 14+ 36 n
+HEn+l+32n+1+3) +2n(n+ 1+ )6 » (5.46)
+(4n + 20 +5)y/(n + D)(n+ 1+ 3)0 i1
/(D) +2)(n+ 1+ )+ 1+ 30w npo

Noétese que al utilizar unidades donde 7 = ¢ = 1, el término adimensional w/m para unidades

c.g.s. se escribe
g L“; (5.47)
m  mc
y puede tratarse como un parametro pequeno. En la siguiente seccién comparamos los resulta-
dos de nuestro andlisis con el espectro experimental de masas de sistemas binarios. En particular
estudiaremos mesones compuestos por un quark y su antiparticula (sistema denominado quarko-
nium en analogia al positronio), por ejemplo el charmonio ( charm-anticharm )y el bottomonio

( bottom-antibottom ).
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5.3.1. Espectro de masas para el problema de dos cuerpos

Comenzamos con el problema de eigenvalores

H'$ = En) (5.48)

para el Hamiltoniano de dos cuerpos (5.45).

Para encontrar el espectro debemos diagonalizar la matriz (5.45) lo cual puede hacerse mediante

métodos numeéricos. Para obtener el espectro consideramos un término adicional correspondiente a
un potencial cudartico

mw?r? AR amwr?

T T

donde a es una constante pequena y adimensional.

V=

(5.49)

La reduccién FW (5.31) no cambia el término perturbativo dado que es de orden (£)*; sin
embargo nuestro cambio de variables 7 — p resulta en

amw4r4 aw2p4

_amwr- "n_ _
w6V am

Asi, H = H' + V" es el Hamiltoniano que nos interesa.
La representacién matricial de V" se obtiene facilmente comenzando por la representacién de
p? dada en la pag. 7, Ec. (3.11) de la referencia [17]:

<nllp*nl >=2n+1+ 3,
<n'l|ptnl >= \/n(n —D(n+14+3)(n+1—3)0n n2
—(An+20+ 1)y/n(n+ 14 36 n
+HEn+l+3)2n+1+3) +2n(n+ 1+ 36w 5
—(n+20+5)y/(n + D(n+ 1+ 30w ni1
/(4 D+ 2+ 1+ D)+ L+ 3w o

(5.50)

donde este resultado se obtiene en forma similar al de 7 en la ec. (5.46). Comparamos nuestros re-
sultados con aquellos obtenidos experimentalmente para el charmonio y bottomonio [18]. Tomamos
m =4.5 GeV para el bottomonio y m =1.4 GeV para el charmonio. A través de un programa
computacional encontramos las constantes de acoplamiento w y a que corresponden a la minima
desviacion (dispersién cuadrética) del espectro respecto a los datos experimentales.
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Masas (en GeV) para los pardmetros m =4.5, w =0.34, a =0.92

Experimental Tedrico

1=0,j=1
T(25) - T(1S)  0.563 0.550
T(39) — T(1S)  0.895 0.920
YT(4S) — T(1S)  1.118 1.256
1=1,j=0
xo0(1P) = T(15)  0.400 0.287
xo0(2P) — T(1S)  0.772 0.756
1=1,j=
xp1(1P) — Y(1S) 0.432 0.293
&1(2P) — T(1S)  0.794 0.762
I=1,j=2
xp2(1P) = T(1S) 0.453 0.305
x51(2P) = T(1S)  0.808 0.775

Cuadro 5.1: Espectro experimental para el bottomonio y los resultados de nuestro modelo

La notacion en la primera columna de la tabla 5.1 indica el nombre historico de la particula cuya
masa se ha calculado en la ultima columna, escribiendo entre paréntesis la notacién espectroscépica
que le corresponde en funcién de su momento angular (S,P,D,...) asi como el estado de excitacién
(v. gr. 2s,3s,4s,...). Estos estados se forman gracias a que las masas en reposo de los quarks
involucrados impiden que estos estén degenerados en un multiplete, a diferencia de lo que ocurre
con quarks ligeros [21] ( up, down, strange ). En la tabulacién 5.1 se ha sustraido por comodidad
la energfa del estado base Y(15) a todos los niveles. El acuerdo con el experimento es razonable
en la mayoria de los estados exceptuando los de menor energia. Sabemos que es la teoria de las
interacciones fuertes (QCD) la que debe determinar los valores de las masas de estos niveles; sin
embargo, es sabido también que los estados ligados ocurren en la llamada esclavitud infrarroja de
la teoria y que este régimen esta fuera de la teoria de perturbaciones, escapando a cualquier calculo
analitico. Existen otras formas de abordar estos problemas como QCD reticular ( lattice QCD ),
que descansan en métodos numeéricos. Aqui hemos puesto a prueba nuestro modelo de sistemas
compuestos partiendo de una formulacion invariante de Poincaré desde el inicio y capturando las
propiedades que las particulas compuestas deben poseer incluyendo su espectro.
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Masas (en GEV) para los pardmetros w =0.51, m =1.4, a =0.05

Experimental Tedrico

1=0,j=1
U(28) — J/U(1S)  0.589 0.616
U(38) — J/U(1S)  0.943 0.944
1=1,7=0
xeo(1P) — J/U(1S) 0.308 0.320
I=1,j=1
Xe1(2P) — J/U(1S) 0.413 0.367
1=1,j=2
Xe2(3P) — J/U(1S)  0.459 0.534

Cuadro 5.2: Espectro experimental para el charmonio y los resultados de nuestro modelo

Aligual que en la tabla 5.1, en 5.2 se ha sustraido la energia del estado base J/W a todos los nive-
les, mientras que la notacién incluye nuevamente el nombre histérico de los estados acompanados
de la nomenclatura espectroscépica. El acuerdo con el experimento es desde luego mejor para el
charmonio, ya que los datos experimentales a ajustar son sélo seis, utilizando dos parametros en el
hamiltoniano.

Cabe mencionar que los modelos de oscilador para estos sistemas se han empleado principal-
mente en el contexto no relativista, dado que se habla de una teoria de norma a bajas energias.
Esto es consistente con nuestro tratamiento, basado en un desarrollo en potencias inversas de la
masa en reposo. Para comparar con otro modelo relativista similar véase [19]. Resultados con este
modelo pero con otro juego de pardmetros se encuentran en [20].
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(Few) Bottomonium System

m=4.5 Gev, w=0.34 Gev, «=0.92
1.4 |
1.2
T(38)
1k
Y(28)
Xpo (Z2P)
%o (2P) X, [2P) b2
N
n.E T(18)
KXo (1P)
X (1P) ., (1F) b2
0.4 |
n.z
l._ O.+ l.+ 2.+ I

Figura 5.1: Comparacién de energias para el bottomonio. Sélidas: experimental. Punteadas: tedrico.

En la grafica 5.1 se muestran los mismos resultados que en la tabla 5.1. Ahora hemos sustraido
la masa en reposo del sistema, i.e.el doble de la masa del bottomonio dada en [18]. La abscisa
indica el valor de las integrales de movimiento J (momento angular) y P (paridad), mientras que la
ordenada es el valor de la energia que corresponde a cada estado acompanado de su nomenclatura.
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(Few) Charmonium System

m=1.4 Gev, w=0.51 Gev, «=0.05

Figura 5.2: Comparacién de energias para el charmonio. Sélidas: experimental. Punteadas: tedrico.

En la gréafica 5.2 se muestran los resultados indicados en la tabla 5.2. Nuevamente se ha sustraido
la masa en reposo, esta vez el doble de la masa del quark charm . Abscisa: integrales de movimiento
JP. Ordenada: masa de los estados.
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5.4. Problema de tres cuerpos

El tratamiento en esta seccién estd basado en [5]. De las ecs.(5.32) y (5.33) tenemos una forma
explicita del Hamiltoniano cuasi relativista de n cuerpos que proviene del problema invariante de
Poincaré en el marco inercial donde el momento total P = 0. Para tres cuerpos tenemos

2 4
B =S et = 2y )+ gyt (e x B Buxpo) + gy VIV AV (551)
donde E; = —VV y V es un potencial que depende de las proyecciones espaciales de las

coordenadas. Como el momento total es nulo debemos tomar en cuenta que p; + p2 + p3 = 0.
Una forma simple de considerar esto es introduciendo las variables de Jacobi para tres cuerpos que
denotamos con puntos arriba y que para los momentos se escribe

I
B VRV P
. _ 1 1 2
P2 = 7% 6 —\/; | & (5.52)
P B L O B
V3 V3 V3

Por simplicidad consideramos potenciales de oscilador arménico entre pares de particulas. Es-
cribimos entonces V de la siguiente forma

Muw?
6

siendo M la masa total del sistema y w la frecuencia de oscilacién. Invirtiendo la férmula (5.52)
para expresar p; en términos de p; asi como r; en términos de r; y sustituyendo en el potencial

V= [(1‘1 — 1'2)2 + (1‘2 — 1‘3)2 + (1‘3 — 1‘1)2:| (553)

obtenemos

V= M;Q (% +13) (5.54)

Por otra parte tenemos

—V/2iy + /31 (5.55)

V2V = 2Mw? (5.56)

con lo que, finalmente, reducimos el Hamiltoniano a lo siguiente
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o2 (12 1 2) (1 1 1 1
H' = Mc* + (1p1 + ﬁpz) (mT + mj) + mpz \ﬁplz (* - mj)
8m1 £ (4P1 + 5503 + 3P%2 + P05 + %Plﬂ% + 37\/31012292)
! 1.2, 1:2.9 1 . .2 1 . .9 14
~Emia (4101 + g5P3 + 3BT + §PTPE — 3P12pt — %pmpg) T iz P2 (5.57)
+]\840“§ [m§81 : (L1 + 3Ly + %Lm) + migSQ : (L1 + 3L — %Lm) - ﬁsg : L2:|

2,2
M (et ) +V

mi my

después de haber regresado a las unidades cgs. Hemos eliminado el momento total y la coorde-
nada r3, ademas hemos definido Lz =1; X Pi, L12 =T XP2+ToXxprconi=12y pi2 =P P2
La ecuacién H'®U = EU¥ relacionada con nuestro problema no puede resolverse de manera exacta
pero puede expresarse en forma matricial si utilizamos la base de estados

11 1
|n1,l1,ne,lo, L; ( )T S;jim >= Z < Lp, Soljm > |ni,li,n9,la, L > |( >T2SO' > (5.58)
o
siendo |nq, 11, ne,le, Lu > el autovector correspondiente al oscilador arménico de dos particulas
con variables r; y Iy acopladas a un momento angular total L y el estado \(5%>T %Scr > es el ket
para los tres espines, los dos primeros acoplados a T" y el iltimo acoplado al espin total S.

La matriz numérica cuyos elementos estan dados por

11
22
pueden calcularse utilizando técnicas del algebra de Racah apareciendo simbolos de 65 y 97.

Limitandonos nuevamente a cierto nimero N de cuantos obtenemos una matriz finita cuya diago-
nalizacién arroja el espectro de energias correspondiente a una particula compuesta de tres quarks.

1 11
<n, 1, nb, 15 L ( )T'2S';j'm'|H’|n1,l1,n2,ZQ,L; ( )T S;gm > (5.59)

5.4.1. Espectro de masas para el problema de tres cuerpos

A diferencia del problema de dos cuerpos, nuestras integrales de movimiento se ven reducidas
en nimero. Naturalmente, el momento angular total j, el espin total s y la paridad P son integrales
de movimiento con los valores

Nt

5 3 g oo

DO DO —

(5.60)

i

J
P= (—1)He = (-

[Ne][S8 ] [OV]

Sin embargo, el ntimero cuantico L de nuestros estados (5.58) no es una integral de movimiento.
Por ello, construimos la matriz a diagonalizar con estados cuya paridad, momento angular y espin
coincidan; para hacer participar en la matriz los diferentes valores de L recurrimos a las restricciones
impuestas sobre l1,n1,lo y no

[h =l <L<Ili+1

j—s|<L<j+s (5.61)
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Para un nimero méximo de cuantos N = 2(nj + n2) + 1 + l2 obtenemos un ndmero finito
de estados después de tomar en cuenta las restricciones (5.61). Incluimos los valores del espectro
arrojados por la diagonalizacion de la matriz correspondiente.

Mewv >igma Resonances
2200

2000 1

iz00

1e00 |

1400

1z200 4

m

ba]

Figura 5.3: Espectro de bariones Y. Punteadas: tedrico. Sélidas: experimental

En la grafica mostramos los valores del espectro de masas (ordenada) en funcién de las integrales
de movimiento del sistema J¥ (abscisa) de tres particulas. En este caso hemos considerado que la
configuracién de quarks es £ = uds. Al tratarse de quarks ligeros, debemos sefialar que las
masas en reposo (del orden de 10?2 MeV) que les asignamos son masas efectivas que dan cuenta en
buena parte de las interacciones que tienen dentro del barién. Para los valores de dichas masas (
strange, up, down ) tomamos los recomendados en [24]. Los pardmetros ajustables en este modelo
son la frecuencia de oscilador w y la cantidad M como factor que afecta la masa en reposo total,
preservando las razones de las masas de los constituyentes.
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N
|

w (en Mev) M

i 96 1.00
3 184 1.00
3t 187 1.27
3- 179 0.93
g 137 1.11
5 137 1.03

Cuadro 5.3: Pardmetros w y M en funcién de JP para calcular el espectro del sistema de tres

cuerpos

En la tabla 5.3 indicamos la dependencia de los parametros en las integrales de movimiento del
sistema. Esta dependencia se ha propuesto como una forma de ajustar mejor con el experimento,
i.e. todos aquellos efectos de la interaccién que dependan del momento angular o la paridad pueden
incluirse a modo de pardmetros sin afectar los eigenestados. Aun asi observamos que dicha depen-
dencia tiene una variacién razonablemente pequenia (M se encuentra alrededor de 1 y w cerca de
100 Mev).

El modelo de quarks constitutivos para bariones consiste nuevamente en considerar a los primeros
como particulas puntuales de espin % e introducir un operador hamiltoniano cuyo espectro repro-
duzca el espectro hadrénico. Dicho hamiltoniano tiene como variables dindmicas las posiciones
asi como los momentos de los quarks en cuestién; en él, las interacciones estan descritas por po-
tenciales de confinamiento y otros refinamientos fenomenolégicos. El punto importante es que el
estado base contiene la contribucién de las masas en reposo, y éstas deben ser del orden de 10> MeV
para lograr un acuerdo con el experimento. Ello sugiere que dentro de estas energias en reposo hay
una componente cromodinamica considerada de forma efectiva, dando lugar a las llamadas masas
constitutivas y que son superiores por més de un orden de magnitud a aquellas propuestas en [18]
como masas de los quarks .

Dentro de este tipo de tratamientos se encuentran los trabajos de N. Isgur [22]. En esta serie
de articulos publicados entre 1977 y 1986 encontramos un estudio sistemético de los espectros
bariénicos constituidos por quarks ligeros a través de hamiltonianos no relativistas y potenciales
de confinamiento simples como el oscilador arménico entre pares de particulas. Asi mismo, se
introducen términos cromomagnéticos andlogos a las interacciones entre momentos magnéticos en la
electrodinamica; ello con el fin de explicar la diferencia de masas entre bariones cuyos constituyentes
son los mismos, pero no sus espines. Ain asi, acoplamientos espin-Orbita particula-particula son
ignorados por razones puramente fenomenolégicas. En el ultimo de estos trabajos se sugiere un
hamiltoniano relativista con energias cinéticas de la forma +/p? + m2.

En una direccion alternativa pero heredada de los métodos de la fisica nuclear, tenemos los
modelos algebraicos propuestos por Bijker, Tachello y Leviatan [23]. En ellos, se considera que los
bariones son constructos con densidades de carga en forma de tres cuerdas atadas por un mismo
extremo y se estudian sus multiples modos vibracionales. A través del modelo de bosones inter-
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actuantes se da un tratamiento cudntico de estos sitemas y el espectro proviene de hamiltonianos
bilineales en las variables dindmicas. Con diez o siete parametros ajustables segiin sean bariones
con o sin extranieza se obtienen resultados en buen acuerdo con el experimento. La utilizacién de
funciones bilineales de operadores de creacion y destruccién en el desarrollo del cuadrado de la
energia nos hace pensar en un tratamiento relativista, pero que no necesariamente es el correcto.

5.5. Propagadores a través de la transformacion FW

Como se ha visto, la diagonalizacién de expresiones como (5.41), (5.57) arroja espectros que
pueden contrastarse con situaciones realistas. Dicha diagonalizacién permite de paso la determi-
nacién de las funciones de onda en términos de estados |[{n}) que corresponden a (5.44) en el
problema de dos cuerpos o (5.58) en el de tres. Las funciones son entonces

N
U=> Ciyl{n}) (5.62)
{n}
donde los coeficientes Cy,,) son las componentes de los eigenvectores de (5.41) o (5.57) y N es el
nimero de cuanta al que se limita el cdlculo. Con ello y sin mayor complicacién podemos escribir
el desarrollo espectral del propagador hasta cierto ntimero de cuantos N
En el caso de dos particulas, los parametros w, « resultan constantes independientes de las inte-
grales de movimiento. Sin embargo, el caso de tres particulas contiene parametros w, M que exhiben
una dependencia en momento angular y paridad en virtud de la tabla 3. Esto no es una dificultad
esencial, ya que tales cantidades pueden escribirse como funciones de los niimeros cudnticos j, P y
el propagador correspondiente como

N
K=Y Wujspliswp, Mjp)Ul  p(iwp, Mjp)e Fnisrt (5.63)
n,7,8,P
donde se ha indicado explicitamente la dependencia en w y M.

A todo esto queremos subrayar que de acuerdo con lo discutido en la introduccién sobre la
inconveniencia de la teoria de perturbaciones, el desarrollo del hamiltoniano en potencias del co-
ciente entre frecuencia y masa en reposo nos conduce a una descripcién confiable a tiempos cortos,
excluyendo la posibilidad de encontrar la persistencia o la disipaciéon de algiin comportamiento
especifico. En capitulos subsecuentes evitamos estas dificultades estudiando interacciones para las
que los problemas estacionarios correspondientes son exactamente solubles.

49



Capitulo 6

Fenémenos transitorios para estados

ligados cuanticos relativistas

Hemos dado ya una formulacién relativista para sistemas de varias particulas. Hemos senala-
do también que hay una forma perturbativa de la solucién correspondiente y que esta puede no
conducirnos a una descripcién correcta a tiempos largos, tal y como ocurre en caso de tener una
interaccién arbitraria. Sin embargo, existen interacciones que nos permiten calcular de manera ex-
acta espectros y funciones de onda (para el dtomo de hidrégeno relativista véase [29]), como lo
es la formulacién del oscilador de Dirac de varias particulas. Esta formulacion y sus aplicaciones
pueden encontrarse en [17] y [30], mientras que el oscilador de Dirac en si ha dado lugar a una
extensa literatura [27], [28], [31], [32], [33], [34]. Este capitulo estd, en efecto, dedicado a sistemas
ligados por dichas interacciones. Las aplicaciones que se han dado para estos modelos (estrictamente
modelos, ya que el oscilador de Dirac no es una interaccion que se deduzca de las interacciones cono-
cidas en la naturaleza) consisten en el cdlculo de espectros para mesones y bariones demandando
un tratamiento relativista de sus componentes. En este sentido pueden interesarnos dos tipos de
problemas dindmicos. Primeramente aquellos donde las interacciones cesan de existir a un tiempo
determinado, describiendo una desintegracién del sistema compuesto. En segundo lugar, pero de
forma mas general, aquellos casos en donde la intensidad de la interaccién cambia de forma repenti-
na a un valor arbitrario. Aunque el primer caso estd contenido en el segundo, resulta conveniente
estudiarlos por separado dada la naturaleza matemética de los propagadores correspondientes.

Pensemos, pues, en un escenario fisico donde las interacciones entre particulas puedan cambiar
bruscamente. En ciertos procesos de reaccién que ocurren en la escala nuclear o subnuclear, es
posible dar una descripcién dispersiva segin la teoria de perturbaciones en segunda cuantizacion.
Tales procesos pueden dar lugar a un cambio en la naturaleza de los constituyentes de un sistema
compuesto como, v. gr. 7+ 4+e~ — 7 + v, donde 7 es el sistema binario, o bien ¥t +e~ — A%+,
donde el sistema ternario es ¥T = wus cambiando a A° = uds. Dado que el proceso dispersivo
puede pensarse como una colision entre el sistema compuesto y una particula muy ligera, podemos
ignorar el cambio en la cantidad de movimiento del sistema mas pesado y pensar que su centro de
masa se encuentra en reposo para todo tiempo ¢ pero que la naturaleza de sus constituyentes y las
interacciones entre ellos cambia para a un tiempo posterior a la colision.
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Dado que es el propagador el objeto que nos interesa, se debe puntualizar que la contribucién
de este trabajo consiste en formular las descomposiciones espectrales de dicho objeto para cada
problema, ademas de aplicarlas a condiciones iniciales especificas para obtener resultados analiticos.
Véase [35], [36].

6.1. Problemas de una sola particula de espin 1/2

6.1.1. El oscilador de Dirac

En este capitulo tratamos con la ecuacién de Dirac con un acoplamiento no minimo que es
lineal en las coordenandas espaciales. A este sistema se le conoce como el oscilador de Dirac [27].
Utilizaremos unidades tales que ¢ = h = m = 1 con m la masa de la particula de Dirac en cuestion.
La ecuacién de onda covariante de Lorentz para un oscilador de Dirac de frecuencia w esta dada
por

(Y [pp — iwr yuy’ ]+ 1) ¥ =0 (6.1)

donde +* son las matrices de Dirac. Hemos definido

T =1y — (r’uy)uy (6.2)

siendo w, un cuadrivector temporaloide unitario tal que en cierto marco inercial (u,) = (1,0,0,0).
En tal marco de referencia es posible establecer una forma hamiltoniana para (6.1)

KoAS
HY =i (6.3)
H=a-(p—iwlr)+p (6.4)

con las definiciones usuales 3 =19, o' = 3+%, i = 1,2, 3.

El problema de nuestro interés es obtener la evolucion temporal de ciertos estados iniciales
debida a este hamiltoniano. En este tipo de analisis puede ser 1til tener una expresién exacta del
propagador siempre y cuando sea posible. Desafortunadamente el presente caso no es asi, de modo
que para lograr nuestro objetivo es mejor hacer uso de la descomposicién espectral del operador
de evolucién (lo cual es una practica comin) y considerar una condicién inicial adecuada para su
estudio. Comenzamos asi por la versién estacionaria de (6.3)

HVU = EV (6.5)

Las soluciones de (6.5) pueden escribirse [17] como

(¥
\I/_<¢;> (6.6)

(P + % +1 =30 — 4L S) 1 = B2y (6.7)

tal que satisfagan
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(p2 +w?r? + 1+ 3w+ 4wL - S) Py = E*y (6.8)
Yo = (E+1)"to - (p +iwr) (6.9)

Y1 = Anji|N (1, 3)jm) (6.10)

y cuyos eigenvalores son

2(N-j)+1  sil=j—1
EXpg=1+w (6.11)
2(N+j)+3 sil=j+1

La constante Ay j; es la normalizacién de la funcién de onda tal que [ d®r|¥|? = 1. Dado que (6.7)
admite energias E positivas y negativas, haremos la distincién entre las soluciones correspondientes

+

\Ifi:<¢£_L>, si £E>0 (6.12)
V3

Se ha probado en [28] que las eigenfunciones de este problema forman un conjunto completo in-

cluyendo energias positivas y negativas. Sin embargo, también es cierto que soluciones con el mismo

valor absoluto de la energia pero con distinto signo no son ortogonales, como puede verificarse cal-

culando el bracket correspondiente.

6.1.2. Propagador libre

Como ya se menciond, nuestro interés se centra en la evolucién de funciones de onda del oscilador
de Dirac cuando la interaccion se suprime al tiempo ¢t = 0. Sea Hyee €l hamiltoniano que corresponde
a la particula libre de Dirac. El sistema que estudiaremos esta descrito por el operador de energia

H = Hpee + 9(*t)V (6'13)

de modo que para tiempos negativos el sistema se encuentra en algiin estado ligado ¥,, producido
por el potencial V' y al tiempo ¢t = 0 dicha interaccién desaparece repentinamente. Para estudiar el
comportamiento de la condicién inicial a tiempos positivos tan s6lo debemos emplear el propagador
libre [25], [3] correspondiente a Hfee, i.€.

U(r,t) = / B! Koo (1, '3 £)Wn (r', 0) (6.14)

Sabemos que Kpeo(r,r';t) representa también el elemento de matriz espacial del operador de
evolucién U = e Haeel y por ende satisface
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(Hfree — th) Kpreo(r, 15 1) = —i53(r —1')4(t) (6.15)

Todavia més, es posible escribir Kfee en términos del propagador de Klein Gordon [26], esto es

.0
Kfree(ra IJ; t) = (Hfree + Zat) KK(;(I‘, I‘l; t) (616)

donde Kkg puede darse, por ejemplo, como la integral de ondas planas

—ik-(r—r")+ikot

e
Kxa(r,r';t :/d4k— 6.17
KG(r, ') Fo 2 (6.17)
Desde el punto de vista covariante de Lorentz, observamos que Ky satisface la ecuacién
(—iv"0p + m) BKree(r —v'st — ') = —i6*(r), — 1),) (6.18)

donde 3 = 7. Por lo tanto S Kf.ee es el propagador en su definicién usual [3] para la particula libre.
Noétese, sin embargo, que § es una matriz unitaria y que cualquier densidad de probabilidad que
calculemos es independiente de la definicién del propagador.

6.1.3. Evolucion libre de un estado de oscilador de Dirac

Consideremos un oscilador de Dirac de masa m y frecuencia w y definamos A = /mw para uso
ulterior. Las eigenfunciones de este problema fueron obtenidas desde que el oscilador de Dirac fue
propuesto por Moshinsky y Szczepaniak [27]; posteriormente se mostré su completitud en [28]. De
sendas referencias extraemos la expresién del estado base en coordenadas esféricas entendiendo por
estado base aquel de menor energia entre los que poseen degeneracién finita

* ) (6.19)

Este corresponde a ntimero principal n = 0, momento angular j = 1/2 y proyeccién de momento
angular m; = 1/2. Las funciones en (6.19) estan dadas por

1 0

)\(E(n +m) 2 _22;2/9 _\/gyl
Pyo= 0L T Ty =/ 0, = 6.20
0=\ T2 B )€ g e % (6.20)

)\(E()l — m) )\7“6_)\2r2/2

Qo = I'(3/2)Eo

Q1= ( . ) (6.21)
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y corresponden al eigenvalor

Eor =my/1+ Gw/m (6.22)

o1 1(r,0). Dado que a partir de (6.16,6.17) el
i

Sea entonces nuestra condicién inicial ¥(r) = ¥

propagador libre se escribe

Kpeo(r, 1’5 t) = (—ia -V +mp — z;) Kka(r,r';t) (6.23)

la ecuacién (6.14) contiene sélo tres integrales relevantes:

e—iki(r— r')+ikot—A21"2 /2
I = d3 ! d4 6.24
1= kg + m2 ) ( . )

proveniente de la primera componente de 0 1,
1

1,3
* *° ! cos 0 e ik (r—r')+ikot—Ar'2 /2
! :/ d3r// d4kr . 6.25
2= . k2 — k2 + m? (6.25)
de la funcion Py y la primer componente de Q1 1,
2
/ 1 2,2
3 I r' sin @' ei?’ =ik (r—1')+ikot—A?r"? /2
13_/ ! ,/ @k k% — k3 +m? (6.26)

de Py y la segunda componente de Ql 1. El operador entre paréntesis de (6.23) se aplicara poste-

riormente. ?

Puede probarse facilmente que Is = )\2 G Is = —% ( 3s T 1 ay> I, (véase apendice). Por lo
tanto basta calcular la primera de ellas, I7.

A partir de (6.24) observamos que tras integrar sobre r’, ky (tomando encuenta sélo el polo de

energia positiva) y sobre el dngulo sélido de k (en coordenadas esféricas) se obtiene

971)3/2 oo : —k2/(2)02)—ivE2+m?2t
~ (2m) / kksm (kr)e (6.27)
0

TNy ViZ +m2

A simple vista esta integral resulta poco familiar; sin embargo, es posible desarrollar la guassiana
e k*/(22*) en una serie de potencias de A™' a modo de hallar un resultado aproximado truncando
dicha serie. La aproximacién a la que nos referimos corresponde a una funciéon de onda inicial
de una particula concentrada en el origen, siendo los términos de orden superior correcciones a
una distribucién del tipo delta. Notamos también que la paridad del integrando en (6.27) permite
extender los limites de integracién a (—oo, 00)
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I =

3/2, o0 _\n oo 2n+1 o —ivVk24+m?2t
(27) ﬂ'z (—) / dkk sin (kr)e (6.28)

A3r = (2X2)mn! J_o VE2 +m2

El cambio de variable VA2 +m? = Z(¢ + (71),k = 2(¢ — (') y la representacién integral de la
funcién de Bessel modificada K dada por [9]

L(Y\Y [ e—§(<+y2/0
Ku(xy):2<2)/0 dCW (6.29)

da como resultado

5/2 o0 02\ " 2n+1 _12 1|22lK ) ; 2 — 2
I sz<m>z()(n+) 2(1)1(zm %)

T V23 =\ 222 N2n+1—1) (2 — r2)l—n=1/2
5 ((t _ T)Q(l—n)—l —(t+ T)2(l—n)—1) (6.30)

La evaluacién ntmerica de la funcién de onda completa se puede efectuar a cualquier orden en
el pardametro A~!, pero resulta de particular interés analizar el primer término en la serie como

Unica contribucion: la funcién de onda inicial estd concentrada alrededor del origen. En este caso
vemos que solamente I; contribuye con

N 5v/27%2m K (imy/t2 — 12)

L~ 6.31
! iA3 12 — 42 ( )
y la funcién de onda al tiempo t queda dada por
9
5/2 E 0% 0 | g limJiE 2
Wiy = 22T | B —m | i Ty | BalimviE ) (6.32)
iN3/2 F(3/2)E01 —m + Lo 2 _ 2
0

Restaurando las unidades cgs, la aproximacién que hemos considerado corresponde a wh > mc?.
Una energia en reposo pequena comparada con la intensidad de la interaccién indica que nos
encontramos en el régimen ultrarrelativista. Usando (6.32), la densidad de probabilidad puede
calcularse de forma directa. El perfil de la distribucién |¥|? se describe en la figura a tiempos
diferentes. Por comodidad definimos A como el factor que se encuetra frente al operador diferencial
en (6.32), i.e.

e 5v/2m5/2m FEo1 —m
N3 I'(3/2)FEo

(6.33)

Usamos esta definicién para elaborar la figura 6.1 a continuacion

55



2
| P | Density

|A|2*

Ctl Ctz Ct3

Figura 6.1: Densidad de probabilidad en el tiempo del estado de oscilador de Dirac en propagacion

libre

Observamos un desplazamiento de la densidad de probabilidad y cuyo centro tiene posiciones
indicadas por cty, cto, ct3 a tiempos t1, ta,t3 (c es la velocidad de la luz). Claramente, la integridad
de la distribucién se preserva alrededor del cono de luz (el ancho del pico debe disminuir con el
radio por conservacién de probabilidad), como si el tiempo permaneciera congelado, evitando la
disipacién a la que estamos familiarizados en el caso no realitivista. Las correcciones de orden
superior a la evolucién de la funcién de onda son de naturaleza anisotrépica y lidian esencialmente
con el hecho de que la condicion inicial tiene momento angular distinto de cero. Se ha analizado
un problema relativista especifico pero el procedimiento puede extenderse a cualquier otro caso
de interacciones con espectro conocido, incluyendo sistemas multiparticulas. La dnica limitacion
computacional surge cuando las integrales involucradas no son evaluables analiticamente.

6.1.4. Propagador del oscilador de Dirac

Dado el hamiltoniano H en (6.4), estamos interesados en el kernel K que satisface

0
<H - iat> K, v'st) = —il0® (r — v')3(t) (6.34)
con 14 la matriz identidad 4 x 4. Esto proviene, desde luego, del hecho de que K es la representacion
espacial del operador de evolucién U = e "t e.
K(r,r';t) = (r|U|r") (6.35)
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Cabe senalar que (6.34) posee una versién covariante de Lorentz que puede escribirse como

(Y [pp — iwr L uy’ ) + 1) K(ro, o't —t) = —il;0W (rp — 1)) (6.36)
con K(r,r';t) = BK(r,r';t). La ecuacién (6.36) se reduce a (6.34) en el marco inercial en el que
u, = (1,0,0,0), lo cual puede verificarse ficilmente. De la mecédnica cuantica no relativista, sabemos
que (6.35) implica una descomposicién espectral para K. Esta descomposicién se alcanza mediante
la insercién en (6.35) de conjuntos completos [{n}) de eigenestados de H con valores propios Ej,;.
Asi se tiene que

K(r,xr'st) =) (c[{n})({n}r/)e Fim? (6.37)
{n}
pero tomando en cuenta la no ortogonalidad entre estados de energias de signo contrario pero
mismos nimero cudnticos, el conjunto [{n}) que contiene energias positivas y negativas da lugar
a un propagador inapropiado. Esto es debido a que cualquier condicién inicial de energia positiva
tendrd una proyeccién distinta de cero en estados de energia negativa, danando la interpretacion
usual de estados de energia negativa como particulas propagandose exclusivamente hacia el pasado.
A continuacion aclaramos este punto.
Sea Wy (r) = (r[{n}). La solucién K de la ecuacién (6.34) puede construirse directamente
escribiendo el miembro derecho en la forma

Lo (x —)5(t) = /_ O:o dE Y Wiy ()W), (e P! (6.38)

de la cual es claro que K debe contener los eigenvalores inversos de (H — i%), i.e.

e—zEt

K(r,r':t) = /_ aE En: V), () (6.39)

Tomando Eyj como positivo, dividimos la suma en dos partes segun el signo de la energia

—zEt —iEt

RIS () —— (6.40)

K(r,x';t :/oo dE \\
et = [ dE| ¥ wwule) g e

Njlm Ele o Njlm
Es la integracioon sobre E de lo que debemos preocuparnos y lo haremos a través de un proce-
dimiento estdndar [3]. Exigiendo condiciones de frontera tales que E > 0 conduzca a propagacién
futura (propagador retardado) y E < 0 a propagacién al pasado (propagador avanzado), debemos
escoger un contorno de integracién que abarque el polo positivo si ¢t > 0 y el polo negativo si t < 0.
Los contornos se describen en la figura 6.2.
Lo anterior también puede lograrse adoptando la prescripcion £ — E £ ie si =F > 0 en el
limite € — 0. El resultado de este proceso es

K(r,t';t) = 0(t)K " (r,r';t) + 0(—t) K (r,1'; 1) (6.41)
con
K*(r,r';t) =) Ui(r (r')eFiEnitt (6.42)
Njlm

lo que asegura la propagacién futura para condiciones iniciales de energia positiva a través de K.
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Im(E)

t<0

Figura 6.2: Contorno de integracién para £t > 0 en el propagador del oscilador de Dirac

6.1.5. Problema dinamico: cambio de frecuencia

En esta seccion analizamos el caso en que ocurre un cambio de la frecuencia del oscilador
de Dirac, digamos w — 1 en t = 0. Dado que todas las funciones serdan de energia positiva, ya
no es necesario hacer distinciones de signo. Sin embargo, lidiar con dos frecuencias exige indicar
explicitamente la dependencia en w a menos que w = 1. Para t < 0 supondremos que el sistema
se encuentra en uno de sus eigenestados y posteriormente describiremos el comportamiento de la
funcién de onda al tiempo ¢ > 0. El hamiltoniano correspondiente puede expresarse como

H=a- (p—i0(—t)w+0(t)sr)+ 0 (6.43)
mientras que la condicién inicial es de la forma
U(r,0) = ¥njim(r;w) (6.44)
con esta funcién dada por [17]

IN(1,5)im)e
s ilm — A A% —iv2w . .
Nl Nt (w) ( T (_IN +I+1IN =10 - 1,3)jm)w + VN =N — 1(1 + 1, %)jm)w)

(6.45)
Usando nuestro resultado (6.41) encontramos que
‘I’(I‘,t) = Z e_iEN/jll,tCN’j’l’m’;lem(w)‘IIN’j’l’m’(r) (646)
N/7j/’l/’m/
con el coeficiente C' dado por
CN'jrmsNjim (W) = /dgrl\pj\/'j’lfm/(r/)‘I’Nﬂm(r/;W) (6.47)
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Nuestro objetivo ahora es calcular este ltimo coeficiente. Recordemos primeramente que en coor-
denadas esféricas r, 0, ¢

l
I

Q -

<rN<z,;>jm>w:Z\ﬁzj+1<—>’5“"( / )Rmmwe,qﬁ)xo (6.48)

—m

donde hemos utilizado el simbolo 3j, Y representa el armoénico esférico usual y x es un espinor
canoénico. Con la definicién

Iy N :/0 dr'r"? Ryy(v/wr') Ryn(r') (6.49)

y recurriendo a (6.48) se puede calcular directamente el bracket

<N/(l/, %)]/m/|N(l, %)jm>w = j7j1(5l7l/(5m7ml (5‘7_% ! + 5‘7_"_% l)IﬁvJv/ (650)
el cual hace posible obtener los coeficientes (6.47) a través de la relacién (6.45). Con todo ello el de-
sarrollo de ¥(r,t) queda determinado. Como un ejemplo, tomemos el caso més simple caracterizado

por N=0,5 = %,l =0,m= % Se tiene entonces

2(2N' 4 1) >1/2 0
C 15 ' m! N jlm = 1+ (S 6 5 /I / 651
N1/ Nt (W) ( VAN 11 1) 101 oorton (6.51)

27

1 — \/8F(N’/2 +3/2) (Ve — 1)V w1/ (6.5

RN (Vo £ )N

después de usar (6.49) y la férmula [9]

o Fa+n+1)(s—1)"
/0 dre *"rLy (1) = Py (6.53)

Finalmente la funcion de onda es

U(r,t) = i ei\/Wt(lJr e )_1/2\/8F(N,/2 L L UN/C/UW N 1/2,0,1/2(T)
N VN T 111)2 AP (Vo d VT N2
(6.54)
Mediante (6.45) para w = 1 podemos evaluar (6.54) y la densidad de probabilidad |¥(r,t)|?. Como
una aplicacién numérica podemos truncar la serie (6.54) y considerar los primeros 60 términos.
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Figura 6.3: Desarrollo en el tiempo del estado base del oscilador de Dirac tras disminuir la frecuencia
a la mitad de su valor original. El parametro temporal se indica en la parte superior de cada grafica

en unidades naturales

En la grafica 6.3 hemos cambiado la frecuencia de 2 a 1 (en unidades naturales). Como es de
esperarse, una frecuencia menor permite que la distribucién ocupe mas espacio; sin embargo, al
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tratarse de un problema con potencial atractivo tipo oscilador (atin cuando la frecuencia haya dis-
minuido), la distribucién no puede disiparse por completo y recupera aproximadamente su forma
inicial alrededor del origen. Observamos un comportamiento oscilatorio pero que no es periédico
debido a la naturaleza del espectro relativista. Esta es una clara diferencia con el caso no rela-
tivista, donde la descomposicion espectral es una serie de Fourier. El comportamiento para tiempos
posteriores es similar al que se describe.

6.2. Problemas de dos particulas de Dirac

6.2.1. Propagador de dos particulas de Dirac libres

En este apartado trataremos con un sistema de dos particulas de masas iguales inicialmente
ligadas y cuya interaccion se suprime bruscamente a partir de un tiempo ¢ = 0. Sea H; el hamil-
toniano de una particula libre etiquetada con ¢ = 1, 2. El hamiltoniano que corresponde al sistema
compuesto puede escribirse como

H=H{+ Hy + 9(—t)V(I‘1 — 1‘2) (655)

donde V es un potencial atractivo del tipo de oscilador y r; son las coordenadas espaciales de la
particula i. Las expresiones para los hamiltonianos libres pueden encontrarse, v.gr. en [17].

Hi=ay-p1+mp (6.56)
Hy = as - p2 +mp (6.57)
con las matrices dadas por
a1:<£1 001>®14, 51:<{)2 _012>®I4 (6.58)
a2=[4®<0(_)2 %2>, ﬁ2:I4®(I()2 _012> (6.59)

siendo o; las matrices de Pauli para la ¢-ésima particula y denotando por I, la matriz identidad
n X n. Para encontrar el desarrollo en el tiempo de cualquier condicion inicial debemos escribir el
propagador libre de dos particulas de Dirac en un modo conveniente. El operador de evolucién para
t > 0 estd dado por U = e~ 1t = g=ilite=illat .— [}, 1], v el propagador es, por tanto

K(r1,12,17,15;1) = (r1, r2|Ulry, ) = (r1|Us[r}) (r2|Us|ry) := Ki(r1,1h;t) Ko (ra,15;t)  (6.60)
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i.e., el producto de los propagadores para cada particula. Las diferentes K’s satisfacen

(H — i%)K(rl,rg, ), rh;t) = —i63(ry — r})83(re — 15)0(t) (6.61)
(H; — i%)Ki(ri, Vit) = —id%(r — x))3(t) (6.62)

y pueden expresarse en términos del propagador de Klein-Gordon Kkg

Ki(ri,r ) (H —l—’Lg

el cual, a su vez, es una superposicion de ondas planas

)Kka(ri, v t) (6.63)

. . e—ik-(r—r')—l-ikzot
Kga(r,r';t) = /d /'CW (6.64)

El producto en (6.60) arroja

K(r1,ro, 1], v9;t) = HiHyKkg(r1,r]; t) Kka(ra, rh; t) + i Hy Kka(r1, ri; )8 KG(r2,15; 1)

0 0
Kxa(ri,rl; ))*

. 0
—|—ZH2KKG(I'2,I'2, ) 8t(

ot

y es en esta forma que lo utilizaremos posteriormente.

KK(;(I‘l,I‘l,t) (KKG(r27r27 )) (6'65)

6.2.2. Desintegraciéon

Para tiempos negativos suponemos que el sistema se encuentra en su estado base hasta que
la interaccién se suprime. Dicho estado se exspresa en términos de las coordenadas de Jacobi (en
este caso coordenanda relativa y centro de masa) r = %(rl —-ry), R = %(rl + ro) tal que la

dependencia en el centro de masa sea una onda plana. Todavia mas, el valor del momento total del
sistema puede escogerse como cero. Por lo anterior proponemos una condicién inicial de la forma

¥(r,R,0) = ¢(r)x = Ae "x (6.66)

donde A es el factor de normalizacién apropiado, A juega el papel de una frecuencia y y contiene
la informacién espinorial e isoespinorial, i.e.

= S (=)~ 1) p) + Ipbid) (6.67)

correspondiente a espin total s = 0. La funcién de onda a tiempo ¢t > 0 es

U(r,R,t) = /d3r’d3R’K(r1, ro,vh,rh; )Y (r R, 0) = (HyHoly 4+ (Hy + Ho)Ip + I3)x  (6.68)
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con la integral I; dada por

—iky-(r1—r})—ika-(ro—rh)+i(y/kF+m2+/k3+m2)t—X?r"2 /2
4\/]6% + mZ\/kg + m?

L=A / & &3 R dPhy dPhn (6.69)

esto tras efectuar las integrales de energia en las variables k? y k9 y seleccionando sélo los polos
positivos. Las otras integrales estan definidas por

i 0l 10%I

I =~ 2L -2t
27 9ot 3 4 0t2

Por tanto nos enfocaremos tinicamente en el calculo de ;. Consideremos los siguientes pasos para
su evaluacién. Primero proponemos un cambio de las variables ry,rs, 1}, r5 por coordenadas de
Jacobi r, R, 1, R’ e integramos sobre R’. Dado que la condicién inicial es independiente de esta
variable obtendremos una funcién delta de la forma 6% (k; + kz). Posteriormente integramos sobre
ko. El resultado es

(6.70)

—k2 (2A2)+iv/2k; - r+z2\/k2+m2t
_ 2A—/d ko & (6.71)

k? +m?
y este es independiente del centro de masa R. Finalmente, efectuamos la integracién en coordenadas

esféricas del angulo sdlido correspondiente a la variable ki y desarrollamos el exponencial en una
serie de potencias en k? para llegar a

; 0 k?n—!—l sin \fk‘ﬂ“elz\/k +m?2t 679
' fm Z/ P T g (6.72)

que también puede expresarse como

PR S 1 gy

I} =8A 6.73
! V2iN\3r nz:‘; (2X2)nn! Or2n ( )
con
Lk 12V Ek24+m?2t
J = / dkksm\[ e R (6.74)

La paridad del integrando en la exprtesién anterior permite la extension de los limites a (—oo, 00).
El cambio de variables v k2 +m? = 2((+¢ 1 k= F(C—¢ ~1) y la representacién integral de la
funcién de Bessel modificada K dada por [9]

1 Y v o 6_%(<+y2/C)
Ky (zy) = 3 <2> /0 dCW (6.75)



nos conduce a la expresién simple

23
J=— \é;irKo(élim\/t? 2 (6.76)

La serie de potencias en A~! puede truncarse para describir estados iniciales altamente concen-
trados (las particulas constituyentes se encuentran cerca una de la otra) tal y como se indica en
[35]. El primer término del desarrollo da un valor para I;

Ard/?
Il = —STKO(4Zm V t2 — T2> (677)

y el uso de (6.68), (6.70) arroja el resultado para la funcién de onda

V(e R, 1) A”5/2<HH - (Hy 4+ Hy) L D 82) Ko(dimv/EZ = 17) (6.78)
R jt) = ———— —— - — im —r .

S EI A TR TE) K
donde la accién del operador entre paréntesis se ha dejado indicada ya que esta es simple. Ob-
servamos una dependencia peculiar en el cono de luz, i.e. vt2 — r2. Esta caracteristica ya estaba
presente en los resultados para la evolucién libre de un estado ligado de una sola particula.

6.2.3. Oscilador de Dirac de dos particulas

El problema de dos particulas relativistas ligadas por una interaccién tipo oscilador de Dirac
también ha sido tratado en [17]. Dado que utilizaremos las eigenfunciones del sistema para construir
el propagador incluimos brevemente la obtencion de estas, asi como de su espectro. Comenzamos
con un hamiltoniano de la forma

H=(a—a)(p— i%rB) 461+ Bo (6.79)

donde hemos tomado masas iguales y unidades donde estas son la unidad. Este hamiltoniano sélo
depende del momento y la coordenada relativa r. La interaccién contiene la matriz B = (5162751752
donde ~v5; = iY0;V1:72i7Y3i- Es posible verificar que con este hamiltoniano, la ecuacion HV = EV
proviene de la ecuacién invariante de Poincaré (62.52) de [17], i.e.

3T, (’yfj(pus —iwa'| , T) + 1) =0 (6.80)
s=1,2

que contiene las coordenadas a:’J_Hs = x5 — X1, a las que se les ha sustraido la proyeccién
perpendicular del centro de masa X,,. Como en los casos anteriores, en el sistema de referencia en
el que el centro de masa se encuentra en reposo, (6.80) se reduce a una ecuacién tipo Schroedinger
con hamiltoniano (6.79). Con las definiciones
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c+ =01-p=x i%ag T (6.81)

dy =—02-p=* i%al ‘T (6.82)

el hamiltoniano (6.79) puede escribirse

2 c. dy O
cy 0 0 d-
c. 0 0 dt

0 dy c- -2

- (6.83)

y por ello, las ecuaciones resultantes para las energias contienen expresiones cuadraticas en
los operadores c4,d. Estas sugieren que las funciones de onda deben etiquetarse con los niimeros
cuanticos N, s, P, j, m, donde N son cuantos de oscilador, s el espin, P la paridad y j, m el momento
angular total y su proyeccién. A partir de las ecuaciones seculares (62.41),(62.44a) y (62.46) de [17],
el espectro queda dado por

214+ wN,0 para s = 0, P = (=)’

Ensjm=14 2+V1+w(N +2),0 paras=1,P=(-) (6.84)

2 /1+w(N+1),0 paras=1P=—(-)

que como puede notarse tienen degeneracién infinita, ademéds de incluir energia cero. Las funciones
de onda pueden obtenerse a través del procedimiento indicado nuevamente en [17].

Y11

U= Zi (6.85)
a2

y obtenemos de las ecuaciones de Schroedinger estacionarias correspondientes la siguiente ex-
presién

1/)11 1 a4 +a_ . .
= — N(j,0)jm 6.86
(wzz 7\ ap—a | INUGOGm (6.86)
para s = 0. Aqui a4, a_ son coeficientes dependientes de la energia que satisfacen las ecuaciones

(62.41) de [17]. Para s = 1 y P = (—)? tenemos
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( z; ) - \}§ ( ZIJ—FZ: ) [N (G, 1)gm) (6.87)

donde by, b_ satisfacen (62.44a) de [17]. Para s = 1, P = —(—)7 se tiene

I R e , oy L[ e e . -
(1/122>_ﬂ<cti_0+1>w(ﬂ+1,l)] >\/§<C___C+_>|N(] 1,1)jm)  (6.88)

con los coeficientes cyy satisfaciendo (62.46) de [17]. Tomando en cuenta el hamiltoniano (6.79),
la ecuacién de Schroedinger arroja las componentes complementarias para la funcién de onda

o1 = c4h11 + d_aa, P12 = cyPo2 +d P11 (6.89)

las cuales pueden evaluarse utilizando algebra de Racah. Las expresiones completas para ¥ pueden
entonces calcularse de manera exacta. Incluimos las expresiones completas en el apéndice.

6.2.4. Propagador del oscilador de Dirac de dos particulas

Dado que el problema de funciones de onda y espectro ha sido resuelto a través de ecuaciones
seculares que son de orden mayor al lineal en las energias, plantearemos primero el problema
del propagador para un problema auxiliar de orden superior. Hemos mencionado que existe una
degeneracion infinita extraordinaria en este problema y que estd asociada a los niveles de energia
cero (como un reflejo del cucarachero presente en el problema libre correspondiente). Debido a lo
anterior un planteamiento directo para el propagador en su descomposicién espectral exige, por
unitariedad, la inclusion de funciones de energia cero que son independientes del tiempo. Estas
funciones constituyen una parte estdtica en el propagador y por tanto no fisica. Nuestro problema
auxiliar debe entonces ayudarnos a eliminar dicha dificultad; este problema esta dado por

9\ (& ~ |
(Zat> (aﬁ - H2> K (ry, v}, vhit) = —id*(r — x')3() 16 (6.90)

donde I es la identidad 16 x 16, H es el hamiltoniano (6.83) y K es el kernel a encontrar en funcién
de la coordenada relativa r. De aqui se muestra ficilmente que el propagador K del problema que
nos interesa esta dado por

K(rr'st) = (ii) <H + i;) R(r,r's1) (6.91)

ya que asi K satisface

(H - z> K(r,v';t) = —i63(r —v')6(t)I16 (6.92)
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Figura 6.4: Contorno de integracién para ¢t < 0 en el propagador del oscilador de Dirac de dos

particulas. La linea punteada indica un camino alternativo.

Debemos notar que esto es una generalizacion de la obtencién del propagador de una particula
espinorial a partir de la ecuacién de Klein-Gordon asociada. Por construccién, la ecuacién (6.90)
tiene una solucién de la forma

(6.93)

K= / dBe i Z

{n})

donde {n} son los nimeros cudnticos del problema, ¥ son las eigenfunciones y E(ny las energias
correspondientes. Para asegurar la propagacion futura de estados de energia positiva y propagacion
al pasado de aquellos de energia negativa, el camino de integracion se elige sorteando los polos en
la manera usual (ver figuras 6.4, 6.5).

Noétese que en este problema hay un polo ubicado en el origen y que su inclusién en el contorno
de integracién es inocua, ya que ello implica un sumando extra en el propagador K que resulta ser
independiente del tiempo (estatico) y de energia cero. Llamemos dicho término Ky; este satisface

( ;) (H + zi) Ko=0 (6.94)

y por tanto no contribuye en la expresion para K. Con ello hemos erradicado los estados no fisicos
(cucarachero). Tras efectuar la integracién en (6.93) sobre el circuito indicado y reemplazando en
(6.91) se obtiene finalmente

K=0)K, +6(—t)K_ (6.95)
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Figura 6.5: Contorno de integracién para ¢t > 0 en el propagador del oscilador de Dirac de dos

particulas. La linea punteada indica un camino alternativo.

donde hemos hecho definiciones similares al caso de una particula, i.e.

Ki= Y wowleitBnors (6.96)
N,J,P,S

siendo N, J, P, S los nimeros cudnticos para cada signo de la energia, En jpgs > 0y U4 tales que
HY . =+FEN jpsVt.

6.2.5. Cambio repentino en la interacciéon

Contando con el propagador para una frecuencia arbitraria w analizaremos un problema cuyo
hamiltoniano es

H' =H+0(t) (a1 — az) - iw'rB (6.97)

donde H esta dado en (6.79). Esto estd en completa analogia con el problema de cambio de fre-
cuencia para una sola particula, pero en este caso tenemos que a t = 0 w — w + w’. Nuevamente
consideraremos sin pérdida de generalidad w +— 1 para ¢ > 0. Si el sistema se encuentra inicialmente
en el estado base para t < 0 la condicion inicial es entonces

Uo(r,w) = (r|0(0, 0)00),, (6.98)

o O O
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Para encontrar la funciéon de onda al tiempo ¢ > 0 basta aplicar K evaluado en w = 1 a la
funcién (6.98). Por ortogonalidad, los tinicos estados que contribuyen son aquellos de la forma

ay+a—
V2
ar—a_
VN s=0,,5,m(r) = \65 (r|N(4,0)jm), (6.99)
0
dando lugar a los coeficientes
ay +a— L
[ AV on00le.w) = H (N 0)jml0(0. 00).
2T(N/2 +3/2) (w — 1)N/2w1/2
- 5m,05j,0\[( [243/2) W= W =g

VAN/DU (w+ 1)N2H32

donde hemos utilizado (N (j,0);jm|0(0,0)00),, = (Njm|000), calculado en (5.63). Finalmente
nuestra funcién de onda es

arla_ ' w — 1)N/2,1/2
b= 3 7 e_zzmtﬂf\(rﬂ/;/;ﬁ/m Ew+?)N o (TN (0,0)00)  (6.101)
0

donde
1
(r|N(0,0)00) = —=(] + —) — | = +))(r|NOO) (6.102)
V2
siendo (r|N00) funciones radiales de oscilador a frecuencia 1. La amplitud |¥(r,#)|? se muestra

en las figuras 6.6 y 6.7 para diferentes tiempos.
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Figura 6.6: Desarrollo en el tiempo de un perfil gaussiano para dos cuerpos en la coordenada relativa

tras disminuir la frecuencia 10 veces

Para construir la grafica 6.6 hemos tomado inicialmente w = 10, disminuyéndola a w = 1 en
t = 0. El comportamiento es muy similar al caso de una particula, pero en este caso en la coordenada
relativa. Observamos una caida abrupta del pico gaussiano (la densidad se distribuye en el espacio)
pero se restituye a tiempos posteriores. El comportamiento a tiempos largos es similar al que se

describe.
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Figura 6.7: Desarrollo en el tiempo de un perfil gaussiano de dos cuerpos en la coordenada relativa
tras aumentar la frecuencia 10 veces

Ahora la frecuencia inicial es w = 0,1, aumentando 10 veces a t = 0. Como es de esperar, la
distribucion se contrae, i.e. las particulas tiene mayor probabilidad de estar juntas. Posteriormente el

pico cae nuevamente y observamos un comportamiento oscilatorio pero no periddico de la densidad
de probabilidad, esto debido a la no conmensurabilidad de los valores del espectro.
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6.3. Problemas de tres particulas relativistas

6.3.1. Oscilador de Dirac de tres particulas

La formulacién del oscilador de Dirac de n cuerpos se ha dado en [30]. Partiendo de una ecuacién
generalizada de Dirac invariante de Poincaré

'Y T (VP + D AR (Pl — iwa!, L) +1| ¥ =0 (6.103)
s=1 s=1

donde P, es el cuadrivector de momento del centro de masa y p;w = Pus — n_lPM, es posible tomar
el centro de masa en reposo para reducir el problema a

HU = En: [as - (P} — iwaB) + (5] ¥ = EW (6.104)

s=1

donde B =31 ®...® B, y E = PY. Para el caso de tres particulas de espin 1/2 estas ecuaciones
pueden escribirse matricialmente como

MU_ =D, U, (6.105)
MW, =D_U_ (6.106)

donde W es ahora el producto directo de tres biespinores cuyas componentes pueden separarse como

Y111 Y112
Y122 Y121
U, = LU= 6.107
* Y212 P11 ( )
P21 )220

También hemos incluido las matrices

E-3 0 0 0 E-1 0 0 0
0 E+1 0 0 0 E-1 0 0
Dy = 0 0 E+1 0 » D+ = 0 0 E-1 0 (6.108)
0 0 0 FE+1 0 0 0 FE+3

y hemos definido el operador

S3-my Se-my Si-mp 0

iy Sp-my Sz-mz 0 Sp-m)
M = 2iV2w Sy n 0 Sy Sp-mh |’ (6.109)
0 Si-my S2-my S3-mh
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escrito en términos de los operadores de creacién en su definiciéon usual pero sustrayendo de ellos
el centro de masa, i.e.

1
Ng = Ms— §(771 + 1My +m3) (6.110)
g = nf (6.111)

Las ecuaciones (6.106) se reducen a una ecuacién para ¥, operando con M(D_)~! en ambos
lados de la segunda y utilizando la primera, obteniendo

OV, =0 (6.112)

donde © = MD~'Mf — D, . En este punto introducimos coordenadas de Jacobi 7j;, iy, &;, &5.
Debido a nuestras definiciones (6.106) el centro de masa no debe aparecer, y el operador O contiene
Unicamente funciones cuadraticas en los operadores de creacién y aniquilacién correspondientes a
las coordenadas de Jacobi 1 y 2. Se observa de inmediato que la energia queda determinada de
forma implicita, requiriendo la diagonalizacion del operador O . A pesar de que lidiamos con una
matriz finita, la diagonalizacion exacta de este operador no estd al alcance. Por ello utilizaremos
una base de estados para obtener una matriz numérica y efectuar el cdlculo correspondiente. Es
importante notar que los elementos de O son operadores que conmutan con el nimero total de
cuantos de dos osciladores con coordenadas de Jacobi y preservan, ademads, el momento angular
total. El espin total de este sistema no es una integral de movimiento (a diferencia del problema
de dos cuerpos), como tampoco el momento angular orbital. Con lo anterior elegimos nuestra base
como

sl (L) 55 (T)5(8): M) = |[(almb) x (alnala)]y x [ (115) x 21| = @13)] | 6.113)
T SdJm

donde el numero total de cuantos es N = 2n1 +11 +2n9 +1s = N7+ No. La matriz resultante es una
matriz finita para cada nimero de cuantos, lo que le da a este problema el caracter de solubilidad
eracta hasta por una relacién implicita de las energias que es polinomial.

Para cada nimero de cuantos IV debemos efectuar la diagonalizaciindicada y nos limitaremos
a los casos N = 0,1,2 dando lugar al cuadro 6.1 que contiene los estados posibles.

El célculo implica evaluar elementos de matriz cuya expresién general es

11,1
155 T)5(8): JM) (6.114)

(1, By (L): 2 (T)5(5"): TMI(S: - 71,)(S; 1) T, ma, (L)
donde i,j = 1,2,3, u,v = 1,2. El célculo se logra utilizando algebra de Racah [37].
Incluimos el espectro para valores de la frecuencia 0,03, 0,1 y 1 de modo que se pueda apreciar
su estructura en comparacién con la masa en reposo del sistema. En las graficas 6.8, 6.9 y 6.10 se
muestran las energias sustrayendo la del estado base.

Las funciones de onda finalmente se obtienen encontrando los vectores que forman el espacio
nulo de la matriz (O ) para cada energia. Las componentes complementarias, i.e. U_, se obtienen
a través de (6.106).

73



N Nt [No my o 1 |l [P |L J S

o p 0o O P 0 0 + S 1/2,3/2
1 |1 o o0 o 1 p F I 1-S|<J<1+S [1/2,3/2
10 1 o o0 0o 1 +r 1-S|<J<1+S [1/2,3/2
2 2 0o L b b o P S 1/2,3/2
2 0 2 p o 0 P H+ O S 1/2,3/2
2 1 0 0 1 I H 0<L<2 |[L-S<J<L+S [1/2,3/2
2 2 0 p o R o + P 2-8|<J<2+S [1/2,3/2
2 0 2 0 b 0 R K P 2-8|<J<2+S [1/2,3/2

Cuadro 6.1: Tabla de estados de oscilador hasta Ny, = 2 para el problema de tres cuerpos con

espin 1/2

me

Figura 6.8: Espectro para w = 0,03 en el oscilador de Dirac de tres particulas. Las energias se

distribuyen en cuatro grupos alrededor de los valores —3, —1, 1, 3.

6.3.2. Propagador del oscilador de Dirac de tres particulas

Como podemos apreciar en la figura 6.8, el espectro de este problema contiene energias tanto
negativas como positivas. También observamos valores que se encuentran en la banda [—3,3] y
que se acumulan alrededor de 1 y —1 para frecuencias suficientemente pequenas. Las energias
menores a la masa en reposo cuando la interaccién desaparece no pueden ser de caracter fisico. Los
niveles indicados deben entonces suprimirse en la descomposicion espectral de nuestro propagador.
Nuevamente recurrimos a una expresién del propagador con centro de masa en reposo del tipo

K(r1,1),11,11;t) / dEZ *ZEtE E{} (6.115)

que satisface
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Figura 6.9: Espectro paraw = 0,1 y N = 2 en el oscilador de Dirac de tres particulas, cuyas energias

se utilizan en la aplicacién numérica del propagador.

Figura 6.10: Espectro para w =1y N = 2 en el oscilador de Dirac de tres particulas

(H - ii) K(t1, %), 11, F1;t) = —i63 (i1 — ©))0° (tg — 15)0(t) Iga (6.116)

con H el hamiltoniano en (6.104), Is4 la identidad 64 x 64. El camino de integracién en la variable
de energia se elige sorteando los polos en la forma usual para preservar nuestra interpretacién de
energias negativas como particulas que se propagan al pasado, pero también evitando todo nivel
que se encuentre en la banda [—3, 3] para erradicar los estados no fisicos (ver figura 6.11).

Con este procedimiento tenemos la descomposicién

K=0(—t)K_+0(t)K, (6.117)

con

Ky = > VOleFEm By >0 (6.118)
Physical States
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Figura 6.11: Contorno de integracién para el problema de tres particulas. La banda [—3, 3] ha sido

excluida.

6.3.3. Cambio repentino en la interaccién

Como una aplicacién consideraremos el problema dindmico de cambio de frecuencia para este
sistema. En completa analogia con los casos anteriores, nuestro hamiltoniano puede escribirse como

H' = H + 0(t)(—iw") i as - 1.B (6.119)

s=1

Estudiaremos la evolucién de la condicion inicial dada por el estado base del problema

11, 1,1, 11
220503023
donde el estado en el miembro derecho es como en (6.113) pero indicando la dependencia en w. La
funcién al tiempo ¢ involucra inicamente estados de momento angular j = 1/2 pero puede contener
estados de espin total 1/2,3/2. Como una aplicaciéon numérica y siguiendo el procedimiento indicado
en la seccién anterior obtenemos funciones de onda de frecuencia final wy = 0,1 para el propagador,
mientras que para la condicién inicial elegimos una frecuencia w = 1. La aplicacién del propagador
a la condicién inicial da lugar a los siguientes coeficientes para w = 0,1:

W (i, 12,0) = [0,0,0,0(0) dw (6.120)

1 - 3/2

f
11 i _ w 121
(0000(0)2, 2|0000(0)2, 2>wf 8 < g 1) (6 )
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Figura 6.12: Visualizacién de las coordenadas de Jacobi de tres particulas. ; es la coordenada

relativa entre las particulas 1 y 2, 12 es la coordenada relativa entre 3 y el centro de masa de 1 y 2

3/2
Lol by s [ 1 By
(1000(0)5, 510000(0) 5 5wy = 8<wf+1> ((1 +wy)3/2 - (1 +Wf)5/2>

11 11
= (0100(0)=, =|0000(0)—=, =

(6.122)
excluyendo N =1 ya que este sélo admite L = 1 y es ortogonal al estado base (6.120) que admite
unicamente L = (. Las partes espaciales de las funciones de onda involucradas en la descomposicién
espectral hasta N = 2 son de la forma

2 3/4 1.2 27 3/ 1.2 2,
— e 2, — e 2 (1 — JwIT ) (6.123)

wf wf

donde r puede ser 71 0 2. De este modo la densidad de probabilidad puede obtenerse y graficarse
como funcién del tiempo y las magnitudes de las coordenadas de Jacobi 71, 12. En las figuras 6.13,
6.14 y 6.15 observamos un comportamiento oscilatorio de la densidad de probabilidad que, como en
casos anteriores, no es peridédico. Una caracteristica notable son las oscilaciones alternantes en las
coordenadas de Jacobi: la vibracién entre dos particulas estd fuera de fase respecto a la oscilacién
de la tercera alrededor dell centro de masa de las dos primeras. Esta interpretacién resulta facil de
ver a partir de la figura 6.12. La densidad de probabilidad es simétrica respecto a permutaciones
de particulas pero no lo es respecto a permutaciones de coordenadas de Jacobi 1 y 2 como puede
apreciarse. Se observa que el cambio de frecuencia de 1 a 0.1 provoca un movimiento oscilatorio en
la distribucién. El comportamiento se repite cualitativamente para tiempos posteriores (30 < ¢t < 70
y 70 < t < 110), los cuales se incluyen en figuras subsecuentes. Nétese que el movimiento no es
periédico.
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Figura 6.13: Densidad de probabilidad de tres cuerpos en funcién de las coordenadas de Jacobi y

el tiempo (indicado en la parte superior en unidades naturales)
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Figura 6.14: Continuacién de la figura 6.13 para 30 <t < 70
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Figura 6.15: Continuacién de la figura 6.14 para t > 70
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Capitulo 7

Fen6omenos transitorios en segunda

cuantizacion

En diversos libros de texto (v. gr. [38]) encontramos tratamientos de medios continuos como
cierto limite de sistemas discretos interectuantes, todo ello en el contexto de la mecéanica clasica.
La analogia a la que aludimos puede explotarse también en el contexto cuantico a través de la
formulacién de Feynman del propagador del sistema conectdndolo con lagrangianas clésicas [1],
[2]. De esta forma existe la posibilidad de estudiar versiones discretizadas de ecuaciones de campo
y cuantizarlas antes de tomar el limite continuo. Este orden en los limites (primero cudntico y
luego continuo) permite efectuar célculos relacionados con la dindmica del sistema, mientras que al
tomar los limites en el orden usual terminamos con integrales de trayectoria sobre configuraciones
de campo. Estas integrales son dificiles de manejar, sin mencionar que como objetos matematicos
pueden carecer de una definicién rigurosa.

La idea principal en este capitulo consiste en reconocer la superposicién de osciladores de la
teoria de campo escalar cuantico para utilizar los resultados que hemos manejado a lo largo de este
trabajo cuando se trata de un nimero finito de osciladores, incluyendo el caso en el que sufren una
perturbacién. Manejando adecuadamente el limite continuo (infinitos osciladores en una longitud
finita) llegamos entonces a resultados analiticos para sistemas que ademas adquieren invariancia
de Lorentz cuando la velocidad de propagacion del medio continuo resultante se identifica con la
velocidad de la luz. Este tipo de tratamientos es muy familiar en la teoria cudntica del estado
s6lido, en particular la teoria de fonones [43], [41]. Sin embargo, en nuestro sistema finito no se
imponen condiciones de frontera periédicas a diferencia de lo que se muestra en textos estdndar
en el tema [40], [42]. Se debe notar también que el propagador en si es un objeto poco utilizado,
yva que la teoria cuantica del campo de vibraciones se desarrolla a través del esquema de cuanti-
zacion candnica: imposicién de reglas de conmutacion para el campo en cuestién. Si bien es cierto
que libros de texto como [44] incluyen un tratamiento detallado del propagador del campo libre o
con fuente, estos se restringen a escribirlo en términos de estados coherentes y no en términos de
estados del espacio de Fock, i.e. estados etiquetados con los nimeros de ocupacién. Para nosotros
este ultimo punto es clave para comprender la dindmica en segunda cuantizacién y es en términos
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de nimeros de ocupacion como se exhiben los resultados de este capitulo.

Asi pues, tomamos como sistema prototipo una molécula lineal de N 4tomos, calculando primer-
amente su propagador en la aproximacion N > 1. Este propagador se ha expresado ya en trabajos
como [45]; sin embargo nuestra contribucién consiste en calcular explicitamente las frecuencias de
los modos de oscilacién para este sistema. A través de estos resultados podemos analizar fenémenos
transitorios al introducir bruscamente campos externos o fuentes y finalmente investigar el limite
continuo de las expresiones correspondientes, como lo son la dindmica de un estado localizado con
minima dispersion o la reaccién del vacio ante la aplicaciéon de un campo eléctrico repentino.

7.1. Propagador de la molécula lineal

Comenzamos con una lagrangiana en 1 + 1 dimensiones para una cadena de N particulas de

masa m, conectadas por resortes cuyas constantes son todas iguales y dadas por k = mw?,

m N N
L = EZ(i?—wz(l‘i—xiH)z) Egﬁi (7.1)

i=1

Lo usual en este tipo de problemas es encontrar la transformacién ortogonal que separa el problema
en N lagrangianas independientes (modos normales) y asi procederemos. Sea (x); = z; y

1 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
0o -1 2 -1 0
V= (7.2)
0 -1 2 -1
0 0 -1 1 /.~
Nuestra lagrangiana es entonces
_Mmyr.2 o a.T
=3 (3 - w™x"Vx) (7.3)

y sélo resta diagonalizar V. Puede mostrarse (ver apéndice) que los eigenvalores de V estan dados
por

™

A\ = 4 cos? (2(]\7;_1)> +O0O(1/N), 0<n<N-1 (7.4)

expresion particularmente til para N grande. De hecho N ~ 10 es ya una aproximacién razonable
como puede verificarse a través de algin método numérico de diagonalizacién. Recurrimos pues
a la férmula (7.4) ya que permite manipular nuestras expresiones simbélicamente. Notemos que
en el 'mite N — oo los eigenvalores (frecuencias de los modos normales) pueblan densamente el
intervalo [0, 4] distribuyéndose con una ley trigonométrica. Con lo anterior es inmediato escribir

L =

| 3

(¥ - w*y"Dy) (7.5)
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donde y = Ox, O es la transformacién ortogonal correspondiente a la diagonalizacién de V en
D = diag (Ao, ..., An—1). El propagador es entonces [6]

Nt mu})wl/2 [ imw)wl/2

K(y,y';t) =
559) nEIO 2mih sin (wA}/%) P 2h sin (w)\}lmt

2
) (cos (wA/2t) (w2 +y/7) — 2yny’n)](7-6)
y esta expresion es exacta siempre y cuando los valores de A\ contengan correciones O(1/N); con
todo ello dichas correcciones no alteran la forma funcional de (7.6). Nétese que el factor asociado
an =N —1 corresponde a Ay_1; = 0 y se escribe entonces como

/ 1) — m ﬁ o 2
KNfl(Ythy Nflat) =1/ omihi exp {2ht (ny1 Y Nfl) (7~7)

que simplemente es el propagador libre, encontrando que yxy—_1 es la coordenada del centro de masa.
Asi, los grados de libertad significativos estan indicados por y, pero siempre podemos emplear la
transformacién inversa x = OTy ya que O puede encontrarse de forma explicita.

7.2. Limite continuo del propagador de la molécula lineal

Consideremos ahora el limite continuo de la molécula lineal tal y como se indica en [38] (o bien
[3]). Recordemos primero que la lagrangiana (7.1) puede multiplicarse por una pardmetro a con
unidades de longitud, tal que

N 2
- E,z_mwa:vi—:viﬂg
L= ;a <2ax2 5 ( " ) ) (7.8)
N L 02
| dh@or - M- 0e0? (7.9)
N—oo, a—0 JO
siempre y cuando z;(t) — ¢(&,t), a = % — d§, ™ — p, wa — Q. La constante L se puede

interpretar como la longitud en reposo de la cuerda (clasica) resultante, mientras que €2 es tal que
u2? =Y, i.e.el médulo de Young. A pesar de estar bien familiarizados con esta forma del limite,
en coordenadas normales y se tiene

D ST e B PR ) L S e (AT)
— "\ 2a™ 20 7' ) Nooo Jo 2 ’ 2 ’

con 7 el pardametro de longitud, y las coordenadas y;(t) — 1(7,t). Para los eigenvalores proponemos

% — A(7), pero segin lo que sabemos sobre los valores de \; observamos que A(y) alcanza ahora

todos los valores reales positivos. Dado que las ecuaciones de movimiento resultantes son

(07 — 2A(9)] n(r,t) =0 (7.11)

se sugiere una parametrizacion k2 = A(y) y una redefinicién de los campos
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i (k. t) = 2kn* (v(k), t )(d7| ()~ (7.12)

con el fin de que dyn?(v,t) = dkn?(k,t) y n(k,t) puede, en efecto, relacionarse con ¢(£,t) a través
de una transformada de Fourier.
Para verificar el limite del propagador simplemente utilizamos la prescripcién de Feynman

K(x,x/;t) (H/xl(o _sza;Z )) exp (—;/Otdriﬁz)

SN d(zs:t) Liw?
fth)am( / / drdsh (@,0)? - 2(&¢V> (7.13)

N—oo J¢(z0,0)

que corresponde al propagador de una cuerda, barra eldstica o una particula escalar relativista
sin masa cuando la longitud cldsica L — oo e identificando 2 < c¢. Notese que las coordenadas
normales preservan medida , i.e.

D¢(-) = Dn(-). (7.14)

Definimos ahora

_— (7.15)
2mih sin w)\l/2

N-1 1/2
F(t) = lim J mwAn

N—oo
n=

y recordando que sin (w)\i/ 2t) — sin (QAI/ 2 (’y)t) = sin (Qkt), el propagador para configuraciones
de una cuerda es

Kstring (77777/;t) = ]\}E)IIOOK(Yvy/;t)
= f®) /Ld o [oos (QA2(3)t) (r2(3) + 2(3)) — 20(3) ()]
= exp ) 72sin(QA1/2(7)t) Cos Y ny) =y noy)n\y
= f(t)exp [ /1 C; dkmi“(gw [cos (C2kt) (n? (k) + 0 (k)) — 27,(/@)77’(1@}] (7.16)

expresion que puede reescribirse de muchas formas posibles reparametrizando la integral en el
exponencial. Férmulas equivalentes para este propagador pueden obtenerse siguiendo el método del
camino clésico directamente en la integral de trayectoria [3]. Sin embargo, la funcién se deja indicada
como un limite o como una funcional al exigir cierta normalizacién para (7.16). En cualquier caso
esto no es util para nuestros propdsitos.

La definicién (7.15) merece comentarse un poco mas. La convergencia de este producto infinito
es un asunto delicado, ya que diferentes valores de p y € pueden llevarnos a f = oo o f = 0, estro-
peando la expresion del propagador. Adn cuando esto sucediera, el propagador en si obedece una
condicion de normalizacién proveniente de su caracter de representacion de un operador unitario,
preservando norma. Por tanto, el limite en este punto parece no tener sentido a menos que este
se tome bajo el signo de una integral en los campos tal y como se utiliza al aplicarse a un estado
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especifico, i.e.la integral [ D¢(+) o su versién discretizada. Asi es fécil ver que un reescalamiento de

los campos ¢ = \/% ¢ nos ayuda a deshacernos del problema siempre y cuando aceptemos utilizar
campos y propagadores adimensionales. De cualquier modo parece mucho més conveniente trabajar
con el modelo molecular y su propagador (7.6) en el estudio de efectos dindmicos que involucran
cuerdas o campos de particulas. Cualquier cantidad con significado fisico que dependa del tiempo
sera tratada en el contexto discreto y el calculo de los limites correspondientes se postergara al final
del tratamiento.

Por completitud escribamos ahora el propagador para una particula de Klein-Gordon de masa
M. En primer lugar es necesario extender la molécula a toda la recta real. Posteriormente anadimos
el término de masa m]\g; Cx-xala lagrangiana (7.1). Dado que este término es invariante bajo
la transformacién ortogonal con matriz asociada O, es suficiente reemplazar w en (7.6) por w; =

w? + ]‘FLJQ /\C Con esto en mente tomamos el limite continuo. Tras reescalar los campos 1 — /un
para eliminar la densidad de masa que es irrelevante e identificando €2 con la velocidad de la luz ¢

se tiene

K (.7/30) = gyexp | [ dkmE‘“(E) (cos (52 ) 0P +100) — 20 (1)) 7.7
Sin o

donde

N—-1 1/2
mwy,

g(t) = lim

7.18
N—oo nl;lo 2mih sin (wn)\}zﬂt) ( )

Ej, = Vh%c2k2 + M2c*. Las unidades de nuestros campos son ahora () = (masa )'/2x (longitud )'/2.

7.3. Molécula lineal localizada y su limite continuo

En este punto podemos ya aplicar el propagador (7.6) a ciertas condiciones iniciales. Considere-
mos que la molécula de N atomos se encuentra en un estado de minima dispersién en espacio fase,
i.e.una distribucion gaussiana en espacio y momento para cada atomo:

w(x’,o)—<27r102>N/4 [LllNzl ] (7.19)

donde la anchura o es la misma para todos los componentes. Esta funcién de onda tiene la propiedad

P(x',0) = (0%, 0) = ¥(y', 0). (7.20)

Aplicamos ahora (7.6) a (7.20) integrando sobre y’ para obtener

N-1 1 1/4 N-1 e "
U(y,t) = H (2(t)> exp [— A 40-21(t)]61 () (7.21)



con

h? . 9 1/2

y siendo A(t) una fase irrelevante para la densidad de probabilidad:

N-1 1 1/2 N— ,2
W(y,tﬂz:(H (27r02(t)> ) [ Z 2 ] (7.23)

=0 =0 z

Aqui podemos observar un comportamiento oscilatorio de la anchura de la densidad y de su am-
plitud, dependiendo de que tan localizado esté el sistema completo respecto a las anchuras de los
estados base en coordenadas normales. La distribucién del centro de masa (Ay_1 = 0) exhibe
disipacién tal y como se esperaba. En el lrhite continuo la condicion inicial se convierte en

, , 1\ 1o ,
?P [77 70} = (]\llgnoo (27‘(’0’2) ) eXp l_m /l/L dknlf] - T/J(¢ 70) (724)

donde o%a — s%. Observaciones similares a las que siguen de (7.16) pueden hacerse aqui. A pesar de
que el limite del factor que precede al exponencial puede tener valores que incluyen 0 6 oo, tenemos
[ Dnlb(n,t)|> = 1 para toda t. Asi, la funcional (7.24) es una amplitud de probabilidad que depende
de configuraciones del campo, y su forma gaussiana indica el comportamiento méas clasico que un
campo puede tener siempre que su dispersion en espacio de configuracién sea equivalente a la
dispersion de su transformada de Fourier funcional

/D'n ¥ [n,0] exp l / dkn(k (7.25)
i.€.
s 1,3/2 1,3/2
7373 R o s 7 S0 (7.26)
Con esto, el limite continuo de (7.22) arroja una anchura
h2

cuyo valor maximo decrece con el momento k. Para la particula de Kelin Gordon masiva el limite
es diferente. Para el caso discreto se tiene

R /2
oi(t) = J\l 1+ (wzm% — 1> sin (wl)\ ) (7.28)
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Recurriendo a la redefinicién de los campos que hace m desaparecer, obtenemos (0) = (s) =
(masa )'/2 x (longitud )'/2. Tomando el limite correspondiente en (7.28) y fijando sy =

analogia con (7.26) encontramos

B3 . [ Ext
sp(t) = So\l 1+ <2E%861 — 1) sin? <h> (7.29)

que nuevamente es una cantidad oscilatoria pero cuya frecuencia es proporcional a la expresion
relativista de la energia cinética. La configuracién de campo mds probable sigue siendo 1 = 0,

pero la localizacién del campo puede extenderse hasta por un factor {/h> / (2E,%sfj). Para ilustrar el
significado de este resultado calculemos ahora el niimero promedio de cuantos para cada modo de
oscilacién utilizando nuestros estados en el tiempo 9 (y,t). Para el caso discreto se tiene

.0
(N) = ( (hoA) ™ Homcitaton (—zay,yi,wA}/2>—1/2 ) (7.30)
mw 2 1/2 3h 2 1/2 71_1
= T RN (A - (7.31)

Tomando el limite continuo, el niimero de ocupacién promedio resulta en

(Vi) = st Ok + o GROR ™ - 5 (7.32)

con si(t) dado por (7.27). Para la particula relativista masiva el resultado es

(Ng) = ﬁsk(t) + —(sp(t) ! = B (7.33)

con si(t) dado en (7.29). Este niimero promedio se puede visualizar en la siguiente figura.
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(N)

14;
12;
10}
8l
6!
41
2
[h/Me?]
Figura 7.1: Numero promedio de particulas para k = IOTMC (solida) y k = 5]\4 ¢ (punteada) al utilizar

estados localizados como condiciones iniciales

En la figura 7.1 observamos un comportamiento oscilatorio del niimero de particulas, i.e. nimero
de cuantos de los osciladores en funcién del niimero de onda o momento asignado a las particulas
producidas. La frecuencia de oscilacién es proporcional a su energia. El significado de este com-
portamiento es ficil de entender si reconocemos que una condicién inicial localizada con minima
dispersion es una superposicion de infinitas funciones de oscilador en coordenadas normales, o bien
infintos estados en el espacio de Fock. Dado que estos tultimos se etiquetan con los nimeros de
ocupacion segin los momentos, encontramos una evolucién que involucra todos los ntimeros de
ocupacion posibles. La importancia de este resultado radica en la elecciéon de la condicién inicial,
ya que esta toma la funciéon de onda de cada oscilador como un estado lo més localizado posible
tanto en posiciones como en momentos, lo que puede interpretarse como una configuracion inicial
lo mas clasica posible; todo esto para un problema con potenciales atractivos. Sin embargo, en el
limite continuo hablamos de un campo libre cuya configuracién inicial es como se ha descrito, y
como resultado tenemos una evolucion que involucra un nimero fluctuante de particulas para todas
las energias con las que estas se producen.

7.4. La cuerda bajo un campo electrostatico repentino y la particu-
la relativista con fuente

El ejemplo tipico en este trabajo es la introduccién de interacciones repentinas. Consideremos
un sistema cuya lagrangiana estd dada por

L'=L +00)E x (7.34)
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donde L estd dada en (7.1) y £ denota un campo electrostatico multiplicado por la carga de la
particula i-ésima en la molécula, i.e. £; = ¢; F; (recordemos que este es un ejemplo unidimensional
y que los vectores contienen como componentes a los constituyentes de nuestro sistema). Fijando
% — p(€) como la densidad lineal de carga, el limite de (7.34) es bien conocido:

Q2
/ df( (D (&,1)) — 5 ——(0e0(&,1)* + 0(1)E (§)¢(€,t)> (7.35)
N—oo

y nos conduce a las ecuaciones de movimiento [3]

o — Q0o =J (&) (7.36)

habiendo definido una corriente J(§) = %S (£). Antes de tomar el limite continuo, supongamos
primero que para t < 0 el sistema discreto se encuentra en el estado base (el vacio), i.e.

N-1 5 1/4 w)\1/2
Y(y,0) = H ((1/2> expl %yf]) =10,...,0) (7.37)

i=0 TMwA

dado, desde luego, en coordenadas normales. El término fuente en (7.34) puede escribirse como

E-x=E&"y, &' =0¢& (7.38)

Con esta transformacién ortogonal del campo externo y para tiempos positivos podemos escribir
de inmediato

N—-1
5/2

L'(y,y) (z,2z) + Z Iy (7.39)

!

donde z; = y; — . El propagador asociado tiene entonces la forma (7.6) pero evaluado en z y

mwi;)\i
con un factor de fase adicional (pero irrelevante) que contiene la energia del campo.
Resulta muy facil aplicar este propagador al estado de vacio (7.37) y simplemente escribimos la

densidad de probabilidad resultante calculada en [39] para cada modo

9 7h 1/2 mw)\l/2 B 9
[Vi(y,t)]" = — 5 exp 5 (yi +5i(t)) (7.40)
mw,

de donde se observa un promedio de la distribucién dependiente del tiempo y dado por

Elsin?(w 1/2t/2)

yz(t) = mwQ)\l/Q . (741)
El limite continuo arroja

_ &' (k) sin?(Qkt/2)

yi(t) — L (7.42)
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siendo £'(k) la transformada de Fourier de £ (£) tal y como se anuncié para los campos en (7.12).
Similarmente, para la particula relativista tenemos un promedio oscilatorio de la forma

J' (k) sin?(Qkt/2)
me(t) = 4
Nuevamente el caso masivo se obtiene reemplazando las frecuencias:
R2J (k) sin? (EkL)
m(t) = 2h 44

El valor de expectacion del nimero de particulas tomado respecto a los estados (7.40) es ahora

h2J?(k) Eyt
(N}) = ——— sin* () (7.45)
AE} 2h

obtenido después de tomar el limite usual en el valor de expectacién correspondiente al sistema
discreto. Esta cantidad es positiva definida. Notamos que la corriente determina si el nimero de
particula incrementa con la energia o no, dependiendo de que J(§) tenga oscilaciones fuertes.
Otra caracteristica inesperada es que, aun cuando la fuente se ha tomado constante en el tiempo
(digamos, para t > 0), el ntimero oscila con una frecuencia proporcional a la energia relativista de
la particula producida.

Para finalizar subrayamos que los sistemas discretos pueden ser utiles en el estudio de fenémenos
transitorios para sistemas continuos que pueden ser dificiles de formular en la teoria cudntica de
campos. Nuestro método permite interacciones no perturbativas pero cuya forma sea suficiente-
mente simple.
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Apéndice A

A.1. Calculo de los elementos de matriz de R

Procedemos ahora a calcular los elementos de matriz de R = ™S en el espacio tridimensional

(€ es un parametro real arbitrario). Esto significa que nuestros resultados estardn dados en térmi-

nos de matrices espinoriales. Dichos resultados bastaran para encontrar la accién de e$M'S sobre
cualquier vector tridimensional. Comencemos con la transformacién
/ .
v/ = M-Sy (A1)

Dado que las componentes de r son también funciones de las coordenadas r1 = x,r0 = y,r3 = z,
podemos escribir

o =e®USpr oy = 8USyL,, 2 =S, (A.2)
donde L es el operador de momento angular en su represntacién diferencial. Ademas
S
L= ) |s,ms)(s,ms| (A.3)
mg=—3s

es la matriz identidad en el espacio de espin. Para calcular cada transformacién en (A.2), las
coordenadas x, y, z deberan expresarse en términos de arménicos esféricos y 1, yls, 215 en términos
de arménicos esféricos espinoriales utilizando los coeficientes de Clebsch-Gordan apropiados

zly = \/E (Yl_ Y1 ) ms_—s EXTONICRTN (A.4)
\/77‘ stf—s Z;+\81 s| Z] =fj(<jﬂ|1a -1, s, ms> - (j,u|1, L,s, m5>)y?,175<8’ m5|

ylo = \/Zir(Y7 ! + Y1) S5 s m) (s, m]

27r2r st—fs Zl'i_‘sl_s‘ iL:—](<]M’17 _la S, ms> + <]N|1a 17 S, m8>)y;175<87 ms’

i 1+s J
ZIQZ\/ 7‘Y1 Z |5 ms Sm8|_\/7 Z Z Z j“‘108m5> 115<$’m3‘ (A'G)

ms=—3s ms=—S5 j=|1—s| u=—J

(A.5)

El operador diferencial en (A.2) afecta al armonico esférico espinorial en la forma

GELSym S GUH)I+)—s(s+1)) ) m (A7)

jls — jls

Las funciones ) pueden invertirse en términos de espinores canénicos y las coordenandas x, ¥, z

yul,s = memlé <1am2’ 57mg’jM13>le‘5 my)
o S {3 (1, =1, s, m[jpls) — (1,1, 8,m{|juls))z — §((1, =1, 5,m}|juls) + (1,1, s,m|juls))y

75(1,0,s,mi|juls)z} s, mi)
(A.8)
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Por lo tanto, reemplazando sucesivamente (A.4,A.5,A.6), (A.7) y (A.8) en (A.2) nos da las variables
primadas como combinaciones lineales de x, y, z con matrices espinoriales como coeficientes

iy _ _ . .
= Y g 185 M) (8, misle T UUTDTSEHN=D (i1, 15, my) — (ul1, 1,5, my)) %
{% L —1,s,miljuls) — (1,1, s,mi|juls))z — 5((1, —1, s, mi|juls) + (1,1, s, mg|juls))y  (A.9)
(1,

12 1,0,s,m}|juls)z}

y )
{% (L, =1, s,m{|juls) — (1,1,5 mslju18>) - 5((1, 1,s,ms\mls> + (1,1, s,mi|jpuls))y
+5(1,0,s,m|juls)z}

,_./—\

(A.10)
7 = \mes,m g |8:m5) (s, ms |e2 GOFD=(ED=2) (11,0, 5, m5) %
{2(<1 =1, s,miljuls) — (1, 1, s,m|jpls))z — 5((1, =1, s,mi|juls) + (1,1, s, m{|juls))y
+\@(1,078,mslju18>2}
(A.11)
Estes son entonces las férmulas de transformacién de r, escritas como sumas finitas. Finalmente,
los elementos de matriz del operador R pueden leerse de las expresiones (A.9,A.10,A.11)

Ry = (MP) = D |s,mi)(s, myle 3 UGTD=s(+D-2 4 3, (A.12)

s
mszms s3I

Ay = <j.u|17 —1,8,m3> - <jﬂ|1a 1337m8>> Ap = i(<j:u|17 _175’m8> + <j/'L|17 1337m8>)7

) A.13
A3 = ﬂ(]”|17_073am8> ( )

By = %(<17 _1787m;|j,ul‘9> - <17 1)57m;’j,uls>)a By = %((17 _1’87mls|j:u18> + <1’ 1’87mls’j:u18>)7
By = 5(1,0,s,m{|juls)

(A.14)
y esto es valido para cualquier espin.
A.2. Identidades para las integrales [, I, I3
Probemos las identidades Iy = —/\%%%, I3 = —i ( 5; T 1 8y> I. La primera resulta de expresar

I en coordenadas cartesianas

—Zkr ’Lk‘ o0
I = / Ay o / do'7 ek =X/ / da'ere =N /2 / dy etV V(A1)

Las integrales espaciales son triviales y obtenemos

—7,k~r+ik:0t s 3/2
4. i(2m)° %k —Kk2/(2)2
I = / d*k T~ ( SCREE /(239 (A.16)

comparando (A.16) con (6.24) después de efectuar en esta expresion las integrales en las variables

de espacio llegamos al resultado que se buscaba. Para I3 se procede andlogamente pero utilizando
r'sind'e? = 2 + iy
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A.3. Funciones de onda del oscilador de Dirac de dos particulas

Para calcular las partes complementarias de las funciones (6.88) basta utilizar (6.89). El resul-
tado de aplicar los operadores (6.82) puede encontrarse evaluando los elementos de matriz

(N(j1,s1)jmi|og - £|N(jo, s2)jma), (N (j1,51)jmi|os - p|N(j2, s2)jma) (A.17)

usando algebra de Racah [37]. Escribimos pues los resultados para cada caso. Paras =0y P = (—)/
tenemos

ay +a_
. 1 a4 — a— . .
\PN,O,],m(r) - ﬁ 0 <I‘|N(], 0)jm> (A18)
0

Para s =1y P = (=)’ escribimos sélo las componentes complementarias

oy = —i24W(1/2,1,1/2,1;1/2, 1)\/?@((4 +b)
x (AIN = 1(j = 1,1)jm) + B|N — 1(j + 1,1)jm)) (A.19)
P10 = —i24W(1/2,1,1/2,1;1/2, 1)\/?5414 —b.)
x (AIN = 1(j = 1,1)jm) + BIN —1(j 4+ 1,1)jm)) (A.20)
donde
A=W(,1,7 — 1,15, 1)y/(2) — )27 + D)(N +j +3)H(j — 1,4, 1) (A.21)
B=-W(1Lj+1,1551),/(2 +3)(2) + (N — j)H( +1,5,1) (A.22)
Para s =1y P = —(—)7 las componentes complementarias son
e —i24\/?c++(c++ +oe_y) [W(1/2,1,1/2,1;1/2,1)
x (AN = 1(j,1)jm) + B1|N — 1(j + 2,1)jm)) + W(1/2,1,1/2,0;1/2,1)
X (A2|N —1(4,0)jm) + Ba|N — 1(j + 2,0)jm))] (A.23)
vz =~ (s — o) WO/21,1/2,11/2,)
x (AN = 1(j,1)jm) + B1|N — 1(j + 2,1)jm)) + W(1/2,1,1/2,0;1/2,1)
X (A2|N —1(5,0)jm) + Ba|N — 1(j + 2,0)jm))] (A.24)
con

AL =W+ 1,1, +2,155,1)/(2 +5)(2] + 3)(N +j +4)H(j,1,j + 1) (A.25)
Bi=—W(j+1,1,4,1;4,1)\/(24 +3)(2j + (N —j — DH(j +2,1,5+1) (A.26)
Ay =W(j+1,1,5+ 2,055, 1)\/(2]' +5)(25 +3)(N +j+4)H(j,1,5 +1) (A.27)
By = ~W(j+1,1,4,0:5,1)y/(2 +3)(2] + (N —j = DH( +2,1,j +1) (A.28)
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Las funciones W son coeficientes de Racah (sus valores se tabulan en [37], [26]) y las funciones
H estéan dadas en [17], pagina 33 ec. (10.26).

A.4. Diagonalizacion de la matriz Vy

Encontraremos la expresion (7.4). Sea la matriz Vy como en (7.2) y sea también

1 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
o -1 2 -1 .. 0
My = . (A.29)
0 -1 2 -1
0 0 -1 2 /N
Definimos los polinomios caracteristicos como
on(A) =|Vn = Aly|,  xn(A) = My — ALy (A.30)

Se puede verificar facilmente que las siguientes relaciones de recursividad se cumplen

on () 1=a [ evaa)
= A31
( o) )T r=a ) s (4.31)
La matriz que aparece en el miembro derecho de (A.31) puede diagonalizarse y la recursién se

resuleve entonces calculando las potencias de dicha matriz. Definimos ahora a = %()\ + VAN —4))
y elegimos como condiciones iniciales los polinomios ¢3, x2 dados por

Ga(N) =22 =2, x2(\)=A2—3)\+1 (A.32)

Siguiendo el procedimiento indicado en el parrafo anterior, i.e. encontrando la transformacion
de similitud apropiada, escribimos (A.31) como

onA)\_ 1 (1 1) [ (-at 0 A —ad [ )
< XN()\) > N ()\-@2) < % % ) ( 0 (1_%)N72 ) < —a2  al ) <X2()\) >A33)

vector de cuya primera componente calculamos la forma explicita de la ecuacién secular ¢ (A) = 0.
Debemos notar que la condicién de realidad de \ implica a = €!® y por tanto A = 4 cos? (a/2). Tras
algunos pasos algebraicos encontramos que la ecuacién secular es equivalente a

(Pp2(A) — 2x2(N)) sin (N — 2)a) cos (a/2) — ¢a(A) cos ((N — 2)a) sin (a/2) = 0 (A.34)

Ahora podemos estimar las soluciones de (A.34) desarrollando en serie sobre la variable « alrededor
de 0, 7/2 o 7, lo que nos deja con tres ecuaciones trigonométricas faciles de resolver si la serie se
trunca. Nétese que N > 1 implica que aN no debe tomarse como parametro de expansion, ya que
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no podremos truncar la serie resultante. Los tres casos arrojan expresiones equivalentes a (7.4) en
sus dominios de validez respectivos, pero cubriendo todo el intervalo 0 < o < 7 y esto completa la
prueba.

Las ecuaciones para los eigenvectores de Viy también pueden escribirse en forma de recurrencias
y resolverse en términos de los eigenvalores dados arriba.
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