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Introducciéon

Nuestro propdsito es iluminar y extender la Teoria de moénadas considerandolas, no en la
2-categoia Cat, sino en una 2-categoria general sujeta a determinadas condiciones. El presente
trabajo es en realidad la exposicién de la mayor parte del material reunido en [1].

El primer capitulo consta de dos temas en particular, ambos son en realidad un primer
acercamiento a los conceptos elementales de las teorias de categorias y 2-categorias. Se dan
la definicién y algunos ejemplos de categorias, funtores y transformaciones naturales de ca-
tegorias. Sobre estos conceptos descanzan las ideas bésicas de la teoria de 2-categorias (el
contexto en el cual se inscribe el resto de nuestro trabajo) como son 2-categoria, 2-funtor,
transformaciones 2-naturales, etc. Finalizamos enunciando la definiciéon de 2-adjuncién, de-
mostramos una manera equivalente de definir una 2-adjuncion y el lema de Yoneda para
2-categorias. Con gran acierto decimos que [2] es una experiencia agradable para quienes
desean ioniciarse en el tema de categorias; para 2-categorias sugerimos la consulta de [3].

Nos introducimos en el segundo capitulo a la la busqueda de un 2-adjunto derecho para
el 2-funtor particular Incg (cuando tal 2-adjunto existe diremos que la 2-categoria admite la
consturcciéon de dlgebras) para lo cual, partiendo de €, construimos la 2-categoria de ménadas
en €. Tambien hablamos de la adjuncién de 1-celdas para cualquier 2-categoria € y dando por
hecho que la 2-categoria € admite la construccion de algebras establecemos en un teorema
que toda ménada en € esta generada por una adjuncién. Por iltimo, para cualquier ménada
(X, S) exhibimos la existencia salvo isomorfismo de una adjuncién que la genere y ademds
“factoriza” a toda adjuncién que genere a (X, S). Un tratamiento mas amplio de tales ideas
lo encontramos en [4].

La idea de 2-categoria esta inspirada en la estructura algebraica de Cat, no es ninguna
sorpresa que la existencia de la categoria de S-dlgebras X*° [5] haya inspirado la definicién de
cuando una 2-categoria € admite la construcciéon de algebras. Empezamos el tercer capitulo
con la demostracion de que Cat admite la construccion de dlgebras. La demostracion de que
hay un isomorfismo 2-natural €(Y, Alge) = €(Y, )Y ) (el 2-funtor de la izquierda es el
resultado de componer los 2-funtores Alge : Mnd(€) — € y €Y, ) : € — Cat; mientras
que el de la derecha es la composicién de los 2-funtores €(Y, )* : Mnd(€) — Mnd(Cat) y
Algcar : Mnd(Cat) — Cat, el primero de estos ultimos serd construido explicitamente), esto
nos permitira concluir que una adjuncién J 4 E en una 2-categoria € es monddica si y sélo si
para cada Y objeto de € la adjuncién €(Y,J) 4 €(Y, E) es monédica.

Las 2-categorias €%, €, y € son construidas en el capitulo cuatro; una adjuncion en la
2-categoria € permite obtener adjunciones en tales 2-categorias. El comportamiento de aque-
llas ménadas que son generadas por una adjuncién nos permite mostrar que cada moénada en
¢ estd generada por una adjuncion bajo el supuesto de que €* admite la construccién de alge-
bras. Ademas, traducimos a la 2-categoria € lo que entendemos por objeto, 1-celda y 2-celda
en algunas de las 2-categorias Mnd(€*), Mnd(€,), Mnd(C), etc para construir el 2-funtor
Alge : Mnd(€) — Mnd(€}): y mostrar que existe un 2-adjunto para tal funtor. Cerramos
este capitulo demostrando que €, admite la construccién de algebras cuando € admite la
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VI INTRODUCCION

construccion de édlgebras y si existen 2-funtores ()% : €, — €, ()op : € — €, tales que
0?P0op =1y 0op()? = 1.

En el capitulo cinco identificamos leyes distributibas con los objetos de Mnd(Mnd(<)),
Mnd(€) es la 2-categoria de ménadas en €, y expresamos mucha de la informacién sobre leyes
distributibas por medio de la observcion de que Mnd es una monada en 2 — Cat. La génesis
de tal tema se desarrolla en [6].

Al igual que en el tercer capitulo, s6lo que ahora las 2-categorias en cuestion son Cat*,
Caty, lo primero que hacemos en el capitulo seis es demostrar que estas 2-categorias admiten
la construccién de algebras.

Hacemos notar que el cuadrado

r L > Cat*(Set, (Xs)po)
T [Cati(Set,Js,,)|P=T"°P
X = Cat*(Set, Xp0)

es un pullback. Aqui, I es la subcategoria plena de Cat*(Set, (Xg)po) que consta de aquellos
funtores U : Set — (Xg)po tal que UlJg,, es representable.
Pero la demostracién de que el cuadrado
X5 i cop

Eg (JQ)UP

X

Cat*(Set, X;0)

es un pullback y que el funtor (J?)° es la composicién de los funtores

Cat*(Set, Js,,)

\ //tset J5po )P

DR

Cat*(Set, Xp0)
sugieren que el cuadrado
X5 Ok ., Cat*(Set,(Xs)po)
Es [Cat:(Set,Js,,)]P=T"
X Cat*(Set, Xp0)

R

también es un pullback. Todos estas afirmaciones forman parte de la demostracién del Teorema6.6
con el cual finalizamos el capitulo.



CAPIiTULO 1

Preliminares.

1. Categorias
Iniciamos dando la definicién de categoria y damos algunos ejemplos.

DEFINICION 1.1. Para definir una categoria C debemos dar cuatro datos.

(i) Una clase |C| cuyos elementos a,b,c, ... serdn llamados objetos de la categoria C.

(ii) Para cada par de objetos a,b, de C; un conjunto C(a,b) cuyos elementos f,g,h,...
serdn llamados morfismos de a en b.

(iii) Para cada tercia de objetos a,b y ¢ de C, una ley de composicion

o:C(a,b) x C(b,c) — C(a,c)

cuya accion sobre la pareja (f,g) se denota como go f o sélo como gf.

(iv) Para cada objeto a de C, un morfismo 1, € C(a,a) llamado la identidad en a.

Ademds debe cumplir con los siguientes axiomas.

Ay : Los conjuntos C(a,b),C(c,d) son disjuntos salvo que a = ¢,b = d.

As : Dados f:a—b,g:b— c,h:c— d, entonces h(gf) = (hg)f (Ley asociativa para
la composicion).

As : Para cualesquiera morfismosf : a — b,g : ¢ — a, se tiene que flya = f,1l,g = ¢
(Existencia de identidades).

DEFINICION 1.2. Una categoria C es pequena cuando la clase |C| de sus morfismos es un
conjunto.

DEFINICION 1.3. Decimos que un morfismo f: A — B en C es un isomorfismo (o inver-
tible o unidad) si existe un morfismo g: B — A tal que gf = 14, fg = 1p. Si tal g existe, es
tinico y escribimos g = f~1. Dos objetos A y B son isomorfos en la categoria € si existe un
isomorfismo e : A — B; escribimos A = B.

Esta relacién tiene nombres especiales en diferentes categorias (correspondencia uno a
uno de conjuntos, isomorfismos de grupos, homeomorfismos de espacios topoldgicos ) pero es
importante observar que es un concepto categorico.

Ejemplos de categorias.

EJjEMPLO 1.4. La categoria Set de conjuntos y funciones.

EJjEMPLO 1.5. La categoria Top de espacios topologicos y funciones continuas.
EJEMPLO 1.6. La categoria Grp de grupos y homomorfismos.

EJEMPLO 1.7. La categoria Ab de grupos abelianos y homomorfismos.

EJEMPLO 1.8. La categoria Dy, de espacios vectoriales sobre el campo K y transformaciones
lineales.

EJjEMPLO 1.9. La categoria R-Mod de mddulos izquierdos sobre un anillo R y los mor-
fismos entre ellos.
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EJjempLO 1.10. Para cualquier grupo G, la categoria Cg consta de solo un objeto, al que
llamamos 0. Definimos C;(0,0) = G, esto es , el conjunto de morfismos es justamente el
conjunto subyacente de G. Composicion de morfismos es la multiplicacion del grupo. Ya que
cada elemento del grupo tiene inverso, vemos que cada morfismo de Cg es un isomorfismo.
Un grupo es asi una categoria con un objeto, en la que cada morfismo es una unidad.

EJEMPLO 1.11. Sea S un conjunto preordenado. Esto es, S es un conjunto con una relacion
< que es reflexiva y transitiva. Formamos la categoria Cg. Primero, los objetos de Cg son los
elementos de S. Segqundo, Cs(x,y) consta de un solo elmento si x < y J es vacio en caso
contrario.

EJjEMPLO 1.12. Dada cualquier categoria C, podemos formar una nueva categoria C°P. Los
objetos de CP son los objetos de C, los morfismos de C°P son morfismos f°P en correspondencia
uno a uno f :a — b— fP : b — a con los morfismos f : a — b de C. La composicion
foPgP = (gf)°P estd definida en C°P exactamente cuando la composicion gf estd definida en
C. Llamamos a C°P la categoria opuesta de €.

DEFINICION 1.13. Un objeto I de C es inicial si el conjunto C(I,X) tiene exactamente
un elemento para todo objeto X de C. Un objeto T es terminal (o coinicial ) si el conjunto
C(X,T) tiene exactamente un elemento para todo objeto X de C.

EJEMPLO 1.14. En la categoria Set, el conjunto vacio es objeto inicial y cualquier conjunto
con un exactamente un elemento es terminal.

EJEMPLO 1.15. En Grp, el grupo con exactamente un elemento es inicial y terminal.
DEFINICION 1.16. Un objeto Z de C es objeto cero si es inicial y terminal.

EJEMPLO 1.17. Las categorias Ab y R-Mod tienen objetos cero. A saber el grupo abeliano
0 con exactamente un elemento, y de manera similar en el caso de R-Mod.

Es facil verificar que cualesquiera dos objetos iniciales en una categoria son canénicamante
isomorfos. Lo mismo sucede si hablamos de objetos terminales u objetos cero.

2. Funtores

El concepto de funtor para categorias juega un papel semejante al que tiene la idea de
funcién para los conjuntos.

DEFINICION 1.18. Si C y D son categorias, un Funtor F': C — D consta de

(i) Una aplicacion |C| — |D| entre las clases de objetos de las categorias; denotamos por
F(a) o sélo Fa a la imagen de un objeto a de C.

(ii) Para cada par de objetos a, b de C una funcion C(a,b) — D(Fa, Fb); la imagen de
un morfismo f € C(a,b) se denota como F(f) o solo Ff.
Ademds se daben cumplir los siguientes axiomas.

(1) Para morfismos f € C(a,b) y g € C(b,c) se tiene F(gf) = F(g)F(f).

(2) Para cada objeto a de C se tiene F'l, = 1pg.

EJEMPLO 1.19. Si consideramos grupos como categorias, los funtores son precisamente
homomorfismos.

EJEMPLO 1.20. S consideramos los conjuntos preordenados como categorias, los funtores
son precisamente las funciones que preservan el orden.
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EJEMPLO 1.21. Ahora describimos un funtor de Grp a Gru. Sea G un grupo. Si G’
es el subgrupo generado por {xyr~ly~Yz,y € G}. Entonces G' es un subgrupo normal de
G llamado el subgrupo conmutador de G. El grupo cociente G,/G' es un grupo abeliano,
llamado el abelianizado de G. Ahora definimos un funtor Abel : Gru — Gru. Si G € Gru,
Abel(G) = G /G, donde G’ es el subgrupo conmutador. Si f : G — H es un homomorfismo,
entonces g = Abel(f): G /G — H,H' es el homorfismo inducido:

g(zG") = (fz)H',z € G.

Esta definicidn tiene sentido ya que fG' C H', y esto hace claramente que Abel sea un
funtor.

EJEMPLO 1.22. El funtor conjunto potencia.
Definimos un funtor P : Set — Set como sigue. Si S € Set,PS = 2°, la coleccion de
subconjuntos de S. Si f : X — Y, Pf =2/ donde 2f(A) = fA,A C X.

Es obvio que P es un funtor.

EJEMPLO 1.23. Un funtor que simplemente olvida parte o toda la estructura de un objeto
algebraico o de otra naturaleza (topoldgico, por ejemplo) es cominmente llamado funtor que
olvida. Asi el funtor que olvida U : Grp — Set asigna a cada grupo G el conjunto UG de
sus elementos (olvidando la multiplicacion y por tanto la estructura de grupo), y asigna a
cada morfismo f : G — G’ de grupos la misma funcidn, considerada sélo como una funcion
entre conjuntos. Asi, tenemos también funtores que olvidan U : D — Ab y U : Top — Set
respectivamente.

EJEMPLO 1.24. Sea C una categoria tal que para cada par a,b de objetos, C(a,b) es un
congunto pequeno. Tenemos para cada objeto a de C el funtor C(a, ):C — Set tal que:

b— C(a, )(b) = C(a,b) Y fib—c=Cla, )(f) =Cla, f),
donde C(a, f) es la funcion definida en h: a — b C(a, f)(h) = fh.

OBSERVACION 1.25. Dados funtores F: A — C, G :C — D, la composicion de funciones

a— G(Fa) y [ GE)),

sobre objetos y morfismos de A define un funtor GoF : A — D, (o simplemente GF') llamado
la composicion de F' con G. Esta composicion es asociativa. Para cada categoria A hay un
funtor identidad 14 : A — A que actia como una identidad para esta composicion.

EJEMPLO 1.26. Sea F : A — C un funtor. La aplicacion F°P : AP — C°P definida por
a— FPq = Fa
[P = FPfP = (Ff)7
es un funtor. Llamamos a F°P el funtor opuesto de F.

DEFINICION 1.27. Sean F : C — D un funtor y x,y objetos de C. Entonces F induce
una funcion Fy : C(x,y) — D(Fx,Fy). F es fiel si cada una de las funciones inducidas es
inyectiva. F' es pleno si cada una de las funciones inducidas es sobreyectiva.

3. Transformaciones naturales

Una transformacion natural es una relacion “especial”entre dos funtores.
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DEFINICION 1.28. Sean F,G : C — D funtores. Un transformacién natural 7 : F — G es
una familia de morfismos

(e : Fe — Ge)
de D indicados por los objetos de C tal que, para cada morfismo f:c— d en C, el siguiente

diagrama

Te

Fe Ge
Ff Gf
Fd Gd

Td

conmuta.

EJEMPLO 1.29. Consideramos la categoria Dy . Supongamos que V' es un objeto de D .
Entonces V* es un objeto de D, donde V* es el espacio dual de las transformaciones lineales
deV a K. SiV es de dimension finita, entonces V' es isomorfo a V*. Similarmente podemos
formar V**, y si V es de dimension finita, V es isomorfo a V**. En realidad, para cualquier
V objeto de Dk, sea v € V, y definimos v € V** como sigue:

o(f) = flv), fevr.
La funcion
ny V-V
definida como:
v (o) = 0

es una transformacion lineal de V. a V**, que es un isomorfismo si V es de dimension finita.
Asi, denotamos por 1p,. : Dg — Dk al funtor identidad y por ** : D — D al funtor dado
por (V') = V** sobre objetos. Si f : V — W, entonces f** es la transformacion lineal

FoE LU s e
definida por
b (F0™)0 = v (f7(6)
donde v*™* : V* — K,¢: W — K, asi que v™* € V**, ¢ € W*, y
ffowr—=vr
estd dada por
o= [ (¢): V- K

tal que:

vi= (f*(¢)(v) = ¢(fv), paraveV .

Tenemos una transformacion natural

*

n:lp, —*

tal que:
Vien(V)=nv
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para cada objeto V' de Dy . La naturalidad de n es la conmutatividad de

V nV; V**

fJ« if**

W ,r]W; W**

para cada f:V — W en Dg.

En el caso donde consideramos 1p, y *
vectoriales de dimension finita, n : 1p, —**
siguiente definicion.

* como funtores sobre la categoria de espacios

es una equivalencia natural, de acuerdo a la

DEFINICION 1.30. Una transformacién natural 7 : F — G es una equivalencia natural o
isomorfismo natural si, para cada objeto a de C, 1, es un isomorfismo. Diremos que F' y G
son naturalmente equivalentes o naturalmente isomorfos.

Dadas categorias C, D y funtores F, G, H:C — D.SiTt: F —- Gy o:G — H son

transformaciones naturales i.e.
F

TP
N

H

C D

La familia de morfismos
((0.7)¢ : Fc — Hc)

donde (0.7). = 0.7¢, son la familia de morfismos de la transformacién natural o.7 : F — H.
Llamamos a ¢.7 la “composicién vertical” de 7 con o. Esta composiciéon “vertical” de trans-
formaciones naturales es asociativa; ademas cada funtor F' tiene una transformacion natural
identidad 1p : F' — F con componentes 1pc = 1p..

Hay también una composicién ”horizontal” de transformaciones naturales. Dados funtores
y transformaciones naturales

F G
/‘\ /’\
A 4 ¢ 7 D
\_/ \_/
F’ el

La transformacién natural 7’ o 7 tiene como familia de morfismos a
((t"o7T)q : GFa — G'F'a)
Donde (7' o 7)q = Tjr,GTo = G'7aTp,- Esta composicién es también asociativa. Ademés tiene

identidades. Si 1¢ : C — C es el funtor identidad para la catagoria C y 1¢ : 1¢ — 1¢ la
transformacién natural identidad para el mismo funtor, tenemos que lcoTr =7y 7ol =17/

LEMA 1.31. (Yoneda). Si K : D — Set es un funtor y r un objeto de D ( para D una
categoria con hom-sets pequenos ), hay una biyeccion

y: Nat(D(r,—),K) = Kr

que manda a cada transformacion natural o : D(r,—) — K a oy 1., la imagen de la identidad.
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DEFINICION 1.32. Un producto fibrado o pullback de
d
lg
a
bxqgd———d
a

b —mMmm

f

b——m

f

en la categoria C es un cuadrado conmutativo

con la siguiente propiedad universal:
sih:c—d, k:c— b son morfismos que satisfacen gh = fk entonces existe un morfismo
unico w : ¢ — b x4 d tal que qw = h y pw = k.

LEMA 1.33. Un producto fibrado de

es unico salvo ismorfismo.
DEMOSTRACION. Consultar [2]. O

DEFINICION 1.34. Sean A y X categorias. Una adjuncién entre X y A es una tercia
(F,G,¢) donde F' y G son funtores

F

X A,

G

mientras que ¢ es una funcion que asigna a cada par de objetos x de X ya de A, una biyeccion
¢ =¢ra:AFz,a) = X(z,Ga)
que es natural en T y en a.

Dada una adjuncién, se dice que el funtor F' es el adjunto izquierdo de G, mientras que
G es llamado el adjunto derecho de F' y se abrevia F' 4 G.
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4. 2-categorias

Sea Cat la clase de todas las categorias pequenas. Sean A, BB objetos de Cat, para funtores
y transformaciones naturales
F

TR

H

A B

hemos definido la composicion “vertical” o.7. Tal composicién es asociativa y tiene unidades.
Es decir, la coleccién de funtores de A en B y las transformaciones naturales entre ellos con
la composicién vertical como ley de composicién es una categoria. Hay también definida una
composicién de funtores la cual es asociativa y tiene identidades para cada objeto A de Cat.
Lo mismo sucede con la composicién horizontal de transformaciones naturales. Pero lo que sale
a relucir es la relacién que existe entre la composicién vertical y horizontal de transformaciones
naturales que es la siguiente:

Para funtores y transformaciones naturales

F F’

“The N el
v 5 U
DGASF A A

H H'

A C

se satisface
(Boo)(aoT)=(f.a) o (0.7) .

Todas estas observaciones serdn aclaradas a la luz de la definicién de 2-categoria, pues en
esencia Cat es el estereotipo de tal concepto.

DEFINICION 1.35. Una 2-categoria € consta de:

(i) Una clase Ob(€) cuyos elementos A, B, C, ... serdan llamados “objetos de la 2-categoria
¢
(ii) Para cada par de objetos A, B de €, una categoria €(A, B). Los objetos de €(A, B) son
llamados 1-celdas o 1-morfismos de € con dominio A y codominio B; escribiremos
f A — B para decir que f es un objeto de €(A, B). Las flechas de la categoria
¢(A, B) son llamadas 2-celdas 6 2-morfismos de €; para f y g 1-celdas con el mismo
dominio y codominio, escribimos « : f = g para indicar que « es una 2-celda con
dominio f y codomio g; composicion en €(A, B) (i.e. composicion vertical de 2-
celdas) es denotada por “.” (asi la composicion de a: f = g y 3 : g = h es denotada
por B.a) y la identidad de f es denotada por ids o simplemente 1.
(iii) Para cada A de €, un objeto de €(A, A) llamada flecha identidad 14 : A — A.
(iv) Para cada triple de objetos A, B,C de €, un funtor de composicion
oaBc €A B)xEB,C)— CACQC).
Denotamos la composicion horizontal de 1-celdas (o) simplemente por yuxtaposicion
i.e. gf = oapc(f,9), en el caso de composicion horizontal de 2-celdas tendremos
af = o4 oo, B). Funtorialidad de os g o equivale a:
la composicion de 1-celdas
f:tA—-B,g:B—-C+—gf:A-C

y las dos composiciones de 1-celdas con 2-celdas:
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f hf
T h TS
AW p e 4Tl e
g hg

f /QN /g_f\
A——p e — 4@ e

donde hoo = oa g c(o, 1), Bf = caB,c(1f,8) y en la situacion

f h
el diagrama
hf —"*— hg
Bf l lﬁg
if ig

1o’
conmuta en la categoria €(A,C). De hecho tenemos que (o (composicion horizontal
de 2-celdas) es la diagonal comin del diagrama anterior, i.e.

(Bg)(ha) = (i) (Bf)-

Nos referimos a instancias del diagrama conmutativo como casos de naturalidad
interna, o mds especificamente, naturalidad de 3. Ademds en el caso del ejemplo es-
tereotipico de la 2-categoria CAT (el cual daremos mds adelante), la conmutatividad
del diagrama es consecuencia de la naturalidad de la transformacion natural (.

Dados f,g,h:A— B,i,j,k: B— C;
f i
AmBmC
NI N Y
h k
tenemos

y en la situacion
/fN /hN
tenemos

hlf = lhf = lhf.
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(v) Con 14,1p las 1-celdas identidad, y

fla=fiala=a,1pf = f,1pa=a
(vi) Para cualesquiera objetos A, B,C, D de €, el diagrama de funtores

°4,B,c*1e(c,D)

¢(A, B) x ¢(B,C) x €(C, D) ¢(A,C) x €(C, D)

leca,B)X°B,c,D °A,C,D

¢(A, B) x ¢(B, D) ¢(A, D)

OA,B.D
conmuta.

FEsta condicion es la asociatividad de la composicion orizontal y puede ser expresada
equivalentemente como sigue: en la situacion

f h J
7 T\l T T
A e _B_ 8 _C_ I _D
K3
tenemos

j(ha) = (jh)e, §(BF) = (IB) S, (vh) | = v (hf).
Ejemplos de 2-categorias.

EJEMPLO 1.36. El ejemplo estdndar de 2-categoria es CAT; sus objetos son todas las
categorias, 1-celdas todos los funtores, y 2-celdas todas las transformaciones naturales.
De igual forma tenemos a SET la categoria de todos los conjuntos y Cat (sub-2-categoria de
categorias pequenas).

EJjeEmpPLO 1.37. El ejemplo trivial de 2-categoria es considerar cualquier categoria como
una 2-categoria con solamente 2-celdas identidad.

EJEMPLO 1.38. Tomando una 2-categoria fija €, tenemos una 2-categoria End€ :
sus objetos son endo-2-funtores F : € — &€, sus 1-celdas son transformaciones 2-naturales
n:F = H y sus 2-celdas son modificaciones p : 1 — & (los términos 2-funtor, transformacion
2-natural y modificacion serdn definidos mds adelante).

EJEMPLO 1.39. La 2-categoria Ord, la cual tiene como objetos comjuntos parcialmente
ordenados (X, <), 1-celdas

(X, <) (Y, <)
son funciones mondtonas y 2-celdas
f
T\
X_ <Yy
Y

f<geVreX(f(x) <g(x)) son desigualdades puntuales.
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EJEMPLO 1.40. Para una categoria A, la categoria coma CAT \ A : un objeto de la cual
es una categoria B junto con un funtor F : B — A y una 1-celda de (B,F) a (C,G) es un

funtor T : B — C tal que
N e

C

conmuta. Las 2-celdas 7 :T = S : B — C, son las transformaciones naturales 7 : T = S para
las cuales Gt = 1p.

EJEMPLO 1.41. A partir de una 2-categoria € construimos la 2-categoria €. Los objetos
de €% son los objetos de €, las 1-celdas de € son 1-celdas f* : B — A, en correspondencia uno
auno f: A— Bw— f* con 1-celdas de € y las 2-celdas de & son 2-celdas o* : g* = f*, en
correspondencia uno a uno o : f = g — o* con 2-celdas de €. La composicion f*g* = (gf)*
estd definida en € exactamente cuando la composicion gf estd definida en €. La composicion
horizontal y vertical de 2-celdas se definen de manera semejante. Desde luego, tenemos la
2-categoria €, cuyos objetos y 1-celdas son las de &, mientras que sus 2-celdas son las 2-celdas
de € “invertidas”. Por ultimo, se tiene la 2-categoria € cuyos objetos y 2-celdas son las de
&€, mientras que sus 1-celdas son las 1-celdas de € “invertidas”.

EJEMPLO 1.42. A partir de 2-categorias dadas € y D construimos una nueva 2-categoria
¢ x D, llamada el producto de € y D, como sigue. Un objeto de € x D es un par (C, D) de
objetos C de € y D de ©; una 1-celda (C,D) — (C',D') de €x D es un par (f,g) de 1-celdas
f:C—C yg:D— D;una 2-celda (f,g9) — (f',g) de € x D es un par (o,7) de 2-celdas
o:f=fy1:9= ¢ La composicion de 1-celdas

(f,9) (f".9")

(A, B) (C,D) (C',D")

estd definida en términos de la composicion en € y ® por
(f9)(f9) = (1. 9'9)
la composicion vertical de 2-celdas
(f,9)
(o,7) § (r91)

(f2,92)

(A, B) (C,D)

estd definida en términos de la composicion en € y ® por
(01,71).(0,7) = (01.0,71.7) ;
la composicion horizontal se define de modo semejante.

EJEMPLO 1.43. La 2-categoria Cat consta de:

(i) La clase |Cat| de todas las categorias pequenas.
(ii) Para cada par de objetos A, B de Cat la categoria Cat(A,B) tiene como 1-celdas
a todos los los funtores de A en B, para F,G 1-celdas de Cat(A,B) el conjunto
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Cat(A, B)(F,G) tiene como elementos a las transformaciones naturales de F' en G.
Finalmente, para cada tres objetos F,G y H, la funcion composicion

rau: Cat(A,B)(F,G) x Cat(A,B)(G,H) —— Cat(A, B)(F,H)
estd definida por .pc.u(7,3) = B.7 tal que (5.7)q = BaTa-

(iii) Para cada A objeto de Cat, 14 : A — A es el funtor identidad.
(iv) Para cada tres objetos A, B y C de Cat el funtor composicion

oaB,c: Cat(A,B) x Cat(B,C) — Cat(A,C)
se define como
oapc(F,G)=GF oapc(T,a) =aorT

donde (a0 T)q = ap,GTq.
En el caso de la composicion de 2-celdas denotamos aoT simplemente como art.
(v) Para 14,1p las 1-celdas identidad, y

tenemos
Fl,=F, Tlg=r, 1gF =F, lpr =1.
(vi) Para cualesquiera objetos A, B,C y D objetos de Cat, el diagrama de funtores

04,B,cX1cat(c,D)

Cat(A, B) x Cat(B,C) x Cat(C,D) Cat(A,C) x Cat(C, D)

lca(a,B)X°B,C,D °A,C,D

Cat(A, B) x Cat(B, D) Cat(A, D)

©A,B.D
conmuta.

Sabemos que un funtor relaciona a dos categorias en el sentido de que asigna objetos
a objetos y morfismos a morfismos, ademés de preservar composiciones e identidades. Para
el caso de 2-categorias definimos la idea un poco més elaborada de 2-funtor tomando como
modelo a la idea de funtor.

DEFINICION 1.44. Dadas 2-categorias €,D un 2-funtor F : € — D consta de:

(i) Una aplicacion Ob(€) — Ob(D) (también denotada por F), escribimos F(A) o sen-
cillamente F A para el objeto asignado a el objeto A.
(ii) Para cada par de objetos A, B de €, un funtor

FaB: ¢(A,B) - D(FA,FB)



12 1. PRELIMINARES.

Escribimos F f para Fa p(f), y Fo para Fap(a); asi para

tenemos
Ff

T A
FA Fa FB
tc~— 7
Fg

La funtorialidad de Fa g es expresada por las identidades
F(ly) =g F(Ba) = F(B)F(a).

(iii) Para cada objeto A de €, 1r4 = F(1a).
(iv) Para cada triple de objetos A, B,C de €, la siguiente igualdad de funtores

(crarBrc)o(FapxFpc)=(Fac)o(oaB,c)

De manera equivalente tenemos que

¢(A, B) x ¢(B,C) Ane ¢(A,C)
FA,B XFB,Ci lfA,c
D(FA, FB) x D(FB, FC) —————— D(FA,FC)

conmuta.

Para f: A— B y h:B — C, tenemos la igualdad FhF f = F(hf). Ademds

en la situacion

f h
A o> B  I8.C
Y ~ 7~

tenemos las siguientes igualdades

FhFa=F(ha) y FBFf=F(Bf).

Un 2-funtor de gran utilidad y que utilizaremos frecuentemente en nuestro trabajo tiene
la caracteristica de estar construido de una forma muy “natural”, en detalle:

OBSERVACION 1.45. Sea € una 2-categoria tal que para cada par A, B, €(A, B) es una

categoria pequena, por tanto un objeto de la 2-categoria Cat. Tenemos para cada objeto A de
¢ el 2-funtor

¢(A, ): € — Cat
que consta de:

(i) La funcion objeto Ob(€) — Ob(Cat) (también denotada por €(A, )) dada por:
B~ €(A, )(B)=¢(A,B)
(ii) Antes de definir al funtor
(A, )pc:€(B,C) — Cat(€(A,B),C(A,C))
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primero hallemos los candidatos

(4, )(f)

TN

(A, WA, )
oA, )9)

en Cat(€(A, B),E€(A,C)) que asignara dicho funtor a

en €(B,C).
Sea f: B — C una 1-ceda en €; veamos que

C(A, f): €(A,B) — €(A,0)
definido como:
i:A— B— €A f)i)=fi
a:i=j— CA fla)=fa
es un funtor.
Yo que para

%

ol E
W

J

A B

tenemos
(A, f)(B.a) = f(B.a) = fB.fa=C(A, [)(B).E(4, f)(a) .
y dado que para

se satisface
A, )l = fl=1p = Leaygy -

entonces €(A, f) : €(A, B) — €(A,C) es funtor.
Por otra parte, si

es una 2-celda en € obtenemos la aplicacion

C(A,0):C(A, f) — €(4,9)

13
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definida como:
h:A— B~ €(A,o0)(h)=0ch .

Ya que en el diagrama

h f
/‘\ /\
A all B ol C
\_/ \__/
k g

se ilustra que ga.ch = ok.fa, en consecuencia el cuadrado

(Ao
(A, ) —2 (A, g)h
(AN ¢(A,9)x
¢4, fk (A, g)k

_
C(A,0)k

es conmutativo para

en €(A, B). En otras palabras, tenemos que €(A, o) es una transformacion natural.
Una vez dado nuestro primer paso, para cada par de objetos A, B de € tenemos
que

C(A4, )pc:¢(B,C)— Cat(C(A,B),C(A,C))
definido como:

f= €A, )pc(f)=CA,f)
o— €A, )pclo)=¢€(A,0)

es un funtor. Escribimos €(A, )(f) para €(A, )p.c(f), y€(A, )(o) para (A, )pc(o).
Mostremos que tal afirmacion es verdadera. Por ser €(A, f) funtor y €(A, o)
transformacion natural, €(A, )p,c estd bien definido.
Sean

en €(B,C). Parai: A — B tenemos
C(A,1.0)i = (0.7)i = Ti.oi = €(A, 7)i.C(A,0)i .

Ademds, para el funtor €(A, f) tenemos que lg(a,5)(i) = 1y;; pero como
(A, 1y)i = 150 = 1p; entonces 1ga,5) = €(A, 15). Por lo tanto €(A, )p,c es funtor.
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(iii) Sea B un objeto de €. Asi, para

tenemos que
C(A,1gp)h=1gh=h y €A/ 1pla=1pa=«
De modo que
€(A,1B) = lga,B) -

(iv) FEs facil mostrar que la siguiente igualdad de funtores

(A, )B,po(oB,c,D) = o¢A,B),eA,C)ecA,D) ° (E(A, o XA, )cp)

se cumple.
Por lo tanto €(A, ) es 2-funtor.
En el mismo contexto tenemos el 2-funtor contravariante, para cada objeto A de
¢*
¢(,A):¢* - Cat .

Sea f*: B — C la I-celda en € correspondeinte a la 1-celda f : C' — B en €. Es
sencillo verificar que la aplicacion

¢(f*,A): €(B,A) — €(C, A)

dada por
i C(fA)) =if y a— C(f* A)(a) =af
es un funtor.
Mediante una rdpida inspeccion se observa también que para cualquier 2-celda

o f*= g* la aplicacion

C(o,A) : €(f* A) = €(g*, A)
tal que

h+— €(o,A)(h) = ho

es una transformacion natural.
En pocas palabras, el 2-funtor €( , A) : € — Cat estd definido como:

B—¢( ,A)(B)=¢(B,A)
fr= €L A7) = €(f, A)
o€ ,A)(o) =C¢(0,A) .

EJEMPLO 1.46. Dados 2-funtores F : € — D y G : & — D' construimos un nuevo 2-funtor
FxG:€xD — € xD definido explicitamente sobre objetos, 1-celdas y 2-celdas como:

(C,D)— (FxG)(C,D)=(FC,GD)

(f,9) = (FxG)(f.9) =(Ff,Gg)
(o,7) — (F xG)(o,7) = (Fo,GT) .



16 1. PRELIMINARES.

Dados 2-funtores F : % — €, G : € — ®, la composicién de aplicaciones
GF : Ob(A) — Ob(D) y para cada par de objetos A, B la composicién de funtores
GrarBFap AU A,B) — D(GFA,GFB) define un 2-funtor G < F : A — © (o sencillamente
GF) llamado la composicién de F con G. Esta composicién resulta ser asociativa. El 2-funtor
identidad 1¢ : € — €, donde cada 1-celda de la definicién es una identidad, asi mismo para
cada 2-celdas, funciona como la identidad para la composicién de 2-funtores.

La ténica de nuestro trabajo continta siendo “generalizar” conceptos categéricos a
2-categorias. Toca turno a las transformaciones 2-naturales.

DEFINICION 1.47. Dadas 2-categorias €, y 2-funtores F,G : € — D, una transformacion
2-natural ¢ : F = G consta de:
(i) Una familia (¢pa) acone) de 1-celdas ¢pa : FA — GA.
(ii) Para cada 1-celda f: A — B en €, tenemos que Gfpa = ¢pF f, es decir naturalidad
en el sentido ordinario

FA— . gA
Ff Gf
FB GB
B
(i) Siempre que
f
TN
A 1l B
~___7
g
esté en €, entonces
Ff gf
A 5 A s
FA Fal FB—GB = FA——GA Gal GB
~_ 7 D 4
Fg gg

esto lo podemos visualizar en la siguiente igualdad de diagramas en ®

FA o4 GA FA o4 GA
Fg <7-_a <:>]—'f gf = Ff Gg <ga <:>Qf
FB . gB FB . gB

y nos referimos a esta propiedad como 2-naturalidad.

OBSERVACION 1.48. Ahora consideramos transformaciones 2-naturales entre 2-funtores
H,H : A x &€ — D. Sea v una aplicacion que asigna a cada par de objetos A de A, C' de €
una 1-celda

v(A,C): H(A,C) — H'(A,C)
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en ®. Decimos que 7y es 2-natural en A si para cada C' de € las componentes v(A,C) para
toda A definen una transformacion 2-natural

7(,C)H(,C)= H'(,C)

entre los 2-funtores A — ®. Es realmente sencillo verificar la validez del siguiente “enuncia-
do”:

Para los 2-funtores H,H', la aplicacion vy (descrita en el pdrrafo anterior) es una trans-
formacion 2-natural si y solo si v(A,C) es 2-natural en A para cada C de € y es 2-natural

en C para cada A de 2.

Describimos a grandes rasgos la composicion horizontal y vertical de transformaciones
2-naturales y como estas satisfacen la propiedad asociativa y poseen identidades.
Dadas 2-categorias €, ® y 2-funtores 7, G, H: € —-9D.Si¢p: F -Gy :G — H son

2-transformaciones naturales i.e.

F

~ole
~_ vt 7

H

¢ D

La familia de 1-celdas

(Wep)o : FC — HC)

donde (1.¢)c = Y¢c.pc, son la familia de 1-celdas de la 2-transformacién natural ¢.¢ : F — H.
Llamamos a v . ¢ la “composicién vertical” de ¢ con 1. Esta composicién “vertical” de
2-transformaciones naturales es asociativa; ademas cada 2-funtor F tiene una 2-transformacién
natural identidad 17 : F — F con componentes 1C = 1£¢.

Hay también una composicién “horizontal” de transformaciones 2-naturales. Dados
2-funtores y transformaciones 2-naturales

F g
/"\ /‘_\
A ol ¢ 1l D
~_ 7 ~____7
F G’

La 2-transformacién natural v < ¢ tiene como familia de 1-celdas a
((v<ap)a: GFA — G'F A)

Donde (y<@)a = vraGda = G dpayrq. Esta composicién es también asociativa. Ademés
tiene identidades. Si 1¢ : € — € es el 2-funtor identidad para la 2-catagoria €y 11, : 1¢ — l¢
la 2-transformacién natural identidad para el mismo 2-funtor, tenemos que 11, <¢ = ¢ y
v <1y, = 7. En particular la composicién horizontal

F g H
A 1rd ¢ 4 D 1xl ¢
F G’ H
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es también escrita como

y denotada por H~.F.
Tenemos el simil de isomorfismo natural de funtores para 2-funtores.

DEFINICION 1.49. Sean F, G : € — D 2-funtores. Diremos que F y G son 2-naturalmente
equivalentes o 2-naturalmente isomorfos si existen transformaciones 2-naturales

F

m\
N

_’F

¢

D

tales que
Pp=1y d.¢ =1

Al trabajar con transformaciones 2-naturales la idea de modificacién nos sera de gran
utilidad. Definimos lo que es una modificacién y describimos detalladamente la composicién
vertical de modificaciones, observando que para definir la composiciéon horizontal de modifi-
caciones el tratamiento es muy semejante.

DEFINICION 1.50. Dadas 2-categorias &, £, 2-funtores L, M : & — £, y transformaciones
2-naturales ¢, : L = M, una modificacion v : ¢ — ¢ consta de:

(i) Una familia (va)acons) de 2-celdas va : g4 = 4 tal que:
(ii) para cualquier 1-celda f : A — B en R tenemos

da ¢B
LA val MA——= MB = LA LB vl MB
\_/ \_/

Ya vB

Dadas modificaciones

La familia de 2-celdas
((pv)a:oa— aa)

donde (p.v)c = pa.va, son la familia de 2-celdas de la modificacién p.v : 0 — « . Llamamos
a p.v la “composicién vertical” de v con p.
Puesto que para cualquier 1-celda f : A — B tenemos

(pB-vB)Ff = (pF[f).(vBFf)=(Gfpa)(Gfva) = Gf(pava) ,

entonces p.v es una modificacién.
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Sean

modificaciones. Por ser asociativa la composicién vertical de 2-celdas en D(F A, GA) hallamos
que:

(6.(pv))a =0da.(pava) = (6a.pa)va = ((6.p).V)a .

Esto significa que la composicién vertical de modificaciones es asociativa.
Sea

una transformacién 2-natural. La familia de 2-celdas
(1, Li0y = A)

son las componentes de la modificacién 1, : @ — «. En primera instancia, para f : A — B
tenemos

A ap
N Gf Ff N
FA la, | GA GB = FA FB log | GB
\‘/ \/
@A ap

pues por ser « 2-natural, el cuadrado

FA—"—>GA
Ff gf
FB on GgB
es conmutativo. Agregar que en la situacion
g
v
/F\
(63
Pl

tenemos

(lov)a =1g,.va=va
por lo que 1,.v = v. Obviamente también p,1, = p. En resumen, la composicién vertical de
modificaciones es asociativa y tiene identidades.
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Sea H : € — un 2-funtor. Establecemos en el proximo lema la relacién que hay entre la
categoria 2-Nat(€(A, ), H) (las transformaciones 2-naturales son objetos y las modificaciones
son morfismos) y la categoria HA; para lo cual, aclaramos que 2-Nat(€(A, ),H) es una
categoria y después exponemos el lema con su demostracién.

La categoria 2-Nat(€(A, ),H) tiene como objetos a las transformaciones 2-naturales de
(A, ) en H; el conjunto de morfismos 2-Nat(o, 7) consta de las modificaciones de o en 7.

Para cada tres objetos o, T, de 2-Nat(€(A, ),H) la ley de composicién

o

2 — Nat(o,7) x 2 — Nat(t, a) 2 — Nat(o,T)
estd dada por
(v, p) — o(v,p) = pv .
Hemos visto ya que tal composicién es asociativa y tiene unidades para todo objeto « de
2-Nat(€(A4, ), H). Por lo que 2-Nat(€(A, ),H) es una categoria.

LEMA 1.51. (Yoneda para 2-categorias). Si H : € — Cat es un 2-funtor y A es un objeto
de € (la 2-categoria € es tal que para cada par de objetos B, D, €(B, D) es una categoria
pequed ), entonces hay un isomorfismo de categorias

Y 12— Nat(€(4, ),H) = HA .

DEMOSTRACION. Construimos el funtor Y.
En la 2-categoria €, sean las transformaciones 2-naturales y la modificacién

Sabemos que

(oc) v (ve)

para todo objeto C' de €, son familias de 1-celdas y 2-celdas respectivamente en Cat, esto
implica que para cada C objeto de €

Oc Y Ve

son funtores y transformaciones naturales respectivamente. Para el funtor y la transformacién
natural

en Cat, escribimos oy, para (o.)(h) y vep para (ve)(h).
La aplicacién Y : 2 — Nat(€(A, ),H) — HA definida por

o Y(0) = o,

v—Y(V)=va1,
respeta composion e identidades puesto que

Y(pv) = (pv)a(la) = pa(la).va(la) =Y (p).Y (v) ;
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y como o4 es funtor entonces 1, es la transformacion natural identidad de tal funtor, por
lo que

Y(1o) = (15) a1, = (1o)a(la) = 15,1) = 1y (o) -
Asi Y es funtor.

Veamos ahora que a partir de un objeto = y un morfismo ¢ : * — y en la categoria
HA podemos obtener una transformacién 2-natural o, : €(A, ) = H y una modificacién
Vi 1 04 — 0y; lo que nos permitira construir un funtor Y’ : H — 2 — Nat(€(A, ), H) tal que
YY =1yY'Y =

Sea x un objeto de HA. La aplicacién o, p = (04)p : €(4, B) — HB dada por

hHO’xB():( CL')
B 02,(0) = (HB)(z)

donde 0, 4(14) = z, es un funtor puesto que por ser H 2-funtor para

h)(
B)(
h

e T
W

hl

A

B

se sigue que
02,58(7-8) = (H[v.B))(z) = (Hy.HB)(z) = Hy(2)HB(z) = 04,8(7).02,5(5)
y como H(1p) = 1y es la transformacion natural identidad
oz,8(1n) = (H1)(2) = (1nn) () = Ln) @) = Loy ph) -

Al considerar a la familia de 1-celdas
<U$,B >

para toda B en € y que segin

(Hfow)(h) = Hf([Hh(z)) = (Hfh)(2) = 02,c(fh) = (02..E(4, [))(h)
(Hooz,B)(h) = Ho([Hh|(2)) = Hopnye = (Hloh])(h) = (04..E(A, 0))(h)

el diagrama
(A, f)

/,,_.._,_.—-_\\
¢(A, B) ¢(A,0) | ¢(4,0)
_— Y 5
<(A,g)

Ox,B Ox,c

es conmutativo, concluimos que o, : €(A, ) = H es transformacién 2-natural.
Por otra parte. Sea ¢ : x — y en HA, la aplicaciéon v; g : 0, p — 0y p para B objeto de €
definida como
h = vip(h) = (Hh)(i) = (Hh)(v;,4(14))
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nos da una transformacion natural. Tenemos que por ser ‘H 2-funtor el cuadrado

(Hh)(w) S (0 ()

(HB)(=) (HB)(y)

es conmutativo. En otras palabras

%,B(ﬂ)l k%,s(ﬂ)
'

7 ) e

conmuta. Ahora bien, sean la familia de 2-celdas
(vi,B)
para todo objeto B de €y f: B — C una l-celda en €; ya que
(Hfvip)(h) = Hf((HA(@) = (HfHR) (i) = (R[fA])(h) = vie(fh) = (vic€(A, [))(R)
se sigue que el diagrama

Ox,B

¢(A, B) v g HB

Uy,B
€(A,f) Hf

Ozx,c

//dw\
Q:(A, C) Vic I HC
—_—

Oy,c

conmuta. Por lo que v; : 0, — 0, es una modificacién.
No existe dificultad alguna para mostrar que Y/ : H — 2 — Nat(€(A, ),H) definida como

=Y (x)=0, yi:z—y—Y'(i)=y

es un funtor.
Sean
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7, o transformaciones 2-natural y v una modificacién. Para

el diagrama
¢(A,h)
M
€(A, A) ¢(A,8) ¥ ¢(A, B)
w
E(A,R)

TA B

Hh

/«W\\
HA HB U HB
\\w/

HR'

conmuta. i.e.
m8(h) = (Hh)(7a(14))
8(8) = (HB)(1a(14))
Finalmente, por ser v una modificacion el diagrama
TA
¢(A, A) @ HA

oA
¢(A,h) Hh

B

/1/”.\
¢(A,B) vp HB
\_“_,_,/
oB
es conmutativo. Luego

vp(h) = (Hh)(va(la)) -
Sea o en 2-Nat(€(A, ),H). La transformacién 2-natural
Y'Y (o) =Y'(0a(1a)) : €(A, ) = H
es tal que para cada B en € el funtor
o.p:%a,B)—HB
hacemos 04(14) = z, estd definido como

0z,p(h) = (Hh)(2) = (Hh)oa(la) = op(h)
028(8) = (Hh)(2) = (HB)oa(1a) = oB(8) -
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Mientras que para

la modificacién Y'Y (v) = Y'(va1,) = Y'(i) (hacemos i = v41,) es tal que para cada objeto
B de € la transfomacién natural

ViB:0zB — T2 B
esta definida como
vig(h) = (Hh)(va1,) = (Hh)(va(la)) = vg(h) .

Porlo que Y'Y (0) =0 y Y'Y (v) = v. Por lo tanto Y'Y = 1. La demostracién de que YY' =1
es parecida.

g

Por supuesto, para el 2-funtor €( , A) : € — Cat en el mismo espiritu que 1.51 , también
establecemos el siguiente lema cuya demostracién es sustancialmente parecida.

LEMA 1.52. (Dual de Yoneda para 2-categorias). Si H : € — Cat es un 2-funtor y A es
un objeto de € (la 2-categoria €* es tal que para cada par de objetos B, D, €*(B, D) es una
categoria pequena ), entonces hay un isomorfismo de categorias

Y 12— Nat(€( ,A),H) = HA .

En los siguientes capitulos nuestra constante es la idea de 2-adjucién. Damos su definicién
y en el préximo lema establecemos una manera equivalente de difinirla, ésta involucra la
existencia de dos trasformaciones 2-naturales que satisfacen ciertas igualdades triangulares.

DEFINICION 1.53. Sean € y ® 2-categorias. Una 2-adjuncion de € a D es una tercia
(F,U,0), donde F yU son 2-funtores

F Z

C——9—>C;
mientras © es una aplicacion que asigna a cada par de objetos A de €, B de ® un isomorfismo
de categorias
D(FA,B) = C(A,UB)

que es 2-natural en A y en B.

Tanto ©(F, ) como €( ,U) son 2-funtores por ser la composicién de 2-funtores. Aqui los
detalles:

Por (Ff)* entendemos la 1-celda en ©* correspondiente a la la 1-celda Ff en ©. El
2-funtor (F x 1) : €* x D — D* x D es tal que:

(4, B) > (F x 1)(A, B) = (FA, B)

(f,9) = (F x1)(f,9) =(Ff)".9)
(o,7) — (F x1)(o,7) = (Fo,T) .
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Por otro lado, sean
(f,9)
N
(A,B) (o,7){ (A, B
V
(f".9")
en ©* x ©; tenemos al funtor
D(A,9)D(f,B) : D(A,B) = D(A', B') ;
y a la transformacién natural
D(o,7): D(A,9)D(f,B) — D(A,¢")D(f', B)
tal que:
h— ®(o,7)(h) =Tho .
Asi, el 2-funtor Hom : ®* x ® — Cat esté definido como:
(A,B) — Hom(A,B) = 9(A, B)
(f,9) — Hom(f,g) = D(A,9)D(f, B)
(0,7) — Hom(o,7) =D (o,T) .
Luego, el 2-funtor ®(F, ) es la composicién de los 2-funtores

Fx1 Hom

¢ xD D*xD

Cat

que asigna a cada par de objetos (A, B) la categoria ©(F A, B).

El 2-funtor €( ,U) es una composicién semejante de 2-funtores.

Dada una 2-adjuncion, decimos el 2-funtor F es el 2-adjunto izquierdo de U, mientras que
U es el 2-adjunto derecho de F; esto lo denotamos como F - U.

FEn realidad una 2-adjuncion esta determinada por la existencia de dos transfomaciones
2-naturales que satisfacen ciertas identidades “triangulares”. Establecemos esto en el siguiente:

TEOREMA 1.54. Sean €, © 2-categorias y F, U 2-funtores
F u

C——9——C
F es el 2-adjunto izquierdo de U si y sdlo si existen transformaciones 2-naturales
(1) n:1=>UF ye:FU=1
que satisfacen las ecuaciones:
eF Fn=1r Y Ue .U = 1y.
Es decir, las siguientes ecuaciones

1e
¢ = ¢

VR
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nd

1o

se cumplen.

DEMOSTRACION. Sea 7 : 1 — UF definida como:
AHnA:@A(lA):A:>UfA .

Las composiciones

D(FAFf)

T T
D(FA,FA) D(FA Fo)| D(FAFA)
—

D(FA,Fg)

S(AUFF)
m
C(AUFA) C(AUFo) | C(AUFA)
w
C(AUFg)

D(Ff,FA")

T T
D(FA,FA) D(Fo,FA) | D(FA,FA)
—

D(Fg,FA")

C(fUFA)
M
C(AUFA) C(o,UFAN | C(AUFA)
w
E(fUFA"

son iguales por la 2-naturalidad de ©, entonces

UF fna=0O(Fflra) =O0raFf)=naf
UFona =0 (Folra) =0(1lraFo)=nao

por lo que 7 es 2-natural.
La biyecciéon © puede expresarse en términos de n como:

f:FA—B—0O(f) =U(f)na

(2) O-;f:>g»—>@(0):Z/{(0')77A
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esto puede observarse al elegir 1 en el cuadrado conmutativo

D(FA,S)

T T
D(FAFA) D(FA o) D(FAB)
——
D(FA,q9)

C(AUS)

T T T
C(AUFA)  C(AUs)l  €(AUB)
—_—
C(AUg)

La transformacién 2-natural € : FU = 1 es tal que

B ep =03 (lyp) : FUB = B
(3) Y
h:A—UBw— O Yh)=epFh .

Finalmente, para A =UB
lup = ©(©~ ' (lyn)) = Olen) = U(en)us
Esto es, la composicién
U —"=uru sy
es la transformacién 2-natural identidad. La demostracién de que
Frur L

es la transformacién 2-natural identidad es parecida.
Supongamos que existen transformaciones 2-naturales

n:1=UF ye:FU=1
que satisfacen las ecuaciones:
eF.Fn=1Fr Y Ue.nU = 1y.

Sea © : D(F, ) — €( ,U) tal que para cada A de €y B de D, la aplicacién
©aB:D(FA,B) — C(A,UB) esta definida por:

[:FA—B—0ap(f)=U)Na
og:f=9g—04p(c)=U(0)NA

Es inmediato que © 4 p es funtor.
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Por ser n transformacién 2-natural, el diagrama

f
//’M\\
f— 7
g
nA Nar
UFf
/’w’“‘—\
UFA UFo | UFA
\WM
UFg

es conmutativo. En consecuencia

©4,80(Ff,B)(h) = €(f,UB)O s p(h)
©4,8D(Ff,B)(a) =&(f,UB)O 4 5(a)
045D(Fo, B)(h) = €(0,UB)O 4 5(h)

(07

En otras palabras, el diagrama

O(FF.B)
//M\
D(FA,B) D(Fo,B)| D(FA,B)
w
O(F4.B)

O4 B O4,B

&(fUB)
M
(A UB) €(o,UB)|  €(AUB)
w

&(g,UB)

conmuta. i.e. © es 2-natural en A.

La demostracion de que © es 2-natural en C' es semejante. Entonces por 1.48 © es una
transformacién 2-natural.

Sea ©' : €( ,U) — D(F, ) tal que para cada A de € y B de D, el funtor ©/y  :
C(A,UB) — D(FA, B) estéd definido como sigue:

h— egFh

ar—egFa .
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Debido a que F y U satisfacen las identidades triangulares, y por ser € transformacion
2-natural el diagrama

UFh
FuFA” UFal T rus
—
era s
h
k

es conmutativo, entonces
GIAB@A,B(h) = EB}—(UfmA) = hﬁ]-‘AfT]A =h
Oy pOaB(a) = epFUans) = aeraFna = a .

Es decir, @;LB@AB = 1. La prueba de que @A,BGZA,B =1 es analoga.
Por lo tanto F 4 U.
O

A la transformacién 2-natural 7 la llamamos unidad, y a la transmacién 2-natural € la
counidad de la 2-adjuncién.

COROLARIO 1.55. Cualesquiera 2-adjuntos izquierdos F, F' de un 2-funtor U : © — €
son 2-naturalmente equivalentes.

COROLARIO 1.56. Cualesquiera 2-adjuntos derechosU, U’ de un 2-funtor F : € — D son
2-naturalmente equivalentes.



CAPiTULO 2
Moénadas con respecto a una 2-categoria

Nuestra primera tarea en este capitulo serd construir una nueva 2-categoria Mnd(€) par-
tiendo de una 2-categoria €. Los objetos de esta nueva 2-categoria Mnd(€) son llamados
monadas; sus 1-celdas, funtores de ménadas y sus 2-celdas, transformaciones de funtores de
monadas. Términos que definimos ahora.

DEFINICION 2.1. Una mdnada (X,S) consta de un objeto X, una I-celda S : X — X,
y un par de 2-celdasn : 1 =S, p: 88 = S (llamadas la unidad y la multiplicacion de
la monada, respectivamente; los mismos simbolos son usados para todas las ménadas) que
satisfacen los diagramas conmutativos

Sn nS Sp

S SS S 558 — =88
1 " f wS M
s S5 ——

DEFINICION 2.2. Un funtor de mdnadas (U, ) : (X,S) — (Y,T) consta de una 1-celda
U: X —=Y yuna 2-celda ¢ : TU = US,

X Y
S /q5 T
x—7 vy
que satisfacen los diagramas conmutativos
#S
TU TUS USS
nU y
(4) U ¢ TTU Up
% %\
Us TU 5 Uus
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DEFINICION 2.3. Una transformacion de funtores de ménadas o : (U, p) — (U',¢') es una
2-celda o : U = U’ que satisface el diagrama conmutativo

To

TU TU'
¢ o'
US ——5—=1U'S

Antes de pasar a la construccién explicita de Mnd(€) damos la definicién local de ad-
juncién para una 2-categoria y demostramos que a toda adjunciéon podemos asociarle una
moénada.

DEFINICION 2.4. Si E:A— X, J: X — A son I-celdas en € y e: JE — 1,
n:1— EJ son 2-celdas tal que FenE =1, eJ.Jn =1, entonces decimos que J es adjunto
1zquierdo de E en € con counidad € y unidad n, y escribimos J 4 E.

LEMA 2.5. Sean E: A— X, J: X — A 1-celdas en €. Si J es el adjunto izquierdo de E,
con counidad € y unidad 7. Entonces (X, EJ) es una ménada con unidad n y multiplicacion

FEeld.
DEMOSTRACION. Por ser J adjunto izquierdo de F hallamos:

EeJ EJn=E(eJ.Jn)=EJ vy
EeJnEJ = (EenmE)J =EJ .

Ademds, el diagrama

X A X A X A X

ilustra la situacién
EeJ.EJ(EeJ) = E(e.JEe)J = E(ee) =
E(e.eJE)J = EeJ.(EeJ)EJ

Por lo tanto los diagramas

EJn nEJ EJ(EeJ)
EJ EJEJ EJ EJEJEJ EJEJ
1 EeJ 1 (EeJ)EJ EeJ
EJ EJEJ e EJ

son conmutativos.

O

DEFINICION 2.6. Sean (X,S) una ménada y E: A — X, J: X — A I-celdas en € tal
que J 4 E. La mdnada (X, S) esta generada por la adjuncion J 4 E si (X,EJ) = (X, 95).

Hemos llegado a nuestro primer objetivo.
Sea € una 2-categoria. La 2-categoria Mnd(Z) consta de:
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(i) Una clase Ob(Mnd(€)) cuyos objetos (X,.S) son ménadas en €.
(ii) Para cada par de objetos (X, .5), (Y, T) de Mnd(€), una categoria Mnd(€)[(X,.S), (Y, T)].
Los objetos de Mnd(€)[(X,S), (Y,T')] son funtores de ménadas; para

(U,9)

/\

ol
U

(U2,¢2)

(X, 5) (Y, T)

en Mnd(€)[(X,S5),(Y,T)], la composicién o con o1 es 01.0 (composicion vertical en
¢), por lo que también denotamos por “.” ala composicién en Mnd(€)[(X,S), (Y, T)].
Como €(X,Y) es una categoria entonces Mnd(€)[(X,S), (Y,T)] es una categoria.
(iii) Para cada objeto (X, S) de Mnd(€), 1(x sy = (1x,1s) : (X, S) — (X, 95)
(iv) Para cada tres objetos (X, S), (Y,T),(Z, W) de Mnd(€) el funtor composicién

(X,8),(Y,T),(Z,W)
Mnd(€)[(X,S), (Y, T)] x Mnd(&)[(Y,T),(Z,W)] Mnd(€)[(X,S),(Z,W)]

esta definido como

(U, ), (V,¥)] — ox.9),(v,1),zm) (U, 0), (V, )] = (VU,VopU)

(0,7) — o(x,9),(v:1),(zw) (0, T) = °ox,v,2(0,T)

Denotamos la composicién horizontal de 1-celdas (¢) simplemente por yuxtapo-
sicién i.e. (V,9)(U,9) = ox.9),v.r),zw) (U, 9), (V, )], en el caso de composicién
horizontal de 2-celdas tendremos 700 = ox )y 7 (o,7).

Por (1.35), (iv) o(x,s),(v;1),(zw) es funtor.
(v) Por (1.35), (v) y el anterior inciso, para 1(x ) = (1x,1s), lv;r) = (ly,1r) las
1-celdas identidad, y

U.9)
N
(X, 9) ol (Y, T)

~_
(U1,61)

tenemos

(U, Plx,5) = (U,9), oolixg =0, lynUe) =U9), lyroo=o.
(vi) Para cualesquiera objetos (X, 5),(Y,T), (Z,W), (Q, R) el funtor obtenido de la com-
posicién de O(X,S),(Y,T),(Z,W) X 1Mnd(€)[(Z,W),(Q,R)] con O(X,S),(Z,W),(Q,R); es también
el resultado de componer 1,7,q(¢)((x,5),(v.T)] X O(V.T),(Z,W),(Q,R) COR O(X.5),(Y.T),(Q,R)
A cada objeto A de € podemos asignar un objeto de Mnd(€), lo mismo es posible para
1-celdas y 2-celdas. Es posible ir en direcciéon contraria, asignar objetos, 1-celdas y 2-celdas de
¢ a objetos, 1-celdas y 2-celdas de Mnd(€). Hacemos esto con la construccién de los 2-funtores
Ince y Undg respectivamente. Por tltimo establecemos que Undg - Inceg.
Dada cualquier 2-categoria Incg : € — Mnd(€) denota el 2-funtor inclusién, el cual
estd definido de la siguiente maneras:
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X — Ince(X) = (X, 1x)
U: X —-Y —Ince(U)=(U,1p)
0:U=U+ Incg(o) =o0.

Es facil mostrar que Incg es un 2-funtor.
Sea € cualquier 2-categoria, Undg : Mnd(€) — € denota al 2-funtor que olvida, el cual se
define como :

(X, S) — Unde[(X, S)] = X
U, 0): (X,5) = (Y,T) = Unde[(U,¢)] = U
o:(U,¢)= (V,¢) — Undec(o) = 0.

Mostrar que Undg es un 2-funtor es un ejercicio de rutina.

TEOREMA 2.7. El 2-funtor que olvida es el 2-adjunto izquierdo del 2-funtor inclusion de
¢ en Mnd(C).

DEMOSTRACION. Tenemos transformaciones 2-naturales
1Und¢ : Und¢ — UndQ Y ljnCC : ITZCQ - IHCQ N

definidas como:
Londe (X, 8) =1x ¥ line(X) = (I1x,11y)

Identificamos a quien serd la unidad de la 2-adjuncion.
La transformacién 2-natural ¥ : 1 — InceUndg, para cada (X, S) estd definido por

E(X,S) - (LUS) : (Xv S) - (X71)

Por ser (X, S) una ménada ¥x gy es funtor de ménadas.
Sean
U,9)
/"‘\
(X, 5) ol Y. T)

\’/
(U1,91)

en la 2-categoria Mnd(€). La conmutatividad (garantizada por ser (X,S) una ménada) de

S
(x,8) 2 (x,1)
(U,9) U1
(v, 1) (v 1)
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junto con la siguiente igualdad

(U,9) (U,1)
T T (197) (11%) T
(X,8) ol (V,7) ¥,1) = (5,8 (X1 ol (V1)
\_/ \__’/

(Ur,¢1) (U1,1)

nos dicen que Y es en realidad una transfomacion 2-natural.

Ahora bien, la transformacién 2-natural A : UndgInce — 1 tal que Ax = 1x para cada X
de €, serd la counidad de la 2-adjuncién.

Sea (X, S) en €, para hallar (Und¢Y)(x,5) consideramos

UndQZ ].UndrI’I’LCQUndQ
UndeInceUnde =

Und€1Mnd(€) Und@InCQ‘UndQ‘
que evaluado en (X, S) nos permite obtener

nde (1,05 1unag (X,1)
Unde(X, ) — 90T rnde(X, 1) ——

UndQ(X, 1)

por lo que (UndeX)(x,9) = Lx1x = 1x.
Por otra parte, para calcular (AUndg)x,s) tenemos que considerar la composicién

Undg Ince (lyna, ) AUndg
UndeInceUnde ——— S UndgInceUndg nde 1eUndg

an, (AUndQ‘)(Xﬁ) = 1X1X = 1)(.
Entonces (AUndg)(x,s)-(UndeX)(x,5) = 1x. Por lo tanto se satisface la igualdad

1

Mnd(€) Mnd(€)
D Undc
Unde Al
¢ n ¢ = lunde
La igualdad

Mnd(€) ! Mnd(€)
S

A} Unde Incc
¢ ¢ = lnee

1

se obtiene de manera semejante.

Damos ahora la definicién méas importante de este trabajo.

DEFINICION 2.8. Una 2-categoria € admite la construccion de dlgebras cuando el 2-funtor
inclusion de € en Mnd(€) tiene un 2-adjunto derecho. Cuando este 2-adjunto derecho existe,
lo denotamos como Alge : Mnd(€) — €; y, para una mdnada (X,S), denotamos Alge(X, S)
como X°.
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De acuerdo con (2.5) a toda adjuncién podemos asociar una ménada. Nos ocupamos ahora
en hallar las condiciones bajo las cuales es posible establecer el reciproco de tal lema.

Sea € una 2-categoria que admite la construcciéon de algebras. Denotamos la counidad
de la 2-adjuncién evaluada en (X, S) por (E®, x) : (X°,1) — (X, S); los diagramas para el
funtor de ménadas (E*, x) son

ES S
Bs — SES SSES X SES
\ X nES X
ES SES ~ ES

Por (3) el 2-isomorfismo natural C(Y, X®) = Mnd(C)[(Y,1), (X, S)] de categorfas estd dado
por

U (ESUXU)
M — T T
Yy e xS — (M) md (XS
1 (ESU1,xU1)

Busquemos 1-celdas J : X — Ay E: A — X, tal que J 4 F sea una adjuncién que genere a
(X,S).
Note que (S, p) : (X,1) — (X, S) es un funtor de ménadas ya que los siguientes diagramas
conmutan
pl

SS

SS51
T e
S roSSS s
k\
SS

S11

i

S1

m S1

por ser (X, S) una ménada. Asi, existe una tinica 1-celda J% : X — X tal que el diagrama

A: X)

(J5,1)
(X°,1)
conmuta en Mnd(€); esto es, S = E3J% y pu=xJ°.

Justificamos por que J° 4 E°.

(BSJSES, uE®%) : (X91) — (X,S) es un funtor de ménadas. Para E¥ : X% — X
tenemos que Ince(E%) = (E®1) : (X°,1) — (X,1) es un funtor de ménadas; ademds,
por ser (X, S) una ménada (ESJ% ) : (X,1) — (X,S) es un funtor de ménadas, entonces
(BSTS, 1n)(E®,1) = (ESJT°E®, nES) es un funtor de ménadas.

Es facil ver que

(ESJSBS xE)
T
X5 I TS
(B x)
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es una transformacién funtor de ménadas, ya que la conmutatividad del diagrama

Sx
SESJSE® SE®
wES X
ESJTSES1 ES1

no es mas que una de las condiciones para que (E°,x) sea funtor de ménadas; asf, hay una
Unica 2-celda

JSES
X5 e X5
\_/
1
tal que

(5) ESe=y.

Por la propiedad universal de (E°, ),
E3(eJ%.J%) = ESe¢J% . ESJ%) = pu.Sn = 1g

lo que implica €J°.J%n = 1s; también ESenE® = y.nE® = 1gs.
Por lo tanto J° -+ E¥.
Se ha demostrado la veracidad del siguiente teorema.

TEOREMA 2.9. 57 € admite la construccion de dlgebras entonces cada monada en € estd ge-
nerada por una adjuncion.

Sean € una 2-categoria que admite la contruccién de algebras y J 4 E una adjuncién
que genera a la ménada (X, S). Terminamos este capitulo estableciendo la existencia de una
1-celda que relaciona la adjuncién J° 4 E® con J 4 E.

TEOREMA 2.10. Si € admite la construccion de dlgebras y la adjuncion J - E genera
la monada (X,S), entonces existe una tnica 1-celda N : A — X5 tal que ESN = E y
ESNeA = ESeN. Ademds, esta N satisface NJ = J° y Ne?t = eN.

DEMOSTRACION. Sean las 1-celdas J : X — A, E: A — X y las 2-celdas
nt:1— EJ, ¢*:JE — 1 (unidad y counidad de J - E).
Veamos que (E, Ee?) : (A,1) — (X, S) es funtor de ménadas.

A X
1 EEA/ EJ
A X
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El diagrama
EJE

P

E Ee4

E1l
conmuta por que J - E.
Tenemos, por otra parte que E1.Ee41.SEe? = Ee*1.SEe! = Ee*1.EJEeA = E(e*1.JEeY) =
E(e%e?) y BEeA uE = Ee* . Ee'JE = E(¢*.e EJ) = E(1e*.¢4JE) = E(e4€?), el diagrama

Ao x o4 Box To0 Py
Sty T A T
14 1a

aclara dicha afirmacién. De modo que la conmutatividada de

Ee?1

_ EJFE1 F11
e
SSE FE1
N
EJE " F1
Fe

se cumple. Como (E, Ee4) es un funtor de ménadas existe una tinica 1-celda N : A — X tal

que
(A1) — (xS
(EﬂEA Asvx)
(X, 5)

conmuta, esto es, tal que ESN = E y Ee? = xN; pero E°(Ned) = Ee! = yN = ES(eN),
entonces por la propiedad universal de (ES ,X) se sigue que N e =eN.

Ademiés, ES(NJ)=EJ =S, x(NJ) = Ee*J = u; ast NJ tiene la propiedad que determina
la unicidad de J°, entonces NJ = J°. Llamamos a N : A — X* la 1-celda comparacién

derecha de la adjuncién J - E. Si tal 1-celda es un isomorfismo decimos que la adjuncién
J 4 E es monadica. g



CAP{TULO 3
Identificacién de X°

Sea la 2-categorfa Cat. Si la categorfa X° existe para una moénada (X, S), estd satisface
un isomorfismo 2-natural
Mnd(Cat)((Y,1),(X,8)) = Cat(Y, X9).
Un objeto de X° es un funtor de la categorfa 1 a X°. Haciendo Y = 1 en el isomorfismo, los
objetos de X serdn funtores de ménadas de (1,1) a (X, S); esto es pares (,&,) donde x es
un objeto de X y &, : St — x es una flecha de X, tal que los diagramas

Nz Ha

rT——> Sz SSx — Sz
) &z S&e &z

conmutan en X. Tomando Y = 2, encontramos que las flechas f : (x,&;) — (y,&,) son flechas
f:x — y tal que el diagrama
Sf

Seg—— 5y

& &y
r———Y

conmuta. Para Y = 3, encontramos que la composicién en X° es la composicién de X. No hay

ninguna dificultad para mostrar que X, cuyos objetos (x, &;) y morfismos f : (x,&,) — (y, &y)

con la composicién antes mencionada, es una categoria. Llamamos a X° la categorfa de

S-algebras. Siguiendo por este camino nos encontramos en condiciones de demostrar que:
TEOREMA 3.1. La 2-categoria Cat admite la construccion de dlgebras.

Sea D : Mnd(Cat) — Cat el 2-funtor que consta de:

(i) La funcién objeto Ob(Mon(Cat)) — Ob(Cat) (también denotada por D) tal que
(X.S) = D[(X, 8)] = X*

(ii) Sean
(U:9)
T
(X,5) ol (Y, T)

~__
(U1,61)

39
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funtores de ménadas y una transformacién de funtores de ménadas. Obtenemos el
funtor D(U, ¢) : X° — YT tal que:

f($7§x)—>(y7§y)'_>D(Ua¢)(f):Uf ;
y la transformacion natural D(o) : D(U, ¢) — D(V, ) definida como
D(o)(x,&) = 02

para cada (z,&,) de X°. Exponemos las razones por la cual tal afirmacién es cierta.
De los diagramas

Nra Uns
Uz TUzx Uz USx
o o ) Uz
USx Uz

el de la izquierda conmuta por ser (U, ¢) funtor de ménadas y el de la derecha tam-
bién conmuta pues no es mas que el funtor U evaluado en la primera identidad de la
S-algebra (x,&,). Combinando ambas identidades llegamos a que U fzqﬁznggﬁ =1.
De las igualdades ¢, ul;, = Upsds: T, (U, ¢) funtor de ménadas),

U&Ups = U&USE, (U aplicado a la segunda identidad de la S-algebra (z,£;)) y
US&hs: = ¢ TUE, (¢ transformacién natural) tenemos

ng(ﬁzﬂ%z = ngUN§¢SxT¢$ =U&USEts5:T 0 = Ulppx TUET ¢

Por lo tanto (Uz, U, ¢,) es T-algebra.
Sea f:(x,&) — (y,&y) en X5 en el diagrama

Uz —2 Uy
b oy
USe —2 L usy
Uty Uy
Ux T Uy

el cuadrado superior conmuta por ser ¢ transformacién natural y el cuadrado inferior
también conmuta por que se ha aplicado el funtor U al cuadrado conmutativo que
define a f, entonces U f es un morfismo en Y. Asi D(U, ¢) estd bien definido.

Si en la categorfa X tenemos

(x7€z) *f> (yafy) *9> (ngz) s
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luego DU, ¢)(gf) =Ulgf) =UgUf = D(U,¢)(g)D(U.¢)(f).

Ademds como 1, = 1(, ¢,y : (7,&:) — (¥,&:), entonces

DU, ¢)(1(3¢,)) = DU, ¢)(1z) = U(1ls) = lvz = L0a,0t06.) = 1DW,¢) (@ 80) >

por lo que D(U, ¢) es funtor.
El siguiente diagrama

TUz — 25 TU
for D1
USy —= > U, S
Uéy U1éa
Ur —— U

es conmutativo; el cuadrado superior conmuta por ser ¢ transformaciéon funtor de
moénadas; mientras el cuadrado inferior conmuta por ser ¢ transformacién natural.
De esta forma D(o)(z,&;) es morfismo de T-algebras, por lo que D(o) estd bien
definida.

El cuadrado

Do(z,£z)

D(Uv ¢)($’§1’) D(U1,¢1)($7§r)

DU,o)(f) D(Ur,¢1)(f)

DU(yyﬁu)

D(Ua ¢)(y7€y) D(U1a¢1)(y?§y)

conmuta para cada f : (z,&) — (y,&y), ya que el siguiente cuadrado

(U&?, U£$¢$) (le, U1§x¢x)
Uu(f) U(f)
(Uya U€y¢y) (Uly’ U1€y¢y)

es conmutativo por ser o transformacién natural. Entonces D(o) es transformacién
natural.
Para cada par de objetos (X, 5),(Y,T) de Mnd(Cat) el funtor

D(X,S),(Y,T) : Mnd(oat)[(Xa S)’ (Y7 T)] - Cat(XS, YT)
estd definido como :

(U <75) HD(XS) (YT)(U ¢) (U ¢)
o= D(xs),vmr(0)=D(o)
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Por ser D(U, ¢) funtor y D(o) transformacién natural D(x g) yv;7) estd bien definido.
Si en la 2-categoria Mnd(Cat) tenemos morfismos

(U, ) —Z= (U1, ¢1) —> (Us, ¢2) ,
entonces
D(o1.0)(x,&) = (01.0)y = 015.0, =
D(o1)(z,&).D(0)(z, &) = [D(01).D(0)](z, &) -

La transformacién natural 1p 4 : D(U, ¢) — D(U, ¢) esté definida como

Ipw,e) (T, &) = 1
Pero, ademas
D(Lyg))(@, &) = D(1v)(z, &) = lu(z) = Lus

Asf D(l(U,¢)) = D(].U) = 1D(U,¢))' Por lo tanto D(X,S),(Y,T) es funtor.
(iii) Considerando a 1(x g) hallamos que

D(1(x5))(x, &) = D(1x,1s)(2,&) = (Ixx, 1x&1sx) = (7,&) ¥

D(1(x,5)(f) = D(1x,1s)(f) = 1x(f) = f

Por lo tanto D(l(X,S)) = 1D(X,S)'
(iv) Para cada tres objetos (X, S), (Y,T),(Z,W) de Mnd(Cat), se satisface la siguiente
igualdad de funtores

(oxsyrzw ) (Dix.s),vr) * Dviryzw)) = (D w)) (ox.9),0vm).zw) )-

Sea [(U,¢), (V,¢)] € Mnd(Cat)[(X, S), (Y, T)] x Mnd(Cat)[(Y, T),(Z,W)].
Asi, tenemos que o(x sy (v.1),(zw) (U, 9), (V, )] = (VU,V¢.©U), entonces para cada
(z,&,.), objeto de X°

DVU,V.oU)(z,&) = (VU VUEV ¢upua).

Ademds D(X,S),(Y,T)(U, ¢) X D(Y,T),(Z,W)(Va p) = (D(U, ¢), D(V, 90)) y
oxsyr gw (D(U, ), D(V,p)) = D(V,¢)D(U, §).

Asf que para cada (z,&,), objeto de X

Por lo que D(VU,V.oU)(z, &) = D(V,¢)D(U, ¢)(z, &)

Para f: (z,&:) — (y,&y) se tiene

D(VU,Ve.U)(f) = (VU)(f) =V(U(f)) = D(V,)(U(f)) = (D(V,$)D(U, $))(f)-
De esta manera D(VU,V¢.oU) = D(V,¢)D(U, ¢).

Al considerar (GvT) : [(U7 ¢)7 (‘/Yv 80)] - [(Uh ¢1)> (V1> @1)]) es decir

U,9) (Vi)
/_“\ —_— T
X9 e DT U (Ew)
(U1,01) (V1,01)
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hallamos que ¢(x s (v,7),(zw)(0,T) = ox,y,z(0,7) = 7o (composicién horizontal de
2-celdas en Cat), entonces D(70)(x,&;) = (70)(x). Donde (70)(z) = 17,4V 04 -
Pero, ademas (D(X75)7(Y7T) X D(Y7T)7(Z7W))(U,7') = (Do, D7) y

oxs yr zw (Do, D) = DTDo (composicién horizontal de 2-celdas en Cat).

Ahora bien, apartir de

D(U,¢) D(Vyp)
/_\ /\
X5 pa yT {pr AL
\_/ \_/
D(Uy,91) D(V1,¢1)

obtenemos

D(V, (p)(DUx) : (Vva VUme¢x‘Pm) - (VU1$7 VU1£IV¢123‘PU1$) Yy

(D7) (Ui, Ur&ep1z) - (VU1z, VULV d12p0,2) — ViU12, VIUL1EVId1a010,2)

por lo que (D7Do)(x,&;) = (D7) (Ury, U1z 12) D(V, 0)(Doy) = T,V 0,. Entonces
D(ro) = DtDo. Por lo tanto se tiene la igualdad de funtores

(oxsyr zw ) (Dx.s).vr) X Dy zw)) = (Dix,syzw)) (ox.s).vm).zw) )-

Por lo que D es un 2-funtor.

Procedemos a describir quienes seran la unidad y la counidad de la 2-adjuncién.

La unidad es la transformacién 2-natural A : IncouD — 1.
En cada (X, .S5) tenemos el funtor de ménadas A(x g) = (B9, x%) : (X9,1) — (X, S) definido
de la siguiente manera:

E3(x,&,) = =, E3(f) = f, Yy X (x, &) = & ¢ Sz — .

Es facil verificar que (E®,x®) es funtor de ménadas.

En Mnd(Cat) sea (U, ) : (X,S) — (Y,T). Obtenemos D(U, ¢) : X° — YT en Mnd(Cat).
Finalmente aplicando Inccg se tiene (D(U,¢),1) : (X®,1) — (YT, 1).

En Mnd(Cat) para las 1-celdas

A

(D(U,$),1)

(X%,1) (¥Y*.1) (Y, T)

hallamos, A,y ¢ (D(U, ¢),1) = (E, xr) o (D(U, $),1) = (E"D(U, ¢),x" D(U, ¢)).
Para el funtor ETD(U, ¢), tenemos

ETD(U,¢)(2,&) = E"(Uz,Ubes) =Uz ¥ ETD(U,¢)(f) = E"(Uf) =Uf.
Ademas, basta observar que D(U, ¢)(x,&;) = (Ux,U&z¢s) con lo que
X'DU, ) (2, &) = X" (Uz,Ubss) = Uatha -
De modo andlago, en Mnd(Cat) la composicién de los funtores de ménadas

(B9 x%) (U,9)

(X5,1) ——= (X, S)

(Y, T)
es tal que (U, ¢)(E®°, x°) = (UE®,Ux®.¢E?), donde para el funtor UE® tenemos

UES(z,&,)=Ux Y UES(f)=Uf.
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Mientras la transformacién natural Ux®.¢E® en cada (z,&,) estd dada por

(UX.9E%)(2,&) = (1lu(E1xs)Ux®) (2, &) (0B TULgs ) (z,&) = U s

Asi, el cuadrado

S S
(xs,1) 2 (x,9)

(D(U,9),1) (U.9)
T 1) —— (Y, T
(Y7,1) e (101)
conmuta.
La composicion horizontal de las transformaciones naturales
(U.9)
ES xS N
xS ) xs) el (D)
\/
(U1,91)

(definida en términos de la composicién horizontal en Cat ), es simplemente
(o) (z,&) = 0p -

Se llevan a cabo pasos similares para obtener que la composicién (ET, XT)D<O', 1) para toda
(z,&) es (BT, xT)D(0,1)(z,&) = (1prD(0,1)) (2, &) = 05
Por lo tanto A es transfomacién 2-natural.

Para cada X € Cat, D[Inccu(X)] = D(X,1x) = X1x.
La categoria XX tiene por objetos (a,1,) con a objeto de X y 1, es la identidad en el objeto
a. Para (a,1,) v (b, 1) en XX tenemos X'X[(a, 14), (b, 1)] = X (a,b).
Sea ¥ : 1 — DInccg tal que, para cada X € Cat, Yx : X — XX es el funtor definido
como Yx(z)=(x,1,) vy Xx(f)=fparaf:z—y.
Es un ejercicio de rutina checar que X es transformacién 2-natural.

Se mostrard que las transformaciones 2-naturales Y y A satisfacen las igualdades trian-
gulares

Cat

Cat !
X U‘ D Incoat
InCCrLt A »U/
Mnd(Cat)

Mnd(Cat) = 1

1

Cat ! Cat = 1p
D x4
A uIMCat D
Mnd(Cat)

N Mnd(Cat)

Para el 2-funtor Incc,: tenemos la transformacién 2-natural 1* : Incog — Incog: definida
para toda X € Cat por 1"(X) = 1(x 1) = (1x, 11).
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La composicién horizontal de 1* y ¥ evaluada en X

1 Incoat
T T //“N
Cat J/ Cat \kj’_? Mnd(Cat)

DiInccgt Incoat
Es la composicion de

Incog S 1*DInceq

Inccatlca PO S Incoar DIncca ———% Incoa DIncca
Es decir
Yx,1 1 1x,
(X, 1) 20U (i 1) XNy )

Entonces (Inccg2)(X) = (1* < X)(X) = 1*DIncoa(X)Incca2(X) = (Xx,1).
Un argumento semejante nos muestra que la composicién horizontal de 1* y A evaluada
en X

Incoat Incoqar D
Cat ¢ Mnd(Cat) M“W’A{LT\ Mnd(Cat)

Incoat w

implica que A1*(X) = Alncoa(X)Incca D1*(X) = (BYx, x1x).
Es trivial que  EXYyx =1x y x'¥ =1z4.

Asi (AInCCat-InCCatE)(X) = (Elx’Xlx)(EX’ 1) = (1X? 1) = 1*(X)
Por lo que AlIncogt « Incogd = 1%,
Como también se satisface la igualdad DA .Y D = 1p, entonces Cat admite la construccion
de algebras.

Sea € una 2-categoria que admite la construccién de algebras. Sean (X,S) un obje-
to de Mnd(€) y Y un objeto de €, luego Alge(X,S) es un objeto de € y por lo tanto
¢(Y, Alge(X,S)) es un objeto de Cat. Por otro lado, (€(Y,X),&€(Y,S)) es un objeto de
Mnd(Cat). Asi, €(Y, X)*¥+5) es un objeto de Cat. ;Cudl es la relacién que guardan los obje-
tos €(Y, Alge(X, S)) y €(Y, X)€>9)?_ Si en lugar de haber iniciado con un objeto en Mnd(€)
iniciaramos con 1-celdas 6 2-celdas tal pregunta sigue teniendo sentido. Respondemos a tal
interrogante en el siguiente:

TEOREMA 3.2. Si € admite la construccidon de dlgebras entonces hay un
isomorfismo 2-natural

¢(Y, Alge) = (Y, )& ).

DEMOSTRACION. Construimos el 2-funtor €(Y, )* : Mnd(€) — Mnd(Cat); la composi-
cién de este con D : Mnd(Cat) — Cat resulta ser el 2-funtor

ey, Y ). Mnd(€) — Cat .

El 2-funtor €(Y, )* : Mnd(€) — Mnd(Cat) consta de:

(i) La funcién objeto Ob(Mnd(€)) — Ob(Mnd(Cat)) (también denotada por €(Y, )*)
estd dada por:

(X’ S) = ¢(Y7 )*(X’ S) = ((Y7X)’(Y7S))

¢(Y, )*(X,S) es una moénada por ser (X, S) ménada y €(Y, ) 2-funtor.
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(ii) Para cada par de objetos (X, S), (Z,W) de Mnd(€) el funtor €(Y, )E‘X 9.2

de la categoria Mnd(€)[(X,S), (Z,W)] en la categoria
Mnd(Cat)[(€(Y, X), )) (€Y, Z),C(Y,W))], estd definido como sigue:

(Y,
U, ¢) = &Y, )ix s),zw) (U, ¢) = (€Y, U), &Y, 9))
g ( ) = (U17¢1) = Q:( ’ )(X,S),(Z,W)(O-) = Q:(K 0') .

Escribimos €(Y, )*(U, ¢) para €(Y, )’("X 9).(ZW) (U ¢), y €Y, )*(o) para
ey, )(X (2, )( o). €Y, )E‘X s),(zw) esta bien definido por ser ¢(Y, ) 2-funtor.
Ahora b1en para o : (U,¢) = (U1, ¢1) y 01 : (Uy, ¢1) = (Uz, ¢2) tenemos que

Y, ) (o1.0) =&Y, 01.0) = €(Y,01).€(Y,0) = &Y, )*(01).€(Y, )*(o) .

W)

Por otro lado, sabemos que 1(77,4) = 1y; de este modo

e(Y,U)

T

(Y, X) cY, 1) Y, 2)

\/

e(Y,U)

estd definida como:
h— €Y, 1)(h) =1h .

Mientras que para ley, y«(uv,¢) = L(ev,v),e(v,¢)) = ley,v), tenemos que

e(Y,U)

T

Q:(Ya X) 1€(Y,U) U’ Q:(Yv Z)

V

eY,U)

estd definida por
h— &Y, U)(h)=Uh .
Ast, €Y, )*(Lwg)) = Legy, )*(u,¢)- Por lo tanto €(Y, )?X,S),(Z,W) es funtor.
(iii) Es facil mostrar que para cada objeto (X,S) de Mnd(€), se tiene

Loy, 1 (x,5) = €Y, )*(I(x,9)) -

(iv) Sean
(U.9) (Vi)
/"“\ /”’”\
(X,8) ol (ZzW) 74 (HP)
\«“‘/ V
(U1,61) (Vi,41)
en la categoria Mnd(€)[(X,S),(Z,W)] x Mnd(€)[(Z,W), (H, P)]. De manera que
tenemos

Q:(K )z(XVS),(H,P) © (O(X,S),(Z,W),(H,P)((Ua ¢)7 (Vvv ¢)) = (Q:(Y7 VU)v Q:(Y’ V¢¢U))
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y la composicién
oe(y, (X, 8),e(y, ) (zw)e, )y p) © (EYs )iy ) zw) X €Y Nizw)m,p)
evaluada en ((U, ¢), (V,1)) es igual a

O¢(y, ) (X,8),Y, ) (zw),ey, ) (a,pP) [(EY,U), &Y, 8)), (E(Y, V), (Y,¥))] =
(@Y, V)EY,U), €Y, V)E(Y,d).E(Y,)e(Y,U)) .

También es cierto que
€Y, )ix.s).m.p) ° (C0x.9),2w),H,pP)(0;T))
es igual a la composicion
oe(y, (X, 8),e(Y, ) (zw)e, yiP)° (EY, )y zw) X €Y' Nizw) mp)
evaluada en (o, 7). Entonces el funtor
(Y, )ix.s),mp) ° (Cx,9),2w),#H,P)
es igual al funtor
Oe(y, ) (X.9),€(v, ) (zw)e, )Py © (CY, )ix gy zw) X CYs Nzwy mp) -

Por lo tanto €(Y, )* es 2-funtor.

En seguida mostramos que Mnd(€)((Y,1), ) = &(Y, (&Y ),

Sean (X, S) y Y, objetos de las 2-categorias Mnd(€) y € respectivamente. Por
ser €(Y, ): € — Cat 2-funtor, (€(Y, X),&(Y,S)) es una ménada en Mnd(Cat).
Un objeto (F,&r) de €(Y, X)€Y consta de objeto F' de €(Y, X) y la 1-celda
¢rp : SF — F, que satisfacen las identidades

F—" eV, 5)F (Y, 8)e(Y, S)F s e(Y,S)F
1 193 &Y, 9)¢r ér
F (Y, S)F F
ér

Las cuales nos garantizan la conmutatividad de los diagramas

SF SF o F
o e
F ¢&r SSF F
\ k
F SF F
192

Por lo tanto (F,&r) : (Y,1) — (X, S) es funtor de ménadas.
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Para cualquier morfismo k : (F,&r) — (G, &g) en la categorfa €(Y, X)Y:9) 1a

conmutatividad de

SF—5% . s¢
&r éa
S G

k
nos dice que k es transformacién funtor de ménadas.
Ast ¢(Y, X)®¥¥%) C Mnd(€)((Y,1), (X, S)).
Es inmediato que Mnd(€)((Y,1),(X,S)) C €(Y, X)&Y>9) también se cumple.
Por lo tanto ¢(Y, X)Y:%) = Mnd(€)((Y,1), (X, 5)).

Sea la 1-celda (U, ¢) : (X,S) — (Z,W) en Mnd(€). Para el funtor
DY, (U, ) : (Y, X)) — ¢(y, Z)¢¥:W)
tenemos que
DE(Y,U), €Y, 9))(F,&r) = (C(Y,U)F, &Y, U)¢r(Y, 9)F) =
(UF,U&poF)
Y
D(EC(Y,U),&(Y, )k =&Y, U)k = Uk
para k : (F,ép) — (G, &g) en €(Y, X)TV5),
Pero, para el funtor
Mnd(€)((Y,1), (U, ¢)) : Mnd(€)((Y,1), (X, 5)) — Mnd(€)((Y, 1), (Z, W))
se tiene que:
Mnd(@)((Y;1), (U, §))K = (U, )k = Uk.
Por lo que
De(Y, )*(U,¢) = Mnd(€)((Y,1), )(U,¢).
Es sencillo mostrar que

D(E(Y, o) = Mnd(€)((Y,1),0)

para cualquier 2-celda o : (U, ¢) = (Ui, ¢1).
Por lo tanto:

Mnd(@)((Y;1), ) =e(Y, )
Ahora procedemos a exhibir un isomorfismo 2-natural
D (Y, )V ) (Y, Alge) .
Tenemos los 2-funtores
(Y, Alge) : Mnd(€) — Cat
Mnd(€)((Y,1), ): Mnd(¢) — Cat .
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El primero de ellos es 2-funtor por ser la composicién de

Al e[y,
Mnd(@)™ ¢ 201 ca

mientras que el ultimo es 2-funtor por 1.45, la 2-categoria en turno es Mnd(¢) y
A=(Y,1).
Por hipétesis para los 2-funtores

Mnd(&®)(Incg, ),&( ,Al
& x Mnd(€) (©)(Ince, ),€( Alge) Cat

hay un isomorfismo 2-natural ©

el cual es 2-natural en Y y (X, S). Por 1.48, © es 2-natural en (X, S) para cada Y.
Entonces, para Y objeto de € obtenemos la transformacion 2-natural

@ Mnd(€)((Y,1), ) — (Y, Alge)
cuya familia de 1-celdas es
<<I>(X,S) = @Y,(X,S)> ;
y ademds (®(x.g)) "' = (Oy,(x,5)) ! para cada (X, 5) en Mnd(€). Ya que

Mnd(€)((Y;1), ) =€y, )& ),
® nos da un isomorfismo 2-natural de 2-funtores
e(Y, Alge) = €(Y, (&Y ) |
O

Lo que nos ocupara el resto del capitulo es resolver cuando es cierto el reciproco de la
situacioén:
Sea J 4 E una adjuncién monadica que genera a (X, .S), entonces €(Y,J) 4 €(Y, E) es una
adjuncién monddica que genera a ((Y,X), (Y, 95)).

En primer lugar utilizamos 3.2 para mostrar que €(Y,N) = KM" para una l-celda
K : (Y, X)¥Y8) ¢V, X%), N: A— X% es la 1-celda comparacién derecha de J 4 E y
MY : ¢(Y,A) — &(Y, X)¥Y9) es la 1-celda comparacién derecha de €(Y,J) - ¢(Y, E). Por
ultimo establecemos el lema y para su demostracién hacemos uso de 1.52 .

Sea J - E una adjuncién que genera la ménada (X, S). Por ser €(Y, ) 2-funtor
¢(Y,J) 4 €Y, E) es una adjuncién que genera la ménada (€(Y, X),&(Y,S)). Para cada Y
objeto de €, MY : €(Y,A) — &(Y, X)*¥9 denota la l-celda comparacién derecha de la
adjuncién €(Y,J) 4 (Y, E). Es decir, el diagrama

Q:(Y, X) <(Y,J)

¢(Y, A)

&(Y,E)

(6) JE(,S) EC(Y.S)

Q:(Y, X)€(Y,S)
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conmuta.

La ménada (€(Y, X), €(Y, S)) también estd generada por la adjuncién €(Y, J%) 4 ¢(Y, E¥)
por ser €(Y, ) funtor y (X,S) estar generada por J° - E°. Llamamos K’ a la l-celda
comparacién derecha de tal adjuncién. El correspondiente diagrama conmutativo es

e(Y, X)

e(Y, X5)

Je(,s) EEY.S)

Q:(Y, X)Q(Y,S)

Hallamos también la 1-celda comparacion derecha K para la adjuncién
JEY5) 4 BeY.S) considerando el 2-isomorfismo natural

(Y, X)e¥S) = ¢(y, X9).
Obtemos el siguiente digrama conmutativo

JE,S)

Y, X) ———&Y, X))

- =
EE(Y.5)

(7) (Y, J%)

(Y, X9)
La 1-celda K'K satisface

K/KJQ‘(Y,S) — KIQ:(K JS) _ JQ‘(Y,S)
EC VKK = &Y, E9)K = E¢¥YS)

Por (2.10) tenemos, K'K = 1. La identidad KK’ = 1 se obtiene de modo semejante.
Puesto que N : A — X% es la 1-celda comparacién derecha de la adjuncién J 4 E y por
ser €(Y, ) 2-funtor, el diagrama

oY, X) ey, J)

¢(Y, A)

e(Y,J%)

(Y, X°
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conmuta, entonces €(Y, N) es la 1-celda comparacién de la adjuncién €(Y, J) 4 €(Y, E).
Ademas

KMYe(Y,J) = KJ®S) = ¢y, J%)
Y
(Y, EKMY = ECVS MY = ¢(Y,E) .
Asi, por (2.10), se cumple

KMY =¢(Y,N) .
(8)

De esta forma, por 6 , 7y 8 , el siguiente diagrama en Cat es conmutativo:

¢(Y,N)

(Y, A) (Y, X°)

MY

&(Y,E)

(Y, X)

COROLARIO 3.3. Una adjuncion J 4 E en una 2-categoria € es monddica si y solo si,
para cada Y € €, la adjuncion €(Y,J) 4 (Y, E) es monddica.

DEMOSTRACION. Sea N’ : X° — A tal que NN =1 y NN’ =1, entonces
CY,N)E&Y,N)=1 y &Y,N)E&Y,N)=1.
De modo que
C(Y,N)KMY =¢(Y,N)¢(Y,N)=1 y
MY¢(Y,N)K = K'¢(Y,N)&(Y,N)K =1

Por lo tanto la adjuncién €(Y,J) 4 €(Y, E) es ménadica.
Supongamos que existe M’ : €(Y, X)e(y’s) — €(Y, A) para la cual
MM' =1 y M'M =1
Tenemos M'K'€(Y,N)=M'MY =1 y &(Y,N)M'K'= KMYM'K' = 1.
Por 1.52 existe una tnica 1-celda H : X° — A tal que

C(Y,H)= MK :&(Y,X% - &(Y,A)con NH=1 y HN=1.
Por lo tanto la adjunciéon J 4 E es monéadica.



CAPiTULO 4

Dualidad

Los resultados de este capitulo se dan o hacen referencia a 2-categorias que tienen ca-
racteristicas peculiares, pues estan involucradas 2-categorias nuevas que son el resultado de
invertir el sentido de 1-celdas, 2-celdas o ambas en una 2-categoria €. No empleamos el rigor
formal para mostrar que tales construcciones son 2-categorias.

Sea € una 2-categoria. €* denota la 2-categoria obtenida a partir de € invirtiendo el
sentido de las 1-celdas (asi que €*(X,Y) = &(Y, X)), €, denota la 2-categoria obtenida a
partir de € invirtiendo el sentido de las 2-celdas (asi que €. (X,Y) = €(X,Y)?), y sea €
la 2-categoria obtenida a partir de € invirtiendo el sentido de 1-celdas y 2-celdas (es decir
CHX,Y) =¢€(Y, X)P).

Sean £F: A— X, J: X — Al-celdasde €y J - FE, con unidad n : 1 — FEJ y counidad
€: JE — 1. Obtenemos una adjuncién para cada una de las 2-categorias del parrafo anterior
a partir de tal adjuncién. En €*, £ : X — A,J : A — X son l-celdas; £ - J con unidad
n:1— JEycounidade: BEJ —- 1. En¢€,, F: A— X,J: X — A son l-celdas; E 4 J con
unidad € : 1 — JE y counidad n : £J — 1. Finalmente, en €, £ : X — A,J: A — X son
1-celdas; J 4 E con unidad € : 1 — EJ y counidad n: JE — 1.

Desde luego, tenemos también a las 2-categorias Mnd(€*), Mnd(€,), Mnd(C}), etc. Una
ménada en €* es una moénada en €. Una ménada en €, es llamada una comoénada en €; una
comoénada (X,G) en € consiste de un objeto X de €, una 1-celda G : X — X de € y dos
2-celdas € : G — 1,0 : G — GG (llamadas la counidad y la comultiplicacién), que satisfacen
los diagramas conmutativos

Ge eG oG

G GG G GGG GG
1 6 1 Gé 1
G GG 5 G

Una ménada en € es también una coménada en €.

Sean (X,S5),(Y,T) ménadas y J : ¥ — X adjunto izquierdo de £ : X — Y en €.
Mostramos primero, en el proximo teorema, un resultado evidente a simple vista:
C(X,Y)TE,ES) =&Y, X)(JT,SJ). También en el mismo teorema demostramos el siguiente
hecho no tan evidente: existe una biyeccién entre 1-celdas (E, ) de Mnd(€)[(X,S), (Y,T)] y
1-celdas (J,w) de Mnd(€*)*[(Y,T), (X, S)].

Antes necesitamos describir la 2-categoria Mnd(€*)*. Sus objetos son ménadas de €. Una
1-celda (U, ) : (X,S) — (Y, T) (llamada opfuntor de ménadas de € ), consiste de una 1-celda

53
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U:X —Y de€yuna 2-celday : US = TU de € que satisfacen los diagramas conmutativos

T+

US TUS TTU
ot e
U P USS uTU
nT\UA m
TU US m TU

Una 2-celda 7 : (U,) — (U',4)") de Mnd(€*)*, llamada transformacién de opfuntores de
moénadas de €, es una 2-celda 7 : U — U’ de € tal que T'r.ip = ' .7S.

TEOREMA 4.1. En una 2-categoria €, supongamos que (X,S),(Y,T) son mdnadas y que
J Y — X es adjunto izquierdo de £ : X — Y en €. Entonces la adjuncion J 4 E da una
biyeccion de conjuntos €(X,Y )(TE,ES) = &(Y,X)(JT,SJ), que induce una biyeccion entre
el conjunto de 2-celdas x : TE — ES tales que (E,x) : (X,S) — (Y,T) es un funtor de
monadas, y el conjunto de 2-celdas w : JT — SJ tales que (J,w) : (Y,T) — (X,S) es un
opfuntor de monadas.

DEMOSTRACION. Sean

©:¢(X,Y)(TE,ES) — ¢(Y, X)(JT, S.J)

la funcién definida en ¢ : TE = ES como
O) =eSJ.JYJ.JTn,
y la funcion
O ¢Y,X)(JT,SJ) —» ¢X,Y)(TE,ES)

definida como

©'(\) = ESe. EAE.TE

para A : JT = SJ.
Para ¢ € €(X,Y)(TE, ES) tenemos el siguiente diagrama

Y Y Y Y
Y U
E J E \w E J E
Ve Ve
X 1 X g X 1 X

Por lo que (©'©)(v) = 1.
De manera semejante se llega a que ©0’ = 1. Por lo que queda demostrada la primera
parte del teorema.
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Sea (J,w) : (Y,T) — (X, S) un opfuntor de ménadas. Tenemos

Y a Y
J Z, J
X X

y los correspondientes diagramas conmutativos, en €,

Sw

JT SSJ

SJT
y y
9) J w JIT wsJ
ns\J‘ Jux\
JT

SJ

SJ

w

Para el funtor de ménadas (E,v) : (X,S5) — (Y,T) con sus respectivas “igualdades”
(10) Yn'E=En® y ¢u'E=Ep STy

tenemos la 2-celda €SJ, JyYJ.JTn: JT = SJ.
El diagrama

Y T
Un
p E \\f E J
e
X S X 1 X

corresponde a la composicién vertical de las 2-celdas Jn, JTn, JiJ y €SJ.
Tenemos asi que por (10)

€SJ.JVJ.ITn.JnT = ST.JYJ.(InTy) = eST.JYJ.InT EJ.Jy = €SJ.JEnS J.Jn

Ademis, segin los diagramas

1

T J

Y 7 X 3 X Y X
W W
S 1

J JE

m /’e\
Y ! X ! X

P L Sy

SJ 1

eSJJEN T Jn = en®J.Jn = 11n°Je.Jn =0T .
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A la composicién vertical de las 2-celdas u®.J, S(eSJ.JJ.JTn) y (eSJ.JYJ.JTn)T corres-
ponde el siguiente diagrama

1

1
m T m T J

Y X Y Y X Y Y Y

De esta forma

1 J.S(eST.JYJ.JTn).(€ST.JYJ.Jtn)T = p J.((€S.Jv)(eS.J)) J.JTnTn =
wS J(€S.JY)SJ.JTE(eS.J)J.JTnTEJ.JTTy =
pwST.(€S.JY)ST.JTEeST.JTnESJ.JTYJ.JTTy = p®J.(eS.J)SJ.JTJ.JTTy

En la anterior sucesién de igualdades la iltima igualdad es cierta ya que Fe.nFE = 1; entonces
se modifica nuestro diagrama de la siguiente manera

1
m
J x—2= Y T Y T Y J X
X - X

I

Y

S

Continuando el célculo de la composicién vertical de las 2-celdas hallamos que

pS J(€S.JY)ST.JTJ.JTTy = p J.eSSJ.JYSJ.JTJ.JTTn =
€SJ.JEWS J.JYSJ.JT Y J.JTTy = eSJ.JpJ. Iyt EJ.JTTy

La ultima de dichas igualdades se tiene por (10). Luego, nuestro digrama anterior se simplifica

y 1 y T Yy T J
\nV pt el
J E T
v
s X

Finalmente, eSJ.JYJ. JuT EJ.JTTn = €SJ.JYJ.JTnJur.
Por lo tanto, segun (9), (J,eSJ.JYJTTn): (Y,T) — (X,S) es opfuntor de ménadas.

El caso en que (J,w) : (Y,T) — (X,S) es un opfuntor de ménadas y a partir de él
obtenemos un funtor de ménadas (E, ) : (X, S5) — (Y, T) es de manera similar. La existencia
de © junto con que a partir de un funtor de ménadas (E,v) : (X,S) — (Y,T) obtenemos un
opfuntor de ménadas (J,0(y)) : (Y,T) — (X,S) y viceversa, muestra que la segunda parte
del teorema se cumple.

X
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Si v, w se corresponden bajo la biyeccién del teorema, entonces decimos que (J,w) es
adjunto izquierdo de (E, ) y lo escribimos (J,w) 4 (E, ).
O

Ya al principio del capitulo la situacién de tener l-celdas £ : A — X,J : X — A de €
tal que J 4 F, con unidad n : 1 — EJ y counidad ¢ : JE — 1; se interpreta en €* como:
EF:X — AJ:A— X son l-celdas tal que £ 4 J con unidad n : 1 — JF y counidad
€ : FJ — 1. Analizamos ahora cémo se comportan aquellas ménadas que son generadas por
una adjuncion.

TEOREMA 4.2. Sea (X,S) una monada en € (por lo tanto también en € ). Entonces la
adjuncion J 4 E en € genera la ménada (X, S) si y sélo si la adjuncion E 4 J en € genera

(X,5).
DEMOSTRACION. En la 2-categoria € sean (X, S) una ménada, con sus diagramas

Sn nS SEeJ

SS S S8 —— 8§
1 EeJ 1 EeJS EeJ
S5 EeJ

conmutativos, J : X - Y y FE:Y — X l-celdas en € tales que J 4 E y las 2-celdas
n:1—FEJ, e:JE—1
que satisfacen
eJJn=1y Fenk =1.
Ademas, se tiene que (X,S) = (X, EJ,n, EeJ)
=

En la 2-categorfa €* tenemos la ménada (X, S), con sus diagramas

nS Sn JeES
SS S S5 —— =85
1 JeE 1 SJeE JeE
JeE

conmutativos, las 1-celdas £ : X - Y y J:Y — X tales que E 4 J y las 2-celdas
n:1—-JE |, e:EJ—1,

las cuales cumplen
JendJ =1y e En=1.
Se tiene también que (X, S) = (X, JE,n, JeE).

Combinando (2.9) y (4.2), tenemos

COROLARIO 4.3. Si €° admite la construccion de dlgebras, entonces cada monada en €
estd generada por una adjuncion.
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La 2-categoria €* admite la construccién de algebras cuando Ince+ tiene 2-adjunto dere-
cho Alge» : Mnd(€*) — €*. Esto es lo mismo que decir que (Ince«)* : € — Mnd(€*)* tiene
2-adjunto izquierdo (Alge+)* : Mnd(€*)* — €. Escribimos (Alge-)*(X,S) = Xg y
(Jg,w): (X,5) — (Xg,1) para el opfuntor de ménadas en € que es la unidad evaluada de la
adjuncién. Entonces Eg : Xg — X esta definida por S = EgJg, p = Esw.

Describimos la 2-categoria Mnd(€)% pues nuestro propdsito es construir el 2-funtor
Alge : Mnd(€) — Mnd(€k)*.

(X, G) es un objeto de Mnd(€}): < (X,G) es un objeto de Mnd(€i)* < (X,G) es un
objeto de Mnd(<}).
En la 2-categoria €;: G: X — X, n:1 =Gy p: GG = G tales que u.Gn = unG = 1lg y
p.pS = p.Sp < enla 2-categorfia €, G: X - X, n:G=1y p: G = GG con
nS.u=8Sn.pu=1y Su.u = uS.u. Por lo tanto, (X, G) es una coménada en €.
Sea la 1-celda (U, ¢) : (X,G) — (Y,H) en Mnd(€})i < (U,¢) : (Y,H) — (X,G) es 1l-celda
en Mnd(C}).
En la 2-categoria €* tenemos ¢ : GU = UH, ¢.n°U = Unf y ¢.uCU = Upt . ¢H.Gp < en
la 2-categoria €, ¢ : HU = UG, Un®.¢ = 07U y Up®.¢ = ¢G.Hop.uU. (U, $) es llamada
un opfuntor de coménadas.
En la 2-categoria Mnd(€%): tenemos o : (U, ¢) = (U, ¢') < en Mnd(C})
o (U, 0) = (U, ).
En la 2-categoria €} el diagrama

qu —57 - qu
¢’ ¢
U'H——UH

conmuta. Por lo tanto en la 2-categorfa €, ¢'.Ho = 0G.¢. La 2-celda o : (U, ¢) := (U, ¢’) es
llamada una transformacién de opfuntores de comoénadas.

Sean la 2-categoria que admite la construccién de dlgebras y

(U,¢)

T

(X, 5) ol (Y, T)

v

(U1,61)

objetos, 1-celdas y 2-celdas en Mnd(C). Construimos

(U.9)

objetos, 1-celdas y 2-celdas en Mnd(€}):.
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La 1-celda U : X¥ — YT est4 definida por el diagrama conmutativo

U,1
(x5,1) oy ((vY7,1)
(11) (BSX) (BT x)
X, 8 Y, T
(X, 5) ) Y. T)
en Mnd(C).
Mostramos que la 2-celda ¢E° es transformacién funtor de ménadas; en diagramas
JTETT (ET(JTETU) xJTETT)
/,A’\ /M\
X3 ol vy (X5,1) QB> | (Y, 1)
\// \"’/
UJSES (ET(UJSES)xUJSES)

Si consideramos que por (5) y (11)

Ups.¢S =U(ESeSJ%).¢S = ETUJ%.¢S =
(UESeS.¢oE%)J% = (Ux®.¢E%)JS = XTUJS .
Entonces por (4), (5) y (12)

(12)

SES XTIJTETU = ¢ES . ETe" JTETU = ¢E° uTe'U = ¢E° . TUE® =
(p.puTUVES = (Up®.¢S.T)ES = (xTUJ® T¢)ES

Asi el diagrama

— THES _
TET(JTETD) ¢ TET(UJYE?)
XTJTETﬁ XTUJSES
ET(JTETU)1 prc ET(UJES)

conmuta; por lo tanto ¢E° es transformacién funtor de ménadas; entonces queda garantizada
la existencia de ¢ y

(13) ET¢=¢ES . TUE® = USE?® .

La 1-celda (U, ¢) : (X, E5J%) — (YT, ETJT) es un opfuntor de coménadas. En detalle:
Veamos que los diagramas

o JTET ) .
JTETT JTET JTETT JTETUJSES
U é JTETTU BJSES
%UJSES g\i B
UJSES — UJSESJSES

UJS’V]SES
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son conmutativos.
Aplicando E7 a ambos diagramas, en primer lugar por (5) y (11) tenemos que

ET(Ue.¢) = ETUS . ET¢ = UESS.9E° = Ux®.¢E° = XTU = ETTU = ET('U)

entonces, por la propiedad universal de ET, Ue®.¢ = €/ U.
Por otra parte en el diagrama

X : X d Y d Y
n® 4 \¢ 4 /
S X
se observa que
(14) USn®.¢ = ¢pS.TUR®

Asi por (11),(13),(14) y ya que (U, ¢) es un funtor de ménadas, se sigue que:

ET(UJ ) E®.¢) = UES IS0 ES.¢E° = (UESJ%n%.¢)E° =
(USHS.¢)ES = (pS.TUn* ES = [¢S.T(¢p.n"U)] = (6S.Tp.TnTU)ES =
PES TS ES TOES TnTUES = ET(¢J°ES. JTET¢.JTnT ETU)
por lo que UJ*n ES.¢ = ¢JSES JTET¢.J "y ETU.
Ast (U, ¢) : (X%, E5J%) — (YT,ETJT) es un opfuntor de coménadas.

La propiedad universal de ET nos dice que es suficiente que 0 ES sea transformacién funtor
de moénadas para garantizar la existencia de &

(ETU XU)

U
/"\ /”“\
X5 ol YT (X5,1) oBS | (Y.T)
\.____/ \_—/
U’ (ETT XU
Tenemos en el siguiente diagrama
S
X5 ——x
1 XS/ S
U
S
NG
Ul

que se cumplen las igualdades:

(15) ocES.UX® =ox® y Ux®.0SE® = ox®
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Ahora bien por(5),(11), (13), (15) y por ser (U, #) entonces
cE°XTU = 0 ES.ETe"U = o E° . ET(Ue®.¢) = o ES.ETUS ET¢ =
(16)
oES UESeS ¢E® = o ES . UX®.¢E° = (0x°).0E°

Por otra parte utilizando que (U’
1),(1

de ménadas; ademds de (5),(1
XTU'. ToE® = ET"U . ToES = ET(U'e®.¢/). ToE¥ =
ETU S ET " TJES UES ¢ ESToE® =U x°.¢ ESToE® =U'\°.(¢ To)E® =
UX®.(0S.0)ES = U x5.0SES . ¢ES = (0x°).0E° .

.¢) es funtor de ménadas y que o es transformacién funtor
3) y (15), podemos decir que:

Por lo tanto, el siguiente diagrama

_ ES — /
TUE® = TETU TETU' = TU ES
N N
UES = ETU o ETU =U'ES
conmuta. Asi,
ocES = ETs

(17)

es transformacion funtor de moénadas y queda garantizada la existencia de &.
Que T sea transformacién funtor de ménadas quiere decir que el diagrama

JTETT IEg JTETT
) ¢
UJSES — 555 U JE"

conmute; lo cual se sigue de la propiedad universal de E7, ya que por (13),(17) y por ser o
transformacion funtor de monadas se satisface:

ET(GJ°ES.¢) = ET6J°E°.ET¢ = 0 ESJSE® .¢E° =
(cESJS.¢)E® = (0S.¢)ES = (¢ To)ES =
¢ BS ETJToES = ET¢ ETJTETs = ET (¢ . JTETS) .

Por lo tanto & (imansformacién funtor de moénadas.
El 2-funtor Alge : Mnd(€) — Mnd(C}): estd definido como sigue:

Alge(X,8) = (X5, E5J%, €5, ESndJ%), Alge(U,¢) = (U,¢) y Alge(o) =5.

Verificamos que Algy : Mnd(€) — Mnd(€:): es 2-funtor.
(i) Alge : Ob(Mnd(€)) — Ob(Mnd(€:)%) tal que Alge((X, S)) = (X°, ESJ%).
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(i) Algeqy.s)vr) : Mnd(@)[(X,9), (Y,T)] — Mnd(€):[(XS, ESIS), (YT, ELIT)] es
funtor.
En la situacién

(U,¢)

//m

(X, S) (U1,61)

L

(U2,¢2)

(Y, T)

Por definicién de 75.01,E" (62.61) = (02.0'1>ES, pero como
ET(73.07) = ET55.ET1 = 09 FE% .01 E% = (09.01)E®

Asi, por la propiedad universal de ET tenemos que 73.67 = 73.61. Por lo tanto

Alge(x,s),(vr)(02.01) = Alge(x,s),v,r)(02)-Alge(x s),(v.) (01)-
Ya que en Mnd(€%), para

(U,¢)

/"W\
(U1,61)
[ R

(Uz2,92)

(Y, H) (X,G)

la composicién vertical de o y 7 no es més que 7.0 (ésta es la composicién vertical
en € ) entonces, para (U, ¢) : (Y, H) — (X, G) tenemos que 1(y74) = 1y por lo que
en Mnd(€5); lwe) = lv para (U,¢):(X,G) — (Y, H).

En M nd(QﬁI)E, 153 = 1. Por definicién de 1y, ET1y = 1y E®, pero

ETlﬁ = ETU = UE® = 1y E®. Entonces por la propiedad universal de ET

Algex.s).vnLwe) =1 =15 = Lagg o on W) -

Por lo tanto Alge(x,s),(v;r) es funtor.

(iii) En la 2-categorfa Mnd(€;), 1(xs gsysy = (1xs,1lgsys) por lo que
Lixs psys) = (1xs,1gsys) en Mnd(€%)k. Sabemos que Alge((1x,1s5)) = (1x, Lg).
Como 1x es la tinica 1-celda que hace conmutativo al cuadrado

Tx.1
(x5,1) — s (x5, 1)
(B x) (B ,x)
(X,8) —— = (X.5)

Luego se cumple 1x = 1ys. En la 2-categorfa ¢, E“Ig = 1gE°. Pero también,
E31sps = ESTSES = SES = 15E°, en consecuencia (1x,1g5) = (1xs, 1gss).

Por lo tanto 1ATgQ ((Xﬁ)) = %@(1(X,S))'
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(iv) Sean  (X,S5), (Y,T), (Z,W) objetos de Mnd(Z), tenemos

(Alg x5y Algy.r) 7A719(W’Z))(A7Z.Q(X sy, vy X Algyry  zw) (U, 9) , (U1, ¢1)) =
(g5, . Aarer - A (U5 0) > (Or00) = (1 U106 U) g

b1)
(Alg(x.s), zw))(Cx,s), vy, w2) (U.), (U1,61)) =
(Alg(x,s)  (zw))(ULU, U1¢.1U) = (U1U U19.0:1U) .

Por definicién de U y U; los dos cuadrados pequefios con lado comiin (E7, ), en el

diagrama
U,1 Uy,1
(XS, 1) ¥> (YT, 1) g (ZW, 1)
(E%X) l(ET%) l(EW,x)

(X,9) (Z, W)

o NT) ———>
(U.0) (U1,9)

conmutan. Por lo tanto, el rectangulo resultante también conmuta, por lo que
U, U =U,U. Por deﬁmclon EV(U1¢.0,U) = (U1 6. (blU)ES pero,

W(U1¢.6:0) = EVU,6.EY $,U = U1 ET .9 ETU = U1¢ES.1UES = (U1¢.9,U)E®

Entonces por la propiedad universal de E", Ur¢p.00U = Ui1¢.91U.

Sean
U,9) (Vi)
—/,—_\ /’—\
X b DT 4 zw)
(U1,91) (V1,91)

2-celdas en Mnd(C). Por definicién de Alge tenemos:
E's =oE%, EVF=7ET y EV(70) = 1o B’
pero, también EV (7 &) = 7ETs = 70 E° entonces, por la propiedad universal de
T o=

EW | se tiene o =T0.
As{ se satisface

(OATg<x,s> , Alg(y ) ,Aih](W‘Z))(Alg(X,S) vy X Algyry (Z,W)) =
(ATQ(X,S) , (Z,W))(O(X,S) , (Y1), (W,Z))

Por lo tanto Alge : Mnd(€) — Mnd(€:)% es 2-funtor.

TEOREMA 4.4. St las 2-categorias € y € admiten la construccion de dlgebras entonces el
2-funtor (Alge*) : Mnd(€5)i — Mnd(€) es el 2-adjunto izquierdo de el 2-funtor
Alge : Mnd(€) — Mnd(C:)r.

DEMOSTRACION. Hallamos el opfuntor de cémonadas (Kg, k) : (Y, G) — ((Yg)“¢, J5¢ ES¢)
en € que serd la componente de la unidad evaluada en (Y, G).



64 4. DUALIDAD

Sea (Y, G,ng, pg) una cémonada en € entonces (Y, G, ng, pg) es una ménada en €;

(Y, 1) (G,p)

(Y, G)

(Jg,1) (Eg,xa)

)

entonces Jo 1 Eqy (Y, EcJa,ne, EceaJa) = (Y, G, ne, pe); ademds (Yo, JoEg, ec, Janc Ec)
es comonada en € < (Y, S, €q, EanaJa) es ménada en € con Sg = EgJg;

&
—_

(Sam)

(Yo, 1) (Ya, Sa)

(J5G 1) (E%G ,x)
((Ye)>e,1)
entonces ((Yg)%¢, J5¢ E9¢) es cémonada en €.

Ahora (Eg, Egng) : (Y,1) — (Yg, Si) es un funtor de ménadas; puesto que Egng.cacEq = 1g
se tiene por que Jg - Eg y el diagrama

Eg Ja Eg Ja Eq

Y Yo Y Yo Y Yo
DRI
1y 1Y

muestra que Egng.EengJoEq = Egl.Egngl.EqgJgEgng ; asi, existe una tnica 1-celda
Ka:Y — (Y(;)SG de € tal que el siguiente diagrama conmuta:

Eg,Ecna

(Y, 1) ( ) (Y, Sa)

1
(18) (KoD) (556 )
((Ye)%e,1)

Ademas, tenemos que

ESc JS¢ FSc K = ES¢ J9%¢ B = SqEq = EqJaEq = EqG = ES¢KqG .

Por lo que existe una tnica 2-celda k : J5¢ ES¢ K — KaG tal que
(19) E%k =1:SqEqc — EqG

De modo que (K¢, k) : (Y,G) — ((Yg)%¢, J96 E5¢) es un opfuntor de cémonadas en €; para
ver esto, apliquemos E5¢ a los siguientes diagramas

Se 7Sa 7S¢ S JoGE5Gk Se S,
K JSeESe K JSmﬂtc{KGy/E SJEE  Ke SO S ReG
o
K¢ ko JSeES¢ K kG
R~ y T
G KaG KoGG

Kgpe
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de manera que por (5), (18) y (19)
E% (Kang.k) = B Kagng.E5¢k = Egng,1 = xKg = E53eKg .

E% (Kgng.k) = B¢ Kgng.E5¢k = Egng,1 = xKg = ES¢eKg.
También por (18) y (19)
ESc (KG',uGuk) = ESc (KgJgegEq k) =

20
( ) ESGKgJGegEg.ESGk = FEqgJgegEq = SgegEg

por otra parte el diagrama

Kg ESc 1 JSa ESc

Y (Yo)e Yo Yo (Yo)%e Yo
G
k) J5e ) 5o
Y KG (YG)SG k‘U’ KG
\)
Y
muestra que la 1-celda
ESc J%c (ESGk)
Edc J5 (ES6 J9%6 B9 K q) E%¢ J5 (B KG)
no es mas que la 1-celda
ESac jS¢(ESa J% B3¢ K () Bre e ESc j% (ESe J%¢ BSa K )
y la 1-celda
E3ck)G
(E%¢ J5¢ ES¢Kq)G S (E%KqG)G
no es mas que la 1-celda
(ESa J5¢ BS6 K )G G (ES6 J56 BSa K¢\ G

de manera que

E%6 (kG.J% E%6 k. J56nE% K¢g) = ES¢kG.ES6 J96 BS56 k. B¢ J96¢nES¢ K =
(21) ESc JjS¢ BSa JS¢ BSc K. B9 % BY¢ J%¢ BS¢ K E56¢ JSe¢nES6¢ K =
ES¢ JSenESe K = SenEa ;

como J%¢ - E% con (Yg, E5¢ J% 0, E%¢€J%) = (Yq, Sa, ea, EangJa), luego

(22) SceaEq = SanEq .

65

De (20), (21), (22) y por la propiedad universal de E%¢ se concluye que (Kg, k) es un opfuntor

de comoénadas.

Sea la 1-celda (U, ¢) : (Y,G) — (Y',G") en Mnd(C}): evaluamos Alge(Alge: )i en (U, ¢).
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En Mnd(€H: (U,¢) : (Y,G) — (Y',G’) es 1-celda si y s6lo si en la 2-categoria Mnd(€%)
tenemos la 1-celda (U, ¢) : (Y',G") — (Y, G), entonces los siguientes diagramas

(U1,1) (Gra)

(Y(/;u 1) (YG’ 1) (Y’ 1) (Y’ G)
(Egrsx) (Eex) (Ja,1) (Eg,x)
Y, ) (Y,G) (Yo, 1)

(U.¢)
conmutan; asi en &
Jo 1Eq 6JgJoB=1 EqdpEg=1 (Y,EcJg, B,Ecélc)=(Y,G nc, na)
De modo que  Alge: (U, ¢) = (U1, ¢1) : (Y, EarJer,§', Ear ' Jar) — (Yo, EcJa, 6, EcBJa),
con
EcUr =UEq, xUi=Ux.¢Ec y Ecp1=¢Eq ,
en €.
Luego (Ang*) (U ¢) (U1,¢1) : (Yg,E(;Jg,5, Egﬁjg) — (Yé/,EG/ng,dl,ng,B/ng)
con

(23) U1Eqg = EqU, Ux=EgoxU, y ¢1Eqg=FEq¢ ,

en C.
En ¢ los diagramas

9 57
(Yo)Se, 1) — 200 (ve,)5e 1) (Yo, 1) — 0 o (v, 56)
(556 x) (B x Jsc\ / o
(YG, SG) (U17¢1) (YG/ SG/

conmutan; asi, en €

J5¢ 4 ES¢  eJS¢ J%n=1 FE%enE% =1 (E%.J% n E5e]%) = (Yg, Sq,0, EqBJg)
por lo que

Alge(Ut, ¢1) = (Uz, ¢2) : (Ya)%0, B3¢ T, ¢, ESanJ %) — ((Yfy)%e', BS¢ J5¢ €, BSayy J5¢!)

con
(24) Uix.¢1 E%¢ = xU, ESa'Uy = U, E®¢ 0 ESc = ES¢ ¢y
en €. -

La aplicacién ¥ : 1 — Alge.(Alge: )i, que evaluada en (Y, G) objeto de Mnd(€}); estd da-
da por (Kg, k) : (Y,G) — ((Yg)%¢, ESG J5¢) es transfomacién 2-natural. Veamos que tal
afirmacién es cierta.

Por (18), (23), (24) y ya que (U, ¢) es opfuntor de coménadas, entonces

ESG/(UQKG) = UlESGKG’ =UiEqg = ExU = ESG/(KG/U) Yy
x(U2Kq) = UixKg. 01 E%¢ Ko = Uy Egne.¢1Eq =
EglU’I?G.Ewa = Egl(Uﬁg.gf)) = EGVI?/G/U = X(KglU) y
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an, UQKG = KG/U.
Ahora, utilizando (18), (19), (23) y (24), hallamos que

E%¢ (Usk.poKg) = U B¢ k.1 ES¢ Kg = U11.01Eq = Eqr¢p =
E%' Kg¢ = B Kq¢.U = E5¢' Ko ¢ . B3¢ K'U = E%¢' (Kqig.k'U)

Asi, el siguiente cuadrado

Ko,k
(v, G) BB - (vg)Se, s pSe)
(U7¢) (U27¢2)
Koo K
(Y/7 G/> (Kgr k) ((YG/)SG', JSG/ESG’)

conmuta en Mnd(C});. L
Sio: (U¢) — (U,¢) es una 2-celda de Mnd(Z});, entonces (Alge:)io = o1 tal que,
c1FEq = Egio; ngol = 09 y se satisface ES¢' g9 = 01 E°¢. Entonces

ESc¢'0oKg =01 E%Kg =01Eqg = Ecvo = ES¢' Keio

Por lo que (Kqr, k' )o = o2(Kg, k).
Hemos construido una transfomacién 2-natural ¥ : 1 — %C'(%QI)I: ésta serd la unidad de
la 2-adjuncion.

Siguiendo un razonamiento semejante al anterior hallamos A : (Ailgg)IAilg@ — 1, la
transfomacién 2-natural que ha de ser la counidad de la 2-adjuncién.

La transfomacién 2-natural A : (Alge)iAlge — 1 evaluada en (X, S) en Mnd(€) es la
1-celda

(N9 0): (X%)gs, EgsJgs, €, Egsn*Jgs)

(X,S8) ,
dada por
N%Egs = ES, NS =nE° y vEgs =1

en ¢; donde G° = JES,

Sélo mostramos cémo esta construida la componente de dicha transfomacién en cada
objeto (X, S) de Mnd(€); omitimos la demostracién de que A es transformacién 2-natural,
pues tal razonamiento es parecido al que seguimos para mostrar que X es transformacion
2-natural.

(X, S) coménada en € entonces (X, S) es ménada en €, por lo que el diagrama

Su)

(X)) ——— (X

(J5,1) (Es,x)

(X%.1)
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conmuta y en €, JS 4 ES, (X,S) = (X, E5T% 0% B35 T9).
Por tanto (XS, GS, €%, EsnSJS) donde G° = E°J%, es una ménada en €; luego el corres-
pondiente diagrama

(G5, E5n%J%)

(X°,1) (X%, G9)
(JGS 71) (EGS ’X)
(X%)@s,1)
conmuta.
Tenemos que en €;:
(25) JGS = EGS, (XS GS) (XS EGsJGs T] EGSG JGrS) Yy

(X gs, JgsEgs, €, Jasn*Egs) es una coménada.
En la 2-categoria Mnd(¢}) (ES, ESnS) : (X,1) — (X°,G%) es un funtor de ménadas.
Por lo tanto, existe una tnica 1-celda N : X — (X° )as tal que el siguiente diagrama

(ES,ESn5)

(X,1) (X9,G%)

(26) (N5 1) (Egsx)

((XS)Gsv 1)
conmuta. Ademds tenemos EgsJosEqsN® = EgsJasES = GSES = ESJES = E4sNSS;
entonces, existe una tnica 2-celda v : Jos Egs N° — N9 tal que:

(27) Egsv=1:G°E® — ESS

Entonces (N°,v) : (X, 8) — (X%)gs, EgsJas, €, Egsn*Jgs) es un opfuntor de coménadas

en €F; la demostraciéon de tal afirmacién es semejante al de la unidad. Por lo que

(NS, v): (X%)as, EgsJgs, €, Egsn*Jas) — (X, S) es un funtor de ménadas en Mnd(¢).
Veamos que las composiciones de 2-transformaciones natural en los diagramas

Mnd(€%): Mnd(Ch):

E‘U’ Alg@ Alg@ x )*
Alg¢ Al

Mnd(€ Mnd(€

Mnd(€ Mnd(€

o (Alger): Alge
Alge

Mnd(CE): Mnd(€5);

son las correspondientes 2-transformacién natural identidad.
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Tenemos que Alge(X,S) = (X%, G5, 5, ESnST%) y

(28) (%@i)I(stGsves7E5nSJS) = ((XS)GS7EGSJG576*7EGST’*JGS) =
(X%)gs,Sgs, €, Egsn*Jgs) = (Y, T)

Luego, el diagrama
(Tp)

(Y, 1) (Y, T)
(J7.1) (BT x)
(¥Y7,1)
conmuta y
(29) (Y,T) = (T, ETJT)

de manera que Alge(Y,T) = (YT,GT) = (TY,ETJT 0, ET5JT).
Por otra parte (Egs, Egse®) : (X%,1) — (Y, T) es un funtor de ménadas, luego, el diagrama

GS’EGSES

30

( ) (KGS\ /ET,x)
(YT 1)

conmuta.
También tenemos por (25), (30), (28) y (29) que:

EScs J9%s BY%as K s = B985 J%6S Egs = SasEgs = EgsJasEgs = E965 KsGS = EgsGS .
Por lo que existe una tinica l-celda k : J%5 E%5 K s — KgsG® tal que:
(31) ESGSIC =1: SGSEG'S — EGSGS

Ast (X, G%) = (Kgs, k) : (X°,G%) — (YT,G7) es la unidad evaluada en (X*,G?).
Sea 14 e : Alge — Alge la 2-transformacién natural identidad definida como

(1 Alge )X, 8) = Algg(X,S)
Asf, para la composicién Y Alge se tiene:

(BAlge)(X, S) = B(Alge(X, 8)) o 115, (X, 5)) =
E((XS, GS)> o 1(1A7lg¢(X,S)) = Z(XS,GS)lAlgG(X,S) = E(XS,GS)

y, para la composicién AlgsA se satisface:
(Alged)(X, ) = (L. (1)(X. ) o (Alge(A))(X, S) =
1Alg (L(X,5)) o Alge(A(X, S)) = 1ATg¢(X,S)Alg¢(NSvU) = Algc(NS,v)
Mostraremos que la composicion

(AlgeA) . (BAlge)(X, S) = Alge(A(X, 8)D(xs gsy = Alge(N®, v)(Kgs, k)
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es decir,

(Kgs k) Alge (NS )
_—

(X5,G9) (YT, GT) (X5,69)

es la identidad. Note que Alge(N®,v) = (P, ) estd dada por las ecuaciones

(32) ESP=NSET, xP=N%wET y ESpr=vET

Por (26) y (28), tenemos que:

(33) N9TEgs = N°EgsJasEgs = E%JgsEgs = BSG® y ETk = Egsk =1
Utilizando (26), (30) y (32) justificamos que:

ESPKgs = N°ETKps = N°Egs = ES |

y
(SESPKgs — ¢ E°PKgs) =
(por (32))
vETK s NSxKgs
= (SNSETKs NSTETK s NSETKgs)
(por(30))
= (SN%Egs s NTEgs Y Fgac N%Egs)
(por (27) y (26) )
= (sB° : BSqs — < E?)
- (SES X ES)

esto prueba que PKgs = 1: X9 — X9, Remitiéndonos a (27), (30), (31) y (32), podemos
justificar que:

E%(Pk.rKgs) = ESPk.ESnKgs =
N9ETkwETKgs = N°E%SkwETKgs = 1wEgs =1

esto prueba que Pk.wnKgs = 1. Asi (P, m).(Kgs, k) = 1, como se querfa.
La igualdad AlgeA .Y Alge = 1 se calcula de modo parecido. Por lo tanto, queda demostrado
el teorema.

O

Sea € una 2-categoria para la que se tienen 2-funtores ()% : €, — € y ()op : € — &, tales
que ()op()? =1e, y ()?()op = 1. Supongamos que € admite la construccién de algebras y
sea (X, G) una ménada en €, luego, tiene sentido hablar de (Algg(X P G"p))op; en el siguiente
teorema establecemos la importante informacién que tal consideracién proporciona sobre la
la 2-categoria C,.
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TEOREMA 4.5. Supongamos que € es una 2-categoria para la que se tienen 2-funtores
OP:C =€ y (Jop: € — €& tales que (Jop()? =1le, ¥y ()P()op = 1. Entonces (X,G) es
una comdnada en € (mdnada en €, ) si y solo si (X, SP) es una monada en €. Ademds, si
€ admite la construccion de dlgebras entonces también €, y hay un isomorfismo 2-natural

Alge. (X, G) = (Alge(X?,G7))

op

DEMOSTRACION. (X, G) ménada en €, siy sélo si (X, GP) es una ménada en € se debe
a las igualdades:

DapO =1 5 ()%0op =1
Debido a que € admite la construccion de dlgebras existen 2-transformaciones naturales
U:1l— Algelnce y 1l:InceAlge — 1 ,
que cumplen:
MInce.InceV =1 y AlgellVAlge =1

Observamos que el 2-funtor A 2-adjunto derecho de Incg, es el resultado de componer los
2-funtores ()op, Alge, H. La existencia de H es justificada a continuacién.
Sea H : Mnd(€,) — Mnd(€) definido como:

(X,S)— H(X,S)= (X, S5)
U,¢): (X,8) = (Y,T) = H(U,¢) = (U?,¢7) y
o:(U¢)— (U',¢) — H(o) =0
Es un hecho (cuya demostracién no damos) que H es 2-funtor.
Se define el 2-funtor A : Mnd(€,) — €, como A = (),pAlgeH.
Ahora construimos transformaciones 2-naturales que habran de ser unidad y counidad de
la 2-adjuncion.
El 2-funtor H' : Mnd(€) — Mnd(€,) tal que:
(X, S) = H,(X, S) = (Xopasop) y
U, ¢): (X, 8) = (Y, T) = H'(U,¢) = (Uop, $op) ¥
o (Ua (;5) - (U,a¢/) = HI(U) =0op ;
serd util a tal proposito. La razon por la que no demostramos tal afirmacion es por tratarse
de un sencillo ejercicio.
Para X € €, tenemos
Alnce, (X) = A(X,1) = (()opAlgg) (XP1) = ()Op(Algg(XOP, 1)) = (AZQQ(XOP, 1))0p.

Como X es un objeto de € entonces ¥ xop : XP — Alge(X,1); esto nos permite definir la
2-transformacién natural

@: 1— Algqj*ITLCQ:* s
tal que:

@X — (‘IJXOP)op : X - (Algc(XOp’ Gop))op

Para (X, S) € Mnd(€,) se tiene
(Ince, A)(X, 8) = (Ince, ()opAlge) (XP, 1) =
(Ince, (Jop) (Alge(X P, 1)) = Ince, (Alge(X 7, 1))Op = [(Alge(X°P, 1))Op, 1]
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En la 2-categoria Mnd(€&), tiene sentido hablar de Tl xop gor) : [Alge(X P, 1),1] — (X, S%);
apartir de evaluar H' en tal 1-celda obtenemos la 1-celda

Oix s = (H(Xop,Sc»p))Op : [(Alge(X°P, 1))01,, 1] — (X, 5)

correspondiente a la 2-transformacion natural

II: Ince, A—1

evaluada en (X, 5).

Tanto ¥, como II son 2-transformaciones naturales porque ¥ 3y Il son 2-transformaciones
naturales.

Mostramos que V¥ y II satisfacen las identidades triangulares de la definicién de 2-adjuncién.

Sea X un objeto de €,. Asi para (X, 1) objeto de Mnd(€,), al aplicarle H obtemos (X P, 1)
un objeto de Mnd(€) para el cual

(34) H(XOP,l)(\IIXOPa 1) == 1(Xop,1)
Es decir, la composicién

(¥ xop,1) M xop 1

(X, 1)

es la 1-celda identidad.
Aplicando H' a (34), tenemos que en Mnd(<,)

[Alge(X°P,1),1] (X°P 1)

[H(Xop,l)]op((\I’X”P)OPv 1) = 1(X,1)
En otras palabras, la composiciéon

[ xop, 1)lop

(XP)op, 1) (¥ xop)op;1) [(AZQQ(XOP, 1))0107 1] ((X°P),p, 1)

es la 1-celda identidad.
Por lo que para la composicion vertical

Incc*ﬁ ﬁlnc&
Incg, 1 Incg, Alncg, 1nce,

se cumple IIncg, « Ince, ¥ = 1.
También se cumple la igualdad AII. WA = 1. Por lo tanto Ince, 4 A. Finalmente, gracias
a (1.56),

Alge.(X.C) = (Alge(X?,G7))
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Leyes Distributivas

Iniciamos con la definicién de ley distributiva.

DEFINICION 5.1. Supongamos que (X, S), (X, T) son mdnadas en una 2-categoria €. Una
2-celda N : ST — TS es llamada una ley distributiva cuando las siguientes condiciones
equivalentes se satisfacen :

(a). (T, N): (X,S) — (X,S5) es un funtor de monadas, y la unidad y multiplicacion de T son
transformaciones de funtores de ménadas n* : 1 — (T, \), u™ : (T, \)(T, \) — (T, \).
(b).(S*, \)* : (X, T*) — (X, T*) es un opfuntor de ménadas de €, n° : 1 — (S*, \)* y

pS s (S*,N)*(S*,A)* — (S*,\)*, la unidad y multiplicacion de S son transformaciones de
opfuntores de monadas de € (1-celda y 2-celdas de (Mnd&*)*, respectivamente).

Tenemos una explicacién mas detallada al anterior inciso (a).
(T, \) funtor de ménadas significa la conmutatividad de

ST AS

STS
T A SST TupS
ST

TSS

\;;E\\\

TS

TS

Para la transformacién funtor de ménadas

(1X715)

N
(X,S) nTU (XaS)

(T2
tenemos que el cuadrado
S
Slx ! ST
(35) 1g A
1
xS T TS

conmuta.

73
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De manera andloga para

(TT, TANT)

(T,))
se tiene la conmutatividad de
SsuT
STT ST
TANT A
TTS p TS
pntS

También damos una descripcién mas completa del inciso (b).

Sean (S*,\)* : (X,T*) — (X, T*) opfuntor de ménadas de €, n° : 1 — (S*, \)*
pS : (S, N)*(S*,N)* — (8%, \)*, transformaciones de opfuntores de ménadas de € (1-celda y
2-celdas de (Mnd€*)*, respectivamente).

54

(S*,0)* 1 (X, T*) — (X, T%), 0% : 1 — (S*,A)* y p° : (8, X)*(S*, \)* — (S*,\)*, son 1-celda
y 2-celdas de Mnde&*.

=
En la 2-categoria €* los diagramas
T+S* T*S*T* ah S T*T*
% ;ﬁk\
S*T* T*S* 3 S*T*
*,5
T 1x T*S*
1 A

nST*
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*,,S
S*ANS* A
S*S*T™* S*T™*
,U'ST*
son conmutativos.
=

En la 2-categoria € los diagramas

ST

nT\SA

TST
=
(36) S A STT
m
ST

TS

nST
1xT ST
1p A
T1
X P TS
uST
SST ST
AS.SA A
TSS S Ts
T

son conmutativos.

TTs

75

Observamos que los objetos ((X,.S), (X,T)) de Mnd(Mnd(€)) son exactamente pares de

monadas (X, 5),(X,T) y una ley distributiva X : ST — T'S.

Sean (X,S5),(X,T) ménadas y A : ST — T'S una ley distributiva. Sabemos que
(T,\) : (X,S) — (X,S) es funtor de ménadas, mientras que n? : (1x,1g) — (T, )

y ul o (T,\)(T,\) — (T, ) son transformaciones de funtores de ménadas. Por ser (X,T)
una ménada y dado que la composicién horizontal y vertical en Mnd(€) estdn definidas en
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términos de la composicion horizontal y vertical de € los siguientes diagramas

(T3 — I oy Ty
1 wr 1
(T, )
(T AT NN —E ()T, A
W (TA) ur
(T, \)(T, \) — (T, \)

son conmutativos. Por lo tanto, ((X,S), (T, \),n”, u") es un objeto de Mnd(Mnd(<)).

Si (T, W,n", u™') es un objeto de Mnd(Mnd(¢)), se tendria que

I'=(X,8,7% u%) € Mnd(€) y W = (V,¢) es funtor de ménadas; mientras que

Wil — (Vop) y Vo (V,0)(V,9) — (V, ) son transformaciones de funtores de ménadas.
Entonces (X, V,n", u") es un objeto de Mnd(€) por ser (I', W) ménada y debido a que las
operaciones vertical y horizontal en Mnd(€) estdn definidas en términos de las operaciones
horizontal y vertical de €. Por lo que, (X, 5), (X,V,n, u"") son ménadas y ¢ : SV — VS es

una ley distributiva.

Para nuestro trabajo, 2-Cat denota la categoria de 2-categorias y 2-funtores. Establecemos

la existencia del funtor Mnd :2 — Cat — 2 — Cat y el 2-funtor
Cmpeg : Mnd(Mnd(€)) — Mnd(€) para cada 2-categoria €.

Supongamos que P : € — ¢ es un 2-funtor. El 2-funtor Mnd(P) : Mnd(€) — Mnd(¢’)

estd definido como sigue:

Mnd(P)(X,S) = (P(X),P(S)), Mnd(P)(U,v)=(PWU),P)) yv Mnd(P)o=Po

Por Mnd : 2 — Cat — 2 — Cat entendemos el funtor definido como:
C— Mnd(€) y F:€—D— Mnd(F)
Supongamos que en 2-Cat tenemos

e T Yy

Dado el objeto (X, S) de Mnd(€) tenemos que:

Mnd(G)Mnd(F)(X,S) = Mnd(G)(FX,FS) = (GFX,GFS) = Mnd(GF)(X,S)

Para (U,¢) : (X,S) — (Y, T) se satisface:

Mnd(G)Mnd(F)(U,¢) = Mnd(G)(FU, Fy) = (GFU,GFY) = Mnd(GF)(U, )

Finalmente para
Ux)
/,—-Q\
(Xa S) \U"O—_—/ (Y7 T)
(Vi)
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en Mnd() observamos que:
Mnd(G)Mnd(F)o = Mnd(G)Fo = GFo = Mnd(GF)o

Por lo que Mnd(G)Mnd(F) = Mnd(GF).

Que Mnd(lp) = 1pmacp) es facil de verificar. Por lo tanto Mnd : 2 — Cat — 2 — Cat es
un funtor.

El 2-funtor Cmpe : Mnd(Mnd(€)) — Mnd(€) consta de :

(i) Una funcién objeto Ob(Mnd(Mnd(€))) — Ob(Mnd(€)) (también denotada por
Cmpe) tal que:

(X, 8),(T,0),n", i) = Cmpe((X, S), (T, N), 0", u") = (X, TS, 005, " 115 TAS)
Veamos que esto resulta ser una ménada. Por (35), se sigue que:
TS TAS. TSy 0% = pTps (TATSn")n® =
p S TS S = p"ud T S)n® = (u.Tn")(p®.5n%) = 1rs
Tlustramos esto en el diagrama

1 1

X@X@X 5 X 4 X
“SNAU/HTU
S X T

Siguiendo un procedimiento similar hallamos que u” 1. TAS.nTnSTS = 17g. De tal
manera que

TS T,S T STS
TS T TSTS ~— TS

wT S TAS

TS

conmuta.
Como muestra el diagrama

X
T
T
TR
X T X
S
S 74 S
wS A
=
X X X
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hallamos la validez de la siguiente igualdad
(37) AS.SuT S = (NSl

Mientras que el siguiente diagrama

X X X X
S
£
s f s Vi \ s I,//A s
X X
T T
ut
T
ilustra que:
(38) (uTS.TANT) p® = (uTSp®).(TANT)SS .

Por (36), (37) y (38) obtenemos:

(39)

TS TASTS(uT 1% TAS) = T S TAS.TSp” 1° TSTAS = p” 1 T[(N.SuT)pS1.TSTAS =
pl S Tt S TANT) ). TSTAS = pT 1 T[(uT Sp®).(TANT)SS].TSTAS .

Finalmente, por ser (X,S), (X,T) ménadas y observando el siguiente diagrama

X 5 X S X T X T X

se sigue que:
(41)
pT S T[T Sp®).(TANT)SS].TSTAS = [(u”.Tp™) (. .Sp®)).T(TANT)SS.TSTAS =
(T T (. 1% 9)]).T(TANT)SS.TSTAS .

Por (39) y (41) hallamos que:

(42) pT S TASTS(uT wS. TAS) = [(uF T T) (S .5 S).T(TANT)SS.TSTAS .
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(44)

(i)

(45)
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Un razonamiento similar nos conduce a
p S TAS.uTpSTS.TASTS = [(uT . p 7 T) (1. 1% S) . TT(NS.SA)S.TASTS .
Utilizamos (40) para corroborar que:

TTASSTAXTSS.TSTANS =TTASS.TA\S =
TTASS.T(TSANST)S =TTASSTTSAS.TASTS

Luego, por (42), (43) y (44) tenemos la siguiente igualdad:
TS TASTS(uT 1% TAS) = T S TAS. (W T S.TAS)TS .
En otras palabras, el diagrama

TS(uT puS.TAS)

TSTSTS TSTS
(uTuSTS.TAS)TS uT 1S TAS
TSTS TS TrS TS

conmuta.

Entonces Cmpe((X, S), (Y, \),n", u") = (X, TS,n"n%, u" 1% TAS) estd bien de-
finida.
Sean (T, W) = ((X,S), (T, \),(T", W) = ((X',5"),(T", X)) objetos de Mnd(Mnd(€)).
Primero, a partir del objeto y del morfismo

(U, Q), ] = [(X, 9)(T, N)] — (X', 8)(T", X)]
o :[(U,Q), 7] = [(U,Q), x]

obtenemos el objeto (U, 7S.7'Q) y el morfismo o en la categoria
Mnd(€)[(X,TS), (X', T'S")]. Aqui los detalles.

Para la 1-celda ((U,Q),n) : [(X,S), (T, \)] — [(X',S), (T, \)] tenemos por una
parte el diagrama conmutativo

(T, M)(U, Q)

(U, Q)T )

U, Q)

En otras palabras 7T.’I7T, (U,Q) = 7T.77T,1U (donde la operacién vertical en la izquierda
es en Mnd(€) mientras que la del lado derecho es la operacién vertical en €); como
por la misma razén (U, Q)nT = 1ynT (ahora se trata de composicién horizontal).
Asi,

T U =Un"
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(46)

(49)
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Por otra parte por razones semejantes a (45), del diagrama

(T, ) (U, Q)(T, \) — 2~ (U, Q)(T, \)(T, \)
(TN
(T, N) (T, N) (T, N QT
uT'(U,Q)
(T V) (U, Q) _ (U.Q)(T. )

se deduce que
Tl U =707 (U, Q) = (U, QuT a(T,\).(T",N)x = U .aT.T'n

S

n°T A

(7", ') (T, \')(U,Q) (U, Q)T )

e S\ AS
(T", ) (T, N)(T", N) 5 STS TSS

pu>T A
Tlustramos en el diagrama
1 T
//7?\
p %

N
X v v T C :
S T
\”/
X

T'Qn"n%U =" (Qn°'U)

que:

De esta manera por ser (U, Q) funtor de ménadas y (47) :
1S.T'Qn" U =xSnT (Qn'U) = xSy (Un%)

Ademas por (45) y el diagrama

1 1

X S X - X/ =
\\7‘( /
X

78.(n"Un%) = (rT'U)® = UnTn®

X/

se cumple que:
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Por (48) y (49) el siguiente diagrama

T'S'U

/ ’

U ©S.T'Q
%
urs
conmuta.
Utilizamos el diagrama
X v X' & X'
p¥ =
Tl
S //Q s o
v / / /
X X N <= X
T/
U A T’ , ®
p <=
/
X - X — X

para ilustrar que:

(50) rS.T'Q.(uT S T'NS\U =
rST'Q.uT S UTT 1S UT'NS'U = (w V' U)S.T'T'Q.T'T S UT'NS'U

Por (46), obtemos a partir del diagrama anterior, el siguiente

X' r X'

7]

Sl
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para ver que:

(51)
(r TS T'T'Q.IT'T WS UT'NS'U =
(UpL 7 T.T'7)ST'T'Q.T'T 1S UT'NS'U = (Up” 7 T.T'7)S.T'T (Q.u%" U).T'NS'U .
Debido a que Q.U = Up®.Q5.5'Q ((U, Q) funtor de ménadas) tenemos que:
(U 7T T'7)S.T'T(Q.us U).T'NS'U =

(52)
(UuT 7#T.T'm)S.T'T'(Up®.QS.5'Q).T'NS'U .
Al sustituir Q.,uS/U por Up®.QS.5'Q en el diagrama anterior, obtenemos
X
T’ 'y s’
x— xS Ly T T
UT QI UJ( QY v 7 J(U md U
X
S S T T
T pt
s T
En donde apreciamos:
(UpT aT.T'm)S.T'T'(Up®.Q8.5'Q).T'NS'U =
(53) (UpT 7T . T'[rSS.T(QS.S'Q).T'NS'U =
(UuT 7aT)ps T'[rSS.T'QS]|.T'(NQ) =
(UuT.aT)ps T'xSS.T'QS|.T'NUS.T'S'T'Q .
Como 7 : (T'N)(U,Q) — (U,Q)(T, \) es transformacién funtor de ménadas se tiene
UNQT.S'm = 7S.T'Q.NU. Cuando sustituimos 7S.7Q.NU en el anterior diagrama
por UN.QT.S'w se obtiene el siguiente diagrama
x— ey Ty T
UT QR UJ( m J{U QY J{U m J{U
s T
X s T
T
5 X
El que nos es 1til para aclarar:
(UpT.mT)ps T'rSS.T'QS|. T'NUS.T'S'T'Q =
(UuT 7T T (UNQT.S'7)S.T'S'T'Q =
(54) UpTy® 7xTSS.T(UNQT.S'n)S.T'S'T'Q =

UpT yS me\S.T(QT.S'n)S.T'S'T'Q =
UpTyS.UTAS.nSTS. T (QT.S'n)S.T'S'T'Q =
U(p” 1% TAS) (S T'Q)TS.T'S'(nS.1T'Q)
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Entonces por (50), (51), (52), (53) y (54) concluimos que:
U(uT 1. TAS).(xS.T'Q)TS.T'S' (S T'Q) = nS.T'Q.(u™ 5" T'NSHU .

Por lo tanto (U, 75.7'Q) es funtor de ménadas.

Por ser o : [(U,Q), 7] = [(U’,Q"), 7] una 1-celda de Mnd(Mnd(€)) se tiene que
o:(U,Q)= (U,Q) es 1-celda de Mnd(€).

Ahora, para cada par de objetos (I', W) = ((X, S), (T, \)), T/, W) = (X', S"),(T", \'))
de Mnd(Mnd(€))

(Cmpe) e wy, 0wy + Mnd(Mnd(€)[(T', W), (I, W)] — Mnd(€)[(X,TS5), (X', T"S")]
es el funtor tal que:
(U, Q), 7] : [(X, S)(T, N)] = (X", S")(T", N)] = Cmpc|(U,Q), 7] = (U, nST'Q) y
o:[(U,Q),n] = [(U,Q),n'] — Cmpc(o) =0

(escribimos Cmpc|[(U, Q), 7] para (Cmpe) rw),mr,wn (U, Q), 7] y Cmpc(o) para
(Cmpc)(F,W),(F',W')(U))-
Hemos visto que (Cmpe)r,w),rv,w) estd bien definido.

Finalmente veamos que Cmpg(o) es funtor.

En la situacién

(U, Q),7] — (U, Q"), 7] = [(V\ P), J]

Cmpeg(o1.0) = 01.0 (donde la composicién vertical en el lado derecho esta en Mnd(Z)).
Como C'mpgoi.Cmpgo = o1.0 , entonces Cmpg(o1.0) = Cmpeo;.Cmpeo.
Por la definicién de Mnd(Mnd(€)), 1yv,q)- = lw,g) = lu, mientras que

1(U,7'S.T’Q) = 1y. Entonces Cmpﬁ(l[(uQ),ﬂ) = 1Cmp¢[(U,Q),T]'
(iii) Para ((X,95),(T,\)) v

((UvQ)7T) ((1X715)71T)

((X7,.87, (1", X))
tenemos en Mnd(<):

((X,5), (T, A)) ((X,5), (T, A))

(U,Q) (1x,1s)

(X', 8" (X,9) (X,5)
(1", ,\/)‘/ A (T\) /1 . (T\)
/ /
X8 —o &S — gy &9)

Luego

[(1X7 15’)7 1T][(U7 Q)7 T] = [(Ua Q)(le 15)7 (1X7 IS)TvlT(Uv Q)] =
[(Uv Q)v 11XT’1T1U] = [(Uv Q)7T]

Resulta que [(U,Q),7][(1x,1s),17] = [(U,Q), 7| es cierto por un argumento seme-

jante al caso anterior. Por lo que 1((x g (7)) = [(1x, 1s), 17].
Sabemos que 1oymp ((x,5),(T0)] = 1x78) = (1x, 119).
Ahora bien Cmpg[(lx, 13), 1T] = (1X7 1TS.T15) = (1)(, 1TS)-

Por lo tanto Cmpe(1i(x.5),77)]) = Lompe[(X.9).(T.0)]-
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(iv) Sean
(U,Q),7] [(V.P),d]
(X, 9), (T, Amh S1), (Th, mz, S2), (T2, A2)]

De esta forma

Cmpe([(V, P),0][(U. Q),7]) = Cmpe((V. P)(U, Q), (V. P)7.0(U, Q)) =

(55) Cmpe((VU,VQ.PU), (V, P)r.6(U,Q)) = (VU, (V7.6U)S.To(VQ.PU))

Pero, segin

X v X v X,
s L/Q S 2, S
X 0 X1 % Xa
T Z T Z; T
X o X v X5

se satisface:
(56)  (V7.U)S.To(VQ.PU) = VrS.VT1Q.68U.ToPU = V(rS.T1Q).(651. ToP)U .
Por lo tanto, segtin (55) y (56), tenemos que:
Cmpg([(v, P), (U, Q), T]) = Cmpe((V, P), 8]Cmpe((U, P), 7]

No hay mayor dificultad para ver que Cmpg(B0) = Cmpe(3)Cmpe(o).
Por lo tanto Cmpg es un 2-funtor.

Las componentes Ince : € — Mnd(€) determinan una transformacién natural
Inc:1— Mnd y los 2-funtores C'mpg son los componentes de una transformacion natural
Cmp : MndMnd — Mnd.

Nuestro siguiente resultado es:

TEOREMA 5.2. El par (2-Cat,Mnd) con unidad Inc: 1 — Mnd y multiplicacion
Cmp : MndMnd — Mnd es una monada en Cat.

DEMOSTRACION. Veamos que

Mnd —22m4I¢ N rndMnd <22 A ind

(57) Cmpe

Mnd

es conmutativo. Mostramos que CmpeMndInce evaluado en el objeto (X, S), la 1-celda (U, ¢)
y la 2-celda k es la transformacién natural identidad.
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Sea (X, S) un objeto de Mnd(€). Tenemos:

CmpeMnd(Ince)(X,S) = Cmpe(InceX, InceS, Incen®, Incep®) =
Cmp@[(X7 1X)7 (57 13)77,’5”“5] = (X7 S1X7 nSllxa M511X-5131X) = (X7 S)

TNustramos %11, .S1g1x = u° en el siguiente diagrama

1
Y x X 5 Y
1x /4 1x V4 1x
11y 1g
e - X X 5 X
X S g U
1
S

Para (U, ¢) : (X,S) — (Y,T) € Mnd(€) se tiene:
Mnd[Ince(U, )] = (InceU, Ince¢) = (U, 1v), ¢)
Es decir en Mnd(Mnd(<))

(U1y)
(X, 1x) T (Vi 1y)
(S15) 7 (T1)
(X,1x) (Y, 1y)

1y)

Luego, Cmpe((U, 117), ¢) = (U, $1x.T1y). Pero, segun el diagrama

X - Y S Y
S T
X

Plx Tly = ¢liy,1rly = ¢,lry = ¢
Entonces CmpeMnd(Ince(U, ¢)) = (U, ¢).

Finalmente, para

se cumple:

U,¢)
/—‘—-\
(X,95) K (Y,T)
\-_’/
(U1,41)

85
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en Mnd(Z), Cmpe(Mnd(Incek)) = Cmpe(Incek) = k.
La demostracion de que CmpgIncMnd = 1 es muy parecida. Por lo tanto tenemos la conmu-
tatividad de (57).

Para completar nuestra demostracién, justificamos la conmutatividad de

MndCmp
MndMndMnd MndMnd
(58) CmpMnd Cmp
MndMnd Mnd
Cmp

Sea A = ([(X,S), (T, N)], (U, ¢),7],7, 1) en Mnd(Mnd(Mnd(€))). Tenemos que:

A" = Mnd(CmpeA) =
(C’mpg[(X, 5)7 (T’ )‘)]’ Cmp@[(Uv ¢)7 T]’ Cmp€ﬁ7 Cmp@ﬁ) =
(X, TS, 9", u'us.TAS), (U, 75.T¢),7, 1)

en Mnd(Mnd(Z)).
Asi,

(59) Cmpe(A') = (X, UTS, 7" 0%, il(p" 1> TAS).U(7S.T$)TS)
Por otra parte, Cmpypqie)A = ((X, S), (U, ¢)(T, )\),ﬁnT,ﬁuT,lUTlT). Por lo que:
(60)  Cmpe(Cmpprnae)d) = (X, UTS,m" 0%, (au” 1um1r)p® UT(UX.¢T)S)

En el siguiente diagrama

X 5 X T X U X
S
W s /A s V4 s
¢
s
T X U T X U X

pt i\T l/ﬂll
T U

se aclara que:

a(u” 1® TAS).U(TS.TH)TS = au” ¥ . UrAS.UT$TS =
(61) ap S UTTSS.UT(UN¢T)S =
ap” UrTps UT(UN¢T)S = (au” .UrT)p® UT(UN¢T)S .

Al considerar (59), (60) y (61) se sigue que Cmpe(Mnd(CmpeA)) = Cmpe(Cmparpae)d)-
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Aplicando MndCmpg al diagrama
(X, ), (T, 3) — 222 (X787, (17, X))
[(U,ka A l[(U@QW]

((X,5), (T A) ((X7,.87), (T, X))

[(p.),2]
el correspondiente en Mnd(€) es
(X, TS) w510 (xr 1)
(U5.T¢) z/x (U 78" T'¢')
(X,T9) (X', T'8")

(p,28.T"q)
De manera que:

Cmpe(Mnd[Cmpe([(p, q), 2, 2)]) =

(62)

Cmpe((p, 2S.T'q), 2] = (p,2TS.U'(2S.T'q))
Ademis,
(63) Cmpe(Cmppmae) ([ q), 2], 7)) =

Cmpel(p, @), 2(T,N).(U", ¢')z] = (p, [2(T, N).(U", ¢)2]S.U'T'q)

De acuerdo con (62) y (63) Cmpe(Mnd[Cmpe([(p, q), 2], )]) = Cmpe(Cmprmae) ([(p; ), 2], 7).
En Mnd(Mnd(Mnd(Z))), sea

([(p,9),2],2)
/”H\\

(((X,9), (T, 2)), [(U, 9), 7]) 4 (X8, (T X)), (U7, ¢, 7))
= s
(@'.q"),2'],2")
entonces Cmpe(Mnd[Cmpe(k)]) = Cmpe(Cmpe(k)) = Cmpe(k) =Ky
Cmpe(Cmpinae) (k) = Cmpe(k) = k.
Por lo tanto el diagrama (58) es conmutativo. Por lo que el teorema estd demostrado.
O

Para la categoria 2-Cat mostramos la existencia del funtor Mnd* : 2 — Cat — 2 — Cat,
después hallamos transformaciones naturales Inc* : 1 — Mnd* y
(Cmp)* : Mnd*Mnd* — Mnd*. Finalmente mostramos que (2 — Cat, Mnd*, Inc*, (Cmp)*)
es una monada.

No es dificil ver que la aplicacién §* definida como:

X—FX=3X, [ X-=>Y-=Fr=GNHN v =537

es un 2-funtor.
Se define el funtor ( )*: 2 — Cat — 2 — Cat como:

C— () =¢C" §y F:€-D->F: " - D
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Veamos que ()* es funtor.

Si
5 &
A ¢ D
entonces, para
f*
T T
X \\&:/ Y

g
en €*, tenemos que:
(6F)"X = 63X, (63)"f"=(83f)" y (&F)'T =6Fr

Pero, ademas:

G FX = 6FX, OF [ =06 Ff) = (6Ff) y O FT=06"Fr=06§r
Asi, (BF)" = &*F*.
Ahora bien, al considerar a 1¢ : € — € observamos que:

(l) X =1eX =X, (1o)'f"=Q0ef) ="y Q) 7=1ler=7

Por lo que (1¢)* = 1g«. Por lo tanto ( )* es funtor.
Mnd* denota el funtor obtenido como la composicion de

Ok Mnd )

2 —Cat 2 —Cat 2 —Cat 2 —Cat .

El cual esta dado por

C— Mnd*€ = (Mnde€*)* y §F:C€—D— Mnd*'§F = (Mndg*)*

donde (MndF*)* es el 2-funtor tal que, para

 wer
(.5 I (1)
(Va)*

en (Mnd€*)* se cumple:
(Mnd§*)*(X,S) = Mnd§*(X,S) = (F*X,F*5)

(Mnd§*)*(U,¢)* = (Mnd§*(U, $)*)* = (U, T°9))" y
(MndF*)*T = MndF*T = §*1

Sea Inc* : 1 — Mnd* tal que para cada € objeto de 2 — Cat
Incy = (Incg«)* : € — Mnd(C*)*

El siguiente cuadrado

Incgx)*
¢ Unce:) Mnd(€*)*
z Mnd(F)*
D Mnd(D*)*

(Imcp=)*
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conmuta, por ser el funtor ( )* evaluado en la transformacién natural Inc: 1 — Mnd cuando
se considera a §* : € — ©* en 2-Cat. Asi que Inc* : 1 — Mnd* es una transformacién
natural.

Un argumento similar nos permite hallar la transformacién natural

(Cmp)* : Mnd*Mnd* — Mnd*
tal que:
(Cmpe)* = (Cmpe=)* : (MndMnd&*)* — (Mnd&*)*

para cada objeto € de 2-Cat.
Mostramos que (2 — Cat, Mnd*, Inc*, (Cmp)*) es una ménada.
Sea € = €*, si se aplica ()" a (57) y (58) obtemos los diagramas conmutativos

(MndIncg«)*
_—

(Mnde*)* [MndMnde*]* 2V (\rpde*)*
(Cmpex)* 1
(Mnde*)*

(MndCmpT*)*

[Mnd(Mnd(Mndc*))] [Mnd(Mnd&*)]*

(Cmprrnge*)* (Cmpg=)*

[Mnd(Mnde*))*

(Mnde*)*
(Cmpe=)*

i.e. los diagramas

Mnd* Inc* Inc* Mnd*
Mnd* ——— Mnd*Mnd* <— Mnd*

(Cmp)*

Mnd*

*

Mnd*Cmp*
Mnd*Mnd* Mnd* — Mnd*Mnd*

Cmp* Mnd* Cmp*

Mnd* Mnd* Mnd*

Cmp*

son conmutativos.

Por lo tanto (2 — Cat, Mnd*) es una ménada.

A cada objeto de (Mnd(Mnd&)*)* asignamos uno y solo un objeto de Mnd(Mnd&€*)*; lo
mismo hacemos para 1-celdas y 2-celdas de (Mnd(Mnd&)*)*.

Sea [(X,5), (T, \)*] un objeto de (Mnd(Mnd&)*)*

=
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[(X,S),(T,\)*] es un objeto de Mnd(Mnd&)*.
=

En la 2-categoria (Mnd(€))* (T, \)* : (X,S) — (X, S) es 1-celda, n” : 1 — (T, \)* y
pt (T, \)*(T, \)* — (T, \)*, son 2-celdas; ademaés los diagramas

x T T *
(T, 2y — TV op Ay, ay L2y
1 wh 1
(T, \)*
T *
(T, (1 V(1) 22T (s
(TN p” ut
(TN (A —— ("
son conmutativos.
=

Las ménadas (X, S), (X,T) y la 2-celda A : ST = T'S satisfecen el inciso (a) de la definicién
de ley distributiva.
=

Las ménadas (X, S), (X,T) y la 2-celda A : ST = T'S satisfecen el inciso (b) de la definicién
de ley distributiva.
=
En la 2-categoria Mnd€* tenemos: la 1-celda (S*,1) : (X, T*) — (X, T*), las 2-celdas
o1 — (S*,0) y u i (S*,1)(S*,1) = (5*%,1); ademés, los diagramas

n°(5*,)) (8*,Mn°

(S*, ) (S*, A)(S*,\)

(5%, )

15 (5%,2)

(S*, N (S*,N)(S*,A) ———————= (S, A)(S*, \)

(5" Ap® I

(S*, N)(S*,\)

S
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conmutan.
=
[(X,T%),(S*,\)*] es un objeto de Mnd(Mnd&*)*.
Sea ((U,Q)*,m)* : [(X,S), (T, \)*] — [(X',S8"), (T', \)*] en (Mnd(Mnd&)*)*.
<~

(U, Q)*,m): [(X',8), (T, N)] — [(X,S),(T,\)*] en Mnd(Mnd&)*.

=
En (Mnd€)* tenemos
(X', 8" U,Q)" (X, )
(T/7Al)*k %T (T7)\)*
/ !
(X, 8) o (X.5)

tal que:

Tt (U, Q)" = (U, Q)" y U,Q) ™ a(T N) (T, \)'r = . T (U,Q)*

Mientras que en €

X cl X/
s /, s

!

X - X

con:

QU =Un" y Ups.Q5.5Q=Q.u5U .

=
En Mnd¢€ tenemos:
(8 —22(x,9)
(T/,/\’)‘ %T (T\)
X' s X, S
(X, 8) = (X.8)

tal que:

(U, Q" =0T (U,Q) y 1T (U,Q).(T",N)m.n(T,\) = m.(U, Q)T .
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Mientras que en €*

X = X/
5" Zy (s")"

/

X — X

con

Q~U*7IS/ _ USU* y MSU*S*QQ(S/)* _ Q-MS/U*

=
En ¢ tenemos:
X T X
U %r U
! !
X - X

Tal que se satisface:
7 Unt =9T'U y JWT'UT7aT =7Upt

Mientras que en €*

X ch X!
S* /Q (S/)*
!/
X - X
con:
Q.U*nS =nSU* y pSU*.S*Q.Q(S")* = Q.uS'U*
=
En ¢*
X! ch X
@ /s T
X’ = X

Tal que se satisface:

rtU* =U*nT y U (T T*r = w4 T U*
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Y
X i X/
S* /62 (Sl)*
!
X T X
con:

Q-U*US, — nSU* y MSU*S*QQ(S/>* _ Q-#S,U*

=
En Mnd€* tenemos:
(x5 — D (x,8)
((T')*w)l A (T* )
X' g X. S
(X)) e (X,5)

Tal que:

T (U,Q) = (U, QuT y (U*,Qu w((T')", X).(T* N = m (U, Q)

Mientras que en €*

X o X!
X o X’
con
Q.UM =UU y pSU*.S*Q.Q(S')* = Q.U*uS
=
En Mnd¢*
U*m
(X, 1)~ (x, (1))
(5" Zy (87" )
X T* X/ Tl *
(X, T) s (X,(T'))
tal que:

Q.U* mm> =nS(U*m) y uSU*7).(S, NQ.Q(S)* N) = Q.(U*, m)u
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Mientras que en €*

X' X
(T’)* % T*
!/
X = X

con:
Tt U* =U*n" y Up” (T T = w47 U*
4
[(U*,m)*,Q] : [(X,T*)(S*, \)*] — [(X",(T)*)((S")*, N)*] es objeto de Mnd(Mnd&*)*.

Una sencilla inspeccién nos dice que

(U,Q)*,m)*
/—\\
[(X,9), (T, A)*] T (X7, 8, (T, N')"]
S
((U’,Ql)*,ﬂ—/)*
es 2-celda en (Mnd(Mnd&)*)*.
=
(U*m)*,Q)
m
(X, T7), (5%, A)"] T4 (X7, T7), (8™, X')]
\\_’—’_"/_/
((U,*,ﬂ'/)*,Q/)

es 2-celda en Mnd(Mnd&*)*.
Definimos © : Mnd*Mnd — MndMnd* tal que para cada €, el 2-funtor

No es dificil mostrar que la aplicaciéon O¢ : (Mnd(Mnd€)*)* — Mnd(Mnd&*)* definido
como:

Oc[(X,9), (T, )] = [(X,T7), (5%, A)"]
Oc((U,Q)",m)" = (U 1), Q) y

O¢r =7
es 2-funtor.
Veamos que O : Mnd*Mnd — MndMnd* tal que:
¢ O

es una transformacién natural. Es decir que el diagrama
(Mnd(Mnd€)*)* —2 Mnd(Mnde*)*
(Mnd(Mndg)*)* Mnd(Mndg*)*

(Mnd®)*)*

Mnd(Mnd®D*)*

D

conmuta.
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Sea [(X,9), (T, \)*] € (Mnd(Mnd&)*)*, tenemos O¢[(X,S), (T, N)*] = [(X,T7), (S*, A)*].
Entonces
Mnd(Mnd&'*)*[(X, 1), (S*v )‘)*] = [(Mnd&*)*(X, T*)v (Mndg*)*(‘g*v )‘)*] =
[Mnd§* (X, T*), (Mndg*(S*,A\)*] = [(§*X,F*T*), (§*S*, TN =
[((BX, (BT)"), (F9)",3N)] -
Por otra parte
((Mnd&)*)*[()ﬁ S), (T, )‘)*] = Mnd(MndS)*[(X, S), (T, )‘)*] =
[(Mnd%>*(X7 S)? (Mndg)*(T7 )‘)*] = [Mnd%(X7 S>7 (Mndg(T7 )‘))*] =

(5X,89), (BT, 31)"] -

Asf,  O2[(FX, §S), BT, 8N = [(3X, (FT)7), (§5)", N)"].
Para  ((U, ) ,m)* € (Mnd(Mnd&)*)*, se tiene que O¢((U,Q)*,m)* = (U*,7)*, Q).
Por lo que
Mnd(Mndg*)*(U*,7)*,Q) = (Mndg*)*(U*,7)*, (MndF*)*Q) =
(Mndg*(U*, )", Mnd§*Q) = ((F*U*, §*7)",3"Q) = (V)" 37)",FQ) .
Ademis,
(Mnd(Mndg)*)*(U,Q)*, m)* = Mnd(Mndg)*((U,Q)*,m)* =

[(MndF)*(U,Q)*, (MndF)*r]* = [(Mnd§ (U, Q))*, Mndgr]* = (FU,FQ)*,Fr)*
Entonces 09 = ((FU,FQ)*, 3m)* = ((FU)*,$1)*, Q).
Finalmente para 7 € (Mnd(Mnd&)*)* se tiene

Mnd(Mnd§*)* Qe = Mnd(MndF*)*T = (Mndg*)*t = Mnd§*t =F*1 =381, y
On(Mnd(MndF)*)*T = OpMnd(Mndg)*T = Op(MndF)*T = OpMndFT = OoFT = FT.
De acuerdo a todo lo anterior hemos probado el siguiente:

TEOREMA 5.3. Los dos (3—) funtores Mnd*Mnd, MndMnd* :2 — Cat — 2 — Cat son
naturalmente isomorfos.



CAPiTULO 6

Aplicaciones a Cat

En el capitulo tres, mostramos que la 2-categoria Cat admite la construccién de algebras
y que X° es la categoria de S-dlgebras. La préxima categoria a tratar es Cat*.

TEOREMA 6.1. La 2-categoria Cat® admite la construccion de dlgebras.

Nos ocupamos en primera instancia de mostrar al 2-adjunto derecho del 2-funtor Incoge.
El 2-funtor Algcg : Mnd(Cat*) — Cat* consta de:

(1)

Una funcién objeto Ob(Mnd(Cat*)) — Ob(Cat*) (también denotada por Algcqs+)
tal que (X, S) — Algoa~(X,S) = Xg.

La categoria Xg es la construida por Kleisli. Sus objetos son los objetos de X.
Un morfismo f : 2 — 2’ en Xg es un morfismo f : z — S2’ en X. La composicién
de f:2 — 12/, g: 2 — y en Xg es la composicién

S
g 55y 5y
en X.
Iniciamos con 1-celdas y la 2-celda
(U,8)
/\\
(X,5) ol (Y, T)
\\‘———/
(Ut,¢1)

en la 2-categoria Mnd(Cat*), para obtener los funtores y la transformacién natural

FU$)

XS F(J)U YT

\—/

F(U1,1)*

en la 2-categoria Cat*.

Asi, para (U, ¢) : (X,S) — (Y,T) objeto de Mnd(Cat*) con ¢ : TU — US en
Cat* tenemos ¢ : UT — SU en na.

En la 2-categoria Cat sea F'(U,¢) : Yp — Xg definido por:

y—FU ) =Uy y f:y—y—FUe(f)=0o,Uf.

Para o : (U,¢) = (V,¢) en Mnd(Cat*), tenemos 0 : U =V y 0S.¢ = p.To en
Cat*.
Porloqueen Cat oc: U=V y ¢.So=pTo.

97



98
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Definimos en Cat, F (o) : F(U,¢) = F(V,p) tal que:
F(o)(y) =m0y : Uy — Vy.

Mediante simple inspeccion se corrobora que F'(U, ¢) es funtor y que F (o) es trans-
formacién natural.
Para cada par de objetos (X, S5), (Y,T) de Mnd(Cat*) el funtor

(Algcat+)(x,s).(v,T)

Mnd(Cat*)((X,S), (Y, T)) Cat*(Xs,Yr)

estd definido como:
Algou-(U.¢) = F(U.8)* y Algou-(0) = F(o) .

(Escribimos Algcq+ (U, ¢) para (Algcar)(x,s).(v,r) (U @) v Algcar-(o)
para (Algcat+)(x,s).(v,r)(0))-
En Mnd(Cat*) sean

(U,9)

T

al

(U2,92)

(X,5)

(Y, T)

Luego en Cat se obtienen

F(U.¢)

m

Y- X
N S
F(Ua,02)
Asi, en Xg
F(o) F(r)y
Uy - Uy Uay
mientras que en X
Ty ngw
Uy Ury SUry
Ty 7]523;
Uiy Uay SUsy .

Como (X, S) es una ménada, se cumple ungnng = 1; por ser 1° transformacién
: S _ S
natural se satisface ny,, 7 = S7yng,,. Entonces

F(r)yF(o)y = /AngSnggySTynglyoy = STynglyay = nf,gyTyay = F(ro), .
Por lo que F7.Fo = F(70). Por lo tanto, Algca(70) = AlgoasT-Algoaro.
Para (U, ¢) : (X,S) — (Y,T), lwe) = lu. Ademés lpyg : F(U,¢) — F(U,9)
es tal que 1py¢)(Y) = Lpw.e)y) = ngy. Ahora bien

F(l(U7¢))(y) =F(ly)(y) = ngley = ngy. De esta forma 1p(y,4) = F(l(U@)).

Por lo tanto, (Algc(lt*)(x §).(v.T) funtor.
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(iii) Para cada objeto (X, S) de Mnd(Cat*), se cumple 1454, . (x,5) = lxs-

Ya que 1(x ¢y = (1x,ls), mientras F(1x g)) : Xg — Xg esta dado por:

Flx,1s)(x) = 1x(z) =2 y F(lx,1s)(f) = lsorlxf= [ .
Por lo tanto, 144,,.,.(x,5) = Algcat(1(x,s))-
(iv) En la 2-categoria Mnd(Cat*) para la composicién de

(U,9) (Vi)

(X, 5) Y, T) (Z,W)
tenemos en Mnd(Cat*)
VUV .U
(x,8) Dz wy

Luego, en Cat se tiene

X~ —v-—"z

¢ ®
S 7 T 7 W
X U Y v A

Apartir de los cuales obtenemos F(VU,V¢.oU) : Zyw — Xg tal que:
F(VU,Vé.pU)(2) =UVz y F(VU,VoU)(f) = pvalUpaUV .
Por otra parte para

F(V, F(U,
T (Vi) Yy U,9) X

hallamos que:

FU,9)F(V,¢)(2) = F(U,9)V(z) =UV(z)
F(Uv QS)F(‘/, @)(f) F( ’ )(sz/Vf) Qsz’USOZ’UVf .

Ast, F(VU,V.oU) = F(U, ) F(V, ¢).

Por lo tanto, Algca (V. ), (U, 8)) = Algcar(V, @) Algcar-(U, ¢).
Sien M nd(Cat*) cons1deramos las 2-celdas

(U,9) (Vip)

/’-\/\

(X, 5) ol (Y, T) T (2, W)

\-_/\-‘/

(U17¢1) (V1,<p1)
obtenemos en Cat
F(VUV ¢.0U)

T

Zw F(ro) Xs

\‘_’/

F(V1U1,Vig1.01U1)

99
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y
F(Vip) F(U,9)
Zw Fr| Yr Fol Xg
F(Vi,e1) F(U1,41)
Ahora bien
(64) F(70)(2) = 15,v,.(10)(2) = 15y, . Ur 00 -
Por otra parte
(65) S¢1V12SU177‘7;12 = Sn[s}lvlz )

ya que se estd evaluando S en una de las identidades que satisface (Uy, Vi) por ser
funtor de ménadas; ademas

S S _
(66) HUlvlenUlvlz =1 ’
porque (X, S) es ménada y, también
(67) n(sflvlelTZ = SUszn(SJ1V12 ’

por ser n° transformacién natural.
Si consideramos que F(0)p(v,,)- €s

S
n z
UV —2 - UV — % ULV 2
y que para F(7), se tiene
T
Tz nVlz
Vz Viz TViz
con lo que F(Uy, ¢1)F(T), es
U177T 2 ) z
UV — 2" s Uiz —— 2 U TV e — s SULV 2

Entonces por (65), (66) y (67)

F(Ula(bl)F(T)ZF(O—)F(V,go)Z = Mglvle(F(Uh(Z)l)F(T)Z)F(U)F(V,cp)Z =
(68) :ulsflvlzS¢1V1ZSUIU\J;leUlTanSthGVZ = 'U’51Vlen51V1zSUlTZn[SJleUVZ =
1SU17'Z’I751VzO'VZ = nglvleszaVz .
Asi, remitiéndonos a (64) y (68) F(r0)(z) = F(7)F(0)(2). Lo que significa que
Algcar (10) = Algoar (1) Algca (o). Por lo tanto, Algcog: es un 2-funtor.

Damos en seguida a quiénes seran la unidad y la counidad de la 2-adjuncion.

Exhibimos a la componente de la counidad evaluada en la ménada (X,S) objeto de
Mnd(Cat*).

En Cat definimos U¥X : X — Xg como:

UX(@) =2 y US(f)=nuf.
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La transformacién natural
UX

Xs X
X
1 ¢ 7 S
Xs X X
es tal que:
¢X($) = lsg

Naturalmente UX es un funtor, ¢X es transformacién natural y (UX,$*) es un funtor de
monadas.

Veamos que la aplicacion A : Incoar- Algcar — 1 dada por Ax gy = (UX,¢¥X) es una
transformacién 2-natural.

En la 2-categoria Mnd(Cat*) sea (X,S), de manera que en Cat*

UX U

Xs X Y
X
T 7 s dj/ T
X
Xg——>X ——Y
Asi, en Cat tenemos
X
Xs v X cl Y
X
1 ¢ P2 d;/ T
X
Xyt X <Y

El funtor UXU : Y — Xg estd dado por:
(69) UXUy=Uy y UXUf =n3,Uf;

ademés ¢, : UTy — SUy, luego U (¢,) es

UTy & SUy 150y SSUy
mientras que QS()J(y = lsyy entonces,
(70) (@XUUX ) () = 617, U™ (by) = huynisuydy = oy -
Para (X, S) de Mnd(Cat*), tenemos en Cat*
Al at* Y
Xg 2 sy, — L sy
X
1 7 ¢ Y T
s Yr Y
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Asi, en Cat tenemos
F(U,¢) UX

Xg Yr Y
1 X

IR O

X Fwe T Y
El funtor F (U, #)UY : Y — Xg esta dado por:
(71) FU¢)UYy=Uy y FUU"f=¢,Un"),Uf .
Ya que F(U, ¢)(1ry) = ¢yUlry ¥ 1F(U7¢)Uyy =lpwey = luy = 175; luego, se sigue que:
(72) (1F(U,¢)UY-F(Ua ¢)¢Y)y = MUySnf?yﬁbleTy =y .
Como consecuencia de (69), (71) y por ser (U, ¢) funtor de ménadas, se satisface:
(73) UXU = F(U,9)UY .

De manera que por (70), (72) y (73)
(U, 9)Ax,5) = Ay Incca Algoar (X, S) -
No hay mayor dificultad en mostrar que para

U,¢)
N
(X,8) ol (V\T)
~__ 7

(Vip)

se cumple oAy gy = Ay, ryInccat Algoar-o. Por lo tanto, A es una transformacién 2-natural.
La transformacién 2-natural 1454 ,. : Algca — Algca estd dada para cada (X, S) por:

(1Algcat*)(X=S) = 1AlgCat* (X7S) = 1XS °
Por definicién de la categoria Xg tenemos que
(74) (Xs)lxs = XS

La transformacién 2-natural ¥ : 1 — Algoa Incoq para cada X de Cat es Xy = 1.
Ahora mostramos que A y X cumplen las igualdades triangulares de la definicién de
2-adjuncién.

Tenemos
(BAlgcat) (x,5) = (BAlgcat) x,5)Lcat (1a1gg,,. ) (X, S) =
Yxslea(1xg) = Xxg = 1xg ;
ademas de:
(LAlgeae ANX,S) = (Latge,,» (X, ) (Algear- A) (X, S) =
Latge, e (X,9)Algcar (UX, ¢%) = Algoa (UX, %) .
Por lo que:

(AlgC'at*A-EAlgCat*)(Xa S) = AlgC'at* (UX’ ¢X) .
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Vemos que para F(UX, ¢~X): Xg — (XS)lxs se cumple:
UX,¢X)e=U%z=2 y FUX,¢*)f=¢2UXf = poS(lsenw)f = f
para x objeto de Xgy f : x — 2’ en Xg. La igualdad pu,S(1g.nw)f = [ es cierta ya que
(X, S) es funtor de ménadas.

De manera que por (74) 1x, = F(UX, ¢%). Asf

Algear- (U, ¢%) = (1x4)* = 1xg = (LAlgeare) (X,8) -

i.e. tenemos que

Cat* Cat*= 1
Xy

nccat* AlgCat*

AlgCat*

Mnd(Cat*) Mnd(Cat*)

se satisface. La identidad XIncoge. nccat*A se calcula de manera semejante.
Combinando los teoremas 3.1 ;4.5 y 6.1 tenemos el siguiente resultado para Cat.

COROLARIO 6.2. Cada una de las 2-categorias Cat, Caty, Cat* y Catl admite la cons-
truccion de dlgebras.

Nuestro trabajo ahora sera mostrar que la 2-categoria Cat} admite la construccion de
algebras.

Primero mostramos que existen 2-funtores ()p, : Cat* — Caty, ()*° : Caty — Cat* tales
que ()P°()po = 1y ()po()P? = 1. Damos sélo la construccién del 2-funtor (),o; la construccién
de ()P° es muy semejante.

Nuestro primer paso es el siguiente:

OBSERVACION 6.3. St F*,G* : A — B son I1-celdas y 7 : F = G es una 2-celda en Cat*
1.€.

En la 2-categoria Cat tenemos

Para cada b objeto de B se tiene 1, : Fb — Gb en A.
Entonces T induce una transformacion natural T tal que:

7y =17 : GPb — FPb
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i.e.

En la 2-categoria Cat}

Apartir de (6.3) definimos el 2-funtor
Opo : Cat* — Catl

el cual consta de:
(i) La aplicacién Ob(Cat*) — Ob(Caty) (también denotada por (),,) definida como:

(X)po = X,

la categoria opuesta de X, para cada X objeto de Cat.
(ii) Para cada par de objetos A, B, de Cat* el funtor

[(Opola,p : Cat*(A, B) — Cat;(A°, BP)
estd definido como:
Opo(EF™) = (FP)* y (T)po = (T)«

Escribimos (F*),, para [()pola,B(EF™*) y (T)po Para [()po)a,B(7). Mostramos la validez
de tal afirmacién.
En la 2-categoria Cat*, sean:

F* F*
m N
A < B A ot B
W ~_ 7
H* =
&
En la 2-categoria Cat
F F
m N
B ¢ A B o1l A

W \/

H
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Asi, en la 2-categoria Cat hallamos:

Hop Fop
TN N
G°P __
Bop Aop Bop a7 | Aop
W ~_ 7
Fop g
Tales que:
(? . E)b =Tp.0p = Tl;)p.ng = (O’b.Tb)Op = (ﬁ)b .
Por lo que:

G Ts = (T.0)x = (07)s .
Por la tanto,
(0.T)po = () po-(T)po -
No hay mayor dificultad en mostrar que:
Lp),e = (1F)po -
Por lo tanto,
[Opo)a,B : Cat*(A, B) — Cati(AP, BP)

es funtor.
Para las 1-celdas
B - A°P S C

en la 2-categoria Cat} tenemos:
Liay,, = (Laer)" = ((14))" = (1a)po ;

pues la respectivas 1-celdas en Clat son:

C EEyC— B

Sea (F*,G*) un objeto de Cat*(A, B) x Cat*(B,(C); obsérvese que:
[Opola,cG*F* = [(pola,c(FG)* = [(FG)*]" =
(FPGP)" = (GP)(FP)* = [()pol B,c(G*)[Opol a,B(F") -

Para las 2-celdas

F G* G*F*
A 7 B B C A BT C
~_
F'* G'* G'* Fr*

en la 2-categoria C'at*, obtenemos las correspondientes 2-celdas

G/op F'op (F’G’)OP
I T cn” By aw

\/

Gop Fop (FG)op
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en la 2-categoria Cat. Para dichas 2-celdas se tiene:

(T B)e = Taore "B = (1Ge) PF'P(8) =
(TGC)OP(F/ﬂC)Op = (F/ﬁcTGc)Op = (ﬂTc)OP = (E)c .

Por lo que:
(E)* = (7 B)*
ie.
(77) [Opola,c(87) = (B7)s = (7 B)s = B.Tx = [Opol 5o (B))pol a,(7) -
Por (76) y (77) hemos mostrado la conmutatividad de
Cat*(A, B) x Cat*(B,C) Ane Cat*(A,C)
[Opola,Bx[OpolB,c [Opola,c

Caty((A)po, (B)po) x Cati((B)pos (C)po) Cati((A)po: (C)po)

©(A)po;(B)po,(C)po

Por lo tanto, ()p, : Cat* — Cat} es 2-funtor.

Para definir el 2-funtor ()P° : Cati — Cat, tenemos:

OBSERVACION 6.4. Si F*,G* : A — B son 1-celdas y 7« : F = G es una 2-celda en Cat*
i.e.
F*

TN

A T*ll B

V

G*

En la 2-categoria Cat tenemos

Para cada b objeto de B se tiene 7, : Gb — F'b en A.
Entonces T induce una transformacion natural 7 tal que:

Ty = T,fp : FoPh — G°Ph

i.e.
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En la 2-categoria Cat*

(Go)*

En el mismo espiritu con el que se utiliza (6.3) para definir el 2-funtor (),, : Cat* — Cat},
ahora partiendo de (6.4) tendremos que si F*,G* : A — B son l-celdas y 7, : F' = G es una
2-celda en Clat} la asignacion:

A— (A)po = A%, F* — (F*)po — (Fop)* y T (T)po —z
respectivamente, nos permiten hablar del 2-funtor
(Ore: Caty — Cat* .

La justificacién de la existencia de dicho 2-funtor tiene la misma ténica que seguimos para
contruir el 2-funtor ()po.
Mostraremos que

se satisface.
Es inmediato que:

O070po(A) =A g (POpo(F™) = F*.

Al evaluar ()p, en los objetos, las 1-celdas y la 2-celda en (75) obtemos el diagrama

(For)*

(GoP).

en la 2-categoria Cat}, donde T estd dada por:
Tp = Tb0p : GPh — F°Pp

Finalmente, aplicamos el 2-funtor ()P° a objetos, 1-celdas y a la 2-celda del anterior diagrama
para obtener

en la 2-categorfa Cat*, donde T es tal que:
(7)o = (7)) = ((1,)°P)°P : Fb — Gb

En pocas palabras se ha mostrado que (()?°()po)(7) = 7. Por lo tanto ()P°()p, = 1.
También es cierto que ()p()?° =1 y la demostracién es parecida al caso anterior.
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Como la 2-categoria Cat* y los 2-funtores ()po : Cat* — Cat}, ()P° : Cat; — Cat*
satisfacen la hipdtesis en (4.5) entonces Catf admite la construccién de édlgebras y

(78) Algoa: (Xpo, Spo) = (Algoar (X, 5))po = (X3)po -
De la afirmacién anterior deducimos que existe un isomorfismo 2-natural
Cati(Set, (Xs)po) = Cati(Set, Algcar: (Xpo, Spo)) = C,
con
(Cat:(Set, (X)) ) — ¢

Para (X, S,n, 1) objeto de Cat* se sigue que (Xpo, Spo, Mpos Hpo) €5 una ménada en Cat}. Asi,

[Cat*(Set, Xpo), Catt(Set, Spo) = 8,7, = (P, Q)
es una monada en Cat donde:

S : Cati(Set, Xpo) — Cati(Set, Xpo)
es el funtor tal que:
S(F) = SpoF y S(0) = Spoo

y las transformaciones naturales

n:1—S y p:85—S
estan definidas como:
g = 77poF Y pp = ,UpoF .

En la 2-categoria Cat tenemos la counidad
(JQ,X) :(C,1) = (PQ7 1) — (CatI(Set,XpO), (Set,Spo)) =(P,Q).
por ser (S, ) funtor de ménadas el diagrama

(S,m)

(Cati(Set, Xpo), 1) (P,Q)

(E9,1) (J9.x)

(G9)

conmuta.
Por (3.2)

Cat}(Set,Spo) C

(79) Cati(Set, Algcat: (Xpo, Spo)) = (Cati(Set, (Xpo))
Asi, por (79) y (78)

(80) Cati(Set,(Xg)po) = Cati(Set, Algcar: (Xpos Spo)) = C .
Probaremos que existe un producto fibrado para el par de flechas

Q\op
X i Cat*(Set, Xp0) V) cop
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Damos una descripcién del 2-funtor (J?)P que nos serd de gran utilidad mas adelante y
después decimos quien es el 2-funtor R.

Sea (Js,,,X) : ((Xs)po, 1) — (Xpo, Spo) la counidad evaluada en (Xpo, Spo), de manera que
por ser (Spo, tipo) funtor de ménadas, existe una tnica 1-celda Eg,, que hace conmutativo el
diagrama,

—_

S 0,1 o
Xp07 ) s (XpmS )

ESpo ) Apo 7X

(XS po» 1

Dada la adjuncién Eg,, 4 Js,, que genera la ménada (Xpo, Spo) tenemos que la adjuncion
Cat;(Set, Eg,,) 1 Cat;(Set, Js,,) genera la ménada (P, Q), luego aplicando (2.10) y por (80),
el siguiente diagrama conmuta

Cat;(Set,Es,,)

Caty(Set, Xp0) Cati(Set, (Xs)po)

Caty(Set,Js,,)

Por lo que el diagrama

Cati(Set, (Xs)po)

\ /55@1& o)

Cati(Set, Xpo)

es conmutativo.
Aplicamos al anterior diagrama el 2-funtor ()., : Cat — Cat, para obtener el siguiente
diagrama

cop Cat*(Set, Js,,)

@R

(81) (JQ)OP [CatI (Setv']Spo)]op

Cat*(Set, Xp0)

también conmutativo.
A grandes rasgos damos una descripcién de el 2-funtor (), : Cat — Cat,.
Si F,G: A— Bson l-celdas y 7: F = G es una 2-celda en Cat i.e.
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Entonces 7 induce una transformacién natural 7 tal que:
(7")a = (1) : GPb — F°Pb

i.e.

En la 2-categoria Cat,

El 2-funtor (), : Cat — Cat, es tal que

A (opA= AP
F i ()opF = FP

7= (Jop7 = (7')" .

Por otra parte para cada z € X y a:x — 2/ se obtienen respectivamente:
X(,z): XP— Set y X(,a): X(,z)— X(,2')
un funtor y una transformacién natural.
En la categoria Cat(X,,, Set) tenemos

X(,z)

Por lo que en Cat}(Set, Xp,)
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Sea R : X — Cat*(Set, Xp,) el funtor representaciéon de Yoneda definido como:
x—X(,z) y a:x—a — [X(,a)]P.
Ahora construimos el funtor R y mostramos que el cuadrado

X5 L cop

(82) Es (JQ)ep

X

Cat*(Set, Xp0)
es un producto fibrado.
DEFINICION 6.5. Por R : X% — C entendemos al funtor tal que :

(z,62) = R(@,60) = (Un, %) ¥ 91 (2,62) = (y,6y) = Rlg) = (X(,9))7.
Donde
Uz =X(,2) ¥y 7 :5PX(,z) = X(,2);
ya que en Cat
Yo = X(,2,)X(5,8) : X(,2) — X(S,a)
es tal que:

k— v.(k) =e.Sk .

Una sencilla inspeccion sugiere que R estd bien definido.

Sean
(U.v) (Uz,Va) (V,6)
en C. Luego X(,1,)H=H y GX(,1;) =G, dado que en Cat}(Set, X,,) para
U b U, N v

tenemos que X(,1,)H = H y GX(,1;) = G, debido a que en Cat(X,,, Set) para los

morfismos

H G

U Uz %4
se satisface HX(,1,) = H y X(,1;)G = G. Por lo tanto 1y, ) = X(, 1) en C, luego en
€ [X(, 1) = (10 20)) = Lty ¥ como Bllr) = R(ls) = [X(, 1,))°P entonces
R(]‘(x751)) = 1E(I,Ez)‘
Sean
k
(z,20) (v.2) (z162) Y (we0) ———> (2,20)

en X°. Puesto que para X(,g): X(,z) — X(,y) y X(,k): X(,y) — X(,2) se tiene
X(,E)X(,9)=X(,kg) € Cat(Xpo, Set) & X(,9)X(,k) =X(,kg) € Cat(Set, Xpo) y

en consecuencia para

X(.9)

(Uz,72) Uy, ) (Uz,72)
X(,9)X(,k) = X(,kg) en C, luego en C° se cumple [X(,g)X(,k)]? = [X(,kg)]?, pero

[X
como [X(,g)X (k)] = [X(,k)][X(,g)]” entonces R(kg) = R(K)R(g).
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Por lo tanto R es funtor.

Mostramos que el diagrama (82) es un producto fibrado.

Sea (x,e;) en X°, tenemos REg(r,e,) = Rr = X(,2) y (J)PR(z,e,) = (JO)PU,, 7] =
X(,x).
Sea f: (x,e5) — (y,ey) de manera que REg(f) = R(f) = [X(,f)|?" vy
(JPR(f) = (JPX(, )P = [J9X(, )P = [X(,[)]°. Por lo tanto tal cuadrado es
conmutativo.
Supongamos que para la categoria A existen funtores F} : A - X y Fy: A — C° tal que
RFy = (J?)PF.

Ilustramos esta situacién en el diagrama

A
Py

XS cop

S (JQ)OP

X

Cat*(Set, Xp0)

Para a € A, sean Fla = x4 y Fha = (Uy,7a), como RFia = Rx, = X(,z,) se satisface,
entonces

(83) Us=X(,24) .

Por ser v, transformacién natural, para x, tenemos que el rectdangulo

X (2q,4q) (ra)es X (Swq,x4)
X(h,za) X(Sh,:pa)
X(y,24q) X(Sy,zaq)
('Ya)y
conmuta. i.e.
(84) (Ya)y(h) = €aSh .
Desde luego en Cati(Set, X,0)
a S 0
Set v Xpg 4 Xpo
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& en Cat(X),, Set)

Ua Spo
Set Xpo . Xpo
a

W

Ua

Asi para x, € Xp, tenemos (Vq)z, : X (24, zq) — X (S2q,24). Tomamos €4 = (Vo) e, (12, )-
Ya que (Ug,7,) es un objeto de C los diagramas

Uq — wUq —
U, SU, SSU, ———= 35U,
1 Ya E’ya na
U SU, ——— U,

son conmutativos en Cat;(Set, Xp,). De esta manera en Cat(X,,, Set) tenemos garantizada
la conmutatividad de

Uaii
U, -

UaSpo

Ua
Asi al considerar que Ugf} = X (7, 24) : X (Spo, a) — X (,z4) estd definido por:

h:Spoy — xq = hny 1y — x4 .

De esta manera a partir del diagrama conmutativo

X(I'a, Hfa) ('Ya)xa

X(Sxa,q)
Uaﬁza

X(xq,2q)

obtenemos 1, = €40z,

Anslogamente de 7,57, = V.U, tenemos que e, iy, = €z,5¢z,. Por lo tanto (z4,¢s,)
es un objeto de X*.

Sea f:a—ben Aconloque Fif:x, — xp en X. Como Fof : (Uy,,Va,) — (UzysVa,) €1
C se cumple la conmutatividad en Cat(Set, Xp,) de

_ Sk f _

SU, é SU,

Yo Ya
U, U,

Ff
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(85)

De la cual se infiere que ,, SF1 f = Fi fe,,. Por lo que F f es morfismo de S-algebras.
Se define el funtor w : A — X por:

ar (Taea) y fra—bowf=Ff.

Hemos justificado que w estd bien definido y w es funtor porque Fj es funtor.
Claramente ESw = F}.
Nos remitimos a (84) y (6.5) para justificar la veracidad de:

(86) Ya = Vxq -
Por (83) y (86) se tiene que:

Rwa = E(xll?{fa) - (X( axa>77$a) = (X( axa);')’a) = (Uaafya) = Fha.
Considerando que:

Rwf=RF =[X(,[1f)]” y
REf = [X(, FLf)]P = (JO)PEf = (JO(Faf)P)P = [(Fof)]” .

entonces Rwf = Fyf. Por lo tanto Rw = F,.
Seaw: A — X%talque Rw =F, y Esw = F}. Para f :a — b € A tenemos que
wf = Fif. Siw(a) = (z,¢), significa que x = x,. Ahora bien R w(a) = F3(a), pero

an:(Ua,’ya):[X(,Ia),X(,é‘a)X(S,S)] Yy
R@(a) = R(.I,E) = (Uza'y:c) = (X( 7xa)7X( 7E)X(S7 S)) .

En consecuencia ¢, = €.

Por lo que w(a) = (z,¢) = (xq,€4) = w(a). i.e. W = w.

Asi el cuadrado en (82) es un producto fibrado.

Finalmente, nos proponemos demostrar que la categoria X es isomorfa a una subcategoria
plena de Cat*(Set, (Xg)po)-

Combinando los diagramas en (81) y (82) obtenemos el producto fibrado

x5 OR Cat*(Set, (Xs)po)
Es [Cat;(Set,Js,, )|°P=T°P
X = Cat*(Set, Xp0)

i.e. X% es pullback sobre la categoria Cat*(Set, X;0); en este producto fibrado el funtor OR
es fiel y pleno, mientras que el funtor T°P esta dado por:

TP(F)=Js, F y T%(0) = (To)® = (Js,,0)% .
Donde T' = Cat}(Set, Js,,) : Cati(Set,(Xs)po) — Cati(Set, Xp,) es el funtor dado por :
T(F)=Js, F y T(c)=Js,0.

Cualquier categoria que también sea pullback sobre la categoria Cat*(Set, X,,) necesariamen-
te ha de ser isomorfa a X*.
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Nuestra candidata es I', la subcategoria plena de Cat*(Set, (Xs)po) que consta de aquellos
funtores U : Set — (Xg)po tales que UlJg,, es representable.
Sean U, V : (Xg)po — Settalesque UJg,, = X(,zy) y VJs,, = X(,zv). Porel LemadeY oneda
para cada o : U — V existe un tinico morfismo f, : vy — xv tal que Jg,,0 = X(, f5).
Ahora bien, tenemos a i : I' — Cat*(Set, (Xg)po) €l funtor inclusién; por otra parte definimos
al funtor 7 : I' — X como:

U—nU=2y y o—7mo=f,.

Hallamos después de una simple inspecciéon que el cuadrado

r L Cat*(Set, (Xs)po)
™ [Cati(Set, s, )]P=T°P
X = Cat*(Set, Xp0)

es también un producto fibrado. De manera que se ha demostrado lo siguiente:

TEOREMA 6.6. La categoria X° de dlgebras de Eilenberg-Moore de una ménada (X, S)
en Cat es isomorfa a la subcategoria plena I' de la categoria Cat*(Set, Xp,), que consta de
aquellos funtores U : Set — (Xg)po tal que UlJs,, es representable.
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