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Introducción

Nuestro propósito es iluminar y extender la Teoŕıa de mónadas considerandolas, no en la
2-categóıa Cat, sino en una 2-categoŕıa general sujeta a determinadas condiciones. El presente
trabajo es en realidad la exposición de la mayor parte del material reunido en [1].

El primer caṕıtulo consta de dos temas en particular, ambos son en realidad un primer
acercamiento a los conceptos elementales de las teoŕıas de categoŕıas y 2-categoŕıas. Se dan
la definición y algunos ejemplos de categoŕıas, funtores y transformaciones naturales de ca-
tegoŕıas. Sobre estos conceptos descanzan las ideas básicas de la teoŕıa de 2-categoŕıas (el
contexto en el cual se inscribe el resto de nuestro trabajo) como son 2-categoŕıa, 2-funtor,
transformaciones 2-naturales, etc. Finalizamos enunciando la definición de 2-adjunción, de-
mostramos una manera equivalente de definir una 2-adjunción y el lema de Yoneda para
2-categoŕıas. Con gran acierto decimos que [2] es una experiencia agradable para quienes
desean ioniciarse en el tema de categoŕıas; para 2-categoŕıas sugerimos la consulta de [3].

Nos introducimos en el segundo caṕıtulo a la la busqueda de un 2-adjunto derecho para
el 2-funtor particular IncC (cuando tal 2-adjunto existe diremos que la 2-categoŕıa admite la
consturcción de álgebras) para lo cual, partiendo de C, construimos la 2-categoŕıa de mónadas
en C. Tamb́ıen hablamos de la adjunción de 1-celdas para cualquier 2-categoŕıa C y dando por
hecho que la 2-categoŕıa C admite la construcción de álgebras establecemos en un teorema
que toda mónada en C está generada por una adjunción. Por último, para cualquier mónada
(X,S) exhibimos la existencia salvo isomorfismo de una adjunción que la genere y además
“factoriza” a toda adjunción que genere a (X,S). Un tratamiento más amplio de tales ideas
lo encontramos en [4].

La idea de 2-categoŕıa está inspirada en la estructura algebraica de Cat, no es ninguna
sorpresa que la existencia de la categoŕıa de S-álgebras XS [5] haya inspirado la definición de
cuando una 2-categoŕıa C admite la construcción de álgebras. Empezamos el tercer caṕıtulo
con la demostración de que Cat admite la construcción de álgebras. La demostración de que
hay un isomorfismo 2-natural C(Y,AlgC) ∼= C(Y, )C(Y, ) (el 2-funtor de la izquierda es el
resultado de componer los 2-funtores AlgC : Mnd(C) → C y C(Y, ) : C → Cat; mientras
que el de la derecha es la composición de los 2-funtores C(Y, )∗ : Mnd(C) → Mnd(Cat) y
AlgCat : Mnd(Cat) → Cat, el primero de estos últimos será construido expĺıcitamente), esto
nos permitirá concluir que una adjunción J a E en una 2-categoŕıa C es monádica si y sólo si
para cada Y objeto de C la adjunción C(Y, J) a C(Y,E) es monádica.

Las 2-categoŕıas C∗, C∗ y C∗∗ son construidas en el caṕıtulo cuatro; una adjunción en la
2-categoŕıa C permite obtener adjunciones en tales 2-categoŕıas. El comportamiento de aque-
llas mónadas que son generadas por una adjunción nos permite mostrar que cada mónada en
C está generada por una adjunción bajo el supuesto de que C∗ admite la construcción de álge-
bras. Además, traducimos a la 2-categoŕıa C lo que entendemos por objeto, 1-celda y 2-celda
en algunas de las 2-categoŕıas Mnd(C∗), Mnd(C∗), Mnd(C∗∗), etc para construir el 2-funtor
AlgC : Mnd(C) → Mnd(C∗∗)

∗
∗ y mostrar que existe un 2-adjunto para tal funtor. Cerramos

este caṕıtulo demostrando que C∗ admite la construcción de álgebras cuando C admite la
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VI INTRODUCCIÓN

construcción de álgebras y si existen 2-funtores ()op : C∗ → C, ()op : C → C∗ tales que
()op()op = 1 y ()op()op = 1.

En el caṕıtulo cinco identificamos leyes distributibas con los objetos de Mnd(Mnd(C)),
Mnd(C) es la 2-categoŕıa de mónadas en C, y expresamos mucha de la información sobre leyes
distributibas por medio de la observción de que Mnd es una mónada en 2−Cat. La génesis
de tal tema se desarrolla en [6].

Al igual que en el tercer caṕıtulo, sólo que ahora las 2-categoŕıas en cuestión son Cat∗,
Cat∗∗, lo primero que hacemos en el caṕıtulo seis es demostrar que estas 2-categoŕıas admiten
la construcción de álgebras.

Hacemos notar que el cuadrado

Γ Cat∗(Set, (XS)po)

X Cat∗(Set,Xpo)

i //

π

��

[Cat∗∗(Set,JSpo )]op=T op

��

R
//

es un pullback. Aqúı, Γ es la subcategoŕıa plena de Cat∗(Set, (XS)po) que consta de aquellos
funtores U : Set→ (XS)po tal que UJSpo es representable.

Pero la demostración de que el cuadrado

XS Cop

X Cat∗(Set,Xpo)

R //

(JQ)op

��

ES

��

R
//

es un pullback y que el funtor (JQ)op es la composición de los funtores

Cop Cat∗(Set, JSpo)

Cat∗(Set,Xpo)

∼=
Θ

//

(JQ)op

""E
EE

EE
EE

EE
EE

EE
E

[Cat∗∗(Set,JSpo )]op

||yy
yy

yy
yy

yy
yy

y

sugieren que el cuadrado

XS Cat∗(Set, (XS)po)

X Cat∗(Set,Xpo)

ΘR //

ES

��

[Cat∗∗(Set,JSpo )]op=T op

��

R
//

también es un pullback. Todos estas afirmaciones forman parte de la demostración del Teorema6.6
con el cual finalizamos el caṕıtulo.



CAṔıTULO 1

Preliminares.

1. Categoŕıas

Iniciamos dando la definición de categoŕıa y damos algunos ejemplos.

Definición 1.1. Para definir una categoŕıa C debemos dar cuatro datos.
(i) Una clase |C| cuyos elementos a, b, c, . . . serán llamados objetos de la categoŕıa C.
(ii) Para cada par de objetos a, b, de C; un conjunto C(a, b) cuyos elementos f, g, h, . . .

serán llamados morfismos de a en b.
(iii) Para cada tercia de objetos a, b y c de C, una ley de composición

◦ : C(a, b)× C(b, c) → C(a, c)
cuya acción sobre la pareja (f, g) se denota como g ◦ f o sólo como gf .

(iv) Para cada objeto a de C, un morfismo 1a ∈ C(a, a) llamado la identidad en a.
Además debe cumplir con los siguientes axiomas.

A1 : Los conjuntos C(a, b), C(c, d) son disjuntos salvo que a = c, b = d.
A2 : Dados f : a→ b, g : b→ c, h : c→ d, entonces h(gf) = (hg)f (Ley asociativa para

la composición).
A3 : Para cualesquiera morfismosf : a → b, g : c → a, se tiene que f1a = f, 1ag = g

(Existencia de identidades).

Definición 1.2. Una categoŕıa C es pequeña cuando la clase |C| de sus morfismos es un
conjunto.

Definición 1.3. Decimos que un morfismo f : A→ B en C es un isomorfismo (o inver-
tible o unidad) si existe un morfismo g : B → A tal que gf = 1A, fg = 1B. Si tal g existe, es
único y escribimos g = f−1. Dos objetos A y B son isomorfos en la categoŕıa C si existe un
isomorfismo e : A→ B; escribimos A ∼= B.

Esta relación tiene nombres especiales en diferentes categoŕıas (correspondencia uno a
uno de conjuntos, isomorfismos de grupos, homeomorfismos de espacios topológicos ) pero es
importante observar que es un concepto categórico.

Ejemplos de categoŕıas.

Ejemplo 1.4. La categoŕıa Set de conjuntos y funciones.

Ejemplo 1.5. La categoŕıa Top de espacios topológicos y funciones continuas.

Ejemplo 1.6. La categoŕıa Grp de grupos y homomorfismos.

Ejemplo 1.7. La categoŕıa Ab de grupos abelianos y homomorfismos.

Ejemplo 1.8. La categoŕıa Dk de espacios vectoriales sobre el campo K y transformaciones
lineales.

Ejemplo 1.9. La categoŕıa R-Mod de módulos izquierdos sobre un anillo R y los mor-
fismos entre ellos.
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2 1. PRELIMINARES.

Ejemplo 1.10. Para cualquier grupo G, la categoŕıa CG consta de sólo un objeto, al que
llamamos 0. Definimos CG(0, 0) = G, esto es , el conjunto de morfismos es justamente el
conjunto subyacente de G. Composición de morfismos es la multiplicación del grupo. Ya que
cada elemento del grupo tiene inverso, vemos que cada morfismo de CG es un isomorfismo.
Un grupo es aśı una categoŕıa con un objeto, en la que cada morfismo es una unidad.

Ejemplo 1.11. Sea S un conjunto preordenado. Esto es, S es un conjunto con una relación
≤ que es reflexiva y transitiva. Formamos la categoŕıa CS. Primero, los objetos de CS son los
elementos de S. Segundo, CS(x, y) consta de un solo elmento si x ≤ y ó es vaćıo en caso
contrario.

Ejemplo 1.12. Dada cualquier categoŕıa C, podemos formar una nueva categoŕıa Cop. Los
objetos de Cop son los objetos de C, los morfismos de Cop son morfismos fop en correspondencia
uno a uno f : a → b 7→ fop : b → a con los morfismos f : a → b de C. La composición
fopgop = (gf)op está definida en Cop exactamente cuando la composición gf está definida en
C. Llamamos a Cop la categoŕıa opuesta de C.

Definición 1.13. Un objeto I de C es inicial si el conjunto C(I,X) tiene exactamente
un elemento para todo objeto X de C. Un objeto T es terminal (o coinicial ) si el conjunto
C(X,T ) tiene exactamente un elemento para todo objeto X de C.

Ejemplo 1.14. En la categoŕıa Set, el conjunto vaćıo es objeto inicial y cualquier conjunto
con un exactamente un elemento es terminal.

Ejemplo 1.15. En Grp, el grupo con exactamente un elemento es inicial y terminal.

Definición 1.16. Un objeto Z de C es objeto cero si es inicial y terminal.

Ejemplo 1.17. Las categoŕıas Ab y R-Mod tienen objetos cero. A saber el grupo abeliano
0 con exactamente un elemento, y de manera similar en el caso de R-Mod.

Es fácil verificar que cualesquiera dos objetos iniciales en una categoŕıa son canónicamante
isomorfos. Lo mismo sucede si hablamos de objetos terminales u objetos cero.

2. Funtores

El concepto de funtor para categoŕıas juega un papel semejante al que tiene la idea de
función para los conjuntos.

Definición 1.18. Si C y D son categoŕıas, un Funtor F : C → D consta de

(i) Una aplicación |C| → |D| entre las clases de objetos de las categoŕıas; denotamos por
F (a) o sólo Fa a la imagen de un objeto a de C.

(ii) Para cada par de objetos a, b de C una función C(a, b) → D(Fa, Fb); la imagen de
un morfismo f ∈ C(a, b) se denota como F (f) o solo Ff .
Además se daben cumplir los siguientes axiomas.

(1) Para morfismos f ∈ C(a, b) y g ∈ C(b, c) se tiene F (gf) = F (g)F (f).
(2) Para cada objeto a de C se tiene F1a = 1Fa.

Ejemplo 1.19. Si consideramos grupos como categoŕıas, los funtores son precisamente
homomorfismos.

Ejemplo 1.20. Si consideramos los conjuntos preordenados como categoŕıas, los funtores
son precisamente las funciones que preservan el orden.



3. TRANSFORMACIONES NATURALES 3

Ejemplo 1.21. Ahora describimos un funtor de Grp a Gru. Sea G un grupo. Si G′

es el subgrupo generado por {xyx−1y−1!x, y ∈ G}. Entonces G′ es un subgrupo normal de
G llamado el subgrupo conmutador de G. El grupo cociente G�G′ es un grupo abeliano,
llamado el abelianizado de G. Ahora definimos un funtor Abel : Gru → Gru. Si G ∈ Gru,
Abel(G) = G�G′, donde G′ es el subgrupo conmutador. Si f : G→ H es un homomorfismo,
entonces g = Abel(f) : G�G′ → H�H ′ es el homorfismo inducido:

g(xG′) = (fx)H ′, x ∈ G.
Esta definición tiene sentido ya que fG′ ⊆ H ′, y esto hace claramente que Abel sea un

funtor.

Ejemplo 1.22. El funtor conjunto potencia.
Definimos un funtor P : Set → Set como sigue. Si S ∈ Set, PS = 2S, la colección de
subconjuntos de S. Si f : X → Y, Pf = 2f donde 2f (A) = fA,A ⊆ X.

Es obvio que P es un funtor.

Ejemplo 1.23. Un funtor que simplemente olvida parte o toda la estructura de un objeto
algebraico o de otra naturaleza (topológico, por ejemplo) es comúnmente llamado funtor que
olvida. Aśı el funtor que olvida U : Grp → Set asigna a cada grupo G el conjunto UG de
sus elementos (olvidando la multiplicación y por tanto la estructura de grupo), y asigna a
cada morfismo f : G → G′ de grupos la misma función, considerada sólo como una función
entre conjuntos. Aśı, tenemos también funtores que olvidan U : DK → Ab y U : Top → Set
respectivamente.

Ejemplo 1.24. Sea C una categoŕıa tal que para cada par a, b de objetos, C(a, b) es un
conjunto pequeño. Tenemos para cada objeto a de C el funtor C(a, ) : C → Set tal que:

b 7→ C(a, )(b) = C(a, b) f : b→ c 7→ C(a, )(f) = C(a, f),y

donde C(a, f) es la función definida en h : a→ b 7→ C(a, f)(h) = fh.

Observación 1.25. Dados funtores F : A → C, G : C → D, la composición de funciones

a 7→ G(Fa) y f 7→ G(Ff),

sobre objetos y morfismos de A define un funtor G◦F : A → D, (o simplemente GF ) llamado
la composición de F con G. Esta composición es asociativa. Para cada categoŕıa A hay un
funtor identidad 1A : A → A que actúa como una identidad para esta composición.

Ejemplo 1.26. Sea F : A → C un funtor. La aplicación F op : Aop → Cop definida por

a 7→ F opa = Fa

fop 7→ F opfop = (Ff)op

es un funtor. Llamamos a F op el funtor opuesto de F .

Definición 1.27. Sean F : C → D un funtor y x, y objetos de C. Entonces F induce
una función F∗ : C(x, y) → D(Fx, Fy). F es fiel si cada una de las funciones inducidas es
inyectiva. F es pleno si cada una de las funciones inducidas es sobreyectiva.

3. Transformaciones naturales

Una transformación natural es una relación “especial”entre dos funtores.



4 1. PRELIMINARES.

Definición 1.28. Sean F,G : C → D funtores. Un transformación natural τ : F → G es
una familia de morfismos

〈τc : Fc→ Gc〉
de D indicados por los objetos de C tal que, para cada morfismo f : c → d en C, el siguiente
diagrama

Fc Gc

Fd Gd

τc //

Ff

��

Gf

��

τd
//

conmuta.

Ejemplo 1.29. Consideramos la categoŕıa DK . Supongamos que V es un objeto de DK .
Entonces V ∗ es un objeto de DK , donde V ∗ es el espacio dual de las transformaciones lineales
de V a K. Si V es de dimensión finita, entonces V es isomorfo a V ∗. Similarmente podemos
formar V ∗∗, y si V es de dimensión finita, V es isomorfo a V ∗∗. En realidad, para cualquier
V objeto de DK , sea v ∈ V , y definimos ṽ ∈ V ∗∗ como sigue:

ṽ(f) = f(v), f ∈ V ∗ .

La función
ηV : V → V ∗∗

definida como:
v 7→ ηV (v) = ṽ

es una transformación lineal de V a V ∗∗, que es un isomorfismo si V es de dimensión finita.
Aśı, denotamos por 1DK

: DK → DK al funtor identidad y por ∗∗ : DK → DK al funtor dado
por ∗∗(V ) = V ∗∗ sobre objetos. Si f : V →W , entonces f∗∗ es la transformación lineal

f∗∗ : V ∗∗ →W ∗∗

definida por
φ 7→ (f∗∗v∗∗)φ = v∗∗(f∗(φ)) ,

donde v∗∗ : V ∗ → K,φ : W → K, aśı que v∗∗ ∈ V ∗∗, φ ∈W ∗, y

f∗ : W ∗ → V ∗

está dada por
φ 7→ f∗(φ) : V → K

tal que:
v 7→ (f∗(φ))(v) = φ(fv), para v ∈ V .

Tenemos una transformación natural

η : 1DK
→∗∗

tal que:
V 7→ η(V ) = ηV
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para cada objeto V de DK . La naturalidad de η es la conmutatividad de

V
ηV //

f

��

V ∗∗

f∗∗

��
W ηW

// W ∗∗

para cada f : V →W en DK .
En el caso donde consideramos 1DK

y ∗∗ como funtores sobre la categoŕıa de espacios
vectoriales de dimensión finita, η : 1DK

→∗∗ es una equivalencia natural, de acuerdo a la
siguiente definición.

Definición 1.30. Una transformación natural τ : F → G es una equivalencia natural o
isomorfismo natural si, para cada objeto a de C, τa es un isomorfismo. Diremos que F y G
son naturalmente equivalentes o naturalmente isomorfos.

Dadas categoŕıas C, D y funtores F, G, H : C → D. Si τ : F → G y σ : G → H son
transformaciones naturales i.e.

C Dτ ⇓
σ ⇓

F

##

H

;;
G //

La familia de morfismos
〈(σ.τ)c : Fc→ Hc〉

donde (σ.τ)c = σcτc, son la familia de morfismos de la transformación natural σ.τ : F → H.
Llamamos a σ.τ la “composición vertical” de τ con σ. Esta composición “vertical” de trans-
formaciones naturales es asociativa; además cada funtor F tiene una transformación natural
identidad 1F : F → F con componentes 1F c = 1Fc.

Hay también una composición ”horizontal” de transformaciones naturales. Dados funtores
y transformaciones naturales

A C Dτ ⇓ τ ′ ⇓

F

$$

F ′

::

G

$$

G′

::

La transformación natural τ ′ ◦ τ tiene como familia de morfismos a

〈(τ ′ ◦ τ)a : GFa→ G′F ′a〉

Donde (τ ′ ◦ τ)a = τ ′F ′aGτa = G′τaτ
′
Fa. Esta composición es también asociativa. Además tiene

identidades. Si 1C : C → C es el funtor identidad para la catagoŕıa C y 1C : 1C → 1C la
transformación natural identidad para el mismo funtor, tenemos que 1C ◦ τ = τ y τ ′ ◦ 1C = τ ′

Lema 1.31. (Yoneda). Si K : D → Set es un funtor y r un objeto de D ( para D una
categoŕıa con hom-sets pequeños ), hay una biyección

y : Nat(D(r,−),K) ∼= Kr

que manda a cada transformación natural α : D(r,−) → K a αr1r, la imagen de la identidad.
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Definición 1.32. Un producto fibrado o pullback de

d

b a

g

��

f
//

en la categoŕıa C es un cuadrado conmutativo

b×a d d

b a

q //

p

��

g

��

f
//

con la siguiente propiedad universal:
si h : c → d, k : c → b son morfismos que satisfacen gh = fk entonces existe un morfismo
único w : c→ b×a d tal que qw = h y pw = k.

Lema 1.33. Un producto fibrado de

d

b a

g

��

f
//

es único salvo ismorfismo.

Demostración. Consultar [2]. �

Definición 1.34. Sean A y X categoŕıas. Una adjunción entre X y A es una tercia
〈F,G, φ〉 donde F y G son funtores

X A ,
F //

G
oo

mientras que φ es una función que asigna a cada par de objetos x de X y a de A, una biyección

φ = φx,a : A(Fx, a) ∼= X(x,Ga)

que es natural en x y en a.

Dada una adjunción, se dice que el funtor F es el adjunto izquierdo de G, mientras que
G es llamado el adjunto derecho de F y se abrevia F a G.
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4. 2-categoŕıas

Sea Cat la clase de todas las categoŕıas pequeñas. Sean A, B objetos de Cat, para funtores
y transformaciones naturales

A Bτ ⇓
σ ⇓

F

""

H

<<
G //

hemos definido la composición “vertical”σ.τ . Tal composición es asociativa y tiene unidades.
Es decir, la colección de funtores de A en B y las transformaciones naturales entre ellos con
la composición vertical como ley de composición es una categoŕıa. Hay también definida una
composición de funtores la cual es asociativa y tiene identidades para cada objeto A de Cat.
Lo mismo sucede con la composición horizontal de transformaciones naturales. Pero lo que sale
a relucir es la relación que existe entre la composición vertical y horizontal de transformaciones
naturales que es la siguiente:
Para funtores y transformaciones naturales

A B Cτ ⇓
σ ⇓

α ⇓
β ⇓

F

""

H

<<
G //

F ′

""

H′

<<
G′

//

se satisface
(β ◦ σ).(α ◦ τ) = (β.α) ◦ (σ.τ) .

Todas estas observaciones serán aclaradas a la luz de la definición de 2-categoŕıa, pues en
esencia Cat es el estereotipo de tal concepto.

Definición 1.35. Una 2-categoŕıa C consta de:
(i) Una clase Ob(C) cuyos elementos A,B,C, . . . serán llamados “objetos de la 2-categoŕıa

C”.
(ii) Para cada par de objetos A,B de C, una categoŕıa C(A,B). Los objetos de C(A,B) son

llamados 1-celdas o 1-morfismos de C con dominio A y codominio B; escribiremos
f : A → B para decir que f es un objeto de C(A,B). Las flechas de la categoŕıa
C(A,B) son llamadas 2-celdas ó 2-morfismos de C; para f y g 1-celdas con el mismo
dominio y codominio, escribimos α : f ⇒ g para indicar que α es una 2-celda con
dominio f y codomio g; composición en C(A,B) (i.e. composición vertical de 2-
celdas) es denotada por “.” (aśı la composición de α : f ⇒ g y β : g ⇒ h es denotada
por β.α) y la identidad de f es denotada por idf o simplemente 1f .

(iii) Para cada A de C, un objeto de C(A,A) llamada flecha identidad 1A : A→ A.
(iv) Para cada triple de objetos A,B,C de C, un funtor de composición

◦A,B,C : C(A,B)× C(B,C) → C(A,C).
Denotamos la composición horizontal de 1-celdas (◦) simplemente por yuxtaposición
i.e. gf = ◦A,B,C(f, g), en el caso de composición horizontal de 2-celdas tendremos
αβ = ◦A,B,C(α, β). Funtorialidad de ◦A,B,C equivale a:
la composición de 1-celdas

f : A→ B, g : B → C 7−→ gf : A→ C
y las dos composiciones de 1-celdas con 2-celdas:
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A

f
''

g

77
�� ��
�� α B

h // C
� // A

hf
''

hg

77
�� ��
��hα C

A
f // B

g
''

h

77
�� ��
�� β C

� // A

gf
''

hf

77
�� ��
��βf C

donde hα = ◦A,B,C(α, 1h), βf = ◦A,B,C(1f , β) y en la situación

A

f
''

g

77
�� ��
�� α B

h
''

i

77
�� ��
�� β C

el diagrama

hf
hα //

βf

��

hg

βg

��
if

iα
// ig

conmuta en la categoŕıa C(A,C). De hecho tenemos que βα(composición horizontal
de 2-celdas) es la diagonal común del diagrama anterior, i.e.

(βg)(hα) = (iα)(βf).

Nos referimos a instancias del diagrama conmutativo como casos de naturalidad
interna, o más especif́ıcamente, naturalidad de β. Además en el caso del ejemplo es-
tereot́ıpico de la 2-categoŕıa CAT (el cual daremos más adelante), la conmutatividad
del diagrama es consecuencia de la naturalidad de la transformación natural β.
Dados f, g, h : A→ B, i, j, k : B → C;

A

f

%%α⇓
β⇓g

//

h

99 B

i

$$γ⇓
δ⇓j

//

k

:: C

tenemos
i(βα) = (iβ)(iα), (δγ)f = (δf)(γf);

y en la situación

A

f
''

f

77
�� ��
�� 1f B

h
''

h

77
�� ��
�� 1h C

tenemos

h1f = 1hf = 1hf .
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(v) Con 1A, 1B las 1-celdas identidad, y

A

f
''

g

77
�� ��
�� α B

f1A = f, α1A = α, 1Bf = f, 1Bα = α
(vi) Para cualesquiera objetos A,B,C,D de C, el diagrama de funtores

C(A,B)× C(B,C)× C(C,D) C(A,C)× C(C,D)

C(A,B)× C(B,D) C(A,D)

◦A,B,C×1C(C,D) //

1C(A,B)×◦B,C,D

��

◦A,C,D

��

◦A,B.D

//

conmuta.
Esta condición es la asociatividad de la composición orizontal y puede ser expresada
equivalentemente como sigue: en la situación

A

f
''

g

77
�� ��
�� α B

h
''

i

77
�� ��
�� β C

j
((

k

77
�� ��
�� γ D

tenemos

j(hα) = (jh)α, j(βf) = (jβ)f, (γh)f = γ(hf).

Ejemplos de 2-categoŕıas.

Ejemplo 1.36. El ejemplo estándar de 2-categoŕıa es CAT; sus objetos son todas las
categoŕıas, 1-celdas todos los funtores, y 2-celdas todas las transformaciones naturales.
De igual forma tenemos a SET la categoŕıa de todos los conjuntos y Cat (sub-2-categoŕıa de
categoŕıas pequeñas).

Ejemplo 1.37. El ejemplo trivial de 2-categoŕıa es considerar cualquier categoŕıa como
una 2-categoŕıa con solamente 2-celdas identidad.

Ejemplo 1.38. Tomando una 2-categoŕıa fija C, tenemos una 2-categoŕıa EndC :
sus objetos son endo-2-funtores F : C → C, sus 1-celdas son transformaciones 2-naturales
η : F ⇒ H y sus 2-celdas son modificaciones ρ : η → ξ (los términos 2-funtor, transformación
2-natural y modificación serán definidos más adelante).

Ejemplo 1.39. La 2-categoŕıa Ord, la cual tiene como objetos conjuntos parcialmente
ordenados (X,≤), 1-celdas

(X,≤)
f // (Y,≤)

son funciones monótonas y 2-celdas

X

f
''

g

77
�� ��
�� ≤ Y

f ≤ g ⇔ ∀x ∈ X(f(x) ≤ g(x)) son desigualdades puntuales.
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Ejemplo 1.40. Para una categoŕıa A, la categoŕıa coma CAT \ A : un objeto de la cual
es una categoŕıa B junto con un funtor F : B → A y una 1-celda de (B, F ) a (C, G) es un
funtor T : B → C tal que

B A

C

F //

T
��=

==
==

==
==

G

@@���������

conmuta. Las 2-celdas τ : T ⇒ S : B → C, son las transformaciones naturales τ : T ⇒ S para
las cuales Gτ = 1F .

Ejemplo 1.41. A partir de una 2-categoŕıa C construimos la 2-categoŕıa C∗∗. Los objetos
de C∗∗ son los objetos de C, las 1-celdas de C∗∗ son 1-celdas f∗ : B → A, en correspondencia uno
a uno f : A → B 7→ f∗ con 1-celdas de C y las 2-celdas de C∗∗ son 2-celdas σ∗ : g∗ ⇒ f∗, en
correspondencia uno a uno σ : f ⇒ g 7→ σ∗ con 2-celdas de C. La composición f∗g∗ = (gf)∗

está definida en C∗∗ exactamente cuando la composición gf está definida en C. La composición
horizontal y vertical de 2-celdas se definen de manera semejante. Desde luego, tenemos la
2-categoŕıa C∗ cuyos objetos y 1-celdas son las de C, mientras que sus 2-celdas son las 2-celdas
de C “invertidas”. Por último, se tiene la 2-categoŕıa C∗ cuyos objetos y 2-celdas son las de
C, mientras que sus 1-celdas son las 1-celdas de C “invertidas”.

Ejemplo 1.42. A partir de 2-categoŕıas dadas C y D construimos una nueva 2-categoŕıa
C ×D, llamada el producto de C y D, como sigue. Un objeto de C ×D es un par (C,D) de
objetos C de C y D de D; una 1-celda (C,D) → (C ′, D′) de C×D es un par (f, g) de 1-celdas
f : C → C ′ y g : D → D′; una 2-celda (f, g) → (f ′, g′) de C×D es un par (σ, τ) de 2-celdas
σ : f ⇒ f ′ y τ : g ⇒ g′. La composición de 1-celdas

(A,B) (C,D) (C ′, D′)
(f,g) // (f ′,g′) //

está definida en términos de la composición en C y D por

(f ′, g′)(f, g) = (f ′f, g′g) ;

la composición vertical de 2-celdas

(A,B) (C,D)(σ, τ) ⇓
(σ1, τ1) ⇓

(f,g)

))

(f2,g2)

55
(f1,g1) //

está definida en términos de la composición en C y D por

(σ1, τ1).(σ, τ) = (σ1.σ, τ1.τ) ;

la composición horizontal se define de modo semejante.

Ejemplo 1.43. La 2-categoŕıa Cat consta de:
(i) La clase |Cat| de todas las categoŕıas pequeñas.
(ii) Para cada par de objetos A,B de Cat la categoŕıa Cat(A,B) tiene como 1-celdas

a todos los los funtores de A en B, para F,G 1-celdas de Cat(A,B) el conjunto
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Cat(A,B)(F,G) tiene como elementos a las transformaciones naturales de F en G.
Finalmente, para cada tres objetos F,G y H, la función composición

.F,G,H : Cat(A,B)(F,G)×Cat(A,B)(G,H) Cat(A,B)(F,H)//

está definida por .F,G,H(τ, β) = β.τ tal que (β.τ)a = βaτa.

(iii) Para cada A objeto de Cat, 1A : A→ A es el funtor identidad.
(iv) Para cada tres objetos A,B y C de Cat el funtor composición

◦A,B,C : Cat(A,B)×Cat(B,C) Cat(A,C)//

se define como

◦A,B,C(F,G) = GF ◦A,B,C(τ, α) = α ◦ τ

donde (α ◦ τ)a = αF1aGτa.
En el caso de la composición de 2-celdas denotamos α ◦ τ simplemente como ατ .

(v) Para 1A, 1B las 1-celdas identidad, y

A

F
''

G

77
�� ��
�� τ B

tenemos
F1A = F, τ1A = τ, 1BF = F, 1Bτ = τ .

(vi) Para cualesquiera objetos A,B,C y D objetos de Cat, el diagrama de funtores

Cat(A,B)×Cat(B,C)×Cat(C,D) Cat(A,C)×Cat(C,D)

Cat(A,B)×Cat(B,D) Cat(A,D)

◦A,B,C×1Cat(C,D) //

1Cat(A,B)×◦B,C,D

��

◦A,C,D

��

◦A,B.D

//

conmuta.

Sabemos que un funtor relaciona a dos categoŕıas en el sentido de que asigna objetos
a objetos y morfismos a morfismos, además de preservar composiciones e identidades. Para
el caso de 2-categoŕıas definimos la idea un poco más elaborada de 2-funtor tomando como
modelo a la idea de funtor.

Definición 1.44. Dadas 2-categoŕıas C,D un 2-funtor F : C → D consta de:

(i) Una aplicación Ob(C) → Ob(D)(también denotada por F), escribimos F(A) o sen-
cillamente FA para el objeto asignado a el objeto A.

(ii) Para cada par de objetos A,B de C, un funtor

FA,B : C(A,B) → D(FA,FB)
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Escribimos Ff para FA,B(f), y Fα para FA,B(α); aśı para

A

f
''

g

77
�� ��
�� α B

tenemos

FA
Ff

))

Fg
55

�� ��
��Fα FB

La funtorialidad de FA,B es expresada por las identidades

F(1f ) = 1Ff , F(βα) = F(β)F(α).

(iii) Para cada objeto A de C, 1FA = F(1A).
(iv) Para cada triple de objetos A,B,C de C, la siguiente igualdad de funtores

(◦FA,FB,FC) ◦ (FA,B ×FB,C) = (FA,C) ◦ (◦A,B,C).

De manera equivalente tenemos que

C(A,B)× C(B,C)
◦A,B,C //

FA,B×FB,C

��

C(A,C)

FA,C

��
D(FA,FB)×D(FB,FC) ◦FA,FB,FC

// D(FA,FC)

conmuta.
Para f : A → B y h : B → C, tenemos la igualdad FhFf = F(hf). Además

en la situación

A

f
''

g

77
�� ��
�� α B

h
''

i

77
�� ��
�� β C

tenemos las siguientes igualdades

FhFα = F(hα) y FβFf = F(βf).

Un 2-funtor de gran utilidad y que utilizaremos frecuentemente en nuestro trabajo tiene
la caracteŕıstica de estar construido de una forma muy “natural”, en detalle:

Observación 1.45. Sea C una 2-categoŕıa tal que para cada par A,B, C(A,B) es una
categoŕıa pequeña, por tanto un objeto de la 2-categoŕıa Cat. Tenemos para cada objeto A de
C el 2-funtor

C(A, ) : C → Cat

que consta de:
(i) La función objeto Ob(C) → Ob(Cat) (también denotada por C(A, )) dada por:

B 7→ C(A, )(B) = C(A,B)

(ii) Antes de definir al funtor

C(A, )B,C : C(B,C) → Cat(C(A,B),C(A,C))
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primero hallemos los candidatos

C(A,B) C(A,C)C(A, )(σ) ⇓

C(A, )(f)

""

C(A, )(g)

<<

en Cat(C(A,B),C(A,C)) que asignara dicho funtor a

B Cσ ⇓

f

$$

g

::

en C(B,C).
Sea f : B → C una 1-ceda en C; veamos que

C(A, f) : C(A,B) → C(A,C)

definido como:
i : A→ B 7→ C(A, f)(i) = fi

α : i⇒ j 7→ C(A, f)(α) = fα

es un funtor.
Ya que para

A B
α ⇓

β ⇓

i

%%

j

99
k //

tenemos

C(A, f)(β.α) = f(β.α) = fβ.fα = C(A, f)(β).C(A, f)(α) ,

y dado que para

A B1 ⇓

i

$$

i

::

se satisface
C(A, f)1 = f1 = 1fi = 1C(A,f)i .

entonces C(A, f) : C(A,B) → C(A,C) es funtor.
Por otra parte, si

B Cσ ⇓

f

$$

g

::

es una 2-celda en C obtenemos la aplicación

C(A, σ) : C(A, f) → C(A, g)
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definida como:

h : A→ B 7→ C(A, σ)(h) = σh .

Ya que en el diagrama

A B Cα ⇓ σ ⇓

h

$$

k

::

f

$$

g

::

se ilustra que gα.σh = σk.fα, en consecuencia el cuadrado

C(A, f)h C(A, g)h

C(A, f)k C(A, g)k

C(A,σ)h //

C(A,f)α

��

C(A,σ)k
//

C(A,g)α

��

es conmutativo para

A Bα ⇓

h

$$

k

::

en C(A,B). En otras palabras, tenemos que C(A, σ) es una transformación natural.
Una vez dado nuestro primer paso, para cada par de objetos A,B de C tenemos

que

C(A, )B,C : C(B,C) → Cat(C(A,B),C(A,C))

definido como:

f 7→ C(A, )B,C(f) = C(A, f)

σ 7→ C(A, )B,C(σ) = C(A, σ)

es un funtor. Escribimos C(A, )(f) para C(A, )B,C(f), y C(A, )(σ) para C(A, )B,C(σ).
Mostremos que tal afirmación es verdadera. Por ser C(A, f) funtor y C(A, σ)

transformación natural, C(A, )B,C está bien definido.
Sean

B C
σ ⇓

τ ⇓

f

$$

h

::
g //

en C(B,C). Para i : A→ B tenemos

C(A, τ.σ)i = (σ.τ)i = τi.σi = C(A, τ)i.C(A, σ)i .

Además, para el funtor C(A, f) tenemos que 1C(A,f)(i) = 1fi; pero como
C(A, 1f )i = 1f i = 1fi entonces 1C(A,f) = C(A, 1f ). Por lo tanto C(A, )B,C es funtor.
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(iii) Sea B un objeto de C. Aśı, para

A Bα ⇓

i

$$

j

::

tenemos que

C(A, 1B)h = 1Bh = h y C(A, 1B)α = 1Bα = α .

De modo que
C(A, 1B) = 1C(A,B) .

(iv) Es fácil mostrar que la siguiente igualdad de funtores

C(A, )B,D ◦ (◦B,C,D) = ◦C(A,B),C(A,C),C(A,D) ◦ (C(A, )B,C × C(A, )C,D)

se cumple.
Por lo tanto C(A, ) es 2-funtor.
En el mismo contexto tenemos el 2-funtor contravariante, para cada objeto A de

C∗

C( , A) : C∗ → Cat .

Sea f∗ : B → C la 1-celda en C∗ correspondeinte a la 1-celda f : C → B en C. Es
sencillo verificar que la aplicación

C(f∗, A) : C(B,A) → C(C,A)

dada por
i 7→ C(f∗, A)(i) = if y α 7→ C(f∗, A)(α) = αf

es un funtor.
Mediante una rápida inspección se observa también que para cualquier 2-celda

σ : f∗ ⇒ g∗ la aplicación

C(σ,A) : C(f∗, A) ⇒ C(g∗, A)

tal que
h 7→ C(σ,A)(h) = hσ

es una transformación natural.
En pocas palabras, el 2-funtor C( , A) : C → Cat está definido como:

B 7→ C( , A)(B) = C(B,A)

f∗ 7→ C( , A)(f∗) = C(f∗, A)

σ∗ 7→ C( , A)(σ) = C(σ,A) .

Ejemplo 1.46. Dados 2-funtores F : C → D y G : C′ → D′ construimos un nuevo 2-funtor
F × G : C×D → C′ ×D′ definido expĺıcitamente sobre objetos, 1-celdas y 2-celdas como:

(C,D) 7→ (F × G)(C,D) = (FC,GD)

(f, g) 7→ (F × G)(f, g) = (Ff,Gg)
(σ, τ) 7→ (F × G)(σ, τ) = (Fσ,Gτ) .
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Dados 2-funtores F : A → C, G : C → D, la composición de aplicaciones
GF : Ob(A) → Ob(D) y para cada par de objetos A, B la composición de funtores
GFA,FBFA,B A(A,B) → D(GFA,GFB) define un 2-funtor G / F : A → D (o sencillamente
GF) llamado la composición de F con G. Esta composición resulta ser asociativa. El 2-funtor
identidad 1C : C → C, donde cada 1-celda de la definición es una identidad, aśı mismo para
cada 2-celdas, funciona como la identidad para la composición de 2-funtores.

La tónica de nuestro trabajo continúa siendo “generalizar”conceptos categóricos a
2-categoŕıas. Toca turno a las transformaciones 2-naturales.

Definición 1.47. Dadas 2-categoŕıas C,D y 2-funtores F ,G : C → D, una transformación
2-natural φ : F ⇒ G consta de:

(i) Una familia 〈φA〉A∈Ob(C) de 1-celdas φA : FA→ GA.
(ii) Para cada 1-celda f : A→ B en C, tenemos que GfφA = φBFf , es decir naturalidad

en el sentido ordinario

FA GA

FB GB

φA //

Ff

��

Gf

��

φB

//

(iii) Siempre que

A Bτ ⇓

f

$$

g

::

esté en C, entonces

FA FB GB FA GA GB=Fα ⇓ Gα ⇓

Ff
%%

Fg

99
φB // φA //

Gf
%%

Gg

99

esto lo podemos visualizar en la siguiente igualdad de diagramas en D

FA GA

FB GB

FA GA

FB GB

=Fα⇐ Gα⇐

φA //

Ff

��

Fg

��

Gf

��

φB

//

φA //

Ff

��

Gf

��

Gg

��

φB

//

y nos referimos a esta propiedad como 2-naturalidad.

Observación 1.48. Ahora consideramos transformaciones 2-naturales entre 2-funtores
H,H′ : A × C → D. Sea γ una aplicación que asigna a cada par de objetos A de A, C de C
una 1-celda

γ(A,C) : H(A,C) → H ′(A,C)
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en D. Decimos que γ es 2-natural en A si para cada C de C las componentes γ(A,C) para
toda A definen una transformación 2-natural

γ( , C) : H( , C) ⇒ H ′( , C)

entre los 2-funtores A → D. Es realmente sencillo verificar la validez del siguiente “enuncia-
do”:

Para los 2-funtores H,H′, la aplicación γ (descrita en el párrafo anterior) es una trans-
formación 2-natural si y sólo si γ(A,C) es 2-natural en A para cada C de C y es 2-natural
en C para cada A de A.

Describimos a grandes rasgos la composición horizontal y vertical de transformaciones
2-naturales y como estas satisfacen la propiedad asociativa y poseen identidades.

Dadas 2-categoŕıas C, D y 2-funtores F , G, H : C → D. Si φ : F → G y ψ : G → H son
2-transformaciones naturales i.e.

C D
φ ⇓
ψ ⇓

F

%%

H

99
G //

La familia de 1-celdas

〈(ψ � φ)C : FC → HC〉

donde (ψ�φ)C = ψC .φC , son la familia de 1-celdas de la 2-transformación natural ψ�φ : F → H.
Llamamos a ψ � φ la “composición vertical” de φ con ψ. Esta composición “vertical” de
2-transformaciones naturales es asociativa; además cada 2-funtor F tiene una 2-transformación
natural identidad 1F : F → F con componentes 1FC = 1FC .

Hay también una composición “horizontal” de transformaciones 2-naturales. Dados
2-funtores y transformaciones 2-naturales

A C Dφ ⇓ γ ⇓

F
$$

F ′

::

G
$$

G′
::

La 2-transformación natural γ / φ tiene como familia de 1-celdas a

〈(γ / φ)A : GFA→ G′F ′A〉

Donde (γ / φ)A = γF ′AGφA = G′φAγFa. Esta composición es también asociativa. Además
tiene identidades. Si 1C : C → C es el 2-funtor identidad para la 2-catagoŕıa C y 11C

: 1C → 1C

la 2-transformación natural identidad para el mismo 2-funtor, tenemos que 11C
/ φ = φ y

γ / 11C
= γ. En particular la composición horizontal

A C D E1F ⇓ γ ⇓ 1H ⇓

F
$$

F

::

G
$$

G′
::

H
$$

H

::
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es también escrita como

A C D Eγ ⇓F //

G
$$

G′
::

H //

y denotada por HγF .
Tenemos el śımil de isomorfismo natural de funtores para 2-funtores.

Definición 1.49. Sean F , G : C → D 2-funtores. Diremos que F y G son 2-naturalmente
equivalentes o 2-naturalmente isomorfos si existen transformaciones 2-naturales

C D
φ ⇓
φ′ ⇓

F

%%

F

99
G //

tales que

φ′ � φ = 1 y φ � φ′ = 1

Al trabajar con transformaciones 2-naturales la idea de modificación nos será de gran
utilidad. Definimos lo que es una modificación y describimos detalladamente la composición
vertical de modificaciones, observando que para definir la composición horizontal de modifi-
caciones el tratamiento es muy semejante.

Definición 1.50. Dadas 2-categoŕıas K,L, 2-funtores L,M : K → L, y transformaciones
2-naturales φ, ψ : L⇒M , una modificación υ : φ→ ψ consta de:

(i) Una familia 〈υA〉A∈Ob(K) de 2-celdas υA : φA ⇒ ψA tal que:
(ii) para cualquier 1-celda f : A→ B en K tenemos

LA MA MB LA LB MB=υA ⇓ υB ⇓

φA

%%

ψA

99
Mf // Lf //

φB

%%

ψB

99

Dadas modificaciones

F Gν ↓
ρ ↓

σ

$$

α

::
τ //

La familia de 2-celdas
〈(ρ.ν)A : σA → αA〉

donde (ρ.ν)C = ρA.νA, son la familia de 2-celdas de la modificación ρ.ν : σ → α . Llamamos
a ρ.ν la “composición vertical” de ν con ρ.

Puesto que para cualquier 1-celda f : A→ B tenemos

(ρB.νB)Ff = (ρBFf).(νBFf) = (GfρA).(GfνA) = Gf(ρA.νA) ,

entonces ρ.ν es una modificación.
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Sean

F G

ν ↓

ρ ↓

δ ↓

σ

��τ ((

α

66

β

@@

modificaciones. Por ser asociativa la composición vertical de 2-celdas en D(FA,GA) hallamos
que:

(δ.(ρ.ν))A = δA.(ρA.νA) = (δA.ρA).νA = ((δ.ρ).ν)A .

Esto significa que la composición vertical de modificaciones es asociativa.
Sea

C Dα ⇓

F

%%

G

99

una transformación 2-natural. La familia de 2-celdas

〈1αA : αA ⇒ αA〉

son las componentes de la modificación 1α : α → α. En primera instancia, para f : A → B
tenemos

FA GA GB FA FB GB=1αA ⇓ 1αB ⇓

αA

%%

αA

99
Gf // Ff //

αB

%%

αB

99

pues por ser α 2-natural, el cuadrado

FA GA

FB GB

αA //

Ff

��

Gf

��

αB

//

es conmutativo. Agregar que en la situación

F G

ν ↓

1α ↓

ρ ↓

σ

��α ((

α

66

τ

@@

tenemos
(1α.ν)A = 1αA .νA = νA

por lo que 1α.ν = ν. Obviamente también ρ,1α = ρ. En resumen, la composición vertical de
modificaciones es asociativa y tiene identidades.
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Sea H : C → un 2-funtor. Establecemos en el próximo lema la relación que hay entre la
categoŕıa 2-Nat(C(A, ),H) (las transformaciones 2-naturales son objetos y las modificaciones
son morfismos) y la categoŕıa HA; para lo cual, aclaramos que 2-Nat(C(A, ),H) es una
categoŕıa y después exponemos el lema con su demostración.

La categoŕıa 2-Nat(C(A, ),H) tiene como objetos a las transformaciones 2-naturales de
C(A, ) en H; el conjunto de morfismos 2-Nat(σ, τ) consta de las modificaciones de σ en τ .

Para cada tres objetos σ, τ, α de 2-Nat(C(A, ),H) la ley de composición

2−Nat(σ, τ)× 2−Nat(τ, α) 2−Nat(σ, τ)◦ //

está dada por
(ν, ρ) 7→ ◦(ν, ρ) = ρ.ν .

Hemos visto ya que tal composición es asociativa y tiene unidades para todo objeto α de
2-Nat(C(A, ),H). Por lo que 2-Nat(C(A, ),H) es una categoŕıa.

Lema 1.51. (Yoneda para 2-categoŕıas). Si H : C → Cat es un 2-funtor y A es un objeto
de C (la 2-categoŕıa C es tal que para cada par de objetos B, D, C(B,D) es una categoŕıa
pequeã ), entonces hay un isomorfismo de categoŕıas

Y : 2−Nat(C(A, ),H) ∼= HA .

Demostración. Construimos el funtor Y .
En la 2-categoŕıa C, sean las transformaciones 2-naturales y la modificación

C(A, ) Hν ↓

σ

%%

τ

99

Sabemos que
〈σc〉 y 〈νc〉

para todo objeto C de C, son familias de 1-celdas y 2-celdas respectivamente en Cat, esto
implica que para cada C objeto de C

σc y νc

son funtores y transformaciones naturales respectivamente. Para el funtor y la transformación
natural

(A,C) HCνc ⇓

σc

%%

τc

99

en Cat, escribimos σc,h para (σc)(h) y νc,h para (νc)(h).
La aplicación Y : 2−Nat(C(A, ),H) → HA definida por

σ 7→ Y (σ) = σA,1A

ν 7→ Y (ν) = νA,1A

respeta composión e identidades puesto que

Y (ρ.ν) = (ρ.ν)A(1A) = ρA(1A).νA(1A) = Y (ρ).Y (ν) ;
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y como σA es funtor entonces 1(σA) es la transformación natural identidad de tal funtor, por
lo que

Y (1σ) = (1σ)A,1A
= (1σ)A(1A) = 1σA(1) = 1Y (σ) .

Aśı Y es funtor.
Veamos ahora que a partir de un objeto x y un morfismo i : x → y en la categoŕıa

HA podemos obtener una transformación 2-natural σx : C(A, ) ⇒ H y una modificación
νi : σx → σy; lo que nos permitira construir un funtor Y ′ : H → 2−Nat(C(A, ),H) tal que
Y Y ′ = 1 y Y ′Y = 1.

Sea x un objeto de HA. La aplicación σx,B = (σx)B : C(A,B) → HB dada por

h 7→ σx,B(h) = (Hh)(x)
β 7→ σx,B(β) = (Hβ)(x)

donde σx,A(1A) = x, es un funtor puesto que por ser H 2-funtor para

A B
β ⇓

γ ⇓

h

%%

h′

99
k //

se sigue que

σx,B(γ.β) = (H[γ.β])(x) = (Hγ.Hβ)(x) = Hγ(x)Hβ(x) = σx,B(γ).σx,B(β)

y como H(1h) = 1Hh es la transformación natural identidad

σx,B(1h) = (H1h)(x) = (1Hh)(x) = 1(Hh)(x) = 1σx,B(h) .

Al considerar a la familia de 1-celdas
〈σx,B〉

para toda B en C y que según

(Hfσx,B)(h) = Hf([Hh](x)) = (Hfh)(x) = σx,c(fh) = (σx,cC(A, f))(h)
(Hσσx,B)(h) = Hσ([Hh](x)) = Hσ(Hh)x = (H[σh])(h) = (σx,cC(A, σ))(h)

el diagrama

C(A,B) C(A,C)

HB HC

C(A, σ) ⇓

Hσ ⇓

C(A,f)

++

C(A,g)

33

σx,B

��

σx,c

��
Hf

**

Hg

44

es conmutativo, concluimos que σx : C(A, ) ⇒ H es transformación 2-natural.
Por otra parte. Sea i : x→ y en HA, la aplicación νi,B : σx,B → σy,B para B objeto de C

definida como
h 7→ νi,B(h) = (Hh)(i) = (Hh)(νi,A(1A))
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nos da una transformación natural. Tenemos que por ser H 2-funtor el cuadrado

(Hh)(x) (Hh)(y)

(Hh′)(x) (Hh′)(y)

(Hh)(i) //

(Hβ)(x)

��

(Hβ)(y)

��

(Hh′)(i)
//

es conmutativo. En otras palabras

σx,B(h) σy,B(h)

σx,B(h′) σy,B(h′)

νi,B(h)
//

σx,B(β)

��

σy,B(β)

��

νi,B(h′)
//

conmuta. Ahora bien, sean la familia de 2-celdas

〈νi,B〉

para todo objeto B de C y f : B → C una 1-celda en C; ya que

(Hfνi,B)(h) = Hf([Hh](i)) = (HfHh)(i) = (H[fh])(h) = νi,c(fh) = (νi,cC(A, f))(h)

se sigue que el diagrama

C(A,B) HB

C(A,C) HC

νi,B ⇓

νi,c ⇓

σx,B

**

σy,B

44

C(A,f)

��

Hf

��
σx,c

**

σy,c

44

conmuta. Por lo que νi : σx → σy es una modificación.
No existe dificultad alguna para mostrar que Y ′ : H → 2−Nat(C(A, ),H) definida como

x 7→ Y ′(x) = σx y i : x→ y 7→ Y ′(i) = νi

es un funtor.
Sean

C(A, ) Hν ↓

τ

%%

σ

99
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τ , σ transformaciones 2-natural y ν una modificación. Para

A Bβ ⇓

h

%%

h′

99

el diagrama

C(A,A) C(A,B)

HA HB

C(A, β) ⇓

Hβ ⇓

C(A,h)

++

C(A,h′)

33

τA

��

τB

��
Hh

**

Hh′

44

conmuta. i.e.
τB(h) = (Hh)(τA(1A))

τB(β) = (Hβ)(τA(1A)) .

Finalmente, por ser ν una modificación el diagrama

C(A,A) HA

C(A,B) HB

νA ⇓

νB ⇓

τA

**

σA

44

C(A,h)

��

Hh

��
τB

**

σB

44

es conmutativo. Luego
νB(h) = (Hh)(νA(1A)) .

Sea σ en 2-Nat(C(A, ),H). La transformación 2-natural

Y ′Y (σ) = Y ′(σA(1A)) : C(A, ) → H

es tal que para cada B en C el funtor

σz,B : C(a,B) → HB

hacemos σA(1A) = z, está definido como

σz,B(h) = (Hh)(z) = (Hh)σA(1A) = σB(h)

σz,B(β) = (Hh)(z) = (Hβ)σA(1A) = σB(β) .
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Mientras que para

C(A, ) Hν ↓

σ

%%
99

la modificación Y ′Y (ν) = Y ′(νA,1A
) = Y ′(i) (hacemos i = νA,1A

) es tal que para cada objeto
B de C la transfomación natural

νi,B : σz,B → τz′,B

está definida como

νi,B(h) = (Hh)(νA,1A
) = (Hh)(νA(1A)) = νB(h) .

Por lo que Y ′Y (σ) = σ y Y ′Y (ν) = ν. Por lo tanto Y ′Y = 1. La demostración de que Y Y ′ = 1
es parecida.

�

Por supuesto, para el 2-funtor C( , A) : C∗ → Cat en el mismo esṕıritu que 1.51 , también
establecemos el siguiente lema cuya demostración es sustancialmente parecida.

Lema 1.52. (Dual de Yoneda para 2-categoŕıas). Si H : C∗ → Cat es un 2-funtor y A es
un objeto de C∗ (la 2-categoŕıa C∗ es tal que para cada par de objetos B, D, C∗(B,D) es una
categoŕıa pequeña ), entonces hay un isomorfismo de categoŕıas

Y : 2−Nat(C( , A),H) ∼= HA .

En los siguientes caṕıtulos nuestra constante es la idea de 2-adjución. Damos su definición
y en el próximo lema establecemos una manera equivalente de difinirla, ésta involucra la
existencia de dos trasformaciones 2-naturales que satisfacen ciertas igualdades triangulares.

Definición 1.53. Sean C y D 2-categoŕıas. Una 2-adjunción de C a D es una tercia
〈F ,U ,Θ〉, donde F y U son 2-funtores

C D C ;F // U //

mientras Θ es una aplicación que asigna a cada par de objetos A de C, B de D un isomorfismo
de categoŕıas

D(FA,B) ∼= C(A,UB)

que es 2-natural en A y en B.

Tanto D(F , ) como C( ,U) son 2-funtores por ser la composición de 2-funtores. Aqúı los
detalles:

Por (Ff)∗ entendemos la 1-celda en D∗ correspondiente a la la 1-celda Ff en D. El
2-funtor (F × 1) : C∗ ×D → D∗ ×D es tal que:

(A,B) 7→ (F × 1)(A,B) = (FA,B)

(f, g) 7→ (F × 1)(f, g) = ((Ff)∗, g)

(σ, τ) 7→ (F × 1)(σ, τ) = (Fσ, τ) .
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Por otro lado, sean

(A,B) (A′, B′)(σ, τ) ⇓

(f,g)

&&

(f ′,g′)

88

en D∗ ×D; tenemos al funtor

D(A′, g)D(f,B) : D(A,B) → D(A′, B′) ;

y a la transformación natural

D(σ, τ) : D(A′, g)D(f,B) → D(A′, g′)D(f ′, B)

tal que:
h 7→ D(σ, τ)(h) = τhσ .

Aśı, el 2-funtor Hom : D∗ ×D → Cat está definido como:

(A,B) 7→ Hom(A,B) = D(A,B)

(f, g) 7→ Hom(f, g) = D(A′, g)D(f,B)

(σ, τ) 7→ Hom(σ, τ) = D(σ, τ) .

Luego, el 2-funtor D(F , ) es la composición de los 2-funtores

C∗ ×D D∗ ×D Cat
F×1 // Hom //

que asigna a cada par de objetos (A,B) la categoŕıa D(FA,B).
El 2-funtor C( ,U) es una composición semejante de 2-funtores.
Dada una 2-adjunción, decimos el 2-funtor F es el 2-adjunto izquierdo de U , mientras que

U es el 2-adjunto derecho de F ; esto lo denotamos como F a U .
En realidad una 2-adjunción está determinada por la existencia de dos transfomaciones

2-naturales que satisfacen ciertas identidades “triangulares”. Establecemos esto en el siguiente:

Teorema 1.54. Sean C, D 2-categoŕıas y F , U 2-funtores

C D C ;F // U //

F es el 2-adjunto izquierdo de U si y sólo si existen transformaciones 2-naturales

(1) η : 1 ⇒ UF y ε : FU ⇒ 1

que satisfacen las ecuaciones:

εF � Fη = 1F y Uε � ηU = 1U .

Es decir, las siguientes ecuaciones

C C

D D = 1F

η ⇓

ε ⇓

1C //

F

��9
99

99
99

99
99

9

F

��9
99

99
99

99
99

9

1D

//

U

<<zzzzzzzzzzzzzzz
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D D

C C = 1U

ε ⇓

η ⇓

1C //

F
""D

DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD

U

BB������������

1D

//

U

BB������������

se cumplen.

Demostración. Sea η : 1 → UF definida como:

A 7→ ηA = ΘA(1A) : A⇒ UFA .

Las composiciones

D(FA,FA) D(FA,FA′)

C(A,UFA) C(A,UFA′)

D(FA,Fσ) ⇓

C(A,UFσ) ⇓

D(FA,Ff)
,,

D(FA,Fg)
22

Θ

��

Θ

��
C(A,UFf)

,,

C(A,UFg)
22

D(FA′,FA′) D(FA,FA′)

C(A′,UFA′) C(A,UFA′)

D(Fσ,FA′) ⇓

C(σ,UFA′) ⇓

D(Ff,FA′)
,,

D(Fg,FA′)

22

Θ

��

Θ

��
C(f,UFA′)

,,

C(f,UFA′)

22

son iguales por la 2-naturalidad de Θ, entonces

UFσηA = Θ(Fσ1FA) = Θ(1FA′Fσ) = ηA′σ

UFfηA = Θ(Ff1FA) = Θ(1FA′Ff) = ηA′f

por lo que η es 2-natural.
La biyección Θ puede expresarse en términos de η como:

(2)
f : FA→ B 7→ Θ(f) = U(f)ηA
σ : f ⇒ g 7→ Θ(σ) = U(σ)ηA
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esto puede observarse al elegir 1 en el cuadrado conmutativo

D(FA,FA) D(FA,B)

C(A,UFA) C(A,UB)

D(FA, σ) ⇓

C(A,Uσ) ⇓

D(FA,f)

++

D(FA,g)

33

Θ

��

Θ

��
C(A,Uf)

++

C(A,Ug)

33

La transformación 2-natural ε : FU ⇒ 1 es tal que

(3)
B 7→ εB = Θ−1

B (1UB) : FUB ⇒ B

y

h : A→ UB 7→ Θ−1(h) = εBFh .

Finalmente, para A = UB

1UB = Θ(Θ−1(1UB)) = Θ(εB) = U(εB)ηUB

Esto es, la composición

U UFU U
ηU // Uε //

es la transformación 2-natural identidad. La demostración de que

F FUF F
Fη// εF //

es la transformación 2-natural identidad es parecida.
Supongamos que existen transformaciones 2-naturales

η : 1 ⇒ UF y ε : FU ⇒ 1

que satisfacen las ecuaciones:

εF � Fη = 1F y Uε � ηU = 1U .

Sea Θ : D(F , ) → C( ,U) tal que para cada A de C y B de D, la aplicación
ΘA,B : D(FA,B) → C(A,UB) está definida por:

f : FA→ B 7→ ΘA,B(f) = U(f)ηA
σ : f ⇒ g 7→ ΘA,B(σ) = U(σ)ηA

Es inmediato que ΘA,B es funtor.
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Por ser η transformación 2-natural, el diagrama

A A′

UFA UFA′

σ ⇓

UFσ ⇓

f

**

g

44

ηA

��

ηA′

��
UFf

++

UFg

33

es conmutativo. En consecuencia

ΘA,BD(Ff,B)(h) = C(f,UB)ΘA′,B(h)

ΘA,BD(Ff,B)(α) = C(f,UB)ΘA′,B(α)

ΘA,BD(Fσ,B)(h) = C(σ,UB)ΘA′,B(h) .

En otras palabras, el diagrama

D(FA′, B) D(FA,B)

C(A′,UB) C(A,UB)

D(Fσ,B) ⇓

C(σ,UB) ⇓

D(Ff,B)

++

D(Fg,B)

33

ΘA′,B

��

ΘA,B

��
C(f,UB)

++

C(g,UB)

33

conmuta. i.e. Θ es 2-natural en A.
La demostración de que Θ es 2-natural en C es semejante. Entonces por 1.48 Θ es una

transformación 2-natural.
Sea Θ′ : C( ,U) → D(F , ) tal que para cada A de C y B de D, el funtor Θ′

A,B :
C(A,UB) → D(FA,B) está definido como sigue:

h 7→ εBFh
α 7→ εBFα .
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Debido a que F y U satisfacen las identidades triangulares, y por ser ε transformación
2-natural el diagrama

FUFA FUB

FA B

UFα ⇓

α ⇓

UFh
**

UFk

44

εFA

��

εB

��
h

**

k

44

es conmutativo, entonces

Θ′
A,BΘA,B(h) = εBF(UhηA) = hεFAFηA = h

Θ′
A,BΘA,B(α) = εBF(UαηA) = αεFAFηA = α .

Es decir, Θ′
A,BΘA,B = 1. La prueba de que ΘA,BΘ′

A,B = 1 es análoga.
Por lo tanto F a U .

�

A la transformación 2-natural η la llamamos unidad, y a la transmación 2-natural ε la
counidad de la 2-adjunción.

Corolario 1.55. Cualesquiera 2-adjuntos izquierdos F , F ′ de un 2-funtor U : D → C
son 2-naturalmente equivalentes.

Corolario 1.56. Cualesquiera 2-adjuntos derechos U , U ′ de un 2-funtor F : C → D son
2-naturalmente equivalentes.



CAṔıTULO 2

Mónadas con respecto a una 2-categoŕıa

Nuestra primera tarea en este caṕıtulo será construir una nueva 2-categoŕıa Mnd(C) par-
tiendo de una 2-categoŕıa C. Los objetos de esta nueva 2-categoŕıa Mnd(C) son llamados
mónadas; sus 1-celdas, funtores de mónadas y sus 2-celdas, transformaciones de funtores de
mónadas. Términos que definimos ahora.

Definición 2.1. Una mónada (X,S) consta de un objeto X, una 1-celda S : X → X,
y un par de 2-celdas η : 1 ⇒ S, µ : SS ⇒ S (llamadas la unidad y la multiplicación de
la mónada, respectivamente; los mismos śımbolos son usados para todas las mónadas) que
satisfacen los diagramas conmutativos

S SS S

S

SSS SS

SS S

Sη //

1

""E
EEEEEEEEEEEEEE

µ

��

ηSoo

1

||yyyyyyyyyyyyyyy

Sµ //

µS

��

µ

��

µ
//

Definición 2.2. Un funtor de mónadas (U, φ) : (X,S) → (Y, T ) consta de una 1-celda
U : X → Y y una 2-celda φ : TU ⇒ US,

X Y

X Y

U //

S

��

T

��U //

φ{� �
����
�

que satisfacen los diagramas conmutativos

(4) U

TU

US

TTU

TUS USS

TU US

ηU
99rrrrrrrrr

Uη %%LLLLLLLLL φ

��

Tφ
77oooooooooo

φS //

µU ''OOOOOOOOOO

φ
//

Uµ

��

31
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Definición 2.3. Una transformación de funtores de mónadas σ : (U, φ) → (U ′, φ′) es una
2-celda σ : U ⇒ U ′ que satisface el diagrama conmutativo

TU TU ′

US U ′S

Tσ //

φ

��

σS
//

φ′

��

Antes de pasar a la construcción expĺıcita de Mnd(C) damos la definición local de ad-
junción para una 2-categoŕıa y demostramos que a toda adjunción podemos asociarle una
mónada.

Definición 2.4. Si E : A→ X, J : X → A son 1-celdas en C y ε : JE → 1,
η : 1 → EJ son 2-celdas tal que Eε.ηE = 1, εJ.Jη = 1, entonces decimos que J es adjunto
izquierdo de E en C con counidad ε y unidad η, y escribimos J a E.

Lema 2.5. Sean E : A→ X, J : X → A 1-celdas en C. Si J es el adjunto izquierdo de E,
con counidad ε y unidad η. Entonces (X,EJ) es una mónada con unidad η y multiplicación
EεJ .

Demostración. Por ser J adjunto izquierdo de E hallamos:

EεJ.EJη = E(εJ.Jη) = EJ y

EεJ.ηEJ = (Eε.ηE)J = EJ .

Además, el diagrama

X A X A X A X
ε ⇓ ε ⇓

J // E // J // E // J // E //

1

99

1

99

ilustra la situación
EεJ.EJ(EεJ) = E(ε.JEε)J = E(εε) =

E(ε.εJE)J = EεJ.(EεJ)EJ .

Por lo tanto los diagramas

EJ EJEJ EJ

EJ

EJEJEJ EJEJ

EJEJ EJ

EJη //

1

""E
EEEEEEEEEEEEE

EεJ

��

ηEJoo

1

||yyyyyyyyyyyyyy

EJ(EεJ) //

(EεJ)EJ

��

EεJ

��

EεJ
//

son conmutativos.
�

Definición 2.6. Sean (X,S) una mónada y E : A → X, J : X → A 1-celdas en C tal
que J a E. La mónada (X,S) está generada por la adjunción J a E si (X,EJ) = (X,S).

Hemos llegado a nuestro primer objetivo.
Sea C una 2-categoŕıa. La 2-categoŕıa Mnd(C) consta de:
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(i) Una clase Ob(Mnd(C)) cuyos objetos (X,S) son mónadas en C.
(ii) Para cada par de objetos (X,S), (Y, T ) deMnd(C), una categoŕıaMnd(C)[(X,S), (Y, T )].

Los objetos de Mnd(C)[(X,S), (Y, T )] son funtores de mónadas; para

(X,S)

(U,φ)

((σ⇓
σ1⇓(U1,φ1)

//

(U2,φ2)

66
(Y, T )

en Mnd(C)[(X,S), (Y, T )], la composición σ con σ1 es σ1.σ (composición vertical en
C), por lo que también denotamos por “.” a la composición enMnd(C)[(X,S), (Y, T )].
Como C(X,Y ) es una categoŕıa entonces Mnd(C)[(X,S), (Y, T )] es una categoŕıa.

(iii) Para cada objeto (X,S) de Mnd(C), 1(X,S) = (1X , 1S) : (X,S) → (X,S)
(iv) Para cada tres objetos (X,S), (Y, T ), (Z,W ) de Mnd(C) el funtor composición

Mnd(C)[(X,S), (Y, T )]×Mnd(C)[(Y, T ), (Z,W )] Mnd(C)[(X,S), (Z,W )]
�(X,S),(Y,T ),(Z,W )

//

está definido como

[(U, φ), (V, ψ)] 7−→ �(X,S),(Y,T ),(Z,W )[(U, φ), (V, ψ)] = (V U, V φ.ψU)

(σ, τ) 7−→ �(X,S),(Y,T ),(Z,W )(σ, τ) = ◦X,Y,Z(σ, τ)
Denotamos la composición horizontal de 1-celdas (�) simplemente por yuxtapo-

sición i.e. (V, ψ)(U, φ) = �(X,S),(Y,T ),(Z,W )[(U, φ), (V, ψ)], en el caso de composición
horizontal de 2-celdas tendremos τ � σ = ◦X,Y,Z(σ, τ).
Por (1.35), (iv) �(X,S),(Y,T ),(Z,W ) es funtor.

(v) Por (1.35), (v) y el anterior inciso, para 1(X,S) = (1X , 1S), 1(Y,T ) = (1Y , 1T ) las
1-celdas identidad, y

(X,S) (Y, T )σ ⇓

(U,φ)

((

(U1,φ1)

66

tenemos

(U, φ)1(X,S) = (U, φ), σ � 1(X,S) = σ, 1(Y,T )(U, φ) = (U, φ), 1(Y,T ) � σ = σ.
(vi) Para cualesquiera objetos (X,S), (Y, T ), (Z,W ), (Q,R) el funtor obtenido de la com-

posición de ◦(X,S),(Y,T ),(Z,W ) × 1Mnd(C)[(Z,W ),(Q,R)] con ◦(X,S),(Z,W ),(Q,R); es también
el resultado de componer 1Mnd(C)[(X,S),(Y,T )] × ◦(Y,T ),(Z,W ),(Q,R) con ◦(X,S),(Y,T ),(Q,R)

A cada objeto A de C podemos asignar un objeto de Mnd(C), lo mismo es posible para
1-celdas y 2-celdas. Es posible ir en dirección contraria, asignar objetos, 1-celdas y 2-celdas de
C a objetos, 1-celdas y 2-celdas de Mnd(C). Hacemos esto con la construcción de los 2-funtores
IncC y UndC respectivamente. Por último establecemos que UndC a IncC.

Dada cualquier 2-categoŕıa IncC : C → Mnd(C) denota el 2-funtor inclusión, el cual
está definido de la siguiente manera:
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X 7→ IncC(X) = (X, 1X)

U : X → Y 7→ IncC(U) = (U, 1U )

σ : U ⇒ U ′ 7→ IncC(σ) = σ.

Es fácil mostrar que IncC es un 2-funtor.
Sea C cualquier 2-categoŕıa, UndC : Mnd(C) → C denota al 2-funtor que olvida, el cual se

define como :

(X,S) 7→ UndC[(X,S)] = X

(U, φ) : (X,S) → (Y, T ) 7→ UndC[(U, φ)] = U

σ : (U, φ) ⇒ (V, ψ) 7→ UndC(σ) = σ.

Mostrar que UndC es un 2-funtor es un ejercicio de rutina.

Teorema 2.7. El 2-funtor que olvida es el 2-adjunto izquierdo del 2-funtor inclusión de
C en Mnd(C).

Demostración. Tenemos transformaciones 2-naturales

1UndC
: UndC → UndC y 1IncC : IncC → IncC ,

definidas como:

1UndC
(X,S) = 1X y 1IncC(X) = (1X , 11X ) .

Identificamos a quien será la unidad de la 2-adjunción.
La transformación 2-natural Σ : 1 → IncCUndC, para cada (X,S) está definido por

Σ(X,S) = (1, ηS) : (X,S) → (X, 1) .

Por ser (X,S) una mónada Σ(X,S) es funtor de mónadas.
Sean

(X,S) (Y, T )σ ⇓

(U,φ)

((

(U1,φ1)

66

en la 2-categoŕıa Mnd(C). La conmutatividad (garantizada por ser (X,S) una mónada) de

(X,S) (X, 1)

(Y, T ) (Y, 1)

(1,ηS) //

(U,φ)

��

(U,1)

��

(1,ηT )

//
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junto con la siguiente igualdad

(X,S) (Y, T ) (Y, 1) = (X,S) (X, 1) (Y, 1)σ ⇓ σ ⇓

(U,φ)

&&

(U1,φ1)

88

(1,ηT ) // (1,ηS) //

(U,1)

&&

(U1,1)

88

nos dicen que Σ es en realidad una transfomación 2-natural.
Ahora bien, la transformación 2-natural ∆ : UndCIncC → 1 tal que ∆X = 1X para cada X
de C, será la counidad de la 2-adjunción.
Sea (X,S) en C, para hallar (UndCΣ)(X,S) consideramos

UndC1Mnd(C) UndCIncCUndC UndCIncCUndC
UndCΣ //

1UndC
IncCUndC//

que evaluado en (X,S) nos permite obtener

UndC(X,S) UndC(X, 1) UndC(X, 1)
UndC(1,ηS) //

1UndC
(X,1)

//

por lo que (UndCΣ)(X,S) = 1X1X = 1X .
Por otra parte, para calcular (∆UndC)(X,S) tenemos que considerar la composición

UndCIncCUndC UndCIncCUndC 1CUndC

UndCIncC(1UndC
)
// ∆UndC //

aśı, (∆UndC)(X,S) = 1X1X = 1X .
Entonces (∆UndC)(X,S).(UndCΣ)(X,S) = 1X . Por lo tanto se satisface la igualdad

Mnd(C) Mnd(C)

C C = 1UndC

1 //

UndC

��7
77

77
77

77
77

UndC

��7
77

77
77

77
77

1
//

IncC

??������������

Σ ��
∆ ��

La igualdad

Mnd(C) Mnd(C)

C C = 1IncC

1 //

UndC

  B
BB

BB
BB

BB
BB

BB

IncC

EE











1
//

IncC

EE











Σ ��
∆ ��

se obtiene de manera semejante.
�

Damos ahora la definición más importante de este trabajo.

Definición 2.8. Una 2-categoŕıa C admite la construcción de álgebras cuando el 2-funtor
inclusión de C en Mnd(C) tiene un 2-adjunto derecho. Cuando este 2-adjunto derecho existe,
lo denotamos como AlgC : Mnd(C) → C; y, para una mónada (X,S), denotamos AlgC(X,S)
como XS.
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De acuerdo con (2.5) a toda adjunción podemos asociar una mónada. Nos ocupamos ahora
en hallar las condiciones bajo las cuales es posible establecer el rećıproco de tal lema.

Sea C una 2-categoŕıa que admite la construcción de álgebras. Denotamos la counidad
de la 2-adjunción evaluada en (X,S) por (ES , χ) : (XS , 1) → (X,S); los diagramas para el
funtor de mónadas (ES , χ) son

ES SES

ES

SSES SES

SES ES

ηES

//

1

$$J
JJJJJJJJJJJJJJJ

χ

��

Sχ //

µES

��

χ

��

χ
//

Por (3) el 2-isomorfismo natural C(Y,XS) ∼= Mnd(C)[(Y, 1), (X,S)] de categoŕıas está dado
por

Y

U
**

1

44
�� ��
�� σ XS � // (Y, 1)

(ESU,χU)
,,

(ESU1,χU1)

22
�� ��
��ESσ (X,S)

Busquemos 1-celdas J : X → A y E : A→ X, tal que J a E sea una adjunción que genere a
(X,S).

Note que (S, µ) : (X, 1) → (X,S) es un funtor de mónadas ya que los siguientes diagramas
conmutan

S

SS

S1

SSS

SS1 S11

SS S1

ηSS
99rrrrrrrrrr

S %%LLLLLLLLLL µ

��

Sµ
77oooooooooo

µ1 //

µS ''OOOOOOOOOO

µ
//

S

��

por ser (X,S) una mónada. Aśı, existe una única 1-celda JS : X → XS tal que el diagrama

(X, 1) (X,S)

(XS , 1)

(S,µ) //

(JS ,1)   A
AA

AA
AA

AA

(ES ,χ)

>>}}}}}}}}

conmuta en Mnd(C); esto es, S = ESJS y µ = χJS .
Justificamos por que JS a ES .
(ESJSES , µES) : (XS , 1) → (X,S) es un funtor de mónadas. Para ES : XS → X

tenemos que IncC(ES) = (ES , 1) : (XS , 1) → (X, 1) es un funtor de mónadas; además,
por ser (X,S) una mónada (ESJS , µ) : (X, 1) → (X,S) es un funtor de mónadas, entonces
(ESJS , µ)(ES , 1) = (ESJSES , µES) es un funtor de mónadas.

Es fácil ver que

(XS , 1)
(ESJSES ,χES)

,,

(ES ,χ)

22
�� ��
�� χ (X,S)
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es una transformación funtor de mónadas, ya que la conmutatividad del diagrama

SESJSES SES

ESJSES1 ES1

Sχ //

µES

�� χ1 //

χ

��

no es más que una de las condiciones para que (ES , χ) sea funtor de mónadas; aśı, hay una
única 2-celda

XS

JSES

++

1

33
�� ��
�� ε XS

tal que

(5)
ESε = χ.

Por la propiedad universal de (ES , χ),

ES(εJS .JSη) = ESεJS .ESJSη = µ.Sη = 1S

lo que implica εJS .JSη = 1JS ; también ESε.ηES = χ.ηES = 1ES .
Por lo tanto JS a ES .

Se ha demostrado la veracidad del siguiente teorema.

Teorema 2.9. Si C admite la construcción de álgebras entonces cada mónada en C está ge-
nerada por una adjunción.

Sean C una 2-categoŕıa que admite la contrucción de álgebras y J a E una adjunción
que genera a la mónada (X,S). Terminamos este caṕıtulo estableciendo la existencia de una
1-celda que relaciona la adjunción JS a ES con J a E.

Teorema 2.10. Si C admite la construcción de álgebras y la adjunción J a E genera
la mónada (X,S), entonces existe una única 1-celda N : A → XS tal que ESN = E y
ESNεA = ESεN . Además, esta N satisface NJ = JS y NεA = εN .

Demostración. Sean las 1-celdas J : X → A, E : A→ X y las 2-celdas
ηA : 1 → EJ, εA : JE → 1 (unidad y counidad de J a E).
Veamos que (E,EεA) : (A, 1) → (X,S) es funtor de mónadas.

A X

A X

E //

1

��

EJ

��

E
//

EεA

{� ��
���
�
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El diagrama

E

EJE

E1

ηE
99rrrrrrrrr

E1 %%LLLLLLLLLL EεA

��

conmuta por que J a E.
Tenemos, por otra parte que E1.EεA1.SEεA = EεA1.SEεA = EεA1.EJEεA = E(εA1.JEεA) =
E(εAεA) y EεA.µE = EεA.EεAJE = E(εA.εAEJ) = E(1εA.εAJE) = E(εAεA), el diagrama

A X A X A X
εA ⇓εA ⇓

E // J // E // J // E //

1A

;;

1A

;;

aclara dicha afirmación. De modo que la conmutatividada de

SSE

EJE1 E11

EJE E1

SEεA ::tttttt

µE $$JJ
JJJ

J

EεA1 //

E1

��

EεA
//

se cumple. Como (E,EεA) es un funtor de mónadas existe una única 1-celda N : A→ XS tal
que

(A, 1) (XS , 1)

(X,S)

(N,1) //

(E,EεA)   A
AA

AA
AA

AA

(ES ,χ)~~}}
}}

}}
}}

conmuta, esto es, tal que ESN = E y EεA = χN ; pero ES(NεA) = EεA = χN = ES(εN),
entonces por la propiedad universal de (ES , χ) se sigue que NεA = εN .
Además, ES(NJ) = EJ = S , χ(NJ) = EεAJ = µ; aśı NJ tiene la propiedad que determina
la unicidad de JS , entonces NJ = JS . Llamamos a N : A → XS la 1-celda comparación
derecha de la adjunción J a E. Si tal 1-celda es un isomorfismo decimos que la adjunción
J a E es monádica. �



CAṔıTULO 3

Identificación de XS

Sea la 2-categoŕıa Cat. Si la categoŕıa XS existe para una mónada (X,S), está satisface
un isomorfismo 2-natural

Mnd(Cat)((Y, 1), (X,S)) ∼= Cat(Y,XS).
Un objeto de XS es un funtor de la categoŕıa 1 a XS . Haciendo Y = 1 en el isomorfismo, los
objetos de XS serán funtores de mónadas de (1, 1) a (X,S); esto es pares (x, ξx) donde x es
un objeto de X y ξx : Sx→ x es una flecha de X, tal que los diagramas

x Sx

x

SSx Sx

Sx x

ηx //

1

""E
EE

EE
EE

EE
EE

EE
EE

E

ξx

��

µx //

Sξx

��

ξx

��

ξx
//

conmutan en X. Tomando Y = 2, encontramos que las flechas f : (x, ξx) → (y, ξy) son flechas
f : x→ y tal que el diagrama

Sx Sy

x y

Sf //

ξx

��

ξy

��

f
//

conmuta. Para Y = 3, encontramos que la composición en XS es la composición de X. No hay
ninguna dificultad para mostrar que XS , cuyos objetos (x, ξx) y morfismos f : (x, ξx) → (y, ξy)
con la composición antes mencionada, es una categoŕıa. Llamamos a XS la categoŕıa de
S-álgebras. Siguiendo por este camino nos encontramos en condiciones de demostrar que:

Teorema 3.1. La 2-categoŕıa Cat admite la construcción de álgebras.

Sea D : Mnd(Cat) → Cat el 2-funtor que consta de:

(i) La función objeto Ob(Mon(Cat)) → Ob(Cat) (también denotada por D) tal que

(X,S) 7→ D[(X,S)] = XS

(ii) Sean

(X,S) (Y, T )σ ⇓

(U,φ)

((

(U1,φ1)

66

39
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funtores de mónadas y una transformación de funtores de mónadas. Obtenemos el
funtor D(U, φ) : XS → Y T tal que:

(x, ξx) 7→ D(U, φ)(x, ξx) = (Ux,Uξxφx)

f : (x, ξx) → (y, ξy) 7→ D(U, φ)(f) = Uf ;

y la transformación natural D(σ) : D(U, φ) → D(V, ϕ) definida como

D(σ)(x, ξx) = σx

para cada (x, ξx) de XS . Exponemos las razones por la cual tal afirmación es cierta.
De los diagramas

Ux TUx

USx

Ux USx

Ux

ηT
Ux //

UηS
x

""E
EEEEEEEEEEEEE

φx

��

UηS
x //

Uξx

��
1

""E
EEEEEEEEEEEEE

el de la izquierda conmuta por ser (U, φ) funtor de mónadas y el de la derecha tam-
bién conmuta pues no es más que el funtor U evaluado en la primera identidad de la
S-álgebra (x, ξx). Combinando ambas identidades llegamos a que UξxφxηTUx = 1.
De las igualdades φxµTUx = UµSxφSxTφx ((U, φ) funtor de mónadas),
UξxUµ

S
x = UξxUSξx (U aplicado a la segunda identidad de la S-algebra (x, ξx)) y

USξxφSx = φxTUξx (φ transformación natural) tenemos

Uξxφxµ
T
Ux = UξxUµ

S
xφSxTφx = UξxUSξxφSxTφx = UξxφxTUξxTφx.

Por lo tanto (Ux,Uξxφx) es T-álgebra.
Sea f : (x, ξx) → (y, ξy) en XS , en el diagrama

TUx TUy

USx USy

Ux Uy

TUf //

φx

��

φy

��USf //

Uξx

��

Uξy

��

Uf
//

el cuadrado superior conmuta por ser φ transformación natural y el cuadrado inferior
también conmuta por que se ha aplicado el funtor U al cuadrado conmutativo que
define a f , entonces Uf es un morfismo en Y T . Aśı D(U, φ) está bien definido.
Si en la categoŕıa XS tenemos

(x, ξx) (y, ξy) (z, ξz) ,
f // g //
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luego D(U, φ)(gf) = U(gf) = UgUf = D(U, φ)(g)D(U.φ)(f).
Además como 1x = 1(x,ξx) : (x, ξx) → (x, ξx), entonces

D(U, φ)(1(x,ξx)) = D(U, φ)(1x) = U(1x) = 1Ux = 1(Ux,Uξxφx) = 1D(U,φ)(x,ξx) ,

por lo que D(U, φ) es funtor.
El siguiente diagrama

TUx TU1x

USx U1Sx

Ux U1x

Tσx //

φx

��

φ1x

��σSx //

Uξx

��

U1ξx

��

σx

//

es conmutativo; el cuadrado superior conmuta por ser σ transformación funtor de
mónadas; mientras el cuadrado inferior conmuta por ser σ transformación natural.
De esta forma D(σ)(x, ξx) es morfismo de T-álgebras, por lo que D(σ) está bien
definida.
El cuadrado

D(U, φ)(x, ξx) D(U1, φ1)(x, ξx)

D(U, φ)(y, ξy) D(U1, φ1)(y, ξy)

Dσ(x,ξx) //

D(U,φ)(f)

��

D(U1,φ1)(f)

��Dσ(y,ξy) //

conmuta para cada f : (x, ξx) → (y, ξy), ya que el siguiente cuadrado

(Ux,Uξxφx) (U1x,U1ξxφx)

(Uy,Uξyφy) (U1y, U1ξyφy)

σx //

U(f)

��

U1(f)

��σy //

es conmutativo por ser σ transformación natural. Entonces D(σ) es transformación
natural.

Para cada par de objetos (X,S), (Y, T ) de Mnd(Cat) el funtor

D(X,S),(Y,T ) : Mnd(Cat)[(X,S), (Y, T )] Cat(XS , Y T )//

está definido como :

(U, φ) 7→ D(X,S),(Y,T )(U, φ) = D(U, φ)

σ 7→ D(X,S),(Y,T )(σ) = D(σ) .
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Por ser D(U, φ) funtor y D(σ) transformación natural D(X,S),(Y,T ) está bien definido.
Si en la 2-categoŕıa Mnd(Cat) tenemos morfismos

(U, φ) (U1, φ1) (U2, φ2) ,
σ // σ1 //

entonces

D(σ1.σ)(x, ξx) = (σ1.σ)x = σ1x.σx =

D(σ1)(x, ξx).D(σ)(x, ξx) = [D(σ1).D(σ)](x, ξx) .

La transformación natural 1D(U,φ) : D(U, φ) → D(U, φ) está definida como

1D(U,φ)(x, ξx) = 1Ux

Pero, además

D(1(U,φ))(x, ξx) = D(1U )(x, ξx) = 1U (x) = 1Ux

Aśı D(1(U,φ)) = D(1U ) = 1D(U,φ). Por lo tanto D(X,S),(Y,T ) es funtor.
(iii) Considerando a 1(X,S) hallamos que

D(1(X,S))(x, ξx) = D(1X , 1S)(x, ξx) = (1Xx, 1Xξx1SX) = (x, ξx) y

D(1(X,S))(f) = D(1X , 1S)(f) = 1X(f) = f

Por lo tanto D(1(X,S)) = 1D(X,S).
(iv) Para cada tres objetos (X,S), (Y, T ), (Z,W ) de Mnd(Cat), se satisface la siguiente

igualdad de funtores(
◦XS ,Y T ,ZW

)(
D(X,S),(Y,T ) ×D(Y,T ),(Z,W )

)
=

(
D(X,S)(Z,W )

)(
�(X,S),(Y,T ),(Z,W )

)
.

Sea [(U, φ), (V, ϕ)] ∈Mnd(Cat)[(X,S), (Y, T )]×Mnd(Cat)[(Y, T ), (Z,W )].
Aśı, tenemos que �(X,S),(Y,T ),(Z,W )[(U, φ), (V, ϕ)] = (V U, V φ.ϕU), entonces para cada
(x, ξx), objeto de XS

D(V U, V φ.ϕU)(x, ξx) = (V Ux, V UξxV φxϕUx).

Además D(X,S),(Y,T )(U, φ)×D(Y,T ),(Z,W )(V, ϕ) =
(
D(U, φ), D(V, ϕ)

)
y

�XS ,Y T ,ZW

(
D(U, φ), D(V, ϕ)

)
= D(V, φ)D(U, φ).

Aśı que para cada (x, ξx), objeto de XS

D(V, φ)D(U, φ)(x, ξx) = D(V, φ)(Ux,Uξxφx) = (V Ux, V (Uξxφx)ϕUx).

Por lo que D(V U, V φ.ϕU)(x, ξx) = D(V, φ)D(U, φ)(x, ξx).
Para f : (x, ξx) → (y, ξy) se tiene
D(V U, V φ.ϕU)(f) = (V U)(f) = V (U(f)) = D(V, ϕ)(U(f)) =

(
D(V, φ)D(U, φ)

)
(f).

De esta manera D(V U, V φ.ϕU) = D(V, φ)D(U, φ).
Al considerar (σ, τ) : [(U, φ), (V, ϕ)] → [(U1, φ1), (V1, ϕ1)], es decir

(X,S)
(U,φ)

,,

(U1,φ1)

22
�� ��
�� σ (Y, T )

(V,ϕ)
,,

(V1,ϕ1)

22
�� ��
�� τ (Z,W )
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hallamos que �(X,S),(Y,T ),(Z,W )(σ, τ) = ◦X,Y,Z(σ, τ) = τσ (composición horizontal de
2-celdas en Cat), entonces D(τσ)(x, ξx) = (τσ)(x). Donde (τσ)(x) = τU1xV σx .
Pero, además

(
D(X,S),(Y,T ) ×D(Y,T ),(Z,W )

)
(σ, τ) = (Dσ,Dτ) y

◦XS ,Y T ,ZW (Dσ,Dτ) = DτDσ (composición horizontal de 2-celdas en Cat).
Ahora bien, apartir de

XS

D(U,φ)
++

D(U1,φ1)

33
�� ��
��Dσ Y T

D(V,ϕ)
++

D(V1,ϕ1)

33
�� ��
��Dτ ZW

obtenemos

D(V, ϕ)(Dσx) : (V Ux, V UξxV φxϕx) → (V U1x, V U1ξxV φ1xϕU1x) y

(Dτ)(U1x, U1ξxφ1x) : (V U1x, V U1ξxV φ1xϕU1x) → (V1U1x, V1U1ξxV1φ1xϕ1U1x)

por lo que (DτDσ)(x, ξx) = (Dτ)(U1x, U1ξxφ1x)D(V, ϕ)(Dσx) = τU1xV σx. Entonces
D(τσ) = DτDσ. Por lo tanto se tiene la igualdad de funtores(
◦XS ,Y T ,ZW

)(
D(X,S),(Y,T ) ×D(Y,T ),(Z,W )

)
=

(
D(X,S)(Z,W )

)(
�(X,S),(Y,T ),(Z,W )

)
.

Por lo que D es un 2-funtor.
Procedemos a describir quienes serán la unidad y la counidad de la 2-adjunción.
La unidad es la transformación 2-natural ∆ : IncCatD → 1.

En cada (X,S) tenemos el funtor de mónadas ∆(X,S) = (ES , χS) : (XS , 1) → (X,S) definido
de la siguiente manera:

ES(x, ξx) = x, ES(f) = f, y χS(x, ξx) = ξx : Sx→ x.

Es fácil verificar que (ES , χS) es funtor de mónadas.
En Mnd(Cat) sea (U, φ) : (X,S) → (Y, T ). Obtenemos D(U, φ) : XS → Y T en Mnd(Cat).
Finalmente aplicando IncCat se tiene

(
D(U, φ), 1

)
: (XS , 1) → (Y T , 1).

En Mnd(Cat) para las 1-celdas

(XS , 1) (Y T , 1) (Y, T )
(D(U,φ),1) //

∆(Y,T ) //

hallamos, ∆(Y,T ) � (D(U, φ), 1) = (ET , χT ) � (D(U, φ), 1) =
(
ETD(U, φ), χTD(U, φ)

)
.

Para el funtor ETD(U, φ), tenemos

ETD(U, φ)(x, ξx) = ET (Ux,Uξxφx) = Ux y ETD(U, φ)(f) = ET (Uf) = Uf.

Además, basta observar que D(U, φ)(x, ξx) = (Ux,Uξxφx) con lo que

χTD(U, φ)(x, ξx) = χT (Ux,Uξxφx) = Uξxφx .

De modo análago, en Mnd(Cat) la composición de los funtores de mónadas

(XS , 1) (X,S) (Y, T )
(ES ,χS) // (U,φ) //

es tal que (U, φ)(ES , χS) = (UES , UχS .φES), donde para el funtor UES tenemos

UES(x, ξx) = Ux y UES(f) = Uf.
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Mientras la transformación natural UχS .φES en cada (x, ξx) está dada por

(UχS .φES)(x, ξx) =
(
1U (ES1XS )UχS

)
(x, ξx)

(
φESTU1ES

)
(x, ξx) = Uξxφx.

Aśı, el cuadrado

(XS , 1) (X,S)

(Y T , 1) (Y, T )

(ES ,χS) //

(D(U,φ),1)

��

(U,φ)

��

(ET ,χT )

//

conmuta.
La composición horizontal de las transformaciones naturales

(XS , 1) (X,S) (Y, T )σ ⇓
(ES ,χS) //

(U,φ)

''

(U1,φ1)

77

(definida en términos de la composición horizontal en Cat ), es simplemente

(σ1)(x, ξx) = σx .

Se llevan a cabo pasos similares para obtener que la composición (ET , χT )D(σ, 1) para toda
(x, ξx) es (ET , χT )D(σ, 1)(x, ξx) =

(
1ETD(σ, 1)

)
(x, ξx) = σx.

Por lo tanto ∆ es transfomación 2-natural.
Para cada X ∈ Cat, D[IncCat(X)] = D(X, 1X) = X1X .

La categoŕıa X1X tiene por objetos (a, 1a) con a objeto de X y 1a es la identidad en el objeto
a. Para (a, 1a) y (b, 1b) en X1X tenemos X1X [(a, 1a), (b, 1b)] = X(a, b).
Sea Σ : 1 → DIncCat tal que, para cada X ∈ Cat, ΣX : X → X1X es el funtor definido
como ΣX(x) = (x, 1x) y ΣX(f) = f para f : x→ y.
Es un ejercicio de rutina checar que Σ es transformación 2-natural.

Se mostrará que las transformaciones 2-naturales Σ y ∆ satisfacen las igualdades trian-
gulares

Cat Cat

Mnd(Cat) Mnd(Cat) = 1

Σ ⇓

∆ ⇓

1 //

IncCat

��9
99

99
99

99
99

IncCat

��9
99

99
99

99
99

1
//

D

<<zzzzzzzzzzzzz

Mnd(Cat) Mnd(Cat)

Cat Cat = 1D

∆ ⇓

Σ ⇓

1 //

IncCat

""D
DDDDDDDDDDDD

D

BB�����������

1
//

D

BB�����������

Para el 2-funtor IncCat tenemos la transformación 2-natural 1∗ : IncCat → IncCat definida
para toda X ∈ Cat por 1∗(X) = 1(X,1) = (1X , 11).
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La composición horizontal de 1∗ y Σ evaluada en X

Cat

1
++

DIncCat

33
�� ��
�� Σ Cat

IncCat --

IncCat

11
�� ��
�� 1∗ Mnd(Cat)

Es la composición de

IncCat1Cat IncCatDIncCat IncCatDIncCat
IncCatΣ // 1∗DIncCat //

Es decir

(X, 1) (X1X , 1) (X1X , 1)
(ΣX ,1) //

1
(X1X ,1) //

Entonces (IncCatΣ)(X) = (1∗ / Σ)(X) = 1∗DIncCat(X)IncCatΣ(X) = (ΣX , 1).
Un argumento semejante nos muestra que la composición horizontal de 1∗ y ∆ evaluada
en X

Cat
IncCat --

IncCat

11
�� ��
�� 1∗ Mnd(Cat)

IncCatD --

1

11
�� ��
�� ∆ Mnd(Cat)

implica que ∆1∗(X) = ∆IncCat(X)IncCatD1∗(X) = (E1X , χ1X ).
Es trivial que E1X ΣX = 1X y χ1X = 1E1X .

Aśı (∆IncCat.IncCatΣ)(X) = (E1X , χ1X )(ΣX , 1) = (1X , 1) = 1∗(X).
Por lo que ∆IncCat � IncCatΣ = 1∗.
Como también se satisface la igualdad D∆ � ΣD = 1D, entonces Cat admite la construcción
de álgebras.

Sea C una 2-categoŕıa que admite la construcción de álgebras. Sean (X,S) un obje-
to de Mnd(C) y Y un objeto de C, luego AlgC(X,S) es un objeto de C y por lo tanto
C(Y,AlgC(X,S)) es un objeto de Cat. Por otro lado, (C(Y,X),C(Y, S)) es un objeto de
Mnd(Cat). Aśı, C(Y,X)C(Y,S) es un objeto de Cat. ¿Cuál es la relación que guardan los obje-
tos C(Y,AlgC(X,S)) y C(Y,X)C(Y,S)?. Si en lugar de haber iniciado con un objeto en Mnd(C)
iniciaramos con 1-celdas ó 2-celdas tal pregunta sigue teniendo sentido. Respondemos a tal
interrogante en el siguiente:

Teorema 3.2. Si C admite la construcción de álgebras entonces hay un
isomorfismo 2-natural

C(Y,AlgC) ∼= C(Y, )C(Y, ) .

Demostración. Construimos el 2-funtor C(Y, )∗ : Mnd(C) → Mnd(Cat); la composi-
ción de este con D : Mnd(Cat) → Cat resulta ser el 2-funtor

C(Y, )C(Y, ) : Mnd(C) → Cat .

El 2-funtor C(Y, )∗ : Mnd(C) →Mnd(Cat) consta de:

(i) La función objeto Ob(Mnd(C)) → Ob(Mnd(Cat)) (también denotada por C(Y, )∗)
está dada por:

(X,S) 7→ C(Y, )∗(X,S) = ((Y,X), (Y, S))

C(Y, )∗(X,S) es una mónada por ser (X,S) mónada y C(Y, ) 2-funtor.
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(ii) Para cada par de objetos (X,S), (Z,W ) de Mnd(C) el funtor C(Y, )∗(X,S),(Z,W )

de la categoŕıa Mnd(C)[(X,S), (Z,W )] en la categoŕıa
Mnd(Cat)[(C(Y,X),C(Y, S)), (C(Y, Z),C(Y,W ))], está definido como sigue:

(U, φ) 7→ C(Y, )∗(X,S),(Z,W )(U, φ) = (C(Y, U),C(Y, φ))

σ : (U, φ) ⇒ (U1, φ1) 7→ C(Y, )∗(X,S),(Z,W )(σ) = C(Y, σ) .

Escribimos C(Y, )∗(U, φ) para C(Y, )∗(X,S),(Z,W )(U, φ), y C(Y, )∗(σ) para
C(Y, )∗(X,S),(Z,W )(σ). C(Y, )∗(X,S),(Z,W ) está bien definido por ser C(Y, ) 2-funtor.

Ahora bien, para σ : (U, φ) ⇒ (U1, φ1) y σ1 : (U1, φ1) ⇒ (U2, φ2) tenemos que

C(Y, )∗(σ1.σ) = C(Y, σ1.σ) = C(Y, σ1).C(Y, σ) = C(Y, )∗(σ1).C(Y, )∗(σ) .

Por otro lado, sabemos que 1(U,φ) = 1U ; de este modo

C(Y,X) C(Y, Z)C(Y, 1) ⇓

C(Y,U)

&&

C(Y,U)

88

está definida como:
h 7→ C(Y, 1)(h) = 1h .

Mientras que para 1C(Y, )∗(U,φ) = 1(C(Y,U),C(Y,φ)) = 1C(Y,U), tenemos que

C(Y,X) C(Y, Z)1C(Y,U) ⇓

C(Y,U)

&&

C(Y,U)

88

está definida por
h 7→ C(Y, U)(h) = Uh .

Aśı, C(Y, )∗(1(U,φ)) = 1C(Y, )∗(U,φ). Por lo tanto C(Y, )∗(X,S),(Z,W ) es funtor.
(iii) Es fácil mostrar que para cada objeto (X,S) de Mnd(C), se tiene

1C(Y, )∗(X,S) = C(Y, )∗(1(X,S)) .

(iv) Sean

(X,S) (Z,W ) (H,P )σ ⇓ τ ⇓

(U,φ)

''

(U1,φ1)

77

(V,ψ)

''

(V1,ψ1)

77

en la categoŕıa Mnd(C)[(X,S), (Z,W )] ×Mnd(C)[(Z,W ), (H,P )]. De manera que
tenemos

C(Y, )∗(X,S),(H,P ) ◦ (◦(X,S),(Z,W ),(H,P )((U, φ), (V, ψ)) = (C(Y, V U),C(Y, V φ.ψU))
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y la composición

◦C(Y, )∗(X,S),C(Y, )∗(Z,W ),C(Y, )∗(H,P ) ◦ (C(Y, )∗(X,S),(Z,W ) × C(Y, )∗(Z,W ),(H,P ))

evaluada en ((U, φ), (V, ψ)) es igual a

◦C(Y, )∗(X,S),C(Y, )∗(Z,W ),C(Y, )∗(H,P )[(C(Y, U),C(Y, φ)), (C(Y, V ), (Y, ψ))] =

(C(Y, V )C(Y, U), C(Y, V )C(Y, φ).C(Y, ψ)C(Y, U)) .

También es cierto que

C(Y, )∗(X,S),(H,P ) ◦ (◦(X,S),(Z,W ),(H,P )(σ, τ))

es igual a la composición

◦C(Y, )∗(X,S),C(Y, )∗(Z,W ),C(Y, )∗(H,P ) ◦ (C(Y, )∗(X,S),(Z,W ) × C(Y, )∗(Z,W ),(H,P ))

evaluada en (σ, τ). Entonces el funtor

C(Y, )∗(X,S),(H,P ) ◦ (◦(X,S),(Z,W ),(H,P ))

es igual al funtor

◦C(Y, )∗(X,S),C(Y, )∗(Z,W ),C(Y, )∗(H,P ) ◦ (C(Y, )∗(X,S),(Z,W ) × C(Y, )∗(Z,W ),(H,P )) .

Por lo tanto C(Y, )∗ es 2-funtor.
En seguida mostramos que Mnd(C)((Y, 1), ) = C(Y, )C(Y, ).
Sean (X,S) y Y , objetos de las 2-categoŕıas Mnd(C) y C respectivamente. Por

ser C(Y, ) : C → Cat 2-funtor,
(
C(Y,X),C(Y, S)

)
es una mónada en Mnd(Cat).

Un objeto (F, ξF ) de C(Y,X)C(Y,S) consta de objeto F de C(Y,X) y la 1-celda
ξF : SF → F , que satisfacen las identidades

F C(Y, S)F

F

C(Y, S)C(Y, S)F C(Y, S)F

C(Y, S)F F

ηF //

1

""E
EE

EE
EE

EE
EE

EE
EE

ξF

��

µF //

C(Y,S)ξF

��

ξF

��

ξF

//

Las cuales nos garantizan la conmutatividad de los diagramas

F

SF

F

SSF

SF F

SF F

ηSF
99rrrrrrrrr

1 %%LLLLLLLLLL ξF

��

SξF
77oooooooooo

ξF //

µSF ''OOOOOOOOOO

ξF

//

F

��

Por lo tanto (F, ξF ) : (Y, 1) → (X,S) es funtor de mónadas.
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Para cualquier morfismo k : (F, ξF ) → (G, ξG) en la categoŕıa C(Y,X)C(Y,S), la
conmutatividad de

SF SG

S G

Sk //

ξF

��

ξG

��

k
//

nos dice que k es transformación funtor de mónadas.
Aśı C(Y,X)C(Y,S) ⊆Mnd(C)

(
(Y, 1), (X,S)

)
.

Es inmediato que Mnd(C)
(
(Y, 1), (X,S)

)
⊆ C(Y,X)C(Y,S) también se cumple.

Por lo tanto C(Y,X)C(Y,S) = Mnd(C)
(
(Y, 1), (X,S)

)
.

Sea la 1-celda (U, φ) : (X,S) → (Z,W ) en Mnd(C). Para el funtor

DC(Y, )∗(U, φ) : C(Y,X)C(Y,S) → C(Y, Z)C(Y,W )

tenemos que

D(C(Y, U),C(Y, φ))(F, ξF ) = (C(Y, U)F,C(Y, U)ξFC(Y, φ)F ) =

(UF,UξFφF )
y

D(C(Y, U),C(Y, φ))k = C(Y, U)k = Uk

para k : (F, ξF ) → (G, ξG) en C(Y,X)C(Y,S).
Pero, para el funtor

Mnd(C)((Y, 1), (U, φ)) : Mnd(C)((Y, 1), (X,S)) →Mnd(C)((Y, 1), (Z,W ))

se tiene que:

Mnd(C)((Y, 1), (U, φ))(F, ξF ) = (U, φ)(F, ξF ) = (UF,UξFφF )

Mnd(C)((Y, 1), (U, φ))K = (U, φ)k = Uk.

Por lo que
DC(Y, )∗(U, φ) = Mnd(C)((Y, 1), )(U, φ).

Es sencillo mostrar que

D(C(Y, σ) = Mnd(C)((Y, 1), σ)

para cualquier 2-celda σ : (U, φ) ⇒ (U1, φ1).
Por lo tanto:

Mnd(C)((Y, 1), ) = C(Y, )C(Y, )

Ahora procedemos a exhibir un isomorfismo 2-natural

Φ : C(Y, )C(Y, ) → C(Y,AlgC) .

Tenemos los 2-funtores

C(Y,AlgC) : Mnd(C) → Cat

Mnd(C)((Y, 1), ) : Mnd(C) → Cat .
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El primero de ellos es 2-funtor por ser la composición de

Mnd(C) C Cat
AlgC // C(Y, ) //

mientras que el último es 2-funtor por 1.45, la 2-categoŕıa en turno es Mnd(C) y
A = (Y, 1).

Por hipótesis para los 2-funtores

C∗ ×Mnd(C) Cat
Mnd(C)(IncC, ),C( ,AlgC) //

hay un isomorfismo 2-natural Θ

Mnd(C)((Y, 1), (X,S)) ∼= C(Y,XS)

el cual es 2-natural en Y y (X,S). Por 1.48, Θ es 2-natural en (X,S) para cada Y .
Entonces, para Y objeto de C obtenemos la transformación 2-natural

Φ : Mnd(C)((Y, 1), ) → C(Y,AlgC)

cuya familia de 1-celdas es

〈Φ(X,S) = ΘY,(X,S)〉 ;

y además (Φ(X.S))−1 = (ΘY,(X,S))−1 para cada (X,S) en Mnd(C). Ya que

Mnd(C)((Y, 1), ) = C(Y, )C(Y, ) ,

Φ nos da un isomorfismo 2-natural de 2-funtores

C(Y,AlgC) ∼= C(Y, )C(Y, ) .

�

Lo que nos ocupará el resto del caṕıtulo es resolver cuando es cierto el rećıproco de la
situación:
Sea J a E una adjunción monádica que genera a (X,S), entonces C(Y, J) a C(Y,E) es una
adjunción monádica que genera a ((Y,X), (Y, S)).

En primer lugar utilizamos 3.2 para mostrar que C(Y,N) = KMY para una 1-celda
K : C(Y,X)C(Y,S) → C(Y,XS), N : A → XS es la 1-celda comparación derecha de J a E y
MY : C(Y,A) → C(Y,X)C(Y,S) es la 1-celda comparación derecha de C(Y, J) a C(Y,E). Por
último establecemos el lema y para su demostración hacemos uso de 1.52 .

Sea J a E una adjunción que genera la mónada (X,S). Por ser C(Y, ) 2-funtor
C(Y, J) a C(Y,E) es una adjunción que genera la mónada (C(Y,X),C(Y, S)). Para cada Y

objeto de C, MY : C(Y,A) → C(Y,X)C(Y,S) denota la 1-celda comparación derecha de la
adjunción C(Y, J) a C(Y,E). Es decir, el diagrama

(6)

C(Y,X) C(Y,A)

C(Y,X)C(Y,S)

JC(Y,S)

��

EC(Y,S)

OO

C(Y,J) //

C(Y,E)
oo

MY

{{wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww
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conmuta.
La mónada (C(Y,X),C(Y, S)) también está generada por la adjunción C(Y, JS) a C(Y,ES)

por ser C(Y, ) funtor y (X,S) estar generada por JS a ES . Llamamos K ′ a la 1-celda
comparación derecha de tal adjunción. El correspondiente diagrama conmutativo es

C(Y,X) C(Y,XS)

C(Y,X)C(Y,S)

JC(Y,S)

��

EC(Y,S)

OO

C(Y,JS) //

C(Y,ES)

oo

K′

{{wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww

Hallamos también la 1-celda comparación derecha K para la adjunción
JC(Y,S) a EC(Y,S) considerando el 2-isomorfismo natural

C(Y,X)C(Y,S) ∼= C(Y,XS).
Obtemos el siguiente digrama conmutativo

(7)

C(Y,X) C(Y,X)C(Y,S)

C(Y,XS)

C(Y,JS)

��

C(Y,ES)

OO

JC(Y,S)
//

EC(Y,S)

oo

K

{{wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww

La 1-celda K ′K satisface

K ′KJC(Y,S) = K ′C(Y, JS) = JC(Y,S)

EC(Y,S)K ′K = C(Y,ES)K = EC(Y,S) .

Por (2.10) tenemos, K ′K = 1. La identidad KK ′ = 1 se obtiene de modo semejante.
Puesto que N : A → XS es la 1-celda comparación derecha de la adjunción J a E y por

ser C(Y, ) 2-funtor, el diagrama

C(Y,X) C(Y,A)

C(Y,XS)

C(Y,JS)

��

C(Y,ES)

OO

C(Y,J) //

C(Y,E)
oo

C(Y,N)

{{wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww
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conmuta, entonces C(Y,N) es la 1-celda comparación de la adjunción C(Y, J) a C(Y,E).
Además

KMY C(Y, J) = KJC(Y,S) = C(Y, JS)
y

C(Y,ES)KMY = EC(Y,S)MY = C(Y,E) .

Aśı, por (2.10), se cumple

(8)
KMY = C(Y,N) .

De esta forma, por 6 , 7 y 8 , el siguiente diagrama en Cat es conmutativo:

C(Y,A) C(Y,XS)

C(Y,X)C(Y,S)

C(Y,X)

C(Y,N) //

MY

((PPPPPPPPPPPPPPPPPPP

C(Y,E)

��8
88

88
88

88
88

88
88

88
88

88
88

88
88

88
88

88
88

8

C(Y,ES)

����
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
�

K

77nnnnnnnnnnnnnnnnnn

EC(Y,S)

��

Corolario 3.3. Una adjunción J a E en una 2-categoŕıa C es monádica si y sólo si,
para cada Y ∈ C, la adjunción C(Y, J) a C(Y,E) es monádica.

Demostración. Sea N ′ : XS → A tal que N ′N = 1 y NN ′ = 1, entonces

C(Y,N)C(Y,N ′) = 1 y C(Y,N ′)C(Y,N) = 1.

De modo que
C(Y,N ′)KMY = C(Y,N ′)C(Y,N) = 1 y

MY C(Y,N ′)K = K ′C(Y,N)C(Y,N ′)K = 1

Por lo tanto la adjunción C(Y, J) a C(Y,E) es mónadica.
Supongamos que existe M ′ : C(Y,X)C(Y,S) → C(Y,A) para la cual

MM ′ = 1 y M ′M = 1

Tenemos M ′K ′C(Y,N) = M ′MY = 1 y C(Y,N)M ′K ′ = KMYM ′K ′ = 1.
Por 1.52 existe una única 1-celda H : XS → A tal que
C(Y,H) = M ′K ′ : C(Y,XS) → C(Y,A) con NH = 1 y HN = 1.
Por lo tanto la adjunción J a E es monádica.

�



CAṔıTULO 4

Dualidad

Los resultados de este caṕıtulo se dan o hacen referencia a 2-categoŕıas que tienen ca-
racteŕısticas peculiares, pues están involucradas 2-categoŕıas nuevas que son el resultado de
invertir el sentido de 1-celdas, 2-celdas o ambas en una 2-categoŕıa C. No empleamos el rigor
formal para mostrar que tales construcciones son 2-categoŕıas.

Sea C una 2-categoŕıa. C∗ denota la 2-categoŕıa obtenida a partir de C invirtiendo el
sentido de las 1-celdas (aśı que C∗(X,Y ) = C(Y,X)), C∗ denota la 2-categoŕıa obtenida a
partir de C invirtiendo el sentido de las 2-celdas (aśı que C∗(X,Y ) = C(X,Y )op), y sea C∗∗
la 2-categoŕıa obtenida a partir de C invirtiendo el sentido de 1-celdas y 2-celdas (es decir
C∗∗(X,Y ) = C(Y,X)op).

Sean E : A → X, J : X → A 1-celdas de C y J a E, con unidad η : 1 → EJ y counidad
ε : JE → 1. Obtenemos una adjunción para cada una de las 2-categoŕıas del párrafo anterior
a partir de tal adjunción. En C∗, E : X → A, J : A → X son 1-celdas; E a J con unidad
η : 1 → JE y counidad ε : EJ → 1. En C∗, E : A → X, J : X → A son 1-celdas; E a J con
unidad ε : 1 → JE y counidad η : EJ → 1. Finalmente, en C∗∗, E : X → A, J : A → X son
1-celdas; J a E con unidad ε : 1 → EJ y counidad η : JE → 1.

Desde luego, tenemos también a las 2-categoŕıas Mnd(C∗), Mnd(C∗), Mnd(C∗∗), etc. Una
mónada en C∗ es una mónada en C. Una mónada en C∗ es llamada una comónada en C; una
comónada (X,G) en C consiste de un objeto X de C, una 1-celda G : X → X de C y dos
2-celdas ε : G → 1, δ : G → GG (llamadas la counidad y la comultiplicación), que satisfacen
los diagramas conmutativos

G GG G

G

GGG GG

GG G

Gεoo

1

bbEEEEEEEEEEEEEEE

δ

OO
εG //

1

<<yyyyyyyyyyyyyyy

δ

OO

δ
oo

δGoo

Gδ

OO

Una mónada en C∗∗ es también una comónada en C.
Sean (X,S), (Y, T ) mónadas y J : Y → X adjunto izquierdo de E : X → Y en C.

Mostramos primero, en el próximo teorema, un resultado evidente a simple vista:
C(X,Y )(TE,ES) ∼= C(Y,X)(JT, SJ). También en el mismo teorema demostramos el siguiente
hecho no tan evidente: existe una biyección entre 1-celdas (E,ψ) de Mnd(C)[(X,S), (Y, T )] y
1-celdas (J,w) de Mnd(C∗)∗[(Y, T ), (X,S)].

Antes necesitamos describir la 2-categoŕıa Mnd(C∗)∗. Sus objetos son mónadas de C. Una
1-celda (U,ψ) : (X,S) → (Y, T ) (llamada opfuntor de mónadas de C ), consiste de una 1-celda

53
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U : X → Y de C y una 2-celda ψ : US ⇒ TU de C que satisfacen los diagramas conmutativos

U

US

TU

USS

TUS TTU

US TU

UηS 99rrrrrrrrr

ηTU %%LLLLLLLLL ψ

��

ψS
77oooooooooo

Tψ //

UµS ''OOOOOOOOOO

ψ
//

µTU

��

Una 2-celda τ : (U,ψ) → (U ′, ψ
′
) de Mnd(C∗)∗, llamada transformación de opfuntores de

mónadas de C, es una 2-celda τ : U → U ′ de C tal que Tτ.ψ = ψ
′
.τS.

Teorema 4.1. En una 2-categoŕıa C, supongamos que (X,S), (Y, T ) son mónadas y que
J : Y → X es adjunto izquierdo de E : X → Y en C. Entonces la adjunción J a E da una
biyección de conjuntos C(X,Y )(TE,ES) ∼= C(Y,X)(JT, SJ), que induce una biyección entre
el conjunto de 2-celdas χ : TE → ES tales que (E,χ) : (X,S) → (Y, T ) es un funtor de
mónadas, y el conjunto de 2-celdas ω : JT → SJ tales que (J, ω) : (Y, T ) → (X,S) es un
opfuntor de mónadas.

Demostración. Sean

Θ : C(X,Y )(TE,ES) → C(Y,X)(JT, SJ)

la función definida en ψ : TE ⇒ ES como

Θ(ψ) = εSJ.JψJ.JTη ,

y la función

Θ′ : C(Y,X)(JT, SJ) → C(X,Y )(TE,ES)

definida como

Θ′(λ) = ESε.EλE.ηTE

para λ : JT ⇒ SJ .
Para ψ ∈ C(X,Y )(TE,ES) tenemos el siguiente diagrama

Y Y Y Y

X X X X

1 //

J

##F
FFFFFFFFFFFFFF

T // 1 //

J

##F
FFFFFFFFFFFFFF

E

OO

1
//

E

OO

S
//

E

OO

1
//

E

OO

ψ
�#

????

ε��

η�� η��

ε��

Por lo que (Θ′Θ)(ψ) = ψ.
De manera semejante se llega a que ΘΘ′ = 1. Por lo que queda demostrada la primera

parte del teorema.
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Sea (J, ω) : (Y, T ) → (X,S) un opfuntor de mónadas. Tenemos

Y Y

X X

T //

J

��

J

��

S
//

ω{� �
���

y los correspondientes diagramas conmutativos, en C,

(9) J

JT

SJ

JTT

SJT SSJ

JT SJ

JηT 99rrrrrrrrrr

ηSJ %%LLLLLLLLLL ω

��

ωT
77oooooooooo

Sω //

JµT ''OOOOOOOOOO

ω
//

µSJ

��

Para el funtor de mónadas (E,ψ) : (X,S) → (Y, T ) con sus respectivas “igualdades”

(10) ψ.ηTE = EηS y ψ.µTE = EµS .ψS.Tψ ,

tenemos la 2-celda εSJ, JψJ.JTη : JT ⇒ SJ .
El diagrama

Y Y Y

X X X

ηT ⇓1 //

J

##F
FFFFFFFFFFFFFF T

//

1

!!

J

##F
FFFFFFFFFFFFFF

E

OO

S
//

E

OO

1
//

ψ
�#

????
η��

ε��

corresponde a la composición vertical de las 2-celdas JηT , JTη, JψJ y εSJ .
Tenemos aśı que por (10)

εSJ.JψJ.JTη.JηT = εSJ.JψJ.(JηT η) = εSJ.JψJ.JηTEJ.Jη = εSJ.JEηSJ.Jη

Además, según los diagramas

Y X X Y X
η ⇓

ηS ⇓ ε ⇓J
//

1

))1 //

S

>>
E //

1

77
J //

Y X X

1J ⇓ ε ⇓

ηSJ ⇓ 11 ⇓

J

$$J //

SJ

::

JE

%%1 //

1

99

εSJ.JEηSJ.Jη = εηSJ.Jη = 11η
SJ.εJ.Jη = ηSJ .
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A la composición vertical de las 2-celdas µSJ, S(εSJ.JψJ.JTη) y (εSJ.JψJ.JTη)T corres-
ponde el siguiente diagrama

Y X Y Y X Y Y Y

X X

η ⇓ η ⇓

ψ ⇓ ε ⇓
ψ ⇓ ε ⇓

µS ⇓

1

%%

1

%%J // E // T // J // E // T // J //

S
''OOOOOOOOOOOOOOOO

E

DD







1

77oooooooooooooooo
S
��4

44
44

44
E

77oooooooooooooooo 1

88

S

77

De esta forma

µSJ.S(εSJ.JψJ.JTη).(εSJ.JψJ.Jtη)T = µSJ.
(
(εS.Jψ)(εS.Jψ)

)
J.JTηTη =

µSJ.(εS.Jψ)SJ.JTE(εS.Jψ)J.JTηTEJ.JTTη =

µST.(εS.Jψ)SJ.JTEεSJ.JTηESJ.JTψJ.JTTη = µSJ.(εS.Jψ)SJ.JTψJ.JTTη

En la anterior sucesión de igualdades la última igualdad es cierta ya que Eε.ηE = 1; entonces
se modifica nuestro diagrama de la siguiente manera

Y X Y Y Y X

X X

η ⇓

ψ ⇓
ψ ⇓ ε ⇓

µS ⇓

1

''J // E // T // T // J //

S
((PPPPPPPPPPPPPPPPP

S
//

E

<<zzzzzzzzzz
E

BB��������
1

55llllllllllllllllllll

S

88

Continuando el cálculo de la composición vertical de las 2-celdas hallamos que

µSJ.(εS.Jψ)SJ.JTψJ.JTTη = µSJ.εSSJ.JψSJ.JTψJ.JTTη =

εSJ.JEµSJ.JψSJ.JTψJ.JTTη = εSJ.JψJ.JµTEJ.JTTη

La última de dichas igualdades se tiene por (10). Luego, nuestro digrama anterior se simplifica

Y Y Y Y X

X

X

η ⇓ µT ⇓ ε ⇓

ψ ⇓

1 // T // T // J //

J
��9

99
99

99
9

E

AA��������
T

77

S ,,XXXXXXXXXXXXXXXXX E

;;wwwwwwwwwwwwwwwww

1

66llllllllllllllllllllllllllllll

Finalmente, εSJ.JψJ.JµTEJ.JTTη = εSJ.JψJ.JTηJµT .
Por lo tanto, según (9), (J, εSJ.JψJ.TTη) : (Y, T ) → (X,S) es opfuntor de mónadas.

El caso en que (J, ω) : (Y, T ) → (X,S) es un opfuntor de mónadas y a partir de él
obtenemos un funtor de mónadas (E,ψ) : (X,S) → (Y, T ) es de manera similar. La existencia
de Θ junto con que a partir de un funtor de mónadas (E,ψ) : (X,S) → (Y, T ) obtenemos un
opfuntor de mónadas (J,Θ(ψ)) : (Y, T ) → (X,S) y viceversa, muestra que la segunda parte
del teorema se cumple.
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Si ψ, ω se corresponden bajo la biyección del teorema, entonces decimos que (J, ω) es
adjunto izquierdo de (E,ψ) y lo escribimos (J, ω) a (E,ψ).

�

Ya al principio del caṕıtulo la situación de tener 1-celdas E : A → X, J : X → A de C
tal que J a E, con unidad η : 1 → EJ y counidad ε : JE → 1; se interpreta en C∗ como:
E : X → A, J : A → X son 1-celdas tal que E a J con unidad η : 1 → JE y counidad
ε : EJ → 1. Analizamos ahora cómo se comportan aquellas mónadas que son generadas por
una adjunción.

Teorema 4.2. Sea (X,S) una mónada en C (por lo tanto también en C∗). Entonces la
adjunción J a E en C genera la mónada (X,S) si y sólo si la adjunción E a J en C∗ genera
(X,S).

Demostración. En la 2-categoŕıa C sean (X,S) una mónada, con sus diagramas

S SS S

S

SSS SS

SS S

Sη //

1

""E
EEEEEEEEEEEEEE

EεJ

��

ηSoo

1

||yyyyyyyyyyyyyyy
SEεJ //

EεJS

��

EεJ

��

EεJ
//

conmutativos, J : X → Y y E : Y → X 1-celdas en C tales que J a E y las 2-celdas

η : 1 → EJ, ε : JE → 1

que satisfacen
εJ.Jη = 1 y Eε.ηE = 1 .

Además, se tiene que (X,S) = (X,EJ, η, EεJ)

⇔

En la 2-categoŕıa C∗ tenemos la mónada (X,S), con sus diagramas

S SS S

S

SSS SS

SS S

ηS //

1

""E
EEEEEEEEEEEEEE

JεE

��

Sηoo

1

||yyyyyyyyyyyyyyy
JεES //

SJεE

��

JεE

��

JεE
//

conmutativos, las 1-celdas E : X → Y y J : Y → X tales que E a J y las 2-celdas

η : 1 → JE , ε : EJ → 1 ,

las cuales cumplen
Jε.ηJ = 1 y εE.Eη = 1 .

Se tiene también que (X,S) = (X, JE, η, JεE).
�

Combinando (2.9) y (4.2), tenemos

Corolario 4.3. Si C∗ admite la construcción de álgebras, entonces cada mónada en C
está generada por una adjunción.
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La 2-categoŕıa C∗ admite la construcción de álgebras cuando IncC∗ tiene 2-adjunto dere-
cho AlgC∗ : Mnd(C∗) → C∗. Esto es lo mismo que decir que (IncC∗)∗ : C → Mnd(C∗)∗ tiene
2-adjunto izquierdo (AlgC∗)∗ : Mnd(C∗)∗ → C. Escribimos (AlgC∗)∗(X,S) = XS y
(JS , ω) : (X,S) → (XS , 1) para el opfuntor de mónadas en C que es la unidad evaluada de la
adjunción. Entonces ES : XS → X está definida por S = ESJS , µ = ESω.

Describimos la 2-categoŕıa Mnd(C∗∗)
∗
∗ pues nuestro propósito es construir el 2-funtor

AlgC : Mnd(C) →Mnd(C∗∗)
∗
∗.

(X,G) es un objeto de Mnd(C∗∗)
∗
∗ ⇔ (X,G) es un objeto de Mnd(C∗∗)

∗ ⇔ (X,G) es un
objeto de Mnd(C∗∗).
En la 2-categoŕıa C∗∗: G : X → X, η : 1 ⇒ G y µ : GG ⇒ G tales que µ.Gη = µ.ηG = 1G y
µ.µS = µ.Sµ⇔ en la 2-categoŕıa C, G : X → X, η : G⇒ 1 y µ : G⇒ GG con
ηS.µ = Sη.µ = 1 y Sµ.µ = µS.µ. Por lo tanto, (X,G) es una comónada en C.
Sea la 1-celda (U, φ) : (X,G) → (Y,H) en Mnd(C∗∗)

∗
∗ ⇔ (U, φ) : (Y,H) → (X,G) es 1-celda

en Mnd(C∗∗).
En la 2-categoŕıa C∗∗ tenemos φ : GU ⇒ UH, φ.ηGU = UηH y φ.µGU = UµH .φH.Gφ ⇔ en
la 2-categoŕıa C, φ : HU ⇒ UG, UηG.φ = ηHU y UµG.φ = φG.Hφ.µHU . (U, φ) es llamada
un opfuntor de comónadas.
En la 2-categoŕıa Mnd(C∗∗)

∗
∗ tenemos σ : (U, φ) ⇒ (U ′, φ′) ⇔ en Mnd(C∗∗)

σ : (U ′, φ′) ⇒ (U, φ).
En la 2-categoŕıa C∗∗ el diagrama

GU ′ GU

U ′H UH

Gσ //

φ′

��

φ

��

σH
//

conmuta. Por lo tanto en la 2-categoŕıa C, φ′.Hσ = σG.φ. La 2-celda σ : (U, φ) :⇒ (U ′, φ′) es
llamada una transformación de opfuntores de comónadas.

Sean la 2-categoŕıa que admite la construcción de álgebras y

(X,S) (Y, T )σ ⇓

(U,φ)

&&

(U1,φ1)

88

objetos, 1-celdas y 2-celdas en Mnd(C). Construimos

(XS , ESJS) (Y T , ETJT )σ ⇓

(U,φ)

&&

(U1,φ1)

88

objetos, 1-celdas y 2-celdas en Mnd(C∗∗)
∗
∗.
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La 1-celda U : XS → Y T está definida por el diagrama conmutativo

(11)

(XS , 1) ((Y T , 1)

(X,S) (Y, T )

(U,1) //

(ES ,χ)

��

(ET ,χ)

��

(U,φ)
//

en Mnd(C).
Mostramos que la 2-celda φES es transformación funtor de mónadas; en diagramas

(XS , 1) (Y, T )XS Y Tφ ⇓ φES ⇓

(ET (JTETU),χJTETU)

((

(ET (UJSES),χUJSES)

66

JTETU

((

UJSES

77

Si consideramos que por (5) y (11)

(12)
UµS .φS = U(ESεSJS).φS = ETUεSJS .φS =

(UESεS .φES)JS = (UχS .φES)JS = χTUJS .

Entonces por (4), (5) y (12)

φES .χTJTETU = φES .ET εTJTETU = φES .µT εTU = φES .µTUES =

(φ.µTU)ES = (UµS .φS.Tφ)ES = (χTUJS .Tφ)ES

Aśı el diagrama

TET (JTETU) TET (UJSES)

ET (JTETU)1 ET (UJSES)1

TφES

//

χT JTETU

��

χTUJSES

��

φES1

//

conmuta; por lo tanto φES es transformación funtor de mónadas; entonces queda garantizada
la existencia de φ y

(13)
ETφ = φES : TUES ⇒ USES .

La 1-celda (U, φ) : (XS , ESJS) → (Y T , ETJT ) es un opfuntor de comónadas. En detalle:
Veamos que los diagramas

U

JTETU

UJSES

JTETU

JTETJTETU JTETUJSES

UJSES UJSESJSES

εTU

wwoooooooo

UεS

ggOOOOOOOO

φ

��

JT ηTETU
66llllllllll

JTETφ //

φ ((RRRRRRRRRR

UJSηSES

//

φJSES

��
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son conmutativos.
Aplicando ET a ambos diagramas, en primer lugar por (5) y (11) tenemos que

ET (UεS .φ) = ETUεS .ETφ = UESεS .φES = UχS .φES = χTU = ET εTU = ET (εTU) ,

entonces, por la propiedad universal de ET , UεS .φ = εTU .
Por otra parte en el diagrama

X X Y Y

X

ηS ⇓ φ ⇓

1 // U // T //

S

''OOOOOOOOOOOOOOOO

U

77oooooooooooooooo
S

@@

se observa que

(14) USηS .φ = φS.TUηS

Aśı por (11),(13),(14) y ya que (U, φ) es un funtor de mónadas, se sigue que:

ET (UJSηSES .φ) = UESJSηSES .φES = (UESJSηS .φ)ES =

(USηS .φ)ES = (φS.TUηS)ES = [φS.T (φ.ηTU)] = (φS.Tφ.TηTU)ES =

φESJSES .TφES .TηTUES = ET (φJSES .JTETφ.JT ηTETU)

por lo que UJSηSES .φ = φJSES .JTETφ.JT ηTETU .
Aśı (U, φ) : (XS , ESJS) → (Y T , ETJT ) es un opfuntor de comónadas.

La propiedad universal de ET nos dice que es suficiente que σES sea transformación funtor
de mónadas para garantizar la existencia de σ

XS Y T (XS , 1) (Y, T )σ ⇓ σES ⇓

U

##

U ′

;;

(ETU,χU)

$$

(ETU ′,χU ′)

::

Tenemos en el siguiente diagrama

XS X

XS X Y
σ ⇓

ES
//

1

��

ES
//

S

�� U //

U ′

;;

χS

{� ����

que se cumplen las igualdades:

(15) σES .UχS = σχS y U ′χS .σSES = σχS
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Ahora bien por(5),(11), (13), (15) y por ser (U, φ) entonces

(16)
σES .χTU = σES .ET εTU = σES .ET (UεS .φ) = σES .ETUεS .ETφ =

σES .UESεS .φES = σES .UχS .φES = (σχS).φES

Por otra parte utilizando que (U ′.φ′) es funtor de mónadas y que σ es transformación funtor
de mónadas; además de (5),(11),(13) y (15), podemos decir que:

χTU ′.TσES = ET εTU ′.TσES = ET (U ′εS .φ′).TσES =

ETU ′εS .ETφ‘.TσES = U
′
ESεS .φ

′
ES .TσES = U

′
χS .φ

′
ES .TσES = U

′
χS .(φ

′
.Tσ)ES =

U
′
χS .(σS.φ)ES = U

′
χS .σSES .φES = (σχS).φES .

Por lo tanto, el siguiente diagrama

TUES = TETU TETU ′ = TU
′
ES

UES = ETU ETU ′ = U
′
ES

TσES
//

χU

��

χU ′

��

σES
//

conmuta. Aśı,

(17) σES = ETσ

es transformación funtor de mónadas y queda garantizada la existencia de σ.
Que σ sea transformación funtor de mónadas quiere decir que el diagrama

JTETU JTETU ′

UJSES U ′JSES

JTET σ //

φ

��

φ′

��

σJSES
//

conmute; lo cual se sigue de la propiedad universal de ET , ya que por (13),(17) y por ser σ
transformación funtor de mónadas se satisface:

ET (σJSES .φ) = ETσJSES .ETφ = σESJSES .φES =

(σESJS .φ)ES = (σS.φ)ES = (φ
′
.Tσ)ES =

φ
′
ES .ETJTσES = ETφ′ .ETJTETσ = ET (φ′ .JTETσ) .

Por lo tanto σ es transformación funtor de mónadas.
El 2-funtor AlgC : Mnd(C) →Mnd(C∗∗)

∗
∗ está definido como sigue:

AlgC(X,S) = (XS , ESJS , εS , ESηSJS), AlgC(U, φ) = (U, φ) y AlgC(σ) = σ.

Verificamos que AlgC : Mnd(C) →Mnd(C∗∗)
∗
∗ es 2-funtor.

(i) AlgC : Ob(Mnd(C)) → Ob(Mnd(C∗∗)
∗
∗) tal que AlgC

(
(X,S)

)
= (XS , ESJS).
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(ii) AlgC(X,S),(Y,T ) : Mnd(C)[(X,S), (Y, T )] → Mnd(C∗∗)
∗
∗[(X

S , ESJS), (Y T , ETJT )] es
funtor.

En la situación

(X,S) (Y, T )

σ1 ⇓

σ2 ⇓

(U,φ)

&&

(U2,φ2)

88

(U1,φ1) //

Por definición de σ2.σ1,ET (σ2.σ1) = (σ2.σ1)ES , pero como

ET (σ2.σ1) = ETσ2.E
Tσ1 = σ2E

S .σ1E
S = (σ2.σ1)ES

Aśı, por la propiedad universal de ET tenemos que σ2.σ1 = σ2.σ1. Por lo tanto
AlgC(X,S),(Y,T )(σ2.σ1) = AlgC(X,S),(Y,T )(σ2).AlgC(X,S),(Y,T )(σ1).
Ya que en Mnd(C∗∗), para

(Y,H) (X,G)

σ ⇓

τ ⇓

(U,φ)

((

(U2,φ2)

66

(U1,φ1) //

la composición vertical de σ y τ no es más que τ.σ (ésta es la composición vertical
en C∗∗ ) entonces, para (U, φ) : (Y,H) → (X,G) tenemos que 1(U,φ) = 1U por lo que
en Mnd(C∗∗)

∗
∗ 1(U,φ) = 1U para (U, φ) : (X,G) → (Y,H).

En Mnd(C∗∗)
∗
∗, 1(U,φ) = 1U . Por definición de 1U , ET 1U = 1UES , pero

ET 1U = ETU = UES = 1UES . Entonces por la propiedad universal de ET

AlgC(X,S),(Y,T )(1(U,φ)) = 1U = 1U = 1AlgC(X,S),(Y,T )(U,φ) .

Por lo tanto AlgC(X,S),(Y,T ) es funtor.
(iii) En la 2-categoŕıa Mnd(C∗∗), 1(XS ,ESJS) = (1XS , 1ESJS ) por lo que

1(XS ,ESJS) = (1XS , 1ESJS ) en Mnd(C∗∗)
∗
∗. Sabemos que AlgC

(
(1X , 1S)

)
= (1X , 1S).

Como 1X es la única 1-celda que hace conmutativo al cuadrado

(XS , 1) (XS , 1)

(X,S) (X,S)

(1X ,1) //

(ES ,χ)

��

(ES ,χ)

��

(1X ,1S)
//

Luego se cumple 1X = 1XS . En la 2-categoŕıa C, ES1S = 1SES . Pero también,
ES1JSES = ESJSES = SES = 1SES , en consecuencia (1X , 1S) = (1XS , 1ESJS ).
Por lo tanto 1

AlgC

(
(X,S)

) = AlgC

(
1(X,S)

)
.
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(iv) Sean (X,S), (Y, T ), (Z,W ) objetos de Mnd(C), tenemos

(◦Alg(X,S) , Alg(Y,T ) , Alg(W,Z)
)(Alg(X,S) , (Y,T ) ×Alg(Y,T ) , (Z,W ))

(
(U, φ) , (U1, φ1)

)
=

(◦Alg(X,S) , Alg(Y,T ) , Alg(W,Z)
)
(
(U, φ) , (U1, φ1) = (U1 U,U1 φ . φ1 U) y

(Alg(X,S) , (Z,W ))(◦(X,S) , (Y,T ) , (W,Z))
(
(U, φ) , (U1, φ1)

)
=

(Alg(X,S) , (Z,W ))(U1U,U1φ.φ1U) = (U1U,U1φ.φ1U) .

Por definición de U y U1 los dos cuadrados pequeños con lado común (ET , χ), en el
diagrama

(XS , 1) (Y T , 1) (ZW , 1)

(X,S) (Y, T ) (Z,W )

(U,1) //

(ES ,χ)

��

(U1,1) //

(ET ,χ)

��

(EW ,χ)

��

(U,φ)
//

(U1,φ)
//

conmutan. Por lo tanto, el rectángulo resultante también conmuta, por lo que
U1 U = U1U . Por definición, EW (U1φ.φ1U) = (U1φ.φ1U)ES pero,

EW (U1φ.φ1U) = EWU1φ.E
Wφ1U = U1E

Tφ.φ1E
TU = U1φE

S .φ1UE
S = (U1φ.φ1U)ES .

Entonces por la propiedad universal de EW , U1φ.φ1U = U1φ.φ1U .
Sean

(X,S)
(U,φ)

,,

(U1,φ1)

22
�� ��
�� σ (Y, T )

(V,ψ)
,,

(V1,ψ1)

22
�� ��
�� τ (Z,W )

2-celdas en Mnd(C). Por definición de AlgC tenemos:

ETσ = σES , EW τ = τET y EW (τσ) = τσES

pero, también EW (τ σ) = τETσ = τσES entonces, por la propiedad universal de
EW , se tiene τ σ = τσ.
Aśı se satisface

(◦Alg(X,S) , Alg(Y,T ) , Alg(W,Z)
)(Alg(X,S) , (Y,T ) ×Alg(Y,T ) , (Z,W )) =

(Alg(X,S) , (Z,W ))(◦(X,S) , (Y,T ) , (W,Z)) .

Por lo tanto AlgC : Mnd(C) →Mnd(C∗∗)
∗
∗ es 2-funtor.

Teorema 4.4. Si las 2-categoŕıas C y C∗∗ admiten la construcción de álgebras entonces el
2-funtor (AlgC∗∗

)∗∗ : Mnd(C∗∗)
∗
∗ →Mnd(C) es el 2-adjunto izquierdo de el 2-funtor

AlgC : Mnd(C) →Mnd(C∗∗)
∗
∗.

Demostración. Hallamos el opfuntor de cómonadas (KG, k) : (Y,G) → ((YG)SG , JSGESG)
en C que será la componente de la unidad evaluada en (Y,G).
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Sea (Y,G, ηG, µG) una cómonada en C entonces (Y,G, ηG, µG) es una mónada en C∗∗;

(Y, 1) (Y,G)

(YG, 1)

(G,µ) //

(JG,1)   A
AA

AA
AA

AA

(EG,χG)

>>}}}}}}}}}

entonces JG a EG y (Y,EGJG, ηG, EGεGJG) = (Y,G, ηG, µG); además (YG, JGEG, εG, JGηGEG)
es cómonada en C∗∗ ⇔ (YG, SG, εG, EGηGJG) es mónada en C con SG = EGJG;

(YG, 1) (YG, SG)

((YG)SG , 1)

(SG,µ) //

(JSG ,1)   A
AA

AA
AA

AA

(ESG ,χ)

>>}}}}}}}}

entonces ((YG)SG , JSGESG) es cómonada en C.
Ahora (EG, EGηG) : (Y, 1) → (YG, SG) es un funtor de mónadas; puesto que EGηG.εGEG = 1G
se tiene por que JG a EG y el diagrama

Y YG Y YG Y YG
ηG ⇓ηG ⇓

EG // JG // EG // JG // EG //

1Y

;;

1Y

;;

muestra que EGηG.EGηGJGEG = EG1.EGηG1.EGJGEGηG ; aśı, existe una única 1-celda
KG : Y → (YG)SG de C tal que el siguiente diagrama conmuta:

(18)

(Y, 1) (YG, SG)

((YG)SG , 1)

(EG,EGηG) //

(KG,1)   A
AA

AA
AA

AA

(ESG ,χ)

>>}}}}}}}}

Además, tenemos que

ESGJSGESGKG = ESGJSGEG = SGEG = EGJGEG = EGG = ESGKGG .

Por lo que existe una única 2-celda k : JSGESGKG → KGG tal que

(19) ESGk = 1 : SGEG → EGG

De modo que (KG, k) : (Y,G) → ((YG)SG , JSGESG) es un opfuntor de cómonadas en C; para
ver esto, apliquemos ESG a los siguientes diagramas

KG

JSGESGKG

KGG

JSGESGKG

JSGESGJSGESGKG JSGESGKGG

KGG KGGG

εKG

wwooooooo

KGηG

ggOOOOOOO

k

��

JSGηESGKG
66lllllllll

JSGESGk //

k ((RRRRRRRRRR

KGµG

//

kG

��
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de manera que por (5), (18) y (19)

ESG(KGηG.k) = ESGKGηG.E
SGk = EGηG,1 = χKG = ESGεKG .

ESG(KGηG.k) = ESGKGηG.E
SGk = EGηG,1 = χKG = ESGεKG.

También por (18) y (19)

(20)
ESG(KGµG.k) = ESG(KGJGεGEG.k) =

ESGKGJGεGEG.E
SGk = EGJGεGEG = SGεGEG ;

por otra parte el diagrama

Y (YG)SG YG YG (YG)SG YG

Y (YG)SG

Y

KG // ESG // 1 // JSG // ESG //

G

""E
EE

EE
EE

EE
EE

EE
EE

KG //

JSG

��:
::

::
::

::
::

ESG

AA�����������

G ,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY
KG

??��������������������

k �� η ��

k ��

muestra que la 1-celda

ESGJSG(ESGJSGESGKG) ESGJSG(ESGKGG)
ESGJSG (ESGk) //

no es más que la 1-celda

ESGJSG(ESGJSGESGKG) ESGJSG(ESGJSGESGKG)ESGJSG1 //

y la 1-celda

(ESGJSGESGKG)G (ESGKGG)G
(ESGk)G //

no es más que la 1-celda

(ESGJSGESGKG)G (ESGJSGESGKG)G1G //

de manera que

(21)
ESG(kG.JSGESGk.JSGηESGKG) = ESGkG.ESGJSGESGk.ESGJSGηESGKG =

ESGJSGESGJSGESGKG.E
SGJSGESGJSGESGKG.E

SGJSGηESGKG =

ESGJSGηESGKG = SGηEG ;

como JSG a ESG con (YG, ESGJSG , η, ESGεJSG) = (YG, SG, εG, EGηGJG), luego

(22) SGεGEG = SGηEG .

De (20), (21), (22) y por la propiedad universal de ESG se concluye que (KG, k) es un opfuntor
de comónadas.

Sea la 1-celda (U, φ) : (Y,G) → (Y ′, G′) en Mnd(C∗∗)
∗
∗ evaluamos AlgC(AlgC∗∗

)∗∗ en (U, φ).
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En Mnd(C∗∗)
∗
∗ (U, φ) : (Y,G) → (Y ′, G′) es 1-celda si y sólo si en la 2-categoŕıa Mnd(C∗∗)

tenemos la 1-celda (U, φ) : (Y ′, G′) → (Y,G), entonces los siguientes diagramas

(Y ′G′ , 1) (YG, 1)

(Y ′, G′) (Y,G)

(Y, 1) (Y,G)

(YG, 1)

(U1,1) //

(EG′ ,χ)

��

(EG,χ)

��

(U,φ)
//

(G,µG) //

(EG,χ)

CC��������������

(JG,1)

��5
55

55
55

55
55

55
5

conmutan; aśı en C∗∗
JG a EG δJG.JGβ = 1 EGδ.βEG = 1 (Y,EGJG, β, EGδJG) = (Y,G, ηG, µG).

De modo que AlgC∗∗
(U, φ) = (U1, φ1) : (Y ′G′ , EG′JG′ , δ′, EG′β′JG′) → (YG, EGJG, δ, EGβJG),

con
EGU1 = UEG′ , χU1 = Uχ.φEG′ y EGφ1 = φEG′ ,

en C∗∗.
Luego (AlgC∗∗

)∗∗(U, φ) = (U1, φ1) : (YG, EGJG, δ, EGβJG) → (Y ′G′ , EG′JG′ , δ′, EG′β′JG′)
con

(23) U1EG = EG′U, U1χ = EG′φ.χU, y φ1EG = EG′φ ,

en C.
En C los diagramas

((YG)SG , 1) ((Y ′G′)SG′ , 1)

(YG, SG) (YG′ , SG′)

(YG, 1) (YG, SG)

((YG)SG , 1)

(U2,1) //

(ESG ,χ)

��

(ESG′ ,χ)

��

(U1,φ1)
//

(SG,µ) //

(ESG ,χ)

CC��������������

(JSG ,1)

��5
55

55
55

55
55

55

conmutan; aśı, en C
JSG a ESG εJSG .JSGη = 1 ESGε.ηESG = 1 (ESGJSG , η, ESGεJSG) = (YG, SG, δ, EGβJG)
por lo que
AlgC(U1, φ1) = (U2, φ2) : ((YG)SG , ESGJSG , ε, ESGηJSG) → ((Y ′G′)SG′ , ESG′JSG′ , ε′, ESG′η′JSG′ )
con

(24) U1χ.φ1E
SG = χU2 ESG′U2 = U1E

SG φ1E
SG = ESG′φ2

en C.
La aplicación Σ : 1 → AlgC.(AlgC∗∗

)∗∗, que evaluada en (Y,G) objeto de Mnd(C∗∗)
∗
∗ está da-

da por (KG, k) : (Y,G) → ((YG)SG , ESGJSG) es transfomación 2-natural. Veamos que tal
afirmación es cierta.

Por (18), (23), (24) y ya que (U, φ) es opfuntor de comónadas, entonces

ESG′ (U2KG) = U1E
SGKG = U1EG = EG′U = ESG′ (KG′U) y

χ(U2KG) = U1χKG.φ1E
SGKG = U1EGηG.φ1EG =

EG′UηG.EG′φ = EG′(UηG.φ) = EG′η′G′U = χ(KG′U) ,
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aśı, U2KG = KG′U .
Ahora, utilizando (18), (19), (23) y (24), hallamos que

ESG′ (U2k.φ2KG) = U1E
SGk.φ1E

SGKG = U11.φ1EG = EG′φ =

ESG′KG′φ = ESG′KG′φ.U = ESG′KG′φ.ESG′k′U = ESG′ (KG′φ.k′U) .

Aśı, el siguiente cuadrado

(Y,G) ((YG)SG , JSGESG)

(Y ′, G′) ((YG′)SG′ , JSG′ESG′ )

(KG,k) //

(U,φ)

��

(U2,φ2)

��(KG′ ,k′) //

conmuta en Mnd(C∗∗)
∗
∗.

Si σ : (U, φ) → (U ′, φ′) es una 2-celda de Mnd(C∗∗)
∗
∗, entonces (AlgC∗∗

)∗∗σ = σ1 tal que,
σ1EG = EG′σ; AlgCσ1 = σ2 y se satisface ESG′σ2 = σ1E

SG . Entonces

ESG′σ2KG = σ1E
SGKG = σ1EG = EG′σ = ESG′KG′σ .

Por lo que (KG′ , k′)σ = σ2(KG, k).
Hemos construido una transfomación 2-natural Σ : 1 → AlgC.(AlgC∗∗

)∗∗, ésta será la unidad de
la 2-adjunción.

Siguiendo un razonamiento semejante al anterior hallamos ∆ : (AlgC∗∗
)∗∗AlgC → 1, la

transfomación 2-natural que ha de ser la counidad de la 2-adjunción.
La transfomación 2-natural ∆ : (AlgC∗∗

)∗∗AlgC → 1 evaluada en (X,S) en Mnd(C) es la
1-celda

(NS , v) : ((XS)GS , EGSJGS , ε∗, EGSη∗JGS ) (X,S) ,//

dada por

NSEGS = ES , NSχ = ηES y vEGS = 1

en C; donde GS = JSES .
Sólo mostramos cómo está construida la componente de dicha transfomación en cada

objeto (X,S) de Mnd(C); omitimos la demostración de que ∆ es transformación 2-natural,
pues tal razonamiento es parecido al que seguimos para mostrar que Σ es transformación
2-natural.

(X,S) comónada en C∗∗ entonces (X,S) es mónada en C, por lo que el diagrama

(X, 1) (X,S)

(XS , 1)

(S,µ) //

(JS ,1)   A
AA

AA
AA

AA

(ES ,χ)

>>}}}}}}}}
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conmuta y en C, JS a ES , (X,S) = (X,ESJS , ηS , ESεSJS).
Por tanto (XS , GS , εS , ESηSJS), donde GS = ESJS , es una mónada en C∗∗; luego el corres-
pondiente diagrama

(XS , 1) (XS , GS)

((XS)GS , 1)

(GS ,ESηSJS) //

(J
GS ,1)

""D
DDDDDDDDDDDD

(E
GS ,χ)

<<zzzzzzzzzzzzz

conmuta.
Tenemos que en C∗∗:

(25) JGS a EGS , (XS , GS) = (XS , EGSJGS , η∗, EGSε∗JGS ) y

((XS)GS , JGSEGS , ε∗, JGSη∗EGS ) es una comónada.
En la 2-categoŕıa Mnd(C∗∗) (ES , ESηS) : (X, 1) → (XS , GS) es un funtor de mónadas.

Por lo tanto, existe una única 1-celda NS : X → (XS)GS tal que el siguiente diagrama

(26)

(X, 1) (XS , GS)

((XS)GS , 1)

(ES ,ESηS) //

(NS ,1)

""D
DDDDDDDDDDDD

(E
GS ,χ)

<<zzzzzzzzzzzzz

conmuta. Además tenemos EGSJGSEGSNS = EGSJGSES = GSES = ESJSES = EGSNSS;
entonces, existe una única 2-celda v : JGSEGSNS → NSS tal que:

(27) EGSv = 1 : GSES → ESS .

Entonces (NS , v) : (X,S) → ((XS)GS , EGSJGS , ε∗, EGSη∗JGS ) es un opfuntor de comónadas
en C∗∗; la demostración de tal afirmación es semejante al de la unidad. Por lo que
(NS , v) : ((XS)GS , EGSJGS , ε∗, EGSη∗JGS ) → (X,S) es un funtor de mónadas en Mnd(C).

Veamos que las composiciones de 2-transformaciones natural en los diagramas

Mnd(C∗∗)
∗
∗ Mnd(C∗∗)

∗
∗

Mnd(C) Mnd(C)

1 //

(AlgC∗∗ )∗∗
��9

99
99

99
99

99

(AlgC∗∗ )∗∗

��9
99

99
99

99
99

1
//

AlgC

<<zzzzzzzzzzzzz

Σ ��
∆ ��

Mnd(C) Mnd(C)

Mnd(C∗∗)
∗
∗ Mnd(C∗∗)

∗
∗

1 //

AlgC

��9
99

99
99

99
99

AlgC

��9
99

99
99

99
99

1
//

(AlgC∗∗ )∗∗

<<zzzzzzzzzzzzz

∆
KS

Σ
KS

son las correspondientes 2-transformación natural identidad.
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Tenemos que AlgC(X,S) = (XS , GS , εS , ESηSJS) y

(28)
(AlgC∗∗

)∗∗(X
S , GS , εS , ESηSJS) = ((XS)GS , EGSJGS , ε∗, EGSη∗JGS ) =

((XS)GS , SGS , ε∗, EGSη∗JGS ) = (Y, T )

Luego, el diagrama

(Y, 1) (Y, T )

(Y T , 1)

(T,µ) //

(JT ,1)   A
AA

AA
AA

AA

(ET ,χ)

>>}}}}}}}}

conmuta y

(29) (Y, T ) = (T,ETJT )

de manera que AlgC(Y, T ) = (Y T , GT ) = (T Y , ETJT , σ, ET δJT ).
Por otra parte (EGS , EGSεS) : (XS , 1) → (Y, T ) es un funtor de mónadas, luego, el diagrama

(30)

(XS , 1) (Y, T )

(Y T , 1)

(E
GS ,EGS ε

S)
//

(K
GS ,1)   A

AA
AA

AA
A

(ET ,χ)

>>}}}}}}}}

conmuta.
También tenemos por (25), (30), (28) y (29) que:

ESGSJSGSESGSKGS = ESGSJSGSEGS = SGSEGS = EGSJGSEGS = ESGSKGSGS = EGSGS .

Por lo que existe una única 1-celda k : JSGSESGSKGS → KGSGS tal que:

(31) ESGS k = 1 : SGSEGS → EGSGS

Aśı Σ(XS , GS) = (KGS , k) : (XS , GS) → (Y T , GT ) es la unidad evaluada en (XS , GS).
Sea 1AlgC

: AlgC → AlgC la 2-transformación natural identidad definida como

(1AlgC
)(X,S) = 1AlgC(X,S) .

Aśı, para la composición ΣAlgC se tiene:

(ΣAlgC)(X,S) = Σ(AlgC(X,S)) ◦ 1(1AlgC
(X,S)) =

Σ((XS , GS)) ◦ 1(1AlgC(X,S)) = Σ(XS ,GS)1AlgC(X,S) = Σ(XS ,GS)

y, para la composición AlgC∆ se satisface:

(AlgC∆)(X,S) = (1AlgC
(1))(X,S) ◦ (AlgC(∆))(X,S) =

1AlgC
(1(X,S)) ◦AlgC(∆(X,S)) = 1AlgC(X,S)AlgC(NS , v) = AlgC(NS , v) .

Mostraremos que la composición

(AlgC∆) � (ΣAlgC)(X,S) = AlgC(∆(X,S))Σ(XS ,GS) = AlgC(NS , v)(KGS , k) ,
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es decir,

(XS , GS) (Y T , GT ) (XS , GS) ,
(K

GS ,k) // AlgC(NS ,v) //

es la identidad. Note que AlgC(NS , v) = (P, π) está dada por las ecuaciones

(32) ESP = NSET , χP = NSχ.vET y ESπ = vET .

Por (26) y (28), tenemos que:

(33) NSTEGS = NSEGSJGSEGS = ESJGSEGS = ESGS y ETk = EGSk = 1 .

Utilizando (26), (30) y (32) justificamos que:

ESPKGS = NSETKGS = NSEGS = ES ,

y

(SESPKGS ESPKGS ) =
χPK

GS //

(por (32))

(SNSETKGS NSTETKGS NSETKGS )=
vETK

GS //
NSχK

GS //

(por(30))

(SNSEGS NSTEGS NSEGS )=
vE

GS //
NSE

GS ε
S

//

(por (27) y (26) )

(SES ESGS ES)= 1 // ESεS //

(SES ES)=
χ //

esto prueba que PKGS = 1 : XS → XS . Remitiéndonos a (27), (30), (31) y (32), podemos
justificar que:

ES(Pk.πKGS ) = ESPk.ESπKGS =

NSETk.vETKGS = NSESGS k.vETKGS = 1.vEGS = 1 ;

esto prueba que Pk.πKGS = 1. Aśı (P, π).(KGS , k) = 1, como se queŕıa.
La igualdad AlgC∆ � ΣAlgC = 1 se calcula de modo parecido. Por lo tanto, queda demostrado
el teorema.

�

Sea C una 2-categoŕıa para la que se tienen 2-funtores ()op : C∗ → C y ()op : C → C∗ tales
que ()op()op = 1C∗ y ()op()op = 1. Supongamos que C admite la construcción de álgebras y
sea (X,G) una mónada en C∗ luego, tiene sentido hablar de

(
AlgC(Xop, Gop)

)
op

; en el siguiente
teorema establecemos la importante información que tal consideración proporciona sobre la
la 2-categoŕıa C∗.
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Teorema 4.5. Supongamos que C es una 2-categoŕıa para la que se tienen 2-funtores
()op : C∗ → C y ()op : C → C∗ tales que ()op()op = 1C∗ y ()op()op = 1. Entonces (X,G) es
una comónada en C (mónada en C∗) si y sólo si (Xop, Sop) es una mónada en C. Además, si
C admite la construcción de álgebras entonces también C∗, y hay un isomorfismo 2-natural

AlgC∗(X,G) ∼=
(
AlgC(Xop, Gop)

)
op

.

Demostración. (X,G) mónada en C∗ si y sólo si (Xop, Gop) es una mónada en C se debe
a las igualdades:

()op()op = 1 y ()op()op = 1 .

Debido a que C admite la construcción de álgebras existen 2-transformaciones naturales

Ψ : 1 → AlgCIncC y Π : IncCAlgC → 1 ,

que cumplen:
ΠIncC.IncCΨ = 1 y AlgCΠ.ΨAlgC = 1 .

Observamos que el 2-funtor A 2-adjunto derecho de IncC∗ es el resultado de componer los
2-funtores ()op, AlgC, H. La existencia de H es justificada a continuación.

Sea H : Mnd(C∗) →Mnd(C) definido como:

(X,S) 7→ H(X,S) = (Xop, Sop) ,

(U, φ) : (X,S) → (Y, T ) 7→ H(U, φ) = (Uop, φop) y

σ : (U, φ) → (U ′, φ′) 7→ H(σ) = σop .

Es un hecho (cuya demostración no damos) que H es 2-funtor.
Se define el 2-funtor A : Mnd(C∗) → C∗ como A = ()opAlgCH.
Ahora construimos transformaciones 2-naturales que habrán de ser unidad y counidad de

la 2-adjunción.
El 2-funtor H ′ : Mnd(C) →Mnd(C∗) tal que:

(X,S) 7→ H ′(X,S) = (Xop, Sop) ,

(U, φ) : (X,S) → (Y, T ) 7→ H ′(U, φ) = (Uop, φop) y

σ : (U, φ) → (U ′, φ′) 7→ H ′(σ) = σop ;

será útil a tal próposito. La razón por la que no demostramos tal afirmación es por tratarse
de un sencillo ejercicio.

Para X ∈ C∗ tenemos
AIncC∗(X) = A(X, 1) =

(
()opAlgC

)
(Xop, 1) = ()op

(
AlgC(Xop, 1)

)
=

(
AlgC(Xop, 1)

)
op

.
Como Xop es un objeto de C entonces ΨXop : Xop → AlgC(Xop, 1); esto nos permite definir la
2-transformación natural

Ψ : 1 → AlgC∗IncC∗ ,

tal que:

ΨX = (ΨXop)op : X →
(
AlgC(Xop, Gop)

)
op

.

Para (X,S) ∈Mnd(C∗) se tiene

(IncC∗A)(X,S) =
(
IncC∗()opAlgC

)
(Xop, 1) =(

IncC∗()op
)
(AlgC(Xop, 1)) = IncC∗

(
AlgC(Xop, 1)

)
op

= [
(
AlgC(Xop, 1)

)
op
, 1]
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En la 2-categoŕıa Mnd(C), tiene sentido hablar de Π(Xop,Sop) : [AlgC(Xop, 1), 1] → (Xop, Sop);
apartir de evaluar H ′ en tal 1-celda obtenemos la 1-celda

Π(X,S) =
(
Π(Xop,Sop)

)
op

: [
(
AlgC(Xop, 1)

)
op
, 1] → (X,S)

correspondiente a la 2-transformación natural

Π : IncC∗A→ 1 ,

evaluada en (X,S).
Tanto Ψ, como Π son 2-transformaciones naturales porque Ψ y Π son 2-transformaciones

naturales.
Mostramos que Ψ y Π satisfacen las identidades triangulares de la definición de 2-adjunción.
SeaX un objeto de C∗. Aśı para (X, 1) objeto deMnd(C∗), al aplicarleH obtemos (Xop, 1)

un objeto de Mnd(C) para el cual

(34) Π(Xop,1)(ΨXop , 1) = 1(Xop,1) .

Es decir, la composición

(Xop, 1) [AlgC(Xop, 1), 1] (Xop, 1)
(ΨXop ,1) //

Π(Xop,1) //

es la 1-celda identidad.
Aplicando H ′ a (34), tenemos que en Mnd(C∗)

[Π(Xop,1)]op((ΨXop)op, 1) = 1(X,1) .

En otras palabras, la composición

((Xop)op, 1) [
(
AlgC(Xop, 1)

)
op
, 1] ((Xop)op, 1)

((ΨXop )op,1) //
[Π(Xop,1)]op

//

es la 1-celda identidad.
Por lo que para la composición vertical

IncC∗1 IncC∗AIncC∗ 1IncC∗
IncC∗Ψ

//
ΠIncC∗ //

se cumple ΠIncC∗ � IncC∗Ψ = 1.
También se cumple la igualdad AΠ � ΨA = 1. Por lo tanto IncC∗ a A. Finalmente, gracias

a (1.56),
AlgC∗(X,G) ∼=

(
AlgC(Xop, Gop)

)
op

.

�



CAṔıTULO 5

Leyes Distributivas

Iniciamos con la definición de ley distributiva.

Definición 5.1. Supongamos que (X,S), (X,T ) son mónadas en una 2-categoŕıa C. Una
2-celda λ : ST → TS es llamada una ley distributiva cuando las siguientes condiciones
equivalentes se satisfacen :
(a). (T, λ) : (X,S) → (X,S) es un funtor de mónadas, y la unidad y multiplicación de T son
transformaciones de funtores de mónadas ηT : 1 → (T, λ), µT : (T, λ)(T, λ) → (T, λ).
(b).(S∗, λ)∗ : (X,T ∗) → (X,T ∗) es un opfuntor de mónadas de C, ηS : 1 → (S∗, λ)∗ y
µS : (S∗, λ)∗(S∗, λ)∗ → (S∗, λ)∗, la unidad y multiplicación de S son transformaciones de
opfuntores de mónadas de C (1-celda y 2-celdas de (MndC∗)∗, respectivamente).

Tenemos una explicación más detallada al anterior inciso (a).
(T, λ) funtor de mónadas significa la conmutatividad de

T

ST

TS

SST

STS TSS

ST TS

ηST
99rrrrrrrrrr

TηS %%LLLLLLLLLL λ

��

Sλ
77oooooooooo

λS //

µST ''OOOOOOOOOO

λ
//

TµS

��

Para la transformación funtor de mónadas

(X,S) (X,S)ηT ⇓

(1X ,1S)

''

(T,λ)

77

tenemos que el cuadrado

(35)

S1X ST

1XS TS

SηT

//

1S

��

λ

��

ηTS

//

conmuta.
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De manera análoga para

(X,S) (X,S)µT ⇓

(TT,Tλ.λT )

''

(T,λ)

77

se tiene la conmutatividad de

STT ST

TTS TS

SµT

//

Tλ.λT

��

λ

��

µTS

//

También damos una descripción más completa del inciso (b).
Sean (S∗, λ)∗ : (X,T ∗) → (X,T ∗) opfuntor de mónadas de C, ηS : 1 → (S∗, λ)∗ y

µS : (S∗, λ)∗(S∗, λ)∗ → (S∗, λ)∗, transformaciones de opfuntores de mónadas de C (1-celda y
2-celdas de (MndC∗)∗, respectivamente).

⇔

(S∗, λ)∗ : (X,T ∗) → (X,T ∗), ηS : 1 → (S∗, λ)∗ y µS : (S∗, λ)∗(S∗, λ)∗ → (S∗, λ)∗, son 1-celda
y 2-celdas de MndC∗.

⇔

En la 2-categoŕıa C∗ los diagramas

S∗

T ∗S∗

S∗T ∗

T ∗T ∗S∗

T ∗S∗T ∗ S∗T ∗T ∗

T ∗S∗ S∗T ∗

ηTS∗
99rrrrrrrrr

S∗ηT %%LLLLLLLLL λ

��

T ∗λ
77ooooooooo

λT ∗
//

µTS∗ ''OOOOOOOOO

λ
//

S∗µT

��

T ∗1X T ∗S∗

1XT ∗ S∗T ∗

T ∗ηS

//

1T

��

λ

��

ηST ∗
//
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T ∗S∗S∗ T ∗S∗

S∗S∗T ∗ S∗T ∗

T ∗µS

//

S∗λ.λS∗

��

λ

��

µST ∗
//

son conmutativos.

⇔

En la 2-categoŕıa C los diagramas

(36) S

ST

TS

STT

TST TTS

ST TS

SηT 99rrrrrrrrrr

ηTS %%LLLLLLLLLL λ

��

λT
77oooooooooo

Tλ //

SµT ''OOOOOOOOOO

λ
//

µTS

��

1XT ST

T1X TS

ηST //

1T

��

λ

��

TηS
//

SST ST

TSS TS

µST //

λS.Sλ

��

λ

��

TµS
//

son conmutativos.
Observamos que los objetos ((X,S), (X,T )) de Mnd(Mnd(C)) son exactamente pares de

mónadas (X,S), (X,T ) y una ley distributiva λ : ST → TS.
Sean (X,S), (X,T ) mónadas y λ : ST → TS una ley distributiva. Sabemos que

(T, λ) : (X,S) → (X,S) es funtor de mónadas, mientras que ηT : (1X , 1S) → (T, λ)
y µT : (T, λ)(T, λ) → (T, λ) son transformaciones de funtores de mónadas. Por ser (X,T )
una mónada y dado que la composición horizontal y vertical en Mnd(C) están definidas en
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términos de la composición horizontal y vertical de C los siguientes diagramas

(T, λ) (T, λ)(T, λ) (T, λ)

(T, λ)

ηT (T,λ) //

1

''OOOOOOOOOOOOOOOOOO

µT

��

(T,λ)ηT

oo

1

wwoooooooooooooooooo

(T, λ)(T, λ)(T, λ) (T, λ)(T, λ)

(T, λ)(T, λ) (T, λ)

(T,λ)µT

//

µT (T,λ)

��

µT

��

µT
//

son conmutativos. Por lo tanto, ((X,S), (T, λ), ηT , µT ) es un objeto de Mnd(Mnd(C)).
Si (Γ,W, ηW , µW ) es un objeto de Mnd(Mnd(C)), se tendŕıa que

Γ = (X,S, ηS , µS) ∈Mnd(C) y W = (V, ϕ) es funtor de mónadas; mientras que
ηW : 1 → (V, ϕ) y µW : (V, ϕ)(V, ϕ) → (V, ϕ) son transformaciones de funtores de mónadas.
Entonces (X,V, ηW , µW ) es un objeto de Mnd(C) por ser (Γ,W ) mónada y debido a que las
operaciones vertical y horizontal en Mnd(C) están definidas en términos de las operaciones
horizontal y vertical de C. Por lo que, (X,S), (X,V, ηW , µW ) son mónadas y ϕ : SV → V S es
una ley distributiva.

Para nuestro trabajo, 2-Cat denota la categoŕıa de 2-categoŕıas y 2-funtores. Establecemos
la existencia del funtor Mnd : 2− Cat→ 2− Cat y el 2-funtor
CmpC : Mnd(Mnd(C)) →Mnd(C) para cada 2-categoŕıa C.

Supongamos que P : C → C′ es un 2-funtor. El 2-funtor Mnd(P) : Mnd(C) →Mnd(C′)
está definido como sigue:

Mnd(P)(X,S) = (P(X),P(S)), Mnd(P)(U,ψ) = (P(U),P(ψ)) y Mnd(P)σ = Pσ .

Por Mnd : 2− Cat→ 2− Cat entendemos el funtor definido como:

C 7→Mnd(C) y F : C → D 7→Mnd(F) .

Supongamos que en 2-Cat tenemos

C D A
F // G //

Dado el objeto (X,S) de Mnd(C) tenemos que:

Mnd(G)Mnd(F)(X,S) = Mnd(G)(FX,FS) = (GFX,GFS) = Mnd(GF)(X,S) .

Para (U,ψ) : (X,S) → (Y, T ) se satisface:

Mnd(G)Mnd(F)(U,ψ) = Mnd(G)(FU,Fψ) = (GFU,GFψ) = Mnd(GF)(U,ψ) .

Finalmente para

(X,S)
(U,χ)

,,

(V,ψ)

22
�� ��
�� σ (Y, T )
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en Mnd(C) observamos que:

Mnd(G)Mnd(F)σ = Mnd(G)Fσ = GFσ = Mnd(GF)σ .

Por lo que Mnd(G)Mnd(F) = Mnd(GF).
Que Mnd(1D) = 1Mnd(D) es fácil de verificar. Por lo tanto Mnd : 2 − Cat → 2 − Cat es

un funtor.
El 2-funtor CmpC : Mnd(Mnd(C)) →Mnd(C) consta de :

(i) Una función objeto Ob(Mnd(Mnd(C))) → Ob(Mnd(C)) (también denotada por
CmpC) tal que:

((X,S), (T, λ), ηT , µT ) 7→ CmpC((X,S), (T, λ), ηT , µT ) = (X,TS, ηT ηS , µTµS .TλS) .

Veamos que esto resulta ser una mónada. Por (35), se sigue que:

µTµS .TλS.TSηT ηS = µTµS .(Tλ.TSηT )ηS =

µTµS .T (λ.SηT )ηS = µTµS .T (ηTS)ηS = (µT .TηT )(µS .SηS) = 1TS .

Ilustramos esto en el diagrama

X X X X X

X

ηS ⇓ ηT ⇓

µS ⇓ µT ⇓λ ⇓
S

//

1

%%

S ..

T
//

1

%%

S
&&MMMMMMMMMMMMMM

S // T //

T

88qqqqqqqqqqqqqq T

88

Siguiendo un procedimiento similar hallamos que µTµS .TλS.ηT ηSTS = 1TS . De tal
manera que

TS TSTS TS

TS

TSηT ηS

//

1

''OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

µTµS .TλS

��

ηT ηSTSoo

1

wwooooooooooooooooooooo

conmuta.
Como muestra el diagrama

X

X X

X X

X

µT ⇓

S

<<yyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

T
//

S

��

T

<<yyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

S

��

S
oo

T
//

T

��

µS

+3
λ�� 
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hallamos la validez de la siguiente igualdad

(37) λS.SµTµS = (λ.SµT )µS .

Mientras que el siguiente diagrama

X X X X

X X X X

µT ⇓

S // T //

S

��

T //

S

��

S

��

S

OO

S

<<yyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

T
//

T

88
T

//

λ�� �
����
�

λ�� �
����
�

µS

+3

ilustra que:

(38) (µTS.Tλ.λT )µS = (µTSµS).(Tλ.λT )SS .

Por (36), (37) y (38) obtenemos:
(39)
µTµS .TλS.TS(µTµS .TλS) = µTµS .TλS.TSµTµS .TSTλS = µTµS .T [(λ.SµT )µS ].TSTλS =

µTµS .T [(µTS.Tλ.λT )µS ].TSTλS = µTµS .T [(µTSµS).(Tλ.λT )SS].TSTλS .

Finalmente, por ser (X,S), (X,T ) mónadas y observando el siguiente diagrama

(40)

X X X X X

X X X X

X

S //

S

""E
EEEEEEEEEEEEEEEEEEE

S //

S

��

S

��

T //

S

��

T //

S

��
1

//
T

//

T

""E
EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

T

��

T //

T

||yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

µS
ks

λ�� �
����
�

µS�� ��
���
�

λ�� �
����
�

µT
ks µT

+3

se sigue que:
(41)

µTµS .T [(µTSµS).(Tλ.λT )SS].TSTλS = [(µT .TµT )(µS .SµS)].T (Tλ.λT )SS.TSTλS =

[(µT .µTT )(µS .µSS)].T (Tλ.λT )SS.TSTλS .

Por (39) y (41) hallamos que:

(42) µTµS .TλS.TS(µTµS .TλS) = [(µT .µTT )(µS .µSS)].T (Tλ.λT )SS.TSTλS .
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Un razonamiento similar nos conduce a

(43) µTµS .TλS.µTµSTS.TλSTS = [(µT .µTT )(µS .µSS)].TT (λS.Sλ)S.TλSTS .

Utilizamos (40) para corroborar que:

(44)
TTλSS.TλTSS.TSTλS = TTλSS.TλλS =

TTλSS.T (TSλ.λST )S = TTλSS.TTSλS.TλSTS .

Luego, por (42), (43) y (44) tenemos la siguiente igualdad:

µTµS .TλS.TS(µTµS .TλS) = µTµS .TλS.(µTµSTS.TλS)TS .

En otras palabras, el diagrama

TSTSTS TSTS

TSTS TS

TS(µTµS .TλS) //

(µTµSTS.TλS)TS

��

µTµS .TλS

��

µTµS .TλS

//

conmuta.
Entonces CmpC((X,S), (Y, λ), ηT , µT ) = (X,TS, ηT ηS , µTµS .TλS) está bien de-

finida.
(ii) Sean (Γ,W ) = ((X,S), (T, λ)), (Γ′,W ′) = ((X ′, S′), (T ′, λ′)) objetos deMnd(Mnd(C)).

Primero, a partir del objeto y del morfismo

[(U,Q), π] : [(X,S)(T, λ)] → [(X ′, S′)(T ′, λ′)]

σ : [(U,Q), π] → [(U ′, Q′), π′]

obtenemos el objeto (U, πS.T ′Q) y el morfismo σ en la categoŕıa
Mnd(C)[(X,TS), (X ′, T ′S′)]. Aqúı los detalles.

Para la 1-celda ((U,Q), π) : [(X,S), (T, λ)] → [(X ′, S′), (T ′, λ′)] tenemos por una
parte el diagrama conmutativo

(U,Q)

(T ′, λ′)(U,Q)

(U,Q)(T, λ)

ηT ′
(U,Q) 55llllllllll

(U,Q)ηT ))RRRRRRRRRR
π

��

En otras palabras π.ηT
′
(U,Q) = π.ηT

′
1U (donde la operación vertical en la izquierda

es en Mnd(C) mientras que la del lado derecho es la operación vertical en C); como
por la misma razón (U,Q)ηT = 1UηT (ahora se trata de composición horizontal).
Aśı,

(45) π.ηT
′
U = UηT .



80 5. LEYES DISTRIBUTIVAS

Por otra parte por razones semejantes a (45), del diagrama

(T ′, λ′)(T ′, λ′)(T ′, λ′)

(T ′, λ′)(U,Q)(T, λ) (U,Q)(T, λ)(T, λ)

(T ′, λ′)(U,Q) (U,Q)(T, λ)

(T ′,λ′)π
77oooooooooooooo

µT ′
(U,Q) ''OOOOOOOOOOOOOO

π(T,λ) //

(U,Q)µT

��

π
//

se deduce que

(46) π.µT
′
U = π.µT

′
(U,Q) = (U,Q)µT .π(T, λ).(T ′, λ′)π = UµT .πT.T ′π .

(T ′, λ′) (T ′, λ′)(U,Q) (U,Q)(T, λ)

(T ′, λ′)(T ′, λ′)(T ′, λ′) STS TSS

ηST //

TηS

��

λ //

Sλ

��

λS

��

µST

//
λ

//

Ilustramos en el diagrama

X X ′ X ′ X ′

X

ηS
′ ⇓

Q ⇓

µT
′ ⇓U //

S
''OOOOOOOOOOOOOOOO

1

##

S′
//

T ′
//

T

##

U

77oooooooooooooooo

que:

(47)
T ′Q.ηT

′
ηS

′
U = ηT

′
(Q.ηS

′
U) .

De esta manera por ser (U,Q) funtor de mónadas y (47) :

(48) πS.T ′Q.ηT
′
ηS

′
U = πS.ηT

′
(Q.ηS

′
U) = πS.ηT

′
(UηS) .

Además por (45) y el diagrama

X X X ′ X ′

X

ηS ⇓

π ⇓

ηT
′ ⇓

1

##

S
//

U
//

T
''OOOOOOOOOOOOOOOO

T ′
//

1

##

U

77oooooooooooooooo

se cumple que:

(49) πS.(ηT
′
UηS) = (π.ηT

′
U)ηS = UηT ηS .
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Por (48) y (49) el siguiente diagrama

U

T ′S′U

UTS

ηT ′
ηS′U

55lllllllllllll

UηT ηS ))RRRRRRRRRRRRRR πS.T ′Q

��

conmuta.
Utilizamos el diagrama

X X ′ X ′

X X ′ X ′

X X ′ X ′

λ′ ⇐

µS
′ ⇐

µT
′ ⇐

U //

S

��

S′ //

S′

��

T ′

""E
EEEEEEEEEEEEEEEEEEE

S′

||yyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

U //

U

��

T ′

��

T ′

""E
EEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

S′

||yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

U
//

T ′
oo

Q�� �
����
�

π�� ��
���
�

para ilustrar que:

(50)
πS.T ′Q.(µT

′
µS

′
.T ′λ′S′)U =

πS.T ′Q.µT
′
S′U.T ′T ′µS

′
U.T ′λ′S′U = (π.µT

′
U)S.T ′T ′Q.T ′T ′µS

′
U.T ′λ′S′U .

Por (46), obtemos a partir del diagrama anterior, el siguiente

X ′ X ′

X ′ X ′ X ′ X ′

X X ′ X X

µS
′ ⇓

µT ⇓

T ′
//

S′

��

S′

��

S′

<<yyyyyyyyyyyyyyyyyyyy

S′
// T ′

// T ′
//

U

OO

S
//

U

OO

T

99
T

//

U

OO

T
//

U

OO

λ′�� �
����
�

Q
��

77
7
77

7 π
��

77
7
77

7 π
��

77
7
77

7
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para ver que:
(51)

(π.µT
′
U)S.T ′T ′Q.T ′T ′µS

′
U.T ′λ′S′U =

(UµT .πT.T ′π)S.T ′T ′Q.T ′T ′µS
′
U.T ′λ′S′U = (UµT .πT.T ′π)S.T ′T ′(Q.µS

′
U).T ′λ′S′U .

Debido a que Q.µS
′
U = UµS .QS.S′Q ((U,Q) funtor de mónadas) tenemos que:

(52)
(UµT .πT.T ′π)S.T ′T ′(Q.µS

′
U).T ′λ′S′U =

(UµT .πT.T ′π)S.T ′T ′(UµS .QS.S′Q).T ′λ′S′U .

Al sustituir Q.µS
′
U por UµS .QS.S′Q en el diagrama anterior, obtenemos

X

X ′ X ′ X ′ X ′ X ′

X X X X

X

Q ⇓ Q ⇓ π ⇓ π ⇓

λ′ ⇓

µS ⇓ µT ⇓

U

OO

S
//

S

99

S′ // S′ //

T ′
55lllllllllllll T ′

// T ′
//

U

OO

S
//

U

OO

T
//

T

99

U

OO

T
//

U

OO

S′

))RRRRRRRRRRRRR

En donde apreciamos:

(53)

(UµT .πT.T ′π)S.T ′T ′(UµS .QS.S′Q).T ′λ′S′U =

(UµT .πT )µS .T ′[πSS.T ′(QS.S′Q)].T ′λ′S′U =

(UµT .πT )µS .T ′[πSS.T ′QS].T ′(λ′Q) =

(UµT.πT )µS .T ′[πSS.T ′QS].T ′λ′US.T ′S′T ′Q .

Como π : (T ′λ′)(U,Q) → (U,Q)(T, λ) es transformación funtor de mónadas se tiene
Uλ.QT.S′π = πS.T ′Q.λ′U . Cuando sustituimos πS.T ′Q.λ′U en el anterior diagrama
por Uλ.QT.S′π se obtiene el siguiente diagrama

X

X ′ X ′ X ′ X ′ X ′

X X X X

X

Q ⇓ π ⇓ Q ⇓ π ⇓

λ ⇓µS ⇓ µT ⇓

U

OO

S
//

S ..

S′ // T ′
// S′ // T ′

//

U

OO

T
//

S

%%LLLLLLLLLLLLLLL

U

OO

S //

U

OO

T //

U

OO

T

99rrrrrrrrrrrrrrr
T
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El que nos es útil para aclarar:

(54)

(UµT.πT )µS .T ′[πSS.T ′QS].T ′λ′US.T ′S′T ′Q =

(UµT .πT )µS .T ′(Uλ.QT.S′π)S.T ′S′T ′Q =

UµTµS .πTSS.T ′(Uλ.QT.S′π)S.T ′S′T ′Q =

UµTµS .πλS.T ′(QT.S′π)S.T ′S′T ′Q =

UµTµS .UTλS.πSTS.T ′(QT.S′π)S.T ′S′T ′Q =

U(µTµS .TλS).(πS.T ′Q)TS.T ′S′(πS.T ′Q) .
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Entonces por (50), (51), (52), (53) y (54) concluimos que:

U(µTµS .TλS).(πS.T ′Q)TS.T ′S′(πS.T ′Q) = πS.T ′Q.(µT
′
µS

′
.T ′λ′S′)U .

Por lo tanto (U, πS.T ′Q) es funtor de mónadas.
Por ser σ : [(U,Q), π] ⇒ [(U ′, Q′), π′] una 1-celda de Mnd(Mnd(C)) se tiene que

σ : (U,Q) ⇒ (U ′, Q′) es 1-celda de Mnd(C).
Ahora, para cada par de objetos (Γ,W ) = ((X,S), (T, λ)), (Γ′,W ′) = ((X ′, S′), (T ′, λ′))

de Mnd(Mnd(C))

(CmpC)(Γ,W ),(Γ′,W ′) : Mnd(Mnd(C))[(Γ,W ), (Γ′,W ′)] →Mnd(C)[(X,TS), (X ′, T ′S′)]

es el funtor tal que:

[(U,Q), π] : [(X,S)(T, λ)] → [(X ′, S′)(T ′, λ′)] 7→ CmpC [(U,Q), π] = (U, πS.T ′Q) y

σ : [(U,Q), π] → [(U ′, Q′), π′] 7→ CmpC(σ) = σ

(escribimos CmpC [(U,Q), π] para (CmpC)(Γ,W ),(Γ′,W ′)[(U,Q), π] y CmpC(σ) para
(CmpC)(Γ,W ),(Γ′,W ′)(σ)).
Hemos visto que (CmpC)(Γ,W ),(Γ′,W ′) está bien definido.

Finalmente veamos que CmpC(σ) es funtor.
En la situación

[(U,Q), τ ] [(U ′, Q′), τ ′] [(V, P ), δ]σ // σ1 //

CmpC(σ1.σ) = σ1.σ (donde la composición vertical en el lado derecho está enMnd(C)).
Como CmpCσ1.CmpCσ = σ1.σ , entonces CmpC(σ1.σ) = CmpCσ1.CmpCσ.
Por la definición de Mnd(Mnd(C)), 1[(U,Q),τ ] = 1(U,Q) = 1U , mientras que
1(U,τS.T ′Q) = 1U . Entonces CmpC(1[(U,Q),τ ]) = 1CmpC[(U,Q),τ ].

(iii) Para ((X,S), (T, λ)) y

((X,S), (T, λ)) ((X,S), (T, λ))((X ′, S′), (T ′, λ′))
((1X ,1S),1T ) //((U,Q),τ) //

tenemos en Mnd(C):

(X ′, S′) (X,S) (X,S)

(X ′, S′) (X,S) (X,S)

(U,Q) //

(T ′,λ′)

��

(1X ,1S) //

(T,λ)

��

(T,λ)

��

(U,Q)
//

(1X ,1S)
//

σ{� ��
���
�

1T
{� ��

���
�

Luego

[(1X , 1S), 1T ][(U,Q), τ ] = [(U,Q)(1X , 1S), (1X , 1S)τ ,1T (U,Q)] =

[(U,Q), 11X τ ,1T 1U ] = [(U,Q), τ ] .

Resulta que [(U,Q), τ ][(1X , 1S), 1T ] = [(U,Q), τ ] es cierto por un argumento seme-
jante al caso anterior. Por lo que 1[(X,S),(T,λ)] = [(1X , 1S), 1T ].

Sabemos que 1CmpC[(X,S),(T,λ)] = 1(X,TS) = (1X , 1TS).
Ahora bien CmpC[(1X , 1S), 1T ] = (1X , 1TS.T1S) = (1X , 1TS).
Por lo tanto CmpC

(
1[(X,S),(T,λ)]

)
= 1CmpC[(X,S),(T,λ)].
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(iv) Sean

[(X,S), (T, λ)] [(X1, S1), (T1, λ1)] [(X2, S2), (T2, λ2)]σ ⇓ β ⇓

[(U,Q),τ ]

++

[(U1,Q1),τ1]

33

[(V,P ),δ]

++

[(V1,P1),δ1]

33

De esta forma

(55)
CmpC

(
[(V, P ), δ][(U,Q), τ ]

)
= CmpC

(
(V, P )(U,Q), (V, P )τ.δ(U,Q)

)
=

CmpC

(
(V U, V Q.PU), (V, P )τ.δ(U,Q)

)
=

(
V U, (V τ.δU)S.T2(V Q.PU)

)
.

Pero, según

X X1 X2

X X1 X2

X X1 X2

U //

S

��

V //

S1

��

S2

��

U
//

T

��

V
//

T1

��

T2

��
U

//
V

//

Q
w� wwwwww

P
w� wwwwww

τw� ww
wwww

δ
w� wwwwww

se satisface:

(56) (V τ.δU)S.T2(V Q.PU) = V τS.V T1Q.δS1U.T2PU = V (τS.T1Q).(δS1.T2P )U .

Por lo tanto, según (55) y (56), tenemos que:

CmpC

(
[(V, P ), δ][(U,Q), τ ]

)
= CmpC[(V, P ), δ]CmpC[(U,P ), τ ] .

No hay mayor dificultad para ver que CmpC(βσ) = CmpC(β)CmpC(σ).
Por lo tanto CmpC es un 2-funtor.

Las componentes IncC : C →Mnd(C) determinan una transformación natural
Inc : 1 →Mnd y los 2-funtores CmpC son los componentes de una transformación natural
Cmp : MndMnd→Mnd.

Nuestro siguiente resultado es:

Teorema 5.2. El par (2-Cat,Mnd) con unidad Inc : 1 →Mnd y multiplicación
Cmp : MndMnd→Mnd es una mónada en Cat.

Demostración. Veamos que

(57)

Mnd MndMnd Mnd

Mnd

MndInc //

1

''OOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

CmpC

��

IncMndoo

1

wwoooooooooooooooooooo

es conmutativo. Mostramos que CmpCMndIncC evaluado en el objeto (X,S), la 1-celda (U, φ)
y la 2-celda κ es la transformación natural identidad.
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Sea (X,S) un objeto de Mnd(C). Tenemos:

CmpCMnd(IncC)(X,S) = CmpC(IncCX, IncCS, IncCηS , IncCµS) =

CmpC[(X, 1X), (S, 1S), ηS , µS ] = (X,S1X , ηS11X , µ
S11X .S1S1X) = (X,S) .

Ilustramos µS11X .S1S1X = µS en el siguiente diagrama

Y X Y

Y X X X

µS ⇓

1X //

1X

��

S //

1X

��

1X

��

1X

//
S

// S //

S

77

11X
{� ����

1S
{� ����

Para (U, φ) : (X,S) → (Y, T ) ∈Mnd(C) se tiene:

Mnd[IncC(U, φ)] = (IncCU, IncCφ) = ((U, 1U ), φ) .

Es decir en Mnd(Mnd(C))

(X, 1X) (Y, 1Y )

(X, 1X) (Y, 1Y )

(U,1U ) //

(S,1S)

��

(T,1T )

��

(U,1U )
//

φ

{� ��
���
�

Luego, CmpC((U, 1U ), φ) = (U, φ1X .T1U ). Pero, según el diagrama

X Y

X Y Y

X

φ ⇓

U //

1X

��

1Y

��

U
//

S
''NNNNNNNNNNNNN

S //

T

77ppppppppppppp

1U

{� ����

se cumple:

φ1X .T1U = φ11X ,1T 1U = φ,1TU = φ .

Entonces CmpCMnd(IncC(U, φ)) = (U, φ).
Finalmente, para

(X,S) (Y, T )κ ⇓

(U,φ)

))

(U1,φ1)

55
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en Mnd(C), CmpC(Mnd(IncCκ)) = CmpC(IncCκ) = κ.
La demostración de que CmpCIncMnd = 1 es muy parecida. Por lo tanto tenemos la conmu-
tatividad de (57).

Para completar nuestra demostración, justificamos la conmutatividad de

(58)

MndMndMnd MndMnd

MndMnd Mnd

MndCmp //

CmpMnd

��

Cmp

��

Cmp
//

Sea ∆ =
(
[(X,S), (T, λ)], [(U, φ), τ ], η, µ

)
en Mnd(Mnd(Mnd(C))). Tenemos que:

∆′ = Mnd(CmpC∆) =(
CmpC[(X,S), (T, λ)], CmpC[(U, φ), τ ], CmpCη, CmpCµ

)
=(

(X,TS, ηT ηS , µTµS .TλS), (U, τS.Tφ), η, µ
)

en Mnd(Mnd(C)).
Aśı,

(59) CmpC(∆′) = (X,UTS, ηηT ηS , µ(µTµS .TλS).U(τS.Tφ)TS) .

Por otra parte, CmpMnd(C)∆ =
(
(X,S), (U, φ)(T, λ), ηηT , µµT ,1Uτ1T

)
. Por lo que:

(60) CmpC(CmpMnd(C)∆) = (X,UTS, ηηT ηS , (µµT ,1Uτ1T )µS .UT (Uλ.φT )S) .

En el siguiente diagrama

X X X X

X X X X X

X

µS ⇓

µT ⇓ τ ⇓ µ ⇓

S //

S

((

T //

S

��

U //

S

��

S

��T //

T ..

U //

T

''OOOOOOOOOOOOOOOOO
T // U //

U

77ooooooooooooooooo U

77

λ
{� ����

φ
{� ����

se aclara que:

(61)
µ(µTµS .TλS).U(τS.Tφ)TS = µµTµS .UτλS.UTφTS =

µµTµS .UτTSS.UT (Uλ.φT )S =

µµT .UτTµS .UT (Uλ.φT )S = (µµT .UτT )µS .UT (Uλ.φT )S .

Al considerar (59), (60) y (61) se sigue que CmpC(Mnd(CmpC∆)) = CmpC(CmpMnd(C)∆).
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Aplicando MndCmpC al diagrama

((X,S), (T, λ)) ((X ′, S′), (T ′, λ′))

((X,S), (T, λ)) ((X ′, S′), (T ′, λ′))

[(p,q),z] //

[(U,Q),τ ]

��

[(U ′,Q′),τ ′]

��

[(p,q),z]
//

x{� ��
����
��

el correspondiente en Mnd(C) es

(X,TS) (X ′, T ′S′)

(X,TS) (X ′, T ′S′)

(p,zS.T ′q) //

(U,τS.Tφ)

��

(U ′,τ ′S′.T ′φ′)

��

(p,zS.T ′q)
//

x{� ��
����
��

De manera que:

(62)
CmpC(Mnd[CmpC([(p, q), z], x)]) =

CmpC[(p, zS.T ′q), x] = (p, xTS.U ′(zS.T ′q)) .

Además,

(63)
CmpC(CmpMnd(C)([(p, q), z], x)) =

CmpC[(p, q), x(T, λ).(U ′, φ′)z] =
(
p, [x(T, λ).(U ′, φ′)z]S.U ′T ′q

)
.

De acuerdo con (62) y (63) CmpC(Mnd[CmpC([(p, q), z], x)]) = CmpC(CmpMnd(C)([(p, q), z], x)).
En Mnd(Mnd(Mnd(C))), sea

〈((X,S), (T, λ)), [(U, φ), τ ]〉 〈((X ′, S′), (T ′, λ′)), [(U ′, φ′), τ ′]〉κ ⇓

〈[(p,q),z],x〉
,,

〈[(p′,q′),z′],x′〉

22

entonces CmpC(Mnd[CmpC(κ)]) = CmpC(CmpC(κ)) = CmpC(κ) = κ y
CmpC(CmpMnd(C)(κ)) = CmpC(κ) = κ.

Por lo tanto el diagrama (58) es conmutativo. Por lo que el teorema está demostrado.
�

Para la categoŕıa 2-Cat mostramos la existencia del funtor Mnd∗ : 2 − Cat → 2 − Cat,
después hallamos transformaciones naturales Inc∗ : 1 →Mnd∗ y
(Cmp)∗ : Mnd∗Mnd∗ → Mnd∗. Finalmente mostramos que (2 − Cat,Mnd∗, Inc∗, (Cmp)∗)
es una mónada.

No es dif́ıcil ver que la aplicación F∗ definida como:

X 7→ F∗X = FX, f∗ : X → Y 7→ F∗f∗ = (Ff)∗ y F∗τ = Fτ .

es un 2-funtor.
Se define el funtor ( )∗ : 2− Cat→ 2− Cat como:

C 7→ (C)∗ = C∗ y F : C → D 7→ F∗ : C∗ → D∗ .
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Veamos que ( )∗ es funtor.
Si

A C D
F // G //

entonces, para

X

f∗

))

g∗
55

�� ��
�� τ Y

en C∗, tenemos que:

(GF)∗X = GFX, (GF)∗f∗ = (GFf)∗ y (GF)∗τ = GFτ .

Pero, además:

G∗F∗X = GFX, G∗F∗f∗ = G∗(Ff)∗ = (GFf)∗ y G∗F∗τ = G∗Fτ = GFτ .

Aśı, (GF)∗ = G∗F∗.
Ahora bien, al considerar a 1C : C → C observamos que:

(1C)∗X = 1CX = X, (1C)∗f∗ = (1Cf)∗ = f∗ y (1C)∗τ = 1Cτ = τ .

Por lo que (1C)∗ = 1C∗ . Por lo tanto ( )∗ es funtor.
Mnd∗ denota el funtor obtenido como la composición de

2− Cat 2− Cat 2− Cat 2− Cat .
( )∗ // Mnd // ( )∗ //

El cual está dado por

C 7→Mnd∗C = (MndC∗)∗ y F : C → D 7→Mnd∗F = (MndF∗)∗ ,

donde (MndF∗)∗ es el 2-funtor tal que, para

(X,S)
(U,φ)∗

++

(V,ψ)∗
33

�� ��
�� τ (Y, T )

en (MndC∗)∗ se cumple:

(MndF∗)∗(X,S) = MndF∗(X,S) = (F∗X,F∗S),

(MndF∗)∗(U, φ)∗ = (MndF∗(U, φ)∗)∗ = ((F∗U,F∗φ))∗ y

(MndF∗)∗τ = MndF∗τ = F∗τ .

Sea Inc∗ : 1 →Mnd∗ tal que para cada C objeto de 2− Cat

Inc∗C = (IncC∗)∗ : C →Mnd(C∗)∗

El siguiente cuadrado

C Mnd(C∗)∗

D Mnd(D∗)∗

(IncC∗ )∗ //

F

��

Mnd(F∗)∗

��

(IncD∗ )∗
//
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conmuta, por ser el funtor ( )∗ evaluado en la transformación natural Inc : 1 →Mnd cuando
se considera a F∗ : C∗ → D∗ en 2-Cat. Aśı que Inc∗ : 1 → Mnd∗ es una transformación
natural.

Un argumento similar nos permite hallar la transformación natural

(Cmp)∗ : Mnd∗Mnd∗ →Mnd∗

tal que:
(CmpC)∗ = (CmpC∗)∗ : (MndMndC∗)∗ → (MndC∗)∗

para cada objeto C de 2-Cat.
Mostramos que (2− Cat,Mnd∗, Inc∗, (Cmp)∗) es una mónada.
Sea C = C∗, si se aplica ( )∗ a (57) y (58) obtemos los diagramas conmutativos

(MndC∗)∗ [MndMndC∗]∗ (MndC∗)∗

(MndC∗)∗

(MndIncC∗ )∗//

1

''OOOOOOOOOOOOOOOOOO

(CmpC∗ )∗

��

IncMndC∗oo

1

wwoooooooooooooooooo

[Mnd(Mnd(MndC∗))]∗ [Mnd(MndC∗)]∗

[Mnd(MndC∗)]∗ (MndC∗)∗

(MndCmpC∗)∗ //

(CmpMndC∗ )∗

��

(CmpC∗ )∗

��

(CmpC∗ )∗
//

i.e. los diagramas

Mnd∗ Mnd∗Mnd∗ Mnd∗

Mnd∗

Mnd∗Inc∗ //

1

''OOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

(Cmp)∗

��

Inc∗Mnd∗oo

1

wwoooooooooooooooooooo

Mnd∗Mnd∗Mnd∗ Mnd∗Mnd∗

Mnd∗Mnd∗ Mnd∗

Mnd∗Cmp∗ //

Cmp∗Mnd∗

��

Cmp∗

��

Cmp∗
//

son conmutativos.
Por lo tanto (2− Cat,Mnd∗) es una mónada.
A cada objeto de (Mnd(MndC)∗)∗ asignamos uno y solo un objeto de Mnd(MndC∗)∗; lo

mismo hacemos para 1-celdas y 2-celdas de (Mnd(MndC)∗)∗.
Sea [(X,S), (T, λ)∗] un objeto de (Mnd(MndC)∗)∗

⇔
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[(X,S), (T, λ)∗] es un objeto de Mnd(MndC)∗.

⇔

En la 2-categoŕıa (Mnd(C))∗ (T, λ)∗ : (X,S) → (X,S) es 1-celda, ηT : 1 → (T, λ)∗ y
µT : (T, λ)∗(T, λ)∗ → (T, λ)∗, son 2-celdas; además los diagramas

(T, λ)∗ (T, λ)∗(T, λ)∗ (T, λ)∗

(T, λ)∗

(T,λ)∗ηT

//

1

''OOOOOOOOOOOOOOOOOO

µT

��

ηT (T,λ)∗oo

1

wwoooooooooooooooooo

(T, λ)∗(T, λ)∗(T, λ)∗ (T, λ)∗(T, λ)∗

(T, λ)∗(T, λ)∗ (T, λ)∗

µT (T,λ)∗ //

(T,λ)∗µT

��

µT

��

µT
//

son conmutativos.
⇔

Las mónadas (X,S), (X,T ) y la 2-celda λ : ST ⇒ TS satisfecen el inciso (a) de la definición
de ley distributiva.

⇔
Las mónadas (X,S), (X,T ) y la 2-celda λ : ST ⇒ TS satisfecen el inciso (b) de la definición
de ley distributiva.

⇔
En la 2-categoŕıa MndC∗ tenemos: la 1-celda (S∗, l) : (X,T ∗) → (X,T ∗), las 2-celdas
ηS : 1 → (S∗, l) y µS : (S∗, l)(S∗, l) ⇒ (S∗, l); además, los diagramas

(S∗, λ) (S∗, λ)(S∗, λ) (S∗, λ)

(S∗, λ)

ηs(S∗,λ) //

1

''OOOOOOOOOOOOOOOOOO

µS

��

(S∗,λ)ηS

oo

1

wwoooooooooooooooooo

(S∗, λ)(S∗, λ)(S∗, λ) (S∗, λ)(S∗, λ)

(S∗, λ)(S∗, λ) (S∗, λ)

µS(S∗,λ) //

(S∗,λ)µS

��

µS

��

µS
//
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conmutan.

⇔

[(X,T ∗), (S∗, λ)∗] es un objeto de Mnd(MndC∗)∗.
Sea ((U,Q)∗, π)∗ : [(X,S), (T, λ)∗] → [(X ′, S′), (T ′, λ′)∗] en (Mnd(MndC)∗)∗.

⇔

((U,Q)∗, π) : [(X ′, S′), (T ′, λ′)∗] → [(X,S), (T, λ)∗] en Mnd(MndC)∗.

⇔

En (MndC)∗ tenemos

(X ′, S′) (X,S)

(X ′, S′) (X,S)

(U,Q)∗ //

(T ′,λ′)∗

��

(T,λ)∗

��

(U,Q)∗
//

π{� ��
����
��

tal que:

π.ηT (U,Q)∗ = (U,Q)∗ηT
′
y (U,Q)∗µT

′
.π(T ′, λ′)∗.(T, λ)∗π = π.µT (U,Q)∗ .

Mientras que en C

X X ′

X X ′

U //

S

��

S′

��

U
//

Q{� �
��

�
��

��

con:

Q.ηS
′
U = UηS y UµS .QS.S′Q = Q.µS

′
U .

⇔

En MndC tenemos:

(X ′, S′) (X,S)

(X ′, S′) (X,S)

(U,Q)oo

(T ′,λ′)

OO

(T,λ)

OO

(U,Q)
oo

π{� ��
����
��

tal que:

π.(U,Q)ηT = ηT
′
(U,Q) y µT

′
(U,Q).(T ′, λ′)π.π(T, λ) = π.(U,Q)µT .
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Mientras que en C∗

X X ′

X X ′

U∗
oo

S∗

OO

(S′)∗

OO

U∗
oo

Q{� �
��

�
��

��

con

Q.U∗ηS
′
= ηSU∗ y µSU∗.S∗Q.Q(S′)∗ = Q.µS

′
U∗ .

⇔

En C tenemos:

X X

X ′ X ′

T //

U

��

U

��

T ′
//

π{� ��
����
��

Tal que se satisface:

π.UηT = ηT
′
U y µT

′
U.T ′π.πT = π.UµT .

Mientras que en C∗

X X ′

X X ′

U∗
oo

S∗

OO

(S′)∗

OO

U∗
oo

Q{� �
��

�
��

��

con:

Q.U∗ηS
′
= ηSU∗ y µSU∗.S∗Q.Q(S′)∗ = Q.µS

′
U∗ .

⇔

En C∗

X ′ X

X ′ X

U∗
//

(T ′)∗

��

T ∗

��

U∗
//

π{� ��
����
��

Tal que se satisface:

π.ηTU∗ = U∗ηT
′
y U∗µT

′
.π(T ′)∗.T ∗π = π.µTU∗ .
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Y

X X ′

X X ′

U∗
oo

S∗

OO

(S′)∗

OO

U∗
oo

Q{� �
��

�
��

��

con:

Q.U∗ηS
′
= ηSU∗ y µSU∗.S∗Q.Q(S′)∗ = Q.µS

′
U∗ .

⇔

En MndC∗ tenemos:

(X ′, S′) (X,S)

(X ′, S′) (X,S)

(U∗,Q) //

((T ′)∗,λ′)

��

(T ∗,λ)

��

(U∗,Q)
//

π{� ��
����
��

Tal que:

π.ηT (U∗, Q) = (U∗, Q)ηT
′
y (U∗, Q)µT

′
.π((T ′)∗, λ′).(T ∗, λ)π = π.µT (U∗, Q) .

Mientras que en C∗

X X ′

X X ′

U∗
oo

S∗

OO

(S′)∗

OO

U∗
oo

Q{� �
��

�
��

��

con

Q.U∗ηS
′
= U∗ηSU y µSU∗.S∗Q.Q(S′)∗ = Q.U∗µS

′
.

⇔

En MndC∗

(X,T ∗) (X ′, (T ′)∗)

(X,T ∗) (X ′, (T ′)∗)

(U∗,π)oo

(S∗,λ)

OO

((S′)∗,λ′)

OO

(U∗,π)
oo

Q{� �
��

�
��

��

tal que:

Q.(U∗, π)ηS
′
= ηS(U∗, π) y µS(U∗, π).(S∗, λ)Q.Q((S′)∗, λ′) = Q.(U∗, π)µS

′
.
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Mientras que en C∗

X ′ X

X ′ X

U∗
//

(T ′)∗

��

T ∗

��

U∗
//

π{� ��
����
��

con:
π.ηTU∗ = U∗ηT

′
y U∗µT

′
.π(T ′)∗.T ∗π = π.µTU∗ .

⇔
[(U∗, π)∗, Q] : [(X,T ∗)(S∗, λ)∗] → [(X ′, (T ′)∗)((S′)∗, λ′)∗] es objeto de Mnd(MndC∗)∗.

Una sencilla inspección nos dice que

[(X,S), (T, λ)∗] [(X ′, S′), (T ′, λ′)∗]τ ⇓

((U,Q)∗,π)∗

,,

((U ′,Q′)∗,π′)∗

22

es 2-celda en (Mnd(MndC)∗)∗.
⇔

[(X,T ∗), (S∗, λ)∗] [(X ′, T ′∗), (S′∗, λ′)∗]τ ⇓

((U∗,π)∗,Q)

,,

((U ′∗,π′)∗,Q′)

22

es 2-celda en Mnd(MndC∗)∗.
Definimos Θ : Mnd∗Mnd→MndMnd∗ tal que para cada C, el 2-funtor

No es dif́ıcil mostrar que la aplicación ΘC : (Mnd(MndC)∗)∗ → Mnd(MndC∗)∗ definido
como:

ΘC[(X,S), (T, λ)∗] = [(X,T ∗), (S∗, λ)∗]

ΘC((U,Q)∗, π)∗ = ((U∗, π)∗, Q) y

ΘCτ = τ .

es 2-funtor.
Veamos que Θ : Mnd∗Mnd→MndMnd∗ tal que:

C 7→ ΘcC

es una transformación natural. Es decir que el diagrama

(Mnd(MndC)∗)∗ Mnd(MndC∗)∗

((MndD)∗)∗ Mnd(MndD∗)∗

θC //

(Mnd(MndF)∗)∗

��

Mnd(MndF∗)∗

��

ΘD

//

conmuta.
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Sea [(X,S), (T, λ)∗] ∈ (Mnd(MndC)∗)∗, tenemos ΘC[(X,S), (T, λ)∗] = [(X,T ∗), (S∗, λ)∗].
Entonces

Mnd(MndF∗)∗[(X,T ∗), (S∗, λ)∗] = [(MndF∗)∗(X,T ∗), (MndF∗)∗(S∗, λ)∗] =

[MndF∗(X,T ∗), (MndF∗(S∗, λ))∗] = [(F∗X,F∗T ∗), (F∗S∗,F∗λ)∗] =

[(FX, (FT )∗), ((FS)∗,Fλ)∗] .

Por otra parte

((MndF)∗)∗[(X,S), (T, λ)∗] = Mnd(MndF)∗[(X,S), (T, λ)∗] =

[(MndF)∗(X,S), (MndF)∗(T, λ)∗] = [MndF(X,S), (MndF(T, λ))∗] =

[(FX,FS), (FT,Fλ)∗] .

Aśı, ΘD[(FX,FS), (FT,Fλ)∗] = [(FX, (FT )∗), ((FS)∗,Fλ)∗].
Para ((U,Q)∗, π)∗ ∈ (Mnd(MndC)∗)∗, se tiene que ΘC((U,Q)∗, π)∗ = ((U∗, π)∗, Q).
Por lo que

Mnd(MndF∗)∗((U∗, π)∗, Q) = ((MndF∗)∗(U∗, π)∗, (MndF∗)∗Q) =

((MndF∗(U∗, π))∗,MndF∗Q) = ((F∗U∗,F∗π)∗,F∗Q) = (((FU)∗,Fπ)∗,FQ) .

Además,

(Mnd(MndF)∗)∗((U,Q)∗, π)∗ = Mnd(MndF)∗((U,Q)∗, π)∗ =

[(MndF)∗(U,Q)∗, (MndF)∗π]∗ = [(MndF(U,Q))∗,MndFπ]∗ = ((FU,FQ)∗,Fπ)∗ .

Entonces ΘD = ((FU,FQ)∗,Fπ)∗ = (((FU)∗,Fπ)∗, Q).
Finalmente para τ ∈ (Mnd(MndC)∗)∗ se tiene

Mnd(MndF∗)∗ΘCτ = Mnd(MndF∗)∗τ = (MndF∗)∗τ = MndF∗τ = F∗τ = Fτ, y
ΘD(Mnd(MndF)∗)∗τ = ΘDMnd(MndF)∗τ = ΘD(MndF)∗τ = ΘDMndFτ = ΘDFτ = Fτ .
De acuerdo a todo lo anterior hemos probado el siguiente:

Teorema 5.3. Los dos (3−) funtores Mnd∗Mnd, MndMnd∗ : 2− Cat→ 2− Cat son
naturalmente isomorfos.



CAṔıTULO 6

Aplicaciones a Cat

En el caṕıtulo tres, mostramos que la 2-categoŕıa Cat admite la construcción de álgebras
y que XS es la categoŕıa de S-álgebras. La próxima categoŕıa a tratar es Cat∗.

Teorema 6.1. La 2-categoŕıa Cat∗ admite la construcción de álgebras.

Nos ocupamos en primera instancia de mostrar al 2-adjunto derecho del 2-funtor IncCat∗ .
El 2-funtor AlgCat∗ : Mnd(Cat∗) → Cat∗ consta de:

(i) Una función objeto Ob(Mnd(Cat∗)) → Ob(Cat∗) (también denotada por AlgCat∗)
tal que (X,S) 7→ AlgCat∗(X,S) = XS .

La categoŕıa XS es la construida por Kleisli. Sus objetos son los objetos de X.
Un morfismo f : x → x′ en XS es un morfismo f : x → Sx′ en X. La composición
de f : x→ x′, g : x′ → y en XS es la composición

x Sx′ SSy Sy
f // Sg // µy //

en X.
(ii) Iniciamos con 1-celdas y la 2-celda

(X,S) (Y, T )σ ⇓

(U,φ)

''

(U1,φ1)

77

en la 2-categoŕıa Mnd(Cat∗), para obtener los funtores y la transformación natural

XS YTF (σ) ⇓

F (U,φ)∗

''

F (U1,φ1)∗

77

en la 2-categoŕıa Cat∗.
Aśı, para (U, φ) : (X,S) → (Y, T ) objeto de Mnd(Cat∗) con φ : TU → US en

Cat∗ tenemos φ : UT → SU en na.
En la 2-categoŕıa Cat sea F (U, φ) : YT → XS definido por:

y 7→ F (U, φ)(y) = Uy y f : y → y′ 7→ F (U, φ)(f) = φy′Uf .

Para σ : (U, φ) ⇒ (V, ϕ) en Mnd(Cat∗), tenemos σ : U ⇒ V y σS.φ = ϕ.Tσ en
Cat∗.

Por lo que en Cat σ : U ⇒ V y φ.Sσ = ϕ.Tσ.

97
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Definimos en Cat, F (σ) : F (U, φ) ⇒ F (V, ϕ) tal que:

F (σ)(y) = ηSV yσy : Uy → V y .

Mediante simple inspección se corrobora que F (U, φ) es funtor y que F (σ) es trans-
formación natural.

Para cada par de objetos (X,S), (Y, T ) de Mnd(Cat∗) el funtor

Mnd(Cat∗)
(
(X,S), (Y, T )

)
Cat∗(XS , YT )

(AlgCat∗ )(X,S).(Y,T ) //

está definido como:

AlgCat∗(U, φ) = F (U, φ)∗ y AlgCat∗(σ) = F (σ) .

(Escribimos AlgCat∗(U, φ) para (AlgCat∗)(X,S).(Y,T )(U, φ) y AlgCat∗(σ)
para (AlgCat∗)(X,S).(Y,T )(σ)).
En Mnd(Cat∗) sean

(X,S)

(U,φ)

''σ⇓
τ⇓(U1,φ1)

//

(U2,φ2)

77
(Y, T )

Luego en Cat se obtienen

YT

F (U,φ)

%%Fσ⇓
Fτ⇓F (U1,φ1)

//

F (U2,φ2)

99 XS

Aśı, en XS

Uy U1y U2y ,
F (σ)y // F (τ)y //

mientras que en X

Uy U1y SU1y
σy //

ηS
U1y //

U1y U2y SU2y .
τy //

ηS
U2y //

Como (X,S) es una mónada, se cumple µSU2y
SηSU2y

= 1; por ser ηS transformación
natural se satisface ηSU2y

τy = Sτyη
S
U1y

. Entonces

F (τ)yF (σ)y = µSU2y
SηSU2y

Sτyη
S
U1y

σy = Sτyη
S
U1y

σy = ηSU2y
τyσy = F (τσ)y .

Por lo que Fτ.Fσ = F (τσ). Por lo tanto, AlgCat∗(τσ) = AlgCat∗τ.AlgCat∗σ.
Para (U, φ) : (X,S) → (Y, T ), 1(U,φ) = 1U . Además 1F (U,φ) : F (U, φ) → F (U, φ)

es tal que 1F (U,φ)(y) = 1F (U,φ)(y) = ηSUy. Ahora bien
F (1(U,φ))(y) = F (1U )(y) = ηSUy1Uy = ηSUy. De esta forma 1F (U,φ) = F (1(U,φ)).

Por lo tanto,
(
AlgCat∗

)
(X,S),(Y,T )

es funtor.
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(iii) Para cada objeto (X,S) de Mnd(Cat∗), se cumple 1AlgCat∗ (X,S) = 1XS
.

Ya que 1(X,S) = (1X ,1S), mientras F (1(X,S)) : XS → XS está dado por:

F (1X , 1S)(x) = 1X(x) = x y F (1X , 1S)(f) = 1Sx′1Xf = f .

Por lo tanto, 1AlgCat∗ (X,S) = AlgCat∗(1(X,S)).

(iv) En la 2-categoŕıa Mnd(Cat∗) para la composición de

(X,S) (Y, T ) (Z,W )
(U,φ) // (V,ϕ) //

tenemos en Mnd(Cat∗)

(X,S) (Z,W ) .
(V U,V φ.ϕU)//

Luego, en Cat se tiene

X Y Z

X Y Z

Uoo Voo

S

OO

T

OO

W

OO

U
oo

V
oo

φ

{� ��
���
� ϕ

{� ��
���
�

Apartir de los cuales obtenemos F (V U, V φ.ϕU) : ZW → XS tal que:

F (V U, V φ.ϕU)(z) = UV z y F (V U, V φ.ϕU)(f) = φV z′Uϕz′UV f .

Por otra parte para

ZW YT XS
F (V,ϕ) // F (U,φ) //

hallamos que:

F (U, φ)F (V, ϕ)(z) = F (U, φ)V (z) = UV (z)

F (U, φ)F (V, ϕ)(f) = F (U, φ)(ϕz′V f) = φV z′Uϕz′UV f .

Aśı, F (V U, V φ.ϕU) = F (U, φ)F (V, ϕ).
Por lo tanto, AlgCat∗

(
V, ϕ), (U, φ)

)
= AlgCat∗(V, ϕ)AlgCat∗(U, φ).

Si en Mnd(Cat∗) consideramos las 2-celdas

(X,S) (Y, T ) (Z,W )σ ⇓ τ ⇓

(U,φ)

''

(U1,φ1)

77

(V,ϕ)

''

(V1,ϕ1)

77

obtenemos en Cat

ZW XSF (τσ) ⇓

F (V U,V φ.ϕU)

''

F (V1U1,V1φ1.ϕ1U1)

77
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y

ZW YT XSFτ ⇓ Fσ ⇓

F (U,φ)

''

F (U1,φ1)

77

F (V,ϕ)

''

F (V1,ϕ1)

77

Ahora bien

(64) F (τσ)(z) = ηSU1V1z
(τσ)(z) = ηSU1V1z

U1τzσV z .

Por otra parte

(65) Sφ1V1zSU1η
T
V1z

= SηSU1V1z
,

ya que se está evaluando S en una de las identidades que satisface (U1, V1) por ser
funtor de mónadas; además

(66) µSU1V1z
SηSU1V1z

= 1 ,

porque (X,S) es mónada y, también

(67) ηsU1V1z
U1τz = SU1τzη

S
U1V1z

,

por ser ηS transformación natural.
Si consideramos que F (σ)F (V,ϕ)z es

UV z U1V z SU1V z
σV z //

ηS
U1V z //

y que para F (τ)z se tiene

V z V1z TV1z ,
τz //

ηT
V1z //

con lo que F (U1, φ1)F (τ)z es

U1V z U1V1z U1TV1z SU1V1z
U1τz //

U1ηT
V1z //

φ1V1z //

Entonces por (65), (66) y (67)

(68)

F (U1, φ1)F (τ)zF (σ)F (V,ϕ)z = µSU1V1z
S

(
F (U1, φ1)F (τ)z

)
F (σ)F (V,ϕ)z =

µSU1V1z
Sφ1V1zSU1η

T
V1z
SU1τzη

S
U1V z

σV z = µSU1V1z
SηSU1V1z

SU1τzη
S
U1V z

σV z =

1SU1τzη
S
U1V z

σV z = ηSU1V1z
U1τzσV z .

Aśı, remitiéndonos a (64) y (68) F (τσ)(z) = F (τ)F (σ)(z). Lo que significa que
AlgCat∗(τσ) = AlgCat∗(τ)AlgCat∗(σ). Por lo tanto, AlgCat∗ es un 2-funtor.

Damos en seguida a quiénes serán la unidad y la counidad de la 2-adjunción.
Exhibimos a la componente de la counidad evaluada en la mónada (X,S) objeto de

Mnd(Cat∗).
En Cat definimos UX : X → XS como:

UX(x) = x y UX(f) = ηx′f .
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La transformación natural

XS X

XS X

S

OO

UX
oo

UX
oo

1

OO

φX

{� ��
���
�

es tal que:
φX(x) = 1Sx

Naturalmente UX es un funtor, φX es transformación natural y (UX , φX) es un funtor de
mónadas.

Veamos que la aplicación ∆ : IncCat∗AlgCat∗ → 1 dada por ∆(X,S) = (UX , φX) es una
transformación 2-natural.

En la 2-categoŕıa Mnd(Cat∗) sea (X,S), de manera que en Cat∗

XS X Y

XS X Y

UX
// U //

1

��

S

��

T

��UX
//

U
//

φX

{� ��
���
� φ

{� ��
���
�

Aśı, en Cat tenemos

XS X Y

XS X Y

UX
oo Uoo

1

OO

S

OO

T

OO

UX
oo

U
oo

φX

{� ��
���
� φ

{� ��
���
�

El funtor UXU : Y → XS está dado por:

(69) UXUy = Uy y UXUf = ηSUy′Uf ;

además φy : UTy → SUy, luego UX(φy) es

UTy SUy SSUy ;
φy //

ηSUy //

mientras que φXUy = 1SUy entonces,

(70) (φXU.UXφ)(y) = φXUyU
X(φy) = µUyηSUyφy = φy .

Para (X,S) de Mnd(Cat∗), tenemos en Cat∗

XS YT Y

XS YT Y

AlgCat∗ // UY
//

1

��

1

��

T

��

AlgCat∗
//

U
//

1
{� ��

���
� φX

{� ��
���
�
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Aśı, en Cat tenemos

XS YT Y

XS YT Y

F (U,φ)oo UX
oo

1

OO

S

OO

T

OO

F (Uφ)
oo

UX
oo

1F (U,φ)

{� ��
���
� φX

{� ��
���
�

El funtor F (U, φ)UY : Y → XS está dado por:

(71) F (U, φ)UY y = Uy y F (U, φ)UY f = φy′U(ηT )y′Uf .

Ya que F (U, φ)(1Ty) = φyU1Ty y 1F (U,φ)U
Y y = 1F (U,φ)y = 1Uy = ηSy ; luego, se sigue que:

(72) (1F (U,φ)U
Y .F (U, φ)φY )y = µUySη

S
Uyφy1UTy = φy .

Como consecuencia de (69), (71) y por ser (U, φ) funtor de mónadas, se satisface:

(73) UXU = F (U, φ)UY .

De manera que por (70), (72) y (73)

(U, φ)∆(X,S) = ∆(Y,T )IncCat∗AlgCat∗(X,S) .

No hay mayor dificultad en mostrar que para

(X,S) (Y, T )σ ⇓

(U,φ)

&&

(V,ϕ)

88

se cumple σ∆(X,S) = ∆(Y,T )IncCat∗AlgCat∗σ. Por lo tanto, ∆ es una transformación 2-natural.
La transformación 2-natural 1AlgCat∗ : AlgCat∗ → AlgCat∗ está dada para cada (X,S) por:

(1AlgCat∗ )(X,S) = 1AlgCat∗ (X,S) = 1XS
.

Por definición de la categoŕıa XS tenemos que

(74) (XS)1XS
= XS

La transformación 2-natural Σ : 1 → AlgCat∗IncCat∗ para cada X de Cat es ΣX = 1X .
Ahora mostramos que ∆ y Σ cumplen las igualdades triangulares de la definición de

2-adjunción.
Tenemos

(ΣAlgCat∗)(X,S) = (ΣAlgCat∗)(X,S)1Cat∗(1AlgCat∗ )(X,S) =

ΣXS
1Cat∗(1XS

) = ΣXS
= 1XS

;

además de:
(1AlgCat∗∆)(X,S) = (1AlgCat∗1)(X,S)(AlgCat∗∆)(X,S) =

1AlgCat∗ (X,S)AlgCat∗(UX , φX) = AlgCat∗(UX , φX) .

Por lo que:
(AlgCat∗∆.ΣAlgCat∗)(X,S) = AlgCat∗(UX , φX) .
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Vemos que para F (UX , φX) : XS → (XS)1XS
se cumple:

(UX , φX)x = UXx = x y F (UX , φX)f = φXx′U
Xf = µx′S(1Sxηx′)f = f

para x objeto de XS y f : x → x′ en XS . La igualdad µx′S(1Sxηx′)f = f es cierta ya que
(X,S) es funtor de mónadas.

De manera que por (74) 1XS
= F (UX , φX). Aśı

AlgCat∗(UX , φX) = (1XS
)∗ = 1XS

= (1AlgCat∗ )(X,S) .

i.e. tenemos que

Mnd(Cat∗) Mnd(Cat∗)

Cat∗ Cat∗ = 1

∆ ⇓

Σ ⇓

1 //

IncCat∗

""D
DDDDDDDDDDDD

AlgCat∗

BB�����������

1
//

AlgCat∗

BB�����������

se satisface. La identidad ΣIncCat∗ .IncCat∗∆ se calcula de manera semejante.
Combinando los teoremas 3.1 ,4.5 y 6.1 tenemos el siguiente resultado para Cat.

Corolario 6.2. Cada una de las 2-categoŕıas Cat, Cat∗, Cat∗ y Cat∗∗ admite la cons-
trucción de álgebras.

Nuestro trabajo ahora será mostrar que la 2-categoŕıa Cat∗∗ admite la construcción de
álgebras.

Primero mostramos que existen 2-funtores ()po : Cat∗ → Cat∗∗, ()po : Cat∗∗ → Cat∗ tales
que ()po()po = 1 y ()po()po = 1. Damos sólo la construcción del 2-funtor ()po; la construcción
de ()po es muy semejante.

Nuestro primer paso es el siguiente:

Observación 6.3. Si F ∗, G∗ : A → B son 1-celdas y τ : F ⇒ G es una 2-celda en Cat∗

i.e.

(75) A Bτ ⇓

F ∗

%%

G∗

99

⇔

En la 2-categoŕıa Cat tenemos

A Bτ ⇓

G

ee

F

yy

Para cada b objeto de B se tiene τb : Fb→ Gb en A.
Entonces τ induce una transformación natural τ tal que:

τ b = τ opb : Gopb→ F opb
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i.e.

Bop Aopτ ⇓

Gop

%%

F op

99

⇔
En la 2-categoŕıa Cat∗∗

Aop Bop(τ)∗ ⇓

(F op)∗

%%

(Gop)∗

99

Apartir de (6.3) definimos el 2-funtor

()po : Cat∗ → Cat∗∗ ,

el cual consta de:
(i) La aplicación Ob(Cat∗) → Ob(Cat∗∗) (también denotada por ()po) definida como:

(X)po = Xop ,

la categoŕıa opuesta de X, para cada X objeto de Cat.
(ii) Para cada par de objetos A, B, de Cat∗ el funtor

[()po]A,B : Cat∗(A,B) → Cat∗∗(A
op, Bop)

está definido como:

()po(F ∗) = (F op)∗ y (τ)po = (τ)∗

Escribimos (F ∗)po para [()po]A,B(F ∗) y (τ)po para [()po]A,B(τ). Mostramos la validez
de tal afirmación.

En la 2-categoŕıa Cat∗, sean:

A B A B

τ ⇓

σ ⇓
σ.τ ⇓

F ∗

��G∗
//

H∗

??

F ∗

##

H∗

;;

⇔
En la 2-categoŕıa Cat

B A B A

τ ⇓

σ ⇓
σ.τ ⇓

F

��G //

H

??

F

##

H

;;
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Aśı, en la 2-categoŕıa Cat hallamos:

Bop Aop Bop Aop
τ ⇓

σ ⇓
σ.τ ⇓

Hop

��Gop
//

F op

??

Hop

##

F op

;;

Tales que:

(τ . σ)b = τ b . σb = τ opb .σ
op
b = (σb.τb)op = (σ.τ)b .

Por lo que:
σ∗.τ∗ = (τ . σ)∗ = (σ.τ)∗ .

Por la tanto,
(σ.τ)po = (σ)po.(τ)po .

No hay mayor dificultad en mostrar que:

1(F )po
= (1F )po .

Por lo tanto,

[()po]A,B : Cat∗(A,B) → Cat∗∗(A
op, Bop)

es funtor.
(iii) Para las 1-celdas

B Aop C
F ∗

// G∗
//

en la 2-categoŕıa Cat∗∗ tenemos:

1(A)po
= (1Aop)∗ = ((1A)op)∗ = (1A)po ;

pues la respectivas 1-celdas en Cat son:

C Aop B
G // F //

(iv) Sea (F ∗, G∗) un objeto de Cat∗(A,B)× Cat∗(B,C); obsérvese que:

(76)
[()po]A,CG∗F ∗ = [()po]A,C(FG)∗ = [(FG)op]∗ =

(F opGop)∗ = (Gop)∗(F op)∗ = [()po]B,C(G∗)[()po]A,B(F ∗) .

Para las 2-celdas

A B C A Cτ ⇓ β ⇓ βτ ⇓

F ∗

%%

F ′∗

99

G∗

$$

G′∗

::

G∗F ∗

$$

G′∗F ′∗

::

en la 2-categoŕıa Cat∗, obtenemos las correspondientes 2-celdas

Cop Bop Aop Cop Aopτ ⇓ β ⇓ βτ ⇓

G′op

%%

Gop

99

F ′op

%%

F op

99

(F ′G′)op

%%

(FG)op

99
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en la 2-categoŕıa Cat. Para dichas 2-celdas se tiene:

(τ β)c = τGopcF
′opβc = (τGc)opF ′op(βc)op =

(τGc)op(F ′βc)op = (F ′βcτGc)op = (βτc)op = (βτ)c .

Por lo que:

(βτ)∗ = (τ β)∗
i.e.

(77) [()po]A,C(βτ) = (βτ)∗ = (τ β)∗ = β∗τ∗ = [()po]B,C(β)[()po]A,B(τ) .

Por (76) y (77) hemos mostrado la conmutatividad de

Cat∗(A,B)× Cat∗(B,C) Cat∗(A,C)

Cat∗∗((A)po, (B)po)× Cat∗∗((B)po, (C)po) Cat∗∗((A)po, (C)po)

◦A,B,C //

[()po]A,B×[()po]B,C

��

[()po]A,C

��

◦(A)po,(B)po,(C)po

//

Por lo tanto, ()po : Cat∗ → Cat∗∗ es 2-funtor.
Para definir el 2-funtor ()po : Cat∗∗ → Cat∗ tenemos:

Observación 6.4. Si F ∗, G∗ : A→ B son 1-celdas y τ∗ : F ⇒ G es una 2-celda en Cat∗∗
i.e.

A Bτ∗ ⇓

F ∗

%%

G∗

99

⇔
En la 2-categoŕıa Cat tenemos

A Bτ ⇓

F

ee

G

yy

Para cada b objeto de B se tiene τb : Gb→ Fb en A.
Entonces τ induce una transformación natural τ̃ tal que:

τ̃b = τ opb : F opb→ Gopb

i.e.

Bop Aopτ̃ ⇓

F op

%%

Gop

99

⇔
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En la 2-categoŕıa Cat∗

Aop Bop(τ̃) ⇓

(F op)∗

%%

(Gop)∗

99

En el mismo esṕıritu con el que se utiliza (6.3) para definir el 2-funtor ()po : Cat∗ → Cat∗∗,
ahora partiendo de (6.4) tendremos que si F ∗, G∗ : A→ B son 1-celdas y τ∗ : F ⇒ G es una
2-celda en Cat∗∗ la asignación:

A 7→ (A)po = Aop, F ∗ 7→ (F ∗)po = (F op)∗ y τ 7→ (τ)po = τ̃

respectivamente, nos permiten hablar del 2-funtor

()po : Cat∗∗ → Cat∗ .

La justificación de la existencia de dicho 2-funtor tiene la misma tónica que seguimos para
contruir el 2-funtor ()po.

Mostraremos que

()po()po = 1 y ()po()po = 1

se satisface.
Es inmediato que:

()po()po(A) = A y ()po()po(F ∗) = F ∗ .

Al evaluar ()po en los objetos, las 1-celdas y la 2-celda en (75) obtemos el diagrama

Aop Bop(τ)∗ ⇓

(F op)∗

%%

(Gop)∗

99

en la 2-categoŕıa Cat∗∗, donde τ está dada por:

τ b = τ opb : Gopb→ F opb

Finalmente, aplicamos el 2-funtor ()po a objetos, 1-celdas y a la 2-celda del anterior diagrama
para obtener

A Bτ̃ ⇓

F ∗

%%

G∗

99

en la 2-categoŕıa Cat∗, donde τ̃ es tal que:

(τ̃)b = (τ b)op = ((τb)op)op : Fb→ Gb

En pocas palabras se ha mostrado que (()po()po)(τ) = τ . Por lo tanto ()po()po = 1.
También es cierto que ()po()po = 1 y la demostración es parecida al caso anterior.
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Como la 2-categoŕıa Cat∗ y los 2-funtores ()po : Cat∗ → Cat∗∗, ()po : Cat∗∗ → Cat∗

satisfacen la hipótesis en (4.5) entonces Cat∗∗ admite la construcción de álgebras y

(78) AlgCat∗∗(Xpo, Spo) ∼=
(
AlgCat∗(X,S)

)
po

= (XS)po .

De la afirmación anterior deducimos que existe un isomorfismo 2-natural

Cat∗∗(Set, (XS)po) ∼= Cat∗∗(Set,AlgCat∗∗(Xpo, Spo)) ∼= C ,

con (
Cat∗∗(Set, (Xpo)

)Cat∗∗(Set,Spo) = C .

Para (X,S, η, µ) objeto de Cat∗ se sigue que (Xpo, Spo, ηpo, µpo) es una mónada en Cat∗∗. Aśı,

[Cat∗∗(Set,Xpo), Cat∗∗(Set, Spo) = S, η, µ] = (P,Q)

es una mónada en Cat donde:

S : Cat∗∗(Set,Xpo) → Cat∗∗(Set,Xpo)

es el funtor tal que:

S(F ) = SpoF y S(σ) = Spoσ ,

y las transformaciones naturales

η : 1 → S y µ : SS → S

están definidas como:
ηF = ηpoF y µF = µpoF .

En la 2-categoŕıa Cat tenemos la counidad

(JQ, χ) : (C, 1) = (PQ, 1) →
(
Cat∗∗(Set,Xpo), (Set, Spo)

)
= (P,Q) .

por ser (S, µ) funtor de mónadas el diagrama

(Cat∗∗(Set,Xpo), 1) (P,Q)

(C, 1)

(S,µ) //

(EQ,1)

!!C
CC

CC
CC

CC
CC

CC
C

(JQ,χ)

=={{{{{{{{{{{{{{

conmuta.
Por (3.2)

(79) Cat∗∗(Set,AlgCat∗∗(Xpo, Spo)) ∼=
(
Cat∗∗(Set, (Xpo)

)Cat∗∗(Set,Spo) = C .

Aśı, por (79) y (78)

(80) Cat∗∗(Set, (XS)po) ∼= Cat∗∗(Set,AlgCat∗∗(Xpo, Spo)) ∼= C .

Probaremos que existe un producto fibrado para el par de flechas

X Cat∗(Set,Xpo) CopR // (JQ)op

oo
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Damos una descripción del 2-funtor (JQ)op que nos será de gran utilidad más adelante y
después decimos quien es el 2-funtor R.

Sea (JSpo , χ) : ((XS)po, 1) → (Xpo, Spo) la counidad evaluada en (Xpo, Spo), de manera que
por ser (Spo, µpo) funtor de mónadas, existe una única 1-celda ESpo que hace conmutativo el
diagrama

(Xpo, 1) (Xpo, Spo)

((XS)po, 1)

(Spo,µpo) //

(ESpo ,1)   A
AA

AA
AA

AA

(JSpo ,χ)

>>}}}}}}}}}

Dada la adjunción ESpo a JSpo que genera la mónada (Xpo, Spo) tenemos que la adjunción
Cat∗∗(Set, ESpo) a Cat∗∗(Set, JSpo) genera la mónada (P,Q), luego aplicando (2.10) y por (80),
el siguiente diagrama conmuta

Cat∗∗(Set,Xpo) Cat∗∗(Set, (XS)po)

C

EQ

��

JQ

OO

Cat∗∗(Set,ESpo )
//

Cat∗∗(Set,JSpo )
oo

∼=

wwooooooooooooooooooooooooooooooooo

Por lo que el diagrama

C Cat∗∗(Set, (XS)po)

Cat∗∗(Set,Xpo)

∼= //

JQ
%%KKKKKKKKKKKK

Cat∗∗(Set,JSpo )yysssssssssss

es conmutativo.
Aplicamos al anterior diagrama el 2-funtor ()op : Cat → Cat∗ para obtener el siguiente

diagrama

(81)

Cop Cat∗(Set, JSpo)

Cat∗(Set,Xpo)

∼=
Θ

//

(JQ)op

""E
EE

EE
EE

EE
EE

EE
E

[Cat∗∗(Set,JSpo )]op

||yy
yy

yy
yy

yy
yy

y

también conmutativo.
A grandes rasgos damos una descripción de el 2-funtor ()op : Cat → Cat∗.
Si F,G : A → B son 1-celdas y τ : F ⇒ G es una 2-celda en Cat i.e.

A Bτ ⇓

F

$$

G

::
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Entonces τ induce una transformación natural τ ′ tal que:

(τ ′)a = (τa)op : Gopb→ F opb

i.e.

Aop Bopτ ′ ⇓

Gop

%%

F op

99

⇔
En la 2-categoŕıa Cat∗

Aop Bop(τ ′)∗ ⇓

F op

%%

Gop

99

El 2-funtor ()op : Cat → Cat∗ es tal que

A 7→ ()opA = Aop

F 7→ ()opF = F op

τ 7→ ()opτ = (τ ′)∗ .

Por otra parte para cada x ∈ X y a : x→ x′ se obtienen respectivamente:
X( , x) : Xop → Set y X( , a) : X( , x) → X( , x′)

un funtor y una transformación natural.
En la categoŕıa Cat(Xpo, Set) tenemos

Xpo SetX( , a) ⇓

X( ,x)

&&

X( ,x′)

88

Por lo que en Cat∗∗(Set,Xpo)

Set XpoX( , a) ⇓

X( ,x′)

&&

X( ,x)

88

Entonces en Cat∗(Set,Xpo) = [Cat∗∗(Set,Xpo)]op

Set Xpo[X( , a)]op ⇓

X( ,x)

&&

X( ,x′)

88
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Sea R : X → Cat∗(Set,Xpo) el funtor representación de Yoneda definido como:

x 7→ X( , x) y a : x→ x′ 7→ [X( , a)]op .

Ahora construimos el funtor R y mostramos que el cuadrado

(82)

XS Cop

X Cat∗(Set,Xpo)

R //

(JQ)op

��

ES

��

R
//

es un producto fibrado.

Definición 6.5. Por R : XS → Cop entendemos al funtor tal que :

(x, εx) 7→ R(x, εx) = (Ux, γx) y g : (x, εx) → (y, εy) 7→ R(g) = (X( , g))op .

Donde
Ux = X( , x) y γx : SopX( , x) → X( , x) ;

ya que en Cat

γx = X( , εx)X(S, S) : X( , x) → X(S, x)

es tal que:
k 7→ γx(k) = εxSk .

Una sencilla inspección sugiere que R está bien definido.

Sean
(U, γ) (Ux, γx) (V, δ)H // G //

en C. Luego X( , 1x)H = H y GX( , 1x) = G, dado que en Cat∗∗(Set,Xpo) para

U Ux V
H // G //

tenemos que X( , 1x)H = H y GX( , 1x) = G, debido a que en Cat(Xpo, Set) para los
morfismos

U Ux V
Hoo Goo

se satisface HX( , 1x) = H y X( , 1x)G = G. Por lo tanto 1(Ux,γx) = X( , 1x) en C, luego en
Cop [X( , 1x)]op = [1(Ux,γx)]op = 1(Ux,γx) y como R(1(x,εx)) = R(1x) = [X( , 1x)]op entonces
R(1(x,εx)) = 1R(x,εx).
Sean

(x, εx) (y, εy) (z, εz) y (x, εx) (z, εx)
g // k // kg //

en XS . Puesto que para X( , g) : X( , x) → X( , y) y X( , k) : X( , y) → X( , z) se tiene
X( , k)X( , g) = X( , kg) ∈ Cat(Xpo, Set) ⇔ X( , g)X( , k) = X( , kg) ∈ Cat∗∗(Set,Xpo) y
en consecuencia para

(Uz, γz) (Uy, γy) (Uz, γz)
X( ,k) // X( ,g) //

X( , g)X( , k) = X( , kg) en C, luego en Cop se cumple [X( , g)X( , k)]op = [X( , kg)]op, pero
como [X( , g)X( , k)]op = [X( , k)]op[X( , g)]op entonces R(kg) = R(K)R(g).
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Por lo tanto R es funtor.

Mostramos que el diagrama (82) es un producto fibrado.
Sea (x, εx) enXS , tenemosRES(x, εx) = Rx = X( , x) y (JQ)opR(x, εx) = (JQ)op[Ux, γx] =

X( , x).
Sea f : (x, εx) → (y, εy) de manera que RES(f) = R(f) = [X( , f)]op y
(JQ)opR(f) = (JQ)op[X( , f)]op = [JQX( , f)]op = [X( , f)]op. Por lo tanto tal cuadrado es
conmutativo.
Supongamos que para la categoŕıa A existen funtores F1 : A → X y F2 : A → Cop tal que
RF1 = (JQ)opF2.

Ilustramos esta situación en el diagrama

XS Cop

X Cat∗(Set,Xpo)

A

R //

(JQ)op

��

ES

��

R
//

F1

��,
,,

,,
,,

,,
,,

,,
,,

,,
,,

,,
,

F2

**VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

Para a ∈ A, sean F1a = xa y F2a = (Ua, γa), como RF1a = Rxa = X( , xa) se satisface,
entonces

(83) Ua = X( , xa) .

Por ser γa transformación natural, para xa tenemos que el rectángulo

X(xa, xa) X(Sxa, xa)

X(y, xa) X(Sy, xa)

(γa)xa //

X(Sh,xa)

��

X(h,xa)

��

(γa)y

//

conmuta. i.e.

(84) (γa)y(h) = εaSh .

Desde luego en Cat∗∗(Set,Xpo)

Set Xpo Xpo
γa ⇓

Ua //

Ua

66
Spo //
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⇔ en Cat(Xpo, Set)

Set Xpo Xpo
γa ⇑

Uaoo

Ua

hh
Spooo

Aśı para xa ∈ Xpo tenemos (γa)xa : X(xa, xa) → X(Sxa, xa). Tomamos εa = (γa)xa(1xa).
Ya que (Ua, γa) es un objeto de C los diagramas

Ua SUa

Ua

SSUa SUa

SUa Ua

Ua //

γa

��
1

""D
DDDDDDDDDDDD

µUa //

γa

��

Sγa

��

γa

//

son conmutativos en Cat∗∗(Set,Xpo). De esta manera en Cat(Xpo, Set) tenemos garantizada
la conmutatividad de

Ua UaSpo

Ua

Uaη̃oo

γa

OO

1

ddJJJJJJJJJJJJJJJJ

Aśı al considerar que Uaη̃ = X(η̃, xa) : X(Spo, xa) → X( , xa) está definido por:

h : Spoy → xa 7→ hηy : y → xa .

De esta manera a partir del diagrama conmutativo

X(xa, xa) X(Sxa, xa)

X(xa, xa)

(γa)xa //

1

%%LLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

Uaη̃xa

��

obtenemos 1xa = εaηxa .
Análogamente de γaSγa = γaµUa tenemos que εxaµxa = εxaSεxa . Por lo tanto (xa, εxa)

es un objeto de XS .
Sea f : a→ b en A con lo que F1f : xa → xb en X. Como F2f : (Uxa , γxa) → (Uxb

, γxb
) en

Cop se cumple la conmutatividad en Cat∗∗(Set,Xpo) de

SUb SUa

Ub Ua

SF2f //

γb

��

γa

��

F2f
//
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(85)

De la cual se infiere que εxb
SF1f = F1fεxa . Por lo que F1f es morfismo de S-álgebras.

Se define el funtor w : A→ XS por:

a 7→ (xa, εa) y f : a→ b 7→ wf = F1f .

Hemos justificado que w está bien definido y w es funtor porque F1 es funtor.
Claramente ESw = F1.
Nos remitimos a (84) y (6.5) para justificar la veracidad de:

(86) γa = γxa .

Por (83) y (86) se tiene que:

Rwa = R(xa, εa) = (X( , xa), γxa) = (X( , xa), γa) = (Ua, γa) = F2a .

Considerando que:

Rwf = RF1 = [X( , F1f)]op y

RF1f = [X( , F1f)]op = (JQ)opF2f = (JQ(F2f)op)op = [(F2f)op]op .

entonces Rwf = F2f . Por lo tanto Rw = F2.
Sea w : A → XS tal que R w = F2 y ESw = F1. Para f : a → b ∈ A tenemos que

wf = F1f . Si w(a) = (x, ε), significa que x = xa. Ahora bien R w(a) = F2(a), pero

F2a = (Ua, γa) = [X( , xa), X( , εa)X(S, S)] y

R w(a) = R(x, ε) = (Ux, γx) = (X( , xa), X( , ε)X(S, S)) .

En consecuencia εa = ε.
Por lo que w(a) = (x, ε) = (xa, εa) = w(a). i.e. w = w.
Aśı el cuadrado en (82) es un producto fibrado.
Finalmente, nos proponemos demostrar que la categoŕıaXS es isomorfa a una subcategoŕıa

plena de Cat∗(Set, (XS)po).
Combinando los diagramas en (81) y (82) obtenemos el producto fibrado

XS Cat∗(Set, (XS)po)

X Cat∗(Set,Xpo)

ΘR //

ES

��

[Cat∗∗(Set,JSpo )]op=T op

��

R
//

i.e. XS es pullback sobre la categoŕıa Cat∗(Set,Xpo); en este producto fibrado el funtor ΘR
es fiel y pleno, mientras que el funtor T op está dado por:

T op(F ) = JSpoF y T op(σ) = (Tσ)op = (JSpoσ)op .

Donde T = Cat∗∗(Set, JSpo) : Cat∗∗(Set, (XS)po) → Cat∗∗(Set,Xpo) es el funtor dado por :

T (F ) = JSpoF y T (σ) = JSpoσ .

Cualquier categoŕıa que también sea pullback sobre la categoŕıa Cat∗(Set,Xpo) necesariamen-
te ha de ser isomorfa a XS .
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Nuestra candidata es Γ, la subcategoŕıa plena de Cat∗(Set, (XS)po) que consta de aquellos
funtores U : Set→ (XS)po tales que UJSpo es representable.
Sean U, V : (XS)po → Set tales que UJSpo = X( , xU ) y V JSpo = X( , xV ). Por el LemadeY oneda
para cada σ : U → V existe un único morfismo fσ : xU → xV tal que JSpoσ = X( , fσ).
Ahora bien, tenemos a i : Γ → Cat∗(Set, (XS)po) el funtor inclusión; por otra parte definimos
al funtor π : Γ → X como:

U 7→ πU = xU y σ 7→ πσ = fσ .

Hallamos después de una simple inspección que el cuadrado

Γ Cat∗(Set, (XS)po)

X Cat∗(Set,Xpo)

i //

π

��

[Cat∗∗(Set,JSpo )]op=T op

��

R
//

es también un producto fibrado. De manera que se ha demostrado lo siguiente:

Teorema 6.6. La categoŕıa XS de álgebras de Eilenberg-Moore de una mónada (X,S)
en Cat es isomorfa a la subcategoŕıa plena Γ de la categoŕıa Cat∗(Set,Xpo), que consta de
aquellos funtores U : Set→ (XS)po tal que UJSpo es representable.
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