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Presentacion

Iniciaré este texto mostrando de manera indiscutible una de las gra-
ndes cualidades de la Teoria de Graficas, y no me refiero a aquellas, igual-
mente evidentes, concernientes a su belleza y elegancia (que como en
cualquier otro caso pueden ser consideradas cualidades subjetivas), no,
me refiero a su versatil capacidad de modelar problemas de cualquier
indole, ora de matematicas igualmente abstractas, ora de matematicas
financieras, ya sea de biologia o de ciencias de la computacién, teoria de
decisiones, teoria de juegosprobabilidad en fin. Comenzaré pues, plante-
ando de manera muy sencilla un problema cuya solucién, en contraste,
puede ser muy complicada de encontrar: el problema de cémo tomar una
decision
Y es que, aunque tomar una decision es quizd de las actividades que mas
asiduamente gusta el ser humano de realizar, también es una tarea la
mayor de las veces, sumamente dificil. ;Cémo elegir de entre un conjunto
de opciones distintas, la mejor?. Vaya pregunta. Restrinjamos primero el
problema de la eleccién a una sola persona o a un grupo cuyos integrantes
eligen por igual (el lector candoroso bien puede suponer que eso es posible
como consecuencia directa de la democracia o la cordura masiva, aunque
bien puede ser que la decisién undnime se deba a la imposicién de uno
o varios sobre los demds, lo cierto es que este no es el problema), para
después abordar el problema en su generalidad. Ahora bien, permitame el
lector filésofo omitir la discusién del significado de lo que es mejor, pues
ello depende del criterio que se considerard para hacer una eleccién, sin
embargo si aludiremos a la consistencia de aquel o aquellos que elegiran
(supondremos que su eleccién serd siempre igual y acorde con otras deci-
siones, es decir, que si se prefiere la opcién b sobre la opcién a, y se prefiere
la opcién ¢ sobre la opcidén b, entonces también se prefiere la opcion c¢ so-
bre la opcién a). Notemos que el problema de elegir la mejor opcién de
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v Presentacién

un conjunto {p1, pa, ..., Pn }, se simplifica si primero se hace la eleccién por
parejas, es decir, si para cualesquiera dos opciones distintas p; y pj, se
decide cuél es la mejor entre ellas (de esta manera puede establecerse un
orden parcial en el conjunto de opciones, bajo la relacién ”ser mejor”).
El lector puede ya dilucidar la digrafica que modela este problema: sea
D la digrafica cuyo conjunto de vértices es el conjunto de opciones en
entre las cuales se elegird la mejor, es decir {p1, p2,...,pn}, y diremos que
p; es adyacente hacia p; en la digréfica si y sélo si p; se prefiere sobre
p;. Si la digrafica es semicompleta (serd asi en el caso en que siempre
pueda elegirse de entre dos opciones la mejor) y transitiva (gracias a la
consistencia del que elige, como se mencioné antes) entonces existe un
vértice que representa a la opcién que es mejor que todas las demas, es
decir de exgrado cero, en otras palabras, siempre es posible determinar la
mejor opcién. Claramente no toda digrafica que resulta de modelar este
problema satisface las caracteristicas de ser transitiva y semicompleta (el
lector no puede negar que es casi imposible pedir que la congruencia sea
una constante al momento de tomar una decisién), asi que una pregunta
natural es si en toda digrafica se cumple que hay una mejor opcién en los
términos que hemos detallado®. Otro punto latente es que es usual que la
toma de decisiones no sea realizada por una, sino por varias personas que
no forzosamente acuerdan, de manera unanime, por una tinica opcion; con
el fin de modelar esta generalizacién del problema, dotamos de color a las
flechas de la digréfica y cada uno de ellos representara a cada una de las
diversas personas que estan realizando una eleccién. Lo interesante aho-
ra radica en saber qué propiedades de la digrafica coloreada por flechas,
aseguran que el problema tiene solucion. En esta tesis presentamos y de-
mostramos algunas.

El problema arriba planteado fue formalizado en el ambito de Teoria de
Juegos por Von Neumann y Morgenstern [?] y abordado por primera
vez en el contexto de Teoria de Graficas en la década de los setenta por
Claude Berge [?], quien dio nombre a la solucién: nicleo de la digrafica.
Un ntcleo de D es un subconjunto N C V(D) tal que para cualesquiera

1a respuesta, aunque negativa -basta pensar en el ciclo dirigido de longitud 3-,
da pie a toda una linea de investigacién encaminada a discernir condiciones suficientes
para la existencia de una solucién. Este no es el tema de la presente tesis, pero se invita
al lector a leer interesantes resultados en [?], [?], [?], [?], [?], [?], [?] entre otras
referencias.



dos vértices distintos en él, no existe una flecha entre ellos y ademéas de
cualquier vértice de la digrafica y que no pertenece a N, existe una flecha
hacia algtin vértice de V. Sin embargo en el problema antes planteado y
en el que se realiza una eleccién por parte de un conjunto de personas,
es menester generalizar el concepto de nicleo: si D es una digrafica m-
coloreada, un nicleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas es un sub-
conjunto N C V(D) tal que para cualesquiera dos vértices distintos en él,
no existe una trayectoria dirigida monocromatica entre ellos y ademaés de
cualquier vértice de la digrafica y que no pertenece a N, existe una trayec-
toria dirigida monocromatica hacia algtin vértice de N. En este modelo,
como se menciond antes, cada color representa a cada una de las personas
que estan realizando una eleccién. Asi, en el problema original, N es el
conjunto de mejores opciones para las m personas.

Se ha detallado una de muchas de las aplicaciones que el concepto de
ntcleo tiene. No es mi objetivo enfatizar y detallar aiin mas en ello, sin
embargo si el lector se muestra interesado en leer al respecto, no dude en
acudir a [?].

Lo que si encontrara el lector en las siguientes péaginas es el resultado
de una fructifera busqueda de condiciones suficientes que aseguren la ex-
istencia de un nucleo por trayectorias monocromaticas en digraficas m-
coloreadas especificas: los torneos. La bisqueda no es facil, pero eso no es
lo que nos congratula de nuestra pesquisa, sino la biisqueda en si misma
que nos ha permitido entender parte del comportamiento de las digraficas
con nucleo por trayectorias monocromaticas y que hacen ver, primero,
que nuestras condiciones son -permitame el lector abusar del lenguaje
coloquial-, sumamente amigables, pues permiten ser verificadas en tiem-
po polinomial, y segundo, que nuestras condiciones no son equivalentes ni
entre ellas ni con las condiciones ya existentes en referencias previas.
Con respecto a la estructura de esta tesis de maestria, es forzoso adelan-
tar el caracter de los capitulos que la conforman. La primer parte, que
son, por cierto, dos capitulos sin nimero y bajo el titulo de Preliminares
y Prefacio respectivamente, son, el primero, un breve compendio de los
conceptos bésicos de digréficas -el lector avezado en el tema puede, sin
vacilar, omitir su lectura-,y el segundo, una breve introducciéon al tema
de nucleos por trayectorias monocromaticas asi como una recapitulacion
de los resultados alrededor del mismo tema. El primer capitulo en sentido
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estricto, presenta un unico resultado que permite entender un compor-
tamiento general de las digraficas sin nucleo, y es que las digraficas que
carecen de ntcleo por trayectorias monocromaticas y sin ciclos de longi-
tud 3 de tres colores, tienen ciclos que cumplen caracteristicas muy pe-
culiares; este capitulo anuncia a los siguientes, que presentan condiciones
suficientes para la existencia de ntcleo por trayectorias monocromaéticas.
Tales condiciones hacen alusion a la existencia de determinadas subdigrafi-
cas y coloraciones de las mismas que dan titulo a cada uno de los ultimos
capitulos: Subdivisiones de ciclos, Subdigraficas de orden pequeno y Sub-
digraficas de orden k > 4. Las 1ltimas dos secciones son, una, destinada
a la Notacion utilizada a lo largo del texto y, finalmente, la Bibliografia.
Sin maés predambulos, iniciaré con la que no es sino la narracién de las
pesquisas que dotaron de sazén a mis dos anos de maestria y que clara-
mente serian una mezcla insipida de no ser por la creativa, paciente y
generosa mano de quien la dirigié, Hortensia Galeana Sanchez.



Preliminares

Este capitulo inicial tiene como objetivo presentar conceptos y re-
sultados bdsicos concernientes a digraficas. Se incluyen las pruebas de
algunos de los teoremas que serdan utilizados més adelante, sin embargo
también son incluidas las referencias a las que el lector puede acudir.

1. Digraficas. Conceptos béasicos

DEFINICION 1. Una digréafica D es la pareja (V(D), F(D)) tal que
V(D) es un conjunto no vacio de objetos llamados vértices y F(D) es un
conjunto de parejas ordenadas de vértices distintos denominadas flechas.
Una digrafica es de orden n si V(D) consta de n elementos. Cominmente
denotaremos por D a una digrafica y por razones de praxis evitaremos
mencionar que se trata de una digrafica, excepto en los casos en que se
realice un cambio de notacion.

A lo largo de la presente investigacion restringimos nuestro estudio
a digraficas simples (sin lazos). A continuacién algunas definiciones im-
prescindibles:

DEFINICION 2. Sea f = (u,v) flecha de D con u y v vértices de D.
Decimos que u y v son los extremos de f, u es el extremo inicial y v
es el extremo final. Diremos que u es adyacente hacia v y que v es
adyacente desde u en D.

DEFINICION 3. Sea v € V(D). El ingrado o grado interior de v en
D, denotado por 6, (v), es el nimero de flechas de D que inciden hacia
v . El exgrado o grado exterior de v en D, denotado por 6;5(1)), es el
nimero de flechas de D que inciden desde v (omitiremos el subindice en
caso de ser obvio a qué digrifica se estd haciendo referencia).

VII
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DEFINICION 4. H es una subdigréfica de una digréfica D si es una
digréfica tal que V(H) C V(D) y F(H) C F(D), y la denotamos por H C
D. Diremos que H es una subdigréafica propia de D si V(H) C V(D)
y F(H) C F(D) y la denotamos por H C D.

DEFINICION 5. Una subdigrafica H de D es generadorasi V(H) =
V(D).

DEFINICION 6. Si S C V(D) es no vacfo entonces la subdigrafica
DIS] inducida por S es la digrifica que tiene a S como conjunto de
vértices y cuyo conjunto de aristas consta de todas las flechas de D que
hacen adyacentes a vértices de S.

DEFINICION 7. Una flecha (z1,22) € F(D) es llamada asimétri-
ca (simétrica) si (22,21) € F(D) (resp. (22,21) € F(D)). La parte
asimétrica de D (resp. parte simétrica) denotada por Asim(D) (re-
sp. Sim(D)) es la subdigrafica generadora de D cuyas flechas son las
flechas asimétricas (resp. simétricas) de D. D es denominada una di-
grafica asimétrica si Asim(D) = D.

DEFINICION 8. La flecha (21, 22) € F(D) es llamada una S; So-flecha
siempre que z; € S;1 C V(D) y 22 € So C V(D). Denotaremos con
[21, 22]p a uno de las dos posibles flechas entre los vértices z1 y za.

DEFINICION 9. D es una digrafica transitiva si para cualesquiera
tres vértices u, v y w tales que (u,v) € F(D) y (v,w) € F(D), se cumple
que (u,w) € F(D).

DEFINICION 10. Si W es un camino dirigido entonces denotaremos
con £(W) su longitud. Si (z1, z2) € V(W) entonces (21, W, 22) es el z; zo-
camino dirigido contenido en W. Sea I C V(D) y z € V(D). Un zI-
camino es un zz-camino para algin x € I. Denotaremos con C), al ciclo
dirigido de longitud n.

A lo largo de la presente tesis omitiremos especificar que las trayec-
torias y ciclos a los que se hace alusion, son dirigidos todos.
2. Digraficas coloreadas

DEFINICION 11. Diremos que D es una digrafica m-coloreada si
sus flechas estan coloreadas con m colores. En particular diremos que D
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es bicolor si D es 2-coloreada y es a lo mas (al menos) k-coloreada si
para colorear sus flechas se hace uso de a lo més (al menos) k colores.

DEFINICION 12. Una digrdfica D es monocromadtica si todas sus
flechas tienen la misma coloracién, es casimonocromatica si con a lo
m&s una excepcién todas sus flechas tienen el mismo color, y es poli-
cromatica si D es al menos 3-coloreada.

DEFINICION 13. Sea D una digréfica m-coloreada. La cerradura por
colores de D, denotada por C(D), es una multidigréfica m-coloreada tal
que V(C(D)) =V (D) y F(C(D)) = {(u,v) de color i tal que existe una
uv-trayectoria dirigida de color ¢ contenida en D}.

3. Digraficas y subdigraficas importantes

Definiremos ahora digraficas sobre las cuales hemos realizado parte
de nuestra investigacién, para después presentar algunos resultados rela-
cionados a las mismas y cuya prueba se puede encontrar en la referencia
mencionada.

DEFINICION 14. Una digréfica es llamada semicompleta si para cua-
lesquiera dos vértices distintos u y v, al menos una de las flechas (u,v) o
(v, u) pertenece a D.

DEFINICION 15. Una digréfica semicompleta y asimétrica es llamada
torneo.

DEFINICION 16. Sea D un torneo. T C D es tridngulo si es una
subdigrafica de D inducida por tres vértices (i.e. T = C3 o bien T es un
torneo transitivo de longitud 3).

DEFINICION 17. Sea Cy, = (20, 21,---,2k = 20) € D. Una (a1, as,. . .,
ay)-subdivisién de Cj, m-coloreado es un ciclo C' de longitud Zleai y
de la forma Ule T;, donde T; es una z;z;1-trayectoria de longitud a;11
y del mismo color que (z;, z;+1) (las sumas serdn tomadas médulo k) que
cumple que T; N Tij41 = {zi41} y T; NT; = 0 para toda j € {i + 1,7 — 1}.
En particular si Cy = (20, 21,22 = 2z0) es bicolor, con (zg, 21) de color a
y (21,22 = zp) de color b, entonces una (2, k — 2)-subdivisién del Cs-
bicolor es un ciclo C' = T7 UTs, en donde 717 es una zpz;-trayectoria de
longitud 2 de color a y T, es una z; zs-trayectoria de longitud k—2 de color
b. Por igual si Cy = (2q, 21, 22, 23 = 2¢) es 3-coloreado, con (zp, z1) de color
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a, (21, 22) de color by (22,23 = zp) de color ¢, entonces una (1,1, %k — 2)-
subdivisién del C3 3-coloreado es un ciclo C' = T; UT5 UT3 en donde
Ty = (20,21), To = (21, 22) y T3 es una z9z3-trayectoria de longitud k — 2
y de color c.

DEFINICION 18. Una subdigrafica H of D serd llamada 7 si H con-
siste de una trayectoria (dirigida) de longitud k — 1, digamos (zo, 21, - . .,
zk—1), v la flecha (2o, zk—1).

DEFINICION 19. Sea 73=(z0, 21, 22) U (20, 22) € D 3-coloreado con
(20, 21) de color a, (21, z2) de color by (2o, 22) de color c¢. Una (1,1, k—2)-
subdivisién del 7; 3-coloreado es 7,=(zp,21,22) UT en donde T es
una zgzo-trayectoria de longitud k — 2 y color c.

DEFINICION 20. Una subdigrafica H de D serd llamada Sy, si H es la
union de dos trayectorias internamente ajenas 717 y Tb tales que la primera
es una trayectoria (dirigida) de longitud k — 2, digamos (29, 21, - - ., 2k—2),
y la segunda, una de longitud 2 de la forma (20, 2x—1, 2k—2)-



Prefacio. Niicleos por trayectorias
monocromaticas

Iniciaremos con un conjunto de imprescindibles definiciones para des-
pués abordar los antecedentes del problema que hemos planteado en la
presentacién: determinar condiciones suficientes para la existen-
cia de ntucleo por trayectorias monocromaticas en torneos m-
coloreados. Finalizaremos este capitulo con una nota importante relativa
a la forma en la que nos enfrentaremos a nuestro problema.

4. Definiciones
DEFINICION 21. I C V(D) es independiente si F'(D[I]) = O.

DEFINICION 22. N C V(D) es nicleo de D si es independiente y si
para todo z € V(D) — N existe una zN-flecha en D (una flecha de z a
algin elemento de N).

DEFINICION 23. D es niicleo perfecta si toda subdigrifica inducida
de D tiene nicleo, y es nticleo imperfecta critica si toda subdigrafica
inducida propia de D tiene niicleo y D no tiene ntcleo.

Resultados clasicos y del problema de existencia de ntcleos en una
digréfica pueden ser consultados en [?], [?], [?], [?], [?], [?]y [?)

DEFINICION 24. I C V(D) es independiente por trayectorias
monocromaticas si para todo u,v € I, u # v, no existe una trayectoria
monocromatica entre ellos en D.

DEFINICION 25. I C V(D) es absorbente por trayectorias mo-
nocromaticas si para todo z € V(D) — I existe una zI-trayectoria
monocromdtica en D (una trayectoria monocromdtica de z a algin ele-
mento de N).

XI
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DEFINICION 26. Se dice que N C V(D) es niicleo por trayectorias
monocromaticas de D si es independiente y absorbente por trayectorias
monocromaticas en D.

DEFINICION 27. Sea D una digréfica m-coloreada. La cerradura por
colores de D, denotada por C'(D), es la multidigrafica m-coloreada tal
que V(C(D)) = V(D) y F(C(D)) = {(u,v) de color i tal que existe una
uv-trayectoria dirigida de color ¢ contenida en D}.

Es tiempo ya de recrear la situacion en la que ha nacido esta historia:
los antecedentes.

5. Antecedentes

Estudiando los resultados relativos al concepto de nticleo por trayecto-
rias monocromaticas que hasta ahora se conocen, bien puede afirmarse que
existe una fuerte linea de investigaciéon impulsada por determinar condi-
ciones suficientes que aseguren la existencia de un nicleo por trayectorias
dirigidas monocromaticas en digraficas m-coloreadas, y es que definitiva-
mente no toda digrafica m-coloreada goza de tal propiedad (basta pensar
en el ciclo dirigido de longitud 3 y 3-coloreado) y la bisqueda de tales
condiciones, es ardua. La investigacion al respecto se ha dirigido en al-
gunos casos a ciertas clases de digréaficas, como son los torneos, las digrafi-
cas bipartitas y las k-partitas. En otros casos se ha examinado la posible
relacion entre algunas operaciones en digraficas m-coloreadas y la exis-
tencia de niicleos por trayectorias monocrométicas (por ejemplo, tal es el
caso de la digrafica de lineas y digrafica subdivisién de una digrafica m-
coloreada, o ciertos productos entre digréficas). También puede observarse
el interés por relacionar este concepto con algunas aplicaciones en Teoria
de Juegos, autématas y lenguajes, segin tengo nocién (ver [?], [?]). En
[?], Sawer et. al. probaron que para toda digréfica 2-coloreada se cumple
que su cerradura por colores, C'(D), es nucleo perfecta. En particular de-
mostraron que para todo torneo 2-coloreado existe un vértice v tal que
para cualquier otro vértice x de T existe una trayectoria monocromatica
de z a v (i.e. {v} es ntcleo de C(T)). En la misma referencia, los autores
plantearon el problema de determinar si un torneo 3-coloreado en el que
todo ciclo dirigido de longitud 3 es casimonocromatico, tiene la propiedad
de que su cerradura por colores es ntcleo perfecta.

Seis anos después, en 1988 Shen Minggang da una respuesta a la pregunta
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planteada por Sawer et.al. y mencionada en el parrafo previo. Minggang
pruebaen [?] que sia un torneo T se le pide no solamente que todo ciclo di-
rigido de longitud 3 sea casimonocromético, sino también que todo torneo
transitivo de orden 3 contenido en T sea, por igual, casimonocromatico,
entonces efectivamente C(T) tiene nucleo. El autor prueba ademds que
para el caso en que m > 5, las hipétesis arriba mencionadas, son justas,
de manera especifica se demuestra lo siguiente:

1: Para todo m > 5 existe un torneo m-coloreado que no tiene nicleo por
trayectorias monocromaéticas y tal que todo ciclo dirigido de longitud
3 es casimonocromatico, y

2: Para todo m > 5 existe un torneo m-coloreado que no tiene nicleo
por trayectorias monocromaticas y tal que todo torneo transitivo de
orden 3 es casimonocromaético.

En ese momento fueron planteados como problemas abiertos los casos en
que m= 3y m = 4 (si T es un torneo 3-coloreado tal que todo ciclo
dirigido de longitud 3 es casimonocromaético, entonces 7' tiene nicleo por
trayectorias monocromadticas), aunque el caso en que m = 4 fue probado
hace dos anos por Galeana-Sdnchez y Rojas-Monroy en [?]. Menester
es mencionar que la forma en la que aqui redactamos estos resultados,
haciendo uso de la cerradura por colores de D, no es la forma original en
la que fueron presentados en las referencias correspondientes, pero el peso
del concepto y su uso en los siguientes capitulos, lo justifica.

En 1994 en [?], Hortensia Galeana-Sénchez propone y prueba nuevas
condiciones suficientes para asegurar que la cerradura por colores de un
torneo m-coloreado es nicleo perfecta, algunas son las siguientes:

1: Todo ciclo de longitud 3 y 4 contenidos en T', son casimonocromaticos
(prueba ademds que tal condicién no implica ni es implicada por la
propuesta por Shen Minggang),

2: Todo ciclo de longitud 3 contenido en 7', es monocromatico.

Es en la misma referencia donde la autora introduce el concepto de cerra-
dura por colores de una digrafica m-coloreada y atin mas, la definicién de
ntcleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

En [?] Galeana-Sédnchez demuestra que las digraficas obtenidas de un
torneo eliminando una unica flecha, pertenecen a la clase de las digrafi-
cas tales que toda {C3, Cy}-m-coloracién libre es nicleo perfecta por
trayectorias monocrométicas (en donde una {C3, C4}-m-coloracién libre
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de una digréafica D es aquella coloracién de D tal que toda ciclo de lon-
gitud a lo méds 4 es casimonocromético). Mds tarde, con respecto a las
mismas digraficas, en [?] Galeana-Sdnchez y Garcia-Ruvalcaba prueban
que pertenecen a la clase de las digraficas tales que toda {C3,T5} — m-
coloracién libre es nicleo perfecta por trayectorias monocrométicas (en
donde una {C3,T5} — m-coloracién libre de una digrafica D es aquella
coloracién de D tal que toda subdigrafica inducida de D y de orden 3 es
casimonocromatica).

Galeana-Séanchez y Rojas-Monroy prueban en diversas referencias una
vasta serie de resultados, como se detallan a continuacion:

En [?] demuestran que la cerradura por colores de los torneos biparti-
tos m-coloreados cuyos ciclos de longitud 4 son monocromaticos, es una
digréfica nicleo perfecta, tiempo después en [?] dan a conocer una genera-
lizacion: todo torneo k-partito m-coloreado tal que todo ciclo de longitud
4 en él contenido sea monocromatico, cumple que su cerradura por colores
es nucleo perfecta. En [?] prueban que si el conjunto de colores asignado
a la vecindad interior de cada vértice de un torneo m-coloreado es menor
o igual a 2 y si ademds pasa una de las siguientes: a) m # 3 0, b) m =3
y T no contiene ciclos de longitud 3 3-coloreados; entonces T tiene nicleo
por trayectorias dirigidas monocrométicas. En [?]:

1: Demuestran que toda digrafica cuasitransitiva m-coloreada y tal que
todo tridngulo dirigido es monocromatico cumple que su cerradura
por colores en niticleo perfecta.

2: Proporcionan un contraejemplo al hasta entonces problema abierto
planteado en [?]: encuentran un torneo 4-coloreado donde todo C es
casimonocromadtico y tal que no tiene nicleo por trayectorias monocromaticas
(la prueba también se puede encontrar en [?]).

3: Prueban que todo torneo 3-coloreado tal que todo C3 es casimono-
cromético y todo vértice del torneo tiene vecindad a lo més bicolor
cumple que su cerradura es nicleo perfecta.

4: Justifican que si la digrafica m-coloreada D no tiene trayectorias di-
rigidas monocromaticas infinitas exteriores entonces la digrafica sub-
divisién, S(D), tiene ntcleo por trayectorias monocromaticas.

5: Si D no tiene trayectorias monocromaticas infinitas exteriores ni ciclos
monocrométicos, entonces S(D) tiene un tinico nicleo por trayectorias
monocromaticas.
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Hahn et al. demuestran en [?] que si para algin s > 3, todo ciclo de
longitud s contenido en T' es casimonocromdtico y todo ciclo contenido
en T de longitud ¢ < s es a lo més 2-coloreado, entonces 7" tiene nicleo
por trayectorias monocromaéticas.

Algunos de los resultados que se presentan en [?] (en particular me refiero
a los tltimos dos arriba mencionados, con numeracién 4 y 5) responden
a la pesquisa de relacionar varias operaciones en digréficas m-coloreadas
con la existencia de nicleos por trayectorias monocromaticas. En la misma
linea, cuatro anos antes, Galeana-Sanchez y Pastrana-Ramirez definieron
una m-~coloracién especifica para la digrafica de lineas de una digrafica m-
coloreada y probaron en [?] que bajo ciertas condiciones de la digréfica,
el numero de nucleos por trayectorias monocromaticas de la digrafica de
lineas bajo la m-coloracién dada, es igual al niimero de nucleos por trayec-
toria dirigidas monocromaticas de la digrafica original. El ano pasado, 1.
Wloch probé en [?] condiciones suficientes y necesarias para la existencia
de nicleos por trayectorias monocromaticas en un determinado produc-
to (que denomina la D-unién) de digréficas, condiciones suficientes para
que ese mismo producto sea una digrafica nicleo perfecta por trayectorias
monocromaticas y ademas calcula el niimero total de ntcleos por trayec-
torias monocromaéticas en el mismo.

Finalmente P. Arpin y V. Linek le asocian a una digrafica D una multi-
digrafica G cuyas flechas estan coloreadas con los vértices de D, denotan
como un D-camino a un camino en G si colores consecutivos también
forman un camino en D y definen a) un D-sumidero como un conjunto
de vértices en G con la propiedad de ser absorbente por D-caminos y b)
un conjunto D-independiente (resp. independiente) como un conjunto de
vértices de G tal que para cualesquiera dos vértices en él no existe un
D-camino (resp. una flecha) entre ellos. Denotan con By (resp. Bs) a la
clase de las digraficas finitas D cuyas gréficas coloreadas por flechas G
siempre tienen un D-sumidero independiente (resp. D-independiente) y
por B; a la clase de los torneos que siempre tienen un D-sumidero (de un
Unico vértice). Los autores dan una clasificacién de la clase By, realizan
algunas observaciones con respecto a la clase Bs y muestran la contencién
estricta (Bs & Ba & By).



XVI Prefacio. Nucleos por trayectorias monocromaticas

6. Notas importantes

Nosotras, en la presente tesis, exponemos nuevas condiciones sufi-
cientes para asegurar la existencia de nicleos por trayectorias dirigidas
monocromaticas en torneos m-coloreados, para cada una de ellas justifi-
camos que no son implicadas por otras condiciones y ademas presentamos
una serie de problemas abiertos relacionados.

Es importante mencionar nuevamente que una de las caracteristicas que
justifican a nuestras condiciones, radica en que son condiciones que pueden
verificarse en tiempo polinomial, pues basta recurrir a alguno de los ya
numerosos algoritmos de biisqueda de ciclos de orden pequeno o a alguna
modificacién de los mismos para detectar otras subdigréaficas como son
los 7; v los Sg.

Por otra parte, recordemos que en los Antecedentes fue mencionado que
en [?] Hortensia Galeana-Sanchez introdujo la definicién que se ha pre-
sentado previamente a inicio de este capitulo, la cerradura por colores de
una digrafica. Con ese concepto se logra dilucidar con notable claridad
el comportamiento de los torneos m-coloreados con relacién a la posible
existencia de nicleos por trayectorias (dirigidas) monocrométicas y es que
gracias al concepto de la cerradura por colores logra hacerse abstraccion
de la digrafica rescatando solamente la informacién relativa a las posibles
trayectorias monocromadticas (y por consiguiente, a la posible existencia de
nicleos por trayectorias monocromaticas en la digrafica), como se prueba
a continuacion.

LEMA 1. Sea D una digrdfica m-coloreada. N es nicleo de C(D) si
y solo si N es nucleo por trayectorias monocromdticas de D.

DEMOSTRACION. N es un conjunto independiente en C'(D) si y sélo
si para cualesquiera ny y ns vértices distintos de IV no existe flecha entre
ellos en C(D), lo cual es cierto si y s6lo si no existe una trayectoria
(dirigida) monocromética entre tales vértices en D. Por otra parte N es
absorbente en C(D) si y sélo si para cualquier vértice n € V(C(D)) — N
existe flecha hacia un vértice de IV, lo cual se cumple si y sélo si existe
una nN-trayectoria (dirigida) monocromética D. O

LEMA 2. Si C(D) es nicleo perfecta entonces D tiene nicleo por
trayectorias monocromdticas.
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DEMOSTRACION. C(D) es niicleo perfecta asi que toda subdigrafica
inducida de C(D) tiene niicleo, en particular C(D), asi que se sigue del
Lema anterior que D tiene nicleo por trayectorias monocromaticas. [
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Un Lema de gran utilidad

Claude Berge y Pierre Duchet probaron en [?] que la propiedad de
una digrafica semicompleta de ser nucleo perfecta es equivalente a ase-
gurar que todo ciclo contenido en tal digrafica tiene al menos una flecha
simétrica. Note el lector entonces que si suponemos que una digrafica no
es nucleo perfecta entonces se sigue del resultado mencionado que existe
al menos un ciclo en la misma con la peculiar caracteristica de estar total-
mente contenido en la parte asimétrica de la digrafica en cuestién. Ahora
bien, si aplicamos este resultado a la cerradura por colores de un torneo
m-coloreado y agregamos ademds la caracteristica de que tal torneo no
tiene ciclos de longitud 3 y 3-coloreados, obtenemos una clara imagen del
comportamiento de las digraficas con estas propiedades, como se prueba
en el siguiente Lema ?7. No obstante antes de presentarlo enunciaremos
el resultado ya antes probado por Berge y Duchet en [?]:

TEOREMA 1. [?] Sea D una digrdfica. Si todo ciclo contenido en D
tiene al menos una flecha simétrica entonces D es nucleo perfecta.

LEMA 1. Si T es un torneo m-coloreado sin Cs 3-coloreado y tal que
C(T) no es nicleo perfecta, entonces existe un ciclo v = (29,21,22 =
0,1,2,...,p=2z0) C C(T) que cumple las siguientes propiedades:

a) {(v) =4

b)vCT

¢) (z0,21) € F(T) es de color a, (z1,22) € F(T) es de color b y
existe . = (22 =0,1,2,...,p = z0) (p > 2), una z2zo-trayectoria

en T de color ¢, con a #b, b # ¢, a # ¢, digamos que a=rojo,
b=azul, c=negro.

d) No existe una zzo-trayectoria monocromdtica en T y no existe
una ze21-trayectoria monocromdtica en T'.

e) (z2,20) & F(T) (y por lo tanto (29, 22) € F(T)).

1



Un Lema de gran utilidad

f) Todas las flechas entre z1 y los vértices internos de o son de
color distinto de negro.

DEMOSTRACION. Como C(T) no es niicleo perfecta entonces por el

Teorema ?7, existe un ciclo I' C Asim(C(T)).

Sea I' = (20, 21,22, - - -, Zn—1, 2n = 20) un ciclo de longitud minima con la
propiedad de estar totalmente contenido en Asim(C(T)).

A continuacion seran probadas diversas afirmaciones respecto a I':

1:

2:

3:

4:

{T)=n>3.

La digrafica no admite lazos (n # 1) y I' no tiene flechas simétricas
(n #2).

rcrT.

Procediendo por contradiccién, supongamos que existe (zj;, zj41) €
F(T) tal que (zj,zj4+1) € F(T). T es torneo, asi que (zj41,2;) € F(T)
y por definicién de C(T') se sigue que (241, 2;) € F((C(T)), de donde
(2j,2j41) € F(Sim(C(T)) NT'), contradiccién.

(20,21) € F(T) es de color a, (z1,22) € F(T) es de color b y existe
a=(2=0,1,2,...,p=2) (p > 2), una z9zp-trayectoria de color ¢;
concona#b, b#cyac.

Observemos primero que I' no es monocromético, de lo contrario en
particular la trayectoria

(207217 22y n Zn—l)

es monocromdtica y por definicién de C(T), (20,2n—-1) € F(C(T)),
de donde (zp—1,20) € (Sim(C(T)) NT), contradiccién. Por lo tanto
I' no es monocromaético, asi que existen dos flechas consecutivas con
diferente color. Sin pérdida de generalidad digamos que (29, 21) € F(I')
es rojay que (z1,22) € F(I') es azul.

Para todo z;, z; € V(T') tales que j & {i — 1,7 + 1}, se cumple que
{(26,23), (3, 4)} € F(C(T).

Sean z;, z; € V(I') tales que j & {i — 1,7+ 1}. Tenemos que (z;,2;) €
F(T) o (zj,2z;) € F(T) (T es torneo), sin pérdida de generalidad
supongamos que (z;, z;) € F(T). Entonces

/
I = (2, 25, Zj415 Zj42s - -5 Zim15 %i)

es un ciclo de longitud menor que la longitud de T', por lo tanto
"¢ Asim(C(T)) y se sigue que (z;, zj)€ F(Sim(C(T)), es decir,
{(z2i,2)), (2, 2)} € F(C(T)).
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(ZQ, Zo)g F(T)

[22, z0]T pues T es torneo. Si (z2, z9)€ F(T') entonces existe
Cs3 = (20,21, 22,20) € T,

el cual no es 3-coloreado por hipétesis, de donde (z2,20) € F(T) es
roja o azul. Si es roja entonces (22, 29, 21)C T es una z32;-trayectoria
monocromatica y (z1, z2)€ F(Sim(C(T))UT), contradiccién. Si (z2,
20)€ F(T) es azul entonces (z1, 22, 20)C T es una 2z zp-trayectoria
monocromatica y (2q, 21)€ F(Sim(C(T)) UT), contradiccién. Por lo
tanto (zz2, z0)¢ F(T).

Ahora bien, (22, z0)€ F(C(T)) (inciso 4), por lo tanto existe una zpz;-

6:

trayectoria monocromatica contenida en T de longitud al menos 2
(inciso 5). Sea

a=(22=0,1,2,...,p=20) CT

una zgz1-trayectoria monocromatica de longitud minima (p > 2).

«a no es roja ni azul.

Si «r es roja entonces alU(zg, z1) es una z9z;-trayectoria monocromati-
ca contenida en T'y (22, 21) € F(Sim(C(T))NI'), contradiccién. Si «
es azul entonces (zl ,zg)Uag T es una 21 zp- trayectoria monocromatica
v (21, 20)€ F(Sim(C(T))NT), contradiccion.

Sin pérdida de generalidad supongamos que « es negra.

T

21 V(o).
En otro caso z1€ V() y (22, a, 21) es una zoz;-trayectoria monocro-
mética contenida en Ty (z1, 22)€ Sim(C(T)), contradiccidn.

Sea v = (20, 21, 22) Ua. Claramente v es un ciclo que satisface las primeras

8:

9:

tres propiedades enunciadas en el Lema. Concluiremos la prueba con
las siguientes dos afirmaciones:

No existe una zjzg-trayectoria monocromatica en 7' y no existe una
Zoz1-trayectoria monocromatica en 7T'.

Consecuencia de que {(zo, z1), (21, 22)}C Asim(C(T)).

Todas las flechas entre z; y los vértices internos de « son de color
distinto de negro.

Si existe i, 1 <4 < p—1tal que (i,21) € F(T) es negra (respectiva-
mente (21, )€ F(T')), entonces

(22 =0,0,9) U (i,21) CT
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(respectivamente (z1,7)U(4, @, 20)) es una zez1-trayectoria monocro-
mética (respectivamente una zjzp)-trayectoria monocromadtica), una
contradiccién.

O
Concluimos asi esta pequena seccién en la que proporcionamos lo

suficiente para entender con gracil naturalidad los resultados que a con-
tinuacion presentaremos.



CAPITULO 2

Subdivisiones de ciclos

En esta seccion presentamos dos resultados que prueban que si T es
un torneo m-coloreado por flechas que no contiene determinadas subdivi-
siones de ciclos entonces tal torneo tiene nicleo por trayectorias monocro-
maticas. El primer resultado generaliza la bien conocida condiciéon de Shen
Minggang probada en 1988 en [?], mientras que el segundo generaliza un
resultado publicado por Hahn et al. en 2004 en [?].

1. Resultados
1.1. Condicién I.

DEFINICION 1. Sea T un torneo m-coloreado. Diremos que T tiene la
propiedad PIj si cumple una de las siguientes condiciones:
a) Todo tridngulo en T es casimonocromético (y por tanto a lo més bi-
color), o bien
b) Para algin entero fijo k>4 se cumple que todo ciclo CxCT es a lo més
bicolor y no es una (2, k — 2)-subdivisién de Cs- bicolor
y si ademés todo ciclo C;CT (t < k) es a lo més bicolor (de manera que
no es policromatico).

TEOREMA 1. Sea T un torneo m-coloreado. SiT satisface la propiedad
Py, entonces C(T') es una digrdfica nicleo perfecta.

DEMOSTRACION. Si T satisface la condicién a) entonces el resulta-
do se sigue como consecuencia directa del Teorema de Shen Minggang.
Supongamos entonces que la condicién a) no se cumple mas no asi la
condicién b). Procediendo por contradiccién supongamos ahora que C(T")
no es nucleo perfecta. Entonces se sigue del Lema 77 la existencia del
ciclo v = (20, 21, 22 = 0,1,2, ..., p = zp) el cual satisface las propiedades
(a) to (e) del Lema mencionado.
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1: p>Fk—2.

De la propiedad c) del Lema ?7 se tiene que 7 es 3-coloreado, entonces
se sigue de la hipétesis del Teorema 1 que p > k — 2.

2: Paratoda i, p—(k—2) > i > 0, se cumple lo siguiente: si (z1,1) € F(T)
entonces para toda j, p>i+j(k-2)>i, se tiene que (z1, i+j(k-2)) € F(T).
Sea i tal que p — (k —2) > i > 0 y supongamos que (z1,i) € F(T).
Si existe 7, p > i+ j(k — 2) > 4, tal que (21,7 + j(k —2)) & F(T)
entonces sea

jo=min{j |p>i+jk—2)=i y (z,i+j(k—2))¢F(T)}

Como T es un torneo entonces (i + jo(k —2),21) € F(T) y se sigue de
la eleccién de jo que (zl,z —|— Jo(k —2)—(k—2)) € F(T) (observe el
lector que ¢ + jo(k —2) — 2) > i ya que (z1,4) € F(T)), entonces
existe

Cr = (2150 + Jo(k —2) = (k= 2)) U (i + jo(k — 2) — (k - 2),«
it jo(k—2)U(i+jo(k—2),20) CT

)

y es a lo mds bicolor por hipdtesis de manera que (21,4 + jo(k — 2) —
(k—2)) vy (i+jo(k—2), 2 ) tienen ambas el mismo color y distinto de
negro (Lema ?7-f). Entonces Cj es una (2, k — 2)-subdivisién de Cs-
bicolor, una contradiccién. Podemos entonces concluir la afirmacion.

3: Para cada i tal que p > i > k — 2 se cumple que: si (i,21) € F(T)
entonces para toda j tal que p — (k —2) > ¢ — j(k — 2) > 0 se cumple
que (i —j(k—2),z1) € F(T).

Seaitalquep>i>k—2e (i,z1) € F(T). Si existe j,p— (k—2) >
—j(k—=2) > 0, tal que (i—j(k—2),21) & F(T), entonces consideremos

jo=min{j|p—(k—2)>i—jk—2)>0 e
(i—jk—2),21) ¢ F(T)}.

Como en el inciso anterior se tiene que (z1,7 — jo(k — 2)) € F(T) (ya
que T es un torneo) de manera que

(21,0 = Jo(k =2) + (k= 2) =i — (jo — 1)(k = 2)) € F(T)

(consecuencia de (2) dado que p — (k — 2) > i — jo(k — 2) > 0), con-
tradiciendo la eleccion de jo.
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Figura 1: Si (21,1) € F(T) e (i + jo(k — 2),21) € F(T)

Finalizaremos la prueba analizando los siguientes dos casos:

Caso A. p = m(k—2), con m € Ny m > 2 (recuerde el lector que
p>k—2).
(21, 22 = 0) € F(T) asf que el inciso (2) implica que (z1,p— (k—2)) €
F(T). Entonces existe C, = (z1,p — (k—2))U(p — (k —2),a,p =
20) U (20,21) € Ty dado que es un ciclo a lo més bicolor por hipdtesis
entonces (z1,p — (k — 2)) € F(T) es de color rojo (no es negra segin
el Lema ?7-f). Por lo tanto

Cr = (21,0 = (k=2))U(p—(k—=2),a,p=2)U(20,21) €T

es una (2, k — 2)-subdivision of Cs-bicolor, contradiccién.
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CasoB.p=m(k—2)+r,conm,re Nym>1yk—-2>r>0.

4: (z1,p—r) € F(T) y es de color rojo.
(21, 22 =0) € F(T) asi que (z1,m(k —2) =p—r) € F(T) (inciso 2).
Entonces

Ci=(z1,p—1)U(p—r,0,p=20)U(20,21) CT

es un ciclo de longitud ¢ = r 4+ 2 (¢ < k) y es a lo mds bicolor por
hipétesis, por lo tanto (z1,p —r) € F(T') es negra o roja, pero segin
el Lema ?7-f tal flecha no puede ser negra.

5: (r,z1) € F(T) y es azul.
Como (29, 21) € F(T) entonces se sigue del inciso (3) que (p — m(k —
2) =r,z1) € F(T). Existe entonces el ciclo

Ci=(21,22=00U(0,a,p—m(k—2)=r)U(r,z1) CT
el cual tiene longitud ¢t = r+2 < k y es a lo més bicolor por hipétesis,
de manera que (r,z1) € F(T) es de color negro o azul. Ahora bien, se
sigue del inciso (f) del Lema ?? que (r,21) € F(T) es de color azul.
6: (zo,r) € F(T).
Si (r,2z9) € F(T) entonces existe
Cs = (r,20,21,22=0)U (22 =0,0,7) C T
ciclo de longitud s = r + 3 < k y el cual es 3-coloreado (ndtese que
k>4yk—3>r>1), una contradiccién.

Existe entonces
Oq = (ZO :p,r,zl,p—r) U (p-T,Oé,ZQ) g T

es cual es 3-coloreado (es importante que el lector note que dado que
r < k — 3 entonces ¢ < k).
Esta contradiccién finaliza la prueba. O

COROLARIO 1. El Teorema 1 generaliza el Teorema B de Hahn et.
al. (véase el Prefacio, seccion Ancecedentes, y el Apéndice)
1.2. Condicién II.

DEFINICION 2. Sea T un torneo m-coloreado. Diremos que 1" satisface
la propiedad PIIj para algun entero fijo k > 3 si:
a) no existe alguna (1,1, k — 2)-subdivisién de C3 3-coloreado en T,
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Figura 2: Conclusién del Caso B

b) no existe alguna (1,1, k — 2)-subdivisién de 73 3-coloreado en T' y
¢) no existe alguna (1,1,¢ — 2)-subdivisién de C3 3-coloreado en T, con
t<kyt>3.

TEOREMA 2. Sea T un torneo m-coloreado. SiT satisface la propiedad
PIIy, entonces C(T) es una digrdfica nicleo perfecta.

DEMOSTRACION. Procederemos por contradiccién. Supongamos que
C(T) no es nicleo perfecta. Entonces se sigue del Lema ?? que existe un
ciclo

Y= (ZOaZhZQ :071a25"'ap: ZO)
que satisface las propiedades enunciadas en el mismo.
1:p>k—2.

Sip =k—2 entonces yC T es una (1,1, k — 2)-subdivisién de un C3 3-

coloreado en T', una contradicciéon. Por otro lado, si p < k—2 entonces
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entonces v C T es una (1, 1,¢)-subdivisién de un C35 3-coloreado en T°
(nétese que p + 2 < k), nuevamente una contradiccion.

2: Para cada ¢ tal que p — (k — 2) > ¢ > 0 se cumple lo siguiente: si

[21,4]7 tiene color a (observe el lector que a # negro segin el Lema
?77?-f) entonces para toda j tal que p > i+ j(k — 2) > ¢ se tiene que
[21,7 4 j(k — 2)]r tiene color a.

Probaremos esta afirmacién por induccién sobre j. Sea i fijo, con 0 <
i<p—(k—2).

Para j = 1 supongamos, por contradiccién, que [z1, |7 tiene color ay
que [z1, i+ (k—2)]r tiene color b, con a£b. Ahora bien, si (21,7) € F(T)
y (z1,1+ (k—2)) € F(T), entonces

Ty = (21,8) Uy, i+ (k—2))U(21,i+ (k—2)) CT

es una (1,1, k — 2)-subdivisién de un T3 3-coloreado en T, contradi-
ciendo la hipétesis del Teorema. Si en cambio (z1,4) € F(T) y (i +
(k—2),2) € F(T), entonces

Cr=(21,9)U, i+ (k=2)U(+(k—2),21)CT
es una (1,1, k —2)-subdivisién de un C3 3-coloreado en T', nuevamente

una contradiccién. Si (4, z1) € F(T) y (21,14 (k—2)) € F(T), entonces
existe

Sk =(i,z1,i + (k—=2))U({,a,i+ (k—2))CT
que es una (1,1, k — 2)-subdivisién de un T3 3-coloreado en T, una

contradiccién. De otro modo si (4, z1) € F(T) e (i+(k—2), 21) € F(T),
entonces

Ty = (i,oi+ (k—2)U(i+(k—2),z1)U(4,21) CT

es una (1,1, k—2)-subdivisién de un T3 3-coloreado, una contradiccién
de nuevo.

Supongamos que la afirmacién se cumple para j =n (p — (kK —2)) >
i+nk—2)>i).Paraj=n+1(p>i+(n+1)(k—2)>i+(k—2))
procedemos como en la base de induccion.

3: Para cada i tal que p > i > k — 2 se cumple lo siguiente: si [z1, ]

tiene color a (a # negro), entonces para cada j tal que p — (k —2) >
i —j(k —2) > 0 se tiene que [21,i — j(k — 2)]r tiene color a.

Procederemos por induccién sobre j. Sea i fijatal quep > ¢ > (k—2) y
[21, 4] tiene color a. Para j = 1 si suponemos que [z1,i—(k—2)]r es de
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Figura 3: Si [21,]7 es de color a #negro y [i + jo(k — 2), z1] es de color
b, con b # a y b #negro

color b con a # b, entonces se sigue del inciso anterior que [z1, é|1 tiene
color b, lo cual es una contradiccién, asi que la afirmacién se cumple
para j = 1. Supongamos que la afirmacién es cierta para j = n (note-
mos que p— (k—2) > i—n(k—2) > k—2). Ahora bien, para j = n+1
(p—2(k—2) > i—(n+1)(k—2) > 0) si [z1,p— (n+1)(k—2)]r es de color
b, entonces es consecuencia del inciso anterior que [z1,p — n(k — 2)|r
tiene color b, nuevamente una contradiccién ya que [z1,p —n(k — 2)|r
es de color a por hipétesis inductiva.

Dependiendo la longitud de « resta analizar los siguientes casos:
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Caso A.p=m(k—2) comm e Nym>2(p>k—2 por el inciso
1).
(21,20 =0) € F(T) es azul y [z1,p — (k — 2)]r es también azul segin
el inciso 2). Ahora bien, si (21,p — (k — 2)) € F(T) entonces

Ck = (p = 20,%1,P — (k_2)) U (p_ (k_ 2),0&,[): ZO) cT
es una (1,1, k — 2)-subdivisién de C3 3-coloreado en T'. En cambio, si
(p—(k—2),21) € F(T), entonces existe
Ty =(p—(k—2),a,p=2)U(p=20,21)U(p—(k—2),21) CT,

el cual es una (1,1, k — 2)-subdivisién de un T3 3-coloreado en T'. En
ambos casos hemos obtenido una contradiccién, la que nos permiten
afirmar que el Caso A es imposible.

Figura 4: Caso A. Si (p — (k—2),21) € F(T) y es azul
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CasoB.p=m(k—2)+r,conm,re NNm>1yl<r<k-—2.

4: (p—r,z1) € F(T) y es azul.
(21,22 =0) € F(T) y es de color azul asi que [z1,m(k—2) = p—r]r es
también azul (consecuencia del inciso 2). Si (21, p—r) € F(T) entonces
existe

Ct = (Zl,p*’f’) U (p*T,Oé,p: ZO) U (ZOazl) g T

(t < k), el cual es una (1,1, ¢ — 2)-subdivisién de C3 3-coloreado en T,
una contradiccién. Por lo tanto (p —r, z1) € F(T) y es de color azul.
Sean h = (k—2) —r, Ay = {j(k—2) |m > j >0}, Ao = {p— j(k — 2) |
m>j >0}y A= A; UAs. Observe el lector que AjNA>=0 ya que
0<r<k-—2.
5: Para toda ¢ € A se cumple que (z1,4) € F(T).
Procediendo por contradicciéon definamos primero

f=min{ue A|(u,z1) € F(T)}

(f > 0 ya que (21,0) € F(T)). Definamos ahora f — h = w siempre
que f € Ay y f—r = w siempre que f € As. Entonces se sigue de
la definicién de f que (z1,w) € F(T') (nétese que si f € A; entonces
w € Az y que si f € A entonces w € Ay).

Ahora, si f € Ay entonces w € Aa, (f,21) € F(T) es azul (consecuen-
cia de que (z1,22) € F(T) es azul y por el inciso 2) y (z1,w) € F(T)
es de color rojo (esto porque (zg, z1) € F(T) es roja y por el inciso 3).
Entonces existe

Cy=(f,21)U(zr,w)U (w,a, f) CT

(h < k — 2 asf que ¢t < k) que resulta ser un ciclo 3-coloreado, lo cual
es una contradiccion.

Analogamente, si f € Ay entonces w € Ay, (z1,w) € F(T) es azul (ya
que (z1,22) € F(T) es azul y por el inciso 2) y (f,z1) € F(T) es roja
(pues (29, 21) € F(T) es roja y por el inciso 3). Entonces

Ci=(f,z1)U (z21,w)U(w,a, f{) C T

(t < kyaquer < k—2)esun ciclo 3-coloreado, obteniendo una
contradicciéon de nuevo.

En particular se sigue del inciso anterior que (z1, p—r = m(k—2)) € F(T),
contradiciendo el punto 4).

O
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Figura 5: Caso B. Si f € A,

COROLARIO 2. El Teorema 2 es una generalizacion del Teorema de
Shen Minggang (ver la seccion de Antecedentes en el Prefacio y el Apéndice).

2. Observaciones

A continuacién se realizaran una serie de afirmaciones relativas a como
se relacionan los Teoremas presentados en este capitulo con algunos de
los ya conocidos previamente y mencionados en el Prefacio de esta tesis.
Para facilitar al lector la identificacién de tales Teoremas, puede hacerse
uso del anexo en donde se incluye una tabla con esa informacién.

OBSERVACION 1. Si en el Teorema 1 solamente se pide que todo Cj,C
T sea a lo mds bicolor y no sea una (2, k — 2)-subdivisién de Cs-bicolor



2. Observaciones 15

Figura 6: Caso B. Si f € A,

(es decir, se omite la hipdtesis de que todo C; C T (t < k) es a lo més 2-
coloreado, segin la definicién 1), entonces el resultado enunciado es falso.

DEMOSTRACION. Como prueba, considérese el torneo D de orden 4
de la Figura 7-izq. Existe C; = (1,2,3,1) C D (3 =t < k = 4) que es
3-coloreado y, aunque todo Cj, C D es a lo mas 2-coloreado (k=4) y no es
una (2,k — 2)-subdivisién de Cs-bicolor (lo cual se cumple por vacuidad),
se puede observar que D no tiene ntcleo por trayectorias monocromaticas.
Notese que podemos construir de manera recursiva una familia infinita de
contraejemplos de la siguiente forma: sea D,, el torneo de orden n con
V(D,) = {1,2,3,...,n} y F(D,) = F(Dy_1) U{(n,i) de color a,i €
{1,2,...,n —1}} . La figura 7a-der. muestra un ejemplo para n =6. [
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OBSERVACION 2. Si se omite la tiltima hipStesis ¢) en el Teorema 2
(ver definicién 2), entonces el resultado es falso (considere el torneo de la
Figura Ta y el argumento de la observacién anterior).

Figura 7: Observacion 1.

OBSERVACION 3. Las condiciones de Shen Minggang y de Galeana-
Sanchez no implican las condiciones de los Teoremas 1 y 2.

DEMOSTRACION. Observe la Figura 8:

1: La Condicién II no implica la condicién de Shen Minggang:

para probarlo considere el torneo T de la Figura 8a.T cumple las
hipotesis de la condicion IT para k=5: ndtese que si existe una subdi-
grafica S C T 3-coloreada, con S =7 0 S = C, (s < k = 5), entonces
{(20, 21), (22, 21)}C F(S), por lo tanto S # Cf; ademds no existe una
zgzs-trayectoria de longitud mayor o igual que 2 y no existe una zgzs-
trayectoria de longitud mayor o igual que 2, por lo tanto S = 7. Sin
embargo existe T3=(z4, 22, 21)U(z4, 21)C T 3-coloreado (de manera
que la condicién de Shen Minggang no se cumple).
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: La condicién de Shen Minggang no implica la condicién II:

Sea T un torneo 3-coloreado y de orden 6, como se muestra en la
Figura 8b. Todo C3 C T y todo 73 C T son a lo més bicolores (nétese
que si existe S C T 3-coloreado, con |V(S)|=3, entonces {(zo, 21),
(21, 22)}C F(S) o bien {(z0, 22), (21, 22)}C F(S) y en cualquiera
de los dos casos S # 73 y S # (), sin embargo existe Cs=(z0,
21, 22 = a,b,c,de = z9) C T, una (1, 1, k-2)-subdivisién de Cj
3-coloreado, de manera que la condicién II no se cumple.

: La condicién de Galeana-Sanchez no implica la condicién II:

Considérese el torneo T' que se muestra en la Figura 8c.
La Condicién IT no implica la condicién de Galeana-Sanchez:
Para demostrarlo basta exhibir el torneo de la Figura 8d.

: La Condicion I no implica la condiciéon de Shen Minggang:

Sea T el torneo 3-coloreado de orden 4 de la Figura 8e.Nétese que no
existen ciclos contenidos en T (pues d(z4)=0), asi que las hipStesis
de la condicién I se cumplen por vacuidad, y existe 73 = (21, 22, 23) U
(21, z3) 3-coloreado.

: La condicién de Shen Minggang no implica la Condicién I:

Considere la digrafica de la Figura 8f: todo tridngulo es 2 coloreado
pero existe C' = (z9,21,0,1,2,3,4) una (1,1,k-2)-subdivisién de Cj
3-coloreado, con k=6.

La Condicién I no implica la condicién de Galeana-Sanchez:

Para demostrarlo basta exhibir la digréfica de la Figura 8g que cumple
las hipétesis de la Condicién I y no cumple las hipdtesis de la condicién
del Teorema de Galeana-Sénchez (existe Cy=(20, 21, 22, 23, 24=20) C
T no casimonocromdtico).

: La condicién de Galeana-Sénchez no implica la condicién I:

Considérese el torneo T' de la Figura 8hen el que todo C4yCT es casi-
monocromatico y existe una (1, k-2)-subdivisién de Cy-bicolor, a saber
(Z(), 21, B2, R34, %4, Z5=ZQ).

|
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Figura 8: Observacién 3
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Figura 9: Observacién 3
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3. Problemas Abiertos

PROBLEMA ABIERTO 1. Sea T un torneo m-coloreado. Si existe un
entero fijo k > 3 tal que todo Cs C T (s < k) es a lo més bicolor, entonces
C(T) es nucleo perfecta.

PROBLEMA ABIERTO 2. Sea T un torneo m-coloreado. Si existe un
entero fijo k > 3 tal que T no contiene ni (1,1, k — 2)-subdivisiones de Cj
3-coloreado ni (1,1,t — 2)-subdivisiones de C5 3-coloreado (3 < t < k),
entonces C(T') es nicleo perfecta.

PROBLEMA ABIERTO 3. Sea T un torneo m-coloreado. Si existe un
entero fijo k > 3 tal que T no contiene ni (1, 1, k — 2)-subdivisiones de T3
3-coloreado ni (1,1,t — 2)-subdivisiones de C5 3-coloreado (3 < t < k),
entonces C(T') es nicleo perfecta.



CAPiTULO 3

Subdigraficas de orden pequeno

En esta seccién presentamos tres nuevas condiciones suficientes para
la existencia de ntcleos por trayectorias en torneos m-coloreados. Tales
condiciones obligan que determinadas subdigraficas de T’ de orden pequeno
(a saber, 4 y 5) cumplan coloraciones especificas, como es la coloracién
casimonocromatica y a lo més bicolor. Se prueba ademas que las condi-
ciones presentadas no se implican mutuamente.

1. Resultados
1.1. Condicién I.

DEFINICION 1. Sea T un torneo m-coloreado. Diremos que T tiene la
propiedad P si:
a) Todo 74C T es una subdigrafica casimonocromética de T' y
b) Todo C5C T es a lo més bicolor.

TEOREMA 1. Sea T un torneo m-coloreado. SiT satisface la propiedad
P entonces C(T) es una digrdfica nicleo perfecta.

DEMOSTRACION. Procederemos por contradiccién. Supongamos que
C(T) no es una digrafica nicleo perfecta. Entonces se sigue del Lema ?7?

la existencia del ciclo v = (zp, 21, 22 = 0,1,2,..., p = 29) que satisface
las propiedades enunciadas en el mismo.
1: p>2:

Si p < 2 entonces seguin el Lema ?7-c se tiene que -y es un ciclo 3-
coloreado de longitud 3, contradiciendo la hipétesis b) de la definicién
29

2: (20, 22) € F(T):
Si (22, 20) € F(T), entonces es de color rojo o azul (de no ser asi en-
tonces existe un ciclo C5C T' 3-coloreado, a saber C5=(zo, 21, 22, 20),

21



22

Subdigraficas de orden pequeno

lo cual es una contradiccién) de donde se sigue que (22, 20, 21) C T es
una trayectoria de color rojo o bien (21, 22, 20)C T es una trayectoria
de color azul, respectivamente. En ambos casos se ha llegado a una
contradiccién.

: Para cada i tal que 0 < ¢ < p — 2 se cumple lo siguiente: si (z1,1) €

F(T), entonces para cada m € N tal que i + 2 < i+ 2m < p es cierto
que (i+2m, z1) € F(T) siempre que m es impar y (z1,i+2m) € F(T)
cada vez que m es par.

Probaremos la afirmaciéon por induccién sobre m. Supondremos pri-
mero que (z1,1) € F(T) para alguna i tal que 0 < ¢ <p—2.
Supongamos ahora, por contradiccién, que (i+2, z1) ¢ F(T'). Entonces
(21,4 +2) € F(T) (ya que T es un torneo) de manera que existe

To=(z1,ii+1,i+2)U(2,i+2)CT

el cual no es una subdigrafica casimonocromética como consecuen-
cia del Lema ?7?-f (pues (z1,7) ¥ (21,7 + 2) no pueden tener color
negro), contradiciendo que todo 7y C T es una subdigréfica casi-
monocromatica por hipoétesis. De la misma forma podemos concluir
que (z1,7+4) € F(T) (supongamos, por contradiccion, que (z1,i+4) &
F(T), de manera que (i +4,21) € F(T), por tanto existe

Ti=(i+2,i+3,i+4,2)U(+22)CT

que es no casimonocromatico nuevamente como consecuencia del Lema
?77-f, lo cual, como antes, es una contradiccion.

Supongamos ahora que para toda n tal que i +2 < i+ 2n < p—2
se cumple lo siguiente: si n es par entonces (z1,7 + 2n) € F(T), en
cambio, si m es impar entonces (i + 2n,z1) € F(T).

A continuaciéon probaremos la afirmaciéon para n + 1. Si n es par
supongamos, por contradiccién, que (z1,i+ 2(n + 1)(k — 2)) € F(T);
entonces existe

7= (z1,i4+2n,i+2n+1,i+2(n+ 1)U (21,i+2(n+1)) CT
(nétese que (z1,7 + 2n) € F(T) por hipétesis de induccién) el cual
no es una subdigrafica casimonocromdtica segin el Lema ?7)-f (el
cual implica que (21,74 2n) y (21,7 + 2(n + 1)) no son negras), con-
tradiccién. Por otro lado si n es impar supongamos, nuevamente por
contradiccién, que (i +2(n + 1)(k — 2),21) € F(T'); entonces existe

Ti=(+2ni+2n+1,i+2(n+1),21)U(i+2n,21) CT
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(obsérvese que (i4+2n(k—2), z1) € F(T') por hipétesis inductiva) el cual
no es casimonocromdtico (por el Lema ?7?)-f se tiene que (21,7 + 2n)
v (21,7 4+ 2(n + 1)) no son negras), una contradiccién.

4: Para cada i tal que 2 <14 < p se cumple lo siguiente: si (i,21) € F(T),

entonces para toda m € N tal que 0 <1i—2m <i—2, (21,1 —2m) €
F(T) si m es impar e (i —2m, z1) € F(T) si m es par.
Sea i tal que 2 < i < pe (i,21) € F(T). Sea m tal que 0 < i —
2m < i — 2. Si m es impar entonces, procediendo por contradiccién,
supongamos que (z1,% — 2m) € F(T) asi que (i — 2m, z1) € F(T) (T
es torneo) y por el inciso previo (tomando ¢ — 2m como i) se tiene
que (z1,4) € F(T), una contradiccién. Un argumento completamente
analogo sirve para el caso en que m es par.

Figura 1: Flechas entre z; y los vértices de @, con k =4y m=1,2
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5: (21, 1)eF(T) :
Si (1, z1) € F(T), entonces existe C3=(z1, 22, 1, 21)C T el cual es a
lo més bicolor por hipdtesis as{ que (1, z1)€ F(T') es de color negro o
azul. Ahora, se sigue del Lema ??-f que (1, z1)€ F(T) es azul por lo
que

721 = (2’0, 22, 1, 2’1) U (Zo, 21)

es una subdigréafica 3-coloreada, contradiccion.

6: (p-1, z1)€ F(T).
Si (z1, p — 1)e F(T), entonces existe C3=(z1, p — 1, 20, 21)C T y
es una subdigrafica casimonocromadtica por hipdtesis, de manera que
(z1,p — 1) es negra o roja. Pero es consecuencia del Lema ??7-f que
(21,p — 1) es roja. Entonces

Ti=(21,p—1,p=20,22=0)U(21,22) CT

no es una subdigrafica bicolor, contradiccion.

Figura2: (p—1,z1)e F(T) si k=4

Caso A. p =2m, para alguna m € N

Subcaso Al. p = 2m, con m impar.
(p—1,21)e F(T) por el inciso 6) asi que se sigue del inciso (??) que
(1, z1)e F(T), contradiciendo el punto ?7.
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Figura 3: Conclusién del subcaso Al

Subcaso A2. p = 2m, con m par.
(20, z21)€ F(T) asi que se sigue del inciso (?7?) que (22=0, z1)€ F(T)
(con i = p), una contradiccion.
Caso B. p =2m + 1, para alguna m € N
Subcaso B1. p =2m + 1, con m par.
(21, za=0)€ F(T') asi que por el punto (??) tenemos que (z1,p—1) €
F(T), lo cual contradice el punto (?7).
Subcaso B2. p = 2m + 1, con m impar.
7: (1, z0)€ F(T):
Si (20, 1)€ F(T) entonces 7Ty = (29, 21,22 = 0,1) U (20,1) € T es no
casimonocromatico, una contradiccion.
8: (z2,p—1) € F(T):
Si(p—1,22) € F(T) entonces 7y = (p—1, 29, 21,22 = 0)U(p—1,22) C T
es no casimonocromaético, una contradiccion.
Entonces existen las siguientes subdigraficas:

Ty, = (21,1, 20,22) U (21,22) €T
ﬂB = (203227177 1321) U (ZO,Zl) g T
CZ/S = (ZO,Zla ].,Zo) g T.

9: color(ze,p— 1) # color(p — 1, z1) (de lo contrario tales flechas forman
una zsz1-trayectoria monocromética en T, contradiciendo el Lema ?7).



26 Subdigraficas de orden pequeno

10: color(z, 1)#color(1, z9) (de lo contrario existe una z; zp-trayectoria
monocromatica en 7', contradiciendo el Lema ?7).

Figura 4: 74, 74, v C5’

11: (21, 1)€ F(T) es de color rojo o bien (1, zp)€ F(T) es de color rojo.

De no cumplirse esta afirmacién entonces C's’ es un ciclo 3-coloreado,
contradiccion.

Subcaso B2-a. (1, zg)€ F(T) es roja.

12: (21, 1)€ F(T) es azul (esto debido a que 73, es casimonocromético
y al inciso 77).

13: (20, 22)€ F(T) es azul (pues 7y, es casimonocromdtico y por el
punto previo).

14: (p-1, z1)€ A(Ty,) y (22 =0,p — 1) € A(7;,,) son ambos rojos o son
ambos azules:
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(20, 22)€ A(T4,) es azul (punto anterior), (zo, z1)€ F(T') isroja (Lema
??) v 74, es una subdigrafica casimonocromadtica.

Entonces (z2,p — 1,21) C T es una 29z;-trayectoria monocromédtica, con-
tradiccion.

Figura 5: Conclusion del subcaso B2-a

Subcaso B2-b. (z1, 1)e F(T) es roja.

15: (1, z9)€ F(T) es azul (ya que 7, es una subdigrafica casimonocro-
mética y por el inciso ?7).

16: (20, 22)€ F(T') es azul (debido a que 74, es casimonocromético y
por el inciso previo).

17: (p-1, z1)€ F(74,) vy (22 =0,p—1) € F(74,) son ambos rojos o am-
bos azules. (se sigue del inciso anterior ya que 74, es una subdigrafica
casimonocromadtica).
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Entonces (z2,p — 1,21) C T es una zpz1-trayectoria monocromética.
Esta contradiccién concluye la prueba.

Figura 6: Conclusién del subcaso B2-b

1.2. Condicién II.

DEFINICION 2. Sea T un torneo m-coloreado. Diremos que T tiene la
propiedad @ si cumple las siguientes condiciones:
a) Todo S4C T es una subdigréfica casimonocromética en Ty
b) Todo C;C T (t < 4) es a lo més bicolor.

TEOREMA 2. Sea T un torneo m-coloreado. SiT satisface la propiedad
Q, entonces C(T) es una digrdfica nicleo perfecta.
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DEMOSTRACION. Procedamos por contradiccién. Supongamos que la

cerradura C(T') no es una digrafica niicleo perfecta, asi que se sigue del
Lema ?7 la existencia del ciclo v = (z0, 21, 220=0, 1, 2, ..., p = 20)
que satisface las propiedades a-f enunciadas en el mismo. Anadiremos a
continuacién nuevas propiedades que nos permitiran llegar a una con-
tradiccién.

1:

p=>3.
Del Lema ?7?-c se tiene que p > 2. Ahora, si p = 2 entonces 7y es un
C4C T 3-coloreado, contradiciendo la hipétesis del Teorema.

: (p-1, 22)€ F(T).

Si (z9, p-1)€ F(T), entonces existe el ciclo 3-coloreado Cy = (p — 1,
20, 21, 22, p — 1) C T, contradiccién.

: (20, 1) F(T).

Si (1, z0)e F(T), entonces Cu=(1, 29, 21, 22, 1)C T es un ciclo 3-
coloreado, contradiccién

: Si (1, 21)€ F(T), entonces es de color azul.

Esto se sigue del Lema ??-f (tal flecha no puede ser negra) ya que
C3=(1, 21, 22, 1)C T es a lo més bicolor por hipétesis.

: Si (21, 1)e F(T), entonces es de color rojo y por lo tanto (zo, z2)€

F(T) es roja.

Si (21, 1)e F(T), entonces existe Sy=(zo, 21, 1)U(20, 22, 1)C T el
cual es una subdigréfica casimonocromaética de T" por hipétesis. Por lo
tanto (z1, 1)€ F(T') es negra o roja. Segin el Teorema ?7?-f tal flecha
no es negra asi que la afirmacién se cumple.

: Si(z1, p-1)e F(T), entonces es de color rojo.

Si (21, p-1)€ F(T), entonces existe C5=(z1, p — 1, 22, 1, 21)C T que
es un ciclo a lo mds bicolor por hipétesis, asi que (z1, p—1) € F(T) es
negra o roja. Haciendo uso del Lema ?7-f concluimos que la coloracién
de tal flecha es rojo.

: Si(p—1, z1)e F(T), entonces es de color azul y por lo tanto (2o,

29)€ F(T) es también azul.
Suponiendo que (p — 1, z1)€ F(T) entonces existe

S4: (p_l,ZhZQ)U(p_l,ZO,ZQ) gT

el cual es casimonocromético por hipétesis, con lo cual podemos afir-
mar que (p—1, z1)€ F(T) es negra o azul. Sin embargo no puede ser
negra como consecuencia directa del Lema ?7?-f. Por lo tanto (p — 1,
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z1)€ F(T) es azul y aludiendo de nuevo a la casimonocromacidad del
S4 mencionado se tiene que (zg, 22)€ F(T) es también azul.
Continuaremos la prueba considerando varios casos a analizar:
Caso L. (p—1, z1)e F(T) y (21, 1)e F(T).
Existe entonces la subdigrafica 3-coloreada
S4 = (p_ 1720722)U (p_ 1721322) g T
(consecuencia de los puntos 5 y 7), contradiciendo la hipétesis del
Teorema.

Figura 7: Caso AlL. (p—1, z1)€ F(T) y (21, 1)e F(T).

Caso IL. (p—1, z1)e F(T) y (1, z1)e F(T).

Subcaso II-A. p > 4.

8 (1,p—1) € F(T) y es azul.
Para probar que (1, p— 1) € F(T) supongamos lo contrario, es decir,
asumamos que (p — 1,1) € F(T). Entonces existe

Se={p-11z1)U(p—1,20,21) CT
que es una subdigrafica 3-coloreada (consecuencia del punto 4), con-
tradiccién. Entonces (1, p-1)e F(T') (pues T es torneo) de manera que

existe el ciclo
04 = (1ap_ 17'21722’ 1) g T
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el cual es a lo mas bicolor por hipdtesis del Teorema. Ahora, como
(p-1, z1) es azul (inciso 7), entonces (1, p-1)€ F(T) es negra o azul.
Finalmente se descarta la coloracién negra de la misma debido a la
minimalidad de la eleccién de «).

9: (p—2, z1)e F(T) y color(p — 2, z1)=color(p — 1, zg)=azul.
Primero, para probar la existencia de la flecha en cuestién, suponga-
mos que (z1,p — 2) € F(T). Entonces existe

C3 - (Zlvp_ 2ap_ ]-azl) g T

(recuerde el lector que (p — 1, z1)€ F(T') por hipétesis del Caso II) el
cual no es un ciclo policromético por hipétesis asi que(z1,p—2) € F(T)
es azul (consecuencia del punto (??) y del Lema ??-f) y por lo tanto
existe el ciclo 3-coloreado

Cy= (21,0 —2,p—1,20,21) CT

, contradiccién que nos permite asegurar que (p — 2, 21)€ F(T). En-
tonces existe

S4:(p_27Z1722)U(p_27p_1722) gT

(remitase el lector al inciso 2) el cual es una subdigréfica casimonocro-
matica por hipétesis. Finalmente la afirmacién se sigue directamente
del Lema ?7-f.

10: (20, 1)€ F(T) es negra (la existencia de tal flecha se justifica en el
inciso 3).
Como Sy=(p — 1, 22, 1)U(p-1, 29, 1)C T es una subdigrafica casi-
monocromadtica y (p —2, z1)€ F(T) es azul (inciso anterior), entonces
la afirmacion se cumple.

11: (p—2, z9)€ F(T).
De lo contrario (zg,p — 2) € F(T) (T es torneo) y por lo tanto existe

54 = (ZOap_ 2ap_ 1) U (ZOalvp_ 1) g T

el cual, al ser casimonocromético por hipétesis, obliga a que (zop—2) €
F(T) sea de color negro (las demés flechas del mencionado Sy ya estédn
coloreadas, a saber (zg, 1) es negra por el inciso 10y (1, p—1) es azul
por el inciso 8, de manera que

Sy = (20,p—2,21)U(20,1,21) C T
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no es casimonocromatico, una contradiccion.
Para finalizar el andlisis del Caso II-A basta observar que

54:(p_27p_1vzl)u(p_27207zl) gT

es una subdigréafica 3-coloreada, contradiccion.

Figura 8: Caso AlIL. (p—1, z1)e F(T) y (1, z1)e F(T).

Subcaso II-B. p=3.

12: (2, z9)e F(T) es azul.
Esto debido a la casimonocromacidad de Sy=(1, 2, 20)U(1, 21, 22)C T
(ver inciso 2 con p-1=2) y aludiendo al inciso 4 (el inciso 2 justifica la
existencia de la flecha (2, z3) y por lo tanto la del Sy en cuestién; por
otro lado todas las flechas a excepcién de (2, z2) ya estan coloreadas:
las que pertenecen a «, (z1, z2) son negras y finalmente (1, z1)e F(T)
que es azul por el inciso 4).

13: (%, 1)€F(T) es negra.
La existencia de esta flecha se sigue del inciso 3. Entonces, aludiendo
de nuevo al inciso 2 para justificar que (2, z3)€ F(T), existe

Si=(p—-1=2,2,1)U(p—1=2,20,1) CT
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el cual es casimonocromatico por hipdtesis y sabemos ademas la col-
oracién de todas excepto una de sus flechas: (2, z2)€ F(T) es azul por
el inciso anterior, y (p-1=2, zp) junto con (23, 1) que son negras.

14: (2, z0)¢ A(Asim(C(T))).
Pues (20=3, 1, 2)C T es una zp2-trayectoria monocromética en 7.
((20=3, 1) es negra segin el punto 13).

15: Existe v €{z0=3, z1, 20=0, 1, 2} tal que

(v,20) € F(T)N F(Asim(C(T))) :

En la prueba del Lema ?? fue exhibido que existe v €{zo, 21, 22} tal
que (v, z9)€ F(Asim(C(T)). Ademés se sigue de los puntos ?? y 77
que v ¢{1, 2}.
Digamos que (v, zp)€ F(T') es de color x.

16: (v, z1)e F(T).
De lo contrario (z1,v) € F(T) y por lo tanto existe el no policromético
por hipétesis C3=(z1, v, 20, 21)C T de manera que (21, v)€ F(T) es
roja o de color z. Ahora, si (z1,v) € F(T) es roja entonces (zo=3,
z1,v) € T es una zgv-trayectoria monocromadtica, contradiciendo el
punto (??). Por otro lado, si (z1,v) € F(T') tiene color x entonces
(z1,v, 20=3)C T es una zz-trayectoria monocromética, una con-
tradiccién nuevamente (Lema ?7-¢).

17: (v, z0)€ F(T).
Si (z9,v)€ F(T), entonces existe Cy=(v, 29, 21, 22, v)C T, quien no es
policromdtico por hipétesis, asi que (z2, v) es roja o azul y x € {rojo,
azul}. Si (22, v)€ F(T) es azul entonces (zq, z2, v)C T es una zov-
trayectoria monocromatica (pues (2o, z2)€ F(T') es azul segtn el inciso
point (?7?)), lo cual es una contradiccién. Entonces (z2, v)€ F(T) es
roja y por lo tanto

54 = (ZQa'UaZl) U (227 1azl) - T

(punto 4) es una subdigréfica 3-coloreada, una contradiccion.

18: (v,2) € F(T).
Si (2, v) € F(T), entonces existe Sy=(2, v, 22)U(2, 2g, 22)C T, casi-
monocromatica por hipétesis, de donde (2, v) € F(T) es negra o azul.
Tal flecha no puede tener coloracién negra (de ser asi (zo, 1,2, v) C T
es una zgu-trayectoria monocromética (ver inciso 13), contradiciendo
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el punto ??) asi que invariablemente es de color azul y por lo tanto
Sy =(2,v,21)U (2,20,21) CT

(ver punto 16) es una subdigréfica 3-coloreada, contradiccién.

19: (v, z0)e F(T) y (v,2) € F(T) son ambas de color azul (as{ que
xr=azul).
Sa=(v, 20, 21)U(v, 2, 21)CT es una subdigrifica casi-monocromética
de manera que (v, zg)€ F(T) y (v,2) € F(T) son ambas rojas o ambas
azul; de suceder lo primero entonces

Sy = (v,20,22) U (v,2,29) CT

no es una subdigrafica casimonocromética (remitase el lector a los
puntos 12 y 17), lo cual es una contradiccién. Asf que la afirmacién se
cumple.

Figura 9: Caso II-B. Orientacién y coloracién de las flechas.

Con la informacién recopilada hasta ahora podemos notar que (v, zg, 21)C
T es una trayectoria bicolor contenida en Asim(C(T)) lo que implica
que zg cumple las propiedades ostentadas por z; en el Lema 77, asi, to-
das los resultados enunciados en tal Teorema, se cumplen. En particu-
lar, podemos asegurar que existe una zjv-trayectoria monocromaética
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en T de longitud al menos 2 y de color y €{rojo, azul} (Lema ??-c).
Como consecuencia existe w € V(T)-{z0, 21, 22, v, 1, 2} (w &{z0, 21,
z2, v, 1, 2} ya que T es un torneo y debido a cémo es la direccién de
las flechas que tienen un extremo en z7) tal que (z1, w)€ F(T) es de
color y. Concluyamos el caso II con las siguientes observaciones:

20: (v,w) € F(T).
Si (w,v) € F(T), entonces existe el ciclo 3-coloreado Cy=(w, v, 2q, 21,
w)C T, contradiccién.

21: (z9,w) € F(T).
Si (w, z9)€ F(T), entonces existe Cy=(w, 2o, 1, z1, w)C T el cual no es
policromdtico por hipdtesis de manera que y=negro (recuerde el lector
que y no es ni rojo ni azul) y ademds color(w, zp)€{negro, azul} (se
sigue de los puntos 4 y 13). Ahora, si (w, z9)€F(T) es negro, entonces
(21, w, 20)C T es una 21 2p-trayectoria monocromaética, contradiccién.
Podemos entonces suponer que (w, zg)€ F(T) es azul y por tanto
Cs3=(z1, w, 29, 21)C T es un ciclo 3-coloreado, contradiccién.

22: (w, z9)€ F(T).
Supongamos que (za, w)€ F(T). Entonces Sy=(zo, 22, w)U(z0, 21,
w)C T es una subdigrafica 3-coloreada (se sigue del inciso 7 ya que
y ¢{rojo, azul}), contradiccién.

23: (20, w)€ F(T) y (21, w)€ F(T) son ambas negras.
S4=(2, 209, w)U(2, z1, w)C T es una subdigréfica casimonocromética
e y €{rojo, azul} (inciso 7).

Para concluir observemos que Si=(zo, w, 22)U(z0, 21, 22)C T es 3-
coloreado, contradiccion.

Caso III. (%, p-1)€F(T) y (21, 1)eF(T).

Subcaso III-A. p>5

24: (1,p-1)e F(T) y es roja.
Si (p—1, 1)e F(T), entonces Sy=(z1, p — 1, 1)U(21, 22, 1)C T es
una subdigréfica 3-coloreada ((z1, p—1)€ F(T) es roja segin el inciso
6), contradiccién. Asi que (1, p — 1)e F(T) y Cy=(21, 1, p — 1, 2o,
21)CT cumple por hipétesis ser no policromético de manera que (1,
p-1)€ F(T) es roja o negra (por el inciso 5 se sabe que (21, 1) es una
flecha roja), la tltima opcién se descarta por a la minimalidad de a.

25: (z1, 2)€ F(T) y color(z1, 2)=color(zg, 1)=azul.
Si (2, z1)€ F(T), entonces es azul (Cy=(z1, 22=0, 1, 2, 2;)C T es alo
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Figura 10: Caso II-B. Conclusion.

mas bicolor por hipétesis asi que la flecha en cuestién es negra o azul,
pero se descarta la posibilidad de que sea negra como consecuencia del
Lema ??-f de manera que C3=(2, 21, 1, 2)C T es un ciclo 3-coloreado
(ver inciso 5), contradiccién. Asi que (z1, 2)€ F(T) y entonces existe

Sy = (2’0721,2) @] (Zo, 1,2) cT

(en el inciso (??) se demostré que (29, 1)€ F(T)) el cual es casi-
monocromatico por hipdtesis y como consecuencia se tiene que tanto
(21, 2)€ F(T) como (zp, 1)€ F(T) son ambas rojas o negras. Se con-
cluye que su coloracién es roja ya que (z1, 2) no puede ser negra segin
el Lema ?7-f.
26: (p— 1, z3)€ F(T) es negra.

La existencia de la flecha se justificé en el inciso 2 y de ella se sigue
que existe

S4=(p—1,zo,1)U(p—1,2’2,1) QT

que es casimonocromatico por hipétesis. Entonces considerando lo
probado en el punto anterior, la afirmacién es cierta.
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27: (z1, p-2)€ F(T) y ademads es de color rojo.
Si suponemos primero que (p-2, z1)€ F(T), entonces existe

Si=(p—2,21,22)U(p—2,p—1,29) CT,

casimonocromético por hipédtesis. Se sigue entonces que (p-2, z1)€
F(T) es negra (remitase el lector al inciso 26), contradiciendo el Lema
?7?-f. Por lo tanto (21, p-2)€ F(T) y podemos concluir que es roja ya
que existe el ciclo no policromatico Cy=(z1, p—2, p—1, p=2¢, 21)C T
y (#1, p-2)€ F(T) no puede ser negra (Lema ?7-f.
28: (1, p-2)e F(T) is es roja.

Si (p-2, 1)e F(T') entonces Sy=(z1, 22, 1)U(z1, p—2, 1)C T es una sub-
digréfica 3-coloreada (ver inciso 27), una contradiccién. Por lo tanto
(1, p—2)eF(T). Ahora, existe

04 = (2:0717]9_ 27p_ 17p = ZO) g T

y no es policromdtico por hipdtesis, asi que (1, p-2)€ F(T') es roja o
negra, sin embargo la ultima opcién se descarta debido a la minimal-
idad de «).
29: (20, p—2)€ F(T) y es de color rojo.

Si suponemos que (p — 2, zp)€ F(T'), entonces existe Sy=(z1, p — 2,
20)U(z1, p — 1, 20)C T y dado que éste es casimonocromético por
hipétesis, se tiene que (p—2, z9)€ F(T) es roja (considerando ademds
las afirmaciones probadas en los incisos 6 y 27), de donde se sigue
que (z1, p — 2, 20)C T es una z;2zp-trayectoria monocromética, una
contradiccién. Por lo tanto (zg, p — 2)€ F(T'). Existe entonces

S4 = (20721717_ 1) U (Zo,p— 27p_ 1) g T

y dada la casimonocromacidad del mismo (por hipétesis') se puede
afirmar que (zg, p-2)€ F(T) es roja.
30: (p—2, 29)€ F(T) y es roja.

Si (29, p—2)€ F(T), entonces existe S4=(p — 1, 20, p-2)U(p—1, 22, p-
2)C T, éste es casimonocromatico y por tanto (zq, p-2)€ F(T') es negra
(considerando los incisos 26 y 29), lo que contradice la minimalidad
de a. Entonces (p-2, z2)€ F(T'), de manera que existe Sy=(z1, p-2,
29)U(2z1, p— 1, 22)C T y al ser éste casimonocromdtico entonces (p-2,
z9)€ F(T) es forzosamente roja (véanse los incisos 6, 26 y 27).

1En lo subsecuente ya no se recordara al lector esta hipdtesis del Teorema.
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31: (z1, p-3)€F(T) y es roja.
Si (p-3, z1)€F(T,) entonces ya que S;=(p-3, p-2, p — 1)U(p-3, z1,
p—1)C T es casimonocromético, se tiene que (p-3, z1)€ F(T) es negra,
contradiciendo el Lema ??. As{ que (21, p-3)€ F(T') y por tanto existe
la subdigréafica casimonocromatica

54 = (Zlapf 37p7 2) U (Zlalapf 2) g T

de donde se puede afirmar que (z1, p — 3)€ F(T') es roja (ver incisos
5y 28).

32: (p-3, z2)€ F(T) y es roja.
Si (22, p-3)€ F(T), entonces dado que se implica la existencia del
Sy=(22, p— 3,p — 2)U(22, 1, p — 2)C T casimonocromadtico, se tiene
que (zg, p-3)€F(T) es negra, contradiciendo la minimalidad de a. Por
lo tanto (p-3, z2)€ F(T) y existe entonces

S4 = (Zlapi 3a22) U (Zl,])* 1722) g Ta

que al ser casimonocromético, implica que (p-3, z2)€ F(T) sea roja
(ver incisos 6, 26 y 31).

33: (p-3,p—1)e F(T).
Si(p—1, p-3)e F(T) entonces es de color rojo (pues existe la subdi-
grafica casimonocromética Sy=(p—1, p—3, z2)U(p—1, 20, 22)C T y por
los incisos 5 y 32) de manera que se forma Sy=(p—1, 29, p—2)U(p—1,
p—3,p—2)C T, quien no es casimonocromatico (29), contradiccion.

Con la informacién hasta ahora obtenida podemos concluir que (p — 3,
p— 1)€F(T) es negra (Sy=(p-3, p — 1, 22)U(p-3, p-2, 22)C T es casi-
monocromatico y se sigue de los incisos 26, 30, 31 y 33), contradiciendo
de nuevo la eleccién de «. Finalizamos asi el anélisis del Subcaso I11-
A.

Subcaso ITI-B. p=3

34: (%o, 1)€ F(T) es roja (ver inciso 3).
La flecha existe segin se probd en el inciso 3. Para finalizar la prue-
ba, nétese que Sy=(zg, z1, p — 1=2) U(zo, 1, p — 1=2)C T es casi-
monocromatico y (21, 2) no puede ser negra (Lema ?7-f) y es de
hecho roja (6).

35: (p — 1=2, z3)€ F(T') es negra (recuérdese el inciso 2).
Si=(p—1=2, 25, 1)U(p—1, p=2p, 1)C T es casimonocromético asi que
la afirmacion se sigue del punto ?77.
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Figura 11: Caso III-A. (z1, p — 1) F(T) y (1, z1)e F(T) (p=>5:abajo,
p > 6:arriba)

36: (22, 1)€ F(Asim(C(T))).
(1, 2, 20)C T es una lzo-trayectoria monocromética.
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37: Existe v €{20=3, 21, 20=0, 1, 2} tal que
(22,v) € F(T) N F(Asim(C(T))) :

De la prueba del Lema ?? tenemos que existe v¢{zo, 21, 22} tal que
(22, v)EF(Asim(C(T)) ((z1, z2)€ F(Asim(C(T)), asi que v#z; y si
sucediera que v=z( entonces existe y=(zo, 21, 22, v=20)C T, que es a
lo mé&s bicolor por hipétesis, de donde (23, v)€ F(T) es forzosamente
roja o azul, implicando que exista una zsz;-trayectoria roja o una z zg-
trayectoria azul respectivamente, en ambos casos, una contradiccién).
Ahora bien, de los incisos 7?7 y ?? se tiene que v&{1, 2}.
Digamos que (z2, v)€ F(T') es de color x.

Figura 12: Conclusién del Caso I11-B.

38: (21, v)e F(T).
Supongamos por el contrario que (v, z1)€ F(T), entonces existe el
ciclo no policromatico Cs=(z1, 22, v, 21)C T', de donde (v, z1)€ F(T)
es azul o roja. Si (v, z1)€ F(T) es azul entonces (v, z1, 22)C T es
una vzs-trayectoria monocromatica, contradiciendo el punto ??7. De
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otro modo, si (v, z1)€ F(T) es de color z entonces (z2, v, z1)C T es
una 2zoz1-trayectoria monocromatica, nuevamente una contradiccién
(Lema ?7-d).
39: (2, v)€ F(T).

Si (v, z0)€ F(T) entonces existe Cy=(z0, 21, 22, v, 20)C T que al
no ser policromético implica que (v, z9)€ F(T') es roja o azul. Si (v,
20)€ F(T) es roja, entonces (v, zg, 22)C T es una vza-trayectoria
monocromatica ((zo, z2)€ F(T) es roja segun el inciso 5), contradic-
cién. Concluimos entonces que (v, zg)€ F(T') es azul. Asi que

Sy = (z1,v,20) U(21,2,20) C T

es una subdigrafica 3-coloreada (inciso 16), contradiccién.

40: (1, v)e F(T).
Si (v, 1)e F(T'), entonces existe Sy=(z1, v, 1)U(21, 22, 1)C T, éste es
casimonocromatico asi que (v, 1)€ F(T') es negra o azul y no puede
ser negra pues de ser asf entonces (v, 1, p — 1=2, 25)C T es una vza-
trayectoria monocromadtica, contradiciendo el punto ??), de manera
que (v, 1)€ F(T) es azul, implicando que

54 = (207227 1) U (207/07 ]-) g T

es 3-coloreado (punto 5), contradiccién.
41: (2, v)e F(T).

Si (v, 2)e F(T), entonces existe el ciclo no policromatico Cy=(v, 2, 2o,
z2, v)C T por lo que (v, 2)€ F(T) es negra o roja y (22, v)€ F(T) es
también negra o roja (i.e. x€{rojo, negro}). Ahora bien, (v, 2)e F(T)
no puede ser negra (de lo contrario (v, p — 1=2, 25)C T es una vza-
trayectoria monocromédtica, contradiciendo el inciso ?7?) asi que es
de color rojo. Aun maés, x=color(zz, v) es también roja (existe la
subdigrafica casimonocromatica Sy=(z1, 2o, v)U(21, 1, v)C T y por el
inciso 5). Ademds la flecha (2o, v)€ F(T) es negra (S1=(2, 20, v)U(2,
29=0, v)C T es casimonocromético y por el inciso 35). Entonces

S4 = (ZOaU72) U (207 1a2) g T

((z0, 1,)€ F(T) es una subdigréfica no casimonocromadtica (haciendo
uso de la observacién hecha en el punto ?7), contradiccién.
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Figura 13: (1, v)e F(T), inciso 40.

Figura 14: (2, v)e F(T), inciso 77

42: (29, v)€ F(T) y (1, v)e F(T) son ambas de color rojo (i.e. x=rojo).
Sa=(z1, 22, v)U(21, 1, v)C Ty S4=(z0, 22, v)U(20, 1, v)C T son ambas
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subdigréficas casimonocrométicas (incisos 5 y ?7).

Note el lector que (z1, 22, v)C T es una trayectoria bicolor contenida
en Asim(C(T)) y que zo cumple las propiedades que exhibe z; en el
Lema ?7?, asi que cumple los resultados enunciados en tal Lema, en
particular, existe una vzi-trayectoria monocromatica en 7' de longitud
al menos 2 y de color y ¢{rojo, azul} (Lema ??-c). Como consecuencia,
existe w € V(T)-{z0, 21, 22, v, 1, 2} tal que (w, z1)€ F(T) es de color
y (w €{z0, 21, 22, v, 1, 2} debido a cuél es la direccién de las flechas
con extremo en z; y dado que T es un torneo, ademads recuérdese
que y ¢{rojo, azul}.) Para finalizar la prueba anadamos las siguientes
afirmaciones:

43: (w, z2)€ F(T).
Si (22, w)e F(T), entonces y=negro y (z2, w)€ F(T) es roja o negra
(Cs=(w, 21, 2, 22, w)C T 1o es un ciclo policromdtico y por los incisos
6y 35). Sin embargo si (z2, w)€ F(T) es negra, entonces (22, w, 21)C T'
es una zpz1-trayectoria monocromética, contradiciendo que (z1, 22)€
F(Asim(C(T))). Por lo tanto (22, w)e F(T) es roja y asi C3=(z1,
29, w, 21)C T es un ciclo 3-coloreado, obteniéndose una contradiccién
nuevamente.

44: (z, w)e F(T).
Si (w, z0)€ F(T), entonces es de color rojo (pues Sy=(w, 2, 1)U(w,
z1, 1)C T es una subdigréfica casimonocromética y dado que y#rojo).
Entonces Sy=(w, zp, 22)U(w, 21, 22)C T es 3-coloreado (haciendo uso
de los incisos 5 y 34), contradiccién.

45: (w, z1)€ F(T) y (w, z2)€ F(T') son ambas de color negro.
Sy=(w, z1, 1)U(w, 29, 1)C T es casimonocromatico, y¢{rojo, azul} y
por el inciso 5.

Concluimos este caso observando que Sy = (z0,w, 22) U (20,21,22) C T es

una subdigrifica 3-coloreada (remitase el lector a los incisos 43 y 44).

Caso III-C. p=4

46: (1,3)e F(T) y es de color rojo.
Si (3,1)e F(T), entonces Ss=(z1, 3, 1)U(21, 22, 1)C T es una sub-
digréfica 3-coloreada (considérese el inciso 6), contradiccién. Por lo
tanto (1, 3)e F(T) asf que existe

C4 = (20,21, 1,3,20) g T7
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el cual es a lo mds bicolor por hipétesis, de manera que (1,3)e F(T)
es roja (se sigue del inciso 5 y del hecho de que no puede ser negra
debido a la eleccién de « en el Lema ?7).

47: (21, 2)e F(T).
Si (2, z1)e F(T), entonces existe Cy=(z1, 22, 1, 2, 21)C T y el mismo
es no policroméatico por hipdtesis, de ello y del Lema ?7-f se sigue
que (2, z1)€ F(T) es azul. Entonces C5=(2, 21, 1, 2)C T es un ciclo
3-coloreado (véase el inciso 5), contradiccidn.

48: (20, 1)e F(T) y (21, 2)€ F(T) son ambas rojas (considere el lector
a los incisos 2 y 3).
Se sigue de la existencia de la subdigréfica casimonocromaética Sy=(zo,
21, 2)U(z0, 1, 2)C T y del Lema ?7-f.

49: (3, z3)€ F(T) es negra.
Sy=(p — 1=3, 29, )U(p — 1=3, 22, 1)C T es una subdigrifica casi-
monocromatica y por el inciso previo.

50: (2, z2)€ F(T') y ademds es roja.
Si (22, 2)€ F(T) entonces existe la subdigrafica 3-coloreada Sy=(z1,
29, 2)U(z1, 1, 2)C T (punto 5), contradiccién. Entonces (2, z9)€ F(T)
y dado que Sy=(z1, 2, 22)U(z1, p—1=3, 25)C T es casimonocromdtico
por hipétesis (aludiendo a los incisos 6, 48 y 49) entonces (2, zo)€ F(T)
es roja.

Finalmente podemos asegurar la existencia del no casimonocromaético
S4=(1, 2, 22)U(1, p — 1=3, 25)C T (se recomienda al lector remitirse
a los incisos 46, 49 y 50). Esta contradiccién concluye la prueba del
tercer caso.

Caso IV. (z1, p—1)e F(T) y (1, z1)€ F(T).

Entonces Cy=(z1, p—1, 22, 1, 21)C T es un ciclo 3-coloreado (ver incisos
2, 4 y 6), contradiccién. Concluimos asf la prueba del Teorema.

O
1.3. Condicién III.

DEFINICION 3. Sea T un torneo m-coloreado. Diremos que T tiene la
propiedad R si se cumplen las siguientes afirmaciones:
a) Todo S4C T y todo S5C T son subdigrificas no policrométicas (a lo
més bicolores),
b) Todo C5C T es un ciclo no policromdtico y
¢) No existe en T una (1, 1, 2)-subdivision de un C 3-coloreado.
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Figura 15: Caso I1I-C. p=4

TEOREMA 3. Sea T un torneo m-coloreado. Si T satisface la propiedad
R entonces C(T) es una digrdfica nicleo perfecta.

DEMOSTRACION. Procediendo por contradiccién. Supongamos que
C(T) no es una digrafica niicleo perfecta. Entonces del Lema 77 se sigue
que existe el ciclo v = (zg, 21, 220=0, 1, 2, ..., p = z0) el cual satisface las
propiedades enunciadas en el mismo. Anadiremos a continuacién ciertas
observaciones que nos permitiran encontrar una contradiccion.

1: p>3.
Se sigue del Lema ?7-c que p >2. Ahora bien, si p=2 entonces  es
una (1,1,2)-subdivision de un Cj 3-coloreado, una contradiccion.

2: Si (1, z1)€ F(T), entonces es azul.
Si (1, z1)€ F(T), entonces existe C3=(1, 21, 20=0, 1)C T, que es un
ciclo no policromético, de manera que (1, z1)€ F(T') es negra o azul,
pero no es negra como consecuencia del Lema ?7-f.

3: Si(p—1, z1)e F(T), entonces es azul.
Si (p—1, z1)€ F(T), entonces existe Sy=(p — 1, 21, 22)U(p — 1, 2o,
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5:

292)C T', que al no ser policromatico implica que (p — 1, z1)€ F(T) es
azul o negra, la ultima opcién se descarta directamente del Lema ?7?-f.

: Si (21, 1)€ F(T), entonces es roja.

Si (21, 1)e F(T), entonces existe Sy=(p, z2, 1)U(p, 21, 1)C T, de
donde (21, 1)€ F(T) es roja (no puede ser negra segun el Lema ?7?-f).
Si (#z1, p— 1) F(T), entonces es roja.

Cs3=(z1, p— 1, p=22, 21)C T no es un ciclo policromético.

Caso L. (1, 21)e F(T)

Si (29, p—1)€ F(T), entonces S5=(22=0, p—1, p, 21)U(22=0, 1, 21)C T
es 3-coloreado ((1, z1€(A)T) es azul segun el inciso ??), contradiccion.
Entonces (p — 1, z2)€ F(T') y existe asi el 3-coloreado Ss=(p — 1, p,
21)U(p — 1, 29, 1, 21)C T (inciso 2), contradiccién que finaliza el pre-
sente caso.

Figura 16: Caso I. (1, z1)€ F(T)

Caso IL. (21, )e F(T) y (21, p— 1) F(T).

Si (29, 1)€ F(T) entonces Ss5=(z1, 22, 1)U(z1, p — 1, 20, 1)C T es
3-coloreado (inciso 4), contradiccién. Por lo tanto (1, zg)€ F(T) y es
roja debido a la existencia del no policromético S4=(z1, p—1, p)U(z1,

1, 20=p)C T ((1, z9)€ F(T) no puede ser negra como consecuencia
de la eleccién de «).
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Entonces (21, 1, z0)C T es una zjzp-trayectoria roja ((z1, 1) F(T) es
roja por el inciso ?7?), contradiciendo el Lema ?7?-d.

Figura 17: Caso II. (21, 1)e F(T) y (21, p—1)e F(T)

Caso III. (21, 1)e F(T) y (p—1, z1)e F(T).

Claramente este caso no es factible pues existe la subdigrafica 3-coloreada
Ss=(p—1, z1, DU(p — 1, p=20, 22=0, )C T ((p— 1, z1)€ F(T) es
azul segin el inciso ?? y (21, 1) tiene color rojo como se probé en el
inciso 4), contradiccién. Con esto finalizamos la prueba del Teorema.

O

1.4. Condicién IV.

TEOREMA 4. Sea T un torneo m-coloreado. Si todo C3C T y todo TyC
T es una subdigrdfica no policromdtica, entonces C(T) es una digrdfica
niucleo perfecta.

DEMOSTRACION. Procediendo por reduccién al absurdo, supongamos
que C(T) no es una digréfica nicleo perfecta, entonces se sigue del Lema
77 que existe el ciclo v = (2o, 21, 220=0, 1, 2, ..., p = z0) que satisface las
propiedades enunciadas en el mismo. Observemos algunas méas que nos
permitiran llegar a una contradiccion.
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1: (21, 1)e F(T).
Si por el contrario (1, z1)€ F(T) entonces es de color azul (pues C3=(1,
21, 22=0, 1)C T es no policromdtico por hipdtesis) asi que existe el
policromatico T3=(zq, 22=0, 1, z1)U(z0, 21))C T, contradiccién.

2: p>3.
Se sigue del Lema ?7-c que p >2; ahora bien, si p=2 entonces deben
ser analizados los dos siguientes casos: Si (21, 1)€ F(T) entonces es
de color rojo (C5=(z1, 1, 29, 21)C T es a lo més bicolor y por el Lema
?77-f) y existe entonces la subdigréfica policromética

Ty = (21,1, 20,22) U (21,22) C T,

una contradiccién. El otro caso consiste en que (1, z1)€ F(T') y de ser
asi entonces tal flecha es de color azul (Cs5=(1, 21, 22, 1)C T es a lo
mds bicolor y por el Lema ?7-f) de manera que existe la subdigrifica
policromatica

7:1 = (ZO7Z27 1721) U (ZO,Zl) - T‘7

una contradiccién.
3: (p—1, z1)e F(T).
Si (21, p— 1)€ F(T), entonces es azul (C5=(z1, p — 1, 29, 21)C T es
un ciclo no policromético y por el Lema ??-f). As que T4=(z1, p — 1,
20, 22)U(21, 22))C T es una subdigrafica policromdtica, contradiccion.
4: (1, z9)e F(T).
Si (20, 1)€ F(T), entonces Ty=(zo, 21, 22=0, 1)U(20, 1))C T es poli-
cromatico, contradiccién.
Con todo esto podemos justificar la existencia de

ﬂ:(pfl,zl,l,zo)u(pfl,zo) gT

que es no policroméatico por hipétesis general del Teorema, de donde,
junto con el Lema ?7?-c,f, se sigue que color(z, 1)=color(1, zp)#negro
asi que (21, 1, 20)C T es una z;zp-trayectoria monocromética en T,
contradiccién que concluye la prueba.

O
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2. Observaciones

A continuacién se realizaran una serie de afirmaciones relativas a cémo
se relacionan los Teoremas presentados en este capitulo con los ya conoci-
dos previamente y mencionados en el Prefacio de esta tesis. Para facilitar
al lector la identificacién de tales Teoremas, puede hacerse uso del anexo
en donde se incluye una tabla con esa informacién.

OBSERVACION 1. Si en el Teorema ?? se pide solamente que todo
C3C T sea a lo mas bicolor, entonces el resultado es falso. Ver Figura
19-izq.

DEMOSTRACION. La digréfica G introducida por primera vez en [?]
cumple que todo C3CG5 es a lo més bicolor, y existe un 7;CG5 no casi-
monocromadtico, a saber, (va, vy, v1, v3) U (v, v3). Ademds G5 no tiene
ntcleo por trayectorias monocromaticas. |

OBSERVACION 2. Si en el Teorema ?? solamente se pide que todo
7,C T sea casimonocromadtico en T, entonces el resultado es falso. Ver
Figura 19-izq.

DEMOSTRACION. El torneo T cumple que todo 7,C T es una subdi-
grafica casimonocromadtica (solamente existe (4, 1, 2, 3)U(4, 3)), y existe
un ciclo de longitud 3 3-coloreado, a saber (3, 2, 1, 3). Ademads T no tiene
niicleo por trayectorias monocrométicas (1 no absorbe a 2, 2 no absorbe
a 3, 3 no absorbe a 1 y 4 no absorbe a 3). O

OBSERVACION 3. La condicién de Shen Minggang y la del Teorema
7?7 no se implican mutuamente.

DEMOSTRACION. Para probarlo basta exhibir un contraejemplo en
cada caso. Con el fin de probar que la condicién de Minggang no implica la
del Teorema ?7? considere el torneo T' de la Figura 20-izq. en donde, aunque
toda subdigrafica de orden 3 es una subdigrafica casimonocromatica (pues
T es una digréfica bicolor), existe Ty=(v1, v, v3, v4)U(v1, v4)C T que es
no casimonocromatico.

Por otro lado también puede probarse que la condicién del Teorema 77 no
implica la de Shen Minggang: considere el torneo 17" de la Figura 20-der.
en donde 73=(vs, v4, v1, v2)U(v3, v2) es la Unica de tales subdigréficas y
es casimonocromético y ademds existe T3=(v1, vs, v2)U(v1, v2)C T que
es 3-coloreado. |
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OBSERVACION 4. La propiedad @ no implica la propiedad R.

DEMOSTRACION. Para probarlo basta exhibir un contracjemplo. Con-
sidere para ello el torneo T de la figura 21-izq. (en necesario mencionar
que las flechas que no se han dibujado pueden tener cualquiera de las
dos direcciones posibles). Todo S4C T es casimonocromético: de existir
S4’C T no casimonocromético entonces {(vs, v4), (vs, v3) }CF(S4’) lo cual
es una contradiccién (vp es el dnico vértice adyacente desde vy y v no
es adyacente desde v3). Ademds todo C4 es un ciclo no policromético:
de existir C4’C T policromdtico entonces {(vs, v4), (vs, v3) }CA(CY),
contradiciendo que para todo vértice ve(Cy’ se tiene que (52?4 (v)=2. Sin
embargo Ss=(vs, v3, v2, v1)U(vs, vg, v1) C T es una subdigrafica poli-
cromética. O

OBSERVACION 5. La propiedad R no implica la propiedad Q.

DEMOSTRACION. Proporcionaremos un contraejemplo. Considérese
el torneo T de la figura 21-der. en donde todo S4C T y todo S5C T no es
una subdigréfica policromdtica (pues T' es un torneo bicolor) pero existe
S4C T no policromético, a saber Sy=(vs, va, v1)U(vs, v4, v1)C T O

3. Problemas abiertos

PROBLEMA ABIERTO 1. Sea T un torneo m coloreado tal que no
contiene C'5 3-coloreados y tal que todo 7,C T es a lo méas una subdigrafica
3-coloreada. Entonces T' tiene niicleo por trayectorias monocromaticas.

PROBLEMA ABIERTO 2. Sea T un torneo m coloreado tal que todo
C:C T y todo S;C T (t < 4) son subdigréficas coloreadas con a lo més 2
colores. Entonces C(T') es una digréfica nicleo perfecta.
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Figura 18: Caso III. (21, 1)e F(T) y (p— 1, z1)e F(T)

Figura 19: Observaciones 4 y 5 (izq. y der. resp.)
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Figura 20: Observacion 6

Figura 21: Observaciones 77 y 77



CAPITULO 4

Subdigraficas casimonocromaticas de orden
k>4

En este capitulo presentamos dos condiciones de coloracién sobre los
torneos que implican que la cerradura del mismo es nucleo perfecta y
que por tanto T tiene ntcleo por trayectorias monocromdticas (Lema
?7?). Tales condiciones consisten en pedir una coloracién de tipo casi-
monocromatico en ciertas subdigraficas de orden k& > 4 y una de tipo no
policromatica en ciclos de cierta longitud en 7. Es menester mencionar
que la primera condicién aqui redactada es una generalizacién de la condi-
cién del Teorema 1.

1. Resultados
1.1. Condicién I. Subdigréficas 7.

DEFINICION 1. Sea T un torneo m-coloreado. Diremos que T tiene la
propiedad Pj para algtin entero fijo k >4 si cumple las siguientes condi-
ciones:

a) Todo 7 C T es una subdigréfica casimonocromética en T y
b) Todo ciclo C;C T (t < k) es a lo mds bicolor.

TEOREMA 1. Sea T un torneo m-coloreado. Si'T satisface la propiedad
Py, para algin entero fijo k >4, entonces C(T) es una digrdfica nicleo per-
fecta.

DEMOSTRACION. Procedamos por contradiccién. Supongamos que la
cerradura, C'(T), no es nicleo perfecta, entonces se sigue del Lema ?7

que existe un ciclo v = (29, 21, 22=0, 1, 2, ..., p = z9) que satisface las
propiedades enunciadas en el mismo. Observemos ahora lo siguiente.
1: p>k—2.

Si p < k — 2 entonces se sigue de la propiedad c¢) del Lema ?? que ~y

53
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2:

es un ciclo 3-coloreado y ademads de longitud ¢ < k, contradiciendo la
hipotesis del Teorema.

(Zo, 22)6 F(T)

Si (22, z0)€ F(T'), entonces es de color azul o rojo (de no ser asi en-
tonces existe el ciclo 3-coloreado Cs=(zp, 21, 22, 20), contradiccién)
de manera que (z2, 29, 21)C T es una trayectoria roja o bien (z1, 22,
20)C T es una trayectoria azul respectivamente, en ambos casos, una
contradiccién.

3: Para cada i tal que 0<i< p— (k —2) se cumple lo siguiente: si (z1,4) €

F(T), entonces para todo m € N tal que i+ (k—2) < i+m(k—2) < p,
es cierto que (i +m(k — 2), z;1)e F(T) siempre que m es impar y se
cumple que (z1, i + m(k — 2))e F(T) si m es par.

Probaremos la afirmacion por induccién sobre m. Primero supong-
amos que (21,4)€ F(T) para algin i tal que 0< i < p—(k—2) y supong-
amos, procediendo por contradiccién, que (i + (k — 2), z1)¢ F(T),
entonces (z1, i + (k—2))e F(T') (T es torneo) y por lo tanto existe el
no casimonocromatico

Tp = (21,0) U (G, i+ (k—2))U(21,i+(k—2))CT

(pues se sigue del Lema ??-f que (z1, 7) y (21, ¢ + (K — 2)) no son
negras), contradiccién. De la misma forma se puede concluir que (27,
i+2(k—2))e F(T) (suponga, procediendo por contradiccién, que (z1,
i+ 2(k—2))¢ F(T) asi que (i + 2(k —2), z1)€ F(T) y por lo tanto
existe
T =G+ (k—2),0,i+2(k—2)U(i+2(k—2),2)

U@+ (k—2),21) CT
el cual no es casimonocroméatico segin el Lema ??-f; contradiccién).
Ahora, supongamos que para toda n tal que i + (k — 2) < i+ n(k —
2) < p — (k — 2) se cumple lo siguiente: si m es par, entonces (z7,
i+n(k—2))e F(T), de otro modo, si m es impar entonces (i+n(k—2),
z1)€ F(T). Probaremos que la afirmacién es cierta para n+1.

Sin es par entonces procediendo nuevamente por contradiccién supong-
amos que (z1, i + (n + 1)(k — 2))e F(T). Existe entonces

T = (21,0 +n(k—2))U (i +n(k —2),0,i+ (n+1)(k —2))
U(z1,i+ (n+1)(k—2)) CT,
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el cual no es casimonocromético segin el Lema ??-f (pues (21, i +
n(k —2)) v (21, i + (n + 1)(k — 2)) no son negras), contradiccién.
Por otro lado, si n es impar, entonces como antes, procediendo por
contradiccién, supongamos que (i + (n + 1)(k — 2), z1)€ F(T). Asi,
existe

T = (i +n(k—2),a,i + (n+ 1)(k — 2))
U@+ (n+1)(k—2),21)
U@+n(k—2),2)CT,

que es una subdigrafica no casimonocromatica segin el Lema ?77-f,
una contradiccién de nuevo.

4: Para cada j tal que k — 2 < j < p es cierto que: si (j, z1)€ F(T)

entonces para toda m € N tal que 0< j —m(k —2) < j— (k —2) se
cumple que (z1, j —m(k —2))e F(T) siempre que m es impar, o bien,
(j —m(k —2), z1)€ F(T) en el caso en que m es par.
Sea j tal que k —2 < j < py (j, z:1)€ F(T) y sea m tal que 0<
j—m(k—2) <j—(k—2).Simesimpar entonces supongamos que
(21, j—m(k—2))¢ F(T) asi que (j —m(k—2), z1)€ F(T) (T es torneo)
y entonces se sigue del inciso previo (tomando j—m(k—2) como i) que
(z1, j)€ F(T), contradiccién. Un argumento completamente andlogo
sirve para probar el caso en que m es par.

5: (z1, k-3)e F(T) :

Si (k — 3, z1)€ F(T), entonces existe Cr_1=(z1, 22=0)U(0, 0, k —
3)U(k — 3, 21)C T, la cual es una subdigrafica a lo mds bicolor por
hipétesis, por lo tanto (k — 3, z1)€ F(T) es azul (no es negra como
consecuencia del Lema ?7?-f). De esto se sigue que 7,=(z¢, 22=0)U(0,
a, k—3) Uk — 3, 21)U(20, 21)C T es 3-coloreado (nétese que tal
subdigréfica contiene al menos una flecha negra de o dado que k>4),
contradiccion.

Caso I. k=4 (remitase el lector a la prueba del Teorema 1).

Caso II. k>5

6: (z0=p, 1)e F(T).

Si (1, p)e F(T), entonces Cy=(1, p=z0, 21, 20=0, 1C T es un ciclo
3-coloreado, contradiccién.

Caso IL.A. p>k —2
T.=(p, DU, a, k —2)U(k — 2, z1)U(z0, 21)C T (nbtese primero, que
(p, 1)e F(T') segun se muestra en el inciso 3, y segundo, que (k — 2,
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z1)€ F(T) por el inciso 3 con i=0), casimonocromadtico por hipétesis,
tiene al menos dos flechas negras (k>5) y una de color distinto de
negro (a saber, (2q, 1)), de manera que (k — 2, z1)€ F(T) es negra,
contradiciendo el Lema ?77-f.

Caso I1.B. p=k — 2

7: (z1, p— 1=k — 3)e F(T) es roja.
(21, Kk —3=p —1)e F(T) (inciso ??) de manera que existe C5=(z1,
p—1, 29, 21)C T, el cual es a lo més bicolor por hipétesis, entonces
(21, p—1)€ F(T) es negra o roja y se descarta la primer opcién como
consecuencia del Lema ?7-f.

8: (1, z1)e F(T) y es de color azul.
Primero, si (z1, 1)€ F(T), entonces existe T=(z1, 1)U(1, «, k —
2=20)U(z0, 22)U(21, 22)C T (inciso 2), casimonocromético por hi-
pétesis, asi que (z1, 1) es de color negro (dado que k>5 entonces 7y,
tiene al menos dos flechas negras y una que no lo es, a saber (21, 22)),
contradiccién (Lema ?7?-f). Concluimos entonces que (1, z1)e F(T).
Ahora bien, existe entonces C3=(z1, 20=0, 1, z21)C T, el que es casi-
monocromatico por hipdtesis, y ademés (1, z1)€ F(T') no es negra por
el Lema ?7-f asi que (1, z1)€ F(T) es azul.

Finalmente, existe entonces el ciclo 3-coloreado Cy=(z1, k — 3, k — 2=z,

1, 21)C T (ndtese que 1#£k — 3 dado que k>5 y recuérdense los incisos 3,

6 y ??7). Esta contradiccién concluye la prueba del Teorema. g

Agregamos al anterior otro resultado.

TEOREMA 2. Sea T un torneo m-coloreado. Si todo C3sC T, todo
TeC T y todo Cr,C T es una subdigrdfica no policromdtica en T para
algin k >4 y si ademds T no contiene alguna (1, 1,t-2)-subdivision de un
C3 3-coloreado (t < k), entonces C(T') es una digrdfica nicleo perfecta.

DEMOSTRACION. Procediendo por reduccién al absurdo, supongamos
que C(T) no es una digréfica nicleo perfecta, entonces se sigue del Lema
?? que existe un ciclo v = (20, 21, 22=0, 1, 2, ..., p = 2¢) que satisface las
propiedades enunciadas en el mismo. Primero nétese que p >k — 2, de lo
contrario p <k —2 y se sigue de la propiedad expresada en el inciso (c) del
Lema ?? que v es una (1, 1, ¢-2)-subdivisién de un C3 3-coloreado (¢t < k)
y ello constituye una contradiccién. Ahora bien, si (z9, k — 3)€ F(T)
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Figura 1: Conclusién del caso II-B, para k=5 y m=3

entonces
,Tk = (2’0721,2’2)U(ZQ,O[,]C*3)U(20,]€73) cr

es una subdigréfica policromdtica. De otro modo, si (k — 3, z9)€ F(T)
entonces es

Cr = (20,21, 22) U (22,0, k =3)U(k—3,2) C T

la subdigrafica policroméatica. En ambos casos, una contradiccién. O

1.2. Condicién II. Subdigraficas Sy.

DEFINICION 2. Sea T un torneo m-coloreado. Diremos que T tiene la
propiedad M), para algun k > 5 si cumple las siguientes condiciones:
a) Todo 8yC T es una subdigrifica no policromética de Ty
b) Todo C;C T (¢t < k) es un ciclo no policromatico.
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TEOREMA 3. Sea T un torneo m-coloreado. Si T satisface la propie-
dad My, para algin entero k >5, entonces C(T') es una digrdfica nicleo
perfecta.

DEMOSTRACION. Procediendo por contradiccién supongamos que la
cerradura, C'(T), no es una digrafica nicleo perfecta, asi que se sigue del
Lemma ?? que existe un ciclo v = (29, 21, 22=0, 1, 2, ..., p = 29) que
satisface las propiedades enunciadas en el mencionado Lema. Anadamos
algunas més para llegar a una contradiccion.

1: p>Fk—2.

Si suponemos que p <k — 2, entonces y es un ciclo policromético de

longitud menor o igual a k — 2, contradiciendo la hipétesis general del

Teorema.

2: (20, 22)€ F(T).

Si (22, 20)€ F(T). entonces es de color azul o rojo (de no ser asi en-

tonces existe el ciclo 3-coloreado C5=(zp, 21, 22, 20), contradiccién)

de manera que (z2, 20, 21)C T es una trayectoria roja o bien (z1, 22,

20)C T es una trayectoria azul respectivamente, en ambos casos, una

contradiccién.

3: Para toda 7 tal que 1< i < k—3 yparatoda jtalquep—12>j >

p — (k — 3) se cumple que (2o, 9)€ F(T) v (4, z2)€ F(T).

Supdngase que existe i, 1<i<k — 3, tal que (i, z0)€ F(T). Entonces

existe el ciclo policromatico

Ct = (i,Zo) U (20,21722) @] (Zo,()é,i) g T

con t < k, contradiccion. De la misma manera, si existe j, p—1> 7 >
p—(k—3), tal que (22, j)€ F(T) entonces existe el ciclo policroméatico

Ct = (ZO;thQ) U (Z2,j) U (j,a,Z()) g T

con t < k, lo cual es una contradiccién nuevamente.

4: (p—1,1)e F(T) .
Si(1,p—1)e F(T) entonces Cs=(p—1, p = 29, 21, 20=0, 1, p—1)C T
es un ciclo policromético, imposible.

Caso I. p >2(k — 3)

Subcaso IA. (k—3, z1)e F(T).
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Figura 2: (29, i)€ F(T) y (4, 22)€ F(T)

5: (k—3, z1)€ F(T) es de color azul.
Cr—1=(k — 3, z1)U(21, 22)U(22, a, k — 3)C T es un ciclo no poli-
cromdtico (hipdtesis) asi que la afirmacién se cumple por el Lema
77-f.

6: (21, k-4)€ F(T) y es de color azul.
Supongamos primero que (k-4, z1)€ F(T), entonces existe

Cr2=(k—4,21,220) U (22,0,k —4) C T

y es no policromatico (hipétesis) asi que por el Lema ?7?-f se tiene que
(k—4, z1)€ F(T) es azul. Por lo tanto

Sk:(p_17Z2)U(ZQaaak_4)U(k_4vzl)
U(pf]-az()azl) gT

estd coloreado con al menos 3 colores (recuérdese que (p — 1, z5)€
F(T) como se probé en el inciso ??), lo cual es una contradiccién. Se
concluye entonces que (z1, k —4)€ F(T), y su coloracién azul se debe
a la existencia del ciclo no policromdtico Cs=(z1, k—4, k—3, 21)C T
(inciso anterior) y al Lema ?7?-f.
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7: Si p>2(k — 3) entonces (k — 3, p-(k — 3))e F(T).
Por el contrario, supongamos que (p-(k — 3), k — 3)€ F(T); entonces
Sk =(p—(k—3),a,20) U (20,21)
Up—(k=3),k=3,21)CT
(ver inciso ?77) es una subdigréfica 3-coloreada, contradiccién.
8: (z0, p-(k—3))e F(T).
Si (p-(k — 3), 20)€ F(T) entonces alguno de los siguientes
CS = (p_ (k_3)7207217k_47k_37p_ (k_?))) cT
Ci={p—(k—-3),20,21,k—4,k-3=p—(k=3))CT
son ciclos policrométicos (ver incisos ?? y ?7?), dependiendo si p>2(k—
3) o0 p=2(k—3) respectivamente. En cualquier caso, una contradiccién.
Entonces existe la subdigréfica 3-coloreada Sip=(z0, p-(k — 3), 22)U(22, «,
k—4)U (z0, 21, K —4)C T (observemos que (p-(k — 3), z2)e F(T)
como puede verificarse en el punto 77, recuérdense ademads los incisos
?7? y ?7?7) y tal contradiccién concluye la prueba del Subcaso IA.

Figura 3: Subcaso I-A. p>2(k —3) y (k — 3, z1)€ F(T).

Subcaso IB. (z1, k — 3)e F(T).
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9: (21, k —3)e F(T) es roja.
Sk=(z20, 21, k—3)U(20, 22)U(22, @, k—3)C T (inciso 2) no es una sub-
digrafica policromatica segin dicta la hipotesis del Teorema, asi que
la afirmacion se sigue del Lema ?7-f.

10: (21, p-(k—3))e F(T) y es roja.
Si (p-(k — 3), z1)€ F(T) entonces es azul (pues Sp=(p-(k — 3), «,
20)U(20, 22)U(p-(k — 3), 21, 22)C T (inciso 2) no es policromético y
por el Lema ?7-f), de donde

Sk =(p—(k—3),22) U (22,0, k — 3)
Ulp—(k—3),21,k—3)CT

es 3-coloreado (note el lector que (p-(k—3), z2)€ F(T') segin se arguye
en el inciso ??, y recuerde el inciso ??), contradiccién. Por lo tanto
(21, p— (k—3))e F(T) y atin més, tal flecha es roja dada la existencia
del ciclo no policromatico

Cr-1=(20,21,p = (k=3))U(p— (k= 3),0,20) €T

y al Lema ?7-f.

En conclusion podemos observar la existencia de la subdigrafica 3-coloreada
Sk=(z1, p-(k = 3)U(p-(k —3), a, p— 1)U(p—1, 1)U(21, 20, )T T (ver
puntos ?? y ??). Surge la contradiccién que nos permite concluir el
Subcaso IB.

Caso II. k — 2 < p < 2(k — 3).

Subcaso ITA. (2, k — 3)e F(T)

11: (21, k —3)€ F(T) es roja.

Ci=(z0, z1, K —3)U(k — 3, a, 20)C T (t<k-1) es no policromético y
por el Lema ?7-f.

12: (21, p-(k —3))e F(T) y es roja.

Si (p-(k —3), z1)€ F(T') entonces es azul (Cy=(p-(k — 3), 21, 22)U(22,
a, p-(k—3))C T (t<k-1) es a lo mds bicolor y una vez més haciendo
uso del Lema ?7?-f) asi que

Ct:(p—(k_3)721,k—3,22)U(2’27O[7p_(k_g)) gT

(?7?), t < k, es policromético (menester es observar que (k — 3, 2z2)€
F(T) segin se vio en el inciso ??), contradiccién que establece la
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Figura 4: Subcaso I-B. p>2(k —3) y (21, k — 3)e F(T)

afirmacién.t.

Entonces podemos suponer que efectivamente (z1, p-(k — 3))e F(T).
Ahora, esta flecha tiene color rojo y ello se sigue de la existencia del
ciclo no policromatico

Cr-1=(20,21,p = (k=3))U(p—(k—=3),a,20) C T

y, como el lector bien puede vaticinar, del Lema ?7?-f.2

13: (21, p-(k—4))e F(T) y es roja.
Si (p-(k—4), z1)€ F(T) entonces es azul (Cy=(p-(k —4), 21, 22)U(z2,
a, p-(k —4))C T es a lo més bicolor, con t<k-1 -Lemma ??-f) y
por tanto existe el ciclo 3-coloreado Cs5=(p-(k — 4), 21, p-(k — 3), p-
(k—4)))C T (inciso ??), contradiccién. Se ha determinado ya que (21,

IDe manera alternativa el lector puede observar que existe entonces el ciclo poli-
cromético Ciy=(p-(k — 3), z1, k — 3)U(k — 3, a, p-(k — 3)) C T (t<k-1 dado que
p<2(k — 3)). De cualquier manera, una contradiccién.

2Cercanos ya a finalizar el presente texto no cabe la menor duda de la impor-
tancia del Lema 77, no es necesaria ahora una explicacién para su ubicacién en un
capitulo especial. Prometemos no recordar més su peculiar uso en lo que resta de esta
demostracién.
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p-(k—4))e F(T) y ahora es factible afirmar que es de color rojo pues
existe

Cr—2=(20,21,p — (k=4)U(p— (b —4),0,20) CT

que es a lo mds bicolor (Lema ?7-f).
Entonces la siguiente es una subdigrafica 3-coloreada

Sk = (21,0 — (k—=4))U(p— (k—4),0,20) U (20,1)
U (2’1,22,1) g T

(basta observar que (zp, 1)€ F(T) segin se demostré en el inciso ?7).
Hemos hallado una contradiccion que finalice este Subcaso.

Figura 5: Subcaso II-A. k —2<p<2(k —3) y (21, k — 3)e F(T).

Subcaso IIB. (k — 3, z1)e F(T).

14: (k—3, z1)€ F(T) es de color azul.
Cr—1=(k — 3, z1, 22)U(22, o, k — 3)C T es no policromético (Lema
?77.1).

15: (k—4, z1)€e F(T) y es azul.
Si (21, k—4)e F(T), entonces es roja (Cy=(20, 21, k—4)U(k—4, o, 29)C
T, con t<k-1, es no policromdtico) asi que C5=(k—3, 21, k-, k—=3)C T
es 3-coloreado (inciso ?7), contradiccién. Entonces (k — 4, z1)€ F(T)
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y es de color azul debido a la existencia del ciclo no policromético
Ci=(k — 4, z1, 22)U(22, a, k —4)C T (t<k — 2).

Concluimos el Subcaso IIB observando la siguiente contradiccién: Sp=(p—
1, 22)U(z2, o, k—4)U(k—4, z1)U(p—1, 20, 21)C T es una subdigréfica
3-coloreada (véase el inciso 77, ademds note que (p — 1, z9)€ F(T)
como se arguye en el inciso 7?7,y k —4 # p — 1 segun el inciso 1).

Figura 6: Subcaso II-B. k — 2<p<2(k —3) y (k — 3, z1)e F(T).

2. Observaciones

De la misma forma en que se ha hecho previamente, a continuacién
se realizaran una serie de afirmaciones relativas a cémo se relacionan los
Teoremas presentados en este capitulo con los ya conocidos previamente
y mencionados en el Prefacio de esta tesis. Para facilitar al lector la iden-
tificacién de tales Teoremas, puede hacerse uso del anexo en donde se
incluye una tabla con esa informacién.

OBSERVACION 1. Si en el Teorema ?7? se solicita de manera exclusiva
que todo C3C T sea a lo mas bicolor, entonces el resultado es falso. Ver
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Figura 7: Observaciones 9 y 10 (izq. y der. resp.)

Figura 7-izq. (todo C3C T es a lo més bicolor pero T no tiene nicleo por
trayectorias monocromaticas).

OBSERVACION 2. Si en el Teorema ?7 se exige solamente que todo
T C T sea una subdigrafica casimonocromatica, entonces el resultado es
falso. Ver Figura 7-der. para k=4 (todo 7;C T es casimonocromético pero
T no tiene nicleo por trayectorias monocromdticas).

OBSERVACION 3. La condicién establecida en el Teorema ?? no im-
plica la del Teorema de Shen Minggang.

DEMOSTRACION. Para probarlo basta considerar el torneo T con
V(T)={v1, va, ..., vk} tal que para toda i, 4<i<k, y para toda j, j<i,
se cumple que (v;, vj)€ F(T) y tiene color 1 (ver Figura 8); y tal que
es un torneo que satisface ademds que existe la subdigrafica 3-coloreada
T3=(v3, va, v1)U(vs, v1)C T. Obsérvese que todo 7 C T es una subdi-
grafica casimonocromatica en 7. |

OBSERVACION 4. La condicién establecida en el Teorema de Shen
Minggang no implica la condicién del Teorema ?77.

DEMOSTRACION. Considere el torneo de la Figura 9 en el que todo
73C T y todo C5C T es una subdigréfica no policromética (7' es un
torneo 2-coloreado), sin embargo 7 =(vg, va, ..., Vp—1)U(vg, vx—1)C T es
una subdigrafica no casimonocromatica. O
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Figura 8: Observacién 11.

Figura 9: Observacion 12.
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Figura 10: Observacion 13.

OBSERVACION 5. La propiedad de que todo 7, C T es una subdigrafi-
ca casimonocromadtica no implica la propiedad de que todo 7p_1C T es
también una subdigrafica casimonocromadtica (de esta afirmacién se sigue
que la condicién establecida en el Teorema 7?7 no implica la Condicién del
Teorema de Shen Minggang).

DEMOSTRACION. Considere el Torneo de la Figura 10. Las flechas no
dibujadas tienen direccién arbitraria y color rojo. Ademads se tiene que
6+ (vi) = 0. Todo T,C T es una subdigrifica casimonocromética en T
(de existir algtin 7;,’C T no casimonocromadtico se tiene entonces que {f1,
f2}CF(7}) v v€V(TE’) por lo que existe una vgvg_s-trayectoria P en T'
tal que vp€ V(T'), contradiciendo que é; (vi)=0), sin embargo 7j,_1=(v1,
V2y wery Vg—2)U(Vg—2, U5—1)C T no es casimonocromético. O

OBSERVACION 6. La propiedad Py no implica la Py_1.

DEMOSTRACION. Considere el torneo 3-coloreado de la Figura 11.
Las flechas que no han sido dibujadas tiene direccién arbitraria. Ademas,
5;(016,2):0 y 07 (vg)=0. T satisface la propiedad Pj: no existe CyCTy,
(t<k) policromético (de existir Cy’C T policromético, ¢ < k, entonces
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Figura 11: Observacion 14.

{fi=(Vk—1,Vk—2), fa=(Vk—3, Vk—2)} C F(C}’) de manera que (5& (vk—2)=2,
contradiccién) y todo 7, C T es una subdigréfica casimonocromética (de
existir 7;’C TTy, no casimonocromético entonces {f1, f2)}C F(73’) y co-
mo f1 v fo son flechas adyacentes entre ellas entonces existen solamente
dos casos posibles: si foC7};’ es la tltima flecha de la trayectoria de longi-
tud k — 1 en 7}’, entonces se sigue de la definicién de 73’ que existe una
vE—1Vk—s-trayectoria RC7}’ tal que vi€ V(R); en el otro caso, si f1C7y’
es la ultima flecha de la trayectoria de longitud k£ — 1 en 7;’, entonces
se tiene que existe una vy_3v,_1-trayectoria @ en 73’ tal que vy€ V(Q);
en ambos casos, una contradiccién (pues 67 (vx)=0). Sin embargo T' no
satisface la propiedad P,_; dado que existe la subdigrafica policromética
Ti—1=(Vo=Uk, V1, ..., Vp—2)U(vg_1, Vk—2)C T. d

OBSERVACION 7. Si todo SyC T (k>5) y todo C;C T (¢t < k)
son a lo mas bicolores, entonces no forzosamente todo S4;C T es casi-
monocromatico.

DEMOSTRACION. Sea T), (n>5) la familia de torneos tal que Sy'=(vs,
va, v1)U(vs, v4, v1)CT,, con la propiedad de que color(vs, vg)=color(va,
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v1)=2y color(vy, v1)=color(vs, va)=1. El resto de las flechas tienen color
1 6 2 y tienen direccién indistinta. Ver Figura 12.

Entonces todo SpCT,, (k>4) y todo C;CT,, (t<k) no son policromdticos
(el torneo es bicolor), sin embargo existe S4CT,, no casimonocromético,
a saber Sy’. O

OBSERVACION 8. La propiedad M} no implica la propiedad R (ver
definiciones 3.3 y 4.2 resp.).

DEMOSTRACION. Definiremos la siguiente familia de digrafica como
prueba. Es importante observar que todas las flechas no especificadas
tienen direccién arbitraria. Ver Figura 13.

Ty :V(Ty) = {v1,v2,v3,v4}
F(Ty) C F(S}) = ((v3,v4,v1) U (v3,v2,01))
Ty :V(T) =V (Tk—1) U {vr}
F(Ty) = F(Tp—1) U{(vg,v;) | 1 <k —1}.
(

Se cumple ademds que color(vs, v4)=2, color(vs, v2)=3 y todas las flechas

restantes tienen color 1. Ver figura 8. Observe que no existe algin S;CTy

(k >5) policromatico: de lo contrario, si existe Sy’ CT}, policromético en-

tonces {(vs, va), (v3, v2)}CF(Sk’) y vk €V(SK'), sin embargo o7, (vx)=0,

contradiciendo la definicién de S},’. Por otro lado S4’ es no casimonocromaético.
O

OBSERVACION 9. La propiedad R no implica la propiedad Mj (ver
definiciones 4.2 y 3.3 resp.).

DEMOSTRACION. Como prueba considérese el torneo Ty de la Figu-
ra 14. Obsérvese que todo S4CTys y todo S5CTg son subdigraficas no
policromdticas, sin embargo Sg=(v1, va, v3, v4, v5)U(v1, ve, v5)CTg s
policromatico. O

3. Problemas abiertos

PROBLEMA ABIERTO 1. Sea T un torneo m-coloreado. T" tiene nicleo
por trayectorias monocromaticas si existe un entero fijo k£ > 4 tal que
todo 7, C T es una subdigrafica no policromaética o casimonocromatica o
monocromética de T y una de las siguientes condiciones:

a) No existe C3C T policromético o T no es un Cj policromético.
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Figura 12: Observacién 15.

b) No existe C5C T policromético o T no es un C3 policromético y todo
T,C T (t<k) es una subdigrafica no policromética o casimonocromadtica
o monocromatica de T'.
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Figura 13: Observacion 16.

Figura 14: Observacion 17.

¢) No existe C5C T policromatico o T' no es un Cs policromético y todo
CyC T es una subdigrafica no policromatica o casimonocromaética o mo-
nocromatica de T.
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d) No existe C5C T policromético o T no es un C3 policromético y todo
Ti_1C T es una subdigrafica no policroméatica o casimonocromética o
monocromatica de T'.

PROBLEMA ABIERTO 2. Sea T un torneo m-coloreado tal que no tiene
ntcleo por trayectorias monocromaticas y todo 7, C T es una subdigrafica
casimonocromdtica de T. Entonces T contiene algin C;C T (t>3) 3-
coloreado.



Anexo

La siguiente Tabla retine algunos de los resultados mencionados en
el Prefacio y los demostrados a lo largo de la tesis. Permitira al lector
una mas agil lectura de la seccién de Observaciones en cada capitulo pues
podra realizar un anélisis comparativo de las mismas.
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Anexo

Ano
1982

1988

1990

1994

1998

Autores

Sands,
et.al. [?]

Minggang
7]

Berge,
Duchet [?]

Galeana-
Sénchez:

7l

Galeana-
Sanchez

7l

Resultados

Sea D 2-coloreada. Entonces C(D), es
nucleo perfecta. En particular si T es tor-
neo 2-coloreado, entonces existe v € V(7))
tal que para todo z € V(T') — {v} existe
una xv-trayectoria monocromaética en 7.

Sea T un torneo m-coloreado tal que
todo tridangulo contenido en T es casi-
monocromdtico, entonces C(T) tiene
nicleo. Ademds si m > 5, entonces las
hipdtesis arriba mencionadas, son justas.

Sea D una digréfica. Si todo ciclo contenido
en D tiene al menos una flecha simétrica
entonces D es nucleo perfecta.

Sea T un torneo m-coloreado:

1: Sea Si todo C3 C T y todo Cy C T son
casimonocromaticos, entonces C(T) es
nucleo perfecta (ademds se prueba que
esta condiciéon no es implicada ni im-
plica la de Minggang.

2: Sea T un torneo m-coloreado tal que
todo ciclo en T' es monocromaético, en-
tonces C(T') es nucleo perfecta. En este
articulo se introduce el concepto de cer-
radura.

Las digraficas obtenidas de un torneo elim-
inando una unica flecha, pertenecen a la
clase de las digraficas tales que toda {Cj,
C4}-m-coloracién libre es nicleo perfecta
por trayectorias monocromaticas.
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Ano Autor

2001 Galeana,
Garcia

7]

2002 Galeana,

Rojas [?]
2004 Hahn,
et.al [?]

Resultados

Las digréficas obtenidas de un torneo elim-
inando una ftunica flecha, pertenecen a
la clase de las digraficas tales que toda
{C3, T3} —me-coloracién libre es nticleo per-
fecta por trayectorias monocromaticas.

Sea D una digrafica m-coloreada:

1:

Si D es cuasitransitiva y todo tridngu-
lo dirigido en D es monocromaético, en-
tonces C(D) es nicleo perfecta.

: Si D es un torneo, m=3, todo C5 es

casimonocromatico y todo vértice del
torneo tiene vecindad a lo més bicolor,
entonces su cerradura es nicleo perfec-
ta.

Si D no tiene trayectorias dirigidas
monocromaticas infinitas exteriores en-
tonces la digrafica subdivisién, S(D),
tiene nicleo por trayectorias monocro-
maticas.

Si D no tiene trayectorias monocromé-
ticas infinitas exteriores ni ciclos mo-
nocrométicos, entonces S(D) tiene un
tnico nucleo por trayectorias monocro-
maticas.

Si para algtin s > 3, todo ciclo de longitud
s contenido en T' es casimonocromaético y
todo ciclo contenido en T de longitud ¢ < s
es a lo méas 2-coloreado, entonces T tiene
nucleo por trayectorias monocromaticas.

continta en la siguiente pdgina
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Anexo

Ano
2004

2005

2005

2006

2006

Autor

Galeana,
Rojas [?]

Galeana,
Rojas

Galeana,
Rojas:

Galeana,
Rojas:

7]

Galeana,
Rojas:

7l

Resultados

La cerradura de los torneos bipartitos m-
coloreados cuyos ciclos de longitud 4 son
monocromaticos, es una digrafica ntcleo
perfecta.

Si el conjunto de colores asignado a la
vecindad interior de cada vértice de un tor-
neo m-coloreado es menor o igual a 2 y
si ademds pasa una de las siguientes: a)
m # 3 0, b) m =3y T no contiene ci-
clos de longitud 3 3-coloreados; entonces
T tiene ntcleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas.

Proporcionan un contraejemplo al has-
ta entonces problema abierto planteado
en [?]: encuentran un torneo 4-coloreado
donde todo C3 es casimonocromético y
tal que no tiene ntcleo por trayectorias
monocromaticas.

Todo torneo k-partito m-coloreado tal que
todo ciclo de longitud 4 en él contenido sea
monocromatico, cumple que su cerradura
por colores es nicleo perfecta.

Todo torneo k-partito m-coloreado tal que
todo ciclo de longitud 4 en él contenido sea
monocromatico, cumple que su cerradura
por colores es nucleo perfecta.

En la siguiente tabla, nuestros resultados.
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Lema 77

Teorema 77

Nuestros resultados

Si T es un torneo m-coloreado sin C3 3-
coloreado y tal que C(T") no es nicleo perfec-
ta, entonces existe un ciclo v = (2o, 21,22 =
0,1,2,...,p = 2z9) € C(T) que cumple las
siguientes propiedades:

1: U(y) =4

2: vCT

3: (20,21) € F(T) es de color a, (z1,22) €
F(T) es de color b y existe « = (20 =
0,1,2,...,p = z9) (p > 2), una 292¢p-
trayectoria en T de color ¢, con a # b,
b # ¢, a # ¢, digamos que a=rojo, b=azul,
c=negro.

4: No existe una 21 2g-trayectoria
monocroméatica en T y no existe una
Z2z1-trayectoria monocromatica en T'.

5: (22,20) € F(T) (v por lo tanto (zo,22) €

6: Todas las flechas entre z; y los vértices in-
ternos de a son de color distinto de negro.

Sea T un torneo m-coloreado. Si T satisface
que todo ciclo CyCT (t < k) es a lo més bi-
color (de manera que no es policromético, y
una de las dos siguientes condiciones: a) Todo
tridngulo en T' es casimonocromdtico (y por
tanto a lo més bicolor), o bien b) Para algtin
entero fijo k>4 se cumple que todo ciclo Cy CT
es a lo més bicolor y no es una (2,k — 2)-
subdivisién de Cy-bicolor. Entonces C(T') es
una digrafica nicleo perfecta.
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Anexo

Teorema 77

Teorema 77

Teorema 77

Teorema 77

Nuestros resultados

Sea T un torneo m-coloreado. Si T satisface la

propiedad PII; para algtin entero fijo k > 3:

1: no existe alguna (1, 1, k — 2)-subdivisién de
C3 3-coloreado en T,

2: no existe alguna (1,1, k — 2)-subdivisién de
T3 3-coloreado en T’y

3: no existe alguna (1,1, ¢ — 2)-subdivisién de
C3 3-coloreadoen T, con t < ky t > 3.

Entonces C(T') es una digréfica niicleo perfec-

ta.

Sea T un torneo m-coloreado. Si T satisface la

propiedad P:

1: Todo 7;C T es una subdigrafica casi-
monocromatica de Ty
2: Todo C3C T es a lo mas bicolor.

Entonces C(T) es una digréfica niicleo perfec-

ta.

Sea T un torneo m-coloreado. Si T satisface la

propiedad Q:

1: Todo S4C T es una subdigrafica casi-
monocromatica en T y

2: Todo C,C T (t <4) es a lo més bicolor.

Entonces C(T) es una digréfica niicleo perfec-
ta.

Sea T un torneo m-coloreado. Si T satisface la
propiedad R:

1: Todo S4C T y todo S5C T son subdigrafi-
cas no policromdticas (a lo més bicolores),

2: Todo C3C T es un ciclo no policromaético
y

3: No existe en T una (1, 1, 2)-subdivision de
un C3 3-coloreado.

Entonces C(T) es una digréfica niicleo perfec-
ta.
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Teorema 77

Teorema 1

Teorema 3

Nuestros resultados

Sea T un torneo m-coloreado. Si todo C3C T
vy todo 74C T es una subdigréifica no poli-
cromatica, entonces C(T) es una digrafica
nucleo perfecta.

Sea T un torneo m-coloreado. Si T satisface la
propiedad Py para algin entero fijo k >4:

1: Todo 7;C T es una subdigrafica casi-
monocromatica en Ty

2: Todo ciclo C;C T (t < k) es a lo més bi-
color.

Entonces C(T) es una digréfica niicleo perfec-

ta.

Sea T un torneo m-coloreado. Si T satisface la

propiedad M}, para algin entero k >5:

1: Todo SxC T es una subdigrafica no poli-
cromatica de Ty

2: Todo C,C T (t < k) es un ciclo no poli-
cromatico.

Entonces C(T') es una digréfica niicleo perfec-

ta.



Simbolo
D
(u, T, v)
Ck
HCD
HcCcD
DIS]
oT)
Sim(D)
Asim(D)
5p ()
5h(0)
zI-camino

D Ek-coloreada
T

Sk

C(D)

[av b}D

21 Z9-camino

Notacion

Significado

usualmente denotard a la digrafica en cuestién
subsucesién de la trayectoria T de u a v

ciclo dirigido de longitud &

H es una subdigrafica de D

H es una subdigrafica propia de D

H es la subdigréfica inducida por S C V(D)
longitud de T

La parte simétrica de D

La parte asimétrica de D

ingrado de v € V(D) en D

exgrado de v € V(D) en D

camino del vértice z a un vértice en I C V(D)
digrafica cuyas flechas se colorean con k colores
subdigrafica 7; de orden k

subdigrafica Sy de orden k

cerradura transitiva por colores de D
adyacencia entre los vértices a y b en D
camino del vértice z; al vértice 2z
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