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Introduccion

Después del descubrimiento del neutrén en 1932 por J. Chadwick, ese mismo afio
L. Landau sugirié la existencia de una estrella compacta compuesta de neutrones.
Tuvieron que pasar treinta y cinco anos para que finalmente en 1967 Jocelyn Bell y
A. Hewish detectaran la presencia de este tipo de estrellas. Sin embargo fue unos anos
antes (1964) que F.Hoyle, J. V. Narlikar y J. A. Wheeler, estudiando la emisién de
Rayos X en la nebulosa del cangrejo, propusieron la existencia de campos magnéticos
del orden de 10'° Gauss en la superficie de las estrellas de neutrones (ver por ejemplo
el articulo de revisién [1]). Hoy se sabe que la intensidad del campo magnético en
una estrella de este tipo varfa entre 10'2 — 10'3 Gauss. No obstante, algunas estrellas
de neutrones jévenes, conocidas como magnetares, presentan campos magnéticos de
hasta 10 Gauss!.

El descubrimiento de la existencia de campos magnéticos tan intensos dio origen
al estudio de sistemas atémicos y moleculares en medios tan extremos. Mas recien-
temente, en el ano de 2002, las mediciones del observatorio espacial de rayos X
Chandra indicaron la presencia de dos lineas de absorcion en 0.7keV y 1.4keV en
el espectro de la estrella de neutrones 1E1207.4-5209 [2]. Una posible explicacién a
estas Ifneas, es la presencia de sistemas exdticos de un solo electrén 2 como Hy , H3 ™,
He*, (HeH)*" y Hel' en la atmésfera de la estrella de neutrones (ver [4] y [5]).
Particular atencién se ha puesto al estudio del &tomo de hidrégeno en presencia de
un campo magnético. Ello debido a la gran importancia de este sistema en diversas
ramas de la fisica, como en astrofisica, fisica de plasmas y fisica de estado sélido,
entre otras.

!Desde la primera vez en que los magnetares fueron detectados en 1979, hasta el 2003, se han
encontrado doce. Localizados en la Via Lactea y en las Nubes de Magallanes.

2Un anélisis detallado de los iones moleculares con un solo electrén en campos magnéticos se
presenta en el articulo de revisién [3].



En este trabajo se realiza un estudio detallado del 4&tomo de hidrégeno en presencia
de un campo magnético y de las transiciones radiativas entre los niveles méas bajos
de su espectro. Es importante mencionar que entre los diferentes sistemas atémicos
y moleculares con un electrén, el estudio de las transiciones radiativas solo se ha
reportado para el caso del a&tomo de hidrégeno ([6], [7] y[8]) v el He™ [9] .

La organizacién general de la tesis esta dividida en dos partes. La primera parte se
centra en el estudio del espectro del &tomo de hidrégeno en campos magnéticos inten-
sos, particularmente estd enfocada en el estudio de los niveles 1sg, 2py v 2p_;. En la
segunda parte se aborda el estudio de las transiciones electromagnéticas 2py <= 1s,
y 2p_1 <= 1sg.

El Régimen de Coulomb (electrén ligado)

El estudio del 4tomo de hidrégeno (un protén y un electrén con una interaccién
Coulombiana), puede hacerse tan preciso como uno lo requiera. En una primera
aproximacién, la masa del protén se considera infinita, con lo cual, el bien conocido
espectro de energia en unidades del Sistema Internacional (SI) es:

n=1,23,...,

donde « es la constante de estructura fina, c la velocidad de la luz y m, la masa del
electrén®.

Si consideramos que el protén realmente no se encuentra fijo, sino que su masa m,

es finita, la primera correccion resulta de tomar la masa reducida y = y 1o

1+ me

mp
la masa del electrén.
Pero el electron ademas de su movimiento alrededor del niicleo, tiene un espin, y con
ello el momento angular total es J = L + S. Esto da origen a la llamada interaccion
espin-orbita corrigiendo la férmula para la energia, a primer orden en teoria de
perturbaciones, por el término (ver por ejemplo [10])

g0 _ E; {n[j(j+1)—l(l+1)—3/4]}'
“ mec? (+1/2)(1+1)

Considerando ahora el movimiento relativista del electrén, la correccién que resulta
a primer orden es (ver por ejemplo [10])

E? 4n
EW=__"n -3 .
" 2mc? [l +1/2

3Estas constantes estdn definidas en el Apéndice C.2.



Estas dos correcciones de orden a*m.c? se denominan estructura fina del 4tomo de
hidrégeno.

Al tomar en cuenta el espin del protén, se tiene la llamada estructura hiperfina. Esta

correccién es de orden Z=atm,c?.
4

Asi, se tiene una jerarquia en las correcciones al dtomo de hidrégeno como

orden
Atomo de Bohr o’m,c?
Estructura fina atm,c?

Estructura hiperfina Zq*m,c’
vd

El Régimen de Landau (electrdn libre)

Desde el punto de vista clasico, cuando un electréon en movimiento se coloca en una
region de campo magnético B constante y homogéneo, éste describe una trayectoria
helicoidal. La proyeccién de esta hélice sobre un plano perpendicular a la direccién
del campo, corresponde a una circunferencia de radio

" eB

donde P, es la componente transversal del momento total del electrén (la compo-
nente z origina el desplazamiento uniforme en la direccién del campo), e la carga del
electrén y B la intensidad del campo magnético. El radio R, corresponde al llamado
radio de Larmor (o radio ciclotrénico).

R,

La descripcién cuantica del electrén en un campo magnético constante y homogéneo*

conduce a la cuantizacion de la energia como

, (1)

1 P?
EN,m _ hwc{N+—+m+|m|}+ z

2 2 2m,
eB
We = —,
me
N=0,1,2,...

m=0,+1,42,43, ...

donde N es el nimero cuantico de Landau, P, y m las componentes del momento
y del momento angular, respectivamente, en la direccién del campo magnético B.

4Ver Apéndice B



Esencialmente lo que se tiene es un oscilador armoénico que describe su movimiento
en el plano (z,y) transversal al campo magnético cuya frecuencia w, corresponde a
la llamada frecuencia ciclotrénica. Ademas de un movimiento libre en la direccién
del campo magnético, es decir en la direccién z. Los niveles de energia asociados
con el movimiento transversal estan igualmente espaciados, siendo el espaciamiento

. heB
entre dichos niveles proporcional al campo magnético e igual a hiw., = ——. Todos
m

€
los niveles con nimero cuantico magnético m < 0 conducen al mismo valor de la
energia, por lo que en este caso el sistema es infinitamente degenerado.

Tomando el valor correspondiente al estado de menor energia, es decir con N = 0,

hw
m < 0y P, =0, tenemos que £ = —. Aunque éste valor de la energia no

corresponde a una trayectoria bien definida, vale la pena ver cudl es la magnitud
del radio ciclotrénico clésico correspondiente a dicha energia.’® Por lo tanto el radio
ciclotrénico clésico correspondiente al nivel de energia cuantico mas bajo es

| h
Rc_ G_B’

Considerando el campo magnético en el rango B = (2.3505 x 10" — 4.414 x 10'3)
Gauss®, el radio ciclotrénico toma valores entre R, = (5.29x 107" —3.86 x 107'%) m.
Y si comparamos con el radio de Bohr ag = 5.29 x 10~'' m resulta que en la direc-
cion transversal a la direcciéon del campo magnético el movimiento del electrén se
compacta a partir del radio Bohr aq hasta 140 veces en relacién a su tamano en
ausencia de campo magnético en dicho intervalo de campos magnéticos.

Escalas naturales de los campos magnéticos

Cuando se dice que una cantidad fisica tiene una magnitud grande o pequena, es
necesario especificar respecto a qué se estd comparando. En el caso de sistemas
atémicos cuando se habla de un campo magnético, esta comparacion se hace re-
specto al campo magnético interno del atomo de hidrégeno. Este campo magnético
estd determinado por el tamano de la érbita del electréon, la cual corresponde a ay,
el radio de Bohr. Asi, nos gustaria saber para qué intensidad del campo magnético
se puede obtener una orbita de “radio” igual a ay, es decir, R, = ag, con lo cual

[ h
Rc = = ;
eBO o

5Es posible demostrar que dada la distribucién de la funcién de probabilidad, el méximo de
ésta coincide con el radio ciclotrénico.
610* Gauss = 1 Tesla.




=By = — ~2.3505x10°G.
eag
La expresion anterior es de hecho la definicion de unidad atémica del campo
magnético. Cabe mencionar sin embargo, que la gran mayoria de autores han optado
por utilizar la conversién By = 2.35x10% G como la unidad atémica para el campo
magnético. Esto debe tomarse en cuenta cuando se realicen comparaciones entre
los calculos realizados por diferente autores. En este trabajo nos apegaremos a esta
convencién y se usara como factor de conversién By = 2.35 x 10° G.

El estudio estara restringido al dominio de aplicabilidad de la teoria no relativista.
Para obtener este limite, se busca que el espaciamiento en los niveles de energia
de los estados del electrén en un campo magnético (orbitales de Landau) sea a lo
mucho igual a la energia necesaria para la creacién de un electrén’, es decir

AELandau _ h’eBRel _ meCQ’
me
2.2
Bpg = € 4414 % 108G .
he

Asi, éste valor del campo magnético (denominado cominmente como limite de
Schwinger) corresponde al limite méximo del campo en donde los efectos relativistas
aun no son importantes.

"Estamos igualando cantidades fisicas equivalentes, en este caso la energia ciclotrénica con el
equivalente en energia de la masa en reposo del electrén. El que se tome solo la energia necesaria
para la creacién de una particula y no del par e~e™, asegura que nos encontramos en un dominio
en el cual la ecuacién de Schrodinger es aun aplicable.



Parte 1

Espectro del Atomo de Hidrégeno
en Campos Magnéticos



CAPIiTULO

1

Iones Hidrogenoides

Entre los pocos sistemas que se pueden resolver exactamente, el &tomo de hidrégeno
es, sin duda, el mas importante. Al estar constituido de un solo protén y un solo
electréon con una interaccién Coulombiana, es el sistema atéomico mas simple que
existe en la naturaleza. Si consideramos iones hidrogenoides, es decir un sistema
con Z protones en el nicleo y un solo electrén, aun es posible obtener una solucion
exacta.

1.1. Campo Magnético Externo B =0

Como es bien sabido, en ausencia de campo magnético el hamiltoniano del i6n
hidrogenoide! en unidades del Sistema Internacional?® es

~ f)2
— Vv 1.1
H T +V(r), (1.1)
donde V' (r) es el potencial electrostatico
e Z
Vir) = ——Z 1.2
=-pZ, (12)

p el operador de momento lineal, m, la masa, y e la carga del electrén, y Z el nimero
atomico. Con el niicleo en el origen de coordenadas, r = \/x2 + y? + 22 representa
la distancia entre el nicleo y el electron. Utilizando el método de separacién de

1Se considera la aproximacién de Born-Oppenheimer a orden cero, es decir que la masa del
nicleo es infinita.
2Ver Apéndice C.2.



1.1 Campo Magnético Externo B =0

variables en coordenadas esféricas® (ya que tenemos un potencial central), la ecuacién
de Schrodinger a resolver es

HY(r,0, ) = EV(r,0,¢) . (1.3)
Explicitamente
R (10 0 L2
- E— N\ 14
G (r2)-Lheren=E-vermes . s

donde L2 es el cuadrado del operador de momento angular

. 1 0 0 1 &
2 _ i
L= Lln080(8m060> * sin205<,02} ’

cuyas funciones propias son los arménicos esféricos ¥, (0, ¢), i

L2V (0,¢) = RI(1+1)Y™(0,9)
[ = 0,1,2,...,
m = —l,—l+1,...,0,...,1—1,1.
Aqui, [ es el nimero cudntico azimutal y m el nimero cudntico magnético. Con-

siderando la solucién como ¥(r, 8, ) = R(r)Y;" (0, ¢), al sustituir en (1.4) obte-
nemos la ecuacién diferencial para R(r)

S (P 2 pvire) <08 )

Para obtener la solucién de (1.5) se hace uso del método de aproximacién asintGtica
(el cual se ejemplifica de manera amplia en el Apéndice sobre orbitales de Landau).
Las soluciones para (1.5) que resultan aceptables son los polinomios asociados de
Laguerre R, (r) = LZ%! (r) e imponen la condicién de cuantizacién de la energia

E, = _ Zmeet
" (4meg)22h2n2 ’
n o= 1,2,3,...

con n el numero cudntico principal. De estas consideraciones, la solucién normalizada
a la ecuacion de Schrodinger para el i6n hidrogenoide es:

22\*(n—1—1)1? 22 \! 22 \ ..
U, 1m, (15,0, ) = [<—) g] e mo( ) Lfffll_1<n—a0r)Y2 "0, p),

nag) 2n(n+1)! nag
(1.6)

3Considerando las relaciones convencionales entre los sistemas de coordenadas cartesiano y
esférico. x = rsinfcos¢, y = rsinfsin g y z = r cosé, con r la distancia entre el origen y cualquier
punto del espacio, 8 el dngulo polar y ¢ el dngulo azimutal.

10



1.1 Campo Magnético Externo B =0

donde aq es el radio de Bohr. Para un valor fijo de n, los posibles valores de [ son

l=n—1,n—2,...,0. Asi, los nimeros cuanticos n, [ y m; cumplen
n = 1,2,3...,
I = 0,1,2,...,n—1,
my = —IL,—l+1,...,0,..,1—1,1.

En Rydbergs?, la expresién de la energia es

E,=-". (1.7)

Ya que la energia solo depende del niimero cudntico principal n, se tiene una de-
generacién de orden n? respecto a los niimeros cudnticos azimutal [ y magnético
my.

Para denotar los diferentes estados utilizamos la tradicional notacién espectroscépica

Nl

con los nimeros cuanticos n, [ y m definidos anteriormente. Como es costumbre,
para cada nimero cuantico azimutal [ se considera la siguiente asignacion de letras
romanas

l 01 2 3
notacién s p d f

1.1.1. Los Estados 1sg, 2py ¥ 2p_1

Las funciones propias del d4tomo de hidrégeno ¥, ;. (r, 0, ¢) para los estados 1s,
2po v 2p+1, obtenidas directamente de la solucién general (1.6) son

2
\111,0,0(7“,(9, 90) = 3—/26 aOYE)O(H’ SO)’ (1'8)
G
1 —
oo, 0.9) =55 re N 0.0), (1.9)
0
1 .
a1 (10,6) =4 5q5 7€ ¥ 0:9), (1.10)
0

4Ver Apéndice C.1

11



1.2 En Presencia de un Campo Magnético B # 0

con ayg el radio de Bohr. Si escribimos explicitamente los arménicos esféricos® Y, (r, 0, ¢),

y ya que
z=rcost,

p=rsind,

las eigenfunciones (1.8), (1.9) y (1.10) resultan

1
Ti00(r,0,0) = \/w—age “0 (1.11)
\112,1,0(7‘, 0’ SO) = Aze_ﬁ bl (1.12)
A o
Uoa1(r 0,0) =F—= pe¥e o, (1.13)

V2

A= 1
327ra(5)/2

Las funciones del atomo de hidrégeno escritas en esta forma son las que usaremos
méas adelante.

donde

1.2. En Presencia de un Campo Magnético B # 0

Si se coloca al i6n hidrogenoide en una regiéon de campo magnético, ya no es posible
obtener una solucion exacta del sistema. Antes de escribir el hamiltoniano conside-
remos algunos puntos.

e Ya que la masa del protén resulta ser 1836.1527 veces mayor que la correspon-
diente a la del electrén, resulta natural considerar al ntcleo fijo en el origen,
es decir se considerara la aproximacion de Born-Oppenheimer a orden cero.

e La distancia entre el electréon y el proton la indicamos por r, y por conveniencia,
nuestro sistema de referencia es tal que el eje z se toma paralelo al campo
magnético (Ver Fig. 1.1).

e Para incluir la presencia del campo magnético en el hamiltoniano, se considera
el llamado acoplamiento minimo, es decir se reemplaza el momento lineal p
por p + eA.

5Los primeros arménicos esféricos se presentan en el Apéndice C.3.

12



1.2 En Presencia de un Campo Magnético B # 0

‘®

nY

Figura 1.1: Configuracién del dtomo hidrogenoide en un campo magnético B en la
direccion z. La posicion del nicleo esta indicada por el circulo sobre el eje z. El
electron e se muestra a una distancia r del protén.

e Debido a que las particulas tienen espin, estas poseen un momento magnético
intrinseco p, cuyo operador es de la forma
M.

H=—5,
S

con § el operador de espin y £ es la llamada razén giromagnética.’ Este mo-
mento magnético intrinseco interactia directamente con el campo magnéti-
co externo, por lo que al hamiltoniano debe agregarse un término dado por
—f- B el cual corresponde a la energia del momento magnético fi en el campo
magnético B.”

Con lo anterior, el operador hamiltoniano H para el electrén es:

o _ (DteA)?
S

H= $-B+V(r), (1.14)

donde V' (r) es nuestro potencial dado por la ec. (1.2), p corresponde al operador de

momento y A es el potencial vectorial asociado al campo magnético B.

Para describir el campo magnético constante y homogéneo en la direccién z, B =
(0,0, B), tomamos el potencial vectorial A = % X T = g(—y, z,0) el cual se conoce

6Para el electrén con espin %, esta razon es de —%l—c por lo que su momento magnético intrinseco

eh

p corresponde al llamado magnetén de Bohr pup = e

del electrén es —e, con |e| = 1.60210 x 10~1°C.
"El signo menos viene del hecho de que la energia de un momento magnético fi colocado en un
campo magnético B es minima cuando fi y B son paralelos y mixima cuando son antiparalelos.

El signo menos es debido a que la carga
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1.3 Escalamiento

como potencial vectorial en la norma simétrica por el hecho que presenta simetria
cilindrica. Con esta eleccion del potencial vectorial A, se cumple la condicién de la
norma Coulomb, V- A = 0, por lo que los operadores p y A conmutan, y podemos
reescribir (1.14) como:

A 152 e . e?

[
— CAp+ZAar_tsByv
2m, + Me P+ 2m, 55 V)

Ahora, dada nuestra eleccién de A se tiene que A-p = (% XT)-p = %B -(r x p) pero

en este Ultimo término r X p es nada menos que el momento angular del electrén

A

L, y como en el sistema coordenado el eje z coincide con la direccién del campo
magnético se tiene que A - p = %B -L = %Blz, siendo [, la componente z del

momento angular del electron. Mientras que desarrollando el término cuadratico en

A se obtiene % donde p? = 2% + 2 es la distancia del electrén al eje z. Asi el

€
hamiltoniano resulta:

) 7 21R2 .2
N p eBl, e°B°p w.
= —=8§-B+V(r).
” 2me+ 2m, + 8me sS +V(r)

Nétese sin embargo que el término de espin es un término constante y como conse-
cuencia, su presencia se limitard a cambiar el nivel de referencia cero de la energia.
Por ello y por convencién, éste término en el hamiltoniano es omitido.

En sistemas atémicos y moleculares, es conveniente trabajar en unidades atémicas®,

en donde e = m, = h = 4meg = 1. Asi finalmente el hamiltoniano en unidades
atomicas, con la energia medida en Rydbergs toma la siguiente forma:

R BZQ
H=—-A+mB+ P

+V(r), (1.15)

donde A es el operador laplaciano. En esta ultima expresion se usé el hecho que
el operador de momento tiene la forma p = —ihAV, y que los eigenvalores de la
componente z del momento angular son mh donde m =0, +1,£2, ...

1.3. Escalamiento

En la aproximacién de Born-Oppenheimer a orden cero, el hamiltoniano del i6n
hidrogenoide con niimero atémico Z esta dado por (1.15). Indicando explicitamente
la dependencia de las funciones de onda del ntimero atémico y el campo magnético,
la ecuacion de Schrodinger es

H(Z,B;t) = E(Z,B) (2, B;r) . (1.16)

8Ver Apéndice C.1 para una descripcién de estas unidades.
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1.3 Escalamiento

Si consideramos un cambio de escala en el hamiltoniano (ec. (1.15)) dado por

!

r
- 1.17
ro (117)
B — Z2Z°B',
la ecuaci’on de Schrédinger resulta
BIQPIQ 2 E(Z, BI)

— A'+mB' + - —|¥(2,B,r') = W(Z,B';1') . (1.18)
T

ZQ
!

r
Ahora, notemos que al hacer la transformacién® r — Z en la funcién de onda (1.6)

obtenemos que ,
Uum(Zir) =220, (2 =1;1) .

Ya que estamos considerando la aproximacién de Born-Oppenheimer a orden cero, el
niticleo siempre permanecera fijo, exista o no campo magnético. Por ello, la forma en
que transforman las funciones de onda bajo (1.17) cuando hay un campo magnético
presente es de esta misma forma. Es decir (2, B;r) = Z2¢(Z = 1,B’;r/). Al
sustituir en la ecuacién (1.18) se tiene

B12p12 2 E(Z, BI)

—A B+ - S lp(E =1 B = S (2 = 1L B,

la cual no es mas que la ecuacién de Schrodinger para el d&tomo de hidrégeno en
B E(Z,B

un campo magnético B’ = —5 con energia F = E(Z = 1,B') = % Asi,

resulta posible obtener el espectro de iones hidrogenoides en presencia de un campo

magnético B a partir del espectro del dtomo de hidrégeno simplemente al hacer el

escalamiento (ver por ejemplo [7])

B

E(Z,B) = ZzE(Zzl,?) (1.19)
W(Z,B;1) = z%zp(zng;zr), (1.20)

siempre que se considere la aproximacion de Born-Oppenheimer de orden cero.

9 =r|.
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CAPIiTULO

p

Teoria Perturbativa

El haber colocado el 4&tomo de hidrégeno en una regién de campo magnético tu-
vo como consecuencia que dejara de tener soluciones exactas. Cuando el campo
magnético es pequeno, los métodos perturbativos resultan adecuados para obtener
una solucién aproximada. En este capitulo obtendremos las correcciones a las fun-
ciones de onda y a la energia utilizando un método ideado por A.Turbiner ([13] y
[14]) lamado método de no-linealizacion. Este tiene la ventaja, ante el tradicional
método de perturbaciones de Rayleigh-Schrodinger, que las correcciones a la funcién
de onda del n-ésimo estado del sistema sin perturbar 1/17(10), se obtienen a partir de
la misma funcién ¢§LO), siendo innecesario el tener que conocer todo el espectro del
sistema no perturbado explicitamente.

El Método de No-linealizacion

Comencemos escribiendo el hamiltoniano! de un sistema con potencial V; sobre el
cual actia una perturbacion Vi,

H=-A+V=-A+V,+ AV, (2.1)

donde A es el operador laplaciano y A el parametro perturbativo. Para resolver la
ecuacion de Schrodinger

(-A+ V)Y =Ey, (2.2)
se propone que la solucién tenga la forma general?
Y(z) = f(z)e ?@, reR". (2.3)

'En unidades atémicas y la energia medida en Rydbergs.
2Este tipo de soluciones son las que se utilizan en la llamada Teoria de Perturbaciones Loga-
ritmica.
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2.0 El Método de No-linealizacion

con f(z)y ¢(x) funciones suaves para valores finitos de z. Antes de operar primero
reescribimos la funcién (2.3) como ¥(z) = e¢(® donde se definié &(z) = ¢(z) —
log f(z). Ahora, aplicando el operador laplaciano sobre 1 (x), obtenemos
AY(z) = Ae @
= (~AE() + [VE@P)e

Y con la definicién de £(z), se tiene
1
~ Av(2) = {A(@) — (Vo(2)) + 5 (2V6(2) - VS(2) = Af(@)) }(@) . (24)
f(z)
Al sustituir esta expresién para el laplaciano At (z) en la ecuacién de Schrédinger
(2.2) y eliminando el término 1(x) = e~¢(®) obtenemos la ecuacién.

{A6(2) = (V6(2))? = B+ V}[(2) = Af(2) = 2V6(x) - V() . (2.5)

Ahora consideramos un desarrollo de la energia E y de las funciones f(z) y ¢(z) en
una serie de potencias del parametro A de la forma

E = ZOO:,\“EW (2.6)
olx) = D A" (x) (2.7)

fle) = D M) (2.8)

Sustituyendo estas expansiones en (2.5), se obtiene que el coeficiente del término de
grado n, es una ecuacién diferencial para ¢, (z), fo(x), dn_1(z) y fno1(z). Es decir,
tenemos un procedimiento iterativo en donde las correcciones de orden n dependen
de aquellas de orden n—1. Una expresion general para los coeficientes se presenta en
las referencias [13] y [14]. Aqui solo presentaremos los coeficientes hasta la primera
correccién, que es la que utilizaremos. Estos son:

o )\l
2V (x) - VO (z) — AFO(x)

EO — V= ApO(z) — (V6O (2))? + 70 (2)

(2.9)

o \!
EW vV = A¢W(z) -2V (z)- Vo (z) (2.10)

2(V9O(z) - VU (2) + Vo (z) - VIO (2)) — AfD(2)

* FO (z) ’
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2.0 El Método de No-linealizacion

con

o f(l)(x) 0 0 2 0
V_V1+W(A¢<>(x)—(v¢<>(x)) — EO 4+ 1) .

Notemos ahora que la ecuacién (2.9) no es otra cosa sino la ecuacién de Schrédinger
del estado no perturbado (ec. (2.5)). Es decir con A = 0 en (2.1). La primera correc-
ci6n a la energia y las funciones ¢(x) y f(z) se obtiene al resolver la ecuacién (2.10)
la cual depende de E© y las funciones ¢ (z) y £ (z). El resto de las correcciones
se obtienen mediante un procedimiento similar.

Hasta el momento, la teoria que hemos desarrollado, ha sido de modo general. Con-
sideremos ahora el sistema que estamos estudiando, el 4&tomo de hidrégeno en un
campo magnético B. Con el campo magnético en la direccién z de nuestro sistema
de referencia, el hamiltoniano en Rydbergs es (ec. (1.15) con Z = 1)

BQ p2

H=—-A+V(r)+mB+ T

El pardmetro de perturbacién en este caso es A\ = B2, y el potencial perturbativo
es V) = é. El término mB proviene de la conservacion de la componente z del
momento angular L, Ademas, por ser este un término constante para cada valor del
campo magnético, puede ser absorbido dentro de la definicién de la energia.

Para continuar, consideremos explicitamente los tres estados méas bajos del dtomo
de hidrégeno 1sg, 2pg y 2p_1°%, e identifiquemos las funciones ¢ (z) y f©(z).

dO(r)=r
Y1g(r) = €7 =< fO@r)=1 (2.11)
0
EY =1
60() = br
1
hopo(r) = 272" = fO@r) =2 (2.12)
E(O) —_1
2 4
O(r) =1
Yo (1) = peemi" = fO(r) = pei¥ (2.13)
E(O) — 1
2 4

El factor f(z) en la ec. (2.3) define las llamadas superficies nodales*. Es posible
demostrar, (ver [12]) que para los estados que estamos estudiando: 1sq, 2py y 2p_1,
las superficies nodales no son deformadas por la presencia de un campo magnético

3Para los estados con [ = 1, las funciones son las presentadas en la ec. (1.11).
4Superficies donde la funcién es igual a cero.
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2.0 El Método de No-linealizacion

B. Esto es, f(z) debe ser una funcién independiente del campo magnético. Por ello
en el desarrollo en serie (2.8), los coeficientes f™(z) = 0 paran > 1.

Analicemos ahora los términos de la ecuacién que da la primera correccién (ec.
(2.10)). De las funciones (2.11)-(2.13), la forma general de ¢ (r) es® ar, y el gradi-
ente resulta Vo (r) = (,0,0) con lo que el segundo término del lado derecho es

09 (r) , . :
2a . Como vimos ™ (x) = 0 para n > 1 por lo que el término racional se

or
qus(l)(r) . Vf(O) (r) -

reduce a y V = V;. Con todo esto, la primera correccién (ec.

)
(2.10)) se obtiene al resolver
p0(r) 2940 () VIO() ) P
AWM (r) — 20 o+ 0 = E® — T (2.14)

Por otra parte, el &tomo de hidrégeno en presencia de un campo magéntico presenta
simetria cilindrica en la direccién de dicho campo. Gracias a esta simetria, es posible
expresar los coeficientes ¢()(r) como funciones independientes del angulo azimutal
¢. Especificamente, podemos utilizar los polinomios de Legendre P?(cos #) para de-
terminar la dependencia angular. Ahora, ya que las expansiones se realizan sobre el
pardmetro perturbativo A = B? (ecuaciones (2.11)-(2.13)), el cual es cuadratico en
en el campo magnético, solo tendremos potencias pares de B por lo que es natural
considerar una expansién polinomial de los coeficientes ¢(™ (r) como

¢(” (r,0) Z Ry, 2i( 2z (cos ) ,

donde R, 2i(r), son funciones de r que se determinardn mds adelante. En nuestro
caso n = 1, se tiene

¢ (r,0) = Ry o(r)P2(cos §) + Ry (r)PY(cosb) .
con la forma usual de los polinomios de Legendre P?(cos6)
P)(cosf) = 1 (2.15)
P)(cos) = %(3 cos? 0 — 1) . (2.16)

Al sustituir en (2.14) obtenemos

2 Ryo(r) OPY(cos0) f O (r)

0 0 Sl
APy (cos 0) + BPy (cos 0) + r2 fO)(r) 00 00

=0, (2.17)

"Donde a = L.
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2.0 El Método de No-linealizacion

en donde

A = T2_(T2%R1’°(r))+(f<°?(r) or _QQ)M%WWZ;_E(U)

0
8 = g gRen) + (g o~ 20) 2 - (5 k)

10
,
,

El siguiente paso es considerar una nueva expansién. Ahora para las funciones
R, 2i(r) con una forma general como

2n+1

Rn,2i (7“) = Z an,2z’,k7"k .

k=maz{2,2:}

Aqui solo describimos el procedimiento para el estado 1sy ya que este es el mismo
para el resto de los estados. En este caso, n =1, i = 0,1 y la expansién de R »;(r)
es

Ris(? (r) = CL1,0,27“2 + 0L1,0,37“3
Ry (r)

2 3
Q12927" + Q1237 .

Con estas expresiones en la ecuacién (2.17), y considerando la ortogonalidad de los
polinomios de Legendre, se obtienen las expresiones para las funciones ngi(r) y la
primera correccion a la energia

s 1 T
E® = 3 ;o RG(r)= —(7‘2 + g)
1 /r T
1so R o
B3 (r) 12(2+3>'
Entonces, la correccién a primer orden de ¢(r, 6) resulta ser

©)fleost) (2, ) Paleost)

3 12 2 '3 12

Bio(r,0) = (7"2 + >t : (2.18)

De este procedimiento, la forma de la funcion resultante es ¢ = e~ @MV (10) T4
cual podemos reescribir, utilizando el desarrollo de Taylor de la funcién exponencial,
y conservando solo el término lineal en A como:

b = e @O0
A (1 a0 (r, 0)) .
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2.0 El Método de No-linealizacion

Con la correccién ¢M(r,0) (ec. (2.18)), la forma final de la funcién de onda para el
estado base 1sy y de la energia a primer orden en A = B? son:

2
B, = -1+ 37 (2.19)
B2 7.2 7«3 0 2 T3 0 -
Viso(r,0) = [1 + E{ (5 + E)PQ (cost) — (7' + g)Po (COSH)HG :

De la misma manera se obtienen las correcciones para los estados 2py y 2p_i.
Aqui simplemente se presentan los resultados,

1

B = —3+35", (2.20)

Yapo (1,0) = [1 + %j{ (47‘2 + r3) PY(cosh) — (77°2 + 7'3> P)(cos ) }] ze 3"
By = _% +65%, (2.21)
Yop o (r,0) = [1 + %;2{ (47"2 + 7"3) Py(cos b)) — (177'2 + r3) Py)(cos H)H pe~@eaT

De estos resultados podemos ver que para los tres estados 1sg, 2p ;1 y 2py, la cor-
reccién a la energia total hasta orden B? es positiva. En la Figura 2.1 presentamos
graficamente estos resultados incluyendo el término de Zeeman mB.
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2.0 El Método de No-linealizacion

0 : . | |
2pg ———
2p.q
-0.2 ¢ 1sg |
-0.4 + |
&
0.6t |
-0.8 r |
10° 102 102 102 10?2 107"
Blau]

Figura 2.1: Energia total obtenida mediante el método de no-linealizacién a primer
orden en A = B2 para los tres estados 1sg, 2p_; y 2py. El campo magnético se
presenta en unidades atémicas y la energia total en Rydbergs.
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CAPIiTULO

3

El Método Variacional

Cuando el campo magnético aplicado es intenso, B 2> 2.35 x 10° Gauss, los métodos
perturbativos dejan de ser ttiles. En este caso, optamos por utilizar el método
variacional el cual es aplicable a todo el rango de campos magnéticos. El precio a
pagar es hacer una adecuada eleccién de las funciones de prueba a utilizar.

3.1. El Principio Variacional

Dado un sistema fisico, descrito por un hamiltoniano H, es posible construir el

funcional )

B [ *Hipdr
- [urdr”
en donde 9 corresponde a las llamadas funciones de onda, las cuales, son funciones
normalizables (en el caso de los estados ligados del sistema), esto es [¢*pdr =1,y
para el cual se estd interesado en encontrar el minimo condicionado por [ 1*dr —
1 = 0. Para ello se utiliza el método de multiplicadores de Lagrange, que establece
que en un punto critico, existe una constante A tal que

5/w*ﬁ¢dr+m</zp*¢dr—1) =0.

Identificando A = FE, esta ecuacién se puede escribir como

E() (3.1)

5/¢*(7%—E)¢dr:o.

Entonces, aplicando la variacién sobre 1* se obtiene la ecuacién de Schrodinger
‘H1p = E1p. Mientras que si la variacion es sobre 1 y considerando la hermiticidad de
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3.1 El Principio Variacional

# se obtiene la ecuacién compleja conjugada 7:[¢* = FE*. Asi, la energia resulta ser
un multiplicador de Lagrange, y 9 la funcién de onda que da el minimo del funcional
(3.1), corresponde a la funcién de minima energia (estado base) 1. Reformulando
lo anterior, se enuncia el siguiente teorema:

Teorema 1 Sea H el hamiltoniano de un sistema, entonces el funcional de energia

Il w*ﬂwdr
EW) =7, 3.2
es minimizado cuando ¢ es la eigenfuncion del estado base de la ecuacion de
Schrodinger.

Prueba 1 Sea ¢ una funcidn cuadrado integrable que es normalizada a 1 (esto es
J*pdr =1). Considerando el hamiltoniano H, junto con el conjunto completo de
sus eigenfunciones y eigenvalores, es decir

ﬁlpn = n¢na

la funcion v puede ser escrita como una combinacion lineal de las eigenfunciones
de H, esto es

Desarrollando (3.2) a partir de (3.3) se obtiene
/ YHYdr = Y Y CrCp / W Hapdr
= 3> ) CiCnFEn / Uy
= Y |CulE,. (3.4)

Ahora ordenando los eigenvalores de energia, esto es By < Ey < Es..., se tiene que
(E, — Ey) > 0 por lo que (3.4) se escribe como

ZEO‘CnF + Z |Cn‘2(En - EO) Z EO Z ‘Cn|27

y de la condicidn de normalizabilidad [{*) =1 se tiene que Y., |Cy* =1, por lo
que finalmente se obtiene

/ G > B, (3.5)

es decir la igualdad se cumple solo si ¥ es la eigenfuncion del estado de menor
energia, es decir Yy, la funcion de onda del estado base. B
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3.1 El Principio Variacional

En la practica, al aplicar éste método de aproximaciéon a un problema concreto, lo que
se hace es tomar funciones, en principio arbitrarias,! que llamaremos funciones de
prueba, ¥, = 9, (o1, @z, s, ...) que dependan de ciertos pardmetros oy, az, g, .... De
este modo el valor de la energia depende de los valores que toman estos parametros,
y se define la energia variacional como

[ Hepdr
il VYibpdr
Lo que resta es obtener el valor minimo de E,, como funcién de los pardmetros,

pues el valor obtenido serd siempre mayor, y en el mejor de los casos igual al valor
exacto de la energia del estado base, es decir, de (3.5)

Evar (Ql, 9, O3, ) (36)

Eyar > Fo. (3.7)

Un punto interesante de la energia variacional es el siguiente: Tomemos el hamilto-
niano del sistema (escrito en Rydbergs) como H=-A+ V', donde A es el operador
laplaciano y V' el potencial presente, para el cual se tiene ’}:Lw = FE%. Ahora, dadas
la funciones de prueba v, es posible encontrar un hamiltoniano H, = —A + V, con
cierto potencial V, = Aw—qi” + E,, para el cual se puede escribir 7-7,,,1/11, = E,1p, asi que
en la ecuacién de la energia variacional F,,. (3.6) se tiene

. [ i Hpydr
var fw;wpdr
f¢;ﬁp¢pdr L fl/);(?'z - ﬁp)¢pdr
il Yrihpdr il Yrppdr
Sy (V = Vp)pdr
E . 3.8
» T [ Gridr (3.8)

De ésta ultima ecuaciéon se puede ver que la energia variacional resulta ser los dos
primeros términos en la teoria perturbativa, en donde el potencial perturbativo es
V —V, y V, es el potencial no perturbado. Desde este punto de vista, lo mds im-
portante es encontrar funciones de prueba 1, cuyos potenciales V,, reproduzcan el
potencial original lo més cercanamente posible, es decir que el potencial perturba-
tivo V — V), sea en cierto sentido pequeno y conduzca posiblemente a una teoria
perturbativa convergente.

Antes de continuar reescribamos la expresién para la energia variacional (ec. (3.6))
considerando el hamiltoniano H de la forma H = —A + V para una funcién de

!Realmente, como se ve mas adelante, se eligen las funciones de modo que describan hasta cierto
punto las caracteristicas del sistema a estudiar.
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3.2 Las Funciones de Prueba

prueba
[t = [ua4v,
= [ww -,
= [w0 -V,
donde V, = 2V

Up
Asi, la energia total del sistema FEr resulta de minimizar la energia variacional
respecto a los pardmetros aq, ao, . . .

min il 1/);(‘/ — Vp)ibpdr
{051,062,..-} f?ﬁ;wpdr

3.2. Las Funciones de Prueba

Uno de los puntos centrales en la aplicacion del método variacional, es la correcta
eleccion de la funcién de prueba. Para ello se siguieron tres criterios de adecuacion
implementados por A.V.Turbiner para sistemas en campos magnéticos (ver por
ejemplo [3]). Estos criterios son:

1.- La funcién de prueba 1), debe ser tal que el potencial V,, = A{;ﬁ”, para el cual
la funcién de prueba v, es eigenfuncién exacta de #, = —A + V}, con energia

cero, reproduzca el potencial original cerca de las singularidades de Coulomb,?
y el comportamiento de oscilador arménico a grandes distancias.

2.- Se deben incluir en las funciones de prueba las simetrias propias del sistema.

3.- Si se estudia el estado base, las funciones de prueba no deben anularse en
el dominio de definicién, i.e. no tiene nodos (de acuerdo con el Teorema de
Perron).

2Es decir cerca del origen, r; — 0.
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3.2 Las Funciones de Prueba

» El estado base 1s

La funcion que estamos buscando debe pertenecer al espacio de Hilbert.
Ademas, por tratarse del estado base, ésta no debe tener nodos.

Si consideramos los casos limite de campo magnético B = 0y B — o0, las
soluciones son el atomo de hidrégeno y el orbital de Landau. Respectivamente:

B=0 — Yynm =Vigo=¢e"

sz

B—=oo — VUymp. = Topo=e

Un primer Ansatz para la funcién de onda se obtiene de tomar el producto de
estas dos funciones, i.e.

2
farfB—LBll

U =¢ , (310)
) o . AV
con a 'y 3 los pardmetros variacionales. Con este Ansatz el potencial V,, = T
es
2 2Bp? Bp?
Vp=——a+ﬁ4p +af 1 a? -8B . (3.11)
r " .
VC VLandau Vv

Para distancias pequenas r — 0, el término dominante del potencial V), es
Ve (ec. (3.11)). Este reproduce la forma funcional del potencial de Coulomb,
llegando a ser exacto si a = 1. Por otro lado, para grandes distancias, r — oo,
el término dominante en (3.11), es Vigndau- Este reproduce la forma funcional
del potencial de un electrén libre en un campo magnético B, siendo exacto
para § = 1. El término, V'V en el potencial (3.11) es una perturbacién.

La primera correcién a la energia debida a la perturbacién V'V con la funcién
(3.10) es proporcional al campo magnético B. Sin embargo, como vimos en el
Capitulo 2, estas correcciones sélo contienen potencias pares de B. Asi, resulta
natural considerar como un Ansatz

S (3.12)

nuevamente « y [ son los pardmetros variacionales. Esta funcién, tiene una
expansién adecuada en B y reproduce correctamente el comportamiento para
campos magnéticos débiles si & = 1, e intensos con § = 1.

Para campos magnéticos intensos y grandes distancias® (p — oo y z pequefio),
la interaccion Coulombiana es pequena y r ~ p. Podemos por lo tanto incluir
B2pr?
16

3Con ello el sistema se aproximaria al de un electrén libre en un campo magnético B.

un término proporcional a
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3.2 Las Funciones de Prueba

En el Ansatz (3.12), el término or? nos reproduce el potencial de Coulomb
. .. 2 4 .

Ve, mientras que el término Bl—g reproduce el potencial de Landau Vz.,40u-

Podemos entonces incorporar términos ciibicos como 73, p?, r2p y rp? que

seran subdominantes con el fin de mejorar la funcién de prueba para distancias

intermedias.

Con estas consideraciones el Ansatz para el estado base 1sq es (véase [15])
U =e %, (3.13)

donde

p1B?p" B B*p’r?
+ 16 * 16 ’

$o = \/ a?r? 4 (711® + yarp® + 730 + qapr?® ) B2
(3.14)
Y @, Y1, Y2, V3, V4, B1 Y P2 son parametros variacionales.

La expresién para ¢ (ec. (3.14)) es el resultado de una interpolacién entre
los casos limite del campo magnético B. Si B = 0y a = 1, ¢9 = r. Lo
cual corresponde al estado base del 4&tomo de hidrégeno. Por otra parte, para

campos magnéticos intensos y grandes distancias, la interaccién Coulombiana
2

es pequenia y r ~ p. Entonces si 81 + B2 = 1, ¢pg = T’O Teniendo con ello 1a

funcién de Landau del estado base.

= Los estados 2py y 2p 1

Al igual que para el estado base 1sg, las funciones de los estados 2py v 2p_;
deben de pertenecer al espacio de Hilbert. Sin embargo, éstas deben de tener
un nodo en el dominio de definicién. Por otra parte, las superficies nodales* de
estos estados no son deformadas por la presencia del campo magnético. En-
tonces, por continuidad con el caso sin campo magnético, mantenemos el pre-
factor de los estados 2py y 2p_1 correspondientes al caso sin campo magnético.
Las funciones de prueba que usamos para estos dos estados son:

1, — i
Usp, = ﬁpeweﬂﬁ0 =¥ ﬂ’yed’o (3.15)
Uy, = 2e7 %0 (3.16)

Las funciones presentadas anteriormente tienen una forma general

U = fe %, (3.17)

4Superficies donde la funcién es igual a cero.
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3.4 La Energia de Amarre

donde f es una funcién caracteristica de cada estado y ¢q es definida por la ec. (3.14).

Con ello analizamos el potencial V}, = Az;ﬁp. Para lo cual reescribimos ¥ como ¥ =

fe~%0 = e=(90~logf) = ¢=X donde claramente x = ¢y — log f. Ademés notemos que

-X
y, = A% _ A
Uy ex
con la definicién de x obtenemos
5 1
Vo= —Ado + (Vo) + (A ~2V/ - Vo) (3.18)

Es con esta expresion que se calcula el potencial V), asociado a cada una de las
funciones de prueba, necesario en el calculo de la energia variacional (ec. (3.9)).

3.3. La Energia de Amarre

Una cantidad importante es la energia de amarre E}, (o energfa de ionizacién). Defini-
da como la diferencia de la energia del electrén libre en un campo magnético B
(ec. (1) en Rydbergs) y la energia total del sistema (ec. (3.9)) para el mismo valor
del campo magnético.

Ey=B(2N+1+ |m|+m)— Er .

Para campos magnéticos pequenos, podemos utilizar las expresiones de la energia
total obtenidas mediante el método de no-linearizacién (ec. (2.19), ec. (2.21) y
ec. (2.21)) y con ello obtener las aproximaciones correspondientes para la energia de
amarre. Incluyendo el término del efecto Zeeman mB, estas son

1

EfY = 14+B- 5B2, (3.19)
1

EX = Z+B—332

1
EP = ; T2B-68".

Como vemos, para los estados 1sg, 2pg v 2p_1, la energia de amarre es una funcién
creciente del campo magnético B.
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3.4 Célculos Computacionales

3.4. Calculos Computacionales

Una vez determinado el hamiltoniano de nuestro sistema (ec. (1.15)) y la expresién
de las funciones de prueba para los estados 1sg, 2py y 2p_1 (ecuaciones (3.13), (3.15)
y (3.16) respectivamente), resta hacer el cdlculo de la energia total (ec. (3.9)).

Para el calculo se utilizé un programa en lenguaje FORTRAN, el cual comprende
dos aspectos basicos

e Realizar la integracion de la energia total, para lo cual se utiliza la rutina de
integracion DO1FCF de la biblioteca NAG-LIB.

e Minimizar el valor de la energia total en funcién de los pardmetros varia-
cionales utilizando para ello la rutina de minimizacién MINUIT de la biblio-
teca CERN-LIB.

Es importante notar que en el proceso de minimizacion se busca el minimo de una
hipersuperficie de dimensién igual al nimero de pardmetros variacionales. Por ello
esta es la parte mas delicada del calculo.

Los célculos se realizaron en una computadora personal PC DELL con dos proce-
sadores Xeon a 2.8 GHz cada uno. La precisién relativa en los cdlculos fue de 1078 y
cada proceso de minimizacién tomoé entre dos y tres minutos. Un archivo de entrada
tipico es como el que se presenta a continuacion.
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3.4 Calculos Computacionales

Marzo 16, 07 Archivo de Entrada

Pagina 1/1

Magnetic field (in units of B_9) | Magnetic Quantum Number ; H-atom
0.0D0

Number of regions in rho (nrho) nrho+1 limits (NUM / DEN)

22

Limits for rho NUM (according to Number of Regions)
0.0 1.43 145

Limits for rho DEN

0.0 1.43 145

Number of regions in z (nz) nz+1 limits (NUM / DEN)
33

Limits for z (NUM) (according to Number of Regions)

0.0D0 0.81 1.59 135

Limits forz DEN

0.0D00.81 1.59 13.5

Default Acc. NUM/DEN, Factor, Flag for corr., acc. for corr, screen=1/file=0

1.D0-08 1.D-08 1.0D0 1 1.0D-01
SET TITLe

"Variational Energy for H+ in a magnetic field’
PARAMETERS

1 ‘alphal ' 1.0 0.010 0.01 3.4

2 ’'gammal ' 0.00865857686 0.010 -0.1 1.0
3 ’'gamma2 ' 0.018387234 0.010 0.0 1.8
4 ’'gamma3 ’'-0.00453851466 0.010 -0.8 1.0
5 ‘’gamma4 ’'-0.00138621571 0.010 -0.1 1.0
6 ’betal ' 0.078566183 0.010 0.0 1.2

7 ’beta2 ' 1.22034163 0.010 0.0 15
MINIMIZE

STOP
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CAPIiTULO

4

Espectro del Atomo
de Hidroégeno

En este capitulo se presentan los resultados de los calculos de la energia total Ep
y la energia de amarre F} para los estados 1sg, 2p 1 y 2py del &tomo de hidrégeno
en un campo magnético B. En todo el rango de campos magnéticos estudiado B €
(0.0—4.414) x 103 G, se utiliz6 una sola funcién de prueba, diferente para cada estado
(ecuaciones (3.13), (3.15) y (3.16)). La energia total obtenida con dichas funciones
de prueba esta en muy buena correspondencia con los resultados de H. Ruder y
G. Wunner [7], sin embargo, ésta no resulta ser mejor. Incluimos los resultados
de H. Ruder y G. Wunner [7] y los obtenidos por Y. Kravchenko y M. Liberman
[11]. En el texto, al referirnos a estos autores, los indicamos como R&W y K&L,
respectivamente.

El método utilizado por H. Ruder y G. Wunner consiste en hacer un desarrollo
de la funcién de onda en una base. Este desarrollo depende del régimen de campos
magnéticos. Para campos magnéticos pequenos, consideran como base los arménicos

1
esféricos ¥ = Z —fim(r)Y™ (0, ). Mientras que en el extremo de campos
T
I
magnéticos intensos, la base son los orbitales de Landau ¥ = Z G (2)05™ (p, @).

n,m
n
En ambos casos las funciones f;m(r) ¥ gn,m(2) se determinan numéricamente.

Y. Kravchenko y M. Liberman por su parte consideran la solucién como una serie de
potencias en la coordenada radial con coeficientes que son polinomios de la variable
sin #, donde 6 es el angulo polar.

Para tener una imagen de la dependencia de nuestros resultados en funcién del cam-
po magnético, se incluyen graficas donde presentamos los resultados que se encuen-
tran en las tablas. Para los tres estados, 1sg, 2p_1 ¥ 2pg, también comparamos con
los resultados de la teoria perturbativa para campos magnéticos débiles obtenidos
en el Capitulo 2.
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4.1 El Estado 1sg

4.1. El Estado 1sj

Los resultados de la energia total y la energia de amarre para el estado 1sy del &tomo
de hidrégeno en presencia de un campo magnético! B, se presentan en la Tabla 4.1.

Presente Trabajo R&W [7] | K&L [11]
B x10°G | Er (Ry) | E, (Ry)
0.235 -0.99505296 || 1.09505296" 1.095053 | 1.09505296
0.47 -0.98076311 || 1.18076311 1.180763 | 1.18076313
0.705 -0.95837301 || 1.25837301 1.258373 | 1.25837311
0.94 -0.92921046 || 1.32921046 1.329211 | 1.32921076
1.0 -0.92082249 || 1.34635441" - -
1.175 -0.89442038 || 1.39442038 - 1.39442108
1.41 -0.85492327 || 1.45492327 1.454925 | 1.45492457
1.645 -0.81144599 || 1.51144599 - -
1.88 -0.76456357 || 1.56456357 - 1.56456679
2.115 -0.71473513 || 1.61473513 - -
2.35 -0.66233166 || 1.66233166" 1.662338 | 1.66233779
4.7 -0.04439196 || 2.04439196 - 2.04442781
10.0 1.6403620 2.6149571" - -
23.5 6.5052157 3.4947843" 3.495594 | 3.49559433
100.0 36.839804 5.713387" - -
235.0 92.435629 7.564371" 7.5781 7.57960847
1000.0 413.66196 11.86995" - -
2350.0 984.77285 15.22715" 15.3241 | 15.32484649
10000.0 4232.7669 22.5523" - -
23500.0 9972.0450 27.9550 - -
44140.0 18750.476 32.502" - -

Tabla 4.1: Resultados de la energia total Er y la energia de amarre Ej, del estado
base 1sy del atomo de hidrégeno en un campo magnético B, utilizando la funcion

de prueba (3.13). Para hacer una comparacién se presentan los resultados de W&R
y K&L.

!La eleccién aparentemente extrafia del valor del campo magnético para B < 4.7 x 10° Gauss,
se debe a que en unidades atémicas estos corresponden a B = 0.1a.u., 0.2a.u.,...

*Para este valor del campo magnético, en [15] se calcula la energia de amarre utilizando la
misma funcién de prueba (ec. (3.13)).
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4.1 El Estado 1sg

Como podemos ver de la Tabla 4.1, con una funcién de prueba relativamente sencilla
pero con propiedades fisicas correctas (ec. (3.13)), nuestros resultados para la energia
de amarre estdn en buen acuerdo con los valores obtenidos por R&W [7] y K&L [11].
El error relativo crece monétonamente de 10~7 hasta 1072 a medida que se incre-
menta la magnitud del campo magnético en el rango (0.235 — 2350.0) x 10° Gauss.

35 T T T T T T T T T T

30

Estado 1S,

Ey [Ry]

O 1 . | . | . | . | . | . R
100t 10° 10! 102 10° 104 10°
B [109 Gauss]

Figura 4.1: Energia de amarre para el estado base 1sy del &tomo de hidrégeno como
funcién del campo magnético B. Las cruces indican los puntos calculados. La linea
continua esta compuesta de segmentos de rectas que unen los resultados de los
calculos. En la figura no se muestran los resultados de los autores con los cuales
se hacen las comparaciones ya que por la poca diferencia en los valores y la escala
utilizada estos se traslapan.
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4.2 El Estado 2p_4

4.2,

El Estado 2p_;

Los resultados de los célculos de la energia total y la energia de amarre para el
primer estado excitado 2p_; del 4tomo de hidrégeno en un campo magnético? B, se
presentan en la Tabla 4.2.

Presente Trabajo R&W [7] | K&L [11]
Bx10°G| Er (Ry) | E, (Ry)
0.235 -0.30169120 || 0.40169120 0.4016913 | 0.40169135
0.47 -0.30107721 || 0.50107721 0.5010782 | 0.50107820
0.705 -0.27818235 || 0.57818235 0.5781850 | 0.57818495
0.94 -0.24270465 || 0.64270465 0.6427096 | 0.64270956
1.0 -0.23220481 || 0.65773673 - -
1.175 -0.19894673 || 0.69894673 - 0.69895459
1.41 -0.14923612 || 0.74923612 0.7492475 | 0.74924755
1.645 -0.09499310 || 0.79499310 - -
1.88 -0.03715712 || 0.83715712 - 0.83717730
2.115 0.02361346 | 0.87638654 - -
2.35 0.08683673 || 0.91316327 0.9131941 | 0.91319412
4.7 - - - 1.19922555
10.0 2.6412847 1.6140344 - -
23.5 7.7502810 2.2497190 2.250845 | 2.25084468
100.0 38.680175 3.873016 - -
235.0 94.744196 5.255804 5.26948 0.26952133
1000.0 416.97459 8.55733 - -
2350.0 988.80274 11.19726 11.27681 | 11.27684216
10000.0 4238.2155 17.1036 - -
23500.0 9978.4426 21.5574 - -
44140.0 18757.623 25.355 - -

Tabla 4.2: Resultados de la energia total y la energia de amarre para el estado exci-
tado 2p_, del atomo de hidrégeno en campos magnéticos. Los cdlculos se realizaron
con la funcién de prueba (3.15).

2Los valores de la intensidad del campo magnético para B < 4.7 x 10° Gauss, se debe a que en
unidades atémicas estos corresponden a B = 0.1a.u., 0.2a.u.,...
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4.2 El Estado 2p_1

La comparacién de nuestros resultados con los obtenidos por R&W [7] y K&L [11],
nos deja ver que el error relativo en la energia de amarre, crece de manera monotona,
de 1077 hasta 10~! conforme la intensidad del campo magnético aumenta de (0.235—

2350.0) x 10° Gauss. En la Figura 4.2 presentamos graficamente los resultados de la
Tabla 4.2.

N————————————

Estado 2p_;

B [10° Gauss]

Figura 4.2: Energia de amarre para el estado excitado 2p_; del atomo de hidrégeno
en funcién del campo magnético B. El resultado de los cédlculos se muestran con
cruces mientras que las lineas simplemente unen estos puntos.
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4.3 El Estado 2p,

4.3. El Estado 2p,

Para el segundo estado excitado 2py los resultados de las enegias total y de amarre
del 4tomo hidrégeno en un campo magnético® B se presentan en la Tabla 4.3.

Presente Trabajo R&W [7] | K&L [11]
Bx10°G| Er Ry) | E, (Ry)
0.235 -0.22481989 || 0.32481989 0.3248202 | 0.32482016
0.47 -0.17036548 || 0.37036548 0.3703681 | 0.37036808
0.705 -0.10300067 || 0.40300067 0.4030083 | 0.40300829
0.94 -0.02851588 || 0.42851588 0.4285310 | 0.42853100
1.0 -0.00870326 || 0.43423517 - -
1.175 0.05050406 || 0.44949594 - 0.44952068
1.41 0.13267921 || 0.46732079 0.4673569 | 0.46735693
1.645 0.21718292 || 0.48281708 - -
1.88 0.30347920 || 0.49652080 - 0.49658385
2.115 0.39119985 || 0.50880014 - -
2.35 0.48008059 || 0.51991941 0.5200132 | 0.52001323
4.7 1.4048471 || 0.5951529 - 0.59542195
10.0 3.5779027 || 0.6774165 - -
23.5 9.2359032 || 0.7640968 0.7652975 | 0.76529970
100.0 41.673595 0.879597 - -
235.0 99.074485 0.925515 0.9272354 | 0.92723552
1000.0 424.56094 0.97098 - -
2350.0 999.01560 0.98440 0.9849900 | 0.9849900
10000.0 4254.3254 0.9938 - -
23500.0 - - - -
44140.0 - - - -

Tabla 4.3: Resultados de la energia total y la energia de amarre para el estado
excitado 2py del dtomo de hidrégeno en campos magnéticos. En estos cdlculos, se
utiliz6 la funcién de prueba (3.16).

3La eleccién del valor del campo magnético para B < 4.7 x 10° Gauss, se debe a que en unidades
atémicas estos corresponden a B = 0.1a.u., 0.2a.u.,...
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4.3 El Estado 2pg

Al comparar los resultados de la energia de amarre del estado 2py, con aquellos
obtenidos por R&W [7] y K&L [11], el error relativo crece de 107% hasta 1072
para campos magnéticos entre B € (0.235 — 2350) x 10° Gauss. En la Figura 4.3
presentamos graficamente los resultados de la Tabla 4.3.

1
0.9
0.8
0.7
=
£ 0.6
uf
0.5
0.4
0.3 |
0. 2 1 1 . L 1
1071 10° 10t 102 10° 10%

B [10° Gauss]

Figura 4.3: Energia de amarre del estado excitado 2p, del atomo de hidrégeno como
funcion del campo magnético B. Las cruces indican los puntos calculados y las lineas
rectas unen estos puntos.
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4.4 El Espectro

4.4. El Espectro

4.4.1. Campos Magnéticos Débiles

Para campos magnéticos débiles, en la Figura 4.4 ((a), (b) y (c)) mostramos grafi-
camente los resultados de la energia total variacional junto con las curvas de las
correcciones obtenidas con el método de no-linealizacion. Las curvas sélidas se ob-
tuvieron de aproximar con un polinomio cibico la energia total variacional para los
campos B = (0.0 ; 0.235 ; 0.47) x 10° Gauss. Para los tres estados: 1y, 2p_1 y 2po
la energia total obtenida con los cédlculos variacionales, hasta cierto valor del campo
magnético, estd por arriba del valor de la energia total calculada con el método de
no-linealizacion. Es importante recalcar que este es solo un anélisis cualitativo. Para
poder realizar una correcta comparacion seria necesario hacer el calculo variacional
para estos campos magnéticos. Lo que nos interesa es el comportamiento correcto
de la energia variacional para campos magnéticos débiles.

-O. 994 " . T T T
Var i aci o_nal -
0 995 | T- Perturbativa ———
-0.996 |
E -0.997 Estado 1s,
uT -0.998 |
-0. 999 |
1 _
(@
-1.001 . | | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

B [au.]

Figura 4.4: Comparaciéon de la energia total del dtomo de hidrégeno en campos
magnéticos pequenos. La lineas sélidas corresponden a los célculos variacionales (ver
texto), mientras que las lineas achuradas resultan del cdlculo perturbativo utilizando
el método de no-linealizaciéon. El campo magnético esta unidades atomicas y la
energia total en Rydbergs.
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4.4 El Espectro
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Figura 4.4: Continuacién
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4.4 El Espectro

4.4.2. Campos Magnéticos Intensos

La presencia del protén es crucial para que exista el &tomo de hidrégeno. Sin em-
bargo, en el limite de campos magnéticos intensos, el comportamiento del sistema
es principalmente descrito por los niveles de Landau del electréon. Para los esta-
dos 1sg, 2p_1 ¥ 2po, €l nimero cudntico N de los estados de Landau (ec. (1)) es
N =0 [12], por lo que se esperaria que la energia total de estos sistemas tendiera al
valor E7 — B en el limite B — oo. En la Figura 4.5 mostramos la energia total de
estos sistema junto con el caso E7 = B, confirmando que para campos magnéticos
intensos realmente Er — B.

10° §

10% |

Et [RY]

B [au]

Figura 4.5: Energia total del atomo de hidrégeno en un campo magnético para los
estados 1sg, 2p_1 ¥ 2pp. Se muestra la curva E4¢ = B correspondiente a la energia
de un electrén libre en un campo magnético B. Las cruces indican los resultados de
los calculos variacionales y entre estos puntos trazamos segmentos de lineas rectas.

44



4.4 El Espectro

Por otra parte, el comportamiento asintético esperado para la energia de amarre del
estado base 1sy es* Ej = log” B [16] . En la figura 4.6 se muestra que esta primera
aproximacion no concuerda con los resultados de los calculos variacionales. Para
campos del orden de 103G, la aproximacién asint6tica da un valor que es tres veces
mayor que lo calculado. Ademaés, observamos que a medida que el campo magnético
se incrementa, los estados 1sg y 2p_; tienden hacia un mismo valor, mientras que el
estado 2p, se aleja de los dos anteriores.

E, [RY]

B [au.]

Figura 4.6: Energia de amarre del 4tomo de hidrégeno en un campo magnético para
los estados 1sg, 2p_1 ¥ 2po. Se muestra la curva que da el comportamiento asintético
E® = log’ B. Los resultados se indican por las cruces sobre los cuales trazamos

lineas rectas.

“En Rydbergs y el campo magnético en unidades atémicas.
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Parte 11

Transiciones Radiativas
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CAPiTULO
58 Transiciones Radiativas:
Aproximacion
Dipolar Eléctrica

., Como es que podemos detectar la presencia de un atomo si este presenta un espectro
discreto estacionario? Una caracteristica de los sistemas atémicos es la emision y
absorcion de radiacién, y es precisamente esta propiedad, a través de los espectros de
emision y absorcién, con la cual es posible la observacion y deteccion de los atomos.

Si el 4tomo es perturbado por radiacién electromagnética, el hamiltoniano del sis-
tema es ahora dependiente del tiempo. Para este tipo de problemas existe la teoria
de perturbaciones dependiente del tiempo con la cual estudiaremos las transiciones
entre niveles de energia del 4&tomo de hidrégeno. Para ello consideraremos la aproxi-
macion dipolar eléctrica. En el desarrollo de este capitulo, seguimos el libro de I.I.
Sobel’'man, “Introduction To The Theory Of Atomic Spectra” [10].

5.1. Teoria de Perturbaciones Dependiente del
Tiempo

Consideremos un sistema exactamente soluble descrito por un hamiltoniano H,o con
eigenfunciones wéo) y un espectro discreto E,. Si a este sistema le aplicamos una
pequefia perturbacién dependiente del tiempo descrita por V (¢), el nuevo hamilto-
niano tiene la forma

H=Ho+V(t). (5.1)
La pregunta es: jcomo resolver este nuevo sistema?, i.e. cémo encontrar las solu-
ciones ¥(r;t) al problema espectral

HU(r;t) = (Ho + V(1) U(r;t) = EV(x; 1) . (5.2)
Para ello utilizamos el hecho de que el conjunto de funciones propias del sistema

. 0 . . . .,
sin perturbar 1/)72) forman un conjunto completo. Si consideramos la solucién de
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5.2 Interaccién de Radiacién con la Materia

la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo del sistema no perturbado, la
iBnt Lo

dependencia temporal es detglrtminada por el factor de fase e” » . Multiplicando

la solucién completa w,(lo)e_l »~ por un coeficiente dependiente del tiempo C,(#),

buscamos una solucién de la forma

W) = 3 Caltule 65:3)
n=0

A diferencia de la teoria de perturbaciones, |C,(¢)|* no es mas la probabilidad de
que el sistema se encuentre en algin estado del sistema sino la probabilidad de que
el sistema realice una transicién de un estado a otro. Estos estados denominados
estado inicial y estado final pertenecen al espectro discreto del sistema sin perturbar.
Para continuar es necesario un desarrollo en serie de los coeficientes C,(t), y es
precisamente el primer orden de tal desarrollo lo que nos conduce a la férmula

general de la probabilidad de transicién' P,_, f

1t 2
Py = | [ et P v ehar (5.4)
donde wy; = @, con Ey; la energia de los estados final @b;O) e inicial @bfo) res-

pectivamente. El intervalo de integracion corresponde al tiempo durante el cual la
perturbacién actiia sobre el sistema, y el elemento de matriz Vy; = (wfco) \V(t) WZ(O)) se
calcula entre las funciones propias del estado inicial y final del sistema sin perturbar.

5.2. Interaccion de Radiacion con la Materia

Una manera de resolver las ecuaciones de Maxwell

V-E:lp ; V><E+8—B=O
€ ot
OE
V-B=0 : VXB—NOGOEZ/LOJ

consiste en definir los potenciales vectorial A y escalar ¢ para el campo magnético
y eléctrico respectivamente

B = VxA, (5.5)

OA
E = —Vé-— o (5.6)

'En el Apéndice D.1 se desarrollan los pasos necesarios para obtener esta expresién.
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5.2 Interaccién de Radiacién con la Materia

Al sustituir estas expresiones en las ecuaciones no homogéneas de Maxwell obte-
nemos la ecuaciones que deben satisfacer los potenciales A y ¢.

0 1
A —V.- A = ——
¢+ atV &
1 0A 1 0¢
A———— CA+——1] = — .
c? ot V(V * c? 8t> Hol
, . 100
En el vacio J = p = 0, y con la condicién de la norma de Lorentz V- A + vl 0,
tenemos
1 0%
1 0%A

De donde vemos que ambos potenciales satisfacen la ecuacién de onda. Ademas, si
conocemos solo uno de ellos, la condiciéon de norma de Lorentz nos permite obtener
el otro. Elijamos para ello el potencial vectorial en la forma de una onda plana?

A(I‘; t) — Ase—i(k-r—wt) + Aoei(k-r—wt) ,

donde k es el vector de onda, r el vector de posicién y Ay el vector que determina
la direccién de A(r;t). Confinando la radiacién dentro de un volumen V resulta’

/| h
Ay = EPY, ¢, donde ahora la direccion del potencial vectorial estd determinada
Eqw

por el vector unitario €. La forma final del potencial vectorial es

7 . .
A(r;t) =4/ eV [e"(k'r_“’t) + eilker—wt) | 2, (5.9)

. . . . o A2
Por otra parte, si tomamos un sistema cuyo hamiltoniano es Ho = 52—+ V y lo
colocamos en la zona de radiacién, el hamiltoniano del nuevo sistema es

~ 1 -
~ [ ~ 62 2
= /Ho—i-EA(r;t)-P-I-%A (r;t),

con A(r;t) en la norma de Coulomb, i.e. V- A(r;t) = 0. El tipo de interaccién que
se estudiard consiste en la emision o absorciéon de un solo fotén, por lo que el iltimo

2w es la frecuencia de la radiacién.
3La deduccién de este coeficiente se da en el Apéndice D.2.
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5.2 Interaccién de Radiacién con la Materia

término no es considerado*. De modo que el potencial perturbativo es
e ~
V(r,t) = —A(r;t)-P.
(1) = S A;0)
Con la expresién para el potencial vectorial (5.9) y definiendo

e h A
H = P etkr 5.10
Y m Y\ 2eqwV ¢ < ( )

el potencial perturbativo es reescrito como

<

(r,t) = ve™™ 4 pleit (5.11)

De esta ultima expresién la probabilidad de transicién (ec. (5.4)) es

1 t N ] N / N ] 2
Pi—)f — ‘E/ﬂ ezwﬁt <¢;0)‘®efzwt +1A}Tezwt "(ﬁz(o))dtl

2

1 b , t ,
= <¢§0)|®‘wz(0)>/ eilwri—w)t gyt o <w§0)|®f|¢z§0))/ eiwpitw)t ut
0 0

Cuando el tiempo durante el cual la perturbacion actiia sobre el sistema es grande,
la integracién en la variable temporal resulta®

/t ei(wﬁ:tw)t’ dt’
0

donde § es la funcién Delta de Dirac. Asi se tiene

2
= 2mtd(wp; £ w),

2t N .
Pisy = §{|<w§c°’\v|w§°>>\25(wﬁ—w)+|<w;°’|v*|w§°>>\25<wﬁ+w>

+ @) W11 )0 (wps — w)b(wsi + w)} |

En la ecuacion anterior, para que el primer término sea diferente de cero se debe de
. E—F;—hw . .
cumplir que wy; —w = ~-——— = 0, lo cual ocurre solo si la energia del estado final

es mayor que la correspondiente al estado inicial. En este proceso, conocido como
., . .., . E;—E; .

absorcidon, el sistema absorbe radiaciéon de frecuencia w = ——. Con el mismo

analisis se encuentra que el segundo término es diferente de cero solo si la energia

del estado final E; es menor que la del estado inicial F;. En este caso el sistema

4En electrodindmica cuéntica, el potencial vectorial A se trata como un operador de creacién
y aniquilacién de fotones por lo que un término A2 indica que estos procesos se realizan con dos
fotones a la vez.

5El calculo de estas integrales se presenta en el Apéndice D.3.
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5.3 Aproximacién Dipolar Eléctrica

emite radiaciéon de frecuencia w = @ y al proceso se le llama emision inducida. El
tercer término es diferente de cero solo si las dos condiciones anteriores se cumplen
simultaneamente por lo que Ey = E;, i.e. no hay transicién alguna, asi que este
término es igual a cero.

La probabilidad por unidad de tiempo de que ocurra una transicion I';,; de un
estado inicial con energia E; a un estado final de energia E; consta de dos partes: la
probabilidad de absorcién por unidad de tiempo I'?, ; y la probabilidad de emisién
inducida por unidad de tiempo I'!"} ;. Con la propiedad de la funcién Delta de Dirac

§(ar) = ﬁd(x) se tiene

a 2m .

inf = —|<¢§0)|U|¢§0)>|25(Ef—1*7i — hw), (5.12)
em 2m

inf = |< 0)| ot N 26(E; — B; + hw) .

En este punto es necesario hacer una consideracion mas: cuando el fotén se detecta,
éste se encuentra en un intervalo de momento k + Ak, alrededor de [k| = £ y la
transiciéon medida es

Z I f

Ak

entonces buscamos el niimero de fotones en los estados entre k + Ak 7.e. el niimero
de estados de los fotones. Esto se calcula en el Apéndice D.4 y resulta ser

2
il WA 3T
St i [ () ()

donde df2 es el elemento de dngulo sélido. Con las expresiones para I';¢ (ec. (5.12)),
un calculo directo nos conduce a las expresiones generales de la probabilidad de
transicion por unidad de tiempo W, tanto para absorcién como para emisién
estimulada

1 e2 . R
asb 0)| —ikr - (0)y 2
dQU(E, — F; -Ply; , 5.13
Wty = o [ 9B - Bl )P, (5.13)
]. 62 (0) ik ~ (0) 9
o, = dQ(E, — F; reL Pl . 5.14
i=f 47eg 27rh203m2/ (Ef )Wy |e™ e Ply; )| (5.14)

5.3. Aproximacion Dipolar Eléctrica

Para calculos explicitos de la probalidad de transicién W;_,¢, resulta conveniente
considerar algunas simplificaciones a la ecuacién general (5.13). Consideremos para

ello el término exponencial del elemento de matriz (w;o) |etkre. 15|¢§0)) y analicemos
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5.3 Aproximacién Dipolar Eléctrica

w  hw
el término k - r. Escribiendo la norma del vector de onda como k| = — = Ho oo
c

el numerador tenemos unidades de energia, y ya que nuestro sistema es el dtomo

de hidrégeno, consideremos la energia de su estado base E; = —%chaz, con o =
1 €2 :

T T la constante de estructura fina. r por su parte la podemos considerar como

ey he

. h
el radio de Bohr a9 = ——, con lo cual tenemos:
meo

hw
kil = (5) a

- %m02a2 h
N ke meo

1
= —-a.
2

Asi, una expansion de la funcién exponencial nos muestra que en orden de magnitud,
los elementos de matriz decrecen en potencias de la constante de estructura fina a.
Por ello podemos tomar

T 1.

Esta aproximacién, se conoce como la aprozimacion dipolar eléctrica®.

En la aproximacion dipolar eléctrica, las probabilidades de transicion para emision
estimulada y absorcién son iguales (ec. (5.13) y ec. (5.14)), y es suficiente trabajar
con una de ellas, a la que se llama simplemente probabilidad de transicion Wi_,y.

1 e?

Wi, =
S ey 2mh2c3m?

/ 0B - B PO, (5.15)

Para escribir en una forma practica la probabilidad de transicién, notemos que el
vector unitario € es independiente de las variables de las funciones () por lo cual

@7 Py =& (P [Ply”). (5.16)

Ademads, recordemos que la derivada temporal de un valor de expectacién de un
operador A es

d . ) A
il Alg,) = (il Algy),

. d P
y para el caso particular en donde A = r se obtiene £(¢i|r|¢j> = (di|—|9;)-
m

Aplicando ésto a nuestro caso A = P (ec. (5.16)), con el hamiltoniano del sistema

6El considerar términos de mayor orden da origen a las aproximaciones cuadrupolar eléctrica,
dipolar magnética, etc.
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5.3 Aproximacién Dipolar Eléctrica

sin perturbar Hy© = (5’—; + V)@ = Eyp© tenemos

. A L d
WPle Pl = me- 2w ry”)
m

= = WP A

m o
(B = E) & @ rly”).

Con este resultado, la probabilidad de transicién (ec. (5.15)) resulta

1 1
4mey 2mhicd

Wi, = / dQE; — E )& (0| (—er) )2

Definiendo el operador vectorial dipolar eléctrico como
D= —er,
y sus elementos de matriz como
Dji = ("D},
reescribimos la ecuacién anterior en la siguiente forma

1w
dmeg 2mhed

Wi—)f =

/dmg-Dﬁ\Q, (5.17)

E;—E;
R

con la ya definida wy; =

Analicemos ahora el integrando £-Dy; de la ecuacién (5.17). Para ello, introducimos
un sistema de coordenadas y colocamos al vector dipolar eléctrico D en la direccién
z de este sistema. Ya que estamos considerando la norma de Coulomb V- A =0, o
de manera equivalente k- A = 0, y ya que el vector £ define la direccién del potencial
vectorial, £ es ortogonal al vector de onda k. En la Figura 5.1 vemos que el angulo
entre D y £ es 7 — 0, siendo 0 el dngulo polar. Asi, |£- Dy;| = |€]|Dy;| cos(§ — 0) =
|Dy;i|sin@, y la integral del cuadrado de esta expresién

/dQ|§-DfZ-|2 = /dQ|Dﬁ|2sin20
= \Df,-|2/dﬂsin29
8
= gﬂ"DﬁF.
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5.4 Cantidades Caracteristicas de las Transiciones Radiativas

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (5.17)

1 é w}o’vi
4dmeg 3 hic?
1 4cluy
dmeg 3 hc?

Wing = Dyl

(el

Ahora consideremos el factor constante’
1 éeQw}o’ci _ 1 me? 247re 4h3wfzi
4dmeg 3 hc? 3 \ 4meyh? O\ m2c3e2

. 11 [4dmeghc 4h2w5’ci o 111 47:1/2(40?%
 3a2\ e? m2c¢t ) 3a2a\ m3ct

_ LoﬁmCQ 2hwy; °
~ 3a2 2k \a2me?

. 11 hwﬁ 3
- 3&% T0 Eoo ’

5 2

1 a’mce
dond defini6 — =
onde se en107_0 o7

Rydberg, la cual corresponde al valor de la energia del estado base del atomo de
hidrégeno. Con estos resultados, la expresion para la probabilidad de transicion por
unidad de tiempo resulta ser

1
~ 8.03 x 10%seg ' y Ey = 5m02a2 es la energia de

3
Wi, = —(’Z;;) sl = 2. (5.18)

5.4. Cantidades Caracteristicas de las Transiciones
Radiativas

Aunque la ec. (5.18) es la expresién final para el célculo de probabilidades de tran-
sicién, resulta conveniente hacer algunas definiciones a partir de ella. Antes de eso,
reescribimos esta ecuacién en unidades dtomicas®, en donde ag = 1 y con la energfa
medida en Rydbergs, F,, = 1. Ademds, es comun en lugar de utilizar el vector de

"Las definiciones de las constantes que se utilizan en esta deduccién se presentan en el
Apéndice C.2.
8 Apéndice C.1.
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5.4 Cantidades Caracteristicas de las Transiciones Radiativas

Figura 5.1: Configuracion del sistema en donde se muestra el angulo entre el dipolo
eléctrico D y el vector £.

posicién en la forma estdndar r = (x,y, z), considerar sus componentes esféricas
r@ = /2rY(6, ) con ¢ = 0,+1. Explicitamente

r® = rcosh, (5.19)

1 . )
r = F——rsinfet?.

V2

Con ello, la probabilidad de transicién de cada componente esférica g del vector de
posicién r toma la forma

1
W = (B = BP9 .

Definiendo el elemento de matriz correspondinte como pgf?

P = (W), (5.20)
el cuadrado de este elemento de matriz es conocido como fuerza dipolar® dgcqi):

Una cantidad adimensional importante en el calculo de las transiciones es la llamada
fuerza de oscilador® f}?):

19 = (B; - B)pPP. (5.22)

9En ingles Dipole Strength.
10En ingles Oscillator Strength
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5.4 Cantidades Caracteristicas de las Transiciones Radiativas

Y finalmente la probabilidad de transicion por unidad de tiempo es

1
(@) _ 31,.(0))2
Wy = 3—7_0(Ef — Ej) ‘pfi . (5.23)

Son precisamente estas tres cantidades, (5.21), (5.22) y (5.23), las que se calculan
para el atomo de hidrégeno en un campo magnético.

5.4.1. Iones Hidrogenoides: He*, Li%™, ...

Si consideramos el caso de iones hidrogenoides, es posible obtenener expresiones para
la fuerza dipolar, fuerza de oscilador y la probabilidad de transiciéon en términos
de aquellas para el atomo de hidrégeno. Comencemos calculando el elemento de
matriz p%). Para ello recordemos que para obtener las expresiones de la energia y
las funciones propias (ecuaciones (1.19) y (1.20)), realizamos un cambio de escala
! d !
en la longitud de modo que r = % Asi, el elemento de volumen es dr = Z_r?” y
P(Z,B) = (¥(2,B;1)lr (2, B;r))
"(q)
= (23(2 = 1, B/2%1)| | 25(2 = 1, B/2%Y)
1
= FWy(2= 1,B/Z% )|/ Dyi(Z = 1, B/ 2% 1))
1
= zp%)(z =1,B/Z?),
y finalmente
1
Py (Z,B) = Zpf)(2=1,B/2%). (5.24)
Por lo que la relacién de escalamiento de la fuerza dipolar resulta ser

d¥(2,B)=272d{(2=1,B/2% . (5.25)

Ahora, de la relacién de escalamiento entre la energia del dtomo de hidrégeno y
el i6n hidrogenoide (ec. (1.19)), junto con la expresién correspondiente de la fuerza
dipolar (ec. (5.25)), obtenemos las expresiones de las relaciones de escalamiento para
la fuerza de oscilador y la probabilidad de transicién:

22,8 = fi/(2=1,B/2Y, (5.26)
wi?(2,B) = 2w (Z2=1,B/2?). (5.27)

Asi, a partir de los resultados que obtengamos para el &tomo de hidrégeno, es posi-
ble, con las relaciones de escalamiento (5.25), (5.26) y (5.27) obtener las canti-
dades caracteristicas de las transiciones radiativas para cualquier i6n hidrogenoide
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5.5 Polarizacién de la Radiacién

de numero atomico Z. Un analisis un poco mas minucioso nos muestra que estas
relaciones tienen un sentido mas profundo: el cdlculo de alguna cantidad caracteristi-
ca no tiene porqué comenzar con el dtomo de hidrégeno y a partir de este obtener
resultados para cualquier otro i6n hidrogenoide. Podemos comenzar con cualquier
i6n hidrogenoide, utilizar la relaciones de escalamiento y obtener resultados para
el atomo de hidrégeno; a partir de los cuales a su vez podemos, nuevamente con
las relaciones de escalamiento, obtener las cantidades caracteristicas para cualquier
i6n hidrogenoide, i.e. si obtenemos alguna cantidad caracteristica para cualquier i6n
hidrogenoide podemos obtener esta misma para todo ién hidrogenoide.

5.5. Polarizacion de la Radiacion

La dependencia en la coordenada angular ¢ de las funciones de prueba presentadas
para los estados 1sg, 2pg y 2p_1 (ecuaciones (3.13), (3.16) y (3.15)) es

s, x 1, (5.28)

Yop,, X e

Ahora, las componentes del vector de posiciéon en coordenadas esféricas pueden es-
cribirse en términos de los arménicos esféricos como

rsin 6 cos ¢ (=Y +Y1)
r=| rsinfsing | = (/Zr| i V'+Y)
7 cosf V2rYyP

Al considerar una transicién de un estado 2p,, al estado 1sy, poniendo atencién en la
dependencia de la variable ¢, los elementos de matriz D y; = (1¢|(—er)|t;) resultan

1

g
DfZ:"}/ Z6(5
0.

m,1 + 6771,—1) , (5.29)

3 M,

5m,1 + (5m,—1)
0

Sk

donde 7 es una constante que resulta de la integracion de las variables r y 6.

Por otra parte, la condicién que el potencial vectorial A (ec. (5.9)) este en la norma
de Coulomb es equivalente a la condicién de transversalidad:

k-£=0,

con k el vector de onda y £ un vector unitario en la direccién del potencial vectorial
A. Consideremos ahora una base €1 y €5 perpendicular al vector k de modo que
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5.5 Polarizacién de la Radiacién

(€1,€5,k) formen un sistema derecho!'! (ver Figura 5.2).

cos &' cos ¢’ —sin ¢/
g1 = | cos@siny’ | ; €9 = cos¢’ |,
—sin ¢/ 0

A-

S "
\ \
\ 1
\ \ 1
1 \
\ E 1
T 2V
y \ €1 L |
_________ a
) '
1
/'\ 1
1
.
~ >
~ 1
~— ~
~ 1
’ ~. N
~
~
¢ N\ !
~
~o 1
~ o '
~
S S 1
‘N
X ~<
~
S d

Figura 5.2: Orientacion de los vectores base €1, €3 y k. El vector £ se encuentra en
el plano perpendicular a k.

En esta base, el vector £ es & = €7 + €5. Y sustituyendo en la probabilidad de
transicion Wi, ¢ (ec. (5.17)), tenemos & Dy; = €1 - Dy; + €5 - Dy;. Con el vector Dy;
ya obtenido (ec. (5.29)) se tiene

0, 1 ] 6'rn -1 ] 5m() .
gDy = — = cosfe ™ + = cosfe — = sin 9') . (5.30
RIRRICE Ve V3 30
10,1

= —io' /l'ém,, io
82'Dfi = ’)/( \/66 Lp—i-Wl@w). (531)

Entonces, si el estado inicial es 2p_; (2p;), los términos diferentes de cero son aque-
llos que contienen el factor &,, 1 (0,.1), los cuales son proporcionales a e’ ('),
por lo que la radiacién emitida es polarizada circularmente izquierda (derecha). Si el
estado inicial es 2pg, solamente el término proporcional a d,, es diferente de cero,
y la luz es polarizada linealmente en la direccién del eje z.

U Estas coordenadas 8 y ¢’ corresponden al vector de onda k.
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Si consideramos |&"- D f;|? obtenemos
o 9 ’YQ 5m 1 2 6m -1 2 nt s 2t
|€-Dpl* = ) T’(cos 0 +1)+ T’(cos 0"+ 1)+ dpposin® 6’ | , (5.32)

que nos da la distribucién angular de la radiaciéon. En resumen

Transicién  Polarizacion Distribucién angular
1sg <> 2py  Lineal sin® #'

1sg ++ 2p_; Circular Izquierda 1 + cos®#’

1sy <+ 2p;  Circular Derecha 1+ cos?#'

Por lo tanto, en la transicién 1sy <> 2pg la radiacién es linealmente polarizada, mien-
tras que para la transicion 1sy <> 2p_; la radiacién esta polarizada circularmente
izquierda.

5.6. Reglas de Seleccién

La dependencia en la variable ¢ de las componentes esféricas del vector de posicién
pueden ser escritas de manera genérica como (ec. (5.19))

(@  ol¥
Asi también las funciones de prueba (ec. (5.28))

Vap,, X eme

Si consideramos solo la dependencia de esta variable en el elemento de matriz pg?

(ec. (5.20)) tenemos

P o (wrlr @),

2T
o / e_imf‘peiq“’eim“"d@.
0

El cual es diferente de cero si —my+q-+m; = 0. Es decir en la aproximacién dipolar
eléctrica ocurre una transicién sélo si

Am=ms—m; =q=0,=£1.
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5.7. Comportamiento de las Transiciones en los
Casos Limite

Para verificar cualitativamente los cdlculos de las cantidades caracteristicas de las
transiciones radiativas, analizamos el comportamiento de estas para los casos li-
mites de campos magnéticos débiles e intensos. De esta forma podemos hacer una
comparacion con los resultados obtenidos a partir de los calculos variacionales.

5.7.1. Teoria de Perturbaciones: B pequeno

Como primera parte consideremos el caso de campos magnéticos débiles. La forma
general de la expansién de las funciones de onda es ¥ = N (4@ 4+ Ay + . .). En
la tesis limitamos nuestras consideraciones a los dos primeros términos de la ex-
pansion'?, i.e. U = N (4@ + A\yp(M). Por otra parte, recordemos que en los calculos

perturbativos, el potencial de perturbacién'® fue V; = '0—, mientras que el térmi-

no constante mB fue absorbido por la energia. Sin embargo, en los calculos de la
fuerza de oscilador f](c?) y la probabilidad de transicion w%) es necesario considerar
explicitamente esta constante. Incluyendo este término en la energia total y utilizan-
do los resultados del Capitulo 2 (ecuaciones (2.19), (2.21) y (2.21)), la forma final
de las funciones de onda y la energia total, hasta orden B?, es

B2
Ey, = -1+ - : m=20, (5.33)
B2(/r2 3 3 ~
Vs (r,0) = [14'5{(5‘*'3)1320(9)—(7“2+§)P(?(9)}]6 ,
1 2
E2p_1 = _Z — B -+ GB 3 m = —1 y (534)
B? 0 2 3 0 2 3 —ip — 17
Yop_, (1,0) = |1+ 18 P2(0)<47’ +7 ) — PO(H)(177" +r ) pe e 3"
1 2
E2p0 = _Z + 3B 3 m = 0, (535)
12Eg este caso, a primer orden en A = B2, el factor de normalizacién A toma la forma:
1

I @O 40 + B2 (1) 4 0 =) dr

13Con A = B? como pardmetro de perturbacién
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oo (1, 0) = [1 + %: {Pg(a) (47’2 + 7‘3) — PY(6) (77«2 + r3) H ze 3"

con los factores de normalizacién:

1 1
Ny = ~ (1 + 32) (5.36)
0 24
(1 — 5 B?) Ve
1
Ny, = (1 + 47B2>
- /64m(1 — 94B7) \/647r
1
Nap, (1 + 1632>
” /321 (1 — 32B?) \/327r

Ahora, es posible calcular el elemento de matriz p(q) (ec. (5.20)) entre un estado

final ¥; y un estado inicial ¥;. De manera general ¥ = (0 + Xy 4.y a primer
orden en A resulta

) = (NG + ) O + ag))
= NN @O0 + AP D) + @) |

Un célculo directo nos conduce a los elementos de matriz y a partir de estos obten-
emos la fuerza dipolar dgcz |pfz 2, obteniendo los siguientes resultados

e 1sg < 2p_q

Pt = 0.7449 +19.9857 B2, (5.37)
0,—1
pgso(—)%p 1 = 0 9
A\, . = 0.5549 4 29.7761 B, (5.38)
0,—1
ng()(—))Qp_l = O *
) 180 < 2p0
P ope = 0.7449 +6.3009 B2, (5.39)
+1
gS()()—)on = 0 ’
d) oy = 0.5549 +9.3875 B2, (5.40)
+1
d580<)—)2p0 = 0.

63



5.7 Comportamiento de las Transiciones en los Casos Limite

Es importante notar que en ambas transiciones, tanto py; como dy; son funciones
crecientes de B2.

Para calcular la fuerza de oscilador y la probabilidad de transicién'* utilizamos las
expresiones de la energia total (ecuaciones (5.33), (5.34) y (5.35)). Obteniendo, hasta
orden B2

o 1sy < 2p 4
), = 0.4162 — 0.5549B + 25.841 B, (5.41)
witl),, | = (6.2664 — 25.0655B + 171.2801 B?) x 10%sec™. (5.42)
e 1sy <> 2pg
. = 04162 +8.4280 B2, (5.43)
w0 = (6.2664 +126.8938 B) x 108sec™. (5.44)

Aqui notamos un comportamiento diferente al presentado por la fuerza dipolar.
Para la transicién 1sy <+ 2p 1, la fuerza de oscilador y la probabilidad de transicion,
comienzan decreciendo hasta cierto valor del campo magnético a partir del cuél su
comportamiento cambia a ser creciente con el campo magnético B. La transicion
1sy <> 2pg por el contrario, tiene un comportamiento creciente como funcién del
campo magnético para la fuerza de oscilador y la probabilidad de transicién.

5.7.2. Comportamiento Asintético: B — oo

Cuando el campo magnético presente es muy intenso, B > 1, la parte de los orbitales
de Landau es dominante. Aun asi, la interaccion del electrén con el proton es deter-
minante para mantener al electrén en una regién finita del espacio'®. Para campos
magnéticos muy intensos el sistema adquiere una forma alargada y se puede con-
siderar que se trata de un sistema unidimensional con una interaccién de Coulomb
efectiva. Ya que se eligi6 el eje z como la direccién del campo magnético, el potencial
Coulombiano unidimensional estd en esta misma direccién. Por estas razones resulta
adecuado considerar como funcién de prueba el producto del orbital de Landau del
estado base N = m = 0 por las funciones del dtomo de hidrégeno con el reemplazo
r — |z|. Teniendo en cuenta el factor de normalizacién se tiene

14Ya que éstas se obtienen a partir de dgf?, solo consideramos las componentes diferentes de cero

en cada transicion.
15Gin la interaccién Coulombiana, la trayectoria del electrén es una hélice con su eje paralelo al
campo magnético.
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5.7 Comportamiento de las Transiciones en los Casos Limite

® 180
: B
U150 = Nis, e e i = \/ Zelele= 307 (5.45)
27
® 2p
—ip _lzl —Bp? B —ip _lzl —Bp?
Uop , =Ny, , pe e 2e7 1 :Epe e ze 4l (5.46)
[ ] 2p0

2 B 2
Uopo = Nop, ze_%e_%”2 =4/ 8—z6_%6_%’2 . (5.47)
T

A partir de estas funciones, se calculan las cantidades caracteristicas de las transi-
ciones radiativas. El resultado es

o lsy < 2p_1

Pty = 9%, (5.48)
i, = 9%- (5.49)
e 1sy <+ 2py
DD ope = ;—3, (5.50)
A9 ope = 0.3511. (5.51)
Podemos ver que para la transicién 1sy <+ 2p_y, la fuerza dipolar dgjolg_ﬂp_ , s una

funcion decreciente del campo magnético B. Y si recordamos que en el limite B — 0
. . ., . , (+1)
esta misma cantidad es una funcién creciente, deberia esperarse que di; /.5, , pre-
sente al menos un méaximo en la regién intermedia de campos magnéticos. La tran-
.. g : (0) —
sicién 1sy <> 2py por su parte, cae asintticamente a la recta horizontal dig o, =
0.3511, mientras que para campos magnéticos débiles presenta un comportamiento
creciente, por lo que también esperamos al menos un maximo en la regién intermedia
de campos magnéticos.

Para los estados excitados 2py; ¢ no tenemos una expresion para el comportamien-
to asintético de la energia, por ello no presentamos expresiones para la fuerza de
oscilador y la probabilidad de transicién.
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CAPIiTULO

Resultados

En este capitulo se presentan los resultados de los calculos para las transiciones
dipolares eléctricas entre los estados ligados més bajos 1sg, 2p 1 vy 2py del dtomo
de hidrégeno en un campo magnético constante B € (0.235 — 44140.0) x 10° Gauss,
dentro de la aproximacion de Born-Oppenheimer de orden cero. Estos resultados se
han obtenido usando funciones de onda variacionales elegidas adecuadamente junto
con sus energias correspondientes de los estados inicial y final en las transiciones.

Las cantidades calculadas son la fuerza dipolar d;’?, la fuerza de oscilador fj(ff) y

la probabilidad de transicién w'? para las transiciones permitidas: 2p_; <= 1sq y
fi

2py <= 1sq. Con las reglas de seleccién Am = 0, +1 resulta que estas transiciones
son diferentes de cero solo para la componente ¢ = +1 en la transicién 2p_; <= 1sg
(Am =1 con polarizacién circular). En la transicién 2py <= 1sq, por su parte, la
tinica componente que es distinta de cero es ¢ = 0 (Am = 0 con polarizacién lineal).

El estudio consistié de dos partes: (i) con las funciones de onda propuestas para los
estados 1sg, 2p_1 v 2py, y utilizando el procedimiento variacional se obtuvo la parte
correspondiente del espectro del 4tomo de hidrégeno en un campo magnético (dis-
cutido en la Parte I), (ii) posteriormente se calcularon los elementos de matriz del
operador dipolar eléctrico con las funciones de onda variacionales obtenidas. Final-

mente, con éstos dos elementos se obtuvieron resultados para la fuerza dipolar d%),

la fuerza de oscilador f (;1) y la probabilidad de transicion w%) para las transiciones

o9p_1 <= 1sy vy 2po <= 1s,. Estos resultados se presentan en la tablas siguientes
junto con algunos gréficos en donde se observa el comportamiento de estas canti-
dades para el rango de campos magnéticos B € (0.235 —44140.0) x 10° Gauss. Para
hacer una comparacién de nuestros calculos, se incluyen los resultados obtenidos por
Ruder y Wunner [7], indicados como R&W.
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6.1 Transicion 1sy <= 2p_;

6.1.

Transicion 1sy <= 2p_;

A continuaciéon presentamos los resultados de las cantidades caracteristicas de la
transicién 1lsy <= 2p_; (Tabla 6.1). La eleccién del valor del campo magnético
para B < 2.35 x 10% es debida a que en unidades atémicas éstos corresponden a
B =0.1a.u., 0.2a.u., ...

Fuerza dipolar

Fuerza de oscilador

Probabilidad de

dg;r()l()_)zp_ ) fl(joﬂﬂp_ ) transicién w§j01;2p_ )

B x 10°G R&W R&W R&W
0.0 5.5493E-01 4.1620E-01 6.2664

0.235 6.4837E-01 6.484E-01 | 4.4955E-01 4.496E-01 | 5.7849 5.7852
0.47 7.1152E-01 7.116E-01 | 4.8361E-01 4.837E-01 | 5.9801 5.9807
0.705 7.1674E-01 - 4.8752E-01 - 6.0374 -

0.94 6.9456E-01 6.948E-01 | 4.7682E-01 4.770E-01 | 6.0151 6.0170
1.0 6.8681E-01 - 4.7295E-01 - 6.0030 -
1.175 6.6194E-01 - 4.6036E-01 - 5.9601 -

1.41 6.2670E-01 6.268E-01 | 4.4218E-01 4.423E-01 | 5.8941 5.8958
1.645 5.9190E-01 - 4.2407E-01 - 5.8265 -

1.88 5.5922E-01 - 4.0678E-01 - 5.7611 -
2.115 5.2901E-01 - 3.9060E-01 - 5.6996 -

2.35 5.0133E-01 5.015E-01 | 3.7558E-01 3.757E-01 | 5.6423 5.6437
10.0 1.8073E-01 - 1.8089E-01 - 4.8509 -

23.5 8.5760E-02 8.584E-02 | 1.0678E-01 1.069E-01 | 4.4305 4.4313
100.0 2.1987E-02 - 4.0464E-02 - 3.6683 -
235.0 9.5808E-03 9.591E-03 | 2.2118E-02 2.214E-02 | 3.1552 3.1587
1000.0 2.2956E-03 - 7.6110E-03 - 2.2355 -
2350.0 9.8365E-04 9.847E-04 | 3.9640E-03 3.985E-03 | 1.7231 1.7474
10000.0 2.3253E-04 - 1.2670E-03 - 1.0068 -
23500.0 9.9165E-05 - 6.3441E-04 - 0.6950 -
44140.0 5.2852E-05 - 3.777T4E-04 - 0.5165 -

Tabla 6.1: Resultados de los calculos para la transiciéon 1sy <= 2p_; en el &tomo de
hidrégeno en un campo magnético B. Las unidades de la probabilidad de transicién
son 108seg™!. Se presentan también los resultados obtenidos por R&W [7].
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6.1 Transicion 1sqg <= 2p_;

6.1.1. Fuerza Dipolar: 1sy <= 2p_;

La fuerza dipolar fue definida como el cuadrado del elemento de matriz del operador
dipolar eléctrico (ec. (5.21)). Para la transicién entre el estado base 1sy (m =0) y

el primer estado excitado 2p_; (m = —1), la inica componente que es diferente de

(+1)

cero corresponde a ¢ =1, i.e. dig /.o, .-

0. 8 T T T T T
0.7 |
0.6 | ]
0.5 .
£ 0.4 |
©
0.3 |
0.2 |
0.1 .
0 — c
1071 104 10

B [10° Gausg]
d(+1)

Figura 6.1: Fuerza dipolar dj; /.o, , como funcién del campo magnético B para la
transicion 1s) <= 2p_;. Para B = 0 su valor es it (B =0)=5.5493 x 107,

1sp>2p_1
La escala vertical en unidades atémicas.

El comportamiento de la fuerza dipolar como funcién del campo magnético, es un
punto importante para nosotros ya que: (i) es a partir de ésta, que las demds canti-
dades estén definidas y (ii) en cierto sentido, nos indica la calidad de las funciones
de onda utilizadas'.

Ahora bien, al comparar nuestros resultados de la fuerza dipolar dgjollmp_ , con los

obtenidos por R&W [7], vemos que ambos estén en excelente acuerdo (ver Tabla 6.1).
Esta coincidencia es mayor para campos magnéticos pequenos en donde la diferencia

!Esto porque diferentes funciones pueden dar energias variacionales similares, mientras que los
valores de expectacién de alguna cantidad pueden resultar muy diferentes.
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6.1 Transicion 1sy <= 2p_;

relativa es de 10 ° y disminuye de una manera no mondétona en funcién del campo
magnético hasta una diferencia relativa de 103 (para un campo magnético de B =
2350.0 x 10'® Gauss). Dada la pequeiia diferencia relativa, las funciones de prueba
Uy, (ec. (3.13)) y Wy, , (ec. (3.15)) con solo siete pardmetros variacionales, resultan
ser adecuadas para el estudio de los estados 1sy y 2p_; y la transicion entre éstos.

Como vimos en el Capitulo 5, para campos magnéticos débiles, la fuerza dipolar
crece con el campo magnético, mientras que para campos magnéticos intensos ésta
decrece. Ademds, ya que d%) es una funcién positiva (ver ec. (5.21)) es de esperar que
la fuerza dipolar presente al menos un maximo en la regién de campos magnéticos
B € (0.0—4.414) x 10" Gauss. Al graficar los resultados de la Tabla 6.1 encontramos
un comportamiento como el esperado (Figura 6.1), i.e. para valores B < 1, la fuerza
dipolar aumenta con el campo magnético, mientras que para B > 1, la fuerza dipolar
decrece. El maximo de la fuerza dipolar, A5l ~ 0.72, se encuentra para el campo
magnético B 1 ~ 0.7 x 10° Gauss.

max

6.1.2. Fuerza de Oscilador: 1sy) <= 2p_;

Consideremos ahora la fuerza de oscilador fl‘;;ﬁlzp_l, la cual es una cantidad adi-
mensional. Esta contiene dos elementos importantes: (i) la diferencia de la energia
de amarre de los estados 1sy y 2p_1 y (ii) los elementos de matriz (al cuadrado) del
operador dipolar eléctrico (ec. (5.22)).

La coincidencia de nuestros resultados con los de R&W también es muy buena para
campos magnéticos pequefios en donde la diferencia relativa es de 10~°. Conforme
el campo magnético aumenta, esta coincidencia disminuye de manera no mondtona,
y la diferencia relativa crece a 103, para campos magnéticos intensos B = 2350.0 x
10° Gauss.

Del analisis presentado en el Capitulo 5 esperamos un comportamiento decreciente
con el aumento del campo magnético (ec. (5.41)). En los resultados (Tabla 6.1) y
la Figura 6.2 ésto no es claro, al menos hasta el menor valor de campo magnético
calculado (B = 0.235 x 10° Gauss). Sin embargo en [7] se presentan resultados
para valores pequenos del campo magnético, los cuales coinciden con lo esperado
en el andlisis del Capitulo 5. La fuerza de oscilador, como ocurrié con la fuerza
dipolar, también presenta un méaximo en fr(,;? ~ 0.49 para el campo magnético
B, = 0.7 x 10° Gauss.

max
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6.1 Transicion 1sqg <= 2p_;

0.5

0. 05

O N M| N | N | N . !
100t 10°  10' 10
B [109 Gauss|

Figura 6.2: Fuerza de oscilador fl(;;ﬁlQp_l como funcién del campo magnético B para
la transicion 1sy <= 2p_;. Esta es una cantidad adimensional. Para B = 0 el valor
de la fuerza de oscilador es f{I" (B=0)=4.1620 x 1071,

1sp>2p_1

6.1.3. Probabilidad de Transicion: 1sy < 2p_;

Los resultados de la probabilidad de transicién por unidad de tiempo, también pre-
sentados en la Tabla 6.1, nos dejan ver que éstos estan en buen acuerdo con los
obtenidos por R&W. Para campos magnéticos débiles, la diferencia relativa es de
10~°, aumentando a medida que se incrementa la intensidad del campo magnético
hasta B = 2350.0 x 10° Gauss en donde la diferencia relativa resulta ser de 1072.

Del analisis realizado en el Capitulo 5 para campos magnéticos débiles, se esperaba
que la probabilidad de transicién w f% tuviera un comportamiento decreciente con
el aumento del campo magnético (ec. (5.42)). En la Tabla 6.1 este comportamiento
decreciente es claro pues

witl,, (B=0) > wil), (B=0.235x10° Gauss) .
Por otra parte notemos que la diferencia de la energia de amarre entre los estados

1sg y 2p_; disminuye lentamente (Figura 4.6) a medida que la intensidad del cam-
po magnético aumenta. Asi, dada la dependencia de la probabilidad de transicién
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6.1 Transicion 1sy <= 2p_;

de esta diferencia de energia ( f}?) o (E; — E)?), esperamos que probabilidad de

transicion tienda a cero para campos magnéticos intensos. Esto es lo que se encon-
tré y se presenta en la Figura 6.3. La curva obtenida, también presenta un maximo
que ocurre para B 1) & 0.7 x 10° Gauss, en donde el valor de la probabilidad de

max

. s 7 1 —
transicién es w'iag & 6.0 x 108seg~?.

En esta transicion se emite radiacién polarizada circular izquierda (ver Seccién 5.5).

7)(108 T 1 T 1 T 1 T 1

6x10° | 1
1sy-- 2

5x108 S0 <P 1

4x108 + ]

WD [seq )]

3x10% | -

2x108 | -

8
1)(10 M M | M M M| M M M| M M M| M M N
1071 10° 10t 102 10° 10%
B [10° Gausg]

Figura 6.3: Probabilidad de transicién w§j01g2p7 , en funcién del campo magnético

B para la transicién 1sy, <= 2p ;. Para B = 0, el valor de la probabilidad de
transicion es ngolg_ﬂp_l(B = 0) = 6.2664 x 10%seg !, el cudl no se presenta en la
figura debido a la escala utilizada. Es por esta misma razén que la curva presenta

una aparente falta de suavidad en los primeros dos puntos.

De modo general podemos observar que para la transicién 1sy <= 2p_; nuestros
resultados esta en muy buen acuerdo con aquellos presentados por R&W. Un hecho
importante resulta del comportamiento sistematico de nuestros resultados: el valor

de la fuerza dipolar dﬁjj@,,_v la fuerza de oscilador fl(.:;l(z)Qp_l y la probabilidad de
(+1)

transicion wy, /,o, |, se encuentran debajo del valor de aquellos presentados por
R&W, aunque claro ésto no nos dice nada sobre cuél de los dos resultados es mejor.
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6.2 Transicion 1sg <= 2pg

6.2. Transicién 1s; <= 2p,

En esta parte consideramos los resultados de los calculos para la transicion 1sy <=
2po. La eleccién del valor del campo magnético para B < 2.35 x 10? se debe a que
en unidades atémicas éstos corresponden a B = 0.1a.u., 0.2a.u., ...

Fuerza dipolar Fuerza de oscilador Probabilidad de

dg?;l(—)?po fl(g())(—)on tranSiCién wgi?ﬂ—ﬂpo
B x 10°G R&W R&W R&W
0.0 5.5493E-01 4.1620E-01 6.2664E08
0.235 6.0843E-01 6.083E-01 | 4.6864E-01 4.685E-01 | 7.4417E08 7.4401E8
0.47 6.5745E-01 6.577E-01 | 5.3280E-01 5.330E-01 | 9.3660E08 9.3694ES8
0.705 6.7529E-01 - 5.7763E-01 - 1.1312E09 -
0.94 6.7478E-01 6.761E-01 | 6.0777E-01 6.089E-01 | 1.3197E09 1.3223E9
1.0 6.7290E-01 - 6.1377E-01 - 1.3668E09 -
1.175 6.6500E-01 - 6.2838E-01 - 1.5018E09 -
1.41 6.5078E-01 6.533E-01 | 6.4271E-01 6.452E-01 | 1.6779E09 1.6843E9
1.645 6.3471E-01 - 6.5288E-01 - 1.8490E09 -
1.88 6.1807E-01 - 6.6012E-01 - 2.0156E09 -
2.115 6.0161E-01 - 6.6535E-01 - 2.1782E09 -
2.35 5.8565E-01 5.902E-01 | 6.6905E-01 6.742E-01 | 2.3372E09 2.3549E9
4.7 4.6404E-01 - 6.7251E-01 - 3.7807TE09 -
10.0 3.3129E-01 - 6.4189E-01 - 6.4499E09 -
23.5 2.1101E-01 2.252E-01 | 5.7621E-01 6.149E-01 | 1.1501E10 1.2269E10
100.0 8.8027E-02 - 4.2551E-01 - 2.6612E10 -
235.0 5.0464E-02 6.217E-02 | 3.3502E-01 4.135E-01 | 3.9524E10 4.8956E10
1000.0 1.9169E-02 - 2.0893E-01 - 6.6429E10 -
2350.0 1.0898E-02 1.585E-02 | 1.5522E-01 2.273E-01 | 8.4282E10 12.5081E10
10000.0 4.3462E-03 - 9.3697E-02 - 1.1656E11 -

Tabla 6.2: Resultados de los calculos para la transicion 1sy, <= 2pg en el atomo
de hidrégeno en un campo magnético. Para comparar, se presentan los resultados
obtenidos por R&W [7].
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6.2 Transicion 1sy <= 2pg

6.2.1. Fuerza Dipolar: 1s; <= 2p
El tnico elemento de la fuerza dipolar dg‘?o o2p_, que es diferente de cero en la transi-
cion entre el estado base 1s; y el segundo estado excitado 2py es el correspondiente
aqg=0.

Al comparar los resultados de la fuerza dipolar con los obtenidos por R&W [7] para
la fuerza dipolar, vemos que ambos estdn en buena correspondencia (ver Tabla 6.2).
Para campos magnéticos pequeiios, la diferencia relativa es de 10~%, mejor que
para campos magnéticos intensos en donde la diferencia relativa crece de manera
mondétona con el campo hasta 10~! para B = 2350.0 x 102 Gauss.

4O

B [109 Gauss|

Figura 6.4: Fuerza dipolar en unidades atémicas dg?o oap, como funcién del campo

magnético B para la transicion 1sy, <= 2py. Para B = 0, el valor de la fuerza
dipolar es d{2) ., (B = 0) = 5.5493 x 107",

El comportamiento de la fuerza dipolar d;qi) en el dominio de campos magnéticos
pequenos fue discutida en el Capitulo 5. Lo que se obtuvo fue que la fuerza dipolar
dg?o s2p, deberfa de ser una funcién creciente del campo magnético B (ec. (5.40)).
También en el Capitulo 5 se analizé el comportamiento asintético concluyendo que
para campos magnéticos intensos, el valor de la fuerza dipolar deberia alcanzar un

valor constante (ec. (5.51)). De éstos dos comportamientos y del hecho que la fuerza

74



6.2 Transicion 1sg <= 2pg

dipolar es una funcién positiva (ver ec. (5.21)), se espera que en la regién intermedia
exista al menos un punto maximo. Al graficar los valores de la fuerza dipolar de
la Tabla 6.2, el comportamiento es como el esperado (Figura 6.4). Con sorpresa
encontramos que el maximo se encuentra para el valor del campo magnético B o) =~

max

0.7 x 10° Gauss, el mismo que para la transicién 1sy <= 2p_; (ver Seccién 6.1). La
razén de esta coincidencia es algo que no es claro. El méximo de la fuerza dipolar
es de d£22w ~ 0.67, menor que el correspondiente al de la transicion 1sy <= 2p_;.

6.2.2. Fuerza de Oscilador: 1s; <= 2p

Cuando comparamos nuestros resultados de la fuerza de oscilador fl(g()) o2p, (VET
Tabla 6.2) con los obtenidos por R&W [7], se encuentra que para campos magnéticos
débiles la coincidencia es buena, ya que el error relativo es de 107, incrementandose
mondtonamente conforme la intensidad del campo magnético es mayor, siendo de
10! para un campo magnético de B = 2350.0 x 10° Gauss.

La discrepancia en los valores de la fuerza de oscilador entre nuestros resultados
y los obtenidos por R&W para campos magnéticos intensos en esta transicion, es
mayor que aquellos para la transicién 1sy <= 2p_;. Como ya hicimos notar, la
fuerza de oscilador contiene dos ingredientes que son muy importantes: la diferencia
de las energias de amarre entre los estados final e inicial y el elemento de matriz del
operador dipolar eléctrico. Por ello esperariamos que alguno de éstos dos elementos
contuviera el mayor error lo que explicaria esta discrepancia. Si consideramos la
diferencia de energia entre los estados final e inicial, y calculamos el error relativo
entre los resultados de nuestros cédlculos variacionales y los presentados por R&W,

i.e. el error relativo entre AEY ™ y AEF&W  obtenemos los resultados presentados
en la Tabla 6.3.

AE} [Ry] Diferencia  Diferencia
Estados | Variacional R&W | absoluta [Ry]  relativa

1sp:2p 4 4.02989  4.04729 | 1.74x 1072 4.3 x 1073
1so : 2pg 14.24275 14.33911 | 9.64 x 1072 6.8 x 1073

Tabla 6.3: Diferencia de la energia de amarre entre los estados indicados en la

primera columna para nuestros resultados y los presentados por R&W (segunda

y tercera columna respectivamente) para un campo magnético B = 2350.0 x 10°

Gauss. En la cuarta columna se calcula la diferencia absoluta |[AEFYW — AEY |y

‘AE{Z&W _ AE’(}/G'I‘|
AEREW

es muy similar si en el denominador se toma AE) .

en la ultima la diferencia relativa . En ésta ultima el resultado
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6.2 Transicion 1sy <= 2pg

Ahora bien, la diferencia relativa de la fuerza dipolar entre nuestros resultados y
aquellos de R&W en un campo magnético B = 2350.0 x 10° Gauss, para las dos
transiciones consideradas, se presentan el la Tabla 6.4.

Fuerza dipolar dg,qz.) Diferencia  Diferencia
Transicion Variacional R&W absoluta relativa

1sg < 2p 1 | 9.8365 x 107* 9.847 x 107* | 1.05 x 107 1073
1sg < 2py | 1.0898 x 1072 1.585 x 1072 | 4.95 x 1073 1071

Tabla 6.4: Para las transiciones indicadas en la primera columna, los resultados de la
fuerza dipolar obtenidos en nuestros cédlculos y los presentados por R&W para B =
2350.0 x 10° Gauss se muestran en la segunda y tercera columna respectivamente. En
la cuarta y quinta columna presentamos la diferencia absoluta |AEY — AEY | y
|AE§Z&W o AEIY(M‘|
AER&W
por R&W. En la diferencia relativa el resultado es muy similar si en el denominador
se toma AEY .

la diferencia relativa entre nuestros resultados y los presentados

Si ponemos nuestra atencion solo en las diferencias relativas indicadas en las Tablas
6.3 y 6.4, vemos que la mayor de ellas ocurre para la fuerza dipolar correspondiente
a la transicién 1sy <= 2py. Ahora, la fuerza de oscilador es el producto entre la dife-
rencia de las energias de amarre entre los estados inicial y final por la fuerza dipolar.
Notemos ademas que los resultados para la fuerza de oscilador con el mayor error
relativo ocurren para la transicion 1sy <= 2pqy, por lo que parece natural pensar
que la principal diferencia proviene del cédlculo del elemento de matriz del operador
dipolar eléctrico. Aunado al hecho de que no existe un método que establezca crite-
rios para obtener resultados adecuados en los calculos de elementos de matriz, no es
posible establecer cudles resultados son mejores, si los obtenidos con las funciones
de onda utilizadas aqui, o los presentados por R&W.

La fuerza de oscilador como funcién del campo magnético se presenta en la Figu-
ra 6.5. En esta transicion, el valor del campo magnético para el cual ocurre el méaximo
de la fuerza de oscilador no es el mismo que para el maximo de la fuerza dipolar, como
ocurri6 en la transicién 1sy <> 2p_1. En este caso, tenemos B, = 2.3 x 10° Gauss,

max

y el valor de la fuerza de oscilador es f,(;’gm ~ 0.67.
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6.2 Transicion 1sg <= 2pg

0.7 e

£ (0)

B [109 Gauss|

Figura 6.5: Fuerza de oscilador fl(g())Hon en funcién del campo magnético B para
la transicion 1sy <= 2py. Para B = 0, el valor de la fuerza de oscilador es
£ oo (B =0) = 4.1620 x 107",

6.2.3. Probabilidad de Transiciéon: 1s; <= 2p

Para la probabilidad de transicién, tal como ocurrié para la fuerza dipolar y la
fuerza de oscilador, la coincidencia con los resultados de R&W es mucho mejor
para campos magnéticos débiles que intensos. En el primer caso el error relativo es
de 107, incrementéndose con el campo magnético hasta llegar a 107! para B =
2350.0 x 10° Gauss.

La probabilidad de transicion w%) es una funcién del cubo de la diferencia de la

energia de amarre entre los estados inicial ¢ y final f (ec. (5.23)). Como podemos
ver de la Figura 4.6, esta diferencia de la energia de amarre de los estados 1sy y 2pg
tiende a aumentar a medida que la intensidad del campo magnético se incrementa.
Es por ello que esperamos que la probabilidad de transicion sea una funcion creciente
del campo magnético. Este comportamiento es lo que se encontrd y se presenta en
la Figura 6.6.

En esta transicién se emite radiacién con polarizacién lineal (ver Seccién 5.5).
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6.3 Longitud de Onda

1x0! ——m —
1x10%t t
gx1010 +

6x1010

WO [seg ]

4x1010 +

2><1010 -

0x10°

100t 109
B [10° Gausg]

Figura 6.6: Probabilidad de transicién wﬂl oapo €0 funcion del campo magnético B

para la transicién 1sq <= 2p,. El valor de la probabilidad de transicion para B = 0
es w® Lo (B =0)=6.2664 x 108seg".

6.3. Longitud de Onda

El comportamiento de la longitud de onda de la radiacion electromagnética emitida o
absorbida conforme la intensidad del campo magnético aumenta, puede ser obtenida
a través de la expresién?

1 . AET . (07

= = —AF
N 2the 2w L

donde A Er es la diferencia de la energia total E7 entre los estados inicial y final de la
transicién que produce dicha radiacién. En la Figura (6.7) se presentan graficamente
los resultados obtenidos.

1
2Ya que en unidades atémicas la velocidad de la luz es ¢ = —, donde « es la constante de
a

estructura fina: a &8 —.
137
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6.3 Longitud de Onda

1490 T 1
120 % SN .
ey
XXX " neutrones
_ 80| SRR ]
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20 1 Ly . b
O RayOS'XI N | N | N N T: ‘X‘ H ‘.>|< N R
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Figura 6.7: Longitud de onda de la radiacién emitida por el 4&tomo de hidrégeno en
funcién del campo magnético. La linea horizontal en ~ 10 nm indica la separacién
entre dos zonas de radiacién: radiaciéon UV y Rayos-X. Se indica la regién de campos
magnéticos para las estrellas de neutrones.

Como podemos ver, para ambas transiciones, la longitud de onda de la radiacion
disminuye a medida que la intensidad del campo magnético aumenta. Para campos
magnéticos del orden de B ~ 10'2 Gauss la transicién 1sy <+ 2p, inclusive comienza
a caer dentro de la regién de Rayos-X. En la Figura 6.7 también indicamos la regién
de campos magnéticos caracteristicos de las estrellas de neutrones.
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Conclusiones

El punto central de este trabajo fue el cdlculo de la fuerza dipolar d%), la fuerza

de oscilador fj(ff) y la probabilidad de transicion w%) de las transiciones radiativas
del atomo de hidrégeno en presencia de un campo magnético en el rango B €
(0 — 4.414 x 10') Gauss. Ello dentro de la aproximacién dipolar eléctrica. En este
estudio, se consideraron las transiciones 1sg <= 2p_1 y 159 <= 2po.

Las funciones de onda y el valor de la energia total para los estados mas ba-
jos 1sg, 2p_1 y 2py del dtomo de hidrégeno en el rango de campos magnéticos
B € (0 — 4.414 x 10'3), se obtuvieron utilizando el método variacional consideran-
do la aproximacién de Born-Oppenheimer a orden cero. Las funciones de prueba
propuestas son fisicamente adecuadas, ya que reproducen correctamente el com-
portamiento para pequenas y grandes distancias, ademéas de ser funciones simples
con solo siete parametros variacionales. Los resultados obtenidos para la energia de
amarre® se compararon con los resultados obtenidos por G. Wunner y H. Ruder [7]
y Y. Kravchenko y Liberman [11]. En general, con las sencillas funciones de onda
propuestas, los resultados de nuestros calculos estan de acuerdo con los resultados
de los autores con los cuales se hace la comparacién. El error relativo en la energia de
amarre crece con el incremento del campo magnético de 10=7 a 1072 para el estado

159, de 1077 a 107! para 2p_; y de 1076 a 10~2 para 2py.

Con la forma explicita de las funciones de onda aproximadas para los estados 1s,
2p_1 Yy 2pyg, se realizo el calculo de las transiciones electronicas entre los estados
ligados 1sg <= 2p_1 y 1sg <= 2py. Para B = 0, la probabilidad de transicion es la
misma para las dos transiciones estudiadas: wy; = 6.2664 x 10%seg™*. A medida que

3Diferencia entre la energia de un electrén libre colocado en un campo magnético y la energia
total del &tomo de hidrégeno en presencia del mismo valor del campo magnético.
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Conclusiones

el campo magnético se incrementa, los valores de las probabilidades de transicién
se separan: para la transicién 1sy <= 2p_1, wff;l) decrece con el campo magnético
B. En la transicion 1sy <= 2py, por el contrario, la probabilidad de transicion es
una funcién creciente del campo magnético B. Llegando a diferir en tres 6rdenes
de magnitud (10%) cuando el valor del campo magnético es de B = 10'® Gauss
(Figura 6.8). Los resultados muestran que en todo el rango de campos magnéticos
estudiado, las transiciones mas probables corresponden a la transicién 1sq <= 2py.

w -

W [Seg_l]

100 10° 10t 102 10® 10* 10°
B [10° Gauss]

Figura 6.8: Comportamiento de la probabilidad de transicién w%) como funcion

del campo magnético B para las transiciones 1lsy <= 2p_; y 1lsg <= 2pg. Los
resultados de nuestros calculos se indican por cruces. Para tener una mejor imagen,
los resultados se unieron con lineas rectas.

Es importante enfatizar la propiedad de polarizacién de la radiacién electromagnética
emitida en una transicion radiativa. Para la transicion 1sy <= 2py, el atomo emite
radiacién polarizada linealmente en la direccién z del campo magnético, mientras
que para la transicién 1sy <= 2p_; la radiacion emitida es circularmente polarizada
izquierda.
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Conclusiones

Cualitativamente, obtuvimos resultados comparables con los obtenidos por Ruder
y Wunner [7] para las cantidades caracteristicas de las transiciones radiativas d(?,

f DY wfZ , en todo el rango de campos magéticos. Por ejemplo:

e En campos magnéticos débiles (B = 0.235 x 10° Gauss), la coincidencia con
los resultados reportados por Ruder y Wunner [7] para la fuerza de oscilador

f j(e?) es muy buena, con una diferencia relativa de:

- 1075 para la transicién 1sy <= 2p_;
- 107* para la transicién 1s; <= 2pq

e En campos magnéticos intensos (B = 2350.0 x 10° Gauss) la diferencia relativa
para ambas transiciones aumenta hasta:

- 1073 para la transicién 1s) <= 2p_;
- 107! para la transicién 1s; <= 2pq

La perdida de precision para campos magnéticos intensos, especificamente en la
transicién 1sy, <= 2p, al parecer proviene del calculo del elemento de matriz del
operador dipolar eléctrico. Por lo cual resulta decisivo obtener una correcta evalu-
acion de este elemento de matriz. Sin embargo, hasta el momento todavia no es claro
como establecer un criterio para comparar resultados de calculos para los elementos

de matriz y por lo tanto para la fuerza dipolar d&z), la fuerza de oscilador f}? y la

(q)

probabilidades de transicion wy;’. Por ello no es posible determinar cuéles resultados

sSon mas pre(nsos.

De las posibles transiciones entre los diferentes niveles del &tomo de hidrégeno en
presencia de un campo magnético B, las que se estudiaron corresponden a aquellas
entre los estados mas bajos: 1sy, 2p_1 vy 2py. Es importante mencionar que en los
resultados presentados por Ruder y Wunner [7], las transiciones 1sy <= 2p 1 y
1sy <= 2py, tienen la mayor probabilidad de transicién para campos magnéticos
débiles (B < 10° Gauss). Para B > 10° por el contrario, algunas otras presentan
mayor probabilidad de transicién que las dos anteriores.

Un caso importante es la transiciéon 1sy <= 2p;, ya que ésta presenta la mayor pro-
babilidad de transicién para campos magnéticos intensos (ver Apéndice A). Ahora
bien, la energia necesaria para poblar un estado excitado 2p resulta de la diferencia
en la energia de amarre entre dicho estado y el estado base 1sy. Si limitamos nuestra
atencién a la regién de campos magnéticos presente en una estrella de neutrones,
B € (10" — 10'3) Gauss, esta energia necesaria, en unidades de grados Kelvin* se
presenta en la Tabla 6.5.

4Las equivalencias se muestran en el Apéndice C.4.
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Conclusiones

B[G] E;so _ E:p_l E;SO _ Egpo EbISO _ Egpl
K] K] K]

102 5.23x10° 1.72x10° 1.34x108

10%3 8.60x10° 3.40x108 1.34%10°

Tabla 6.5: Diferencia de la energia de amarre entre el estado base 1sq y los estados
excitados 2p_1, 2pg y 2p; en unidades de grados Kelvin [K].

Si consideramos ahora la temperatura en la superficie de una estrella de neutrones,
la cual se encuentra entre T~ (5 x 105 — 2 x 10%) K, esta resulta insuficiente para
poblar el estado 2p;, ya que para ello es necesaria una temperatura entre 108 K
y 10° K (ver Tabla 6.5). No ocurriendo esto para las transiciones 1sy < 2p ; y
1sg <= 2py, ya que las diferencias en la energia de amarre estan dentro de la regién
de temperaturas presentes en una estrella de neutrones, haciendo posible que los
estados 2p ;1 y 2py logren estar poblados para permitir que el &tomo de hidrégeno
emita radiacién electromagnética.

Aunque parece que las transiciones 1sy <= 2p_1 y 1lsy <= 2py son dominantes
en la superficie de una estrella de neutrones, es importante aclarar que entre los
sistemas con un solo electrén en presencia de un campo magnético B, el dtomo de
hidrégeno es el sistema con la mayor energia total, por lo que es poco probable
que la radiacién emitida por una estrella de neutrones sea debida a transiciones
electromagnéticas en el 4tomo de hidrégeno.
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Apéndice A

El Estado 2p;

El cdlculo de la energia de amarre para el estado 2p; puede ser deducido directamente
de los resultados del estado 2p_;. Asi mismo, las cantidades caracteristicas para la
transicién 1sq <= 2p;, se pueden obtener a partir de la fuerza de oscilador d%) de
la transicion 1sy <= 2p_;.

A.1. La Energia de Amarre

Las funciones de prueba utilizadas para los estados 1sg, 2p_1 y 2pg, se obtuvieron
siguiendo la estructura de las funciones de onda del dtomo de hidrégeno sin campo
magnético. Para los estados 2p, estas funciones son

A S
Uy141(r,0,¢0) = :FE peiwe Zag

donde A es un factor de normalizacién y ag el radio de Bohr. Asi, la funcién de
prueba propuesta para el estado 2p_; fue (ec. (3.15))

1 ; T—1
Uy, = ——pe e 90 = Y e—o0

V2 V2 ’

con ¢y dado por (3.14). Por lo tanto es natural considerar como funcién de prueba
para el estado 2p; la funcién

(A.1)

1 )
Uop, = —petPe P = T Zye*"b“ . (A.2)

V2 V2

Con esta funcién de prueba, el potencial V,, (ec. (3.18)) y por lo tanto la energia
total son las mismas que las correspondientes al estado 2p_1, 7.e. E%p ' = E%p . La
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A.1 La Energia de Amarre

diferencia viene de la energia de amarre. Para el estado 2p;, N =0y m =1, por lo
cual®

E B(2N + 1+ |m| +m) — EZ

3B — EP .

(A.3)

Asi, los resultados de la energia de amarre del estado 2p; los obtenemos a partir de
la enegia total del estado 2p_;. Los resultado se presentan en la Tabla A.1.

Presente Trabajo R&W [7]
B x 10°G ‘ Er (Ry) H Ey (Ry)
0.235 -0.30169120 0.60169120 | 0.6016913
0.47 -0.30107721 0.90107721 | 0.9010782
0.705 -0.27818235 1.17818235 | 1.178185
0.94 -0.24270465 1.44270465 | 1.4427096
1.0 -0.23220481 1.50880056 | -
1.175 -0.19894673 1.69894673 | -
1.41 -0.14923612 1.94923612 | 1.9492475
1.645 -0.09499310 2.19499310 | -
1.88 -0.03715712 2.43715712 | -
2.115 0.02361346 2.67638654 | -
2.35 0.08683673 2.91316327 | 2.9131941
10.0 2.6412847 10.124673 -
23.5 7.7502810 22.249719 22.250845
100.0 38.680175 88.979399 -
235.0 94.744196 205.25580 205.26948
1000.0 416.97459 859.62116 -
2350.0 988.80274 2011.1973 2011.27681
10000.0 4238.2155 8527.7419 -
23500.0 9978.4426 20021.557 -
44140.0 18757.623 37591.313 -

Tabla A.1: Resultados de la energia total y la energia de amarre para el estado
excitado 2p; del atomo de hidrégeno en un campo magnético B.

Al comparar con lo resultados presentados por R&W [7] encontramos una muy buena
coincidencia, ya que la diferencia relativa crece de manera monétona de 10~7 a 107°

LEl campo magnético en unidades atémicas.
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A.2 La Transicién 1sy <= 2p;

en el rango de campo magnéticos B € (0.235—44140.0) x 10° Gauss. Como podemos
ver de la Figura A.1, la energia de amarre del estado 2p; crece rapidamente con el
campo magnético, por lo que este estado estd muy fuertemente ligado para campos
magnéticos intensos.

oW A
o
X
=
o
T

0x10% | Estado 2p,

Ep [RY]

B [10° Gauss]

Figura A.1: Energia de amarre del estado excitado 2p; del atomo de hidrégeno en
funcién del campo magnético B. El resultado de los calculos se muestran con cruces
mientras que las lineas simplemente unen estos puntos.

A.2. La Transicidén 1sy < 2p;

Para el calculo de las cantidades caracteristicas de las transiciones radiativas es
necesario calcular el elemento de matriz del vector de posicién (ec. (5.20))

4
r@ =[5 rY6,0) ; g=0,+1,
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A.2 La Transicién 1sy <= 2p,

entre los estados 1sg y 2p;
(U1 |9 | W,) . (A4)

Ahora bien, la diferencia en las funciones de prueba de los estados 2p; y 2p_; esta
solo en el factor de fase e*™¥ (ecuaciones (A.1) y (A.2)). Por ello, el valor del
elemento de matriz (A.4) es el mismo que el obtenido en la transicién 1sy <= 2p_;
y por lo tanto también es igual el valor de la fuerza dipolar, salvo que ahora el tinico
elemento diferente de cero es ¢ = —1.
-1 +1

dg.so()—)Qpl = d§50<)—)2p71 * (A5)

Ya que conocemos el valor de la fuerza dipolar y la energia de amarre de los estados

1sg v 2p1, la fuerza de oscilador y la probabilidad de transicién se calculan directa-

mente de las ecuaciones (5.22) y (5.23) respectivamente. El resultado se presenta en
la Tabla A.2.
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A.2 La Transicién 1sy <= 2p;

Fuerza dipolar

Fuerza de oscilador

Probabilidad de

oo, Fadom, transicién w{, .,
B x 10°G R&W R&W R&W
0.0 5.5493E-01 4.1620E-01 6.2664E8
0.235 6.4837E-01 6.484E-01 | 3.1988E-01 3.1990E-01 | 2.0841E8 2.0842E8
0.47 7.1152E-01 7.116E-01 | 1.9900E-01 1.9902E-01 | 4.1667E7  4.1671E7
0.705 7.1674E-01 - 0.5748E-01 - 9.8930E5 -
0.94 6.9456E-01 6.948E-01 | 0.7883E-01 0.7886E-01 | 2.7179E6  2.7191E6
1.0 6.8681E-01 - 1.1157E-01 - 7.8806E6 -
1.175 6.6194E-01 - 2.0158E-01 - 5.0037E7 -
1.41 6.2670E-01 6.268E-01 | 3.0973E-01 3.0984E-01 | 2.0258E8  2.0265E8
1.645 5.9190E-01 - 4.0459E-01 - 5.0600E8 -
1.88 5.5922E-01 - 4.8797E-01 - 9.9451E8 -
2.115 5.2901E-01 - 5.6163E-01 - 1.6944E8 -
2.35 5.0133E-01 5.015E-01 | 6.2708E-01 6.2730 2.6261E9 2.6271E9
10.0 1.8073E-01 - 1.3572 - 2.0488E11 -
23.5 8.5760E-02 8.584E-02 | 1.6084 1.6099 1.5143E12 1.5158E12
100.0 2.1987E-02 - 1.8307 - 3.3975E13 -
235.0 9.5808E-03 9.591E-03 | 1.8941 1.8961 1.9813E14 1.9835E14
1000.0 2.2956E-03 - 1.9478 - 3.7469E15 -
2350.0 9.8365E-04 9.847E-04 | 1.9633 1.9654 2.0936E16 2.0958E16
10000.0 2.3253E-04 - 1.9777 - 3.8293E17 -
23500.0 9.9165E-05 - 1.9827 - 2.1214E18 -
44140.0 5.2852E-05 - 1.9851 - 7.4954E18 -

Tabla A.2: Resultados de los calculos para la transicién 1sy <= 2p; en el atomo de

hidrégeno en un campo magnético B. Se presentan también los resultados obtenidos
por R&W [7].
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Apéndice B

Orbitales de Landau

Clasicamente la trayectoria de una particula de carga ¢, masa m y velocidad v
en un campo magnético B constante y homogéneo (en la direccién z de nuestro
sistema de referencia) se obtiene a partir de resolver un sistema de ecuaciones dado
por la ecuacion de Newton en el cual sobre la particula cargada actia la fuerza
de Lorentz F = ¢qv x B. Se encuentra que la particula se mueve con velocidad
constante en la direccion del campo, mientras que en el plano transversal a las

lineas del campo el movimiento es sobre una circunferencia de radio p = ;”—g (radio

. , . . . . , . , 2,2 g2
ciclotrénico), frecuencia w = £ (frecuencia ciclotrénica) y energia E = 22 Es
decir el movimiento de la particula es sobre una hélice.A continuacién se aborda el

mismo problema, pero desde un punto de vista cuantico.

Como ya se menciond, nuestro sistema consiste de una particula de carga ¢ y masa
m colocada en un campo magnético constante y homogéneo B = (0,0, B), cuyo
hamiltoniano es simplemente: *

(P +eA)’
2m.

H =

El campo magnético queda bien descrito por el potencial vectorial A = g(—y, z,0),
con el cual V- A = 0, es decir p y A conmutan , por lo que desarrollando el
hamiltoniano, usando este hecho, y ademds identificando el termino A - p con la
componente z del momento angular [, se tiene:

—h? eB. ¢e*B?,

 — A [, , B.1
# 2m, +2me + 8mep (B.1)

donde p? = 22 + y2. De la ecuacién (B.1) se obtiene que [#,p,] =0y [H,l,] =0
por lo cual las eigenfunciones correspondientes a estos operadores, es decir 9, =

1Se tratar4 el caso en el cual la particula es un electrén, de modo que m = m, y ¢ = —e.
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B. Orbitales de Landau

er Py 1y = e'™? respectivamente, son también eigenfunciones del hamiltoniano

#. De estas dos eigenfunciones vemos que 13, corresponde a una funcién de onda
de una particula moviéndose libremente en la direccion z, mientras que de 1); sus
eigenvalores son mh con m = 0,+1, £2... es decir, tenemos, como se esperaba, una
simetria axial, por lo que parece conveniente trabajar en el sistema de coordenadas
cilindricas en vez del sistema cartesiano. Ambos sistemas estan relacionados por
x = pcosy, y=psenpy z =z donde ¢ es el angulo que forma la proyeccién del
vector posicion en el plano x, y con el eje z positivo. Recordando ademéas que en el
sistema de coordenadas cilindricas

- 0
l, = —ih—,
i B
10, 0 1 02 0?
A = “—(p—)+ —— + —
pap(pap) " p? 9% "o
Asi que se busca resolver X
HY =EV | (B.2)

con

N 2me

~  —h*(10,6 0 10 9 iheB 0  e’B? ,
H= —a=(p3)+ S5 T J

pOp  0p”  p*0%p 0%z
que con las consideraciones hechas anteriormente, parece posible utilizar la técnica
de separacién de variables, para lo cual se propone como solucién de (B.2)

—+
2me Op  8mi,

U= eim‘pe%z”zR(p) ,
sustituyendo esta solucién en (B.2) y después de multiplicar por <, se obtiene la

/]
siguiente ecuacién, la cual debe satisfacer R(p)
0? 1 0 1 _e’B? emB m?
—R(p)+-=R(p 2m.E — > — -— =0. (B.

En la cual se hace £ = 2 p?, y definiendo § = % — 2 se tiene que R(§) debe
satisfacer

2

ER(O) + RO +{ - 6 +8- T R=0. (B.4)

Para obtener la solucién de esta ultima ecuacién se analiza el comportamiento
asintético de R(§). Asi cuando £ — oo (entonces p — o0) sélo conservamos los
términos dominantes de (B.4), esto es 2

.. £ . .
2Realmente la solucién es de la forma R = e*3 | sin embargo lo que se busca es una solucién
convergente, es por eso que se toma la solucién con signo negativo.
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B. Orbitales de Landau

I
®
ol

ER'(E) - 6R=0 = R=c

Mientras que cuando & — 0 lo que se tiene es®

1 2 .
R”+ER’—%R:O -~  R=¢%.

Lo que resta es buscar una solucién que sea una interpolacién entre los dos casos
. .2 _§ . Iml
anteriores: £ — ooy & — 0. Para ello la solucién que se proponees R = e %5 2 w(é),

y al substituir en (B.4) obtenemos

Im| +1

g+ (il +1 - ! - {12

— ﬁ}w =0, (B.5)
que corresponde a la ecuacién diferencial ¢ que es satisfecha por la funcién hiper-
geométrica confluente, la cual es definida por una serie.® Pero lo que se busca son
soluciones finitas asi que se pide que la serie tenga sélo un niimero finito de términos,
con lo cual las soluciones son los polinomios generalizados de Laguerre L|]:,n|(§), y
con ello B — # = N, siendo N = 0,1, 2.... Asi la soluciéon para R es

R(p) =e " (%/ﬁ) @L'fv’” (%ﬁ) -

Obteniendo que finalmente la solucién para el electrén en un campo magnético
homogéneo y constante en la direccion z es

; ) z2 m
U(z,,2) = Mei e T aM LY (o) (B.6)
donde )
eB|?
= |—
2h p’
y de la condicién N = 0,1, 2... se obtiene
le|hB 1 |m|+m p?
E=—|N+- = B.7
Me + 2 * 2 * 2m, ’ (B.7)

. 2 tm 2 .
3En este caso la solucién es R = €2 pero lo que se busca es que la solucién en el origen sea
finita, es por ello que se elige la solucién con signo positivo.
Lo + (v —2)u' —au=0

ala 2
SF(a,v,2) =1 SHt VEWIB e
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B. Orbitales de Landau

donde m toma valores enteros, es decir m = 0, +1, +2, +3, ..., y ademds, de (B.7) se
ve que para valores de m < 0 existe una degeneracion infinita en la energia, mientras
que para un valor dado de m > 0 (

-, corresponde a la componente

) \e|hB ( |m|—|—m)

paralela al eje z de la energla c1net1ca el cual tlene un valor constante 5

de la energia, quedando como func10n de N, la energia de un oscilador arménico

B
con la ya definida frecuencia ciclotrénica w = %
€
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Apéndice C

Unidades

C.1. Unidades Atomicas

Cada vez resulta mas comin encontrar que en muchas dreas de ciencia e ingenieria se
recurra al SI (sistema internacional de medidas) al momento de definir las unidades.
En este sistema, las unidades bésicas para la longitud, masa, tiempo e intensidad
de corriente eléctrica, son el metro, kilogramo, segundo y ampere respectivamente.
Sin embargo, algunas veces resulta necesario y conveniente definir algunas otras
unidades para las magnitudes bésicas, recomenddndose que los valores de unidades
derivadas se calculen en el SI y este valor sea el que se tome como unidad en el
sistema definido.

Veamos por ejemplo que la ecuacion de Schrodinger para el atomo de hidrégeno,
considerando al protén como infinitamente pesado tiene la forma

{— LN }\I}:E\If, (C.1)

2m, 4dmegr
en la cual,

me = 9.109553 x 107! kg
e = 1.60210 x 107'° C
= 1.05459 x 10734 J -5
€ = 8.854187817 x~'2(C?*/J-m

son la masa del electréon, carga del electrén, la constante de Planck dividida por 27
y la permitividad del vacio respectivamente, todas tomadas en el SI. Resultando en-
gorroso al momento de hacer manipulaciones algebraicas y célculos, el tener tantas
constantes y de magnitud tan pequena. Por ello es que al estudiar sistemas atémicos
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C.1 Unidades Atomicas

y moleculares, resulta conveniente trabajar en el llamado sistema de unidades atémi-
cas (a.u. por sus siglas en inglés), en el cual m, = e = h = 4wey = 1, resultando con
ello que el radio de Bohr ay = 4:;2—0622 =1, y la energia del estado base del 4tomo de
hidrégeno Ey = —( 4;;)2;’,;3 = —%, se tomen como unidades atomicas de distancia y
energia respectivamente (esta tltima denominada Hartree). Por lo que se tiene que

en el sistema de unidades atomicas, las unidades basicas son

me = 1 a.u. de masa
e = 1 a.u. de carga
h = 1 a.u. de momento angular
dmey = 1 a.u. de permitividad
ay = 1 a.u. de longitud
2FE; = - a.u. de energia = —hartree

Asf en el sistema de unidades atémicas, la ecuacién (C.1) toma la forma
1 1
~sa-—lu=Fu C.2
{ 2 r (©2)
Resultando aun mas simple si (C.2) se multiplica por dos, con lo cual se obtiene

{ “A- %}q} = 2E0. (C.3)

y la energia ahora se ve multiplicada por un factor de dos, a la cual se le denomina
Rydberg. Teniéndose que 1 hartree = 2 Rydbergs.

Veamos algunos valores en este sistema de unidades. Por ejemplo la masa del
protén(1.6726 x10727 kg) en unidades atémicas resulta ser de 1836.15 a.u. .Y como
la constante de estructura fina en el sistema MKS es a = ﬁ%z’ resulta que la
velocidad de la luz en el sistema de unidades atémicas es o' =137.0359895.

A continuacién se muestran valores numéricos de algunas cantidades en unidades
atémicas.!

1 Es importante remarcar que el valor numérico que corresponde a estas cantidades, se evalia en
el sistema M K S con todas las cantidades alli presentes, y este es el valor que se toma en unidades
atémicas. Asi por ejemplo el radio de Bohr en unidades atémicas resulta de calcular ag en el sistema,

4megh?
MKS, es decir ag = T 0.529177 x 107 1% m.

e2

e
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C.3 Constantes (SI)

C.2.

Cantidad Unidad Valor
Longitud ag 0.529177 x107° m
Masa Me 0.910938 x107% kg
Tiempo Eih 2.418884 x107 17 s
Velocidad vB 2.187691 x10°% m/s
Energia E, 4.359748 x10°18 J
Campo Eléctrico 2 0.514220 x10'? V/m
Campo Magnético ea]”:’&c 2.350518 x105tesla
2.350518 x10°Gauss

Constantes (SI)

En la siguiente tabla, presentamos algunas constantes basicas en el Sistema Inter-
nacional de Medidas (SI).

C.3.

Cantidad Simbolo Valor
Carga del electrén e 1.60217646 x 10~1°C
Constante de estructura fi Lo !
onstante de estructura fina o= -———
4160 ifiic 137.035999679
Radio de Bohr ap = —2 5.2918 x 10~ m
Me€
Energia de Rydberg Ey = §m602a2 13.605 eV
Armonicos Esféricos
1 /3 ,
-1 — .2« i
Y (0, ) 5\ 20 sinfe
1 /3
0.0) = 52 cost
-1 /3
1 - _ -~ 1)
Y (6, ¢) 5\ 20 sinfe
1 /15 :
Y—Q /] I I 20 2ip
00) = 50 S0



C.4 Factores de Conversién

C.4.

1 Ry
1eV

EUESmHCOSOG’W
2V 27
1 /5
—+/=(3cos?6 -1
4\/;( €08 )
i\/Esinﬁcoseeiw
2 2T

1 .
1\/—5 sin? § €%
4V 27

Factores de Conversion

13.6eV
= 11604.5K
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Apéndice D

Calculos

D.1. Teoria de Perturbaciones Dependiente del
Tiempo

Consideremos un sistema descrito por un hamiltoniano 7:10 del que conocemos sus
soluciones 19 las cuales forman un conjunto completo, i.e. satisfacen la ecuacién
de Scrhodinger

Hop® = EOyp© (D.1)

Si inicialmente el sistema se encuentra en cierto estado 1/11-(0), y al tiempo ¢ = 0
actia una perturbacién dependiente del tiempo V (¢), el nuevo hamiltoniano es H =
Ho + V(t). Como resolver este nuevo sistema con el hamiltoniano dependiente del
tiempo 7

z’h%\ll(t) = [y + AV (] T() (D.2)

condicionado por ¥(t = 0) = wz@, donde A\ es un parametro auxiliar para los
calculos.

Como punto de partida consideramos una solucion de la forma
U(t) =) Cu(t)y . (D.3)
n=0

Utilizando la notacién convencional para una derivada temporal X (t) de una funcién
dependiente del tiempo X (t), al sustituir en D.2 tenemos

S Calty® = o+ VOIS Gl (D.4)
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D.1 Teoria de Perturbaciones Dependiente del Tiempo

Por conveniencia, en adelante utilizaremos la notacién de Dirac, en donde la ecuacion
(D.1) tiene la forma Holtl”) = E,|y{”). Multiplicando la ec. (D.4) por (/%] y
utilizando la propiedad de ortonormalidad de las funciones de onda: (7#7(,?) |¢7(10)> = Onm
se tiene

o o0

ih)  Co®um = Y Cal®(WRHoo) + ACa (O WR IV (O)Y)
n=0 n=0
= Y Cu(t)Enbum + ACn(t)Vinn
n=0

donde V,,,, denota el elemento de matriz (1&5,?) V() WT(LO)). Los términos que contienen
la funcién Delta de Dirac 9,,, son diferentes de cero solo si n = m. En el segundo
término del lado derecho, n es un indice de suma por lo que podemos redefinirlo
como k, con lo cual

ihCy(t) = Co(t)En + XD Cu(t)Var (D.5)
k=0
Cuando A = 0 la solucién resulta que resulta es C,(t) = bne’i%, con b, una

constante de integracion. El resultado es natural ya que Cn(t)w,(lo) = 6’1%1/17(10) es

la solucién completa para el hamiltoniano sin pertubacion Hy, es decir A = 0 en la

ecuacién (D.2).

Para el caso A # 0, buscamos una solucién como la obtenida para el caso A = 0,

salvo que ahora tomamos los coeficientes b, como funciones dependientes del tiempo
_iEnt

Co(t) = b (t)e %

Al sustituir en la ecuacién (D.5) se obtiene

ihby () = A e™n Vb (1)
k=0

donde se define w,;, = @ Ahora, con un desarrollo en serie de los coeficientes

b, (t) en potencias del pardmetro A como
b (t) = 0O (1) + A0V (1) + N2 (8) + . ..

se obtiene una ecuacion homogénea en potencias de A. Para obtener la solucién,
igualamos cada coeficiente de A") a cero. La forma general de estos coeficientes es

r=20 iV (t) = 0 = b9 (t) = const (D.6)
r#0 A O e T () (D.7)
k=0

100



D.1 Teoria de Perturbaciones Dependiente del Tiempo

Si colocamos en una sola expresion las expansiones que hemos realizado la funcion
de onda ¥(¢) tiene la forma

H=3 K00

n=0

‘ &

Como se dijo al principio, la perturbacion se inicia al tiempo ¢t = 0, antes de lo
cual el sistema se encontraba en un estado bien definido, independiente del tiempo.
Di 1 estado ¢*. En 1 i i = i

gamos, el estado ¢; ’. En la ecuacion anterior, para ¢ = 0 se tiene

\P(t=0)=w§°)=§:‘ t—0w<°+fjfjbl »O)
n=0 =1 n=0

Ahora, las soluciones bg)(t) independientes del tiempo ocurren solo si » = 0 por lo
que solo la primera suma se debe de considerar. Sin embargo aun es necesario tomar
el termino n = ¢ y eliminar el resto. Esto lo hacemos introduciendo la funcién Delta
de Dirac en las condiciones iniciales sobre los coeficientes b (t).

W({E=0) = 6u (D.8)
b(t=0) =0 r>0

Estas condiciones iniciales, son precisamente las soluciones a la ecuacién (D.6) ya

que los coeficientes b’ () son constantes. A primer orden en A (r = 1) de la ecuacién
(D.6) se tiene

D) = 3 e Vb (1)
k=0

o0

= E €k O
k=0

— ezwnitvm

Y la solucién de esta ecuacion es

Y L
b(t) = — / itV dt

donde el intervalo [0,¢] es el tiempo durante el cual actia la perturbacién sobre el
sistema. Cuando la perturbacion deja de actuar, el sistema se encuentra en algin
estado wf del sistema original, con una amplitud de probabilidad P = |C(t)]* =

|b§c1 (t)e™ \2 |b(1 (t)[2. Ya que el sistema va de un estado inicial 1/’ a un estado
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D.2 Emisién y Absorcion de Radiacion
(Norma del Potencial Vectorial)

final wj(fo) durante el tiempo en el cual actua la perturbacién, |b,(#)|? es la probabi-
lidad de que el sistema realice una transicién entre estos dos estados cuando sobre
este actiia una perturbacién V' (¢) en un intervalo de tiempo [0, ¢]

2

) (D.9)

IR L
Baw:hﬁAeWMOWWﬁM%Mt

con la ya definida wy; = i ;LET

D.2. Emisiéon y Absorcion de Radiacion
(Norma del Potencial Vectorial)

Los campos eléctrico y magnético descritos en términos del potencial escalar ¢ y el

potencial vectorial A estan dados por
0A

B= Vo-gr

B = VxA.

Si ahora consideramos que el potencial escalar es cero y el campo magnético es
descrito por un potencial vectorial A

A = A(x;efi(k-rfwt) _{_Aoei(k-rfwt) ’ (DlO)

donde Ay un vector en la direccién de A, y |k| = £ el vector de onda. Los campos
eléctrico y magnético tienen la forma

E = —iwAlel®r ot jyAge ikrwt) (D.11)
B = —ik x Aje 90 4k x Agelrel) (D.12)

Por otro lado, la energia almacenada en este campo de radiaciéon por unidad de
volumen es

1 1
5:_( E|? _BZ)_ D.13
5 (Bl + (B (D.13)
Al calcular la norma al cuadrado de los campos (D.11) y (D.12) se tiene
|E|2 — QWQASA() _ LUZAOAOeZi(k-r—wt) _ MZASASE—Qi(k-r—wt) ’
B2 = 2k2A5Aq — (k x Ag) - (k x Ag)e? kT vt _ (k% AZ) - (k x Af)e 2ler—wt)
Lo que tenemos que hacer ahora es promediar en un periodo de tiempo. Para hacer

esto recordemos que dada una cantidad O, el promedio en un periodo 1" esta dado
por {O) = % fOT QOdt. Al integrar, las partes oscilatorias son cero, resultando

(E?) = 2w*AjA,,
(IB?) = 2k2A%A,.
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D.3 Emisién y Absorcion de Radiacion
(Norma del Potencial Vectorial)

1
Utilizando la identidad ¢® = ——, la expresién de la energfa (ec. (D.13)) es
Ho€o

£ = 2w’egApA;

Si consideramos que el sistema esta confinado dentro de un volumen V), la energia
total en el campo electromangéntico resulta ser

/dVé’ = 2w260‘A0|2V 5

si ademads, esta enegia es transportada por N fotones cada uno con enegia hw, se
tiene que Nhw = 2w?ey|Ag|*V, de donde

2wepY

Definiendo el vector unitario £ en la direccién del potencial vectorial, este tiene la

forma
Nh
= g
V 2w60V

Asi, la forma final del potencial vectorial es (ec. (D.10))

| Nh _, | Nh
A= —i(kr—wt) = pillor—wt) 2 D14
R 2WGOVe 2w60V ( )

Emision Absorczon

El primer término de la ec. (D.14) esta relacionado con la emisién de radiacién por
parte del sistema, el cual es inducido por la presencia de un foton externo. Para
que este proceso, conocido como emision inducida, se lleve a cabo, es necesario que
N =# 0. Por otra parte si el sistema absorbe radicién el proceso se conoce como
absorcidn y es descrito por el segundo término del potencial vectorial (D.14). Al
igual que en caso de emisién inducida, es necesario que N # 0. Sin embargo, existe
un proceso mas en el cual el sistema emite radiacién aun cuando no hay fonotes
presentes. Este otro proceso es conocido como emision espontanea. Las correcciones
provienen de la electrodinamica cuantica, en la cual se considera que siempre existe
un punto cero del potencial vectorial, es decir, nunca es igual a cero. Considerando
esto, la forma final del potencial vectorial es

(N+ 1R _iner—wn = NR er—wt) =

A = i(k-r—wt) i(k-r—wt) ) D.15

2wegV ¢ © T A 2w60V€ EJ ( )
Emision Absorcion
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D.3 Integral

D.3. Integral

A continuacién mostraremos que para tiempos grandes, se tiene

/t ei(wﬁiw)t’dtl
0

Para ello, calculamos primero el valor de la integral definiendo 2 = wy; + w,

2
=2mté(wp £ w) . (D.16)

Ly 1, .
/ezm dt' — _(eth_l)
0

Q)
2% 1% — e~i%
- Q 21
217 ot
= Q sin 5

Tomando la norma al cuadrado de esta iltima ecuacion

2 .0 2
/t ei(wfiiw)t’ dtl =4 S 7t
0 Q .

Por otra parte, una representacién de la funcién Delta de Dirac es

2, sin
0(z) = ;tlgg ta?

I

con lo cual para t grande

sin S 2
4( Q2> — 270 (2) .

% (sin 2£)? se hace més aguda

La suposicion de t grande es valida, pues la funcion gz 5
alrededor de €2 = 0 conforme el parametro % aumenta. Esto se muestra en la Figu-
ra D.1. Escribiendo el resultado en las variables originales 2 = wy; £ w, se tiene

finalmente el resultado (D.16).
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D.4 Densidad de Estados

70 T T T T T
t/2=1
/2=2 -------
- 2=3 -
sin2 Q% I Sy
60 - 4—2 A t/2=4 i
50 | . .
40 - o .
30 T 4
20 | : i
10 | 1 i
0 u = = L
-4 4

Figura D.1: Comportamiento de la funcién %(sin %)2, para diferentes valores del
t

pardmetro ;. Aqui se observa como répidamente crece el valor de la funcién en
x = 0, y disminuye el ancho conforme el pardmetro % aumenta.

D.4. Densidad de Estados

Si tenemos un sistema de radiacion electromagnética descrita por un potencial vec-
torial A . '
A = Ageller—wt) 4 psemiller—wt) (D.17)

Buscamos calcular el niimero de estados de los fotones en el campo de radiacién que
se encuentran en el intervalo k + Ak. Para ello consideramos que el sistema esta
contenido en una caja de lados L. Pidiendo condiciones periddicas en las fronteras,
el potencial vectorial debe cumplir que A(z,y,z) = A(x + L,y,2), o de manera
explicita, considerando solo la parte espacial de (D.17)

eZkI‘ — ei(km;kyykz)'($+Lyy:z)
eszm ezk-r ’
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D.4 Densidad de Estados

por lo que e'*s =1, i.e. Lk, = 2mn, con n, un nimero entero. Lo mismo para k,
y para k,. Entonces reescribimos el intervalo Ak en términos de los nimeros n;, n,

y ng.
9\ 3
Ak = Ak, Ak, Ak, = (%) AngAnyAn, .
Ahora es posible en vez de sumar sobre k, )" .,, sumar sobre n, . , con n =

(ng, ny, n;). Si ademds suponemos que el volumen es grande, de modo que tengamos
estados densos, se tiene

%; — /d3n
Jya

Con la relacién [k| = %, y en un sistema coordenado esférico donde 7 = %

[ (52) = s [ ()

En esta ultima relacién, L = V, el volumen ocupado por el sistema. Asi finalmente

tenemos )
1% w w3
S — e (%) o(7)-
Ak
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