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1. Introduccion

El estudio de sistemas con un niimero grande de variables asociadas siempre ha
sido de gran interés debido a la riqueza de sus dindmicas, el desafio para su
modelizacion en términos sencillos, y la gratificacion de su eventual entendimiento.

El caso del mercado financiero es uno que ha sido tratado desde muchas
disciplinas. Economistas, actuarios, matematicos y fisicos entre otros, han dedicado sus
esfuerzos para la estructuracion de modelos que permitan capturar la esencia del
comportamiento de dicho sistema.

Tener un buen modelo es obviamente ventajoso, pues permite hacer predicciones
que faculten a los individuos interesados a tomar mejor decisiones sobre la compra-
venta de activos, basadas en informacion sobre el riesgo y oportunidades de ganancia.

El modelo que en la actualidad goza de mayor popularidad es el de Black-
Scholes (BS); principalmente por tener asociada una ecuacion diferencial parcial
relativamente sencilla, y sobre todo la ventaja de poder expresar de forma analitica el
precio de una opcidn europea, en términos de la volatilidad, precio de ejercicio, y tasa
de interés, entre los parametros mas importantes.

Sin embargo, la enorme cantidad de datos que se tienen acerca de la dinamica
bursatil, apuntan a que este modelo es fundamentalmente incorrecto. En particular
porque la distribucién del incremento de los precios reales refleja la existencia de colas
pesadas.

La estrategia desde hace algunos afios ha sido proponer procesos estocasticos
que puedan describir con mayor realismo el comportamiento de los precios en el
mercado, llevando a una gran cantidad de resultados muy interesantes.

Una propuesta ha sido el utilizar los procesos de Lévy para tal efecto. Sin
embargo, la ecuacion diferencial asociada al proceso no resulta tan sencilla como en el
caso de BS. A veces, incluso puede no encontrarse una representacion analitica de la
misma, o se tiene que plantear como una ecuacion diferencial fraccionaria. Asi pues,
encontrar una expresion para el precio de una opcién resulta todavia mas complicado.

Con tal dificultad en mente, en este trabajo se propone la utilizaciéon de un
enfoque distinto para obtener el precio de la opcion.

Dicho enfoque tiene sus bases en el trabajo de 1965 de Paul A. Samuelson, que
no tuvo gran popularidad en comparacion al acercamiento de BS. Sin embargo, dicho
enfoque es especialmente interesante cuando se proponen procesos estocasticos mas
complicados que el proceso log-normal (modelo BS), y con el cual se pueden
implementar sencillos programas que calculen el precio de una opcion utilizando
métodos Monte-Carlo.

1.1 Descripcion global del trabajo

Se efectua primero una breve revision de la estructura basica de los mercados
financieros, asi como la introduccion de instrumentos financieros: los contratos
adelantados o forwards, y opciones de venta.

En el capitulo 3 se hace una revision histérica de diferentes acercamientos
matematicos importantes a los mercados financieros, en especial desde la fisica. Se
menciona de manera especial el trabajo de Bachelier, considerado por muchos como un



pionero en esta area. Se hace también una breve referencia al trabajo de Einstein sobre
movimiento browniano de 1905, asi como los trabajos de Fama y Mandelbrot.
Adicionalmente, se menciona la posibilidad de ver a los mercados financieros como
sistemas que se encuentran en puntos criticos, asi como métodos de prediccion de series
temporales como el ARCH.

Subsecuentemente, en el capitulo 4 se introduce el formalismo matematico
necesario para abordar la descripcién de caminatas aleatorias. Se definen conceptos
tales como espacio de probabilidad, variable aleatoria, c-algebra, y filtracion entre
otros. Siendo en el capitulo 5 en donde se enuncia con precision el modelo de Black-
Scholes, y se resuelve la ecuacion con el mismo nombre. Para ésto siendo necesaria la
introduccion de la integral estocéstica y de la férmula de Ito.

El capitulo 6 es una revision estandar de las integrales de camino, asi como el
principio de minima accion, y se hace una derivacion de la ecuacion de Schrodinger a
partir de la formulacion de Feynman para la mecanica cudntica. Este capitulo sirve
como fondo para el capitulo 7, en donde se aborda la férmula de Feynman-Kac, y su
importante relacion con la valuacion de derivados. Asi como el acercamiento de P.
Samuelson para dicho problema.

Se presentan las distribuciones de Lévy en términos de su funcion caracteristica,
asi como la representacion de Lévy-Khintchine y la descomposicion de Lévy-Ito para
procesos de Lévy en el capitulo 8.

En el capitulo 9 se proponen algunos procesos faciles de simular
computacionalmente para representar la evolucion de activos financieros, explicadndose
la implementacion numérica. Finalmente, en el capitulo 10 se presenta una discusion
acerca del método utilizado, asi como una pequefia comparacion con otros enfoques.

Se termina por concluir que este método es especialmente util para valuar el
precio de una opcidn, particularmente porque ofrece la flexibilidad de proponer un
proceso estocastico cualquiera para la evolucion del activo subyacente, y no presenta
complicaciones tedricas que son comunes en los demas metodologias.
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2. Introduccioén a los Mercados Financieros

Un mercado financiero es un sistema a través del cual se compra y vende
cualquier tipo de activo financiero'. Normalmente, cuando se habla de mercados
financieros en general, se puede estar refiriendo a uno de tres tipos de mercados:

1) Mercados de deuda (que incluyen los interbancarios, de divisas, y los
monetarios).

2) Mercados de acciones.

3) Mercados de derivados.

Durante los afios ochenta y noventa, los mercados de derivados gozaron de un
gran crecimiento en el capital invertido en ellos, aumentando consecuentemente el
nimero de productos derivados disponibles. Esto debido sobre todo a que los productos
derivados permiten controlar el riesgo asociado a la volatilidad del mercado.

2.1 Mercados financieros

La finalidad de un mercado financiero es el poner en contacto de una manera
eficiente a compradores y vendedores, y establecer precios justos de los diferentes
activos financieros. Siendo este precio determinado por la oferta y la demanda del
activo. Cuando se realiza una operacion de compra-venta, normalmente se tiene que
pagar un costo de transaccion; por ejemplo, una comision estipulada por el corredor de
bolsa.

Debido a las enormes ganancias econOmicas que representa, se han hecho
muchos intentos de entender el comportamiento de los mercados financieros, y del
movimiento bursatil de los activos. Estd por ejemplo la Teoria Dow, en referencia a
Charles Dow, que representa la base del llamado andlisis técnico para poder predecir
futuros cambios en el precio. En esta teoria se supone que la tendencia del mercado es
un indicador del comportamiento futuro.

Sin embargo, la gran cantidad de datos [18] a la que se tiene acceso, sugiere mas
bien la hipotesis de considerar el cambio de los precios en el mercado como un
caminante aleatorio.

Gran parte del trabajo hecho para predecir el comportamiento de los precios
dentro del esquema de caminantes aleatorios fue el trabajo de F. Black, M. Scholes y R.
Merton, quienes en los afios sesenta desarrollaron una muy buena base tedrica para
entender el comportamiento de los precios, y ademas lograron encontrar una solucion
analitica al modelo para encontrar el precio de una opcidn europea.

2.2 Acciones, contratos adelantados (forwards), y opciones

Dentro de esta seccion estudiaremos el problema de predecir el movimiento en
el precio de una opcion de compra (call) europea a un determinado tiempo en el futuro.
Es claro pues, que debemos comenzar por asentar las bases acerca de qué representa un
producto financiero de este tipo y cudles son sus propiedades basicas.

Antes de explicar lo que es una opcion, quizd convenga hablar de otro tipo de
producto financiero llamado contrato adelantado (forward). El forward es un contrato

!'Un activo o instrumento financiero, es cualquier tipo de ente que pueda ser comercializado. Ejemplos de
estos son: cuentas remuneradas, instrumentos de deuda, acciones, opciones, etc.
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de compra-venta entre dos partes. El contrato compromete a las dos partes a hacer una
transaccion de compra-venta de un determinado bien, llamado el bien subyacente, a
determinado precio K y a determinada fecha en el futuro 7.

La parte que se compromete a comprar se dice que adopta una posicion larga, y
a la que se compromete a vender una posicion corta. Es bastante claro que generalmente
una de las dos partes tendra una ganancia dependiendo del precio S del bien subyacente
al tiempo 7, denotado por Sr7.

Pongamos un ejemplo: supongamos que el contrato adelantado establece una
transaccion de 100 USD a un precio de compra de $11.00 por USD a seis meses de la
fecha de hoy. Es claro que si el precio del dolar en 6 meses es mayor a $11.00, digamos
$12.00, entonces la posicion larga hara una ganancia de $1.00 por délar, i.e. $100; pues
puede comprar a $11.00 gracias al contrato adelantado que firmo 6 meses atras, e
inmediatamente vender en el mercado a $12.00 por doélar. De manera inversa, si el dolar
baja a $10.00 en seis meses, la posicion corta se beneficiara al poder vender a $11.00 e
inmediatamente comprar en el mercado a $10.00.

El punto esencial del contrato adelantado es que ambas partes se comprometen a
realizar la transaccion de compra-venta a un precio fijo en el futuro. Lo que distingue
este producto financiero de una opcion de compra p. Ej., es que el titular de la opcion
tiene el derecho (mas no la obligacion) de comprar un bien subyacente a un
determinado precio en el futuro.

El tener este derecho es muy ventajoso, pues si el precio de compra-venta
acordado K del subyacente es mayor que el precio actual en el mercado Sr, entonces el
titular de la opcidén puede no ejercer el contrato, pues esto so6lo generaria pérdidas
econdmicas. Solo si K es menor que Sy convendra al titular de la opciéon de compra
ejercer su derecho de comprar el subyacente al precio K y obtener un pago de la opcion
de (ST —K). Una gréfica de la ganancia del titular de la opcion de compra se muestra en
la Fig. 2.1.

Adicionalmente, también hay opciones de venta (puf). Y no hay que confundir el
hecho que tanto en una opcion call como en una put hay una posicion larga y una corta,
correspondientes a quién compra y a quién vende la opcion.

Pago
10

-5

-10

Fig.2.1. Grafica de pago de una opcion de compra (posicion larga) con K=10.

Normalmente, se denota al pago P de una opcion al tiempo 7' como

P=(S(T)-K), =max{S(T) - K,0}.
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La ganancia esperada de una opcion no es cero. Para ver esto de manera sencilla,
veamos que si pensamos en nuestro ejemplo anterior, y suponemos que la probabilidad
que el dolar suba o baje un peso en seis meses es la misma; entonces la esperanza de
pago de una opcidn es

EP)=L.0+t1=05,
22

ya que si S7—K<0, entonces la opcion no se ejercera, de manera que su pago sera cero.
Esto hace natural que el contrato de la opcidn tenga un precio. La posicion larga pagara
este precio a la posicion corta, y dependiendo de la evolucion del precio del subyacente,
la posicion larga podra luego a su vez vender la opcion a un precio diferente del
original.

El problema que representa calcular el valor de una opciéon no es uno trivial, y
sera abordado en la seccion 5.
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3. Econofisica

Desde los afios ochenta un nimero de fisicos cada vez mayor estd tomando
interés en esta nueva disciplina a la que se le llama econofisica. Cada dia, modelos
matematicos mas variados y sofisticados tratan de predecir cudl serd el movimiento de
algin agente financiero dado, para beneplacito tanto de inversionistas como de
investigadores interesados en el tema.

En la actualidad se ha abierto un enorme campo para el estudio de dichos
sistemas y se emplean herramientas matematicas de todo tipo para hacer modelos; desde
ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, procesos estocasticos, teoria de juegos,
probabilidad, estadistica y econometria, hasta metodologias tan aparentemente distantes
de las finanzas como pueden ser la mecénica estadistica, el movimiento browniano, la
turbulencia y la teoria ergodica.

Cada uno de los caminos es en si mismo inagotable, y es ingenuo pensar que
algin dia tendremos una teoria completa para mercados financieros. Asi visto, la
decision de tomar un camino y no otro, resulta mas inspirada en la belleza matematica
de cada modelo y en su consistencia con los datos experimentales, que el hecho de que
el modelo sea el correcto o no. Es claro que todos estos modelos, muy complejos
algunos e increiblemente predictivos, no son la descripcion exacta del fendmeno; pues
para ello tendriamos que considerar una cantidad tan grande de variables que ninguna
computadora podria llevar a cabo los calculos para predecir un evento antes que el
fenomeno ya hubiese acontecido.

En este capitulo se menciona sélo una pequefia parte de este extenso campo de
estudio (ver [5], [35] para una descripcion mas amplia) con algunas referencias
histéricas [19].

3.1 Algunos antecedentes

Aunque se mencionaba que desde hace relativamente poco tiempo ha surgido un
interés formal en la comunidad cientifica, y en la fisica en particular, para adentrarse al
mundo de los mercados financieros, este acercamiento ha existido desde mucho tiempo
atras.

Se sabe por ejemplo que Newton participd muy activamente en la especulacion
financiera. Tal fue su entusiasmo, que termind por perder una gran fortuna invirtiendo
sus ahorros en lo que parecia ser una prometedora empresa: la South Seas Company.
Una compaiiia que habia comprado una novena parte de la deuda del gobierno inglés, a
cambio de un 6% de intereses, y la promesa por parte de este gobierno de tener el
monopolio del comercio en los mares del Sur (especialmente con América del Sur).

La empresa puso a la venta una parte de sus acciones, y no poca gente imagin6
una gran oportunidad que vendria de todo el oro de América del Sur.
Desafortunadamente, Espafia no le otorg6 a Inglaterra las concesiones comerciales que
los ingleses habian imaginado como ofrecimiento para terminar la guerra en la que se
encontraban, y la compaiia se enfrentd a una colosal quiebra, llevando a muchos a la
ruina. En este proceso Newton perdi6 £20,000, una cantidad enorme en aquel tiempo.

También Gauss se acerco a los mercados financieros, aunque con algo mas de
éxito. Dejo tras de si una fortuna de 170,000 Taler, cuando su salario no excedia los
1,000 Taler anuales. Incluso fue contratado por la Universidad de Géttingen, en donde
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daba clases, para hacer un estudio acerca del estado del fondo de pensiones para viudas
de profesores de dicha universidad, haciendo de este estudio un trabajo seminal de la
aplicacion de teoria de la probabilidad al campo del seguro financiero.

3.1.1 Bachelier

En 1900, L. Bachelier presentd su tesis doctoral a un jurado entre los que se
encontraba H. Poincaré. Su tesis se titulo “Théorie de la Spéculation”, y en ella
presentaba un tratamiento tedrico sobre el movimiento de precios en mercados
financieros usando un formalismo basado en caminantes aleatorios y un analisis
empirico de datos de mercados reales.

Aunque muchos piensan que fue FEinstein quien dio la primera base del
formalismo para el movimiento browniano en 1905 en uno de sus célebres articulos,
esto es descartado cuando se revisa el trabajo doctoral de Bachelier [7].

La primera parte del trabajo de Bachelier contiene una descripcion detallada de
los productos financieros disponibles en ese momento en Francia como contratos a
futuro y opciones. Después de esto, presenta el modelo matematico de los movimientos
de los precios y algunos principios econdmicos que respaldan a éste, como el principio
que establece que la esperanza de la ganancia del especulador es cero, donde por
esperanza se entiende la esperanza condicionada dada la informacién previa.

La hipdtesis de Bachelier es que el precio S; de los derivados sigue un proceso
de Markov. Esto queda definido por la condicién

p(Sn = x‘SO""’Snfl) :p(Sn = xSnfl)'

Lo cual significa que el mercado incorpora toda la informacion disponible a cada
instante. A esto también se le conoce como la hipdtesis de mercado eficiente, aunque
Bachelier no utiliz6 este término.

Debido a que la probabilidad de transicion de un proceso de Markov satisface la
ecuacion de Chapman-Kolmogorov:

p(Xj‘Xi)=J: dx p(Xj‘Xk)p(Xk‘Xi)’

para la probabilidad de transicion de X; a Xj; Bachelier demostré que una distribucion de
probabilidad que cumple con esta ecuacion, es la distribucidon gaussiana con incremento
lineal en la varianza, es decir

p(Xt+At - X, <X‘Xt =Z)

amj ( 207 Az}’s

que precisamente es la distribucion para los incrementos de un movimiento browniano
con varianza G.

Ademas, Bachelier también demostré que la densidad de probabilidad u=p'(x)
asociada a esta distribucion, es solucion a la ecuacion de calor:
ou | , 0u
=50 .
ot ox
Esto quiere decir que el comportamiento de un precio en el mercado, se puede
modelar por medio de un proceso estocastico, que ademas cumplird con la ecuacion de
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difusion mas simple, la de calor, y en donde el desplazamiento promedio sera

proporcional a ¢,

3.1.2 Einstein y el Movimiento Browniano

Uno puede hacer un simil conceptual muy interesante al tratar de ligar el
movimiento browniano de las particulas macroscopicas suspendidas en un liquido con
el movimiento de los precios de diferentes activos subyacentes en un mercado
financiero.

Formalmente, lo que se estd diciendo es que la descripcidn matematica
fundamental del movimiento para particulas resulta un buen modelo del cual partir para
analizar un mercado idealizado.

En su trabajo [33] sobre el movimiento browniano, Einstein supone que las
particulas del solvente golpean a las particulas suspendidas macroscépicas con choques
de fuerza y direccion aleatoria, impartiéndoles en consecuencia un momento aleatorio.
Ademas, supone que

e El movimiento de las particulas individuales es independiente.

¢ El movimiento es completamente aleatorio debido a los choques.

e En un intervalo de tiempo 1, la particula j se mueve de x; — x;+4; para algin 4;
aleatorio.

Siendo la distribucion de probabilidad de los 4,’s tal que
dan _ p(A)dA
n

es la fraccion de particulas que se han movido una distancia entre 4 y 4+dA en una
unidad de tiempo. Por otra parte, pedimos que

_Tp(A)dA =1. 3.1)

p(A)= p(-A). (3.2)

Con esto, podemos calcular la forma de la distribucion p(A). Consideremos un
largo cilindro, que idealmente sea unidimensional, a lo largo del eje x. Sea f{x,2) la
funcion de densidad de probabilidad para el nimero de particulas, de manera que
f(x,t)dx serd el nimero de particulas que estdn contenidas entre x y x+dx a un tiempo ¢.
Un tiempo 7 después, esperamos que

f(x,t+7)dx =dx TdAp(A)f(x—A,t) ,

que no es mas que decir que las particulas que llegaron a x en 7+7 estaban al tiempo ¢ en
algun sitio del intervalo [-c0,00].

Asi, expandiendo en serie de Taylor

f(x,t)+rafg;’t)+... = TdA (M) [f(x,z)—A

of (x,1) +A72 0% f(x,1)
Ox

S +..},(3.3)

y con la condicion expresada en (3.2) tenemos que
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j dA p(A)(- j dA p(-A) (- jdA p(A)(-4)

_—IdA'p(A) (A") j'dAp(A)( )=0,

y usando (3.1), obtenemos que (3.3) se reduce a

e+ T®D L t)+—a f(x 0 jdA p(A)A” +
ot 2 ox’
Asi, obtenemos que si D, definida como
1 0
=— |dA p(A) A,
2T_jw (&)

es finita, obtenemos una ecuacion de difusion
o (x,1) o f(x,1)
=D 5 ,
ot ox

despreciando términos de orden O(#’) y cuya solucién es la conocida distribucién de
probabilidad gaussiana

n x2
U e ‘”‘p(‘ 401)-

Es importante hacer notar que el hecho de haber escogido una expansion de
Taylor de primer orden en ¢, y de hasta segundo orden en x, tiene un fundamento teérico
mas riguroso en el lema de It0, pero baste decir por ahora que para una difusion

2
0<lim = <o,
=0 T

lo que garantiza la existencia de D.

Vemos entonces un claro paralelismo entre el trabajo de Bachelier, y el de
Einstein, en donde en ambos se llega a la ecuacion de calor, y se propone el estudio de
los movimientos de las particulas en un fluido, o el comportamiento de los precios como
un proceso estocastico con distribucién normal N(0,¢) para los incrementos a tiempo .

De este modo, Bachelier propuso formalmente su modelo matematico basandose
en supuestos que se reducen conceptualmente a los mismos supuestos de Einstein para
el movimiento browniano de particulas, s6lo que ahora se considera que el movimiento
del precio de un activo es independiente de los demads, y que en un intervalo de tiempo
At= t-t;, €l precio se mueve de S; — Si+4; con 4; =¢(t-t;), donde ¢ tiene una distribucion
gaussiana estandar N(0, 1).

De esta manera, uno puede considerar que hay una ecuaciéon de difusion que
describe el comportamiento de los precios en un mercado financiero. Esta idea fue mas
tarde generalizada por Black, Merton y Scholes, junto con otras suposiciones que dan
origen a la modelizacion de los precios usando un proceso estocastico con distribucion
log-normal. Asi se construy6 lo que se conoce como el modelo Black-Scholes, atin a la
fecha usado, y del cual se hablara en detalle mas adelante.
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3.1.3 Fama

En 1965, Eugene Fama publico su articulo [8] en el cual retomo en cierta medida
el trabajo hecho por Bachelier, suponiendo que la dindmica que siguen los precios en un
mercado es impredecible y que la mejor manera de modelarlos es por medio de
caminatas aleatorias. Aunque reconoce el hecho que la distribucion de los precios
exhibe una leptokurtosis’ que hace evidente que la hipdtesis gaussiana es una
aproximacion parcial.

SPE00Index
1250 1300

1200

T T T T T T
MNov  Ene  Mar  May Jul Sep

Index

Fig. 3.1. Evolucion del indice S&P500 en 2006.
La distribucion de los incrementos no es log-normal.

Fue también una parte muy importante de su trabajo ligar principios econdémicos
con el tratamiento matematico; por ejemplo, en la consistencia de la suposicion de
independencia de diferentes caminatas aleatorias con las observaciones experimentales
de los movimientos de los precios; asi como el hecho de que en el mercado real, el
precio puede ser visto simplemente como la acumulacién de informacion generada
como ruido aleatorio.

A Fama se le reconoce por su trabajo en difundir de manera extensa la llamada
hipotesis de mercado eficiente, que consiste en pensar que la cotizacion actual de los
precios en el mercado refleja toda la informacion disponible hasta el momento, y que
ademas lo hace reflejando la creencia global de los inversores sobre el futuro.

3.1.4 Mandelbrot

El punto clave en el trabajo de Mandelbrot fue el anélisis sobre los eventos
extremos en el cambio de los precios. Cuando Mandelbrot estudio la dindmica del
algodon en la bolsa de NY, se dio cuenta que los eventos extremos eran mucho mas
numerosos de lo que predecia el modelo gaussiano, y que ademas, tenian un
comportamiento que le recordd el trabajo de Pareto [26], donde se analizaba la
distribucion de riqueza en varios paises, y encontraba que se cumplia una ley de
potencias.

? La kurtosis, el cuarto momento de la distribucion, es una medida de qué tan “picuda’ es una distribucion.
Una distribucion con kurtosis positiva es llamada leptokurtica, y significa que su ‘pico’ alrededor de la
media es mas agudo, y en consecuencia las colas deben ser mas anchas.
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Este descubrimiento no fue poca cosa para Mandelbrot, pues inmediatamente
relacionod una ley de potencias con una autosimilitud ante escala, lo que prontamente le
permitio poder analizar los movimientos financieros desde el punto de vista de la teoria
de fractales.

Mandelbrot vio que la distribucion f que mas se adecuaba a los datos
experimentales no era una gaussiana, sino una distribucion estable de Lévy con
parametro o=1.7, que tiene colas pesadas y cuya varianza es infinita. Este parametro o
aparece explicitamente en la funcion caracteristica de la distribucion, y se relaciona con
el decaimiento de la distribucion como f{z)~ ad*/iz1*".

Mas adelante se hablard con todo detalle de las distribuciones de Lévy y de los
procesos estocasticos a los que da lugar el considerar una caminata aleatoria con dicha
distribucion. Pero por ahora, basta decir que este descubrimiento marcé un cambio de
paradigma en el modo en el cual se tendrian que hacer modelos que trataran de predecir
el comportamiento de los mercados financieros.

3.2 Hipotesis sobre la estructura del mercado

El trabajo de L. Bachelier y E. Fama, junto con los trabajos de principios
econdmicos como los de M. Miller, dieron lugar a una serie de suposiciones acerca del
funcionamiento del mercado en donde dichos modelos encajaban casi a la perfeccion.
Basicamente, podriamos decir que estas suposiciones se reducen o ejemplifican en la
llamada “hipdtesis de mercado eficiente y completo”, que comprende las siguientes dos
caracteristicas:

1) Eficiente: el precio de un activo financiero es uno tal que se ha incorporado toda
la informacién disponible del mercado; quizd haya pequefias irregularidades
pero son mas pequeias que los costos de transaccion aplicables.

2) Completo: siempre hay compradores y vendedores para cualquier precio fijado
en cualquier instante del tiempo. Tienen necesariamente opiniones opuestas de
la evolucion del mercado. Es asi que en promedio, descontando el incremento
libre de riesgo, un especulador no cree en un movimiento ni a la baja, ni a la alza
del mercado.

La hipotesis de mercado eficiente tiene dos partes, una local y otra colectiva: a)
la evolucion de los precios de un determinado producto financiero no tiene memoria; y
b) los precios se ajustan de manera que el mercado tiende a un equilibrio global®.

La ausencia de memoria significa que la evolucion inmediata del precio s6lo
depende del precio anterior, i.e. que puede ser tratado como un proceso de Markov, que
recordemos es cuando

p(S, = xSy,.8,,) = p(S, =xS,.,).

Esta hipotesis es muy criticable, pero representa un buen punto de partida.

El principio de equilibrio global se desprende a su vez de otras suposiciones,
como que los individuos realizan sus acciones motivados por la razén (algo discutible),
la ley de la oferta y la demanda, y el principio de no arbitraje.

3 Esto es que para cualquier activo hay el mismo niimero de compradores que de vendedores.
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Poder hacer arbitraje se refiere a poder “comer gratis”. Mas formalmente, poder
generar por algiin método una ganancia libre de riesgo con una inversion neta nula,
gracias a la estructura del mercado.

Esto no quiere decir que no haya ganancias libres de riesgo; p. €j. invertir una
cierta cantidad en el banco y recibir en un cierto plazo una ganancia determinada por la
tasa de inversion. Pero el principio de no arbitraje se refiere a ganancias con inversion
neta nula*. Demos un par de ejemplos.

Supdéngase que existe una diferencia de precios en la cotizacidon de acciones de
una misma compafiia XYZ en dos diferentes mercados financieros. Digamos que el
NYSE valua una accién de XYZ a 1.00 USD, y el Euronext a 0.86 EUR. Entonces,
dependiendo de la conversion USD-EUR, se podra hacer una ganancia comprando
acciones en el mercado donde el precio sea mas barato y vendiéndolas en el otro
embolsandose la diferencia. Pero el mero hecho de aprovechar esta situacion hace que
cada vez la diferencia sea menor. Pues al comprar una gran cantidad de acciones en un
mercado, al aumentar la demanda, también lo hace el precio de la accion; y en
contraparte, al vender una gran cantidad en el otro mercado, el aumento de la oferta
hace que el precio baje.

Otro ejemplo. Supdéngase que existe alguna estrategia libre de riesgo, por medio
de la cual uno puede hacer una inversion de cierto capital en una institucion X, y que
recibe mayor ganancia de la que obtendria si hiciera la misma inversion, al mismo
plazo, en el banco. Claramente, si la tasa de interés del banco es » y la tasa de la
institucion X es 7’ >r; uno puede pedir prestado al banco una cantidad, digamos K ¢” "
(el valor presente de K a tasa r), y luego invertir K ¢” " en la institucion X. Dentro de un
tiempo 7 la instituciéon X pagard una cantidad K, con la cual se podria pagar el préstamo
al banco y ganarhoy K e” - K e .

En este ejemplo, la suposicion esencial de la cual se deriva la posibilidad de
arbitraje, no es que exista una tasa de interés » >r; sino mas bien el pensar que la tasa de
préstamo de un banco es la misma que la tasa de inversion. Es dificil que eso ocurra,
pues entonces el banco no generaria ganancia alguna. Sin embargo, aunque las
suposiciones econdmicas del ejemplo son poco reales, se cumple el proposito de ilustrar
la solidez del principio de no-arbitraje.

El corolario central del principio de no-arbitraje establece que si dos portafolios
libres de riesgo tienen el mismo precio en cierto instante, entonces deberan mantener el
mismo precio en cualquier instante posterior. Pues de lo contrario, claramente habria
una posibilidad de arbitraje. Este resultado es esencial y serd usado en la derivacion de
la ecuacion de Black-Scholes.

Resulta interesante pensar en qué hay detrds del principio de no-arbitraje. Del
primer ejemplo se aprecia que esta relacionado con la ley de la oferta y la demanda y
con la suposicion de equilibrio economico. Del segundo ejemplo, se ve que estd un
tanto implicita la suposicion que solo se puede hacer una ganancia, a costa que alguien
mas tenga una pérdida.

Vemos asi que el principio de no-arbitraje es muy adecuado bajo las
suposiciones de la teoria econdmica neocldsica, y que en la época de Bachelier era una
suposicion bastante normal a tener. La teoria neocldsica es aiin ahora sostenida por no

* De una manera més precisa, incluso se podria formular el principio de no-arbitraje como la suposicion
de que no existen portafolios autofinanciables con una esperanza de ganancia estrictamente mayor a cero.
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pocos economistas, entre ellos Milton Friedman, aunque hay evidencia de su
inexactitud.

3.3 Teorema del Limite Central

En general, un teorema de limite central, representa un resultado acerca de la
convergencia de un conjunto de distribuciones de probabilidad. El mas famoso de estos
resultados es el llamado Teorema del Limite Central (TLC), que a continuacion
enunciamos:

Sea S, una variable aleatoria que consista en la suma de n variables Xj,..., X, iid,
con E[X/]=uy Var[Xi]=ov2 ,es decir S,= X;+...+X,.

Entonces, E[S]]=nu y Var[S]]= y la distribucion de probabilidad de S, se
aproximaré a una normal N(nu, no’) cuando n—oo. Es decir que

limP[S” —hH x] — O(x),

n—>x0 O_\/;

donde ®(x) es la cumulativa normal estandar.

Una prueba sencilla consiste en considerar el caso en el que E[X]=0 y
Var[X]=¢". En cuyo caso quisiéramos demostrar que S,/ In converge en distribucion a

N(0, &°). Entonces, la expansion en Taylor de la funcion caracteristica de X cuando ¢
tiende a cero sera

oy () =1-1c%> +O(t?);

pues ¢(0)=1, ¢'(0)=iE[X]=0, v ¢"(0)= E[-X2]= .Y por lo tanto, la funcioén
caracteristica de S, /~In es

t X ! O'ztz 2 ! _o242/2
H=|EBli— || =|1- +0(t —>e 7,
2008 HID [ on T )} e

Por lo tanto, como convergencia en funcion caracteristica implica convergencia
en distribucion por el teorema de continuidad de Lévy, se prueba el resultado.

Sin embargo, existen otras versiones de este teorema en donde no
necesariamente se pide que las variables X; tengan la misma distribucion, o incluso no
necesariamente tienen que ser independientes.

Este es un resultado fundamental en teoria de probabilidad y representa un fuerte
punto a favor de pensar que las distribuciones que involucran muchos factores, pueden
considerarse como distribuciones de una suma de variables aleatorias, y que por ende,
uno puede esperar que la distribucion de esa suma de variables sea una gaussiana.

3.4 Escalas temporales en finanzas

En la fisica, el problema de unidades de referencia se contempla como basico
ante cualquier trabajo tanto tedrico como experimental. En este caso es importante
definir ante qué escala temporal estamos trabajando y qué evidencia experimental
sustenta ésta.
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De las investigaciones empiricas que se han hecho, se concluye que la dindmica
estocastica del precio de un activo financiero puede ser aproximado por un caminante
aleatorio caracterizado por una autocorrelacion de algunos minutos [20]. De manera que
a esta escala, no se puede considerar al proceso como markoviano.

Claro que la pregunta importante es ;podemos describir el cambio de los precios
como un proceso estacionario? En un sentido estricto no, pues se encuentra que la
desviacion estandar de los precios, i.e. la volatilidad, es dependiente del tiempo. Pero
analizando series de tiempo suficientemente grandes, podriamos obtener la funcion
asintdtica de densidad de probabilidad del cambio de los precios, e inferir de ahi una
volatilidad global constante que pueda ser asociada al modelo.

Sin embargo, si la escala temporal es muy grande, del orden de décadas,
encontramos que pueden existir demasiados agentes externos (en general causas geo-
politicas), que ocasionan movimientos abruptos en esta escala que no pueden ser
explicadas por un modelo de varianza constante. Asi, la escala en la que este trabajo se
sitia es del orden de semanas a meses, que es la escala tipica para el tiempo 7 de
vencimiento de una opcion.

3.5 Criticalidad

Es muy interesante ver que hay muchos fenomenos en la naturaleza que en
ciertas condiciones observan un comportamiento muy distinto del habitual y que el
intervalo de pardmetros en donde se observa dicho comportamiento es muy estrecho.
Dicho comportamiento puede presentar algunas coincidencias con lo que se observa en
los mercados financieros.

Un ejemplo en fisica de un fenémeno critico es la transicion entre ferromagneto
y paramagneto mientras la temperatura se acerca a la temperatura critica 7., llamada
temperatura de Curie. En este caso por ejemplo, a la temperatura critica se genera una
transicion de fase de segundo orden’, en donde la susceptibilidad magnética
teoricamente se hace infinita.

En los puntos criticos casi siempre existen singularidades con leyes de potencia
en las diferentes cantidades fisicas, como por ejemplo, el calor especifico, la
susceptibilidad magnética, etc. La razon para estas singularidades son fluctuaciones
criticas de la fase ordenada en la fase desordenada cuando 7>T,, o al revés cuando
T<T..

En general, para 7#7,, hay un tamafio tipico & (distancia de correlacion) de los
dominios ordenados; sin embargo, en el punto critico &—o, y los dominios ordenados
ocurren a todas las escalas y se distribuyen de acuerdo a una ley de potencias.

Los puntos criticos necesitan ser calibrados cuidadosamente en el laboratorio;
sin embargo, algunos sistemas abiertos y disipativos (en general bioldgicos) tienden
espontaneamente hacia un punto critico fuera de equilibrio. A esto se le llama
criticalidad autoorganizada.

Desde los afios sesenta y setenta, el estudio de transiciones de fase, ha mostrado
que emergen muchos fendmenos invariantes ante escala como fractales o leyes de
potencia en el punto critico entre fases.

> Esto quiere decir que hay una discontinuidad hasta de segundo orden en la derivada de la energia libre,
que es precisamente la susceptibilidad magnética.
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Estos fenomenos también se han encontrado en finanzas [17], en particular en
leyes de potencia en la distribucién para el cambio los precios, y en distancias de
correlacion grandes. Esto hace interesante estudiar si el mercado financiero puede tener
una criticalidad autoorganizada.

Muchos fisicos interesados en el problema han decidido abordar el problema
considerando agentes heterogéneos y situaciones fuera de equilibrio, dando asi un salto
conceptual frente a la tradicional hipotesis de mercado eficiente y completo [35].

3.6 Algunos modelos recientes

Dentro de las nuevas maneras de considerar el problema desde otra perspectiva,
encontramos un acercamiento desde la fisica estadistica, que trabaja con cantidades tales
como la entropia de Shannon:

H(X) ==Y p(x)log(p(x,)),
i=1
donde X es una variable aleatoria con posibles valores x;,...,x,. Esta cantidad se puede
interpretar como cantidad de ruido en la informacion.

Un hecho interesante, es que el problema puede ser invertido. Dada la cantidad
de informacion, uno puede obtener la distribuciéon de probabilidad al maximizar la
entropia de Shannon [15].

Otra manera de analizar como varia el precio, es considerar procesos
estocasticos. De los mdas recientes e interesantes se encuentran los modelos con
heterosquedasticidad condicionada autoregresiva (ARCH), y su generalizacion
(GARCH).

Un proceso ARCH(p) se define bajo la condicion de que los incrementos del
proceso se puedan escribir como X;=a;z,, donde z,~N(0,1) y donde la serie asociada a la
varianza se define bajo la ecuacion

2 2 2
o, =+t X +..ta, X .

Este modelo ha encontrado muy buenos resultados y un gran numero de
publicaciones. Muchas de éstas han generalizado este proceso, siendo uno muy famoso
el llamado GARCH(q, p) definido por

2 2 2 2 2
o, =t X +..+ta X  +po +..+p,0,.

Estos dos procesos autoregresivos tienen la ventaja de mantener una pequefia
memoria, y de reflejar el comportamiento de incremento de varianza ante una
volatilidad alta en el pasado.

Otra herramienta que ha probado ser muy ttil y que ha dado muchos frutos en
investigacion, es la de los procesos de Lévy, tema central de este trabajo y que
desarrollaremos mucho mas en detalle posteriormente, pero baste decir aqui que este
tipo de procesos pueden ser enormemente TUtiles debido principalmente a su enorme
plasticidad para ajustarse en modelar una serie temporal dado que son procesos muy
generales, y que dependen de varios parametros.

Dichos procesos pueden presentar discontinuidades, y sus incrementos pueden
tener distribuciones de probabilidades con asimetrias, leptokurtosis, € incluso promedio
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y varianza infinitas. Ademas, el movimiento browniano resulta un caso particular de
€stos procesos.
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4. Tratamiento Continuo

En este capitulo introducimos los conceptos basicos para poder abordar el
problema desde la perspectiva de los procesos estocasticos, comenzando con el
formalismo del movimiento browniano (o proceso de Wiener), y estableciendo algunos
conceptos importantes como espacio de probabilidad, c-algebra, variable aleatoria, y
filtracion, entre los mas importantes.

4.1 Movimiento Browniano

En honor al bidlogo R. Brown, quien observd particulas moviéndose
erraticamente sobre una gota de agua bajo su microscopio, se acuiid este término para
describir un proceso estocastico. El formalismo matematico de éste y de otros procesos
generalizados a partir del movimiento browniano fue desarrollada por P. Lévy y N.
Wiener. Asi, también se le conoce como proceso de Wiener a un proceso estocastico B,
tal que:

1) By=0.

2) Los incrementos son normales con media cero, y varianza igual a la magnitud
del intervalo temporal. Es decir, B, — B; ~ N(0, t-s). Con 0<s<t.

3) Los incrementos son independientes: B, — By y By — Bj son independientes para
todo 0<t<s<k.

A partir de estas propiedades del movimiento browniano, se puede demostrar
que las trayectorias del proceso son continuas, y que existe una autosimilitud del
proceso a cambios de escala.

Para el movimiento browniano interpretado como la trayectoria que sigue una
particula macroscopica sometida a millones de choques de particulas micréscopicas, el
movimiento aparentemente erratico puede ser modelado con la ecuacion de Langevin:

v
mj=F(f)—ﬂV+f7(t), (4.1)
t
que basicamente agrega dos términos a la fuerza externa F: un término asociado a la
fuerza viscosa que es proporcional a la velocidad, y otro término de ruido® (un proceso

estocastico) que representa el efecto de los choques de las particulas microscopicas.

4.2 Procesos estocasticos

Si bien el trabajo seminal de Bachelier marcoé un paso decisivo en la teoria del
comportamiento estocastico de los activos financieros, el problema arquetipico de dicha
teoria fue el movimiento browniano. Siendo asi que la teoria de los procesos
estocasticos se desarrolld en gran parte para resolver problemas de fisica estadistica a
principios del siglo XX, y sirviendo sobre todo para modelar diferentes tipos de ruido en
los sistemas fisicos. Hoy en dia, los procesos estocasticos se utilizan también en la
descripcion de sistemas biologicos y sociales.

Un proceso estocastico es basicamente una funcion aleatoria que cambia en el
tiempo, aunque formalmente se define como una secuencia de variables aleatorias

¢ Este término normalmente se asocia con ruido café, que tiene densidad espectral proporcional a 1/f, y
que esta asociado al movimiento browniano.
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definidas sobre un espacio de probabilidad. Para ver esto con mayor cuidado, veamos
algunas definiciones.

4.2.1 Espacio de probabilidad

Para definir un espacio de probabilidad, necesitamos primero definir una o-
algebra: Si Q es un conjunto, entonces una c-algebra F sobre Q es una familia de
subconjuntos de Q y cumple con:

HOe F
2)SiGe F = G“e¢ F

3)Sid; A, ..e F = A=|J4, € F.

i=1

La razon de fondo para definir a las c-algebras, es que normalmente no se
pueden definir ciertas probabilidades en todos los subconjuntos de €, pero si en
algunos. Una c-dlgebra es asi la coleccion de eventos dentro de Q que pueden ser
medidos, es decir, dentro del contexto de probabilidad, los eventos que pueden ser
discriminados.

Algunas notas al margen sobre c-adlgebras: si Q es a lo méas un conjunto
numerable, entonces siempre se toma el conjunto potencia de Q como su c-algebra
asociada. Y a la c-dlgebra B generada por todos los subconjuntos de intervalos de la
forma (-0, x), con Q=R, se le llama la c-algebra de Borel sobre R, y es importante para
definir funciones de distribuciones de probabilidad.

Ahora, una medida de probabilidad P en un espacio de medida (€2, P) es una
funciéon P: F— [0,1] tal que:

1) P(@)=0, P(Q)=1.

2)SiA; A», ... € T son conjuntos disjuntos, entonces

P(OAI.) = i P(4)).

i=1
Alaterna (QQ, F, P)sele conoce como espacio de probabilidad.

Para evitar ciertas situaciones desagradables, uno completa la medida de
probabilidad de la siguiente manera. Sea Q la familia de todos los subconjuntos de
que estan contenidos en todos los eventos P-nulos, es decir los eventos con probabilidad
cero. Entonces, a la c-dlgebra generada por la coleccion (F, Q) se le llama la
completez de F, y a la medida de probabilidad definida en FUQ se le llama
analogamente la completez de P. Asi, a la terna (2, F, P) se le llama espacio de
probabilidad completo, si cualquier subconjunto de un evento P-nulo es también un
evento.

Finalmente, una variable aleatoria X(w) es una funciéon que asigna nimeros a
resultados de un cierto experimento. Formalmente, X(w) mapea un espacio de
probabilidad en un espacio medible.

Si B es la c-algebra de Borel y Q el conjunto de resultados, definimos una
variable aleatoria X: Q—R, si para cada subconjunto B,={w: X(w)< r}, con reR,
también se cumple que B,c B.
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Por ejemplo, si nuestro experimento es lanzar una moneda al aire, Q={A, S}, B
seria el conjunto potencia de Q, y una posible eleccion para X(w) seria

0 siw=4

1 siw=S

X(w)z{

4.2.2 Filtracion

Una filtracién F' es una secuencia de c-algebras {F}i en un espacio medible
(Q, F),tal que Fic F paratodot,y:

0<s<t = F F.

Esto quiere decir que mientras avanza el tiempo, el conjunto de eventos que
pueden ser medidos, cambia. Y la filtracion F  representa este cambio en el conjunto de
eventos, pudiéndose entonces interpretar como la informacion a la que se tiene acceso
hasta el tiempo z. El rango del tiempo ¢ puede ser tanto discreto como continuo, acotado
0 no acotado.

Normalmente se habla de la filtracién natural de un proceso, refiriéndose a la
filtracion producida por el proceso estocastico X;, i.e. la minima de las c-algebras que

incluye a {X 7(b),Vb e B}, con B la c-algebra de Borel.

En cierto sentido, la filtracion natural representa la filtracion mas sencilla para
estudiar al proceso: toda la informacioén necesaria para describir al proceso, y sélo esa
informacion, esta en la filtracion natural.

4.3 Generalizacién de EDs ordinarias

Una ecuacién diferencial estocastica es una generalizacion de una ecuacion
diferencial ordinaria:

X(0) =b(X(), X(0)=x.

Si perturbamos a esta ecuacion con la derivada de un movimiento browniano,
multiplicada por un coeficiente de difusion o(x) obtenemos

X@)=b(X(@)+0o(X())B(®). 4.2)

Sin embargo, la expresion (4.2) no tiene un sentido preciso, pues el movimiento
browniano no es diferenciable. De modo que esta ecuacion se debe entender mas bien
en su forma integral

X() = jb(X(s))ds + jo(X(s))dB(s) . (4.3)

Aunque muchas veces también se usa la forma simbolica
dX(t) =b(X(t))dt+o(X(1))dB(t).

A esto le llamamos una ecuacion diferencial estocastica (EDE), y a su solucion,
un proceso de difusion. Una aclaracion técnica, es que X(?) es solucion a la ecuacion si
cumple con (4.1) casi seguramente, i.e. con probabilidad uno.
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Podemos ver que la ecuacioén de Langevin (4.1) propone que existe una relacion
entre el ruido #(¢) y B(¢). En ambos casos, se presenta la idea de adicionar la influencia
de eventos dificiles de predecir como un cierto ruido en la ecuacion.
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5 Modelo Black-Scholes

Este modelo, ampliamente utilizado, supone que el comportamiento del precio
de un activo S; estd dado por un movimiento browniano geométrico, con deriva u y
volatilidad o, i.€:

dS=uSdt+o0SdB.

Ademas, el modelo cuenta con un numero grande de suposiciones, muchas de
ellas criticadas por su poco realismo:

1) Es posible vender en corto’ la accion.

2) No hay oportunidades de arbitraje.

3) La evolucioén del precio es continua.

4) No hay costos de transaccion

5) Todos los activos son perfectamente divisibles®.

6) Es posible dar y pedir prestado a una tasa de interés constante r.

A continuacion elaboramos acerca del formalismo matematico necesario para
introducir el modelo, finalizando con la derivacion y solucion de la llamada férmula de
Black-Scholes.

5.1 Lemade Itd

En el contexto del célculo de variables reales, uno sabe que el desarrollo de una
funcidn f(x,y) en series de potencias hasta segundo orden esta dada por

8 8 8
3y ot @V
Ahora, si pensamos en una funcion g(z,.X,)e C"*(R*'xR), que depende de un

proceso de Wiener generalizado X; como una de sus variables, y siendo X; un proceso
tal que cumple la EDE

df =

o or —2—dydx|.
0y Ox

dX, =udt+vdB,, (5.1)

donde B; es un movimiento browniano; entonces podemos hacer el desarrollo en
potencias de g como

dg = agdt+6gdx+1ag
o ox 2

2 2
Lo 08 wax
T ox? orox

2
=a—gdz‘+a—g(ua’tJrva’B)+l 0 §
oX 2| ot

g P& gt(udt + vdB)
ot ot oX

Y si queremos aproximar g hasta primer orden en ¢, tenemos que considerar el
hecho de que para un movimiento browniano E(AB*)=At. Es decir, que dB es de

orden (dt)"”. De manera que obtenemos que los Gnicos términos lineales en ¢ seran los
resultantes de dB’. Mientras que los términos multiplicados por df’ y dBdt seran de

7 Vender en corto significa vender una accion aunque no se la posea realmente, comprometiéndose a
pagar la accion al verdadero duefio a un cierto tiempo 7 en el futuro al precio Sy
® Es decir, es posible comprar o unidades de un activo S, con a. € R.
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orden 2 y 3/2 respectivamente, y por tanto despreciables. Asi en la aproximacion a
primer orden

2
dgza—ga?t+ua—gdz‘+va—gd8+1v2 0 g2
ot oX oX 2 00X

2
:((a‘g+ua+1v2 0 ngr+v6gdB.

dt
(5.2)

ot oxX 2 ox? oX

Esta es la famosa formula de Itd, aunque normalmente se conoce con u=0.
Alternativamente en forma integral, se puede escribir como

2

g(s, X, )st

“( 0 0 1 , 0
laXt =g0,0)+ || — 9Xt tu_—— ’Xt +5
g(t, X,) = 2(0,0) !ﬁ%g@ T CR AR

G
+|v——-g(s,X,)dB.
[y 86X

0

Sin embargo, aqui no se ha hecho una prueba formal. Una demostracion rigurosa
puede encontrarse en [34], pero necesita la introduccion y definicion formal de
elementos como integral estocastica, variacion cuadratica para procesos estocasticos, y
procesos adaptados medibles bajo filtraciones; tecnicismos que son necesarios para
formalizar la idea heuristicamente presentada aqui.

A continuacidon se presentan algunas caracteristicas de la integral estocastica,
concepto clave en esta formalizacion, y que resulta la base del céalculo estocastico
desarrollado por It6.

5.1.1 Integral Estocéstica

En teoria de probabilidad es comun hacer referencia a que la esperanza de una
variable aleatoria X se puede expresar como una integral de Riemann-Stieltjes, i.e.

E(X) = jizdFX (t)

donde F,(t)es la funcion de distribucion de probabilidad de la variable X. Esto
significa de alguna manera que

[ tar, = 2L ()= Fy(t)]

para una particion {;}.

De manera similar, definimos una integral estocéstica, o integral de It6, como
b . 1
[ f@x,)a8, =1im > 7., %, (B, - B,)
i=0

donde X; es un proceso estocastico y B, un movimiento browniano. Y se genera una
particion de manera que a=t)<t;<...<t,=b.

La integral de It6 tiene algunas propiedades [25]:
a) E|[ £(t.x,)dB,|=0
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b) [ £, X,)dB, = [ £, X,)dB, + [ £(0,X,)aB,

o) [(af(t,X)+Bg(t,X,))dB, =a[ f(t,X,)dB, + B[ 2(t,X,)dB,

Es necesario notar que al hacer una definicion de esta manera, tenemos que tener
en cuenta que al tiempo ¢, siendo conocido el valor de la trayectoria a dicho tiempo,
f(¢,,X,)también debe ser conocida. Por ejemplo funciones como f(¢,X,)=X,,, no

cumplen con esta propiedad, y se dice que no son funciones adaptadas.

Un proceso adaptado, o no-anticipado, es uno que para cierto tiempo f, no
contiene informacion de un tiempo posterior. Por ejemplo, el proceso X(B,)=By, es uno
que es claramente no adaptado, pues no existe la informacion a tiempo ¢ para poder
reproducir al proceso, que necesita informacion a tiempo 2z.

Asi pues, para que la integral de It6 esté bien definida, el integrando tiene que
ser adaptado. Ademds, un proceso estocastico siempre es adaptado respecto a la
filtracion natural [22]. Esto claramente implica que en la férmula de Itd, ecuacion (5.2),
la funcion g(t, X;) requiere ser adaptada respecto a la filtracion natural de B,.

5.1.2 La esperanza del proceso log-normal

Podemos ahora utilizar la formula de It6 para calcular explicitamente la
esperanza del proceso estocastico S, definido por la ecuacion diferencial estocéstica:

dS=uSdt+oSdB.

Con p y o reales. Asi, utilizando la férmula de Itd6 para la funcion estocéstica
g(t,5)=logS, obtenemos que, segun (5.2)

o0(log )

2
d(logS)=Mdt+yS dt+0'Sa(logS)dB+lgzsz 0" (logS) dt
ot oS a

2 S

= 0+,uSldt+aSldB—lojS2 %dt,
S S 2 S

de manera que

: B (oS’
logS. —logs, :J'O 1S, dt_;O-Std : _;J‘O (O'S‘S;f Jdt

= J-Orludt +odB, —;jorazdt,

resultando en que

S 1
loe===|u——o*|r+0B..
£y [u ! ] ,

Y por tanto
S =8, exp((u—%az)zw o-BT).
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De manera que ahora se puede calcular explicitamente la esperanza de S7. Para
hacer esto, consideremos el proceso Z=exp(cBy). Usando la formula de It6 obtenemos
que

dZ,=0-dt+ce’”dB, +1c’e’™dt,
entonces
T T
Z,-Z,=0| " dB +1c’| Z,dr. (5.3)

Y debido a que, como para toda funcion f(f,w): [0,0) x Q — R, la integral
estocastica con respecto a un browniano es una martingala, i.e.

EUbf dB,}=O.

Tomando la esperanza de (5.3), obtenemos
E[Z,]=E[z,]+ ;GZLTE[Zt]dt,
por lo que, derivando con respecto a ¢
d 1,
—E|Z,|==-0"E|Z,|.
blz,)- 0" 8lz)
Y como Z) =exp(aBy)=1,

Por lo que

g2y 4 lgY
E[S,]=8,e" 7 =5 et

5.2 Ecuacion de Black-Scholes

Aqui deduciremos la EDP asociada al modelo de BS, uno de los modelos mas
populares que se usan para el andlisis de riesgo de opciones en los mercados
financieros. El modelo, por quien fuera merecedor M. Scholes del premio Nobel de
Economia en 1997 (F. Black muri6 en 1995), hace la suposicion basica que los precios
pueden modelarse con un movimiento browniano geométrico.

Mas aun, si se tiene una opcion de compra europea con precio V, véalida sobre un
activo financiero subyacente con precio S, el modelo BS supone que el cambio relativo
dS/S del subyacente en un intervalo de tiempo df es un incremento deterministico
proporcional a un cierto parametro u, mas fluctuaciones estocasticas de la forma odW,,
donde W; es un movimiento browniano. Es decir,

ds, = 1iS,dt + cS,dW, .

Normalmente se supone que tanto ¢ como o son constantes. Ahora, si pensamos
que el precio V' de una opcion es una funcion que depende de Sy de ¢, por el lema de
It6, la aproximacion a primer orden es
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ov ov 1 62V

dv="""at+<ds +
ot as 20
2
aant+(,uSdt+anW)+la Z(,uSdt+0'SdW)2
_pso” ] ZSZanr o5V aw.
os a2 oS’ oS

Ahora, como ambos procesos V' y S estdn determinados por el mismo
movimiento browniano W, existe una manera inteligente de crear un portafolio’ que
elimine el riesgo asociado. El portafolio consiste en una opcién call corta con valor V'y
la cantidad de 4 unidades del activo subyacente S. Asi el valor del portafolio /7 es

[T=-V+AS. (54)
Sustituyendo pues dV'y dS
dll =—-dV + AdS
,uS(A—an+6V FRLpEYE oy dt+o S(A—Wde,
oS o 2 0S? oS
y entonces con la eleccion de
_o¥
oS’

hacemos que el riesgo asociado al portafolio debido al browniano desaparezca de la
ecuacion. Y el cambio en el valor del portafolio es enteramente deterministico:

o (8V I 2g20 V}h

ot 2 oS?

Sin embargo, si efectivamente uno quisiera reproducir en la practica el portafolio
11, la cantidad de unidades de subyacente A tendria que irse ajustando segun las
fluctuaciones del mercado. En este caso sin embargo, la construccion del portafolio es
solo tedrica y nos permite obtener la ecuacion BS.

Ahora, adicionando la suposicion de que no se puede hacer arbitraje en el
mercado, la ganancia exenta de riesgo que se haga con este portafolio en particular no
puede exceder, ni quedar por debajo de la ganancia que se hiciera si el valor total del
portafolio /7 se invirtiera en el banco a tasa de interés continua r. Esto es

dIl = rIldt ,

y sustituyendo con la ecuacion (5.4):
dll :(—rV+rSaVJdt.
oS

De manera que al igualar ambas expresiones para la ganancia del portafolio, el
principio de no arbitraje requiere que

? Portafolio: una coleccion de instrumentos de inversion.
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2
6—V+lazS282—V+1’S(3—V—rV=O. (5.5)
o 2 oS oS

Esta es la celebrada ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes. Notemos que
si bien el proceso estocastico W no aparece en la ecuacion, aun tenemos que la
volatilidad ¢ si lo hace.

Asi pues, resolviendo (5.5) para V' permite encontrar una expresion para el
precio de la opcion de compra en términos del valor S del activo subyacente, la
volatilidad del mercado o, y la tasa de interés libre de riesgo 7.

5.2.1 Solucion a la ecuacién de Black-Scholes

Resolver la ecuacion (5.5), como cualquier ecuacion diferencial, requiere
condiciones de frontera, que asociadas a la opcioén de compra V" son

V(0, t)=0 y V(S, t)—S, cuando S—oo.

Dado que la ecuacion de BS, se parece a una ecuacion de calor, trataremos de
hacer algunas sustituciones que nos lleven a ésta. Asi, si se propone

. T
S=Ke", t=T—i = V =Kv(x,7) (5.6)
2
Sustituyendo en (5.5), se obtiene la ecuacion
ov 0%v ov
—=——+(k=1)——kv, 5.7
or ox’ ( )Gx (>-7)

y las condiciones de frontera iniciales se transforman en pedir que
v(x,0) = max(e® -1, 0).

Notemos que ahora la ecuacion (5.7) s6lo depende del parametro £, en vez de 4
parametros como antes (K, T, °, r). Esto se debe a que el tnico parametro adimensional
que controla el problema es k=r/(0’/2). El efecto de los demas parametros es
simplemente debido a invertir el problema con las transformaciones (5.6).

Ahora, si adicionalmente hacemos un cambio de variable en la ecuacion (5.7)
con

ax+prt

v=e u(x,7),
para algunas constantes a y . Entonces, sustituyendo en (5.7), se obtiene que
ﬂu+gi:a2u+2agz+Z;’+(k—l)(au+gg—ku .
Y podemos escoger una ecuacion sin término en u escogiendo
f=a+(k-Da-k.
Ademas, el término proporcional adu/Ox se anula también si
0=2a0+(k-1).

Estas condiciones establecen que
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a=-L(k-D, B=-l(k+D.
Con lo que obtenemos que u satisface una ecuacion de calor:
ou_ou
or  ax?’
con la condicion que
1y (x) = u(x,0) = max(exp(L (k + Dx + L (k= 1)x), 0).

Lo importante de haber transformado nuestra ecuacion original en una ecuacién
de calor es que sabemos que la solucion a ésta es

u(x,7) = 0 (s)e_(H)2 "t ds .

1 T“
2\t
De manera que solo queda calcular la integral. Para esto, usamos el cambio de
variable x' = (x —s)/~/27 , de manera que

o0

1 _1y2
u(x,7)=— |u,\x'\/2t + x)e > dx’
()= Juole' 2+
1 < 1,2
= fexpll (k+1)(x 27 +x))e ™ ax’
v 277'- x/J:/E ’
17
——— fexpll(k=1)(x"27 +x))e " ax’
2 e ( )
=1,-1,.
Y donde
_exp(; (k +1)x)

I, Texp(j(k+1)2r)exp(—;(x'—é(k+l)@)2)dx’

m —x/-27
_exp((k+x+ 1 (k+1)’7) T e
\/ﬁ —x/~2z ~L(k+1) 27
= exp(L(k +D)x+ L (k +1)>7)N(d,),

con

X
d = +L(k+1)/2r,
=T y(k+1)

y N(d;) es la cumulativa normal estandar

12
> dx.

1
Nd)=—|e
Vo ar _'[0

Evidentemente, la integral /, es idéntica a /; excepto que se sustituye (k-1) por
(k+1). Ahora, regresando a nuestro problema original, tenemos que

v(x,7) =u(x,7) exp(% (k=Dx+1(k+1)° z'),
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y como x =log(S/K), © =1/2 ¢°(T-t), y V=K v(x,7); obtenemos finalmente que el precio
de la opcion de compra europea esta dado por

V(S,t)y=SN(d,)-Ke " "N(d,), (5.8)
donde
d__mgS/K)+G+goﬁkT—g

: o (T -1)

_log(S/K)Jr(r—%O'z)(T—f)_ _ _
LT ey e

Esto permite ademas, calcular el precio de una opcion de compra mediante la
paridad call-put:

V-P=S-Ke'"™.
Donde V es el precio de la opcion de compra (call), y P el de la opcion de venta
(put).

En este contexto, basta tener la volatilidad ¢ del mercado, y la tasa de interés r
para poder obtener el valor V' de la opcion. Debido a su simplicidad, este modelo es aun
hoy frecuentemente utilizado, incluso a pesar de la ingenuidad de sus suposiciones.
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6. Integrales de Camino

Resulta muy interesante tener en mente el formalismo que se ha desarrollado
acerca de integrales de camino cuando se analiza la dindmica de los precios en un
mercado financiero. La razén de esto es que al igual que en mecanica cuantica, a uno le
interesan todas las posibles realizaciones para la trayectoria, la probabilidad que tiene
cada una, y el valor esperado final.

Feynman obtuvo una nueva formulacion para la electrodindmica cuantica en una
formulacion de integrales de camino de donde incluso uno puede recuperar la ecuacion
de Schrodinger por un lado y el principio de minima accion clasica por otro. En este
capitulo presentamos los conceptos fundamentales para entender las integrales de
camino tanto matematicamente como su interpretacion fisica. Es interesante ver que
existe una conexion entre movimiento browniano y la derivacién de la ecuacion de
Schrédinger a partir de la formulacion de Feynman. Para referencias fundamentales de
este capitulo véase [9] y [27].

v P
5
/ /
S/ Vi |
/ ’ — /’/ —~
I /f'- e I
[ / TN
| / ) |
| .-“/ /,r ‘

Fig. 6.1. En la formulacion de Feynman, se calcula la accion
Tomando en cuenta todas las trayectorias posibles. (fuente: wikipedia)

6.1 Integrales de Camino en Mecéanica Cuantica

En mecénica cuantica, sabemos que la probabilidad P(b,a) de ir de la posicion x,
a un tiempo 7, a una posicion x, a un tiempo #,, estd dada por el cuadrado de la norma
del producto punto

a’”a a’a

exp[_i:ﬂxb,ta% (6.1)

<xt

x,,,tb> <xa,ta X,,1t, +z‘> =<

donde hemos usado el operador de evolucion temporal para escribir ‘xb,tb> referido al
tiempo anterior ¢,, y donde t=t5-1,.

Adicionalmente, sabemos que para el operador de evolucion temporal, podemos
expresar (6.1) como una combinacion lineal de las eigenfunciones del Hamiltoniano:

aexp{im}x )
h b>%a

-1 F
exp{lhﬂ} la|x,.t,)

<xa,t

=2l
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En mecénica cuéntica a esto se le conoce como la funcidon propagador K(xp, tp;
Xq ), debido a que como en general

w(x,,1,) = <xb9tb ‘W> = Jd3x'<xb’tb \x’,t0><x',t0 "//>
=[x K(x, 1,551 v (x',1,),

en donde x’ y ?y son arbitrarios. Entonces, K(xp, &, X, t,) (0 K(b,a) como abreviacion),
puede interpretarse como el kernel de una transformacion integral que aplicado a la
funcién de onda en (x,, t,) nos permite obtener la funcién en (xp, t3).

(6.2)

Es muy interesante notar que la aparicion del propagador es una consecuencia de
aplicar el operador de evolucion temporal a un ket \x, t> para ponerlo en referencia a un

tiempo ¢y anterior. Lo que podemos hacer ahora, es pensar en hacer una doble referencia
aplicando el operador de evolucion dos veces.

Pensemos en un tiempo intermedio ¢, entre ¢, y t,. Entonces

K(x,,t,;x,,t,)= Idx' <xa,ta x’,tl><x',tl ‘xb,tb>

exp{—”’;ﬁ—%)} ) (e,

=jdx' <xa )L,

exp{"’H;’b"l)} 1,08,

Y asi podriamos hacer para N tiempos intermedios entre #, y 7.

En teoria de probabilidad existe una ecuacion analoga que refleja esta forma de
poder partir la probabilidad de ir de a a b, tomando el camino de a a un punto
intermedio ¢ y de ahi a b y sumar sobre todos los posibles puntos c. Esta es la ecuacion
de Chapman-Kolmogorov:

pj,i(Xj‘Xi)z J:Z dX, pj,k(Xj‘Xk)pk,i(Xk‘Xi)’ (6.3)

donde la probabilidad condicional p;;(X; | X;) es la probabilidad de transicion entre los
tiempos j >k >i.

Regresando a la mecdnica cuantica; cuando Feynman estaba estudiando este tipo
de matemadticas se encontr6 con un articulo de Dirac en el que se estipulaba una
proposicion algo extrafa, Dirac decia que esta funcion K(x, 5, x4, t,) era andloga a una
cantidad clasica construida a través de tomar la exponencial de ie, con ¢ pequefia,
multiplicado por el Lagrangiano L(x,x)cuando estas posiciones x;y x, correspondian a

tiempos 1,y t, tales que f5- t,=¢ de magnitud infinitesimal. Es decir
K(b,a) es andlogo a exp(sz( E ﬂ%j

Pero Dirac no explicaba qué queria decir con andlogo. ;Se referia Dirac a una
igualdad? Feynman lo tom6 asi, poniendo una constante de proporcionalidad adecuada
A,y entonces se obtiene de (6.2) que

p(x.t+e)=[dx Aexp{igL[x'_x,xﬂ w(x,0). (6.4)
/] &
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Y de aqui, expandiendo en series de Taylor, Feynman se dio cuenta que obtenia
s . 1: 10
la ecuacion de Schrodinger

ihgl//(x,l‘)=Hl//(x, 1).
ot
Ahora, si queremos calcular la evolucién de la funcién de onda para tiempos

mas grandes, es claro que lo Unico que tenemos que hacer es aplicar la ecuacion (6.4) un
buen niimero de veces, por ejemplo para t=2¢

w(x',t+2¢) :j Aexp{l;L(x;% ’X1ﬂ U Aexp{l;L(x—gxz ,xzﬂ v (x,1) d3x2J d’x,

= JJ.AZ exp{l;L(x;xl ,x1j+lth(x_gx2 ,xzﬂt//(x,t)a”x2 d’x,

Y es claro que entonces para t=Neg

N

w(x',t+N5):I---IAN exp[zl;L(x;x",x[ﬂz//(x[,t)deN---fxl ,

i=1

de manera que regresando a nuestro problema de calcular la funcion de onda en (x;, #5)
partiendo de (x,, t,), viendo la ecuacion (6.4) vemos que

3 3
d’xy d’x

T I X —X;
oo e

:II exp|:;TL(x[,xi)dt:| d;xlN .._dSil

= J‘e(f/h) S[b,a]Dx(t)

Siendo la ultima notacioén, la que normalmente se utiliza para definir una
integral de camino.

6.2 Principio de minima accion en mecanica clasica

De las maneras mas elegantes en que uno puede formular las ecuaciones de la
mecanica clasica es este maravilloso principio de minima accién. Fue Hamilton el que
enuncio este principio, del cual facilmente se desprenden las ecs. de Euler-Lagrange.
Explicitamente, que si consideramos la cantidad S dada por

)
S = [L(,x,t)dt, (6.5)
t(l

donde L es el lagrangiano del sistema. Para una particula de masa m moviéndose en un
potencial V(x,t)

L=1mx*-V(x,1).

' La derivacion se presenta un poco mas adelante.

39



El principio de minima accién (o de Hamilton) expresa que la trayectoria que
-z ’ , e . .1 . .
seguird la particula serd tal que la accion S se minimice ', es decir que a primer orden
en ox:

5S = S[x + o] - S[x]=0

Para formar un camino que extremice S en (6.5), es claro que necesitamos las
condiciones

ox(t,)=ox(t,)=0.
Asi,

Sl + 6] = [ Lt + &, x + 6, £) dt

3

a

_J.[L(xxt)+5xZL+5xaL}d

Oox

_S[x]+j[ x‘lL+5 Zﬂdz

de manera que integrando por partes

oS = é'xa—L

ox

)
ol ()
o 1o Ldt\ax) ox
Y como ox es cero en los extremos, el primer término se hace cero. Ademas,

como oJx puede tomar cualquier valor entre estos dos extremos, es asi como obtenemos
las ecuaciones de Euler-Lagrange

d (8LJ oL

—|—|+—=0.

dt\ Ox ox

6.3 Minima accion en mecanica cuantica

La regla en mecanica cuantica para calcular la probabilidad P(b,a) para una
particula de ir de una posicion x, a un tiempo 7, a una posicion x, a un tiempo f, esta
dada por

P(b,a) =

donde
K(b,a) = D Hx(@)] (6.6)

todos los caminos
refiriéndonos a todos los caminos que van de (x,t,) a (xp,t5). Y donde
#x(1)] = const exp(: S[x(1)]) (6.7)

en la que la constante se escoge de manera adecuada para normalizar K de manera
conveniente.

11 : . :
En general, se requiere s6lo que la accion sea un extremo.
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6.3.1 Limite clasico

Cuando examinamos la regla en mecénica cudntica para construir la amplitud de
probabilidad es de especial consideracion el hecho que no sélo contribuye la trayectoria
cuya accion se minimiza, sino todas, aunque con diferentes fases. Es entonces necesario
preguntarse y verificar que esta regla se reduzca al principio de accion clasica en el
limite macroscopico.

Si analizamos la ec. (6.7), vemos que lo que aqui cuenta es la proporcion de S
con respecto a /. En el limite clasico, las dimensiones, masas y tiempos son enormes
con respecto al valor de 7i=1.05 X 10" erg-s. Y en la medida que la accién S sea muy
grande con respecto a 7, entonces cuando en la trayectoria nos movamos una distancia
ox pequefia en una escala clasica, la variacion de S/ 7 serd enorme.

La parte real (o imaginaria) de ¢ es un coseno (o seno) de un angulo

extremadamente grande. Si nos movemos en la trayectoria una distancia
extremadamente pequena en el limite cldsico, podremos encontrar que la contribucion
total suma cero. Pues para una contribuciéon positiva, podemos dar una trayectoria
infinitesimalmente cerca que tenga una contribucion negativa. Esto para la parte real y
la imaginaria de ¢, de manera que no hay una contribucion neta.

Esto quiere decir, que s6lo donde S no varie alejandonos infinitesimalmente,
podremos entonces contar su contribucion en la ec. (6.7). Es decir, donde 0S=0 al
menos a primer orden. Esto quiere decir que la accidon S contard siempre y cuando sea
tomada en cuenta para una trayectoria X para la que S sea un extremo (S.;). Todas las
contribuciones dentro de una vecindad alrededor de la trayectoria X estaran casi en la
misma fase y no se cancelaran. Es asi que solamente las trayectorias que estén en la
vecindad de X tendran contribuciones importantes, y en el limite cldsico solo
necesitamos considerar esta trayectoria en particular. De esta manera hemos demostrado
heuristicamente la convergencia de la regla cuantica al principio de Hamilton en el
limite clasico.

6.4 La ecuacion de Schrodinger en la formulacion de Feynman

La formulacion de Feynman para la mecanica cuantica supone que la amplitud
de probabilidad para ir de un estado a otro se puede escribir como

<x,t

.t
l
x',t'>= z exp —IdtL
sobre todos los h ¢
camin os

Que en el caso en que la diferencia temporal ¢¢° sea considerada
infinitesimalmente pequefia, tenemos

<x,t

Ca 1 i
x,t>=%exp h-!.dtL ,

donde w(?) es algun factor de peso que depende del intervalo temporal. Ahora, veamos
que integrando el lagrangiano con un intervalo temporal 4 muy chico, obtenemos que
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ol ol o)

Para determinar w(t), veamos que en el caso de una particula libre

coan 1 im(x—x")’
= x’t>_w(t)exl{ 2nAl j

y ademas, por la condicidén de ortonormalidad

< , x',t‘> = o(x—x"),
y como
r imu* 27mihAt
Idu exp = ,
i 2hAt m
entonces:

I m
w(t) \ 27mhAt

Derivemos ahora la ecuacion de Schrodinger a partir de la formulacion de
Feynman de integrales de camino.

= Idx' x,t'

1//a(x,t'):<x t a ' >< ' a>

_ J- [(zmj(x x')? iVAt} <x, a>
27zzhAt At h

pensando que At=t-t’ es infinitesimal. Ahora si hacemos z=x-x’, como ¢’=¢+ At:

m imz*  iVAt
<x,t+At\a>— 27zihAt_~[OdzeXp{2hAt_ - }< - a>.

Y como en el limite cuando A#—0, la mayor contribucién a la integral sera

a> en potencias de z. Y también

alrededor de z=0, podemos expandir < -

expandiremos <x,t + At\ a> en potencias de 4¢, de manera que

© . 2 .
< , a> a>=4 m dzexp{lmz }[l—lVAtJr...j
2mhAt <, 2hAt fi
3 P '
X|:< , a>+Za< , a>+76x72< , a>+:|

Ahora, el término que es lineal en z se hace cero cuando se integra con respecto

a z. Ademas, como
27mhAt J' dre
\ 2hAt

entonces el primer término de la izquierda es igual al primer término del lado derecho
en la ecuacion (6.8). Por lo que

(6.8)
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®© . 2 .
At§<x,t a>: e Idz exp iz [— VAL + j
ot 2mhAt 2hAt h

z* 9? .
X[ (x,tla)+——— (X, tlo)+...
Y ahora, igualando términos de primer orden en A4¢'*:

3
m At 1 82
o)+ Jog (ALY L O
AR ey ”( J 22

a), (6.9

Atg<x,t a
Ot m

pues

T imz’ At
dz 22 exp| 2 | =2 | :
L ce e (ZhAt m

Por lo tanto, de (6.9) simplificando obtenemos

ihAt\1 0°
P Jaae

a),

Atg<x,t a
Ot

- iV};lAt (o

que es lo mismo que

2 2
0{>=—h—a—<x,t a>+V<x,t a> ,
X

que es la ecuacion de Schrodinger.

Es interesante notar, que de fondo se esta usando la férmula de It6, o la
suposicion de que la trayectoria que sigue la particula se puede describir con un
movimiento browniano. De otra forma, en la ecuacién (6.9) no se hubiera tomado la
aproximacion hasta segundo orden en x, y de primer orden en ¢. Lo que esto supone, es
que la trayectoria es un proceso de difusién. De otra manera, si E(Ax’) fuera
proporcional a #, con 0< y< I, el proceso es una subdifusion; mientras que si y> 1, sera
una superdifusion.

12 Aqui se utiliza el lema de Ito de forma implicita pensando en que las trayectorias pueden ser
representadas con procesos brownianos.
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7. Ecuaciones de difusion

En este capitulo desarrollamos las herramientas fundamentales que se emplean
normalmente en la resolucion de problemas financieros. Este capitulo es una
continuacion natural del capitulo 4, sin embargo, la introduccion de la formula de
Feynman-Kac después de la revision de las integrales de camino cobrard un fondo mas
profundo. Asimismo, el generador infinitesimal asociado a un proceso estocastico esta
también ligado a la formula de Feynman-Kac, que no es mas que la ecuacion de
Schrédinger en tiempo imaginario [13].

Introducimos también aqui el enfoque de Samuelson para obtener el precio justo
de una opcion financiera en términos de una esperanza sobre la probabilidad fisica del
proceso asociado al movimiento del subyacente S.

7.1 Férmula de Feynman-Kac

Entre el formalismo de las integrales de camino que surgen de la formulacién de
la mecénica cudntica de Feynman y los procesos estocdsticos, surge un muy bonito
puente generado por la llamada formula de Feynman-Kac.

Si tenemos una EDP parabdlica de la forma

2

0 10

—u(t,x)=—_—_—Su(t,x)+c(x)u(t,x)+ f(x), (7.1)
ot 2 0ox

con xe R, y condicion de frontera u(0,x)=g(x); entonces la solucion se puede expresar

como una esperanza asociada a un proceso estocastico, a saber:

u(t,x) = E[ a(x + B()) exp[ jo c(x+ B(s)) ds) + jo f(x+B(s)) exp( [ etx+B() dr) ds}

donde B(t) es un movimiento browniano estandar.

Notemos que en el caso de una ecuacion de calor, donde c¢(x)=f(x)=0 para toda
x, la solucion entonces se reduce a

u(t,x) = E[g(x+ B(1))].

Es decir, que cuando tenemos un proceso de difusion estdndar, la solucion para
la EDP se puede calcular numéricamente generando movimientos brownianos que
partan de la condicién de frontera, y luego tomando la esperanza usando métodos
Monte-Carlo para cada x. Es claro entonces que la generalizacion de este resultado a
EDP parabolicas mas generales es realmente 1til. De hecho, las ventajas de este
resultado fluyen en ambos sentidos: calcular esperanzas complicadas puede llevarse a
calcular la solucidn a ecuaciones diferenciales no tan dificiles, e inversamente.

Para probar este resultado es util definir a v(s,x)=u(t-s, x), y considerar el
proceso [16]:

v(s,x + B(s)) eprc(x + B(r)) er .

0

Entonces, aplicando la formula de 1t6 a la funcidn f(x,y)= v(t,x) exp(y), y a los
dos procesos
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{x + B(1), jc(x + B(r)) dl”J )
obtenemos

v(t,x+ B(1)) exp(j c(x+ B(s)) dsJ

0

=v(0,x) + j.(g;} + ;Vzv + cvj(s,x + B(s)) exp( j.c(x + B(r)) drjds

+ i j s (r X+ B(s)) exp[ jc(x +B(r)) dr}rB

Ahora, sustituyendo de vuelta v(s,x)=u(t-s, x), vemos que

0=u(t,x)+ j(— ZL; + %VZu + cu)(t —s5,x+ B(s)) exp( jc(x + B(r)) dr]ds

+ ZJ.— (0,x+ B(s)) exp( j.c(x + B(1)) drde —u(0,x+ B(1)) epr c(x+ B(s)) dsj

Y como u satisface la EDP (7.1), tomando el valor esperado encontramos

u(t,x) = E{j. f(x+ B(s)) exp( j.c(x + B(r)) erds + g(x+ B(?)) exp[j. c(x+ B(s)) dsJ:l ,

0 0

pues el valor esperado de una integral de It con respecto a un proceso de Wiener, B(z),
es cero.

7.2 Generador Infinitesimal

A un proceso de difusion, le podemos asociar un operador lineal y diferencial
parcial de segundo orden. A este operador le llamamos el generador infinitesimal de la
difusion. Ademas, dicho operador resulta un proceso Markov homogéneo.

Si pensamos que la difusion X(z) evoluciona en R, con
dX (t)=b(X(t))dt+o(X())dB(t),
entonces definimos al operador 4 que actia sobre una funcion f, y que asocia la funcion

o (x)

(Af)(x) = b(x) /" (x) +

S

Este operador es especialmente util por una variedad de razones [16], pero entre
las que mas nos interesan, encontramos que el proceso

M) = (X)) - [ 4f (X(s))ds,
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es una martingala'® respecto a la filtracion del movimiento browniano. En particular, se
cumple que para todo #:

E(f(X(0) = f(x)+ [ Af (X(s))ds,

conocida como la formula de Dynkin.

Ademas, el generador infinitesimal estd ligado a la formula de Feynman-Kac,
pues si tenemos una EDP de la forma
ou

—=Au-cu; t>0, xeR",
ot

con condicidn de frontera u(0,x)=g(x), entonces

u(t,x) = E{g(x + X(1)) exp{— j.c(x + X (9)) ds]:l .

0

7.3 Formula de Samuelson

Hay diferentes maneras de abordar el concepto de lo que significa un precio
justo. En el contexto de seguros, el precio justo para una prima es el costo de los dafios
esperados que la compafiia deberd pagar al comprador. En finanzas, esto significa que
Sy sera el precio justo de un activo que tiene un pago de Sy a tiempo 7, si es que
replicando el proceso asociado al precio de manera iid se obtiene un promedio de pago
igual a E[S7].

Asi, para las compafiias de seguros, el total de las primas recibidas equivaldra al
promedio de los costos por pérdida y por operacion, garantizando la operacion de la
empresa.

En finanzas, solamente se realiza un solo valor para Sy, de manera que la ley de
los grandes ntimeros no se puede aplicar directamente. Mdas aun, cuando se trabaja con
productos financieros derivados, las caracteristicas de €stos dependen de una fecha
futura (fija para derivados europeos) y por lo tanto se debe tener cuidado al promediar
los pagos.

Existe entonces una manera mas natural para definir el concepto de precio justo:

Definicion 1: El precio justo asociado a un derivado que tiene un pago de Sy a tiempo T’
es una variable aleatoria Sy*, tal que replicando el proceso asociado a S de manera iid
empezando en Sy*(w), obtenemos un promedio de pago igual a Sp(w), donde w es un
punto en el espacio muestral Q del experimento Sy.

En este contexto, se puede desarrollar la idea originalmente propuesta por
Samuelson en 1965 y generalizarla, obteniendo asi una manera distinta para valuar el
precio de derivados financieros [4].

Si suponemos que existe un activo con pago Sra tiempo 7, con precio inicial Sy,
y un bono libre de riesgo con costo inicial 1 y pago ¢ a tiempo T, es claro entonces,

13 Martingala: proceso estocéstico X, tal que E[X; |F,]= X;. Normalmente se utiliza para modelar juegos
justos.
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que si el activo Sy es libre de riesgo, entonces el precio de un derivado definido por la
funcion g(Sy) sera:

p(g)=e""g(S,exp(rT)), (7.2)
debido a que g(S7) es también libre de riesgo y que S7= Sy €’’; de esta manera p(g) sélo
representa el valor presente de g(Sy).

Sin embargo, si el activo St es riesgoso, el precio justo para el derivado tendra
que ser calculado de otra manera.

Si replicamos el activo con valor inicial S, obtenemos E[S7] como pago a
tiempo 7'. De esta manera, bajo nuestra definicién de precio justo, vemos que usando la
proporcionalidad de los precios, si tomamos como valor inicial

. S
S, =—+=
E[S;]

0>

la replicacion iid del proceso comenzando en Sy*(w) promedia Sy(w). Esto es debido a
que podemos pensar que estamos comprando S7/E[S7] unidades del activo con precio
inicial Sy ’* y que existe proporcionalidad en los precios, i.e. aeR activos cuestan a.Sy,
Por lo tanto Sy* es un precio justo.

Ademéds, Sy* es Unico, porque no podria haber otro precio que satisficiera el
mismo pago promedio debido a la proporcionalidad de los precios.

Ahora, si la cantidad Sy* se invierte en un banco, su pago a tiempo 7 sera

ST SoerT )
E[S;]

Asi, el costo del derivado deberia ser tal, que en promedio uno obtuviera lo
mismo que la cantidad del precio justo invertida en un banco. Mas formalmente
podriamos definir el precio justo de la siguiente forma:

Definicion 2: El precio justo de un derivado serd el promedio de todos los precios de
derivados libres de riesgo obtenidos al invertir estos precios en el banco.

De esta manera, si se invierte la cantidad
Sr(w)
0
E[S;]

en el banco, entonces el precio de un derivado libre de riesgo, por la ecuacion (7.2), sera

T S,
e g[E[ST] S, exp(rT)j .

Y tomando el promedio, obtenemos que el precio justo del derivado estard dado

p(g) = eEH;[;] S, H , (7.3)

por

' Implicitamente se esta haciendo la suposicion que el activo es infinitamente divisible.
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donde hemos explicitado que el promedio se toma con respecto a la probabilidad fisica
definida por el proceso S7.

Es de especial interés notar que de esta manera, no es necesario encontrar la
medida de martingala, que es necesaria en otras formas de calcular del precio de la
opcidn (esto se explica en detalle en la seccion 10.1).
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8. Procesos de Lévy

Los procesos estocasticos de Lévy son procesos muy generales. Son analogos a
las caminatas aleatorias en tiempo continuo y contienen como casos particulares
procesos muy importantes, como el movimiento browniano, el proceso de Poisson, y
procesos estables'”

Aunque la teoria fundamental fue establecida en los afios 30s, en los ultimos
aflos ha habido un gran interés y nuevos resultados teodricos, asi como nuevas
aplicaciones [1].

Esencialmente, un proceso de Lévy X=(X(?), £>0) que toma valores en R", tiene
la particularidad de tener incrementos estacionarios independientes y de ser
infinitamente divisible.

8.1 Distribuciones de Lévy definidas por la funcion caracteristica

Las distribuciones de Lévy, son muy generales. De hecho, un caso especial de
estas distribuciones es la distribucion normal. Ademads, las distribuciones de Lévy
también cumplen una version débil del Teorema del Limite Central, en el sentido que
dichas funciones de densidad de probabilidad (fdp) también pueden ser atractores en el
espacio de fdp de la suma de n variables iid [12].

Mas especificamente, las distribuciones de Lévy se dividen en estables, e
inestables. De hecho, se establece a o como parametro de estabilidad porque las
distribuciones de Lévy con a<2 son estables, y no lo son cuando o>2. El caso 0=2
corresponde a la distribucion gaussiana [31]. Se ejemplifica de manera grafica la forma
en que las fdp convergen hacia distribuciones de Lévy en la figura 8.1.

\ W ﬁ:estable

- \oc>2

caso gaussmno

o =2
Lévy estable
o <2

Fig. 8.1. Representacion del atractor en el espacio de fdp.

Paul Lévy encontr6 que estas distribuciones mas generales se pueden
caracterizar por la forma que tiene su funcion caracteristica. La funcion caracteristica
¢(z) de una distribucioén f{x) se define como la tranformada de Fourier de f:

'3 Un proceso se dice que es estable, si todas las distribuciones de sus incrementos son estables. Una
distribucion es estable si se preserva bajo la operacion de convolucion.

49



o(z) =Ele'**]= Tei” () dx .

Inversamente, la funcion de densidad de probabilidad f{x), puede ser expresada
en términos de la funcién caracteristica ¢(z):

o= _]}(z)e"’”dz |

Y para las distribuciones de Lévy [24] :

exp(iz,u - ‘cz‘ “(1-if sign(z) tan(% 72'0{)) sia#l

PEELCI ™ xplizu— czl(1+ 1) iBsign(2)log(e)) si =1

con

-1 siz<0
sign(z) =40 siz=0
I siz>0

Donde p es un parametro asociado a la media,  es una medida de la asimetria de
la funcién, ¢ es una factor de escala relacionado con el ancho de la distribucion, y o
caracteriza el comportamiento asintotico. Cuando o<2:

N ac”(1+ p)sin( ra) () / 7

a+l

S ()

x

Mientras que cuando a=2, la distribucion que se obtiene es una gaussiana. Esto
se clarifica en la figura 8.2.

0.7F T T T T T T T T T T T T
0.6 _ —0=2.0 _
g —o=1.5 3

F o=1.0 E

0.5 : =05 :
E p=0 3
0.4F c=1 E
3 =0 :
0.3F E
02F 3
0.1F 3
0.0 ;::Ff‘—" I ] 1 -_h_—:-‘%ﬂ:
-4 2 0 2 4

Fig. 8.2. Diferentes distribuciones de Lévy variando a.
(fuente: wikipedia)

Si ¢(z) es la funcidn caracteristica de una distribucién. Entonces, si para cada
entero 1, ¢(z) es también la n-ésima potencia de la funcion caracteristica, decimos que la
distribucion es infinitamente divisible. En el caso de las distribuciones de Lévy su
funcion caracteristica cumple con esta condicion.
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8.2 Representacion de Lévy-Khintchine

Para un proceso de Lévy X,, se puede demostrar que la funcidon caracteristica
satisface [3]:

p(z) = E[eiZX’ ]= exp{yiz —%azz2 + T(exp(izx) —1-izx 1ﬂx<1])‘/(dx)] (8.1)

donde

) 1, si ‘x‘ <1
(i<t 0, sino

7 €R, 6°>0yv es lamedida de Lévy en R\{0} con

V(R-[-1,1])<o0, ¥y sz v(dx) <.

—00

A la funcién y(z)=log ¢(z) se le llama el exponente caracteristico
w(z)=iyz —%0'222 + J.(exp(izx) -1-izx lnx‘d])v(dx) .

La funcion x/jy<;) puede ser reemplazada por alguna otra funcion acotada con
comportamiento similar en 0. Otra opciéon popular es x/(1+x’). Pero cambiar esta
funcioén cambia el valor de .

Un proceso de Lévy puede ser caracterizado asi por 3 pardmetros (y, 67, v), cada uno
asociado a un término del exponente caracteristico [14].

8.3 Descomposicion de Lévy-Itd

Se puede entonces definir procesos estocasticos mas generales, que incorporan
como distribucion de los incrementos, una distribucion de Lévy. De esta manera, un
proceso de Lévy puede ser caracterizado asi por los 3 parametros (y, o°, v), cada uno
asociado a un término del exponente caracteristico. La descomposicion de Lévy-Ito es
una forma bastante clara y general de definir un proceso que pueda tener asociada una
distribucion de Lévy.

En los afios cincuentas, P. Lévy concibié la descomposicion, y mas tarde fue
rigurosmante probada por K. Itd en varias paginas. Lévy obtuvo la representacion de
Lévy-Khintchine para distribuciones infinitamente divisibles usando la descomposicion
como idea de fondo. Mientras que el logro de It6 fue el poder explicitar y validar esta
idea de fondo: probd que un proceso definido acorde a la descomposicion de Lévy-Ito,
tiene asociada una funcion caracteristica que se puede expresar de la forma (8.1) [29].

Aqui se dard un razonamiento que seguira la siguiente linea: evaluaremos el que
un proceso definido como la suma de procesos que tienen asociados términos del
exponente caracteristico, puede efectivamente cumplir con (8.1), y ser en consecuencia
un proceso de Lévy.

La funcion caracteristica para un proceso de Wiener W,=gB,, donde B, es un
movimiento browniano estandar, es
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@, (2) = exp(—%azzz).

Adicionalmente, si definimos un nuevo proceso de Wiener anadiendo un término
de deriva: W,=yt+aB,, obtenemos que la funcion caracteristica toma la forma

o, (2)= exp(;/iz -3 o?z? )

Finalmente, un proceso de Poisson compuesto se obtiene de reemplazar los
saltos de tamafio 1 por saltos independientes con distribucion v. Y la funcion
caracteristica de este proceso es

o(z) = exp( [ - l)v(dx)J,

donde A es el parametro usual de la distribucion de Poisson.

Cuando uno lo ve asi, resulta muy intuitivo pasar de las variables aleatorias y las
funciones de distribucion, a los procesos estocasticos via la formula (8.1), la
representacion de Lévy-Khintchine.

Es complicado probarlo rigurosamente, pero es facil de intuir que el exponente
caracteristico de una suma de procesos estocasticos, puede acomodarse como la suma
de los exponentes de cada uno de los procesos en la forma de la representacion (8.1), de
manera que una manera simple y general de poder definir un proceso de Lévy Z; es

t
Z, =}/t+0'Bt+J.(PS—,u)dS, (8.2)
0

donde P, es un proceso de Poisson compuesto con medida v y promedio p. A este
resultado se le conoce como la descomposicion de Lévy-Ito para procesos de Lévy.

De esta manera, la ecuacion (8.2) define el proceso de Lévy en tres términos
asociados cada uno a los parametros (y, o°, v). Siendo y el parametro asociado a la
deriva del proceso, > a la volatilidad, y v a los saltos.
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9. Simulacion de distintos procesos para valuar opciones

Como hemos visto, el método mas comun para valuar el precio de una opcion, es
pensar que el activo subyacente obedece la ecuacion diferencial estocastica

dS=uSdt+ocSdw

donde dW es un movimiento browniano estdndar. Y de manera que usando la formula
(7.3) de Samuelson y la expresion para la esperanza de S a tiempo T, obtenemos que el

precio esta dado por
S erT
— e—rTE 0 S
r(g) {g[E[ST] TJ:|

rT
:eirTEP g Soe Soe(,u—%az)T+0'Wr
S e’
0

—e 7, fels,e e

Es decir, que en el modelo de BS podemos calcular en términos de una
esperanza el precio de una opcion que podria escribirse de otra forma como

p(g)=S,0(d)-Ke " ®(d,),

como se hizo anteriormente en la seccion 5.2.1.

Este tipo de andlisis puede realizarse con trayectorias de precios generadas a
partir de la discretizacion del proceso iterando

S =5, exp((ﬂ _%GZ)T + O-WT)‘

Se pueden entonces obtener distintas posiciones finales para S, y calcular la
esperanza de Sr y de la funcidon g usando métodos Monte-Carlo. Asi se obtiene el precio
de la opcion p(g) usando la ecuacion (7.3).

Sin embargo, lo util de este modelo es que uno puede proponer otro proceso
estocastico distinto a S, y seguir siendo capaz de encontrar un valor para la opcion
asociado a este proceso. A continuacién proponemos otros dos procesos, Y; y Z,, que
podrian modelar el precio de un activo subyacente, y sobre los cuales se puede calcular

().

9.1 Simulacion de los procesos estocasticos

Teniendo una variable aleatoria x que tenga una distribucion normal estandar,
podemos simular numéricamente el proceso estocéstico asociado al modelo de Merton
tomando la ecuacion diferencial estocastica y discretizarla temporalmente, tomando en
cuenta que la escala del movimiento browniano es del orden de ¢/*:

S.u=S +S uAt+S ox-/At, 9.1)
o alternativamente, podemos simular el proceso con la solucion analitica discretizada:
S, =5, exp((,u —LoH)At+ ox@)

Para obtener procesos mas generales y con colas pesadas, tenemos 2 opciones.
La primera es tratar de generalizar el proceso anterior usando una variable aleatoria y
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con colas pesadas, en vez de la variable gaussiana x, a este nuevo proceso lo
denotaremos por Y;, y estara definido como:

Y, =Y oxpl(u- L o)At + oy [Ar)

En este caso, si la varianza de y no es finita, puede haber discontinuidades en el
proceso. Si el proceso se simulara siguiendo la discretizacion de Euler analoga a (9.1),
no existe garantia de que el precio Y; sea siempre positivo. El uso de esta representacion
para simular el proceso es entonces particularmente util, pues la exponencial jamas es
negativa.

Como segunda opcion, podemos generar un proceso de Lévy, denotado por Z,
utilizando la descomposicion de Lévy-Ito:

At
Zy=Z +yAt+o,x|At+> BP,.
s=0

Donde el pardmetro o para la varianza del movimiento browniano de este
proceso no necesariamente es el mismo que en los procesos anteriores, >0, y la
variable P; tiene una distribucién de Poisson compuesta con pardmetro 4, promedio cero
y es la suma de variables X; iid con distribucién uniforme [-1,1]. (Véase el apéndice
para ver la simulacién numérica de P;).

9.2 Implementacion numérica

A continuacion presentamos las metodologias utilizadas para la generacion de
numeros aleatorios con distribuciones de probabilidad gaussiana y con colas pesadas.
La explicacion de la generacion de un proceso de Poisson puede ser encontrada en el
apéndice.

9.2.1 Distribucion Gaussiana

Podemos probar qué tan valido resulta el modelo de Samuelson comparado con
el modelo de Merton para calcular el riesgo de incumplimiento, y después analizar qué
pasa cuando el proceso estocastico subyacente se sustituye por uno de Lévy.

Para simular la distribucién gaussiana utilizamos el conocido método de Box-
Muller. En donde si u; y u, son variables aleatorias con distribucion uniforme, entonces

x = /-2logu, cos(27u, )

tiene distribucién normal uniforme.

9.2.2 Distribuciones con colas pesadas

Nos interesa simular variables y con distribuciones 7(y) que decaigan como leyes
de potencia en los extremos, i.e.

ny) - i, (9.2)

y—>t0 ya

para algun a >0, y donde A4 es algtn factor de normalizacion adecuado.
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La manera en la que podemos hacer esto, es pensar en que si u tiene distribucion
uniforme, entonces

o) @) du=n(y)dy.
Ademas, si g(u) es una funcion tal que g(u)=y , entonces
Xjo) @) du = 1(g(w)) g'(u)du .
Y entonces si proponemos a g(u)=u", tenemos que

oy _ Ao (u)
nu™") W)

de donde simplemente reemplazando u=y 7

_ ZonO™") e X

n()

gy —p Iy e
de manera que
- 0 si0<y<l1
g 1 4
) === — siy>1
Py -py"
pues p>0. Entonces obtenemos que se cumple la condicién (9.2) si
1
P a-1
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10. Discusion

Las integrales de camino de Feynman pueden verse como el célculo del valor
esperado de la observable asociada al operador de evolucion temporal. Esto es andlogo a
calcular una esperanza del valor final que tendra un proceso estocastico identificado con
una ecuacion de difusion, cuya conexion explicita esta dada por la formula de Feynman-
Kac.

En finanzas, el problema de calcular el precio de una opcion de compra puede
abordarse desde la estrategia de modelar la evolucion del precio del activo S; como un
proceso estocastico. Sin embargo, cuando se define al proceso de manera que el
comportamiento de éste sea mas acorde con los datos reales del mercado, la ecuacion
diferencial asociada resulta muy dificil de escribir, y no mucho menos dificil resolver de
forma analitica.

Sin embargo, la formula de Feynman-Kac, nos brinda la oportunidad de no tener
que recurrir a la forma explicita de la EDP para encontrar su soluciéon. Y mas autn,
podemos utilizar métodos Monte-Carlo para el calculo numérico de la misma. Y con el
acercamiento de Samuelson, ecuacion (7.3), se puede calcular el precio con la
probabilidad fisica determinada por el proceso.

Asi, el procedimiento numérico utilizado en este trabajo, es generar muchas
trayectorias para la evolucion del precio usando distintos procesos estocésticos que
determinen la evoluciodn, y luego calcular el precio de la accion usando la metodologia
antes descrita. Esta motivacion surge de la conexion con los formalismos matematicos
antes desarrollados, y también por la sencillez tedrica y computacional.

10.1 Sobre el modelo utilizado

Tedricamente, la manera que ha sido predominante para calcular el precio de una
accion, ha sido encontrar la medida equivalente libre de riesgo Q, sobre la cual el
proceso {e”" S} es una martingala, y el precio de la opcion se puede encontrar como

p(g) =E,le " g(tS,,0 <1 <T})|F], (10.1)

donde g({S,, 0<t<T}) es la funcion de pago de la opcion sobre el activo a tiempo 7, y F;
es la filtracion natural de S,.

Sin embargo, para la mayoria de los modelos, sobre todo para los mas realistas,
la clase de medidas equivalentes es bastante grande y a veces cubre todo el intervalo de
no-arbitraje. En este sentido el modelo de Black-Scholes, donde existe una tnica
medida equivalente, es muy particular.

Si uno conoce la fdp asociada al proceso S; bajo la medida de martingala Q,
entonces uno puede obtener el precio de la opcion calculando la integral
numéricamente. Sin embargo, en especial para los procesos de Lévy, la fdp incluso
puede no tener representacion analitica.

Otro método, desarrollado por Madan y Carr en 1998 [30], permite valuar el
precio de una opcion si no se conoce (, pero se conoce la funcidon caracteristica ¢s(z)
asociada al proceso S. Con este método uno obtiene una expresion para la transformada
de Fourier para el precio de la opcién p(g) que puede invertir numéricamente. Sin
embargo, solo se han encontrado expresiones asociadas a ciertos procesos particulares,
como el proceso de varianza gama.
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Encontrar una tinica medida equivalente, una expresion para la fdp asociada a S,
o la funciodn caracteristica, son problemas que desaparecen cuando se utiliza el enfoque
de la formula de Samuelson para encontrar el precio de la opcion. Sin embargo, si no
existe la medida tinica de martingala, no tenemos certeza de decir que este precio justo
sea unico.

Sin embargo, es mucho mas facil trabajar con este enfoque, dada la simpleza de
su implementacion numérica, y la enorme flexibilidad que tiene al poder escoger casi
cualquier proceso estocastico para representar la evolucion de S, que no se tiene en los
otros modelos.

En este trabajo, se encontré que modificando ciertos pardmetros de procesos mas
generales, uno al menos recupera el resultado del modelo Black-Scholes, haciendo
factible y sujeto al andlisis del modelo con datos reales, el hecho de verificar si estos
modelos pueden describir el comportamiento financiero de una manera mas precisa.

Esta investigacion tendria que incluir el hacer una calibracion del modelo aqui
propuesto con resultados analiticos como los de Carr, Madan y Bakshi, entre otros. Esto
requiere trabajar mas a fondo con la ecuacion diferencial asociada al proceso de
difusion. Pero en el caso en que el proceso sea de Lévy, la ecuacion diferencial
resultante es una en derivadas fraccionarias, lo cual hace que esta investigacion no sea
trivial.

10.2 Resultados de la simulacién

Se hizo un estudio acerca de la variabilidad en la funcion de distribucion de
probabilidad para el valor final del precio Sy dependiendo del pardmetro a en el proceso
que tiene asociado una distribucion con colas pesadas.

Se encontr6 que la distribucion tiende a una normal a medida que crece a, ver
figura 10.1.

h(Sr] h[Sr]
3 3 h(Sr]
3

2.5 2.5
2 2
15 1.5
1

1 1
0.5 { E 0.5 05

0.5 1 1.5 2 2.5 3 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0.5 1 1.5 2 2.5 3

A B C
Fig. 10.1. Histogramas A(Sy) vs. Sy para diferentes
valores de o aproximados por distribuciones normales.

Siendo los parametros de la distribucion normal que mejor se adaptaban eran en
cada caso:

A B C
o 2.6 3.1 3.6
N(u,6%) N(1.45, 0.43%) N(1.47,0.2%) N(1.485,0.141%)

Notese que para valores bajos de a, el histograma refleja una distribucion
bastante asimétrica y con alta varianza. Cuando o>3, la distribucion #()) tiene
promedio (a partir de «>2) y varianza finitos. Esto hace que podamos esperar que la
distribucion de la suma de variables aleatorias
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S, =8+, =S)+...+(S;, -S,))
converja a una normal por el TLC'®.

Sin embargo, la existencia de colas pesadas y la asimetria en la distribucion
nunca se desvanecen del todo. Las graficas en la figura 10.2 en escala logaritmica
pueden reflejar mas claramente este hecho:

0.01
0.005 ooc ".%—'
o wm {4
%V oTeut %
oo f _®®°® *
- L
0.

- e )
0

1 1.5 2 2.5

A B C
Fig. 10.2. Gréficas de log(h(Sy)) vs. St.

De esta misma forma, esperamos una cierta convergencia en los precios que se
obtienen usando diferentes procesos estocasticos para modelar al activo subyacente. A
medida que el proceso que usa colas pesadas tenga un pardmetro o mas grande, también
esperamos que el precio de la opcion p(g) calculada usando la férmula de Samuelson, se
acerque al valor que predice el modelo de Black-Scholes.

De manera analoga, el hecho de reducir la intensidad de los saltos en el proceso
de Lévy, genera también una convergencia hacia el precio de Black-Scholes. Sin
embargo, como la simulacidn del proceso utiliza la descomposicion de Lévy-Ito, cuando
la intensidad de los saltos tiende a cero, el proceso que queda, es s6lo una deriva mas un
movimiento browniano. De manera que el precio final queda subvaluado'”.

p(9)
70 .

60 -

Fig. 10.3. Convergencia de los precios.

La figura 10.3 muestra diferentes valores de los precios de la opcion para 4
procesos diferentes cuando se varian sus parametros. Dado que cada pardmetro es
distinto, esta grafica solo es ilustrativa'®. Los puntos de las dos series superiores son los
asociados al proceso con colas pesadas Y, y el que le sigue hacia abajo al proceso de
Lévy Z, tal y como se definieron anteriormente.

' Sin embargo, no es claro el que los incrementos sean independientes en el caso del proceso ..

'7 Considerando que o,= o.

'8 Técnicamente corresponderia a la proyeccion de los puntos sobre un plano que contiene al eje p(g), y
que no intersecta a los ejes de los parametros.
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Los puntos de las dos series de abajo, que se encuentran casi sobre una linea,
representan el valor del precio de la opcidn utilizando el proceso log-normal de Black-
Scholes, siendo una serie el valor calculado utilizando la formula (7.3) de Samuelson, y
la otra el valor usando la expresion analitica (5.8).

Vemos asi que al menos podemos afirmar que la generalizacion que aqui se
presenta converge al modelo de BS cuando hacemos que los pardmetros asociados a los
procesos Y, y Z; tengan valores que reproducen de manera aproximada al proceso log-
normal S;.

Este resultado establece las bases para que dichos procesos puedan ser
calibrados con datos reales del mercado y ver si la prediccion que otorguen resulta una
mas convincente que la que ofrecen otros modelos.

Ademas, se abre una puerta de investigacion para comparar no soélo
numéricamente, sino también de manera analitica este enfoque con otros mas
tradicionales. Una posibilidad es utilizar el calculo de Itd para procesos de Lévy y
trabajar con una version mas general de la formula de Feynman-Kac en donde se tenga
una ecuacion de Fokker-Planck fraccionaria.
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11. Apéndice

A continuacién elaboramos en detalle acerca de algunos puntos que pueden
resultar clarificadores, y esperamos incluso ttiles por si se quiere seguir explorando la
metodologia de simulacion numérica presentada al final de este trabajo.

11.1 Como simular un proceso Poisson compuesto Py

Si MV tiene distribucion de Poisson, quiere decir que el tiempo entre saltos es
exponencial con parametro A. Asi, se pueden implementar las siguientes reglas para
obtener un proceso con distribucion de Poisson con la variable u# con distribucion
uniforme [0,1]:

1. Sea i=0 y N=0.

2. Genérese h;=-(1/\) log(u) como tiempo exponencial con parametro A.
2. Sea T=hy+...+h;.

3. Si T>At, parar. Si no:

4. N=i+1

5.1=i+1. Regresar a 2.

De esta manera, N tendrd una distribucion de Poisson. Para generar una variable
P con distribucioén Poisson compuesta, basta hacer

N
PA! :ZXn b
n=1

donde las variables X7, ..., X, son iid.

La escala del proceso solo depende del parametro A, y no de qué tan fina sea la
particion, es decir, del pardmetro df. A continuacién se presentan dos simulaciones de
un proceso Poisson bajo esta regla.

Pt Pt
20 20
17.5 17.5 -
15 I 15 R
12.5 - 1.5 —_
10 - 10 -
7.5 L eme— 7.5 —_—
5 - 5 .
2.5 - 2.5 -
T 2 3 4 5 1 2 3 4 5
A B

Fig. 11.1. En A dt=5/100, y en B dt=5/10000.

11.2 Codigo en Fortran
El siguiente programa en fortran 77 puede calcular:

-El valor esperado del valor activo de la empresa al tiempo 7' al cual debe pagar sus
deudas segun los 3 procesos antes mencionados.

-La probabilidad con la cual la empresa no podra pagar sus deudas, es decir cuando V; <
B,, como la frecuencia de eventos entre el nimero total de simulaciones.
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-El precio p de una accion de la compaiiia para un accionista, que a tiempo 7 recuperara
como ganancia Sy = max{Vr—B, 0} usando la formula de Samuelson.

Los 3 procesos diferentes son X para el proceso asociado al modelo de Merton, Y
para el proceso que incorpora colas pesadas, y Z para el proceso de Lévy.

Sin embargo, en este programa, dado que Fortran no reconoce entre mayusculas y
minusculas, se decidio adoptar la siguiente nomenclatura:

En el programa, a X se le denota como B, a Y como S, y a Z como Spoi. Se usa
ademas, Kprecio como el valor de la deuda a tiempo 7, y SO como el valor inicial de los
activos de la empresa.

Algunas aclaraciones:

Ndata: nimero de pasos en cada simulacion por trayectoria.

Mfinal: nimero de trayectorias.

N3: niimero de veces que se cambian los parametros alfa y beta.

T, mu, r, sigma2, Kprecio: pardmetros asociados al modelos de Merton.

alfa: parametro asociado al exponente de la distribucidén con colas pesadas de Y.
beta: pardmetro asociado a la longitud de los saltos para Z.

lambda: parametro del proceso de Poisson.

rhand(xran): subrutina que devuelve un nlimero con probabilidad uniforme en [0,1].

Program main

Implicit none

External srhand

Integer Ndata, i, k, n, seed, Mfinal

Integer N2,i2

Real*8 T, SO, mu, sigma2, h, y, z, ro, alfa, N3, N4,pi
Real*8 w, ELevy, r, Kprecio, dl1, d2, Nor(2), dx, L, L2
Real*8 mun, sigma2n, rn, promLevy, j, M, templ, temp2
Real*8 lamda, dt2, dtl, Poi, Spoi, b2, b2n, beta
Real*8 outS, outB, outPoi, X, Xran

parameter (7=5.0,S0=100.0,mu=0.06,sigma2=0.015)
parameter (Ndata=1000,MFfinal=10000,N3=10)

parameter (r=mu, Kprecio=101.0,L=80.0)

parameter (M=100, N4=10, lamda=1000)

parameter (pi=3.141592653)

Real*8 S, dt, Sf(Mfinal), Bf(MFfinal), Spoif(Mfinal)
Real *8 peso2, hist(M), B, y2, pS,pB,pPoi, peso(MFinal)
Real *8 EST, EBT, EBS, EpoiT,peso4,peso3, pBSf, plLevy
Real*8 ES, Epoi,EB,prompBSf,prompB, b3

open(10, Ffile="poi42.dat")

call srhand(0.65732567d0,0.54209864d0)

call rhand(xran)

seed=0

dt=T/Ndata

alfa=2.4

beta=0.8

N2=500
b2=S0*(mu+0.5*dt*mu**2)

do J=1,N3

alfa=alfa+(2.0/N3)
beta=beta-0.7*(1/N3)
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N2=N2+500
ro=1.0/((alfa)-1.0)
ES=0

EB=0

EPoi1=0

pS=0

pB=0

pPoi=0

outS=0
outB=0
outPoi=0

simulacion de Mfinal trayectorias para los 3 proc.
do k=1,Mfinal
S=S0
B=SO
Spoi=S0
do 1=2,Ndata
call rhand(xran)
h=xran
xran=0.0
call rhand(xran)
w=xran
xran=0.0
if (w.gt.0.5) then
z=-1
else
z=1
end if

y=2*(h**(-ro))
S=S*(1+(mu-0.0*sigma2)*dt+y*sqrt(sigma2*dt))
este es el proceso con colas pesadas

call rhand(xran)
w=Xran

Xran=0.0
h=sqrt(-2*log(w))
call rhand(xran)
z=2*pi*xran
xran=0.0
y2=h*cos(z)

B=B*(1+(mu-0.0*sigma2)*dt+y2*sqrt(sigma2*dt))
este es el proceso log-normal

dt2=0

dtl=0

Poi=0

do n=1, N4
call rhand(xran)
w=xran
xran=0.0
dtl=dtl-(1/1amda)*log(w)
dt2=dt2+dtl

if (dt2.1t.dt) then
Poi=Poi+1
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else

Poi=Poi

end if
end do

call rhand(xran)
w=Xxran

Xran=0.0
h=sqrt(-2.0*log(w))
call rhand(xran)
z=2*pi*xran
xran=0.0
y2=h*cos(z)

call rhand(xran)
w=xran

xran=0.0

if (w.gt.0.5) then

z=-1

else

z=1

end if
b3=S0* (i*(dt**2)*mu**2)
Spoi=Spoi+(b2+b3)*dt+y2*sqgrt(sigma2*dt)+Poi*z*beta
este es el proceso de levy

write(10,*) i*dt, S, B, Spoi
escribe las trayectorias individuales
end do

write(10,%*)
se deja un espacio para distinguir las trayectorias

ST(k)=S
BT(k)=B
Spoif(k)=Spoi

a continuacion se calcula la frecuencia de incumplimiento
para cada proceso
if (SFf(k)-Kprecio.lt.0) then
outS=outS+1
else
outS=outS
end if

if (Bf(k)-Kprecio.lt.0) then
outB=outB+1
else
outB=outB
end if

if (SPoif(k)-Kprecio.lt.0) then
outPoi=outPoi+1
else
outPoi=outPoi
end if

write(10,*)ST(k), BF(k), Spoif(k)
escribe las realizaciones finales de cada proceso
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end do

EST=0

EBT=0

EpoiT=0

do k=1, MFinal
peso(k)=1.0/MFinal
EST=EST+(peso(k)*ST(k))
EBT=EBT+(peso(k)*Bf(k))
EpoiT=Epoi T+(peso(k)*Spoif(k))
end do

do k=1, MFinal
peso(k)=1.0/MFinal
peso2=S0*exp(r*T)/EST
peso3=S0*exp(r*T)/EBT
peso4=S0*exp(r*T)/EpoiT
ES=ES+(peso(k)*max((peso2*Sf(k))-Kprecio,0))
EB=EB+(peso(k)*max((peso3*Bf(k))-Kprecio,0))
EPoi=EPoi+(peso(k)*max((pesod*Spoif(k))-Kprecio,0))
end do

write(10,*) EST,EBT, EpoiT
escribe el valor esperado de cada proceso

pS=ES*exp(-r*T)

pB=EB*exp(-r*T)

pPoi=EPoi*exp(-r*T)

estos son los precios segun la formula de samuelson

a continuacion se calcula el precio analiticamente
d1=(1og(S0/Kprecio)+(r+(sigma2/2.0))*T)/sqrt(sigma2*T)
d2=d1l-sqrt(sigma2*T)

dx=L/N2

Nor(1)=0

Nor(2)=0

do i=1,int((L+d1)/dx)
Nor(1)=Nor(1)+(1/sqgrt(2.0*pi))*exp(-(-L+i*dx)**2/2.0)*dx
end do

do i=1, int((L+d2)/dx)
Nor (2)=Nor (2)+(1/sqrt(2.0*pi))*exp(-(-L+i*dx)**2/2.0)*dx
end do

pBST=S0*Nor (1) -Kprecio*exp(-r*T)*Nor(2)
esta es la formula analitica para el precio
prompBST=prompBSTt*((j-1)/j)+(pBSt/})
prompB=prompB*((J-1)/j)+(pB/j)

write (10,*) j, pS, pPoi, prompB, prompBSf
write (10,*) alfa,outS/Mfinal,beta,outPoi/Mfinal,outB/MFfinal

end do
end

subroutine srhand(x,y)

parameter (ispace=20, init=100000)
common/rhandom/latt(256)
common/index/ind, indl, ind2
real*8 x1,x2,yl,y2, X,y, Xran
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nmax=2*(2**30-1)+1
i 1=x*nmax
i2=y*nmax
X1=x
yl=y
latt(1)=i1l
do 117=2,256
do icount=1, ispace
Xx2=137.d0*x1+100.d0*y1
y2=100.d0*x1+73.d0*y1l
i=x2
J=y2
X1=x2-1i
yl=y2-j
enddo
latt(il7)=x1*nmax
enddo
ind=1
ind1=148
ind2=251
x17=0.
do i=1,init
call rhand(xran)
X17=x17+xran
enddo
write (6,*) x17
return
end
subroutine rhand(xran)
common/rhandom/latt(256)
common/index/ind, indl, ind2
save /rhandom/, /index/
real*8 xran
nmax=2*(2**30-1)+1
ind=and(ind, 255)+1
indl=and(indl, 255)+1
ind2=and(ind2, 255)+1
latt(ind2)=xor(latt(ind), latt(indl))
xran=latt(ind2)*1./nmax
return
end
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