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Resumen



En esta tesis de doctorado tedrico-experimental estudio la respuesta elec-
tromagnética de bulto de sistemas coloidales constituidos por particulas esféri-
cas idénticas, polarizables y no magnéticas, embebidas en el vacio y distribui-
das al azar. En este trabajo el tamano de las esferas no esté restringido a ser
pequeno en comparacién a la longitud de onda del haz incidente y estoy em-
pleando un enfoque de medio efectivo para la descripcién de la propagacion de
la componente coherente (promedio) del haz a través del medio inhomogéneo.
En la parte de teoria, el sistema coloidal es caracterizado por medio de funcio-
nes respuesta efectivas, las cuales presentan una no localidad espacial por lo
que no pueden ser utilizadas en las ecuaciones usuales de la electrodinamica
continua (local), en particular en las formulas para la amplitudes de reflexién
y transmisiéon dadas por las relaciones de Fresnel. El método que presento
en esta tesis para la determinacién de dichas funciones respuesta, representa
una nueva idea alternativa basada en el calculo del operador de conducti-
vidad efectiva no local. El ingrediente esencial de esta idea es el calculo de
la densidad total de corriente inducida en el sistema. Por total quiero indi-
car que todas las corrientes inducidas por todos los posibles mecanismos son
consideradas, es decir, no solo las de conduccion y polarizacion sino también
aquellas que dan origen al magnetismo. En este método, la relacion entre la
densidad total de corriente inducida y el campo eléctrico promedio (coheren-
te) estd dada en términos del llamado tensor de conductividad generalizada
efectiva, o equivalentemente en términos del operador de transicion 7' (o
bien matriz 7, término més conocido en teoria de esparcimiento). El término
generalizada indica que se estd considerando la densidad total de corriente
inducida en el sistema. Ambos operadores son proporcionales entre si, por lo
que satisfacen la ecuacion integral conocida como de Lippmann-Schwinger.
Después calculo el promedio de la densidad total de corriente inducida reali-
zando un promedio configuracional asumiendo que el sistema es en promedio
homogéneo e isotrépico, y utilizando la aproximaciéon conocida en teoria de
esparcimiento como aproximacién de campo efectivo. En este caso el tensor
de conductividad efectiva no local, o la matriz T, del sistema coloidal resulta
ser proporcional al correspondiente a una sola particula esférica multiplicada
por la fraccién volumétrica de llenado. Dado que el sistema en estudio es, en
promedio, homogéneo e isotrépico, la respuesta electromagnética puede ser
escrita en términos de solamente las componentes longitudinal y transversal
del tensor de conductividad efectiva no local, o las componentes correspon-
dientes de la matriz T. Utilizando un procedimiento anélogo en esencia al
empleado por Mie para resolver el problema de esparcimiento de una sola



particula esférica en presencia de un campo electromagnético incidente, es
posible calcular las componentes longitudinal y transversal de ambos ope-
radores. La unica diferencia entre el cdlculo de Mie y el nuestro, es que en
nuestro caso la onda plana incidente que excita a la particula coloidal no es
una onda electromagnética libre, sino una onda generada por fuentes exter-
nas; en este sentido se puede variar de manera independiente la magnitud del
vector de onda y la frecuencia. Entonces, en nuestros calculos se tienen que
incluir las contribuciones no triviales de dichas fuentes externas. Usando este
procedimiento alternativo, fue posible calcular las componentes longitudinal
y transversal de los operadores respuesta, sin tener que resolver la ecuacion
integral no trivial de Lippmann-Schwinger.

A partir de las expresiones analiticas de las componentes del operador
dieléctrico efectivo generalizado no local, es posible definir un tensor dieléctri-
co efectivo generalizado no local equivalente, y aqui presento un anélisis
numérico de su dependencia con el vector de onda y la frecuencia, utilizando
parametros correspondientes a materiales reales en el intervalo de frecuencias
correspondientes al éptico. Los materiales que estudié fueron tanto metales
nobles: oro y plata; como aislantes: poliestireno y diéxido de titanio. Poste-
riormente, calculo las relaciones de dispersiéon tanto para los modos longitudi-
nales como para los transversales. Resolviendo la relacion de dispersion para
los modos transversales calculo el indice de refraccion efectivo dependiente
de la frecuencia. La solucién exacta para el indice de refraccion efectivo lo
comparo con la solucién de la relacién de dispersion utilizando tres aproxima-
ciones conocidas: limite de onda larga, cuadréatica y cono de luz; presentando
un andlisis numérico de la dependencia con la frecuencia para los materiales
reales antes mencionados. Reconociendo el origen no local de los indices de
refraccion efectivos calculados, es posible explicar las inconsistencias encon-
tradas en algunos articulos, en donde hacen uso de estos indices suponiéndo-
los locales. Cabe senalar que en la ventana de frecuencias correspondientes
al optico, utilizadas para el andlisis numérico, no encontré ninguna solucién
a la relacion de dispersién para los modos longitudinales.

Tradicionalmente, la respuesta electromagnética de un sistema inhomogéneo
estd dada en términos de su funcién dieléctrica efectiva y su permeabilidad
magnética efectiva, en vez de las componentes del tensor dieléctrico efecti-
vo generalizado. En esta tesis presento la equivalencia de ambos enfoques y
presento un analisis de calculos especificos de la funcion dieléctrica efectiva y
de la permeabilidad magnética efectiva, junto con el correspondiente andlisis
numérico. Dado que ambos esquemas estan relacionados entre si, podemos



pasar de uno a otro sin perder informacion sobre sistema.

Es importante senalar que en la parte tedrica de esta tesis, publicada re-
cientemente, se calculan las dos funciones respuesta efectivas no locales (la
funcién dieléctrica y la permeabilidad magnética) que caracterizan comple-
tamente la propagacién del haz coherente a través del medio coloidal, y no
solo se calcula el indice de refraccion efectivo. Esto es muy importante si se
quieren estudiar fenomenos como el transporte de energia dentro del siste-
ma coloidal o si se quiere estudiar el fendmeno de reflexion por una interfaz
medio homogéneo-coloide, problemas que discuto al final de esta tesis.

Una de las aproximaciones con la que resuelvo la relacion de dispersién
de los modos transversales, a la que denominamos cono de luz, consiste en
igualar el vector de onda en las funciones respuesta al cociente de la frecuen-
cia entre la velocidad de la luz, y entonces resolver la relacion de dispersion.
También muestro que la expresiéon para el indice de refraccion efectivo que se
obtiene con esta aproximacion es exactamente la misma que la férmula pro-
puesta por van de Hulst hace algiin tiempo. Este indice de refraccion efectivo
ha sido utilizado comtinmente en teoria de medio efectivo. Ahora sabemos
que en realidad la formula de van de Hulst es una buena aproximacion al
indice de refraccion que se obtiene resolviendo en forma exacta la relacién
de dispersion de los modos transversales. Se han encontrado en la literatura
articulos en donde se interpretan experimentos de reflexion utilizando, para el
coloide, un indice de refraccién efectivo como el propuesto por van de Hulst,
y sustituyéndolo en las férmulas de Fresnel como si fuera un indice de refrac-
cién local. Sin embargo, ahora reconocemos el origen no local de estos indices
de refraccién, por lo que no es posible utilizarlos en experimentos de refle-
xion haciendo uso de las relaciones de Fresnel, validas sélo para respuestas
locales. Al respecto, junto con el grupo de trabajo dentro del cual realicé es-
ta tesis, publicamos recientemente un articulo en donde se provee evidencia
de que efectivamente no es posible utilizar el indice de refraccion de van de
Hulst en las férmulas de Fresnel para interpretar mediciones de reflectancia
de un sistema coloidal. Debido a las dificultades conceptuales presentadas
en la interpretacion de experimentos de reflexion, se diseié un experimento
utilizando el fenémeno de refraccion para medir el indice de refraccion efec-
tivo de un sistema coloidal épticamente turbio. El método consiste en medir
el angulo de refraccién y la transmitancia de un haz laser que atraviesa un
prisma hueco lleno con el sistema coloidal. El coloide esta constituido por
particulas de poliestireno disueltas en agua desionizada y los experimentos
se repitieron para tres tamanos de particula diferente. Para poder relacionar



las mediciones con el indice de refraccion efectivo desarrollé una generaliza-
cién de la Ley de Snell que toma en cuenta la geometria del prisma y el hecho
de tener un indice de refraccion complejo. El indice de refracciéon asi medido
lo comparo con el indice de van de Hulst, mostrando un buen acuerdo entre
teoria y experimento. De esto concluimos que el indice de refraccion efectivo
de van de Hulst también se puede emplear para describir las propiedades de
propagacién de la luz en sistemas coloidales con inclusiones grandes. Anali-
zando la sensibilidad del experimento, muestro que es posible emplear este
método para la caracterizacién de sistemas coloidales, pudiendo determinar
tanto el indice de refracciéon de las inclusiones asi como su radio, lo que es de
gran interés desde el punto de vista tecnologico. Esta parte experimental de
la tesis también fue publicada recientemente.






Abstract



In this theoretical-experimental PhD thesis I study the bulk electromag-
netic response of colloidal systems made of identical spherical particles, po-
larizable and nonmagnetic, embeded in vacuum and located at random. In
this work the size of the spheres is not restricted to be small in comparison
with the wavelength of the incident beam, and I use an effective medium
approach to describe the propagation of the coherent (average) component
through the inhomogeneous system. In the theoretical part the colloidal sys-
tem is characterized by effective response functions that turned out to be
spatially nonlocal, thus we conclude that they cannot be used in the usual
equations of continuum (local) electrodynamics, in particular on regard to
the reflection and transmission amplitudes given by the well-known Fresnel
relations. The method that I present in this thesis for the determination of
such response functions, is a new alternative idea based on the calculation
of the nonlocal effective conductivity tensor. The essential ingredient of this
idea is the calculation of the average of the total current density induced
within the system. By total I mean all the currents induced by all possible
mechanisms, that is, not just the conduction and polarization currents but
also those which are usually regarded as the sources of a magnetic response.
In this method, the relation between the total induced current density and
average (coherent) electric field is given in terms of the so-called generalized
effective conductivity tensor, or equivalently in terms of the transition ope-
rator T (also known as T matrix in scattering theory). The term generalized
indicates that we are considering the total current density induced within
the system. Both operators are proportional to each other, and they satisfy
an integral equation of the Lippmann-Schwinger type. I calculate the average
of the total induced current density by performing a configurational average
assuming that the system is on the average homogeneous and isotropic, and
using the approximation known in scattering theory as the Effective Field
Approximation. In this case the nonlocal effective conductivity tensor, or the
T matrix, of the colloidal system turns out to be proportional to the one
corresponding to an isolated spherical particle times its filling fraction. Since
the system under study is, on the average, homogeneous and isotropic, the
electromagnetic response can be written in terms of only the longitudinal and
transverse components of the nonlocal effective conductivity tensor, or the
corresponding components of the 7" matrix. Using a procedure analogous, in
essence, to the one used by Mie to solve the scattering problem of an isolated
sphere, it is possible to calculate these longitudinal and transverse compo-
nents. The only difference between the Mie calculation and ours, is that in



our case the incident plane wave that excites the colloidal particle is not a
free electromagnetic wave, but is rather a plane wave generated by external
sources; in this way one can vary independently the magnitude of the wave
vector and the frequency. Therefore, in our calculation one has to include the
non-trivial contributions due to the external sources. Using this alternative
procedure, it was possible to calculate the longitudinal and transverse com-
ponents of the response operators, without having to solve the non-trivial
Lippmann-Schwinger integral equation.

From the analytical expressions of the components of the nonlocal ge-
neralized effective conductivity tensor one can define an equivalent nonlocal
generalized effective dielectric tensor, and here I present a numerical analysis
of its dependence with the wave vector and the frequency, using parame-
ters which correspond to real materials in the range of optical frequencies.
The materials that I studied were noble metals as: gold and silver; and also
insulators: polystyrene and titanium dioxide. Subsequently, I calculated the
dispersion relations for both, the longitudinal and transverse modes. Solving
the dispersion relation for the transverse modes I calculated the effective
refractive index which depends only on the frequency. I compare the exact
solution for the effective refractive index with the corresponding solution of
the dispersion relation using three different approximations: long-wavelength
limit, quadratic approximation and light-cone approximation; displaying the
results of a numerical analysis on their dependence on frequency for the real
materials mentioned above. Recognizing the nonlocal origin of the calculated
effective refractive indices, it is possible to explain the inconsistencies found
in some articles, that use some of these approximations for the effective index
of refraction as if they were local. I also point out that in the window of op-
tical frequencies, used for the numerical analysis, I did not find any solution
to the dispersion relation for longitudinal modes.

Traditionally, the electromagnetic response of an inhomogeneous system
is given in terms of its effective dielectric function and its effective magnetic
permeability, instead of the components of the generalized effective dielectric
tensor. Therefore, in this thesis I show the equivalence of both approaches and
display results of specific calculations of the effective dielectric function and
the effective magnetic permeability, together with the corresponding numeri-
cal analysis. Since both schemes are related to each other, one can pass from
one to the other without loosing any information about the electromagnetic
response of the system.

It is important to point out that in the theoretical part of this thesis,
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recently published, we calculate the two nonlocal effective response functions
(dielectric function and magnetic permeability) that completely characterize
the propagation of the coherent beam trough the colloidal medium, and we
do not just calculate the effective index of refraction. This is very important if
one wants to study the phenomenon of energy transport within the colloidal
system or the phenomenon of reflection by a plane interface bounding the
colloidal system. These problems are discussed at the end of this thesis.
One of the approximations used to solve the dispersion relation of the
transverse modes, denoted as light-cone approximation, consist to set the
wave vector in the response functions equal to the quotient of the frequency
divided by the speed of light, and then solve the dispersion relation. We also
show that the expression for the effective index of refraction obtained within
this approximation is exactly the same as the formula proposed by van de
Hulst long time ago. We also point out that this effective refractive index, has
been commonly used in effective-medium theory. Now, we realize that van
de Hulst formula is indeed a good approximation to the effective refractive
index obtained by solving exactly the dispersion relation for the transver-
se modes. We have found in the literature some articles in which reflection
experiments with colloidal samples are interpreted using, for the colloid, an
effective index of refraction like the one proposed by van de Hulst, and then
substituting it in the Fresnel formulas like if it were a usual local inedex of
refraction. However, now we recognize the nonlocal origin of these refractive
indices, and realize that it is not possible to interpret reflection experiments
using them in Fresnel relations like if they were local. On this respect, and
with the collaboration of some members of the group in which I made this
thesis, we published recently an article in which we provided experimental
evidence that it is indeed not possible to use van de Hulst’ effective refractive
index in the Fresnel formulas to interpret reflectance measurements from a
colloidal system. Therefore, due to the conceptual difficulties for the inter-
pretation of reflection experiments, we design an experiment that uses the
phenomenon of light refraction to measure the effective refractive index of an
optically turbid colloidal system. The method consist in measuring the angle
of refraction and the transmittance of a laser beam that traverses a hollow
prism filled with the colloidal sample. The colloid is made of polystyrene
particles dispersed in deionized water and the experiments were repeated for
three different size of the particle. In order to relate the measurements with
the effective index of refraction I developed a generalization of the Snell” Law
that takes into account the geometry of the prism and the fact that we have
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a complex effective index of refraction. The measured index of refraction is
compared with the one proposed by van de Hulst, showing a good agreement
between theory and experiment. From this we conclude that the van the
Hulst” effective index of refraction can be used to describe the propagation
properties of light through colloidal systems with big inclusions. Analyzing
the sensitivity of the experiment, I show that it is possible to employ this
method to characterize the colloidal systems, and to determine both, the
index of refraction of the inclusions as well as their radius. This is of great
interest from the technological point of view. This experimental part of the
thesis was also published recently.



12



Prodlogo: lo que sucede y no se
escribe ...

13



14

Al igual que como ocurre con el arte, en donde lo que se observa como
resultado final no cuenta la historia de cémo se llegd a ese final y muchas
veces la percepcién del espectador cambia al conocer dicha historia, el orden
de esta tesis no esta relacionado a la cronologia de las ideas y hechos. Incluso
la notacion que ahora se lee ha evolucionado respecto a la que se utilizo la
mayor parte del tiempo en que estuve haciendo mi doctorado. Esto es evi-
dencia de la rapida evolucion de las ideas respecto a un mismo problema e
indudablemente fomentadas por la interaccion con el medio ambiente, que en
este caso corresponde a las discusiones académicas entre cientificos, ya sea en
congresos o en lugares de solaz esparcimiento! La motivacién de este prologo
nace de la necesidad de dar a conocer la historia de esta tesis con la finalidad
de sensibilizar la percepcién del lector.

Corria el ano de 2003 cuando me incorporé al grupo de trabajo del Dr.
Rubén Barrera y el Dr. Augusto Garcia. Llevaban trabajando algunos anos
en el tema de teoria de medio efectivo en sistemas coloidales turbios, moti-
vados inicialmente por la pregunta del Dr. Augusto sobre cudl seria el indice
de refraccion de la leche. En el momento de mi incorporacion al grupo esta-
ban siendo publicados varios articulos: “Coherent reflectance in a system of
random Mie scatterers and its relation to the effective-medium approach”[1],
“FElectromagnetic response of a random half-space of Mie scatterers within
the effective-field approximation and the determination of the effective op-
tical coefficients” 2], “Effective electric and magnetic susceptibility of dilute
systems of dielectric and metallic Mie particles”[3] y “Amperian magnetism
in the dynamic response of granular materials” [4], en los cuales se estudiaban
la reflexion y la transmision de luz en una pelicula de un sistema coloidal
en el limite diluido, formado por particulas esféricas embebidas en el vacio,
sin ninguna restriccion sobre el tamano de las esferas en comparacién a la
longitud de onda incidente. Como resultado se tenia que, para describir la
reflexién y la transmisién, se necesitaba ademas de una funcién dieléctrica
efectiva, una funcién permeabilidad magnética efectiva, incluso considerando
que las particulas no eran magnéticas, es decir, caracterizadas por u = p,
donde i, es la permeabilidad magnética del vacio. Lo anterior estaba re-
lacionado con el trabajo previo de Bohren [5] en donde él habia estudiado
la reflexion y la transmision, para incidencia normal, de una “rebanada”
de un sistema coloidal, y habia encontrado que se necesitaban dos indices
de refraccion, uno para la reflexion y otro diferente para la transmisién, o
equivalentemente una funcién dieléctrica y una permeabilidad magnética, lo
que atrajo una fuerte controversia al respecto, arguyendo sus criticos que
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la apariciéon de una respuesta magnética era sélo un truco matematico en
la descripcion del problema y que no tenia realidad fisica. En los articulos
publicados por el grupo de trabajo al cual me incorporé, citados hace unas
cuantas lineas, se habia encontrado que efectivamente se necesitaban las dos
funciones respuesta para caracterizar la reflexién y la transmisién de la luz
en una rebanada de sistema coloidal a incidencia normal, que si tenia reali-
dad fisica la respuesta magnética y era debida a la induccién de corrientes
en las esferas, e incluso ocurria lo mismo si se analizaba el problema para
angulos de incidencia oblicua, aunque se tenia el resultado incomodo de que
ambas funciones respuesta efectivas, dieléctrica y permeabilidad magnética,
dependian del dngulo de incidencia al igual que de la polarizacion de la onda
incidente. Después de trabajar un poco sobre el problema de la dependencia
angular de las funciones respuesta, se descubrié que el problema era realmen-
te un problema con una no localidad espacial y que si uno insistia en tratarlo
como un problema local empleando las féormulas de Fresnel, aparecian dichas
dependencias en las funciones respuestal

Al principio de mi tesis, se planted resolver las ecuaciones integrales de
esparcimiento multiple bajo la aproximacion cuasicristalina para el calculo
de los campos eléctrico y magnético en cualquier punto del espacio, pero en
esos momentos yo no entendia ni siquiera la idea del significado de un medio
efectivo! Dada la complejidad de la parte matematica, me ocupé primero
en entender qué significaba el indice de refraccion efectivo y si realmente se
podia observar, de donde nacié la idea de realizar un experimento para saber
si el efecto de las particulas en un indice de refraccion efectivo se observaba
a simple vista. Para ese momento ya se tenian indicios de cémo entender
la no localidad y ya se tenia claro que las funciones respuesta efectivas no
se podian utilizar en la electrodindmica continua, en particular las férmulas
de Fresnel, de modo que el experimento que se disend fue pensando en la
refraccién de la luz, lo que involucra tnicamente la Ley de Snell. Entonces,
se construyé un prisma hueco en el que se depositaba el coloide y la idea
del experimento era simple: observar la refraccién de la luz producida por
el prisma lleno de agua desionizada solamente y luego agregar una pequena
cantidad de particulas de poliestireno, observando si habia una refraccién
extra debida a las esferas. Para mi sorpresa el efecto era fuerte y se apreciaba
a simple vista! En esos momentos se planteé un disenio experimental que nos
permitiera medir con precision la refraccion extra debida a las particulas.
Debido al esparcimiento producido por las particulas se perdia mucha luz del
haz coherente convirtiéndose en luz difusa viajando en todas direcciones, por
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lo que no podiamos trabajar con altas densidades de esferas en el agua, de
modo que se tuvo que trabajar en una esquina del prisma para evitar que el
camino 6ptico dentro de él fuera muy grande y que perdiéramos por completo
el haz coherente.

Al mismo tiempo que se desarrollaba la parte experimental se seguia
trabajando en la parte tedrica del problema y, dada la complejidad del mis-
mo y lo relevante que resultaba el entender con profundidad su esencia, se
decidié trabajar con la aproximacién de campo efectivo en las ecuaciones in-
tegrales de esparcimiento multiple, la cual es una aproximacién més débil que
la cuasicristalina, valida inicamente para sistemas coloidales diluidos. Para
el tiempo en que se estaba trabajando en la parte experimental en el diseno
de un experimento para medir el indice de refraccion efectivo de un sistema
coloidal turbio, ya se habia ideado un método ingenioso para darle la vuelta
a las ecuaciones integrales y poder calcular las funciones respuesta efectivas
que ahora se reconocian como no locales. La idea era considerar la densidad
de corriente inducida en el sistema, la cual, después de realizar un prome-
dio configuracional, depende del operador de transicion de una sola particula
y es la misma para cualquier esfera en el coloide. Utilizando en esencia el
método empleado por Mie para calcular la respuesta de una sola esfera en
presencia de una onda electromagnética libre en el espacio, se calcularon las
componentes longitudinal y transversal del operador de transicién. La tinica
diferencia no trivial al calculo de Mie fue que en nuestro caso no teniamos
una onda electromagnética libre, sino que la onda incidente era generada por
densidades de carga y de corriente externas, de tal modo que el vector de
onda se podia variar de forma independiente a la frecuencia de la onda. El
calculo de las componentes del operador de transicion tardé algunos meses,
pues habia que escribir una onda plana en términos de una base esférica,
utilizando los armédnicos esféricos vectoriales, y realizar algunas integrales no
triviales de productos de polinomios asociados de Legendre y de funciones
esféricas de Bessel. Después de calcular todas las integrales y de no obte-
ner los casos limite correctos, nos dimos cuenta de que faltaban términos en
las expansiones de los campos eléctrico y magnético en términos de la base
esférica, relacionados con las fuentes externas, de modo que se tuvieron que
corregir los cédlculos, tomando algunas semanas mas el convencernos que el
calculo era correcto.

Mientras se solucionaban los problemas y se veia la luz en la parte de
teoria, la parte experimental ganaba interés e importancia, pues se disend un
experimento con el cual se pudo medir simultdneamente la parte real e ima-
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ginaria del indice de refraccién efectivo, medidas que se compararon con el
indice de refraccién conocido como de van de Hulst, obteniendo un buen
acuerdo. Cabe resaltar que las esferas embebidas en agua desionizada, for-
mando el sistema coloidal, no eran pequenas en comparacién a la longitud
de onda del haz incidente, de modo que el sistema era Opticamente turbio.
Se analizé la sensibilidad del diseno pensando en utilizarlo para resolver el
problema inverso, es decir, poder caracterizar un coloide a partir de la re-
fraccién del haz coherente y de la transmitancia del haz, obteniendo por
ejemplo el indice de refraccion de las particulas o el radio. Los resultados del
experimento se reportaron en el articulo titulado “Measurement of the effec-
tive refractive index of a turbid colloidal suspension using light refraction”,
publicado en el 2005 en la revista New Journal of Physics [6].

Es sabido que la caracterizacion de coloides es un area de interés de mu-
chas disciplinas: fisica de la atmosfera, medicina, la industria de pinturas,
etc. Por ejemplo, en la industria de pinturas es de fundamental importancia
determinar las propiedades de pigmentos, para poder predecir lo que suce-
dera cuando éstos estén dentro de una pintura, lo que es particularmente
dificil para pigmentos que se fabrican en polvo. Pensando en estas posibili-
dades se monté un experimento disenado para estudiar las posibilidades de
utilizarlo para resolver el problema inverso, considerando que, aparte de pro-
porcionar informacién sobre el indice de refraccién, se podria obtener también
la distribucion de tamanos de particula. Se pensé en utilizar el mismo prisma
hueco, pero esta vez iluminarlo con muchas longitudes de onda, es decir, uti-
lizar luz blanca, y como detector una CCD que junto con un espectrémetro
permitiria repetir el experimento obteniendo informacién sobre la refraccién
y la atenuacién para muchas longitudes de onda. Actualmente, el experimen-
to sigue siendo analizado conforme se ha ido adquiriendo nuevo equipo y se
han ido superando los problemas técnicos que se van presentado.

Los célculos tedricos finalmente se terminaron consiguiendo que los casos
limite, y todas las demas pruebas que disenamos para convencernos de que los
calculos eran correctos, se reprodujeran satisfactoriamente y se avanzo sus-
tancialmente en el entendimiento de la fisica detras de la caracterizacién de
un sistema coloidal turbio por funciones respuesta efectivas no locales. Los
resultados de la parte tedrica se presentaron en el congreso internacional
ETOPIMT (Electrical, Transport and Optical Properties of Inhomogeneous
Media) que se llevé a cabo en Australia, en donde se encontraban conocidos
investigadores de renombre en el adrea de metamateriales. El trabajo tuvo
una muy buena aceptacion y al regresar a México decidimos probar suerte y
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enviar un articulo corto a la revista Physical Review Letters (PRL)'. Después
de un intercambio de impresiones con el editor, el articulo pasé finalmente
por tres arbitros, recibiéndose los siguientes comentarios:

Reporte del arbitro A

«This paper addresses the controversial question of the use of an effective die-
lectric function for describing the experimental optical properties of scattering
media composed of randomly dispersed scatterers.

A wvery clever and elegant analysis is proposed by the authors. It is made a
derivation of a generalized conductivity with very simple assumptions: infinite
medium, random dispersion of spheres, no interaction (dilute regime). The
dielectric function issued from this calculation exhibits a spatial dispersion
characteristic of non-locality. The average value of the dielectric function,
traditionally used as an approximation for calculating the optical properties
appears to be incorrect. It has to be considered as restricted”. A corrective
term related to the spatial dispersion has to be added.

A main issue of this analysis is an alternative description of the non-
locality in the framework of the “e —u scheme”, also proposed by the authors.
Within this scheme, it is predicted an effective magnetic response of a colloi-
dal system with nonmagnetic scatterers.

The authors give here the first complete and correct interpretation of this
controversial question with great elegancy. Moreover, with their “e — u sche-
me” representation they open new ways for experiments.

I warmly recommend this manuscript for publication in PRL.»

Reporte del arbitro B

«The problem addressed in this manuscript is an tmportant one: How can one
properly describe the coherent propagation of an electromagnetic wave in an
inhomogeneous medium when the response is nonlocal, due to the size scale
of inhomogeneity as compared to the wavelength? The authors have evidently
been working on this problem for some time and have already published a
number of papers on some of its aspects (e.q., Refs. 4, 12, 13, 17, 19). What
they should now do is write a full length article where their latest work is
described in a detailed fashion. In the present manuscript this is not done,
mostly due to the length limitations of PRL.

1Se anexa copia del articulo enviado a Physical Review Letters.
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In conclusion, there seems to be no urgency to publish this manuscript with
the rapid publication schedule of PRL and under its severe length limitations.
I think the authors should write a comprehensive, well argued manuscript
which could be an expansion of the present one. That could then be published
as a reqular article in, e.g., PRB or PRE.»

Reporte del arbitro C

«The authors discuss the definition and applicability of an effective electro-
magnetic response for a infinite system of randomly distributed dielectric sp-
heres which have a radius not small compared to the vacuum wavelength of
the incident radiation.

Neglecting the interaction of different spheres, the authors provide an ele-
gant derivation of the effective response function which becomes spatially dis-
persive due to the non-local response of the finite size individual scatterers.

These findings are important and of interests not only for colloidal sys-
tems but also for the metamaterial community where spatial dispersive ef-
fective media arise from the finite size of the resonant material constituents
becoming comparable with wavelength, in particular for close to optical fre-
qUENCLES.

In my opinion, the authors satisfactorily addressed the questions and cri-
ticism of the previous reviewers.

In summary, I recommend publication of the manuscript in Physical Re-
view Letters.»

Después de estos comentarios, que consideramos muy positivos, no enten-
dimos por qué el editor nos sugiri6 retirar el trabajo de PRL y enviar otra
version al Physical Review B. Decidimos hacer esto tltimo y enviamos una
version extensa a la revista Physical Review B el dia 9 de enero del 2007, la
cual fue aceptada para su publicacién el dia 26 de marzo del 2007, con lo que
se retrasé un poco la publicacion de los resultados de la parte teorica.

En el desarrollo de esta tesis de doctorado, se ha interactuado de manera
fructifera con investigadores muy reconocidos en el area, como por ejemplo
con el Dr. Fugenio Méndez, sobre todo durante su estancia sabdtica en el
Instituto de Fisica de la UNAM, con el Dr. Peter Halevi y el Dr. Felipe Pe-
rez, del INAOE y de la BUAP, respectivamente, con el Dr. Luis Mochan del
Instituto de Ciencias Fisicas de la UNAM. Con ellos tuvimos la oportuni-
dad de participar en un par de talleres e interminables sesiones de trabajo
sumamente enriquecedoras.
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Al final de esta tesis, creo que el problema no esta resuelto! Ningtn pro-
blema estd realmente resuelto, sélo nos aburrimos de él y cambiamos a otro
problema ... sin embargo ahora creo entender qué es un medio efectivo no
local!
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La descripcién y el entendimiento de la propagacion de luz a través de
sistemas constituidos por una coleccion de inclusiones localizadas al azar
embebidas en un medio homogéneo, llamado matriz, ha sido estudiado desde
hace muchos anos, atrayendo la atenciéon de muchos investigadores desde los
inicios del campo de la electrodinamica, y es un fenémeno que aparece en
muchas areas de la fisica, con interés no sélo en ciencia bésica sino también
desde el punto de vista de las aplicaciones tecnolégicas. Uno de los primeros
trabajos en el tema fue escrito por Rayleigh [7] en 1899 y hoy en dia todavia
existen preguntas fundamentales y dificultades conceptuales relacionadas a
este problema.

Al sistema constituido por inclusiones distribuidas al azar dentro de una
matriz lo denotaremos como sistema coloidal o simplemente como coloide,
y ejemplos tipicos de ellos son la sangre, las pinturas, las rocas porosas, la
espuma, la neblina, la leche, la atmosfera, etc.

En general, cuando una onda plana con vector de onda k y frecuencia
w producida por fuentes externas excita un sistema coloidal, el resultado es
una onda plana que se propaga a través del coloide con la misma frecuen-
cia w pero con un vector de onda diferente?, cominmente llamado vector
de onda efectivo Eef, producto de la superposicién de los campos esparcidos
por cada inclusion localizada al azar. La magnitud de dicho vector de onda
efectivo depende de la forma, el tamano, el indice de refraccién y la densidad
de particulas en el coloide, asi como también de las propiedades estadisticas
de su distribucion espacial. Para la descripcion de la propagacién de la onda
plana con vector de onda Eef es posible y conveniente separar los campos
en términos de sus componentes coherente y difusa. La componente cohe-
rente, también llamada componente promedio, corresponde al promedio del
campo sobre todas las posibles posiciones de las inclusiones embebidas en
la matriz, es decir, sobre todas las configuraciones disponibles del sistema
coloidal, mientras que el campo difuso o campo fluctuante corresponde a las
fluctuaciones del promedio de dicho campo.

Dependiendo de la magnitud del parametro de tamano z, definido como
x = koa, donde ky = 27/)¢ es la magnitud del vector de onda en la matriz
y a es el tamano lineal de las inclusiones, el andlisis de la propagaciéon de la
onda a través del coloide se puede simplificar considerando dos casos extre-
mos: (i) cuando las inclusiones son pequenias en comparacién a Ay (z < 1) y
(ii) cuando las inclusiones son grandes en comparacion a Ay (z 2 1). Aunque

2Ver por ejemplo la Ref. [8].
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evidentemente no existe una clara separacion entre estos dos casos, en el caso
de pequenas inclusiones se ha encontrado que el vector de onda efectivo l;ef
siempre existe, y su calculo en términos de los parametros electromagnéticos
y estructurales del coloide es una rama importante de un campo bien esta-
blecido conocido como Teorias de Medio Efectivo (TME)3. En estas teorias
la idea es reemplazar el altamente inhomogéneo sistema coloidal por un sis-
tema homogéneo ficticio, pero conservando las mismas propiedades electro-
magnéticas promedio. Este sistema ficticio es llamado Medio Efectivo y es
caracterizado por un conjunto de propiedades efectivas las cuales describen
la propagacion de la componente coherente a través del coloide. Las teorias
mas conocidas para el caso cuando las inclusiones son pequenas fueron des-
arrolladas por Maxwell Garnett [11] en 1904 y por Bruggeman [12] en 1935,
las cuales son validas para valores moderados de la densidad en volumen de
particulas.

Cuando las particulas que conforman el sistema coloidal son muy pe-
quenas, la energia transportada por la componente difusa es mucho me-
nor que la que transporta la componente coherente, de modo que podemos
simplemente despreciarla. Este es justo el caso cuando se utiliza la electro-
dindmica continua macroscopica para describir el comportamiento de medios
homogéneos, pues podemos considerar que los dtomos o moléculas que con-
forman el medio son las inclusiones en una matriz que en este caso es el vacio,
en donde la componente difusa es despreciada completamente. En este caso
la descripcién completa del fenémeno electromagnético estda dado en térmi-
nos de los campos coherentes o promedio, conocidos también como campos
Macroscopicos.

A partir de los trabajos de Maxwell Garnett y Bruggeman, ha habido una
gran cantidad de trabajos enfocados en extender la validez de sus teorias pa-
ra sistemas coloidales en donde las particulas no son esféricas o para valores
de la concentracién de particulas més altas [13]-[18]. También ha habido un
esfuerzo en extender las teorias de medio efectivo para el caso de particulas
grandes (z 2 1), las cuales son conocidas como Teorias de Medio Efectivo
FEzxtendidas (TMEE). Mientras que en el caso de particulas pequenas es su-
ficiente considerar el campo radiado en la aproximacion dipolar, en el caso
de particulas grandes el patréon de radiacion de los campos electromagnéticos
esparcidos incluye términos de mayor orden en una expansién multipolar. En
el caso en que las particulas embebidas sean ademas esféricas, como las que

3Ver por ejemplo Refs. [9] y [10].
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se consideraran en esta tesis, la magnitud y fase de cada multipolo radian-
do se puede calcular empleando la solucién desarrollada por Mie [19]. Los
primeros intentos de TMEE han surgido de las comunidades de ciencia de
materiales y de fisica de la atmosfera, como por ejemplo en 1978 Stroud y
Pan [20], y luego Wachniewski y McClung [21] en 1986, quienes extendie-
ron las ideas de Bruggeman para la respuesta dinamica de un compuesto de
dos componentes, obteniendo expresiones para la funcién dieléctrica efecti-
va del material compuesto en términos de las propiedades de esparcimiento
de un solo esparcidor. Con este enfoque pudieron incluir la contribucién de
los dipolos magnéticos inducidos en el calculo de la polarizabilidad dipolar
eléctrica y asi lograron determinar la absorcién adicional debida a las corrien-
tes de eddy inducidas. En 1983 Chylek y Srivastava [22] y luego Doyle [23]
en 1989, propusieron una generalizacién de la teoria de Maxwell Garnett en
donde nuevamente la dependencia con el tamano de las inclusiones proviene
de la contribucién de los dipolos magnéticos inducidos a la polarizabilidad
dipolar eléctrica. Grimes y Grimes [24] en 1991, también mostraron que la
respuesta dieléctrica y magnética efectiva no eran independientes, obtenien-
do para un sistema de inclusiones esféricas polarizables y no magnéticas, es
decir, caracterizadas por una permeabilidad magnética p = p,, donde i es
la permeabilidad magnética del vacio, una permeabilidad magnética efectiva
diferente a la del vacio, evidenciando que el término dipolar magnético pue-
de ser importante cuando el indice de refracciéon de las particulas es grande
en comparacion al de la matriz. Sin embargo, todos los trabajos anteriores
descansan en la validez de la aproximacion dipolar, de modo que todavia hay
limitaciones en cuanto al tamano de las inclusiones en los sistemas coloida-
les. Por otro lado, quiero recalcar que en las TMEE el concepto de medio
efectivo esta asociado necesariamente sélo a la parte coherente o promedio
de los campos, ya que esta componente es la Unica que podria ser descrita
por la electrodinamica continua, y la energia transportada por la componente
difusa sélo aparece en el balance de energia como una contribucion a la parte
imaginaria de las funciones respuesta efectivas. Sin embargo, esta precision
no aparece explicita en los trabajos arriba mencionados.

Recientemente Ruppin [25] ha analizado la consistencia interna de las
extensiones de la teoria de Maxwell Garnett y ha notado importantes li-
mitaciones en su uso comparado con las TME para pequenas particulas:
denota como teorias no restringidas aquellas en las que las funciones res-
puesta efectivas que caracterizan al sistema coloidal pueden ser utilizadas en
la electrodinamica continua de la misma manera en que se emplearian la fun-
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cién dieléctrica y/o la permeabilidad magnética de un material homogéneo
comun, mientras que denota como teorias restringidas a las que no cumplen
con lo anterior. La principal ventaja de las teorias no restringidas es evi-
dente: podemos emplear todos los resultados de la electrodinamica continua
insertando simplemente las funciones respuesta efectivas en vez de las fun-
ciones respuesta macroscopicas, olvidandonos de la naturaleza granular del
sistema. Sin embargo, uno debe tener cuidado con ciertos aspectos de la in-
terpretacién fisica de los resultados, como por ejemplo, en la electrodinamica
macroscépica se interpreta la parte imaginaria de las funciones respuesta co-
mo una cantidad que es proporcional a la absorcion de energia por el sistema,
mientras que en el caso del medio efectivo, como se menciond anteriormente,
la parte imaginaria toma en cuenta la energia absorbida por el sistema pero
también la energia transportada por el campo difuso que se propaga en todas
direcciones.

En 1986 Bohren [5] analizé la transmision y reflexién coherente de la
luz, a incidencia normal, de una “rebanada” de sistema coloidal diluido de
particulas grandes (z 2 1) y mostré que estas propiedades pueden ser des-
critas con un enfoque usual de medio efectivo y de electrodindmica continua
sOlo si se acepta que el sistema tiene dos indices de refraccion asignados: uno
para la reflexion y otro diferente para la transmision. En vez de aceptar esta
idea, que resulta un tanto incémoda, se dio cuenta que era equivalente pro-
poner que el sistema tuviera asignada una permeabilidad magnética efectiva,
ademas de la funcion dieléctrica efectiva. Sin embargo, el origen fisico de la
parte magnética nunca fue aclarado y concluye su trabajo diciendo que el
concepto de medio efectivo no es estrictamente adecuado para sistemas con
inclusiones grandes, senalando que incluso el concepto de medio efectivo no
era claro para una incidencia no normal. El trabajo fue muy criticado y se
suscité una fuerte polémica, como ya se mencioné en el prologo. En trabajos
anteriores de Barrera y Garcia-Valenzuela, [1] y [2], se analizé la reflexion
coherente de luz incidiendo a angulos oblicuos sobre una interfaz plana de un
medio semi-infinito diluido de particulas grandes localizadas al azar, llegando-
se a la misma conclusion que Bohren, como se comentd en el prélogo, con el
resultado incémodo de que tanto la funcién dieléctrica efectiva como la per-
meabilidad magnética efectiva dependian del angulo de incidencia, asi como
también de la polarizacién de la luz incidente. La aparicion de una permea-
bilidad magnética efectiva habia permanecido como un hecho oscuro, lo que
se aclara con el trabajo de esta tesis doctoral tedrico-experimental.

El estudio de sistemas coloidales con particulas grandes ha sido tratado
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tradicionalmente como un problema de esparcimiento, y en este caso no es
posible despreciar la energia transportada por el campo difuso, pues ésta es
comparable o incluso mayor a la energia asociada a la componente coherente,
dando una apariencia turbia del coloide. Es precisamente este hecho lo que
ha conducido a algunos investigadores a cuestionar la validez y consisten-
cia del enfoque de medio efectivo y la respuesta a esta pregunta representa
uno de los objetivos centrales de esta tesis. Incluso, aunque las inclusiones
en un coloide sean pequenas, existe un campo difuso, cuya mera presencia
implica que debemos preocuparnos por la consistencia de las TME a cier-
to nivel de precision. Resulta por tanto de fundamental importancia, tanto
conceptualmente como para aplicaciones practicas, el clarificar el correcto
uso de las TME en sistemas con particulas grandes, pues ha habido intentos
de medir un indice de refraccion efectivo para el haz coherente en una sus-
pension turbia de particulas grandes, empleando los mismo procedimientos
experimentales utilizados para medios homogéneos [26]-[30]. Sin embargo,
el uso de este indice de refraccion efectivo en la electrodindmica continua
de manera ingenua, puede conducir a grandes errores, como por ejemplo en
experimentos en donde se mide la reflexién del haz coherente. En articulos
recientes Barrera y Garcia-Valenzuela, [1], [31]-[32], han mostrado que las
mediciones de los coeficientes de reflexién para la onda coherente de un sis-
tema turbio con una interfaz plana, no son consistentes con los resultados
obtenidos cuando el indice de refraccion efectivo es sustituido en las férmulas
de Fresnel de la electrodindmica continua.

Mucho del trabajo publicado hasta ahora esta encaminado al calculo de la
constante de propagacion del haz coherente utilizando un enfoque de teoria
de esparcimiento. Probablemente el resultado maés simple conocido para el
indice de refraccion efectivo de la componente coherente de un sistema di-
luido de particulas grandes, es el llamado indice de refraccion efectivo de
van de Hulst. Aunque el resultado se puede rastrear a trabajos anteriores en
diferentes contextos, fue van de Hulst en su libro [33] sobre esparcimiento de
pequenas particulas, el primero en proporcionar una deduccién clara y sim-
ple. Basicamente, se obtiene analizando la transmision de una onda plana a
través de una “rebanada” de un sistema coloidal y calculando la superposi-
cion coherente de las ondas esparcidas. Después de promediar sobre todas las
posiciones posibles de las esferas se obtiene la onda coherente transmitida.
De la comparacién de este resultado con el obtenido para una onda trans-
mitida a través de un par de placas paralelas con el mismo espesor que la
“rebanada” lleno con un medio homogéneo equivalente, el indice de refrac-
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cién efectivo es identificado?. El indice de refraccién efectivo de van de Hulst
coincide con lo que se obtiene de teorias mas rigurosas en el caso de bajas
densidades. Un punto importante es que este indice de refraccion efectivo es
valido aun cuando las inclusiones en el sistema coloidal son grandes, hecho
que se verifico experimentalmente en esta tesis y lo reporto en un articulo
publicado en la revista New Journal of Physics [6].

Probablemente los primeros trabajos usando un enfoque riguroso de teoria
de esparcimiento para calcular la ecuaciéon de onda que obedece la onda co-
herente en un sistema con esparcidores localizados al azar fueron los trabajos
de Foldy y Lax entre 1945 y 1952 [35]-[37]. Desde entonces ha habido algunos
trabajos enfocados a extender el formalismo y los resultados de Foldy y Lax
[38]-[41]. El enfoque de la teoria de esparcimiento consiste en formular las
ecuaciones integrales de esparcimiento multiple y promediarlas, de donde se
obtiene una jerarquizacion en las ecuaciones en términos de la funcion de
correlacién de una, dos, tres, etc. particulas. Un truncamiento en la primera
etapa de la jerarquia es conocida como Aproximacion de Campo Efectivo
(ACE), mientras que un truncamiento en la segunda etapa, lo que incluye
una funcién de correlaciéon de dos particulas, se conoce como Aproximacion
Cuasi-Cristalina (ACC). Los resultados originales de Foldy y Lax corres-
ponden a la ACE y son solamente validos para sistemas diluidos, mientras
que la ACC es valida para sistemas un poco mas densos. Algunos investi-
gadores recientemente han empleado la ACC para calcular la propagacion,
transmision y reflexion de un sistema de inclusiones grandes distribuidas al
azar considerando una interfaz plana [41]-[43]. En todos estos trabajos so-
lamente se calcula, bajo el enfoque de teoria de esparcimiento, la constante
de propagacién efectiva, a partir de la cual se identifica el indice de refrac-
cién efectivo. Sin embargo, este enfoque no provee una descripcion de TME
completa, ya que para poder emplear el concepto de medio efectivo en las
ecuaciones macroscopicas de Maxwell, son necesarias las funciones respuesta
efectivas que rela01onan tanto al campo D con el promedio del campo E
como al campo H con el promedio del campo B y no es posible obtener
estas funciones respuesta a partir del conocimiento de solamente el indice de
refraccion efectivo. Por lo tanto, son necesarias ambas funciones respuesta
por separado, o lo que es equivalente, la relacién del promedio de la densidad
de corriente total inducida con los campos promedio E y é, a orden lineal

4Una derivacién similar a la empleada por van de Hulst se encuentra en el libro de
Bohren [34].
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en los campos. El enfoque de esta tesis de doctorado difiere de todos los tra-
bajos anteriores porque estd enfocada precisamente en este punto: primero
se calcula la relacién del promedio de la densidad total de corriente inducida
en el medio efectivo con el promedio de los campos eléctrico y magnético, y
a partir de esta relacion se identifica el vector de onda efectivo, obteniéndose
una descripcién completa del medio efectivo.

En la parte de teoria de esta tesis doctoral, en la que usaremos el sistema
internacional de unidades, el sistema coloidal que se estudia lo consideramos
constituido por particulas esféricas idénticas, polarizables y no magnéticas,
embebidas por simplicidad en el vacio y se considera que el sistema no tiene
fronteras, de modo que la propiedades calculadas son propiedades de bulto.
Las esferas tienen todas el mismo radio, estdn caracterizadas por el mismo
indice de refraccion y estan distribuidas al azar con una funcién de densidad
de probabilidad uniforme en todo el espacio. También consideramos que la
densidad de particulas es baja de tal forma que la Aproximacion de Cam-
po Efectivo sea valida. La relacion que se deduce en este trabajo entre el
promedio de la densidad total de corriente inducida y la componente co-
herente del campo eléctrico presenta una no localidad espacial (dispersién
espacial). Por total, como ya se comenté en el prélogo, se denota al hecho
de que todas las corrientes inducidas son consideradas, de modo que no se
hace una separacion de las corrientes inducidas en corrientes de polarizacion
y de magnetizacion. De esta forma, se obtiene una descripcién completa de
la TMEE con un solo tensor dieléctrico efectivo no local, al que llamaremos
generalizado, el cual contiene todos los efectos de induccién, inclusive aque-
llos tradicionalmente considerados como magnéticos. Dado que el sistema es
homogéneo e isotrépico en promedio, podemos caracterizar cabalmente al sis-
tema coloidal con las componentes longitudinal y transversal de dicho tensor
dieléctrico efectivo generalizado no local, las cuales se calculan en el espa-
cio de momentos y estan dadas en términos de las componentes diagonales
longitudinal y transversal del tensor de conductividad efectiva de una sola
particula aislada, o equivalentemente en términos de las componentes diago-
nales del operador de transiciéon T, (cantidad més conocida en la teoria de
esparcimiento) o bien como matriz T, de una sola particula aislada. Usando
un nuevo método ingenioso, se calculan las componentes longitudinal y trans-
versal de la matriz T, calculo que requiere unicamente el conocimiento del
campo eléctrico dentro de una sola esfera aislada en presencia de una onda
incidente generada por fuentes externas. A partir de las expresiones analiti-
cas de las componentes del tensor dieléctrico efectivo generalizado no local,
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presento un analisis numérico de la dependencia de dichas funciones con el
vector de onda y con la frecuencia, empleando pardmetros correspondientes
a materiales reales en la ventana de frecuencias del 6ptico. Los materiales
utilizados en el analisis numérico fueron, por un lado metales: oro y plata
y por otro lado aislantes: poliestireno y diéxido de titanio. Posteriormente
se identifican las relaciones de dispersién de ambos modos: longitudinales y
transversales, y resolviendo de manera iterativa el caso transversal se obtiene
un indice de refraccién efectivo dependiente de la frecuencia. Este indice de
refraccion efectivo se compara con los que se obtienen resolviendo la relacién
de dispersion para los modos transversales usando tres aproximaciones co-
nocidas, a las que llamamos: limite de onda larga, cuadréatica y cono de luz.
Utilizando pardmetros reales de los materiales antes mencionados presento
un andlisis numérico de los indices de refraccion efectivos como funcion de la
frecuencia, tanto aproximados como el exacto. El indice de refraccién que se
obtiene al resolver la relacién de dispersion usando la aproximacion de cono
de luz, coincide con el llamado indice de refraccién de van de Hulst, el cual
ahora reconocemos que tiene una naturaleza no local, con lo que es posible
explicar las inconsistencias encontradas en algunos articulos, en donde hacen
uso de estos indices suponiéndolos locales. Cabe senalar que en el rango 6pti-
co de frecuencias utilizadas para el andlisis numérico no encontré ninguna
solucién a la relacion de dispersion de los modos longitudinales.

Separando el promedio de la densidad total de corriente inducida en una
componente de polarizaciéon y en otra de magnetizacion, se obtiene la ca-
racterizacién tradicional en términos de una funcién dieléctrica efectiva y
permeabilidad magnética efectiva. Este esquema, que llamaremos esquema
€e— 1, es equivalente al esquema en el que se caracteriza al coloide con las
componentes longitudinal y transversal del operador dieléctrico efectivo ge-
neralizado no local, esquema que llamaremos esquema L—T'. Ambos esquemas
estan relacionados y podemos pasar de uno a otro sin perder informacion del
sistema. También presento el analisis numérico respectivo del esquema e—p y
discuto el significado fisico de la componente magnética, lo que ayuda a cla-
rificar el significado de la respuesta magnética de sistemas coloidales turbios.
Recientemente, la importancia de los efectos no locales en la propagacion
coherente de la luz en sistemas con inclusiones grandes distribuidas al azar
ha sido reconocida [44], aunque sin una base tedrica clara.

En la literatura es posible encontrar trabajos en los que se mide el indice
de refraccion efectivo de sistemas coloidales [26], [27], [45]-[51], suponiendo
como validas las férmulas de Fresnel de la electrodindamica continua, usando
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en ellas el indice de refraccion efectivo para la interpretacion de medidas de
reflexién. Sin embargo, ahora sabemos que el indice de refraccion efectivo que
caracteriza la propagacion a través del medio coloidal del haz coherente tiene
un caracter no local, por lo que no es posible utilizarlo en las formulas de
Fresnel. Recientemente publicamos, junto con el grupo de trabajo dentro del
cual realicé esta tesis, un articulo en la revista Optics Ezpress [32] en donde
se evidencia que efectivamente no es posible utilizar el indice de refraccién
en las féormulas de Fresnel para interpretar mediciones de reflectancia de un
sistema coloidal. Debido a las dificultades conceptuales presentadas en ex-
perimentos de reflexion, en la parte experimental de esta tesis se disend un
experimento enfocado a medir el indice de refraccion efectivo de un sistema
coloidal 6pticamente turbio, es decir, con inclusiones grandes en compara-
cién a la longitud de onda del haz incidente, haciendo uso del fenémeno de
refraccion de la luz, el cual no tiene los problemas conceptuales asociados
al fenémeno de reflexion. El método es relativamente simple y consiste en
medir el angulo de refraccion y la transmitancia de un haz laser que atra-
viesa un prisma hueco lleno con el sistema coloidal, el cual esta constituido
por particulas de poliestireno disueltas en agua desionizada. El experimento
se repitié para tres tamanos promedio de particula, obteniéndose para cada
uno el indice de refracciéon efectivo. Este trabajo se publicé recientemente en
la revista New Journal of Physics [6]. Para relacionar las mediciones con el
indice de refraccion efectivo desarrollé una generalizacién de la Ley de Snell
que toma en cuenta la geometria del prisma y el hecho de tener un indice de
refraccién complejo, cuyo calculo se encuentra en detalle en el apéndice D de
esta tesis. El indice de refraccion medido para cada tamano de particula se
compara con el predicho por van de Hulst, obteniendo un muy buen acuerdo,
lo que confirma que dicho indice de refraccién de van de Hulst también fun-
ciona para coloides con inclusiones grandes, proponiendo, ademas, y esto es
lo mas importante, una forma correcta de determinarlo experimentalmente.
En el desarrollo de la parte experimental, no sélo se logré medir simultanea-
mente la parte real e imaginaria del indice de refraccion efectivo con una
buena precision, sino que también se analizo la sensibilidad del método mo-
tivados por la posibilidad de emplearlo para caracterizar sistemas coloidales,
determinando el indice de refraccién de las inclusiones asi como su radio, lo
que es de gran interés desde el punto de vista de las aplicaciones tecnoldgi-
cas. Actualmente, se estd montando un experimento disenado para medir
espectroscopicamente tanto el angulo de refracciéon como la transmitancia,
empleando una fuente de luz blanca y como detector una CCD y un espec-
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trémetro, con el fin de automatizar el experimento del prisma con haz laser.
El disefio ha mostrado buena sensibilidad® y se sigue trabajando en el pro-
blema inverso: determinar a partir de las mediciones, el indice de refraccién
de las inclusiones como funcion de la frecuencia, asi como una distribucién
de tamanos de particula. El experimento se ha ido sofisticando poco a poco
con incorporacién de nuevo equipo y se han ido solventando los problemas
técnicos encontrados.

Esta tesis de doctorado tedrico-experimental estd organizada como sigue:
en el capitulo 1 se presenta la parte tedrica de la tesis asi como el analisis
numérico; en el capitulo 2 la parte experimental; después las conclusiones de
la tesis y por ultimo un capitulo llamado “Perspectivas” en donde se plantean
algunas lineas del trabajo a futuro.

5Tanto el arreglo experimental como algunos resultados preliminares se muestran en el
Cap. Perspectivas de esta tesis.



Capitulo 1

Respuesta electromagnética de
un sistema coloidal: usando un
método alternativo novedoso



2 CAPITULO 1.

En este capitulo describiremos la respuesta éptica de sistemas coloidales
empleando un enfoque de medio efectivo, que como ya se mencioné en la intro-
duccion, consiste en reemplazar el sistema coloidal por un medio homogéneo
ficticio, el cual conserva las propiedades épticas del sistema inhomogéneo
a través de funciones de respuesta efectivas. El sistema coloidal particular
que nos interesa estudiar esta constituido por una coleccién de N inclusio-
nes esféricas idénticas, polarizables y no magnéticas, que estan distribuidas al
azar dentro de un volumen V', en el limite cuando tanto N — co como V — oo,
pero manteniendo el cociente N/V finito. El sistema de esferas estd embe-
bido en una matriz que por simplicidad supondremos es el vacio y no tiene
fronteras, de modo que las propiedades que se estudiaran seran propiedades
de bulto. Las inclusiones esféricas de radio a estan caracterizadas por una
funcién dieléctrica dependiente de la frecuencia €¢(w) y una permeabilidad
magnética pu(w) = p,, donde p, es la permeabilidad magnética del vacio.
Consideraremos que el sistema coloidal se encuentra en el limite diluido y
que es homogéneo e isotropico en promedio. Es importante subrayar que el
tamano de las esferas no esta restringido a ser pequenio en comparacién a la
longitud de onda del campo incidente y que estamos usando el sistema de
unidades SI.

Las funciones respuesta efectivas que caracterizan al sistema coloidal se
calculan utilizando un método nuevo alternativo, el cual consiste en calcular
el tensor de conductividad efectiva generalizada no local, a partir del calculo
de la densidad de corriente total promedio inducida en el sistema coloidal.
Por generalizada y total, queremos denotar que se estan considerando todos
los posibles mecanismos de induccion de corriente, no sélo las corrientes de
conduccién y de polarizacion, sino también aquellas tradicionalmente consi-
deradas como responsables del magnetismo.

La forma tradicional de analizar la interacciéon de una onda electromagnéti-
ca con un medio inhomogéneo es por medio de las ecuaciones integrales de
esparcimiento multiple, en las cuales aparece el operador de transicién o
también conocido como matriz T, el cual contiene la informacion sobre las
propiedades de esparcimiento de las inclusiones en el coloide. A partir de es-
tas ecuaciones integrales es posible calcular los campos eléctrico y magnético
en cualquier punto del espacio [35]-[37], [41]. De manera analoga a la deduc-
cion de las ecuaciones de esparcimiento multiple para los campos, es posible
escribir un conjunto de ecuaciones integrales para la densidad de corriente
total inducida que, considerando la Aproximacién de Campo Efectivo (ACE),
es posible resolver empleando un procedimiento analogo, en esencia, al uti-



lizado por Gustav Mie [19] para resolver el problema de esparcimiento de
una particula esférica en presencia de un campo electromagnético incidente.
Una vez que se cuenta con la solucion para el promedio de la densidad de
corriente total inducida se puede definir el tensor de conductividad efectiva
generalizada no local, que es proporcional a la matriz Ty por tanto contiene
la misma informacion sobre el sistema, y considerando ademas que el siste-
ma coloidal es isétropo, es posible calcular las proyecciones longitudinal y
transversal del tensor de conductividad efectiva generalizada no local (o del
operador de transicién T'), en las cuales estd contenida toda la informacién
sobre la respuesta dptica del coloide. A partir de estas componentes es posi-
ble calcular las componentes longitudinal y transversal del tensor dieléctrico
efectivo generalizado no local, lo que denotaremos como esquema L—T'. Equi-
valentemente al esquema L —T' es posible construir el esquema tradicional,
que denotaremos como esquema €— i, en el cual se caracteriza al medio por
una funcién dieléctrica efectiva no local y por una funcién permeabilidad
magnética efectiva no local. Ambos esquemas son equivalentes y estan re-
lacionados entre si. Es importante resaltar que, aunque las particulas que
componen el sistema coloidal asi como también la matriz en donde estan em-
bebidas sean no magnéticos, u = 1, el sistema efectivo presenta una funcién
de permeabilidad magnética efectiva no local.

Las funciones respuesta efectivas, ya sea en el esquema L—T o en el
esquema € — p, contienen no sélo la informacién sobre la propagaciéon del
haz dentro del coloide, es decir, la informacién sobre un indice de refraccion
efectivo no local, sino que contienen la informacién de las funciones respuesta
por separado, lo cual es indispensable si se quieren estudiar problemas como
el transporte de energia en el coloide o de reflexion por una interfaz medio
homogéneo-coloide.

A partir de las expresiones para las funciones respuesta, se realiza un
analisis numérico para ambos esquemas considerando diferentes sistemas co-
loidales constituidos por esferas conductoras (oro y plata) o aislantes (po-
liestireno y diéxido de titanio). Por dltimo, se obtendrén las relaciones de
dispersién del sistema, tanto para los modos longitudinales como para los
transversales, pudiendo identificar de ésta ultima un indice de refraccién
efectivo para el coloide. Podemos resolver la relacién de dispersién en for-
ma exacta, al igual que empleando diferentes aproximaciones, de manera que
podemos analizar numéricamente las funciones aproximadas para el indice de
refraccién efectivo en comparacién con la funcién exacta, para los diferentes
sistemas coloidales constituidos con los materiales antes mencionados.
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1.1. Calculo de la respuesta efectiva de un
sistema coloidal

Partiendo de las ecuaciones de Maxwell, suponiendo variaciones armoni-
cas en el tiempo de los campos eléctrico y magnético, que tienen la siguiente
forma

V x E(T;w) =iwB(T;w), (1.1)
V X B(fiw) = —iwep B(F;w) 4+ p J(7;w), (1.2)

en donde J es la densidad total de corriente, podemos sustituir B de la Ec.
(1.1) en la Ec. (1.2), obteniendo la ecuacién de Helmholtz vectorial

V XV x E(F;w) — KE(F;w) = iwp (7;w), (1.3)

en donde i = /=1y k2 = w?ep. En general todos los campos oscilardn con
frecuencia w, de modo que en lo siguiente, cuando no haya lugar a confusio-
nes, podemos omitir la dependencia con w. Podemos separar la densidad de

-

corriente total J(7) como
) = Tean(7) + Ty (), (1.4)

en donde jext es la densidad de corriente externa que genera y acompana a la
onda electromagnética incidente que, en el caso en que fm = 0, entonces la
onda incidente sera una onda electromagnética libre. J:Zt‘d es la densidad de
corriente total inducida en el sistema coloidal por el campo electromagnético
incidente que oscila con una unica frecuencia w. Por total queremos indicar
que todas las corrientes posibles inducidas en el sistema estan siendo con-
sideradas, no sélo las corrientes de conduccion y de polarizacién, sino tam-
bién aquellas corrientes cerradas que producen efectos magnéticos. Entonces,
considerando que las componentes del sistema coloidal son no magnéticas,
podemos reescribir la Ec. (1.3) de la siguiente forma

VXV x B(7) = RBE() = iwpg [J5A7) + Ta®)] . (15)

Una solucién formal para el campo eléctrico E(7) de la Ec. (1.5), en términos

-

de la fuente J(7) estd dada por
= ) — Sind = . .
E(F) =iwpy | Go(r,7") - [Jtzo’z (7" + Jext(r')} dr’ =

= Epe(7) + iwpg / o7, 7') - Jimd(7") dF, (1.6)
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en donde

—

— =
Eine(F) =iwpg | Go(T,7") + Jewe(7") dr”, (1.7)

— >
es el campo incidente producido por las fuentes externas Je,; y Go(7,7") es
la funcién didadica de Green en el espacio libre que obedece la ecuacién

V X V x Go(F,7') — k2 Go(F,7") = T 8(F,7"). (1.8)

La funcion didadica de Green se puede escribir en términos de la funcién

escalar de Green, denotada por go(7,7’)!,

1

Go(F, i) = {7} + ﬁvv] 907, 7). (1.9)
0

Sustituyendo la Ec. (1.9) en la Ec. (1.8), obtenemos la ecuacién que satisface

la funcién escalar de Green?

(V* + k5) go(,7") = —o(7 — "), (1.10)

que, escribiendo la Ec. (1.10) en un sistema de coordenadas esféricas, se
encuentra que la solucion para la funcién escalar de Green en el espacio libre
esta dada por
gol7, ) = —— SRR~

4 |7 — 7|
en donde la constante 1/47 se encuentra integrando la Ec. (1.10) sobre
una esfera infinitesimal de radio ¢ centrada en el origen y haciendo uso del
Teorema de Gauss.

, (1.11)

1.1.1. Caso de una particula

Considerando el caso de tener un solo esparcidor esférico embebido en
el vacio, centrado en el origen del sistema de coordenadas, ocupando un
volumen V},, no magnético (1 = p, donde i, es la permeabilidad magnética
del vacio) y caracterizado por una funcién dieléctrica

o | og(r) siTel,
e(r)—{ o ardv (1.12)

Wer libro de Kong [52], pag. 504, Ec. (4.2.7).
2En donde notamos que el operador V x V x aplicado al segundo término de la Ec. (1.9)
es cero, puesto que el rotacional de un gradiente es cero: VXV xVV =V x(VxV)V =0.

.z - A 92
También hemos utilizado el hecho de V x V x ( I g9) = VVygy — I VZgo.
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donde € es la permitividad eléctrica del vacio, en presencia de un campo
eléctrico incidente Ej,., podemos ver que, mientras la corriente inducida Jtlo’;d
en la particula esférica responde de manera local al campo electrlco interno
EI, lo hace de manera no local al campo eléctrico incidente Emc, es decir,

T w) = 0,(Fyw) Ef(Fiw) = | @R 7 w) - Ee(F;w) dF’, (1.13)
VP
en donde
L oopw) siTel,
O-I)(Taw) - { 0 Si ,,:'gé ‘/;p ) (114)

NL

es la conductividad local y (F; es el tensor de conductividad no local de una

esfera aislada. Esto es facil de entender, porque mientras E; tiene informacién
sobre el tamano y la forma de la esfera, al igual que sus propiedades de
polarizacion, Emc no tiene esta informacién, de modo que dicha informacion
debe de estar contenida en el tensor de conductividad no local o, TNL cuyo
rango de no localidad esta dado por el tamano de la esfera.

Considerando el caso en que 7 € V,, el campo interno estd dado por la

Ec. (1.6), es decir,
= - -1 — . — - — Tind /=1 —/
E[(7) = Eipe(T) + zw,uo/ Go(7,7") - T4 (7" dr” (1.15)
Vp

y sustituyendo E; en la Ec. (1.13) obtenemos una ecuacién integral para la
densidad de corriente inducida J,n¢

Bone®) +iwpy | Go(7, ") - Jimd(7) dF’] . (1.16)

Vp

Jigp" (7') = 075 w)

donde 77 € V,,. Podemos obtener una solucién formal de esta ecuacion integral
empleando un procedimiento iterativo, es decir,

Jti)?d(F) =0p

— < —
Emc(F) + iWMOUp / G()(F, F/> . Eznc(Fl>d77, +
Vp

+ (1 whtgoy) / / Go(F,7') - Go(F',7") - Byo(®") dF"dF" +...|, (1.17)
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que podemos reescribir como

j;ZtLd(F) = /V Op [5(7?— F,)T +rwpg Upa(ﬁ ™)+

P

. 2 T o N A o o g=on - AN
+ (iwpyop) Go(T,7") - Go(F", 7)) dr" + .. .| - Epe(r") dr.  (1.18)

Vb

Comparando con la segunda expresion de la Ec. (1.13), podemos identificar
“=NL

O'p CcOo1mo

TN ) = o, [5(?— )

+  (iwpyoy) / Go(7,7") - a(F”,F’) dr” +...|,(1.19)
Vp
de donde observamos que
G NHF ) =0 para ¢V, y 7' ¢V,. (1.20)

La serie de la Ec. (1.19) es equivalente a la ecuacién integral

TN ) = 0, (F) la(f—f’)?ﬂ'wuo / Go(7 7" - GNEF" 7 |
Vo

(1.21)
Como se mencioné anteriormente, el tensor de conductividad efectiva no
local juega el papel del operador de transicion o matriz T, notacién empleada

en teoria de esparcimiento. A partir de la Ec. (1.21), multiplicando por ¢ wy,
obtenemos

iwpy T NHF ) = iwpgo,(F) [5(77— F’)?—l—

P

+/ a(F,F”).iwuo‘F;,NL(F”,F’)dF”], (1.22)
V,

y definiendo® lo que se conoce como funcién potencial en teoria de esparci-
miento*
U(F) = i0goy(7) = o len(F — o), (1.23)

3Utilizando la relacion €,(7) = €y + Lo, (7).
4Ver libro de Kong [41], pdg. 203, Ec. (5.2.2).
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obtenemos

iwpy G = UG [0 =) T +

+ Go(7,7") - iwpy @, V(" 7Y dF" |, (1.24)
Vo
de donde podemos identificar
iwuy TV ) = T (7,7), (1.25)

por lo tanto, vemos que la Ec. (1.21) es equivalente a la ecuacién integral que
satisface el operador de transicion T, conocida como ecuacién de Lippmann-
Schwinger®,

—> < R
SF—7)T + / Go(7,#") - T (F" .7 dF"|, (1.26)

Vo

de modo que tenemos la relacién

1
GNL(F ) = —— T (7, 7). (1.27)

1.1.2. Caso de N particulas

Consideraremos ahora un sistema de NV particulas, que ocupan volimenes
Vi, Va, ..., Vn, tal que la j-ésima particula, centrada en 7, estd caracterizada
por una funcién dieléctrica €; y permeabilidad magnética j, (no magnéticas).
La corriente total inducida en el sistema estara dada en este caso por

N
Tond () =3 ) = / TGN — 7, 7 — ) - EF(R) di”) (1.28)
=1 =1

o bien, en términos de la matriz T,

N
- . 1 ,
Ty = STy = S [ T ) B (1.29)

Ver libro de Kong [41], pag. 201, Ec. (5.1.33)
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en donde J™ es la densidad de corriente inducida en la [-ésima esfera,
e e s -
centrada en 77, o,V es el tensor de conductividad no local de la I-ésima

esfera, que juega el mismo papel que el operador de transicién 7}, y Elexc es
el campo eléctrico de excitacion en la esfera [-ésima, el cual se define como
la suma del campo eléctrico incidente mas el campo eléctrico producido por
las corrientes inducidas en todas las particulas esféricas, con excepcion de la
[-ésima, es decir,

= Epme(7) + i wptg Z // 7Y - TR d L (1.30)

J=1,j#l

Podemos observar que, aunque J;md es diferente de cero solamente dentro del

volumen de las esferas, ya que a su vez ‘o, V* se anula fuera de las particulas,

el campo eléctrico de excitacion esta definido en todo el espacio.
Sustituyendo la expresién para jli”d, Ec. (1.28) en la ecuacién anterior,

—exc, , |, . .
El (T; 1,7“2,...,7“[,...,7“]\[):Emc< —i—zcu,uo E

J=1,3#l

L L. . —exc,, _, - =
.?NL(T—Tjurﬂ—Tj)'Ej (Ta LT2y. T gy T )dT”d (131)

obtenemos un conjunto de ecuaciones integrales acopladas para el campo de
excitacién. Entonces, para conocer el campo de excitacion sobre la esfera
[-ésima tenemos que conocer el campo de excitacion en todas las demas
esferas resolviendo el conjunto de ecuaciones integrales acopladas, lo cual no
es trivial!

Podemos reescribir la Ec. (1.31) en términos de la matriz 7' como

 exc . N —»
E, (rm, e, T TN) = E mcr E

J=1,j#l
<~ — eXC

. Tj(F—F},F” —7?;) 'Ej (T 7“1,7’2,... 7?;, )dﬁwdf'/, (132)

obteniendo el conjunto de ecuaciones integrales acopladas, lo que se conoce
en teoria de esparcimiento como la segunda ecuacion de las Ecuaciones In-
tegrales de esparcimiento mailtiple de Foldy-Laz [35]-[37] para el campo de
excitacion. La primera de las ecuaciones de Foldy-Lax relaciona el campo
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eléctrico total en cualquier punto del espacio con el campo de excitacién, que
puede escribirse como

— —

N
E(7) = Einel(7) +iwpg Y / Go(F, ) - T (7" dF, (1.33)
j=1

en donde, a través de la Ec. (1.29), J_'j""d se relaciona con el campo de exci-

tacién ETM. El segundo sumando del lado derecho de la igualdad se conoce
como campo esparcido, de modo que en general podemos escribir que el
campo eléctrico en cualquier punto del espacio es igual a la suma del campo
incidente mas el campo esparcido

— —

E(F) = Ejne(7) + Eugy(F) . (1.34)

1.1.3. Promedio configuracional

Hasta el momento hemos considerado que tenemos una distribucion es-
pacial de particulas esféricas fija, con lo cual podriamos calcular la densidad
de corriente total inducida de sélo una configuraciéon particular. Sin embargo
estamos interesados en el estudio de sistemas coloidales, por lo que necesita-
mos realizar un promedio de ensamble de las ecuaciones. Existen diferentes
formas de promediar, sin embargo la apropiada para este caso es el promedio
configuracional (ver Apéndice A).

Consideremos que la funcién de densidad de probabilidad de encontrar a
la primera particula en 77, la segunda en 75, ..., vy la N-ésima particula en
7y estd dada por p(7y, 7, ..., 7y ). Utilizando la regla de Bayes® o el teorema
de las probabilidades compuestas, podemos expresar esta probabilidad en
términos de probabilidades condicionadas

P, oy TN) = p(F) (T, Ty oo Ty PN | 7)) =

en donde ~ indica que ese término estd ausente. La funcién p(7;) es la fun-
ciéon de densidad de probabilidad de encontrar la particula ¢ en la posi-
cién r;, mientras que p(7; | 7;) es la probabilidad condicional de encontrar

La regla de Bayes se deduce inmediatamente de la definicién de la probabilidad con-
dicional: p(b|a) = p(a Nbd)/p(a), ver ref. [53], pig. 124.
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la particula ] en la posicién 7; dado que la particula i estd fija en 7; y

’
—

p(r1, 7oy o Ty, T ,7n | 7i,7;) es la probabilidad condicional de en-
contrar la primera partlcula en la posicion 7, la segunda en 75, ... y la
N-ésima en 7y, cuando la i-ésima y la j-ésima particulas estan fijas en 7; y
T, respectivamente.

En el caso de tener una distribucion de tamanos de las particulas, o
que éstas no sean esféricas, podemos incluir informacién particular de ca-
da particula como §1, S5, ..., Sy, que pueden ser orientaciones, tamanos, etc.
Entonces la probabilidad del conjunto de N particulas localizadas en un vo-
lumen drdrs - - - dry, con sus variables internas en ds;dss - - - dSy, esta dada
por p(’/_’i, F27 Ce ,FN; §1, §2, ey §N> dfldfg st dFN d§1d§2 s dgN, cuya integral
estarfa normalizada a la unidad. Sin embargo, para el problema que estamos
considerando, en el que tenemos un conjunto de N particulas esféricas idénti-
cas, las variables internas §; no son necesarias.

En nuestro caso, las particulas estan distribuidas al azar, de modo que
la funcién de densidad de probabilidad de una sola particula esta dada por
p(7;) = 1/V, donde V es el volumen accesible para las particulas. Calculando
el promedio configuracional, denotado por (- --), de la densidad de corriente
total inducida, Ec. (1.28), omitiendo la dependencia implicita de tanto Jtmd
como de Elwc sobre las posiciones de las N particulas 7,75, ...,77,...,TN,
tenemos

(Tt 7) Z [{@sm = - By ar (130)

y empleando la definicién de promedio configuracional tenemos”

<j;l£d (f’):/.../p(Fl,Fg,...,f},... )J;O?d( Ydirdry ... dry ... diy =
N
:Z// T‘l ?ZNL 7?—7:2,77,—Fl)/.../p(Fl,FQ,...,?l,...,FN|ﬁ)><
x By dridFy . .. dF, . .. diy dFy di, (1.37)

en donde hemos utilizado la regla de Bayes, primera igualdad de la Ec. (1.35),
notando que <FZN L no depende de la posicién de las esferas en el coloide, con

"En donde hemos omitido la dependencia de tanto la densidad de corriente total indu-
cida como del campo eléctrico de excitacion sobre las posiciones de las esferas, es decir,
Tind(= = = exc = g
JI (P Ty, Py ey Ty, TN) Y E (PP, Ty oy Ty e TN ).
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excepcion de la particula [-ésima. Podemos reescribir la ecuacién anterior,
Ec. (1.37), como

N

(1) 52 (700

Z// L7 7 f_ﬁ).<ﬁewc>l(f';ﬁ)dﬁdf’, (1.38)

=1

en donde

e:vc —»l —»
<E / / 7"1,7’2, le' TN | Tl)

E”C(r T1y Ty e ooy Tl e, ) diydiy . . d7 ..dry, (1.39)

es el promedio configuracional del campo de excitacién manteniendo la particu-
la [-ésima fija que, una vez realizado el promedio configuracional, depende
solamente de la posicién de la [-ésima esfera.

Fisicamente, en lo que consiste el calculo del promedio configuracional de

<Jlmd> es en fijar el vector posicién en 7y mover la particula l-ésima a todas

las posiciones accesibles del sistema, sumando su contribuciéon al promedio
de J™ cuando 7 se encuentre dentro de la particula, como se muestra en la
Fig. 1.1.

Figura 1.1: Contribucién al promedio configuracional de la densidad de corriente
inducida por la particula 1-ésima.

Una vez que hemos realizado el promedio configuracional, <J£gd> es in-

dependiente de la posicién de las N particulas, de modo que cada término
de la suma de la Ec. (1.38) serd idéntico, por lo que podemos reemplazar la
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suma por N, entonces

N

S (AmE) = N (T ) = (Tt ) ), (1.40)

=1

en donde <j i”d> es el promedio de la corriente inducida debida a cualquiera

de las N particulas. Por otro lado, hemos considerado una funcién de den-
sidad de probabilidad para las esferas uniforme, 1/V lo que es equivalente
a decir que se estan despreciado correlaciones entre las particulas, de modo
que finalmente obtenemos que el promedio configuracional de la densidad de
corriente total inducida en el sistema coloidal esta dada por

N —
<thzd 7:» // <—>NL 7” —7"[,7" _Tl> <Ee:vc>l(7:»/;7:»l) dﬁ dF/ (141)

1.1.4. Aproximacién de campo efectivo

La aproximaciéon mas baja en las ecuaciones integrales para el promedio
de la densidad de corriente inducida en el sistema es la conocida en teoria
de esparcimiento como la Aproxzimacion de Campo Efectivo (ACE), la cual
consiste en considerar que

<Eewc>l(f';ﬁ) ~ <E>(F), (1.42)

en donde <E > es el promedio configuracional del campo eléctrico total en

cualquier punto del espacio, también conocido como campo coherente. Esta
aproximacion, que consiste en despreciar la componente difusa del campo
eléctrico, es valida para sistemas en donde la concentracion de particulas es
muy baja, es decir, en el limite diluido. Considerando la aproximacién ACE
en la Ec. (1.41) obtenemos

N -
<J£éd // <—>NL — 7,7 =) <E>(F’) dr dr’ . (1.43)

En términos del operador de transicién, notacién mas conocida en teoria
de esparcimiento, el promedio configuracional de la densidad de corriente
total inducida en el sistema tomaria la siguiente forma

<Jti§£d>(F oV // Ty(7 — 7,7 —77) - <E>(F’)dﬁdf’. (1.44)
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Cualquiera de las dos ecuaciones equivalentes anteriores, Ec. (1.43) o Ec.
(1.44), es la relacién central en el procedimiento alternativo para el calculo de
las funciones respuesta del sistema coloidal. Podriamos continuar trabajando
en términos del tensor de conductividad no local, sin embargo la notacién
usual en teoria de esparcimiento es a través de la matriz T, por lo que con-
tinuaremos bajo este esquema. Cabe senalar que ambos planteamientos son
enteramente equivalentes, como se mostrara mas adelante, ya que solo esta-
mos cambiando la notacién y no la fisica del problema.

Pasando al espacio de momentos a través de la transformada de Fourier,
podemos escribir que

Ty — 7,7 = 7) =

dp dp’ N e T ot o o
= /W/W expip- (F—7)] T (p,p") exp [—ip” - (F' — 7)], (1.45)
de modo que el promedio configuracional del la matriz T esta dado por

1
(TiF=7.7 =) = - | TiF =77 =) dii =

~ [T 55 [ ool =R T Gy exp i (7 = ) (140

El integrando lo podemos reescribir como

<~

exp i 7 exp [~ip- 7)) T

p,p") exp [—ip” - 7' exp [ip’ - 7] =
T

€
(7,p") exp [=ip” - 7] exp [i(p" — ') - 7],

( >
7]

= exp [ip-
entonces tenemos que
— o oy .
< (7 — 7,7 — m)> =
dp dp’ dry
=[5 [ exp (i 71 T (.5 exp [=ip” - 7] [ Thexp [i(5 = ) - 7,
(2m)? J (2m)?

pero sabemos que

/ exp[i(F — §) - 7] dit = (20)° 65 — "), (1.47)

de modo que finalmente obtenemos

(T =) = 3 [gmsewli (=N TG, (148)
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Podemos observar varios puntos relevantes de esta ecuacién: el promedio
configuracional del operador de transiciéon T ya no depende de la posicién de
las particulas, pues hemos integrado respecto a 77; el promedio de T' depende
solamente de la diferencia #—7"', de modo que tenemos invariancia traslacional
en el sistema; y por ultimo, la transformada de Fourier del operador de
transicién ya no depende de p'y p”’, sino solamente de p: ?(ﬁ, p'=7).

Entonces, tenemos que el promedio configuracional de la densidad de
corriente inducida en la particula I-ésima esta dado por

0= e [

ind

sexplip- (7= )| T (5,9)-( E)(), (1.49)

aunque realmente <jz > ya no depende del subindice [, pues ya no depende

del centro de las particula 7, asi que la densidad de corriente total inducida
en el sistema esta dada por

(T () = fj (T () = N (J™)() =
= 2 far [Es el (7= T 5.5) - (), (150

iwhy

en donde ng = N/V es la densidad de particulas en el sistema coloidal.
Si escribimos <£@@d> y <E > en términos de sus transformadas de Fourier,

y las sustituimos en la Ec. (1.50), obtenemos
dﬁ Tind .
[z el 71T ) =
N dﬁ” 51 ! 0\ (=
T — E .
wuo/ /27T explip’- (77— 7)) (p,p)/@ﬂgexp[ ip ]< >(p )

El lado derecho de la igualdad en la ecuacion anterior la podemos escribir de
la siguiente forma

no dp e L AP . o o
. T ’ <E> " d / 1 _ . ! ,
2 [ el 1T 07) [ s () [ exo 67" = ) -7
en donde nuevamente

[exolitr” —5) - 71 d = 2mPs(” - ) (1.51)
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de modo que tenemos que

/ v, i f]<fmd>(*) o / v, lip- 7] T (5, 7) <E>(*)
——eX . [ ——eX . .
(271')3 plwp tot p ZCUMO (27]_)3 plwp P Dp),

lo que implica que

(T @) = =T (5.p) - (E) ). (1.52)

Wity

Si en vez de la matriz T hubiéramos continuado el desarrollo con el tensor
de conductividad no local, el procedimiento seria el mismo y llegariamos a la
siguiente expresion

(T @) = G5 5) - (E) (7). (1.53)

Finalmente, ya sea la Ec. (1.52) o la Ec. (1.53), hemos llegado a una ecua-
cién algebraica para el promedio configuracional de la densidad de corriente
total inducida en el sistema, que podemos identificar como una Ley de Ohm
Generalizada no local en donde la conductividad efectiva estd dada por

Ty (Fw) = ——T (7.7.w). (1.54)
LWy
El término “Generalizada”nos recuerda que estamos considerando todas las
posibles corrientes inducidas por todos los posibles mecanismos, no sélo las
corrientes de conduccion y de polarizacion, sino también aquellas corrientes
cerradas que producen efectos magnéticos.

1.1.5. Esquema L-T

Definiendo los operadores de proyeccién longitudinal PL y transversal PT
como R ) -
Pt=pp v P'=T1 —pp, (1.55)

donde p = j/p es el vector unitario en direccién p, podemos expresar la ley
de Ohm generalizada no local como

(JndyE ‘ot ot (E)
= b
(T CA A (E)T
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en donde las cantidades vectoriales son proyectadas como

(T = PHD (T,
(EYMT) = pHD) (E), (1.56)

mientras que las cantidades tensoriales como

?;%L(TT) —  pL®) . ﬁf‘ pL(T)’
?;fT(TL) = pHD) .G, PTW), (1.57)

El supraindice L(7T) denota la componente longitudinal (transversal). Sin
embargo, dado que el medio efectivo es homogéneo e isotrépico, no existe

acoplamiento LT de modo que ‘o7 =7 {" =0, y entonces podemos escribir
Gt =ol P T =gl T —pp 1.58
o =0g(p,w)pp Y Oy =0g(pw) PP, (1.58)

en donde las dos funciones escalares o eLf y 05 son llamadas las componentes
longitudinal y transversal del tensor de conductividad efectiva generalizada
no local, respectivamente. Entonces, podemos escribir

=

— L A A T A A A
Uef(p, w) = Uef (p7 w) pp+ Oef (p7 w) [ I _pp] : (159)

De manera andloga, podemos escribir el operador de transicién 7' en térmi-
nos de sus componentes longitudinal 7" y transversal T'7, que también son
funciones escalares

<

A L A T T A
T (p,p,w) =T (p,w)pp+T (p,w)[f —pp], (1.60)

Finalmente, podemos escribir la ley de Ohm generalizada no local como

(Ji®) = o H(EYr + 0 L (E)T, (1.61)

en donde n
MO — 0D (p, ). 1.62
Uef iwﬂg (paw) ( )

Introduciendo el vector de desplazamiento eléctrico

D = ek + P, (1.63)
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donde €q es la constante dieléctrica del vacio y P es tal que satisface
cima | OP
d
Jot” = 57 (1.64)
y dado que estamos considerando que todos los campos oscilan armoénica-
mente con frecuencia w, es decir P ~ exp [—iwt], entonces P = (i/w)Jne de
modo que sustituyendo en la Ec. (1.63) tenemos

T
_l’_

—. <~ — —
D=c¢ —Jnd — ( I e+ —?;f> -E ="y E, (1.65)
w
en donde hemos empleado la ley de Ohm, de modo que finalmente podemos
identificar ,
— i
€= I o+ —"0u. (1.66)
w
Empleando la Ec. (1.62) podemos relacionar las componentes longitudinal
y transversal de ?;f con las componentes del operador de transicion de la
siguiente forma
. n
e (p.w) = 1+ 5 T (pw), (1.67)
0
en donde € = €/¢y. Con esta definicién para P vemos que la relacién usual
entre el vector de desplazamiento eléctrico y el vector eléctrico se cumple

D = ‘e (E) = &4 (E)" + EL(E)T. (1.68)

Dado que <jtf§t‘d> es la corriente total inducida, todos los efectos considerados
como magnéticos estan incluidos en ?ef, de modo que el campo H estara dado
simplemente por H = B / to-

La descripcion de la respuesta electromagnética del sistema en términos
de las dos funciones € é y Eg}, lo denotaremos como esquema L-T.

1.1.6. Calculo de las componentes longitudinal y trans-
versal de la matriz T

A partir de la Ec. (1.67) podemos apreciar que las componentes longi-
tudinal Eé y transversal EeTf de la funcion dieléctrica efectiva no local que
describe la respuesta electromagnética del sistema coloidal, estan dadas en
términos de las componentes del operador de transicién de una sola esfera,
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de modo que el problema ahora es como calcular las componentes del opera-
dor de transicion o matriz T. El procedimiento estandar seria transformar al
espacio de momentos la ecuacién integral de Lippman-Schwinger, Ec. (1.26),

T (F,7") =U(F)

5(F—7)T +/ Go(7 7"y T (7", 7"y di”" |,
Vo

y resolverla en elHespacio de Fourier para el caso ¢ de un solo esparcidor esféri-
co, obteniendo T (p,p’), y finalmente tomar T (p,p’ = p’). Tsang y Kong
[40] han ideado un método para resolver este problema empleando una base
esférica. Sin embargo, el camino que seguiremos sera un procedimiento alter-
nativo que nos conducira directamente a <T>(ﬁ, 7' = p) sin tener que resolver
la ecuacién integral.

Consideremos el problema de una sola particula esférica, en donde po-
demos escribir que la densidad de corriente total inducida en ella responde
localmente al campo interno, es decir, de la forma de la primera igualdad de
la Ec. (1.13)

T (73 w) = op(w) Er (7 w), (1.69)

donde o, es la conductividad local de la particula esférica y Ep es el campo
eléctrico dentro de la particula. Empleando la Ec. (1.29) para el caso de una
sola esfera centrada en el origen,

Jind(7s ) = T (7,7 w) Eine(F'; w) i’
tot ) iwuo v ) ’ mce ) )
P

podemos relacionar E con el operador de transicion y escribir una relacién
andloga a la Ec. (1.13) en términos de la matriz T

. . 1 .
Jt’;d(ﬁw) = 0,(w)E(Tw) = - / ?(F, 7' w) B (T w)dr’. (1.70)

Ahora, consideremos que en la Ec. (1.70) el campo eléctrico incidente es
el campo correspondiente a una onda plana electromagnética con vector de
onda p, independiente de la frecuencia w, y amplitud Ejy, es decir,

—

Eie = Eyexp ip- 7). (1.71)

Esta onda plana no es una onda electromagnética libre sino que es generada,
en general, por fuentes externas: una densidad de corriente externa J..; y
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una densidad de carga externa p,,;, de modo que el vector de onda p'y la
frecuencia w se pueden modificar de forma independiente. Dado que el obje-
tivo es calcular las componentes T (p, w) y estas funciones escalares estén
asociadas a las componentes LL(TT) del tensor de conductividad efectiva
generalizada, podemos dividir el calculo en dos casos diferentes: cuando el
plano de incidencia de la onda es longitudinal (L) y cuando es transversal
(T).
A partir de la Ec. (1.70) observamos que para poder calcular las compo-
nentes del operador de transicion, necesitaremos calcular primero el campo
interno E;. Esto lo haremos siguiendo un procedimiento similar al emplea-
do por Gustav Mie [19] para resolver el problema de esparcimiento de una
esfera en presencia de una onda plana electromagnética libre incidente. La
diferencia de nuestro calculo al que realiz6 Mie en 1908 es que en nuestro
caso tenemos una densidad de corriente externa fezt y una densidad de carga
externa p,,;, que generan y acompanan a la onda electromagnética incidente,
es decir, la onda incidente no es una onda libre.

Una vez que hayamos calculado el campo eléctrico interno EI, podemos
calcular la densidad de corriente total inducida en la esfera a través de la
relacién Jim(7; w) = ,(w)E; (7 w). Después calculamos la transformada de
Fourier de la corriente inducida ft’ﬁd(ﬁ ;w) y junto con la Ec. (1.52) para el
caso de una sola particula esférica, que tiene la siguiente forma

1 «—

T (p,7;w) - E 1.72
iW,LLO (p,p,W) 05 ( )

thgd(ﬁ; W) =

podemos finalmente calcular las componentes del operador de transicion
TYT)(p: w). Estas componentes corresponden a las proyecciones LL(TT) del
tensor de conductividad efectiva y para calcularlas tomaremos la proyeccion
L(T) de J™ (5 w) para el caso en el cual la onda plana incidente tenga el
caracter L(T') correspondiente.

Calculo de T'T

Para el calculo de la componente transversal del operador de transicién o
matriz T, consideremos el problema de una sola particula esférica de radio a
en el vacio, centrada en el origen y caracterizada por una funcion dieléctrica
¢7(w) y por una permeabilidad magnética p; = p,, donde p, es la permeabi-
lidad magnética del vacio, en presencia de una onda plana electromagnética
transversal como se muestra en la Fig. 1.2. El vector p lo tomamos a lo lar-
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Figura 1.2: Esquema del problema de una sola esfera en el vacio, centrada en
el origen, interactuando con una onda electromagnética transversal incidente.

go del eje Z vy Ep alo largo del eje X, de modo que la onda incidente la

escribiremos como
Eine = Ey eXp[Zﬁ F]éx7 (173)

en donde €, es el vector unitario en la direccion X y dado que dicha onda
no es una onda electromagnética libre, podemos considerar p > 0 arbitrario
(independiente de la frecuencia w).

Entonces, para obtener la componente 7T proyectamos la Ec. (1.72) en

R
la direccién é, y despejando T (p, p;w) obtenemos

s T e e 5 LWHY  Find (=
TT(pw) = by T (7, 7;w) - én = 0 6, - Jind (55 w), (1.74)

—.

en donde Jtzo’;’dT denota la densidad de corriente total inducida correspondiente

a una onda plana incidente transversal. Si escribimos J,1%.(7; w) en términos

de su transformada de Fourier, Jtiortlfr (p;w), obtenemos que

k2 ~ Tin - s
T (i) = — o [T expl-ip Tl (LT

en donde ky = w/c = 2w /\g = w,/€oj1y. Podemos reescribir la Ec. (1.75) en

términos del campo interno E; usando la Ec. (1.69), de modo que finalmente
obtenemos

k2 o
17 () = 02 [e-By(riw) expl-ip- s (1.76)

donde x,, = é;—1. Esta es la ecuacion que emplearemos para el calculo de TT.
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Ahora calcularemos el campo eléctrico interno E}. Todos los detalles de
este cdlculo se encuentran en el Apéndice B.

Hemos considerado una onda incidente en la que el campo eléctrico oscila
en la direccion €, mientras que se propaga en direccion é,. Utilizando la ley
de Faraday podemos calcular el campo magnético asociado

iwuoﬁmc =V xE = ipEgexplip - T]é, X é,,
Hine = WL;OEO explip - 7] &, (1.77)
Como hemos mencionado, estos campos incidentes transversales con vector
de onda arbitrario p no son una onda libre en el espacio, por lo que deben
de ser producidos por fuentes externas. En este caso en que tenemos ondas
transversales estas fuentes deben ser inicamente una densidad de corrientes
externas Jezt, ya que no puede haber una densidad de carga externa p,,,
porque se_cumple que V - Ej. = V-D = 0. La densidad de corrientes
externas Jm la podemos calcular a través de las ecuaciones de Maxwell, en
particular la ley de Ampere
V x Hinc = Jegt — iWEUEinC, (178)
de modo que .
Jeat = (p - ko) Eznc, (179)
Wko
en donde observamos que cuando p = ky no hay corriente externa y entonces
la onda incidente se convierte en una onda electromagnética libre. Tambi¢n
vemos que Jext es transversal, puesto que V - Jm =V Emc =0.

Dado que el problema que queremos resolver tiene una simetria esférica
evidente, es conveniente utilizar una base esférica, de modo que utilizaremos
como base a los armonicos esféricos vectoriales que estdn definidos como®

Memn =V x (Td}emn)a Momn =V x (T¢omn)7
N Memn 7 Momn
Nemn = vxT? Nomn = VXTa (180)

en donde e (0) hace referencia (por sus siglas en inglés) a que la funcién es
par (impar), y donde

Y om = €08(m@) P (cos 0) z, (kr),
Yomm = Sin(mae) P (cos 0) z, (kr), (1.81)

8Seguiremos la notacién empleada por Bohren y Huffman en su libro [34].
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son las funciones generadoras de los arménicos esféricos vectoriales y las
cuales son soluciones de la ecuacion escalar de Helmholtz. Hemos empleado la
notacién usual para las coordenadas esféricas (r, 6, ¢). Las funciones radiales

zn(kr) son cualquiera de las cuatro funciones esféricas de Bessel: j,, yn, hg)

o h? y P son los polinomios asociados de Legendre con la normalizacién
dada por Bohren [34]°.

El campo eléctrico incidente en términos de esta base esférica toma la
siguiente forma!?

o)

Eine = Z Ey ( S — NS, )> (1.82)

y puede ser escrito solamente en términos de las funciones con m = 1. E,, =
i"Ep[2n+1/n(n+1)] y el superindice (1) en los arménicos esféricos vectoriales
denota que la funcién z, corresponde a la funcién esférica de Bessel j,(p;),
donde p; = pr.

El campo magnético asociado H;,. se puede escribir en términos de esta
base como

ﬁinc - __Zv X Einc = ZE < eln + N( )) . (183)
Wh

Si calculamos el limite de onda larga p — 0 de los campos incidentes
tenemos que solamente el término NV, (1% sobrevive

N =2 jll()pl) cos pP}(cosf) é, +
I
1 d , dPl(cosf) . . Pl(cos0) .
+ _I_d [,0]]1(,0])] COS ¢1T €p — SIn QZSW (1 84)

9Es importante sefialar que existen diferentes definiciones para los polinomios asociados
de Legendre, que consisten en diferentes elecciones de la fase. La definicién empleada por
Bohren es su libro [34] es P/ (u) = (1 — )mm%"(“) la cual es diferente a la empleada,
por ejemplo, por J. D. Jackson en su libro Classical Electrodynamics (ver [54], pag. 108,
Ec. (3.49) ), o a la definicién del Handbook of Mathematical Functions de M. Abramowitz
y L. A. Stegun (ver [55], pdg. 334, Ec. (8.6.6)).

0ver seccién 4.2 del libro de Bohren [34].
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Utilizado que P}(cos@) = sin# ! y también que

o 1
lim jl(pl) =,
p—0 P, 3
1d 2
lim — J =_.
iy S, (el = 3
obtenemos
Loy 2 s s a1 2,
1111(1) Ny = 3 [cos psinf é, + cospcosB ég —sing éy| = 5 Co- (1.85)
p—>

Dado que E; = i(3/2)Ey tenemos entonces que en el limite p — 0 el campo
electrlco es constante en el espacio, Emc = Fyé,, el campo magnético desapa-
rece Hmc = 0 y la densidad de corriente externa Jext = 1weg Eyé,, que seria la
corriente producida por un campo eléctrico constante oscilando a una tnica
frecuencia w.

De manera analoga a los campos incidentes, podemos escribir los campos
internos, es decir, los que estan dentro de la particula, en términos de esta
base esférica, de la siguiente manera

EI = fz E < oln ZdTNe(llr)L) + (1 - 5) Einca (186)

— —]{; — —
Hy W%ZE (A D) +ief NG + (U= &) Hine,  (1.87)
0 n=1

en donde € = (k2 —k3) /(K3 — 1) y 1—& = (K3 —p?)/ (K2 —1%), con ky = Ko/
La dependencia radlal de las fun(:lones MO y N ( ) es a través de Jn(krr). Los
términos (1 —&)Ejpe y (1 —&) Hine en las Ecs. (1.86) y (1.87) respectivamente,
son debidos a la presencia de la densidad de corriente externa femt. En el caso
en que fm = 0, como ya hemos dicho, el problema se reduce al resuelto por
Mie [19].

La forma de los términos debidos a la densidad de corrientes externas
en los campos internos no es obvia, pues ahora los campos serian solucién
de la ecuaciéon de Helmholtz con fuentes. Sin embargo se pueden dilucidar
empleando las ecuaciones de Maxwell y mostrar que las Ecs. (1.86) y (1.87)
son correctas. El detalle de este calculo se encuentra en el Apéndice B.

Hyer Bohren [34], pdg. 91, Ec. (4.30).
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Podemos también escribir los campos esparcidos o radiados en términos
de la base esférica como,

Eesp = Z E, <_ bgMo(liz +1 a;f 46(1373) ) (188)
n=1
— kj i — —
Hop = 50> B (af M) +ibT N, (1.89)
0 p=1

en donde la dependencia radial de M®) y N® es a través de la funcién de
Hankel de primer tipo hg)(kor).

Imponiendo condiciones de contorno de las ecuaciones de Maxwell sobre
la esfera, en r = a, podemos calcular los coeficientes al, b, ¢TI y dT. Sin
embargo, nuestro interés estd enfocado en los coeficientes ¢ y dI, que son
los relacionados con el campo interno y éste es el campo que necesitamos
para calcular la componente transversal de la matriz T. Dichos coeficientes

estan dados por

CT _ Jn(l’z) [xo hn(x())]/ — hn(xo) [371 ]n(xz)],
" ) o hufwo)l "= o) e juen)]” (1.90)
T _ Ti ]n(ﬂfz) [ZEO hn(xo)]' — ;B(Q) hn(xg)x_ [xZ j’n(xz)]/

" Trjn(1) [0 h"(xo)], — 4 hn(wO)E [zr jn(l’l)]” (1.91)

en donde la prima denota derivada respecto del argumento de la funcion,
xo = koa, v; = pa'y x; = kra = kgNra, con N; = ,/¢; el indice de refraccion
de la particula, que en general depende de la frecuencia w. El célculo de los
coeficientes se encuentra descrito en detalle en el Apéndice B.

Calculando el limite p — 0 del campo eléctrico interno, Ec. (1.86), tene-
mos que el tinico coeficiente que sobrevive es di, que estd dado por

2 2h
ar = -2 ad' 1(3;0) . (1.92)
3 wpji(ar) [xoha(20)] — aghi (o) (w11 (1))
Si consideramos el limite de particula pequena a — 0 tenemos que
. . —1€
i —apjy () [oa (o)) = —
—2i
1i Zp, — |z = — 1.93
Jm o 1(%)93[ [z1j1(z1)] 3 (1.93)
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de modo que
2 —i 2
lim df = —= —= = 1.94
a0 T TR 2 (1.94)

en donde hemos utilizado las aproximaciones siguientes

2 . .
: P < P (1) —t (1) -3t

S N — h N — h N — 1.95
jl(p) 37 ]2(p) 157 1 (p> pQ’ 2 (p) p3 ) ( )
empleando la relacién de recurrencia de las funciones esféricas de Bessel'?
d zn(p)

(e =n
P P

con n = 1. Por otro lado tenfamos que, Ec. (1.85),

— znt1(p), (1.96)

S 2 2
h’mo Nep = 3 [cos@sinfé, + cospcosféy —singé,| = gé“'
pPi—

Entonces, con estos limites, y dado que E; = (3/2)iE) finalmente obtenemos
que

S .3 g .
lim E; = &éEo(—z)leNe(H + (1= &) Eoe,

Pi
3 2 2. .

= Eyé., (1.97)

el cual es el resultado correcto que uno obtiene para el problema clasico de una
particula esférica en presencia de un campo eléctrico constante y uniforme
(ver por ejemplo: Jackson [54], pag. 158, Ec. (4.55)).

Una vez que contamos con la expresion para el campo interno, Ec. (1.86),
podemos hacer uso de la Ec. (1.75), ya que

Ty (73 0) = 0,(w) [(1—@2&? (M) = i dT VD) + €Bine |, (1.98)
n=1

o bien la ecuacién Ec. (1.76), directamente con la expresién para el campo
eléctrico interno

kgx,
0

T (p;w) = /éx-ﬁz(F;w) exp[—ip - 7] d>r.

12yer Abramowitz [55], pag. 439, Ec. (10.1.22).
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Escribiendo la onda plana como!?

[e.e]

expl=if+ 7] = 321+ 1)(=i) ji(p) Pilcos ), (199)

podemos reescribir la ecuacién para T'7 como

T7(p;w) = OXP {ZZE e (20 +1)(— )/ r2dr ji(p;) jn(pr) X

n=1 [=0

></ dgf)/ du COS@PZPTZ—Sin2¢sin20Pani,] —

—ZZZE dT (21 4 1)(—i)! / 2drjl(pi)/02ﬂd¢/_lldu><

n=1 =0

X [n(n + 1>jn(P1) cos? ¢psin® P, P, +

Pr
1 d /
+——[p; in(pr)] { [cos® pcos®§ + sin® ¢| P, P, —
pr dp;

" ko Ara’
—cos® ¢ cosfsin® OP; P, }] } + OE_fp (1-¢&)E ma

, (1.100)
en donde p = cosf y p; = koN;r. Realizando las integrales angulares y las
radiales, calculo que se encuentra en detalle en el Apéndice B, obtenemos
finalmente una expresién para la componente transversal de la matriz T:

47ra ki — p? 3kE(NZ—1)
T ]{72 N2 1 0 <0 1
) = R 0D i T S

1
X Z(2n+1) {c;{]g(n,n) +dTr (n—i— Li(n,n—1) +
n=1

Z;

n %Jl(nﬂ,n)—12(n+1,n—1))H, (1.101)

13Ver Jackson [54], pdg. 471, Ec. (10.44).
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en donde las integrales estan dadas como

Ii(n,m) = /0 T Jn(2:2) jm(xr2) do, (1.102)
L(n,m) = /0 2% jo(250) ju(2r2) da, (1.103)
Bnn) = — ! 300000 a0 = s (1104

Las dos integrales, Ecs. (1.102) y (1.103), son las tnicas integrales que se
tienen que evaluar numéricamente en el calculo, todo lo demas se puede
expresar en términos de funciones conocidas.

Entonces, empleando la Ec. (1.67), tenemos finalmente una expresién para
la componente transversal de la funcién dieléctrica efectiva no local para el
sistema coloidal, dada por

Eer(p;w) =1+%TT(p;w)- (1.105)
0

Podemos hacer un desarrollo de la expresion para ng en potencias de
x; = pa, para lo cual necesitamos hacer un desarrollo de los coeficientes.
Manteniendo términos hasta orden z? tenemos

i~ df "+ df P a? =

2 [L'(Q) hl(!L'())

=2 — — +
3z ji(wr) [woha(20)]" — 2§ ha (o) 7 [wrja (1))
|:2h1(:p0) 4 nghl(xo) _zoha(zo)
+ : =l : 22, (1.106)
r ji(zr) [woh (20)] — g P (o) 5= [wrji(zr)] "
—322h 1
S =370 2(‘2”0)/ d S (1.107)
1 Jo(21) [oha(20)]” — 2§ ha(zo) 1 [21j2(21)]
—xoh
T Ty, Zoha(o) 2, (1.108)

" 3n(@1) [0 hon(x0)]” — h(o) [1 ju(1)]

en donde el nimero entre paréntesis cuadrados denota la potencia de x;.
Entonces el desarrollo para %g} toma la forma

el (psw) = e w) e W) (pa)? + (1.109)
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en donde
- Ji(zr)
el Mw) =1+ f¢ {1 +3x,d/ " p } : (1.110)
. 3 .
Eg}b](w) =1+ fCx, {Sle[Q}jl(SBI) 42 (ClT[l] —|—d2T[1]) Ja(x1) _
Ir 2 Xr
1 3 . . 1 (x
3 ( - _d1T[O} [52(z1) — 2551]1@1)]) + 3d1T[O]j1(3I)}a (1.111)
x7 10 Ty

donde ( =1 —1/¢; y f es la fraccion de llenado de las particulas, es decir,
es el volumen que ocupan las esferas del volumen total, que esta dado por

4dra®

3

Podemos observar que el término E;"}[O] (w) independiente de p, Ec. (1.110),

J = no

(1.112)

es el mismo que EeLf[O] (w), Ec. (1.159)*, pues comparando las Ecs. (1.106) y
(1.156) vemos que

a1 =240 (1.113)

Célculo de T~

Para el calculo de la componente longitudinal del operador de transicion
o matriz T, consideraremos nuevamente el caso de una sola particula esférica
de radio a en el vacio, centrada en el origen, caracterizada por una funcion
dieléctrica e;(w) y por una permeabilidad magnética pu; = p,, donde p, es la
permeabilidad magnética del vacio. A diferencia del calculo de la componente
transversal, ahora consideraremos que la esfera esta en presencia de una onda
plana electromagnética longitudinal incidente, como se muestra en la Fig. 1.3.

Consideremos el potencial escalar ¢, asociado al campo eléctrico inciden-
te a través de Ej,. = —V¢,,. v analicemos el efecto de una sola componente
de Fourier de este potencial con el vector de onda p'=pé,, es decir,

Gine = Qo explip - 7] = ¢y explipr cos O] = ¢, explipz]. (1.114)

El campo eléctrico longitudinal incidente asociado a este potencial estd dado
por

Einc = _v¢mc = _Zﬁ¢0 exp[ipr COS 9] = EO eXp[ZpZ] éza (1115)

HEste coeficiente se calculard en la siguiente seccién: Célculo de T'7.
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Figura 1.3: Esquema del problema de una sola esfera en el vacio, centra-
da en el origen, interactuando con una onda electromagnética longitudinal
incidente.

en donde la magnitud del campo eléctrico incidente Ey = —ipg, es constante,
de modo que por ejemplo en el limite p — 0 uno elige ¢, — oo, de tal forma
que el producto p¢, permanezca constante.

Dado que el campo eléctrico incidente es longitudinal tenemos entonces
que V x Emc = 0, por lo que no hay campo magnético ﬁmc asociado con
Ez"nc-

Al igual que en el caso del cdlculo para 7’7, mantendremos las variables
p v w independientes, por lo que la onda incidente no es una onda [ibre, es
decir, tiene asociada una densidad de carga externa p,,, dada por

V. By = Pt (1.116)
€0

de modo que
Pext = €oE0ipexplipr cos 0] = p, explipr cos ], (1.117)

donde p, = ipeg Ey. Ademas de p,,, también tenemos una densidad de corrien-
te externa de la forma J.,; = Jyexplipz|é, generando y acompanando a la
onda incidente, que la podemos calcular empleando la ecuaciéon de continui-
dad

-

V. Jewt = iwpewt;
ipJoexplipz] = iwp, explipz] = iw(ipeo Ey) explipz], (1.118)

de modo que
Jext = iweoEmc. (1119)



1.1. CALCULO DE LA RESPUESTA EFECTIVA 31

Por otro lado, podemos escribir la onda plana para el potencial escalar
en términos de la base esférica empleando nuevamente la Ec. (1.99)

Pine Zsb Jn(pi) Pn(cos0), (1.120)

donde p, = pry ¢,, = ¢o(2n + 1)i". Calculando el gradiente y utilizando el
hecho de que P! = —dP,/df ' tenemos

1 d
v(z)mc - Z ¢ |:d ]n pz <C089> e + — jn(pl) a0 (COS(Q) 69:| s (1121)

de modo que

1]’( )j@ (C089)69:|,

(1.122)
en donde la prima denota derivada respecto del argumento de la funcién y
tenemos que

—0np = —¢(2n+ 1)i"p = (20 + 1)(—ipdy)i" " = (2n + 1)i" "' Ey, (1.123)

asi que finalmente podemos escribir el campo eléctrico incidente como

) in(p;) dP,(cosf) .
Eine ZEZ |:jn pz (COSQ) + / ;Zp> 519 ) 60} ;

donde E! = (2n + 1)i" ' K.
Si calculamos el limite p — 0 del campo eléctrico incidente

Einc = znc = Z ¢ b |:]n pz (COS 9) er +

(1.124)

Eine = —iEq ji(p;) ér + 3Eq |:j1(pl) cosfé, — Jilpi) sin@ég] + ..., (1.125)

Pi
en donde
J1(p:) _ sinp;  Cos p;
pi P P
d sinp, —1 [sinp;,
Jolps) = = [— — cos pi] :
’ dp, pi o Lo
d (sinp, cosp, cosp;  sinp; sin p;
Ji(p) = ( — —) =2 + -2 (1.126)
dp; \ P} pi p; pi P}

15ver Bohren [34], pag. 91, Ec. (4.30).
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vemos que se reduce a una constante en la direccién del eje Z

pli_)m Epe = ?1 [cosOé, —sinfég| = Ey[cosfé, —sinféy| = Egé,,
(1.127)
ya que jo(p; — 0) =0, ji(p; = 0) =1/3y ji(p; — 0)/p; = 1/3.

Por otra parte, la base esférica empleada en el calculo de la componente
transversal de la matriz 7, Ecs. (1.80), no es la base esférica completa, ya
que las funciones N y M tienen divergencia cero y entonces no podriamos
escribir una onda longitudinal en términos de ellas. La base esférica completa
esta dada por

- Vi 7 Vy
Lemn = e ) Lomn = omn’
k k
Memn = V X (r¢emn)7 Momn = V X (r¢omn)7
%2 Memn 7 Momn
Non = VXT, Nopn = VXT, (1.128)

en donde, como ya habfamos mencionado, e (0) hace referencia (por sus siglas
en inglés) a que la funcién es par (impar), y donde nuevamente, Ec. (1.81),

Y on = €08(me) P (cos 0) z, (kr),
Yomn = Sin(mae) P (cos 0)z, (kr),

son las funciones generadoras de los arménicos esféricos vectoriales. Recor-
dando que hemos empleado la notaciéon usual para las coordenadas esféricas
(r,0,¢), las funciones radiales z,(kr) son cualquiera de las cuatro funciones
esféricas de Bessel: j,, yn, hY o b2 y P son los polinomios asociados de
Legendre con la normalizacién dada por Bohern [34].

Hemos anadido dos funciones al conjunto que ya teniamos, y éstas son

Lemn = 2, (kr) cos(me) P (cos 0) é, + Zn]i];r) cos(ma) die P (cos ) ég —
— 2 (kr) " P (cos ) msin(mae) é, (1.129)
Lomn = 2. (kr) sin(me) P (cos ) é, + anikr) sin(ma) c% P (cosf)ég +
r
+2z,(kr) g P (cos ) mcos(ma) ég. (1.130)
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Consideremos ahora

L) Pacos) e + 22T 4 p sy, (1131)

(1)
L kr df

eOn

en donde el superindice (1) denota que la dependencia radial de la funcién
zn(kr) es a través de la funcién esférica de Bessel j,(kr). Comparando la
expresion para LeOn con la Ec. (1.124) podemos escribir finalmente el campo
eléctrico incidente en la forma

o0

”LC Z T'Ll_-;e(]n 101 (1132)

n=0

Las corrientes externas quedan entonces dadas por

m—zwq)z L (p (1.133)

y la densidad de carga externa por
p”t — V- By = Z Eiv-IO (5). (1.134)

Para el campo eléctrico interno podemos proponer una expresién en térmi-
nos de la base esférica de la siguiente forma

_ < 1 =
E =Y E (—d N L E.d!NQ) + —Epe, (1135
I ; n ( eOn + eOn Z eOn + g[ ’ ( )
en donde € = €/¢g. El campo magnético estaria entonces dado por
iy = Z d MY (1.136)
wuo TL eun

donde el superindice (1) denota que la dependencia radial es a través de

Jn(pr), con p; = kir = kov/€1(w) g = koNy, donde Ny es el indice de refrac-
ciéon complejo de la particula esférica.
Utilizando las ecuaciones de Maxwell,

vV -
V x

peazt?
= Jout — iwD,

mi ]l
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podemos confirmar que la eleccién para la dependencia de los campos internos
en términos de la base esférica es correcta, de modo que para cuando r < a
tenemos que

€ ext)

V-D=V-¢E =¢V- E,_e,z "v L — et — (0 (1.137)
=1

en donde hemos empleado la Ec. (1.134) y el hecho de que V - N,o, = 0. Por
otro lado

—

1 : .
V x Hy = L ZE;d;v x MY
Who 5
zk:I iw? 61#@ i (1)
= Eid,NG) = ELd, N,
W,Uo Z n“n eOn Z n eOn

Einc:|

= —iwerEp + iwegEype = —iwDy + J_:m, (1.138)

—

= —iwe; ZE’ —d )N, eoﬂ = —ijwes lE[ —

| =

de modo que se cumplen ambas ecuaciones por lo que las expresiones para
los campos internos son correctas.

Podriamos igualmente escribir los campos radiados o esparcidos en térmi-
nos de la base esférica de la siguiente forma

E.,, = Z Ela,N$ (1.139)

. — ko a, M 1.140

esp Z eOn>» ( . )
Who +—

en donde el superindice (3) indica que la dependencia radial serfa a través
de h,(py), con py = kor.

Imponiendo condiciones de contorno de las ecuaciones de Maxwell en la
superficie de la esfera r = a podemos calcular los coeficientes, pero realmente
nos interesa solamente d,, que es el que estd relacionado con el campo eléctrico
interno, y para éste obtenemos

Jn(fl) 1"0 hn(20)

, (1 :
In = ( 1) a1 ju(@r) [20 hn(0)] + 2 hn(70) &= (2170 ()]

. (1.141)
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El detalle del calculo del coeficiente se encuentra en el Apéndice C.

Si definimos .
(= (1 — T) ; (1.142)
€r

entonces podemos reescribir el campo eléctrico longitudinal de la siguiente
forma

—

gz ELdENG) + (1 =€) Eine (1.143)

donde

o B0 0 oo (20) (L1
" —ar gu(r) [20 B (20)] + 23 b (0) 2 (w14 (z)] '

Podemos notar que los polos de d%, que es la condicién para excitar los modos
Negn, son exactamente los mismos que los polos del coeficiente !, Ec. (1.91)

T ]n(xz) [xO hn(xo)], - :L‘% h (l’o) [mz ]n<x1)]
1 jn (1) [0 P (20)] — 23 h(20) = - [2r nlxr)]”

a’ =

que es la condicién para excitar los modos N, 3(17)1 en el caso transversal. Para

el limite de particulas pequenas la condicion para excitar los modos se reduce

a
1
a—-21 (1.145)
n

7 (1)

con, Manteniendo su divergencia finita, la condicién

Para excitar los modos L

€S
& =0, (1.146)

que es la condicién usual para excitar los polaritones (plasmones de bulto).
En el limite p — 0 el coeficiente d¥ es el tinico que contribuye al campo
eléctrico interno, y estda dado por

L1 z§ ha(zo)

YT 3w i) [0 ha(x0)] + a3 ha(wo) & [ (ar)]

Si consideramos el limite de particula pequena a — 0 tenemos que

(1.147)

) . —1€
iy~ () ol (wo)] = —,
, 1 —2i
lim  aghy (o) — [z1j1(zr)] = —,
a—0 T 3
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de modo que
1 —i 1
lim df = -— 5 = = ,
a—0 3L _ = €r+2
3 3
en donde hemos utilizado las mismas aproximaciones que para el caso trans-

versal, Ecs. (1.95)

2 . .
) P ) p —1 —31
o) x5 R xE Wx— me)~—

Por otro lado, tenemos que ]\7@01 estd dado por

J1(pr) 1 d

Ny =225 coshé, — ——— [pji(p;)] sin 6 é

Pr prdp;

= 2_1(p[) cosf é, — [2 Jilpr) —jQ(pI)} sin 6 éq
Pr P1

=2 Jilp1) (cosBé, —sinf éy) + ja(p;) sinb ég
P1

=2 Jilp1) €. + ja(py)sin b éy, (1.148)
P1

de modo que tomando el limite estatico tenemos

~

lim N, = —é..
a0 e01 3 z

Dado que E} = 3F, tenemos finalmente que

~ 1 1 1

(lzi—r% E]:EO |:2 <1—g) (€I+2> +Z:| éZ: E[j—QEOéZ’ (1149)
que es el mismo resultado que el que se obtuvo para el caso transversal, Ec.
(1.97), correspondiente al problema de una sola particula esférica en presencia
de un campo eléctrico constante y uniforme. De aqui podemos observar que
en el limite p — 0 y en el caso de particula pequena, la particula esférica
responde de la misma manera a un campo eléctrico transversal incidente que

a uno longitudinal.
Ya que contamos con la expresién correcta para el campo eléctrico inter-
no EI, podemos seguir el mismo procedimiento que en el caso transversal:

proyectamos la Ec. (1.72) en la direccién é, y despejamos ?(ﬁ, Piw)

THpw) = .- T (5.5;w) - 6 = L e - Jind (), (1.150)

Ey
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en donde ahora J % denota la densidad de corriente inducida correspon-

diente a una onda plana incidente longitudinal. Si escribimos ﬁg"& (P;w) en

términos de la transformada de Fourier de J,% (7;w) obtenemos que

k2 A Tin — .
TH(pw) = TzoEo /ez-JtOtflL(r;w) exp[—ip - 7]d®r, (1.151)
en donde, al igual que en caso transversal, kg = w/c = 21/\g = wy/Eoflo-

Podemos reescribir la Ec. (1.151) en términos del campo interno E; usando
nuevamente la Ec. (1.69), de modo que finalmente obtenemos

k$x,

0

T (p;w) = /éz-EI(F;w) exp|—ip - 7]d*r, (1.152)
donde x, = €, —1. Esta es la ecuacion que tenemos que integrar para calcular
T Todos los detalles de este célculo se encuentran en el Apéndice C.

Calculando los productos escalares y escribiendo exp|—ip’- 7] en términos
de la base esférica, Ec. (1.99), tenemos que

T"(p,w) = 47;@3 ko¢ + 27rkoE>§pC X
DRI o it [0 222 ) [ 0200
L ool ite) [ antt =) PR}, s

donde p = cos@. Después de realizar las integrales obtenemos una expresion
analitica y compacta para la componente longitudinal de la matriz T

47
TL(p, w) = ?xgag

1+, i 3n(n +1)(2n + 1)d5j”ff) j”:(f")] . (1.154)

Empleando la Ec. (1.67), podemos escribir finalmente una expresién para la

componente longitudinal de la funcion dieléctrica efectiva no local para el

sistema coloidal

eh(pw) = 1+ 2T (p;w). (1.155)
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Analogamente al caso transversal, podemos hacer un desarrollo en poten-
cias de x; = pa para EeLf, para lo cual necesitamos hacer un desarrollo del
coeficiente d~. Manteniendo términos hasta orden z? tenemos

1 x2h (1)
szdL[O]—i—dme?:— 01\ _
! ! ' Baghi (o) (v (e — wrgi(2r) [woha (20)]
! %hl(%) : a2, (1.156)
30 wghi (o) o= [wria(xr)] = w1 (2r) [wohn (o))
1 2
b~ qbl = Toha(o) v, (1.157)

15 22hy(10) = - [wrja(r)]” = wrja(er) [woha (o))

en donde los niimeros entre paréntesis cuadrados denotan la potencia de x;.
Entonces el desarrollo para Eff toma la forma

el (pw) = e (w) + &P pa)® + .. (1.158)
en donde
~ Jilxr
elMw) =1+ f¢ {1+6df[0] X, 1;} )} : (1.159)

L 3L L Ji(zr) ja(r)
L) = (_gd 0, 64" [2]) o +6diWy, o (1160)

donde ( =1—1/&; y f es la fraccién de llenado de las particulas, dada por
la Ec. (1.112)

4rra’
J =m0 3
Con el proposito de hacer énfasis, podemos observar que el término € eLf[O] (w),

Ec. (1.159), es el mismo que EeTf[O] (w), Ec. (1.110)', pues comparando las
Ecs. (1.156) y (1.106) vemos que

a1 = 24" (1.161)

L6Fgte coeficiente se calculd en la seccién anterior: Célculo de T'T.
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1.2. Funciones dieléctricas de los materiales
reales considerados

Para el analisis numérico de las expresiones de las funciones respuesta
efectivas no locales de sistemas coloidales calculadas en las secciones anterio-
res, se estudiaron coloides cuyas particulas esféricas embebidas se considera-
ron hechas de diferentes materiales reales, tanto conductores como aislantes.
Como materiales conductores se estudiaron la plata y el oro, mientras que
como materiales aislantes fueron poliestireno y diéxido de titanio (TiOz). Pa-
ra el analisis numérico se necesito la informacion de la funcién dieléctrica de
cada material real como funcién de la frecuencia, o de la longitud de onda,
para la region Optica del espectro electromagnético. A continuacién, en la
Fig. 1.4, se muestran los valores de la parte real e imaginara de las funciones
respuesta en la region éptica de los metales empleados en el andlisis numérico
como funcién de la longitud de onda Ag.

20 17.5
——  Plata
10 15 Oro
0 — 12.5 TiO,
= \\ = 10 Poliestireno
o 10 E 75
. =7
x ol Plata Poe,
Oro 5
-30 Tio, . 25 ﬂ
» Poliestireno . 0 W 100900295685.0.$.0-6
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Ao [um] Ao [um]

(a) (b)

Figura 1.4: Graficas de la parte real (a) e imaginaria (b) de la funcién
dieléctrica e de los materiales reales utilizados (oro, plata, poliestireno y
TiOy) para el andalisis numérico, como funcién de la longitud de onda Ay para
la regién éptica del espectro electromagnético. Los puntos corresponden a
valores experimentales y la linea continua es solo la unién de ellos. Para el
caso del poliestireno (linea continua azul), se conté con una funcién continua
para Re[¢] y se consider6 que Im [¢] = 0.

Los datos graficados en la Fig. 1.4 correspondientes a los materiales con-
ductores (oro y plata) se obtuvieron del trabajo de P. B. Johnson and R. W.
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Christy [56], mientras que los datos del TiO4 se obtuvieron del libro edita-
do por E. D. Palik [57]. La linea continua en azul corresponde a la funcién
dieléctrica del poliestireno (que no tiene componente imaginaria) y se ob-
tuvo graficando las ecuaciones proporcionadas por la firma comercial Duke
Scientific, de donde se adquirieron las particulas, dada por

0.00785 . 0.000334)2
A X

€(No) = (1.56663 + (1.162)

Podemos observar en la Fig. 1.4 (a), que el diéxido de titanio presenta
un pico en la parte real de la funcién dieléctrica alrededor de Ay = 0.33 pum,
lo que equivale a un indice de refraccién, parte real, de mas de 4.3. Para
valores mayores a esa longitud de onda, la parte real del indice de refraccion
del TiO,, se estaciona en un valor de aproximadamente 2.6. En la parte
imaginaria, parte (b) de la Fig. (1.4), observamos un pico aproximadamente
alrededor de A\g = 0.3 um, que corresponde a un pico de absorcién del TiO, en
el rango de la luz ultravioleta, y para valores mayores de )y practicamente no
absorbe la radiacion electromagnética. La funcion dieléctrica de los materiales
conductores oro y plata, exhiben un comportamiento similar entre ellos. En
particular, observamos en la Fig. (1.4) (a), que la parte real de la funcién
dieléctrica de la plata muestra dos cruces del eje X, alrededor de A\g = 0.26 ym
vy Ao = 0.33 um, para después volverse mas negativa de forma lineal con .

1.3. Analisis numérico de las expresiones de
las funciones respuesta efectivas no loca-
les

Una vez que contamos con expresiones cerradas para las funciones res-
puesta efectivas no locales, E;Z (p;w), Ec. (1.105), y Ee@ (p;w), Ec. (1.155),
podemos realizar un analisis numérico de su dependencia tanto con p co-
mo con w, considerando sistemas coloidales cuyas inclusiones esféricas estan
hechas de materiales reales, como materiales conductores: oro y plata; y ma-
teriales aislantes: poliestireno y diéxido de titanio. Por razones de espacio sélo
mostraré en este capitulo las graficas correspondientes a plata y didxido de
titanio, dejando las demas gréficas para el apéndice E. En realidad lo que se
grafica es la contribucion de las particulas a las funciones respuesta escaladas

por la fraccién volumétrica de llenado, es decir, (E?L) (p;w) — 1) /f.
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En la Fig. 1.5 tenemos la grafica de la parte real (a) e imaginaria (b) de
la contribucion de las particulas a la componente transversal de la funcién

5 4
Ao [um]
. \ < — o2
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X 5 N ~ — 062
3 Ao [um] /é\ 2 —_— 083
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= —— 045 = 1 =
9] — 062 =R T
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0
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?
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Figura 1.5: Gréficas de la parte real (a) e imaginaria (b) de la contribucién de
las particulas a la componente transversal de la funcion dieléctrica efectiva
no local normalizada a f como funcién de pa para diferentes valores de Ag,
manteniendo el radio de las esferas fijo en @ = 0.1 um y utilizando plata para
las inclusiones. La linea discontinua corresponde a la aproximacion cuadratica
de la funcién graficada, incluyendo términos hasta de orden p?. En las figuras
(c) y (d) se grafica la parte real e imaginaria, respectivamente, de la misma
funcion pero ahora como funcién de \g, para diferentes valores de pa.

dieléctrica efectiva no local ng normalizada por f, como funcién del producto
adimensional pa, con el radio de las esferas fijo en @ = 0.1 um, y para dife-
rentes valores de la frecuencia w o la longitud de onda \g; asi como también
las gréficas de la parte real (c) e imaginaria (d) de la misma funcién pero
ahora como funcion de la longitud de onda Ay para diferentes valores de pa,
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considerando un sistema coloidal constituido por inclusiones de plata.
En la Fig. 1.6 tenemos las gréficas para (E; (p;w) — 1) / f andlogas a las
de la Fig. 1.5, pero ahora considerando un sistema coloidal con inclusiones
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-~ — 045 ~ 5{— 045
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5 0 =
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
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(a) (b)
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o —e— 0.1 I —_ 7 pa [um]
= \l. “ 6 [-& —e— 0.1
~ 4 05 .y = f
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5 1.0 ! L teela o, o
= —e— 15 I S o e S B U . 1.0
8 2 3 I i —e— 15
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o ==yl =~ ’ L
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(c) (d)

Figura 1.6: Graficas de la parte real (a) e imaginaria (b) de la contribucién de
las particulas a la componente transversal de la funcién dieléctrica efectiva
no local normalizada a f como funcién de pa para diferentes valores de A,
manteniendo el radio de las esferas fijo en @ = 0.1 um y utilizando TiO, para
las inclusiones. La linea discontinua corresponde a la aproximacion cuadratica
de la funcién graficada, incluyendo términos hasta de orden p?. En las figuras
(c) v (d) se grafica la parte real e imaginaria, respectivamente, de la misma
funcién pero ahora como funcién de )\, para diferentes valores de pa.

Aunque ninguna de las dos expresiones Eg} y Eéc escalan con el producto
pa, para fines de comparacién hemos elegido graficar como funcién de esta
variable adimensional (notando que a estd fijo en 0.1 pym).
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En las siguientes gréaficas, Fig. 1.7, tenemos ahora la grafica de la parte
real (a) e imaginaria (b) de la contribucién de las particulas a la componente
longitudinal de la funcién dieléctrica efectiva no local (¢ (p;w) — 1) /f, como
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Figura 1.7: Graficas de la parte real (a) e imaginaria (b) de la contribucién de
las particulas a la componente longitudinal de la funcién dieléctrica efectiva
no local normalizada a f como funcién de pa para diferentes valores de Ay,
manteniendo el radio de las esferas fijo en a = 0.1 pm y utilizando plata para
las inclusiones. En las figuras (c) y (d) se grafica la parte real e imaginaria,
respectivamente, de la misma funciéon pero ahora como funciéon de Ay, para
diferentes valores de pa. La linea discontinua corresponde a la aproximacion
cuadratica de la funcién graficada, incluyendo términos hasta de orden p?.

funcién del producto adimensional pa, con el radio de las esferas fijo en
a = 0.1 um, y para diferentes valores de la longitud de onda Ay, asi como
también las gréaficas de la parte real (c) e imaginaria (d) de la misma funcién
pero ahora como funcién de la longitud de onda Ay para diferentes valores de
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pa, considerando un sistema coloidal constituido por inclusiones de plata.

De manera anéloga, en la Fig. 1.8 tenemos las mismas graficas que en la
Fig. 1.7 pero ahora considerando que el sistema esta constituido por particu-
las de TiO,.
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Figura 1.8: Graficas de la parte real (a) e imaginaria (b) de la contribucién de
las particulas a la componente longitudinal de la funcién dieléctrica efectiva
no local normalizada a f como funcién de pa para diferentes valores de A,
manteniendo el radio de las esferas fijo en @ = 0.1 um y utilizando TiO, para
las inclusiones. En las figuras (c) y (d) se grafica la parte real e imaginaria,
respectivamente, de la misma funciéon pero ahora como funcion de Ay, para
diferentes valores de pa. La linea discontinua corresponde a la aproximacion
cuadratica de la funcién graficada, incluyendo términos hasta de orden p?.

En los incisos (a) y (b) de todas las gréficas anteriores, Figs. 1.5 — 1.8,
hemos incluido las graficas considerando la aproximacién cuadrética (lineas
discontinuas), tanto para la componente transversal del tensor dieléctrico
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efectivo no local, Ec. (1.109), como para la componente longitudinal del ten-
sor dieléctrico efectivo no local, Ec. (1.158), observando que representa una
buena aproximacion hasta valores del orden de pa ~ 1.

Una respuesta local no dependeria de p, de modo que el comportamiento
no local de las funciones € gc V€ eLf se aprecia en su dependencia con p. Podemos
apreciar en las graficas anteriores que para algunas frecuencias especificas di-
cha dependencia puede ser fuerte, del orden de varias veces la magnitud de la
fraccién volumétrica de llenado f. Podemos notar también que tanto E;? co-
mo € eLf no tienen regiones en donde su parte imaginaria sea negativa, incluso
en las regiones del espectro electromagnético en donde las esferas absorben
energia. Podemos observar que la contribucion de las particulas a la parte
imaginaria, tanto para la componente transversal como la longitudinal del
tensor dieléctrico efectivo no local, puede alcanzar valores numéricos compa-
rables a los alcanzados por la parte real, incluso en regiones donde no hay
absorcién de luz. Para entender lo anterior es necesario recordar que la des-
cripcion del campo coherente no es una descripcion completa del problema,
ya que ademas del campo coherente existe el campo difuso. Dado que el vec-
tor de Poynting esta dado por S=ExB /1o, €s posible mostrar que para el
caso de campos oscilando a una sola frecuencia w, el balance de la potencia
promedio en el tiempo sobre un periodo 7 de oscilacién se puede escribir
como

1 — — ]_ - —
~V- 5 Re [ExB*} = S Re [JndE] (1.163)
en donde E y B son los campos eléctrico y magnético en el sistema, res-
pectivamente. El simbolo * denota complejo conjugado y el lado derecho de
la igualdad anterior, Ec. (1.163), es la potencia disipada en calor @). Sepa-

rando los campos en términos de sus componentes promedio (coherente) y
fluctuante (difuso)

E= <E>+5E y B= <§>+6§,
podemos escribir el promedio configuracional de la Ec. (1.163) como

V. <§h> — Q)+ V- <§dif>, (1.164)

(S = LR [(B) % (BY /], (1165)

en donde
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es el vector de Poynting asociado al campo coherente, y

. 1 L

<Sdif> ~ 3 Re [<5E x 5B*/u0>} , (1.166)
es el vector de Poynting asociado al campo difuso, mientras que (Q) =
%Re [<Jj-nd . E*ﬂ es el promedio del calor disipado.

Por otro lado, si calculamos —V - Scoh> directamente de las ecuaciones
macroscépicas de Maxwell, obtenemos

V. <§h> - %Re [<fmd> - <E>] . (1.167)

Haciendo uso de la siguiente expresion
<=End> = —w [?ef_ 60?} : <E>, (1.168)

en la Ec. (1.167), podemos escribir finalmente que
1 = S\ * w - = L 2
e () ()] = 5 et |(8)

L T
en donde <E > y <E > son las componentes longitudinal y transversal del

2

(&) ]

(1.169)

+ Im E;‘? (p,w)

promedio del campo eléctrico, respectivamente. Comparando las Ecs. (1.164),
(1.167) y (1.169) es posible concluir que las partes imaginarias de Eé? y de
Ee]} no deben tomar en cuenta sélo el calor absorbido por las esferas, sino
también el campo esparcido que es convertido del campo coherente al campo
difuso. Entonces, debido al esparcimiento, el flujo de energia en la componen-
te coherente en una direccion bien definida es convertida al flujo de energia
de la componente difusa, viajando en todas las direcciones posibles. Tam-

—

L T
bién podemos observar que, dado que <E > y <E > son independientes, las

funciones Im [Eé (p, w)} y Im [Egc (p, w)] deben ser positivas, lo que se puede
apreciar en todas las graficas.

1.4. Relacion de dispersion e indice de refrac-
cion efectivo no local

Para encontrar los modos electromagnéticos libres que se pueden propa-
gar en el sistema coloidal en bulto, que en nuestro caso seran ondas planas
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con una frecuencia w y magnitud de vector de onda p especificos, utilizamos
las ecuaciones de Maxwell, las cuales imponen una relacién bien definida en-
tre w y p llamada relacién de dispersién, que estd dada por p(w) o w(p). El
caracter no local de las funciones respuesta %5 y EeLf tiene un efecto directo
en la relacion de dispersion de estos modos y para el caso del sistema coloi-
dal estudiado existen dos tipos diferentes de modos que se puede propagar
libremente por el sistema: modos longitudinales y modos transversales. La
ecuacién para encontrar la relacién p(w) o w(p) para los modos longitudinales
esta dada por

el (p,w) =0, (1.170)

mientras que la ecuaciéon que determina la relacién de dispersién para los
modos transversales es
=k el (p,w). (1.171)

Estas dos ecuaciones son extendidas analiticamente al plano p complejo y
deben ser resueltas para el complejo p = p’+ip”, en donde la parte imaginaria
de p caracteriza el decaimiento espacial de los modos debido a la absorcion
y el esparcimiento.

Podemos reescribir la ecuacion para la relacién de dispersion de los modos
longitudinales sustituyendo la expresiéon para Eé, Ec. (1.155),

1+ f T (p,w) =0. (1.172)

dmadk?
Sin embargo, en nuestra teoria hemos considerado la Aproximacion de Campo
Efectivo, la cual esta restringida a sistemas diluidos, por lo que nuestra teoria
es vélida s6lo cuando el segundo sumando del lado izquierdo de la Ec. (1.172)
es mucho menor que la unidad, de modo que todo el lado izquierdo de la
ecuacion nunca podra ser igual a cero, por lo que no esperamos encontrar este
tipo de modos bajo nuestras suposiciones iniciales. En el andlisis numérico
de la relacion de dispersion considerando inclusiones de materiales como oro,
plata, poliestireno y diéxido de titanio, analizando una ventana de frecuencias
en el éptico, hemos encontrado que efectivamente no estan presentes este tipo
de modos en el sistema.

Por otro lado, la solucién de la relacion de dispersién para los modos
transversales, Ec. (1.171), sf existe y la podemos denotar como p” (w). Pode-
mos entonces definir un indice de refraccién efectivo complejo Ns(w) como
()

ko

Ny(w) =2 (1.173)
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1.5. Solucion exacta de la relaciéon de disper-
sion y diferentes aproximaciones

La ecuacién para la relacién de dispersion de los modos transversales, Ec.
(1.171), la podemos resolver en forma exacta o utilizando aproximaciones.
Las aproximaciones que consideraremos seran las siguientes:

(i) Definimos la aproximacién de onda larga (AOL) como

PP =kel(p— 0,w) = k2 zefﬂo] (W), (1.174)

de manera que el indice de refraccion efectivo estara dado por

N (w) = /el (). (1.175)

(ii) Definimos la aproximacién cuadrética (AC) usando la expansién de
la Ec. (1.109) para E;"}, incluyendo términos hasta de orden p?, de modo que
la relacion de dispersién toma la siguiente forma

PP =k [Eé[o] (w) + E?Q] (w)(pa)ﬂ, (1.176)

y resolviendo para p(w) obtenemos un indice de refraccién efectivo dado por

az}“”(w)

AC _ €

NASw) = T ) (1.177)
0 ef

. . . (o ST2
el cual contiene la correccién no local a través del término eef[ ](w).

(iii) Definimos la aproximacién de cono de luz (ACL) reemplazando p = kg
en la Ec. (1.171), de modo que la ecuacién por resolver es

P’ =kj € (p = ko,w). (1.178)
El indice de refraccién efectivo bajo esta aproximacion se puede escribir como

NG (w) =141v5(0), (1.179)
en donde S(0) es la amplitud de esparcimiento en la direccién frontal y

3f
2 (IC()CL)S .

0l (1.180)
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Es posible demostrar que el indice que se obtiene bajo esta aproximacién
coincide con el propuesto por van de Hulst [33] hace algtin tiempo, mostrando
que
T Am

T (p=ko,w) = zk—OS(O), (1.181)
lo que se muestra en el apéndice F. El punto importante a resaltar es que
ahora reconocemos la naturaleza no local del indice de refraccion efectivo de
van de Hulst, el cual, hasta donde sabemos, siempre se habia considerado
como local.

Por otro lado, para resolver en forma exacta la Ec. (1.171) y encontrar
la relacién de dispersion siendo p complejo, se tiene que explorar todo el
plano complejo para encontrar los ceros de la ecuacién. La forma en como
se resolvid la Ec. (1.171) fue empleando un procedimiento iterativo, el cual
consistié en considerar como aproximacién inicial p(w) = p?(w) la aproxi-
macién de cono de luz, Ec. (1.178), en el lado derecho de la Ec. (1.171), y
resolviendo la ecuacién obtenemos la solucién compleja p! (w), que pode-
mos reinsertar en el lado derecho de la Ec. (1.171), generando una segunda
solucion p!?(w). Podemos repetir el procedimiento r veces hasta que la con-
vergencia sea obtenida, para después definir el indice de refraccién efectivo
como
p"(w)

Nef (CU) = k:[)

(1.182)

En general, la convergencia y los valores finales obtenidos mediante este pro-
cedimiento dependeran del valor inicial pl°l(w), sin embargo, en nuestro caso
los mismos valores finales fueron obtenidos usando diferentes valores iniciales,
siendo la tnica diferencia el tiempo de calculo empleado para cada condicién
inicial antes de llegar a la convergencia. Es importante notar que los valores
finales obtenidos fueron muy cercanos a los obtenidos utilizando la aproxi-
macién de van de Hulst como valor inicial, lo que indica que en realidad
el indice de refraccion efectivo de van de Hulst es, en general, una buena
aproximacion al indice exacto que caracteriza la propagacion de ondas trans-
versales libres en el coloide. Cabe senalar que la busqueda de soluciones se
realizd solamente en la region visible del espectro, por lo que la existencia
de soluciones en otras regiones del plano complejo, o para otras frecuencias
o de tamanos de particula, es posible, ya que no se realizé una busqueda
exhaustiva y sistematica.
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1.6. Analisis numérico del indice de refrac-
cion efectivo no local

Las expresiones de los indices de refraccién efectivos que se obtuvieron al
resolver la ecuacion para los modos transversales, tanto exactamente como
en forma aproximada, fueron analizadas numéricamente considerando nueva-
mente sistemas coloidales con inclusiones metdlicas (oro y plata) o dieléctricas
(poliestireno y diéxido de titanio). Por razones de espacio sélo mostraré en
este capitulo el analisis correspondiente a plata y TiO,. Las demas graficas
para los materiales de oro y poliestireno se encuentran en el apéndice E.

En la siguiente grafica, Fig. 1.9, se muestra la dependencia de la parte
real (a) e imaginaria (b) con la frecuencia w, o la longitud de onda A, del
indice de refraccién para las tres aproximaciones consideradas al igual que
para la solucién exacta, en la region oOptica del espectro, considerando un
sistema coloidal en donde sus inclusiones estan hechas de plata. La fraccién
volumétrica de llenado se fijé en 2% (f = 0.02) mientras que el radio de las
esferas se fijé en a = 0.1 pm.
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= “ —_ e
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Figura 1.9: Graficas de la parte real (a) e imaginaria (b) del indice de re-
fraccion obtenido bajos las tres aproximaciones consideradas al igual que el
exacto como funcién de la longitud de onda Ay, para una fraccién volumétri-
ca de llenado de f = 0.02 y con el radio de las esferas fijo en a = 0.1 pum,
considerando plata para las inclusiones esféricas.

En la Fig. 1.10 se muestran las graficas analogas a la Fig. 1.9, pero ahora
considerando que las inclusiones del sistema coloidal estdn hechas de TiOs.
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Figura 1.10: Graficas de la parte real (a) e imaginaria (b) del indice de re-
fraccion obtenido bajos las tres aproximaciones consideradas al igual que el
exacto como funcién de la longitud de onda Ay, para una fraccién volumétri-
ca de llenado de f = 0.02 y con el radio de las esferas fijo en a = 0.1 pum,
considerando TiOy para las inclusiones esféricas.

Podemos apreciar en las Figs. 1.9 y 1.10 que la aproximaciéon de van de
Hulst al indice de refraccién efectivo exacto es una buena aproximacién pa-
ra la mayoria de las frecuencias utilizadas en las graficas. En el siguiente
capitulo se presenta un método experimental para medir simultaneamente
la parte real e imaginaria del indice de refraccion efectivo de un sistema co-
loidal constituido por inclusiones esféricas hechas de poliestireno, utilizando
la refraccion de la luz. En este experimento reportado en un articulo re-
cientemente publicado [6], se concluye que efectivamente el indice de van de
Hulst representa una buena aproximacion al indice de refraccion efectivo que
caracteriza un sistema coloidal.

Aunque, en general, el indice de van de Hulst representa una buena apro-
ximacién, podemos observar ciertas diferencias con el indice de refraccion
efectivo exacto. Para el caso de sistemas coloidales constituidos por inclusio-
nes de plata, Fig. 1.9, observamos que la diferencia entre la contribucion de
las particulas a la parte real del indice de refraccion efectivo de van de Hulst
Re[ N (w) — 1] y la contribucién al indice exacto Re[ Nef(w) — 1] puede
ser hasta de 2.9x107* para Ao = 0.49 um, lo que representa un error relativo
del 3.6 %. Para la parte imaginaria, la diferencia Im[ N (w) | — Im[ Nfw) ]
alcanza 6.5x107% para \g = 0.73 um, representando un error relativo de alre-
dedor de 3 %. En el caso del TiO,, Fig. 1.10, las diferencias pueden ser todavia



52 CAPITULO 1.

mayores. Por ejemplo, la diferencia de la contribucién de las particulas a la
parte real puede ser hasta de 1.7 x 1073 para Ay = 0.54 um, lo que representa
un error relativo del 28 %, y para la parte imaginaria las diferencias puede
ser de hasta 2.1 x 1072 para Ao = 0.43 um, representando un error relativo
del 10.3%. Todas estas diferencias mencionadas estan dentro del rango de
medicién de un diseno experimental real. Realizando un analisis numérico, se
observa que las diferencias crecen incrementando la fraccién volumétrica de
llenado f, por lo que se podria realizar en un futuro un analisis mas detallado
de los errores cometidos por la aproximacion de van de Hulst.

Aunque se ha mostrado que, en general, el indice de refraccién efectivo
de van de Hulst representa una buena aproximacion a la descripcién de la
propagacién de ondas transversales a través de sistemas coloidales diluidos,
incluso para inclusiones grandes en comparacién a la longitud de onda del haz
incidente, lo mas importante es notar que N e”}CL no es un indice de refraccién
local, sino que tiene un caracter no local al provenir de una relacién de disper-
sién no local. Una de las consecuencias mas importantes de la no localidad
es que el indice de refraccion efectivo no puede ser empleado directamente
en las férmulas de Fresnel para calcular la amplitud de reflexion de una onda
plana electromagnética de una interfaz plana con un medio coloidal. El uso
ingenuo del indice de refraccién efectivo en Fresnel puede conducir a errores
considerables, como fue sefialado anteriormente en trabajos recientes [1], [31]
y [32], en donde se comparan los resultados obtenidos sustituyendo el indice
de van de Hulst en Fresnel con los resultados obtenidos del experimento y con
un modelo mas elaborado basado directamente en la teoria de esparcimiento
multiple.

1.7. Esquema tradicional

Una forma maés tradicional y completamente equivalente de analizar el
problema de la respuesta electromagnética de un sistema coloidal, es emplear
las funciones respuesta: dieléctrica efectiva €. y permeabilidad magnética
efectiva fi,, en vez de las funciones respuesta € e?c y € gc A esta descripcién méas
tradicional la llamaremos esquema e—p. Como se mostrara en seguida, ambos
esquemas estan relacionados y son equivalentes, de modo que podemos pasar
de un esquema a otro sin perder informacién sobre el sistema.

En el esquema € —p se introducen dos campos vectoriales adicionales,
llamados campos materiales, los cuales son: el campo de polarizacién P y el
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campo de magnetizacion M. El campo de polarizacion P se define como
VP =—{pina) . (1.183)

en donde (p,,,) es el promedio de la densidad de carga inducida y est4 rela-
cionada con el promedio de la densidad de corriente inducida <jmd> a través
de la ley de conservacion de carga

v [<de> + sz] — 0. (1.184)

Entonces, la cantidad entre paréntesis cuadrados siempre se puede escribir
como el rotacional de un campo vectorial

<de> 4 iwP =V x M, (1.185)

en donde M es el llamado campo de magnetizacion. Entonces podemos se-
parar la contribucion al promedio de la densidad de corriente inducida como

<fmd> WPV X M=+ Ty (1.186)

es decir, en dos partes: una (J p) asociada con —sz la derivada respecto
al tiempo de P, y otra (JM) asociada con el rotacional de M. Con esta
separacién notamos que Jy; es transversal (V- Ju = 0) mientras que Jp
tiene en general componentes longitudinal y transversal. Debido a que los
campos P y M no estén unfvocamente definidos, ya que V x P y V- M se
pueden elegir arbitrariamente, las cantidades J; Py L M ho tienen todavia una
interpretacion fisica.

Para poder seleccionar con un significado fisico preciso las cantidades P
y M identificamos primero P con el promedio de la densidad volumétrica de
momentos dipolares eléctricos inducidos, mostrando que los campos eléctrico
y magnético producidos por (p;,4) v Jp, siendo escritos en términos de P a
través de V- P = — (Pina) ¥ Jp = —iwﬁ, son exactamente los mismos que
los campos eléctrico y magnético producidos por un promedio volumétrico
de dipolos eléctricos dados por P. Lo mismo sucede con M , ya que se puede
mostrar que los campos eléctrico y magnético producidos por Jy =V x M
son los mismos que los producidos por el promedio de la densidad volumétri-
ca de momentos dipolares magnéticos inducidos dados por M. Aunque en
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muchos libros de texto se muestra que estas identificaciones son validas para
el limite cuasi-estatico, se puede mostrar que siguen siendo validas para cam-
pos dependientes del tiempo oscilando con una frecuencia w arbitraria [59].
Con esta interpretacion clara de P y de M se puede asegurar que en mate-
riales lineales, el promedio de la densidad volumétrica de dipolos eléctricos
inducidos estd relacionada linealmente al campo eléctrico total promedio y
que el promedio de la densidad volumétrica de dipolos magnéticos inducidos
estda linealmente relacionado al campo magnético total promedio. Podemos
entonces reescribir la generalizacién no local de la Ley de Ohm, Ec. (1.61),
en la representacion p, es decir, en el espacio de Fourier, como

() - o (8 (87 - (5 -
— ol (E) + (o~ oh) <E>T (1.187)

en donde se han omitido las dependencias de (p,w) de las funciones respuesta
y de los campos. En el limite de onda larga (p — 0) tenemos que o = o'k,
de modo que el término que sobrevive en la Ec. (1.187) es proporcional a

<E>, por lo que podemos identificar
Ty = a§f<E> , (1.188)
y entonces necesariamente tenemos que identificar a Jy como
7 T oy /#\"
Jv = (07— o) <E> . (1.189)

Utilizando la Ley de Faraday podemos escribir que

—

<E>T S ]%ﬁx <B> , (1.190)

en donde <§ > es el promedio del campo magnético. Escribiendo Jy = IPX M

y Jp = —iwP y haciendo uso de la relacién entre Tor v “€u, Ec. (1.66),
obtenemos finalmente

5 L o - W N/ p

P=(ck—e) <E> y M= (e ) <B> . (1.191)
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Como se mencioné anteriormente, en el esquema e—p se introducen para
un medio homogéneo e isotrépico dos funciones respuesta escalares: la funcion
dieléctrica efectiva €. y la permeabilidad magnética efectiva p,;, definidas a
través de las siguientes relaciones

P =(cy— &) <E> vy M= (i - i) <§>, (1.192)

Ho luef

de modo que la relacion entre el esquema L—T y el esquema €—pu se puede
identificar a partir de la identificacién de las Ecs. (1.191) y (1.192), obtenien-
do

6ef(pa w) = 636‘ (pa W), (1193)
1 1 W o I

L e kW] (L199)

per(Diw) — py PP L€ 7 ()]

Realizando un desarrollo en potencias de z; = pa para las funciones res-
puesta en este esquema, el desarrollo para e.;(p,w) serd el mismo que para
eelj’c (p,w), dado por la Ec. (1.158). Para p(p, w), manteniendo términos hasta
orden (pa)? en la diferencia € (p,w) — €/ (p,w), obtenemos que

Y -1 2 T [2] dlL o jl(l’j) 1
L= ['“ef(p’ w)] = ‘r0f<Xp 3d; 7+ 6? Ty B ?—{—
I I

5 FLICAN
+5 (clT U4 qfl—gqft 4 o8 ) 20|
2 Tr Tr

En las siguientes gréficas, Figs. 1.11 y 1.12, se ha graficado como funcién
de la variable adimensional pa, asi como también como funcién de la lon-

gitud de onda )y, Re [(,&ef(p, w))_l — 1] /f y Im [(/]ef(p, w))_l — 1] /f para
mostrar la contribucion de las particulas a la parte real e imaginaria de la
permeabilidad magnética efectiva, en donde fi; = fi.4/pty. Podemos apre-
ciar que dichas contribuciones a la permeabilidad magnética efectiva son del
mismo orden de magnitud que la contribucién de las particulas a la funcién
dieléctrica efectiva. Podemos también apreciar que aunque Im [Egc (p, w)] > 0
y Im [Eé (p, w)} > (0, la parte imaginaria de la permeabilidad magnética efec-
tiva

Im [ﬂef(p,w)} = ’u~ef‘2 f)—g {Im [Egc (p,w)} —Im [Eé (p,w)}} , (1.195)
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la cual es proporcional a la diferencia de Im [E e:;c (p, w)] y Im [E g} (p, w)] , puede
ser negativa. Sin embargo, es posible mostrar que la energia total disipada
es siempre positiva, ya que en nuestro caso no existen efectos magnéticos
intrinsecos, siendo éstos solamente los generados a través de la Ley de Fara-
day. Por tltimo, es importante resaltar que fi.;(p, w) representa una respuesta
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Figura 1.11: Gréficas de la parte real (a) e imaginaria (b) del inverso de
la permeabilidad magnética menos uno, normalizada a f, como funcién de
la variable adimensional pa para diferentes valores de Ay, para un sistema
coloidal conformado por inclusiones esféricas de plata con el radio fijo en
a = 0.1 um. En las figuras (c¢) y (d) se grafica la parte real e imaginaria,
respectivamente, de la misma funciéon pero ahora como funciéon de Ay, para
diferentes valores de pa.

magnética real del sistema directamente relacionada con el promedio de la
densidad volumétrica de dipolos magnéticos inducidos por las variaciones
temporales del promedio del campo magnético. Esta respuesta magnética es
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en realidad diamagnética y es proporcional a 6(5 —€ g}
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Figura 1.12: Graficas de la parte real (a) e imaginaria (b) del inverso de
la permeabilidad magnética menos uno, normalizada a f, como funcién de
la variable adimensional pa para diferentes valores de Ay, para un sistema
coloidal conformado por inclusiones esféricas de TiOy con el radio fijo en
a = 0.1 um. En las figuras (¢) y (d) se grafica la parte real e imaginaria,
respectivamente, de la misma funciéon pero ahora como funciéon de Ay, para
diferentes valores de pa.

Las ecuaciones para encontrar la relacién de dispersién de los modos elec-
tromagnéticos que se propagan libremente en el sistema coloidal, desde el
punto de vista del esquema e—pu, sabemos que estan dados por

ecf(psw) =0, (1.196)
P* = kg Eep (p, @)y (p, ). (1.197)

que son equivalentes a las ecuaciones para la relacion de dispersién en el



58 CAPITULO 1.

esquema L—T, Ecs. (1.170) y (1.171), de modo que ambos esquemas son
completamente equivalentes.



Capitulo 1

Medicion de un indice de
refraccion no local
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1.1. Medicion de un indice de refraccion efec-
tivo no local: reflexion vs refracciéon

El problema de medir un indice de refraccion efectivo de sistemas coloida-
les ha sido estudiado experimentalmente desde hace mas de 40 afios [26], [27],
[45]-[51], v en la mayorfa de estos trabajos se han empleado refractémetros
de dngulo critico tipo Abbé [47]. El problema con estas mediciones es que
el principio se basa en la determinacién del indice de refraccién a partir del
angulo critico entre la interfaz prisma-coloide, sin embargo, la reflectancia
cerca del angulo critico en dicha interfaz no tiene una transicion definida a
la reflexién total interna, lo que implica que para poder extraer informacion
acerca del indice de refraccion efectivo de las mediciones es necesario un mo-
delo para la reflectancia en funciéon del angulo de incidencia, en términos
de las propiedades efectivas del sistema. El modelo tradicional utilizado es
considerar una interfaz plana entre dos medios locales de donde, a partir de
condiciones de frontera en las ecuaciones de Maxwell, se encuentra la rela-
cién entre la amplitud de reflexién y el indice de refraccion efectivo dada por
las férmulas de Fresnel. Sin embargo, el uso de este modelo ha evidenciado
inconsistencias [26] por lo cual no ha sido posible emplearlo como una herra-
mienta confiable para la inversiéon de datos de reflectancia. Por otro lado, se
ha identificado [1], [2], [60] que la reflectancia de un sistema semi-infinito de
particulas grandes (en comparacién a la longitud de onda del campo inci-
dente) no sigue las expresiones para la amplitud de reflexién dadas por las
férmulas de Fresnel, proponiéndose modelos alternativos basados en teoria de
esparcimiento multiple. Més atin, identificando los parametros opticos efecti-
vos en estos modelos, se ha concluido que en la reflexién de una interfaz plana
se requiere, ademas de una permitividad eléctrica efectiva, una permeabili-
dad magnética efectiva, esto incluso considerando que las particulas al igual
que la matriz en donde estdn embebidas sean no magnéticas. Lo anterior es
parte importante de las conclusiones que se desprenden del capitulo anterior,
Cap. 77, en donde se reportan los calculos de las funciones respuesta efecti-
vas no locales de bulto de sistemas coloidales turbios. Con todo lo anterior se
puede concluir que es necesario un analisis mas profundo para la validacion
de las técnicas de medicién del indice de refraccion efectivo a través de ex-
perimentos de reflexién cercanos al angulo critico, por lo que una alternativa
atractiva para reemplazar las mediciones que involucren reflexién de la luz,
es emplear el fendmeno de refraccién. De hecho, en un trabajo anterior [47],
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el Uinico que se encontré en la literatura, se mide directamente el angulo de
refraccion de la luz en la interfaz de un medio coloidal por un método llamado
por sus autores como “método del lente coloidal”. Al parecer este método ha
permanecido ignorado por mucho anos y, al parecer, ninguna validacién del
método se habia publicado hasta el momento de este trabajo. El método que
se propone en esta tesis, llamado “método del prisma coloidal”, representa
una versiéon modificada con la que se obtiene una mayor precision que en el
trabajo antes citado.

Existen algunos reportes recientes en la literatura en donde, usando in-
terferometria, se logra medir la parte real del indice de refraccion efectivo,
a partir de mediciones de diferencia de fase de una onda electromagnética
transmitida a través del medio turbio [61, 62]. Sin embargo, en este tipo de
experimentos en donde se emplea la coherencia del haz incidente, es dificil
realizar espectroscopia, es decir, emplear diferentes frecuencias del haz in-
cidente, lo que es mas facil de obtener experimentalmente a través de un
experimento de refraccién pues se podria iluminar el sistema incluso con luz
blanca.

Para poder determinar el indice de refraccion de un sistema coloidal a
través de un experimento de refraccién, primero sera necesario describir la
transmision de luz en un sistema inhomogéneo, para lo cual serda de utili-
dad separar su descripcion en términos de una componente coherente y una
componente difusa que, como ya se comenté en la introduccion, la compo-
nente coherente corresponde al promedio de los campos 6pticos sobre todas
las posibles configuraciones disponibles del sistema coloidal, mientras que el
campo difuso representa las fluctuaciones de los campos 6pticos del prome-
dio. También se comentd en la introduccion que para sistemas diluidos la
componente coherente viaja a través del medio inhomogéneo con un vector
de onda efectivo Eef, y en el caso de inclusiones pequenas en el coloide, la
energia asociada a la componente difusa puede ser despreciada pudiéndose
describir cabalmente la propagacion de la onda a través de la componente
coherente. Sin embargo, este no es el caso cuando las inclusiones son grandes,
que es el caso que nos interesa, pues la energia en el haz difuso puede ser del
orden o mayor que la energia propagandose en la direccién coherente, dando
una sensacion 6ptica de turbidez del sistema. A pesar de estas circunstancias,
es posible definir un indice de refraccién efectivo para un medio turbio, uno
de los temas centrales de esta tesis, considerando la propagacion efectiva sélo
de la componente coherente. Este indice de refraccién efectivo serd en general
complejo y podra ser utilizado para determinar la fase y la atenuacion de la
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onda coherente conforme ésta se propaga a través del coloide. En este caso,
la parte imaginaria del indice de refraccion efectivo, asociado con la atenua-
cion, no tomarda solamente en cuenta la absorcién debida a las particulas,
sino también al esparcimiento responsable de la transformacién del campo
coherente al difuso.

1.2. Meétodo del prisma coloidal

El método denominado método del prisma coloidal, consiste en un ex-
perimento sencillo para medir simultaneamente tanto la parte real como la
imaginaria del indice de refraccion efectivo de una suspension de particulas, a
través de mediciones del dngulo de refraccién y de la transmitancia de un haz
laser a través de un prisma hueco lleno con la suspension coloidal. Debido a
la turbidez del sistema el método esta restringido a sistemas diluidos, y dado
que la componente coherente irda decayendo de forma exponencial dentro del
coloide, el camino 6ptico dentro del medio no puede ser grande comparado
con el inverso del coeficiente de atenuacion «, por lo que el haz debera incidir
lo més cercano posible al vértice del prisma, como se muestra en la Fig. (1.1).

Figura 1.1: Geometria del prisma hueco lleno con el sistema coloidal sobre el
cual incide el haz laser.

Si se llena el prisma hueco con agua solamente, dado que el haz laser
incide sobre el prisma perpendicularmente a la interfaz de entrada y el agua
no absorbe a la longitud de onda de la radiacién incidente, el haz se refrac-
tara conforme sale del prisma de acuerdo con la ley de Snell usual. Si ahora



1.2. METODO DEL PRISMA COLOIDAL 5

inyectamos particulas al prisma, quitando un volumen pequeno de agua y
reemplazandolo con una suspension del sistema coloidal, y homogeneizamos
la mezcla, el laser se refractara atiin mas dependiendo el tipo y la cantidad de
particulas anadidas. La refraccion adicional se puede determinar midiendo el
desplazamiento del haz laser lejos del prisma, el cual es proporcional a la dis-
tancia al plano de mediciéon y al incremento en el angulo de refraccion debido
a la presencia de las particulas. La medicion precisa de este desplazamiento
lateral del haz laser, requiere medir con precision el perfil del laser en el plano
de deteccion antes y después de anadir particulas. La medicién del perfil se
puede realizar con precision empleando una navaja y midiendo la potencia
transmitida con un fotodetector como funcién de la posicion de la navaja.
Estas mediciones se hacen en direccion perpendicular al eje definido por el
haz laser y a lo largo de la direccién de refraccién como se muestra en la Fig.
(1.2). A la curva resultante obtenida por este procedimiento la denotaremos
como perfil acumulativo integrado, y diferenciando dicha curva obtenemos el
perfil del haz laser. De estas curvas es posible obtener el angulo de refraccion
asi como también la atenuacién del haz.

Direccion de
movimiento
de la navaja

Lente

Fotodetector

Figura 1.2: Esquema del arreglo experimental.

Es interesante analizar el problema considerando una onda plana inci-
dente de manera perpendicular a la interfaz de entrada del prisma, lo que
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implica que dentro del prisma los planos de amplitud constante son paralelos
a los planos de fase constante (lo que se conoce como onda homogénea), sien-
do ambos paralelos a la interfaz de entrada. Sin embargo, dado que el haz
atraviesa diferentes distancias para llegar a la interfaz de salida del prisma
con un dngulo 6, la amplitud del campo sobre la interfaz de salida tendrd un
decaimiento exponencial conforme se aleja del vértice del prisma. La posi-
ble existencia de las condiciones de contorno en esta interfaz requiere que la
amplitud del campo del otro lado de la interfaz, es decir ya fuera del prisma
(aire en el caso de nuestro experimento), tenga el mismo decaimiento expo-
nencial. Lo anterior implica que la onda al salir al aire no puede ser una onda
plana usual, sino mas bien serd una onda evanescente con propiedades muy
especificas’.

Para poder relacionar el angulo de refraccién medido y la atenuacion en
la intensidad transmitida obtenida del experimento, con las propiedades de
propagacién y extincién del sistema coloidal, necesitamos construir una rela-
ciéon adecuada para la geometria del prisma asi como un indice de refraccién
efectivo n.y = ny + ik para caracterizar el sistema coloidal.

El modelo que emplearemos para el indice de refraccién efectivo, con el
cual compararemos los resultados experimentales, es el llamado indice de re-
fraccion efectivo de van de Hulst, el cual coincide con el indice que se obtiene
bajo la Aproximacién del Cono de Luz (ACL), considerando p = ko, en la
relacién de dispersién de los modos transversales, Ec. (?7). Ahora, sabemos
que este indice de refraccion efectivo proviene de una relacién de dispersion
no local y representa una buena aproximacién al indice de refraccién efecti-
vo exacto que se obtiene al resolver la relaciéon de dispersion de los modos
transversales en forma exacta. Lo anterior es parte importante de los resul-
tados del Cap. ??7. El indice de refraccion efectivo no local de van de Hulst
esta dado por

nod™ = ny, [14iv5(0)], (1.1)

en donde n,, es el indice de refraccién de la matriz, S(0) es la amplitud de
esparcimiento frontal de un particula embebida en la matriz, que en el caso
de particulas esféricas puede ser calculado a partir de la teoria de Mie? en
términos del indice de refraccién de la particula y de la matriz, y el radio de

ITodos los detalles se encuentran en el apéndice D, incluyendo la solucién de una onda
evanescente que se propaga en el aire o incluso en el vacio.
2Ver libro de Bohren y Huffman [34], pdg. 112.
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la particula; y + estd dada por

T=53 (1.2)

donde f es la fraccién volumétrica ocupada por las esferas, r = k,,a es el
llamado parametro de tamano, donde k,, es la magnitud del vector de onda
dentro de la matriz y a es el radio de las particulas. En general el indi-
ce de refraccién de van de Hulst es una cantidad compleja, incluso aunque
tanto las particulas como la matriz sean no absorbentes, pues como ya se
mencioné anteriormente, el coeficiente de extincidn k; caracteriza tanto a la
eventual absorcion de las particulas, o incluso de la matriz, asi como a la
transferencia de la energia del campo coherente al difuso, debido al esparci-
miento de la luz conforme el haz se propaga por el medio.

Para relacionar el angulo de refracciéon medido con el indice de refraccién
efectivo, necesitamos una extension de la ley de Snell que tome en cuenta
la geometria del prisma y la presencia de un indice de refraccion efectivo
con parte real e imaginaria. Esta extension, deducida en el apéndice D, tiene
la misma estructura que la ley de Snell usual, es decir, relaciona el angulo
de incidencia a la interfaz de salida 6, con el angulo de refraccién 60, de la
siguiente forma

Ni (nq, k1,0,)sin 6, = nysin b, (1.3)

en donde n; y k1 son la parte real e imaginaria del indice de refraccion efectivo
del sistema coloidal, respectivamente. ns es el indice de refraccién del medio
fuera del prisma, que en nuestro caso es aire (ny = ng = 1) y el indice de
refraccion N; que denotaremos como operativo esta dado por

n1 Mo

N1 (nl,lﬁ,é’p) = s (14)
\/% (a+ Va®+ b+ nisin’6,)
en donde las constantes a y b estan definidas como
a=ng— (n] —Ki)sin’6, y b = 2nyk sin® 0, (1.5)

Esta forma de la ley de Snell representa una generalizacion de la ley de Snell
usual, apropiada para la geometria del prisma empleado en el experimento.

Las mediciones de la atenuaciéon de la intensidad de la componente co-
herente del haz como funcién de la distancia z recorrida a través del medio
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turbio, se pueden relacionar con la parte imaginaria del indice de refraccion
efectivo a través de la ley Beer-Lambert?

I = lyexp [-2kok12] = Ipexp [—az], (1.6)

en donde kj es la magnitud del vector de onda en el vacio y « es el coeficiente
de atenuacion, el cual esta relacionado con la seccion transversal de extincién
Cezt como a=1nCeyy, donde n es la densidad de nimero de particulas en el
coloide. Empleando el teorema 6ptico se puede mostrar que*

_47r
xt — k%

Ce Re [S(0)]. (1.7)

Es importante notar que en la deduccién de la Ec. (1.3) se consideré que
el haz incidente era una onda plana infinita, de modo que la solucién pierde
todo significado fisico mas alld del vértice del prisma. En sentido estricto,
la interaccion de una onda plana con el prisma de dimensiones finitas es un
problema de esparcimiento, pero en realidad uno no tiene una onda infini-
ta como haz incidente en los experimentos sino mas bien un haz gaussiano
de dimensiones finitas. En este caso uno puede considerar que la validez de
de la solucién de la onda plana puede ser restringida a la region que ocu-
pa el haz gaussiano, es decir, podemos describir el haz gaussiano como una
superposicién de ondas planas, de modo que el haz transmitido puede ser
considerado como una superposicion de ondas evanescentes. Podemos ana-
lizar el problema de refraccién de un haz gaussiano de la siguiente forma:
podemos propagar el haz incidente a través del prisma despreciando la di-
fraccion debida al tamano finito del haz, lo que para nuestro caso representa
una aproximacién valida®. Una vez que conocemos el campo eléctrico en la

3Estamos considerando como pérdidas del haz coherente toda la luz que sale de esa
direccién debido al esparcimiento de las esferas. Dado que estamos despreciando cualquier
posible absorcién de la luz por el vidrio del prisma, el agua desionizada o las particulas,
el tnico error que se podria cometer seria despreciar la luz difusa que viaja en la misma
direccién del haz coherente, la cual podria llega hasta el detector. Sin embargo, dado
que el detector estd ubicado a una distancia L=1,549+3 mm y el lente presenta un
drea de recoleccién de luz de 6.4516 cm?, el dngulo sélido que presenta el detector es de
aproximadamente 3.16x 1072 4 6x 10~° radianes.

4Ver libro de Bohren y Huffman [34], pag. 112, Ec. (4.76).

5La aproximacién es vélida ya que la distancia que viaja el haz dentro del coloide L, es
mucho menor que la llamada distancia de Rayleigh del haz gaussiano (, = nimw@wi/\g, en
donde \g y @ son la longitud de onda en el vacio y el radio de cintura del haz incidente,
respectivamente. En nuestro experimento tenemos que L ~ 2 mm y ¢, = 50 cm por lo que
podemos considerar como valida la aproximacién.
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interfaz de salida del prisma, podemos propagar el campo 6ptico al detector
empleando los procedimientos estandares de la 6ptica de Fourier, tomando en
cuenta de esta forma refraccion, atenuacion y difraccién del haz en su camino
hacia el detector. Dado que la fraccion de luz viajando dentro del prisma en
la region més alejada del vértice viajara una distancia mayor que la fraccion
de luz viajando cerca del vértice, uno podria suponer que la forma gaussiana
del haz se deformard, y una medicién precisa del angulo de refraccién deberia
contemplar este efecto. Sin embargo, como veremos en seguida, este no es el
caso y el haz refractado continua siendo gaussiano.

Consideremos dos sistemas de referencia: un sistema coordenado primado
cuyo origen coincide con la interfaz de entrada del prisma, plano definido por
z/ =0, y donde é,, apunta hacia el interior del prisma; y un segundo sistema
coordenado no primado cuyo origen coincide con la interfaz de salida del

prisma, z = 0, donde é, apunta hacia afuera del prisma, como se muestra en
la Fig. (1.3).

Interfaz de
_entrada

Interfaz de
salida

Figura 1.3: Diagrama esquematico del prisma con el haz incidente y los sis-
temas coordenados, primado y no primado, en la interfaz de entrada y salida
del prisma, respectivamente.

La expresion para un haz gaussiano en la aproximacion paraxial se puede
encontrar en diversos libros®, de modo que podemos escribir que el campo
eléctrico del haz gaussiano viajando en aire antes de entrar al prisma tiene

SVer por ejemplo Guenther [63], pag. 337.
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la forma ) )
= z'+y’ . X
E = Eyexp {— —Zy} exp [ konoz'] €, (1.8)

wo
en donde é es el vector de polarizacion en el plano X'Y’ y kg es la magnitud
del vector de onda en el vacio. Si consideramos que el haz incide de manera
perpendicular a la interfaz de entrada del prisma, entonces podemos escribir

el campo eléctrico refractado, viajando fuera del prisma, como

. 2 2 cos? 0
E =tEyexp [az Ty ;OS p] exp [t kones (L +ysind,)] é, (1.9)
“o

en donde t es el coeficiente de transmisién de las interfaces de entrada y
salida del prisma, n.f = ni + ¢~y es el indice de refraccién efectivo que
caracteriza al coloide y hemos utilizado que 2’ = z, ¢y = ycosf, y 2/ =
L + ysin6,, donde L es la distancia que recorre el eje 6ptico del haz laser
dentro del prisma, indicada en la Fig. (1.3). Aunque en general ¢t serd una
funcion de ny y k1, podemos considerar con un error despreciable, a lo més
del orden de la fraccién volumétrica de llenado f, que t esta dado por el
producto de los coeficientes de transmisién de la interfaz de entrada y de
salida, cuando el prisma es llenado con agua solamente. Sumando y restando
la cantidad (§ k3w k3 sin®6,)/(wd cos?§,) en la primera exponencial de la
Ec. (1.9), podemos reescribir la expresién para el campo eléctrico refractado
como

—

1
E =t Eyexp(—k1L)exp {Z k3k7 tan® 94 exp [ kony (L + ysind,)] x

2? + cos*0, (y — skowiky sin Qp)2

X exp é. (1.10)

2
Wo

Podemos apreciar que el campo eléctrico refractado, al salir del prisma, sigue
teniendo un perfil gaussiano, es decir, la forma del haz no se ha deformado
aunque su maximo se ha desplazado

*

2 .
y= — kowgki sin 6,

1.11
2cos?6, (1.11)

Este desplazamiento lateral y* que sufre el haz al atravesar el medio inho-
mogéneo, se puede estimar, y para uno de los experimentos realizados fue de
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y* = 15 pum, mientras que el perfil del haz refractado en el plano de detec-
cion se movio aproximadamente 3.5 mm, de modo que el error cometido en
despreciar y* fue cerca de 0.4 % en ese experimento. Sin embargo, para cierto
tamano de particulas e indices de refraccion, o si el detector no esta colocado
lo suficientemente lejos, este error puede incrementarse considerablemente y
deberé ser tomado en cuenta.

Utilizando procedimientos estandar en 6ptica de Fourier, podemos propa-
gar el haz desde la salida del prisma hasta el detector, para después calcular
la intensidad en la aproximacion de campo lejano, obteniendo la siguiente
funcién de la intensidad”

2 __2

k k2052 cos? 0
I(Q> = IO eXp[_folk'oL] exp [OTYDOKI tan2 9p:| exp |:_ 0T COS™ U2

2 cos?0,

(0 —05)%|,

(1.12)
donde wyq es el radio de cintura del haz.

Podemos observar en la Ec. (1.12) que la intensidad del campo eléctrico
decae como exp|—2k1koL|, por lo que el maximo de intensidad decaera segin
la ley de Beer-Lambert, Ec. (1.6), lo que es equivalente a que el haz se hubiera
transmitido por una celda de caras paralelas de separacion L.

1.3. Arreglo experimental y resultados

Para los experimentos de refraccion se construyé un prisma usando vidrio
de 3 mm de grosor, cuyo volumen interior es aproximadamente de 2 ml. El
vértice del prisma utilizado en los experimentos se midié con un goniémetro
y un haz laser, obteniendo un angulo 0, =48.1° + 0.1°. Este dngulo es con-
veniente porque estd moderadamente cerca del angulo critico definido por el
aire y agua pura (6. = 48.69°), de modo que el experimento tendra gran sensi-
bilidad a pequenas variaciones en el indice de refraccion del sistema coloidal.
Como fuente de luz se utilizé un haz laser He-Ne de intensidad estabilizada,
con longitud de onda \g=0.6328 um y perfil gaussiano. El radio de la cintura
del haz laser es de wg~ 300 um. Como fotodetector se empled un fotodiodo
de silicio y se colocé un lente en frente de él para colectar la luz. El lente
también permitié que el fotodetector permaneciera fijo mientras el angulo de
refraccion cambiaba durante el experimento. Se monté una navaja sobre una
plataforma de traslacién con una resolucion de 5 um y se colocé a 5 cm frente

"Ver apéndice B de la referencia [6].
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al lente. La distancia que recorre el haz laser desde que sale del prisma hasta
que llega a la navaja fue de D = 1,549 + 3 mm. El procedimiento para obte-
ner los perfiles del haz laser fue el siguiente: se comienza obstruyendo con la
navaja por completo la entrada del haz al detector para luego ir desplazando
la navaja en pasos de 500 um de manera perpendicular a la direccién del eje
optico, permitiendo la entrada paso a paso del haz en el detector, para final-
mente dejar entrar todo el haz al detector. La transmitancia se registré en
cada posicion de la navaja.

En la Fig. 1.4 se muestran los componentes empleados en la realizacion
del experimento. El haz ldser incide normalmente sobre el prisma hueco y
después de refractarse se refleja en un par de espejos antes de llegar a la
navaja y al detector. La navaja auxiliar entre el segundo espejo y la navaja
se utiliza simplemente para bloquear las multiples reflexiones y refracciones
en el prisma e impedir que lleguen al detector.

Segundo
espejo

Prisma
hueco

Navaja
auxiliar

Primer
espejo
Plataforma

de

Lente
traslacion y

detector

Figura 1.4: Fotografia del experimento de refraccion.

El experimento consistio en llenar el prisma con agua desionizada e in-
yectar varias veces una cantidad fija de particulas del mismo tamano. Las



1.3. ARREGLO EXPERIMENTAL Y RESULTADOS 13

particulas que se emplearon en el experimento fueron adquiridas de la fir-
ma comercial Duke Scientific, quien provee las principales caracteristicas de
las particulas: el material del que estan hechas es poliestireno con un indice
de refraccién de 1.588 para A\g=0.6328 um, un didmetro promedio con una
desviacién estandar del 3% y las particulas originalmente venian a una con-
centracién al 10 % de esferas en agua. La fraccién de volumen, f, dentro del
prisma fue incrementéndose desde 0 a 0.19 % en seis pasos iguales. Las dilu-
ciones para cada inyeccion se prepararon diluyendo la concentracion original
en agua desionizada utilizando micropipetas con resolucién de 1 ul. En cada
paso del experimento se midié un perfil acumulativo integrado. El dngulo de
incidencia en la interfaz de entrada del prisma se fijé en 0 +0.1°. La incerti-
dumbre en el angulo de incidencia en la interfaz de entrada del prisma junto
con la incertidumbre en el dngulo del prisma 6,, se suman para obtener un
angulo de incidencia en la interfaz de salida del prisma de 6; =48.1 4+ 0.2°.
La distancia L que atraviesa el eje éptico del haz dentro del prisma fue medi-
da visualmente con un escalimetro con una incertidumbre del 12 %. Aunque
estas mediciones se pueden mejorar sin duda alguna, son lo suficientemente
aceptables para el objetivo de este trabajo.

En la Fig. 1.5 se muestran un par de fotografias en donde se aprecia el
prisma lleno con el coloide siendo iluminado por el haz laser. En ellas se
puede observar la turbidez del sistema, apreciando visualmente la cantidad
de energia que se transfiere de la componente coherente a la difusa, debido
al esparcimiento de las particulas.

Figura 1.5: Fotografias del prisma con el sistema coloidal iluminado por el
haz laser.

El experimento se repitié para particulas de tres diferentes radios prome-
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dio: 0.111, 0.155 y 0.24 pm. En la Fig. 1.6 se muestran los perfiles acumulados
integrados del sistema con particulas de radio 0.155 um, para diferentes va-
lores de f (los perfiles obtenidos para los otros dos tamanos de particula
son similares). El cambio en el dngulo de refracciéon Afy es calculado como
Ay = Ay/D, donde Ay es la diferencia entre la posicién del haz a un valor
dado de f y su posicién cuando f = 0 (agua desionizada pura). Podemos
obtener Ay a partir del desplazamiento del maximo de intensidad del perfil
del haz laser en el plano de deteccion. De las curvas experimentales, como las
mostradas en la Fig. 1.6, podemos obtener el perfil del haz laser refractado
restando a un dato experimental el dato anterior, sin embargo si hacemos
esto, obtendremos curvas con ruido en las que se puede apreciar las franjas
de interferencia del haz debidas a las multiples reflexiones del haz dentro de
la pared de vidrio del prisma de 3 mm. Un procedimiento alternativo para
remover los efectos de interferencia es realizar un ajuste de una funcién poli-
nomial a los datos experimentales (mostrados también en la Fig. 1.6) y luego
derivar las curvas ajustadas, con lo que obtenemos las curvas mostradas en
la Fig. 1.7.
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Figura 1.6: a) Perfiles acumulativos integrados obtenidos del experimento con
particulas de 0.155 um de radio, para diferentes valores de f. b) Amplificacién
de las cuatro ultimas curvas de a) para una mejor visualizacion.

Podemos apreciar oscilaciones rapidas al principio y al final de los perfiles
mostrados en la Fig. 1.7, las cuales corresponden simplemente a que hemos
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empleado un nimero finito de términos en las funciones polinomiales de ajus-
te. Sin embargo, nuestra atencion estd en la parte central del perfil, en donde
se encuentra el maximo de intensidad del haz. Podemos apreciar en los perfi-
les que, aparte de que el méaximo de intensidad disminuye conforme f crece,
éste se recorre hacia la derecha. De estos perfiles podemos determinar Ay y
obtener A#,. Por otro lado, la atenuacion del haz laser /I al incrementarse
f se puede obtener facilmente a partir de las curvas experimentales de la Fig.
1.6, dividiendo el dltimo dato experimental de la curva a una f dada por el
ultimo dato experimental correspondiente a la curva de agua pura. Estos da-
tos corresponden a las mediciones cuando todo el haz refractado ha entrado
al detector.
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3 ]

T 0.06- 0.06
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2 0041 0.04

9 ]

cC

= 0.021 0.02
0.004 = — -~ 10,00

0 5 10 15 20

Posicidn de la navaja [mm]

Figura 1.7: Perfiles del haz laser obtenidos derivando el ajuste de los datos
experimentales de la Fig. 1.6.

En la Fig. 1.8 se muestran los valores experimentales de Afy (primera
columna) y I /Iy (segunda columna) como funcién de f para los tres experi-
mentos realizados. El angulo maximo de deflexién del haz laser por el sistema
con las particulas mas pequenas de radio 0.111 pm (figura 8 (a), primera co-
lumna) fue de 0.14° aproximadamente, para las particulas medianas de radio
0.155 pm (figura 8 (b), primera columna) fue 0.18° aproximadamente, y para
las particulas mas grandes de radio 0.24 pum (figura 8 (c), primera columna)
fue de casi 0.08°. Junto con los datos experimentales en la Fig. 1.8, se grafi-
ca un ajuste lineal (primera columna) y exponencial (segunda columna) de
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Afy y /I, respectivamente. En el caso del experimento con las particulas
de 0.24 um de radio, solamente tres puntos experimentales de la curva A6,
vs f se pudieron medir, ya que para concentraciones mayores de particulas
el coloide no se mantenia estable y no fue posible medir de manera precisa.
Para obtener la parte real del indice de refraccién efectivo a partir de los
ajustes en la Fig. 1.8 (primera columna) podemos emplear la ley de Snell
usual, es decir, ignorar la parte imaginaria del indice de refraccion efectivo.
Podemos considerar esta aproximacion ya que si calculamos el cociente

N, sin @ K2
—=1- P 4., 1.13
ny 2 [(nd/n}) —sin®6, | n? (1.13)

en donde N; estd dado por la Ec. (1.4) y, en nuestro caso, la parte imaginaria
del indice de refraccién efectivo del sistema coloidal es debida a la extincion
del haz léaser.
Empleando la expresion de van de Hulst obtenemos
f1_ L/(O)’ (1.14)
nq 1 -7 S,<O)
donde S(0) = S’(0) 4+ 4.5”(0), de modo que S’(0) y S”(0) denotan la parte
real e imaginaria de S(0), respectivamente. Para las particulas de polies-
tireno empleadas en los experimentos realizados, los radios promedio fue-
ron: 0.111, 0.155 y 0.24 pm, y la longitud de onda del haz incidente fue de
Ao = 0.6328 um. Utilizando estos valores obtenemos que k;/n;, para una
fraccién volumétrica de llenado de esferas del 0.2 %, estd entre 4.5 x 107° y
1.5 x 107*. En los experimentos realizados, el 4ngulo de incidencia en la in-
terfaz de salida del prisma fue de medio grado por debajo del angulo critico,
aproximadamente. En este caso

sin 0,
2 [(n3/n?) — sin?0, ]

~ 10%, (1.15)

de modo que N; ~ n; hasta términos del orden de 1079, lo cual estd fuera
del limite de detecciéon en nuestros experimentos. FEn la expresién anterior se
han ignorado las paredes de vidrio del prisma, ya que ellas no contribuyen a
la refraccién de la luz.

Empleando entonces la ley de Snell usual, no es dificil mostrar que un
cambio en el angulo de refraccién esta relacionado con un cambio en la parte
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Figura 1.8: Gréficas de los datos experimentales para el cambio en el dngulo
de refraccién 5 (primera columna) medidos en grados y la atenuacién del
haz laser I/1 (segunda columna), como funcién de la fraccién volumétrica de
llenado f, para los tres experimentos realizados. (a) radio de particula 0.111
pm, (b) 0.155 pm y (c¢) 0.24 pum. También se muestran los ajustes lineales y
exponenciales para la primera y segunda columna, respectivamente.
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real del indice de refraccién efectivo, como

NGy = 202 pp, = sin b, Any, (1.16)
dny ng /1 — (n3/nd)sin’0,

donde n, es la parte real del indice de refraccién efectivo y ng es el indice de
refraccién del aire, el cual lo consideramos como 1. Cuando no hay particulas
en suspension, claramente ny; corresponde al indice de refracciéon del agua
desionizada a la longitud de onda del haz laser y a temperatura ambiente
(T =~ 20°C), n; = 1.3313. La parte imaginaria del indice de refraccién efectivo
se puede obtener de la Ley de Beer-Lambert, Ec. (1.6):

L exp [—2k1koL].
Iy
A partir de estas ecuaciones y las curvas ajustadas de la Fig. 1.8, podemos
obtener el indice de refraccién efectivo, parte real e imaginaria, para cual-
quier valor de f La incertidumbre en la medicién del indice de refraccion
efectivo estd determinada por las incertidumbres en 6, y L. Ademas, em-
pleando la férmula de van de Hulst para el indice de refraccion efectivo del
sistema coloidal, podemos obtener de los datos experimentales el radio y el
indice de refraccion de las particulas. En la Fig. 1.9 tenemos la grafica de la
contribucion por unidad de f de las particulas de poliestireno a la parte real
(a) e imaginaria (b) del indice de refraccion efectivo como funcién de a/)\.
Para generar estas graficas se han utilizado los valores nominales del indice
de refraccién de las particulas (1.588) y el agua desionizada (1.3313), indi-
cando con un asterisco los puntos que corresponden a los valores nominales
de los tres radios promedio de particula utilizados en los experimentos.
Para poder comparar la teoria y el experimento, se buscaron valores para
el radio a y el indice de refraccion neger, de las particulas de tal forma que
cuando se utilicen estos valores para calcular el indice de refraccién efectivo
de van de Hulst, se obtengan los valores experimentales medidos tanto de
la parte real como la imaginaria del indice de refraccién efectivo dentro de
sus incertidumbres. Para cada experimento se eligieron valores de a y de
Nesfera de tal forma que negper, permaneciera lo mas cerca posible a su valor
nominal de 1.588, y luego se calcularon los valores para ¢, y L necesarios
para reproducir exactamente las curvas ajustadas a los datos experimentales,
dentro de la incertidumbre experimental. Los valores de a, Nesfera, 0p v L
determinados para cada experimento se muestran en la tabla 1, en donde se
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Figura 1.9: Parte real (a) e imaginaria (b) de la contribucién de las particulas
de poliestireno al indice de refraccion efectivo de van de Hulst, por unidad
de f, como funcién de a/Xg (con Ay = 0.6328 pm). Los asteriscos en las grafi-
cas corresponden al valor nominal de los tres radios promedio de particula
utilizados en los experimentos.

ha agregado una columna con los valores nominales correspondientes para
fines de comparacién. Podemos apreciar que los valores obtenidos para a,
Nesferas Op Y L estan dentro de la incertidumbre correspondiente del valor
nominal.

Aunque la compania que produce las particulas de poliestireno no pro-
porciona una incertidumbre en su indice de refraccién, podemos apreciar en
la tabla 1 que los valores ajustados para nesfer, difieren del valor nominal por
1.4%,0.03% y 2.4% paraa = 0.111 pm, a = 0.155 pm y a = 0.24 um, respec-
tivamente. La diferencia de 2.4 % para el caso de las particulas mas grandes,
es mucho mayor que para el caso de los otros dos tamanos de particula, lo
que probablemente es debido al hecho de que sélo se pudieron obtener tres
puntos en la grafica de Afy vs f, de modo que los dos primeros casos son
mas representativos del método. Sin embargo, los resultados muestran un
buen acuerdo entre el experimento y la Ley de Snell, utilizando el indice de
refraccion efectivo de van de Hulst.

Hasta donde sabemos, este trabajo es el primero en proponer la deter-
minacién del tamano e indice de refraccién de las particulas que conforman
un sistema coloidal a partir de la medicién del indice de refraccion efectivo
a través de la refraccién del haz coherente. Los resultados obtenidos del ex-
perimento muestran, en primer lugar, que se puede medir con precision el
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indice de refraccion efectivo, tanto parte real como imaginaria, de sistemas
coloidales con inclusiones grandes, es decir, coloides épticamente turbios, y
en segundo lugar, los resultados evidencian que reduciendo la incertidumbre
en 0, y L es posible obtener una alta precisiéon en la determinacién de a y
Nesfera- E11 €] caso de una suspension coloidal con una distribucién de tamanos

Tabla 1. Valores obtenidos del ajuste y nominales de los pardmetros
experimentales.

Tamano de particula Valores ajustados Valores nominales

a = 0.1076 pm a=0.111 £ 0.005 pm
Esferas pequenas Nesfera = 1.566 Nesfera = 1.588

01 = 47.955° 0, =48.1 + 0.22°

L =2.039 mm L =194+ 0.25 mm

a = 0.155 pm a = 0.155 £ 0.007 pm

Esferas medianas Nesfera = 1.588 Nesfera = 1.588
0, = 48.175° 0, =48.1 + 0.22°
L =2.05 mm L=2+0.25mm

a = 0.247 pm a=0.24 £ 0.01 pm

Esferas grandes Nesfera = 1.5 Nesfera = 1.588
0, = 48.337° 0, =48.1 + 0.22°
L =1.65 mm L=19=+0.25 mm

de particulas, se necesitaria medir parametros adicionales para poder inver-
tir el problema, sin embargo una posibilidad seria implementar mediciones
espectroscopicas, es decir, midiendo el angulo de refraccion y la atenuacion
de una onda coherente para un rango amplio de longitudes de onda. En este
caso, seria posible obtener valores de n g, como funcion de la longitud de
onda y la distribucién de tamanos de particula. Sin duda alguna, seria inte-
resante investigar esta posibilidad en el futuro, pues lo que se podria llamar
Espectroscopia de Onda Coherente® representaria una opcién atractiva pa-
ra complementar a métodos como el DWS, por sus siglas en inglés “Diffuse

8Este tema se analizard con detalle en la seccién 4 del capitulo ?7.
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Wave Spectroscopy”, o una alternativa a los métodos basados en reflectancia
difusa [64], [65]. Sin duda alguna con este trabajo se abren nuevas posibilida-
des de desarrollo tecnoldgico en el area de instrumentacion éptica, lo que por
otro lado es resultado del desarrollo de la teoria de medio efectivo, que ahora
reconocemos como no local, lo que permite dejar atras las inconsistencias de
trabajos anteriores.



Conclusiones



En este trabajo tedrico-experimental de tesis de doctorado, se ha mostra-
do que si es posible y valido formular una Teoria de Medio Efectivo Extendida
para describir completamente el campo coherente en sistemas coloidales tur-
bios, es decir, con inclusiones de tamano comparable a la longitud de onda
del haz incidente. Se ha estudiado un sistema coloidal simplificado de esfe-
ras idénticas, polarizables y no magnéticas, localizadas al azar en el vacio,
con una funciéon de densidad de probabilidad uniforme en todo el espacio.
Las esferas tienen todas el mismo radio y estan caracterizadas por el mis-
mo indice de refraccién dependiente de la frecuencia. También se considera
que el sistema no tiene fronteras, por lo que la descripciéon corresponde a las
propiedades de bulto. Considerando al sistema coloidal en el limite diluido,
se muestra que el medio efectivo es en realidad no local y puede ser descrito
en términos de las componentes longitudinal eff (p,w) y transversal EZ} (p,w)
del tensor dieléctrico efectivo generalizado no local. Se muestran expresio-
nes cerradas para las funciones respuesta egf y eff y se presenta un analisis
numérico de su dependencia con la magnitud del vector de onda p y de la
frecuencia w, empleando parametros épticos realistas en la ventana de fre-
cuencias del éptico, correspondientes tanto a materiales conductores: oro y
plata, como a materiales aislantes: poliestireno y diéxido de titanio. Ambas
funciones respuesta coinciden cuando p = 0 y se observa que para valores de
pa < 1 su dependencia con p es cuadratica. A partir de las expresiones de
las funciones respuesta efectivas se deducen las relaciones tanto de los mo-
dos transversales como de los modos longitudinales. Resolviendo en el plano
complejo en forma exacta la relacién de dispersion de los modos transver-
sales, empleando un método recursivo, se identifica el indice de refraccién
efectivo que depende sélo de la frecuencia w. Este indice de refraccion resulta
ser complejo, el cual determina la fase y la atenuacion de la onda coherente
conforme ésta se propaga a través del sistema coloidal. La parte imaginaria
del indice de refraccion efectivo caracteriza tanto a la eventual absorcién de
energia por parte de las particulas como a la energia que pierde el haz cohe-
rente al convertirse en luz difusa, debido al esparcimiento producido por las
particulas. El indice de refraccién exacto se compara con la solucién de la
relacion de dispersion para los modos transversales utilizando tres aproxima-
ciones conocidas, a las que denominamos: limite de onda corta, cuadratica y
cono de luz. También se presenta el analisis correspondiente de estos indices
como funcion de la frecuencia, utilizando parametros épticos realistas de los
materiales antes mencionados. En particular, el indice que se obtiene usando
la aproximacién de cono de luz coincide con el indice de refraccion propuesto



por van de Hulst muchos afios atras. Este indice de refraccién efectivo ha
sido utilizado cominmente como un indice de refraccion local, mostrandose
en este trabajo que de hecho tiene una naturaleza no local, ayudando asi a
disipar las inconsistencias encontradas al intentar interpretar resultados de
experimentos relacionados con la reflexién de luz por sistemas coloidales, ya
que ahora reconocemos que este indice de refraccién efectivo no puede ser
utilizado en las férmulas de Fresnel. También se muestra que la descripcion
hecha en esta tesis es completamente equivalente a aquella mas tradicional,
en la que en vez de utilizar las componentes transversal y longitudinal del
tensor dieléctrico efectivo generalizado no local, se usa la funcion dieléctrica
efectiva €. (p,w) y la permeabilidad magnética efectiva p(p, w), reconocien-
do que en el régimen de frecuencias 6pticas existe una respuesta magnética no
local real y se interpreta su origen fisico en términos de las caracteristicas de
la densidad total de corriente inducida. Por otro lado, debido a los problemas
conceptuales para poder determinar el indice de refraccion efectivo de un sis-
tema coloidal a través de mediciones de reflectancia, en la parte experimental
de esta tesis, se disend un experimento con el cual se midié con buena preci-
sion, tanto la parte real como la imaginaria del indice de refraccién efectivo de
un sistema coloidal turbio. El método consistié en medir el angulo de refrac-
cion y la transmitancia de un haz laser que atraviesa un prisma hueco lleno
con el sistema coloidal, constituido por particulas de poliestireno disueltas
en agua desionizada. El experimento se repitié para tres tamanos diferentes
de particulas. El indice de refraccion medido se comparé con el resultado
predicho por el indice de refraccion de van de Hulst, obteniéndose un buen
acuerdo. También se analizo la sensibilidad del método proponiéndolo como
una herramienta en la caracterizacién de coloides, con la cual, a partir de los
espectros de refracciéon, se puede determinar el indice de refraccion y el radio
de las inclusiones. Este experimento representa los cimientos de un experi-
mento mas ambicioso en el que se pretende realizar espectroscopia, el cual
esta actualmente en desarrollo. Con estos experimentos se estan sentando las
bases de lo que podria ser llamado FEspectroscopia de Onda Coherente.



Perspectivas



En este capitulo presento algunas ideas que se podrian desarrollar en
el futuro inmediato. Estas ideas son: el andlisis del transporte de energia
(vector de Poynting) en un medio coloidal, la reflexién en la interfaz plana
entre un medio homogéneo y un medio coloidal, analisis del limite local de
las funciones respuesta efectivas no locales, discusion del modelo propuesto
de Espectroscopia de Onda Coherente y la extension del calculo realizado en
esta tesis a medios mas densos.

0.1. Analisis del transporte de energia en me-
dios coloidales

Un problema interesante seria en analizar el problema de transporte de
energfa dentro de un sistema coloidal. Sabemos que el vector de Poynting!
esta dado por

S=ExH=E x

= |t

, (1)

en donde hemos empleado la relacién constitutiva usual para relacionar H
con B. Es evidente que para analizar este problema no es suficiente con
conocer el vector de onda efectivo con el que se propaga la onda, o el indice
de refraccion efectivo, pues necesitamos las funciones respuesta por separado,
en este caso la funcién permeabilidad magnética efectiva no local.

Este problema es interesante analizarlo ya que esta conectado con el
fenémeno de indice de refraccion negativo, refraccion negativa o también
conocido como de materiales izquierdos, en el cual una onda plana electro-
magnética con frecuencia w al encontrarse con una interfaz plana de material
estructurado, llamado metamaterial, cuyas funciones respuesta son ambas ne-
gativas para dicha frecuencia w, se refracta en direcciéon contraria a la usual,
como se muestra en la Fig. 3.1.

Una de las primeras referencias al tema desde el punto de vista tedrico es
el articulo de Victor Veselago [66] en 1968, observandose experimentalmente
el fenémeno hasta hace muy poco. Veselago mostré también que las condi-
ciones de € y p negativas eran equivalentes a que el vector de Poynting y el
vector de onda apuntaran en direcciones opuestas, y ésta es la conexion con el
estudio de transporte de energia en sistemas coloidales. El material con el que

Wer libro de Jackson [54], pag. 259, Ec. (6.109).
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Refraccion normal Refraccion negativa

(a) (b)

Figura 1: Esquema de refraccion por una interfaz plana entre aire y un medio
caracterizado por un indice de refraccién, que en el caso (a) es positivo y en
el (b) es negativo (refracciéon negativa).

se observé la refraccién negativa esta constituido por un arreglo de alambres
y anillos metdlicos truncados, los cuales estan constituidos como una celda
unitaria en un arreglo periédico tridimensional, obteniendo ambas funciones
respuesta negativas para un rango de frecuencias del haz incidente en la re-
gién de microondas. Recientemente, se han publicado algunos trabajos en los
que se analiza el problema tedrico de obtener funciones respuesta negativas
en sistemas ordenados de particulas esféricas, ya sean esferas recubiertas con
otro material, en donde se encuentra que en la region del infrarojo tanto la
funcion dieléctrica como la permeabilidad magnética son negativas, aunque
en regiones de frecuencia diferentes [67]; o bien a frecuencias 6pticas, con
arreglos tridimensionales de esferas dieléctricas de dos tamanos diferentes,
en la condicién de bajo contraste respecto a la matriz dieléctrica [68]. Incluso
hay reportes de sistemas con esferas magneto-dieléctricas de un solo tamano,
inmersas en una matriz dieléctrica, que presentan un efecto de indice nega-
tivo para frecuencias en donde las esferas sean resonantes [69]. Respecto a
sistemas desordenados, es decir, sistemas coloidales, también hay reportes de
la posibilidad de obtener este efecto para frecuencias épticas empleando un
arreglo de esferas dieléctricas embebidas al azar en una matriz con permiti-
vidad negativa [70]. De modo que resulta relevante estudiar el problema de



sistemas coloidales con esferas grandes, analizando la posibilidad de extender
las condiciones de Veselago a sistemas con una € y 4 no locales y complejas.

0.2. Reflexion de una interfaz plana medio
homogéneo-coloide

En esta tesis se ha caracterizado un sistema coloidal con inclusiones de
tamano comparable a la longitud de onda del haz incidente, obteniéndose
propiedades del coloide en el bulto, es decir, lejos de cualquier interfaz. Sin
embargo, debido al gran interés de realizar mediciones de reflectancia para
caracterizar medios inhomogéneos, resulta de interés el estudiar el problema
de reflexion de una onda por una interfaz plana, con algin modelo de la
superficie, entre un medio local y uno no local. La dificultad fundamental
en el problema de reflexién por una interfaz plana radica en que la presen-
cia de la interfaz hace imposible el uso de las funciones respuesta de bulto
calculadas en esta tesis, pues estas funciones son validas sélo para sistemas
con invariancia translacional y la presencia de la superficie rompe dicha in-
variancia. Un camino posible seria regresar a las ecuaciones integrales de
esparcimiento multiple y resolverlas introduciendo la informacion sobre la
superficie, sin embargo, una posibilidad alternativa que nos permite utilizar
los resultados obtenidos en esta tesis tedrico-experimenal es el llamado mo-
delo SCIB, por sus siglas en inglés Semi Classical Infinite Barrier Model?. En
este modelo se propone calcular los campos electromagnéticos en un sistema
no local sin fronteras (con invariancia translacional), suponiendo un plano
ficticio sobre el cual exijimos una condicion de frontera con simetria de es-
pejo de los campos electromagnéticos. Se identifican después a las soluciones
en uno de los semiespacios como las soluciones fisicas dentro de un sistema
con una interfaz y la condicién de contorno se interpreta como el resultado
de la reflexion especular de la corriente inducida promedio. Originalmente se
planted el problema de reflexion de electrones, pero se podria extender para
ondas electromagnéticas.

2Ver referencia al trabajo de K. L. Kliewer y R. Fuchs, [71].
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0.3. Limite local de las funciones respuesta
efectivas no locales

El problema de identificar el limite local correcto de las expresiones de
las funciones respuesta efectivas no locales, calculadas en la parte tedrica de
este trabajo, no es trivial. Por limite local entendemos aquellas expresiones
que caractericen al sistema coloidal y representen un esquema de medio efec-
tivo no restringido, siguiendo la definicién de Ruppin [25], de tal forma que
las funciones respuesta bajo este limite puedan ser utilizadas en todas las
relaciones de la electrodindmica continua. No es claro que el limite de onda
larga, tomando simplemente p — 0 en las expresiones para las componentes
del tensor dieléctrico efectivo generalizado no local, sea el limite local correc-
to, ya que en el limite local utilizamos usualmente la respuesta al campo
eléctrico y al campo magnético. Dado que el campo magnético puede ser ex-
presado en términos de derivadas del campo eléctrico, la respuesta al campo
magnético puede verse también como una contribucién no local al orden més
bajo, en la estructura del tensor dieléctrico generalizado. En el limite p — 0,
la componente transversal y la componente longitudinal del tensor dieléctrico
efectivo generalizado coinciden y la expresion que se obtiene en este limite es
la siguiente (1.110):

~T[0] 7o) J1(zr)

6ef (W):1+f< 1—{_BXpdl T )

que es la misma expresion para el limite Eéc (p — 0,w) de la componente

longitudinal, cuando se identifica d; 07 = 9 dlL 7 Sin embargo, estas funciones
dependen todavia del radio de las esferas a, apareciendo como argumento de
funciones esféricas de Bessel y de Hankel, acompanadas por la magnitud del
vector de onda en la matriz o por la magnitud del vector de onda dentro
de las esferas. En el esquema €—pu, la funcién dieléctrica efectiva no local
coincide con Eé (p,w), de modo que el limite de onda larga de €. (p, w) es el
mismo que estd dado en la Ec. (1.110). Por otro lado, la expresién para la
permeabilidad magnética efectiva en este limite, estd dada por la Ec. (1.195),

; “1_ 2 ri AP i) 1
1- [,uef(p,w)] = 2ofCxp || 3dy T+ 06— -t
LT Xy x7

3 FLACAN
5 (cf[”+d§[”—4d§“]+2—l ),
2 Tr T



Sin embargo, la relaciéon de dispersion de los modos transversales en el
esquema L—T esta dada por la Ec. (1.171)

P =kjek(pw),

mientras que en el esquema e—pu estd dada por, Ec. (1.197),

pz = /{8 €ef (p,w) [Lef (p,w),

por tanto, si sustituimos ingenuamente los limites de onda larga en cada una
de las funciones respuesta no obtenemos la misma expresién! Es necesario
mantener los términos hasta orden p? en el desarrollo de la €. (p,w), debido
al factor p? que aparece del lado izquierdo en la relacién de dispersién, para
obtener la misma expresion que en el esquema L—T'. Es decir, en el llamado
limite local, al parecer hay que mantener términos de orden p?, lo que equivale
a contribuciones no locales, y no existe una forma univoca y ortodoxa de
hacerlo. El poder identificar el limite local correcto nos permitiria escribir y
analizar las primeras correcciones no locales de la teoria.

0.4. Espectroscopia de Onda Coherente

En la parte experimental de esta tesis se disend y desarrollé un experi-
mento para medir simultdneamente la parte real e imaginaria del indice de
refraccion efectivo de sistemas coloidales turbios, a partir de mediciones del
angulo de refraccion y la transmitancia de un haz laser al pasar por un pris-
ma hueco, en cuyo interior se deposita el coloide. Se mostrd que no sélo es
posible determinar el indice de refraccién complejo con una buena precision,
sino que ademas se propuso el método para resolver el problema inverso, es
decir, a partir de las mediciones de refraccién y de transmitancia poder de-
terminar propiedades de las inclusiones en el coloide. Se mostré que midiendo
con una sola longitud de onda es posible obtener el indice de refraccién y el
radio de las inclusiones, suponiendo que todas son exactamente del mismo
tamano. Como una extrapolacién natural de este experimento, se disend y se
montd un experimento enfocado a repetir las mediciones pero utilizando mu-
chas longitudes de onda. El experimento, que se ilustra en la Fig. 3.2, utiliza
el mismo prisma de vidrio empleado en el experimento original iluminado
ahora con luz blanca. Debido a la dispersion usual de la luz blanca al pasar
por el prisma, se utiliza un segundo prisma lleno inicamente con agua, entre
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Objetivo de 1
microscopio Espectrom:

Figura 2: Fotografia del arreglo experimental espectroscépico para medir re-
fraccién y atenuacion a muchas longitudes de onda.

la fuente y el prisma con el coloide, para compensar este efecto. La luz blan-
ca se introduce en una fibra 6ptica empleando un objetivo de microscopio,
y antes de incidir sobre los prismas pasa por un colimador. Una vez que se
refracta el haz en el segundo prisma, que es donde esta ubicado el coloide,
viaja hasta un fotodetector montado en una plataforma micrométrica, el cual
esta conectado a un espectrofotometro, y éste a su vez a una computadora
que recibe y almacena los datos. En una segunda fase del experimento, éste
se automatizo sustituyendo el fotodetector por una camara CCD con la que
se puede desarrollar mas rapido el experimento.

Se han obtenido algunas curvas preliminares del perfil de intensidad de la
luz refractada para analizar la sensibilidad del arreglo utilizando particulas
de poliestireno, de radio a = 0.155 um, las cuales se muestran en la Fig. (3.3).
Se analizaron un total de once longitudes de onda, desde Ay = 432 nm hasta
Ao = 932 nm.

La primer grafica de la Fig. (3.3), inciso (a), corresponde a los perfiles
de intensidad del haz para diferentes longitudes de onda, con ambos prismas
llenos de agua solamente por lo que estas curvas sirven de referencia en el
experimento. En el inciso (b), las graficas corresponden al perfil de intensidad
del haz refractado para cada longitud de onda, cuando el prisma estd lleno
con coloide a una fraccién de llenado f de 0.05% de esferas en agua. Pode-
mos apreciar que diferentes longitudes de onda se refractan diferente, al igual
que la atenuacién es diferente (como ejemplo ver la curva correspondiente a
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Figura 3: Perfiles de intensidad del haz para diferentes longitudes de on-
da preliminares, obtenidas del experimento espectroscépico utilizando once
longitudes de onda, desde A\¢ = 432 nm hasta \g = 932 nm. El inciso (a)
corresponde a los perfiles de intensidad del haz de referencia (ambos prismas
llenos con s6lo agua) para las longitudes de onda seleccionadas, el inciso (b)
corresponde a los perfiles de intensidad del haz refractado cuando el prisma
estd lleno de coloide a una concentraciéon de esferas de f= 0.05%, el inciso
(c)a f=0.1%y el inciso (d) a f=0.15% de esferas en agua.

tensidad cuando se han inyectado mas particulas al prisma, alcanzando una
concentracién de f= 0.1% vy, por dltimo, las graficas del inciso (d) corres-
ponden al perfil de intensidad del haz refractado cuando la concentracién
del coloide dentro del prisma es de f= 0.15% de esferas en agua. Podemos
observar que la mayoria de las curvas, principalmente en las ultimas grafi-
cas, inciso (d), la forma no es la éptima para determinar el méximo de cada
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curva. Esto puede deberse, entre otros factores, a la poca luz disponible en
cada longitud de onda, por lo que se compro otra lampara de luz blanca con
mayor potencia, la cual todavia no ha sido probada.

A pesar de los problemas técnicos relacionados con el experimento, que
se han ido solventando poco a poco, el mayor problema estriba en contar
con un algoritmo capaz de resolver el problema inverso, lo cual no es trivial
debido a que la funcién que se debe minimizar es una funciéon compleja, que
depende de funciones oscilantes tipo Bessel y Hankel esféricas; y también que
sea capaz de realizar el ajuste con la cantidad de datos que se pueden obtener
del experimento. Sélo para tener una idea, en estas primeras pruebas, con
once longitudes de onda, se obtienen para cada concentracién mas de 300
datos, y en un experimento con tres o cuatro curvas se acumulan mas de mil
datos!

0.5. Extension a coloides mas densos: Apro-
ximacion Cuasi-Cristalina

Sin duda alguna un problema atractivo es extender atin mas la teoria
extendida de medio efectivo desarrollada en esta tesis tedrico-experimental,
para analizar sistemas coloidales mas densos empleando la Aproximacién
Cuasi-Cristalina. Un camino seria regresar a la ecuacion para el promedio de

la densidad total de corriente inducida <£i?d> en términos del promedio del

campo eléctrico de excitacion de la particula [-ésima <E e‘”c>l, Ec. (1.41),

-, N 5
(Tt =3 [[ T = (B (i) divar

NL

en donde ‘o, es el tensor de conductividad efectivo no local de la particula

[-ésima y N es el numero de particulas esféricas por unidad de volumen V.
, . . .z ’ - ’ . “—
El campo eléctrico de excitacién de la particula [-ésima en términos de ‘o, M~

esta dado por

. R >
E[exC(,,:‘; ,,—,'1’ o ,FN) = E@nc(F) + ZCU,U/O Z // GO(Fa 7?‘/) .
por

TN = 7 = ) B ) A (2)
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donde Emc es el campo eléctrico que incide sobre el coloide y a es la diddica
de Green en el espacio libre que obedece la Ec. (1.8). Calculando el prome-
dio configuracional del campo eléctrico de excitacion de la particula [-ésima
tenemos

exc - =\ 7 N . 3 3,/<_>_’_»/
<E >Z(T,Tl)—Einc(T)+zquZ/d T/dr Go(7, ") -

< NL /=1 Z — —
o) (7" =7, 7 /dﬁ /drl /derrl,..., TN )

-E]?“"C(F”; Tl s TN)s  (3)
en donde p(7, ... P Ty | 77) es la funcién de densidad de probabilidad
condicional de encontrar a la particula 1 en la posicion 7, a la particula 2 en
la posicién 75, ..., v a la particula N en la posicién 7y, dado que la particula

wsn

[-ésima estd fija en la posicién 7. El simbolo denota que el término

estd ausente. Utilizando la regla de composicion
p(r1, 7oy o Tl oo P | T1) = p(75 | 7)) p(Py, Ty o T e Ty e TN | 71, T),

tenemos que

donde

<Ee’”c>l 7_”" ST, T5) /drl /drl /drj /drN X
3
1y---

Xp(rl,...,rl, ,TJ, TN | T T) Ee“(ﬁ" Tlyenoy TN)- (5)

Dado que todos los términos en la suma son idénticos, podemos escribir que
(Ee) (771) = Einel7) Tty /d3 / & G, i) -
!

[ a5 B Ry T - - 1) (), (i), ©)
Lj
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en donde FC(7; | 7;) = Vp(r; | 77) es la funcién de correlacién de dos particu-
las. Considerando la Aproximacién Cuasi-Cristalina, que consiste en cerrar
la jerarquizacién de las ecuaciones integrales en el segundo nivel, la cual

esta dada por
(87) )~ (E™) ), ")

obtenemos una ecuacion integral para el promedio del campo eléctrico de

excitacion
/d3 ’/d3r”G (7, 7")
=/

(B (7i70) = Buel?) + ity

[ ar B R) T - 7 —n><Em>]<ﬂ" 7).

Aproximando (N — 1)/V ~ N/V = ng y considerando que el sistema es
invariante bajo traslaciones, FC(7;, ;) = FC(r; — 77), tenemos

<Eemc> (ry7)) = Emc —|—zwu0n0/d3 '/ d>r" G (7,
!
—’//

[ ary B - T 7 ><E“C>j<ﬁ",m 9)

Resolviendo esta ecuacion podriamos insertarla en la Ec. (1.41) para calcular
el promedio de la densidad de corriente total inducida, sin embargo, seria

mucho mas conveniente encontrar una relacion directa entre <de> y <E>

como en la Ec. (1.43). Sabemos que el campo eléctrico total estd dado por

— —

B, i) = Banel7) + iwptg / 0 Co(F ) - T, (10)

de modo que el promedio configuracional del campo eléctrico total esta dado
por

-

<E> (7) = Eine(7) + iwptg / a7 Go(7, 7 - <de>(f'). (11)

Sumando y restando a la Ec. (3.9) el segundo sumando de la ecuacién ante-
rior, Ec. (3.11), obtenemos

<Eexc>l (7 7) = Ee(F) + iwuo/df’ a)(ﬁ 7'y <jmd> GOES
+iwp, | di G O(F,F no//dr"drj FC(7 — 7)) ‘o NE (7 — 7, 7" — ) -

<E>] (7" ;) — iwpg / &7’ Go(r,f')-<ﬁnd> ),  (12)
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de modo que
(B=) ) = (BYE) + oo [ oty - [ [ ar, (s — )
l
GNE (7 =7, 7" = 7) - (Boge ) (7" 75) — iwpigno | di’ Go(7,7") -
J R J exc ; sy g 0’0 o\’
[ T = =) (B @) (3)
y podemos reescribir finalmente como

(Bee) (7 = (E)@) + iwuono///df' A" di; ‘Go(F,7") -

G T ) [FO — 1) = 1] Buwe) (7375). (14)

Finalmente, obtenemos una ecuaciéon en términos del promedio del campo
eléctrico total, en donde FC — 1 es una funcién de corto alcance que podria
ayudar a la convergencia de las integrales. Resolviendo la ecuacién ante-
rior, obtendremos una ecuacién para el promedio del campo de excitacién en
términos del promedio del campo eléctrico total, para después sustituirlo en

la ecuacién para el promedio de la densidad total de corriente inducida, Ec.
(1.41).
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Existen diferentes procedimientos para calcular el promedio de una canti-
dad y el método mas adecuado depende de las caracteristicas especificas del
sistema en estudio, asi como también de las escalas relevantes partlculares del
problema [72] En general podemos definir dos operadores Pp y Pf =1- Pp,
en donde 1 es el operador identidad, tales que la componente promedio de
una funciéon F' estd dada por F), = PpF y la componente fluctuante por
Fr = PfF . Una propiedad deseada para cualquier definicién de promedio es
que el operador promedio sea idempotente, es decir, que un segundo prome-
dio no pueda remover las fluctuaciones de la componente promedio que ya
fueron removidas de F' por el primer promedio,

P? =P, (1)
y de manera equivalente R )
P? = P;. (2)
Al ser idempotentes los operadores promedio, también se cumple que
by = Pyb, — 0. )

Como ejemplo de los diferentes promedios que se pueden realizar podemos
mencionar el promedio espacial o promedio volumétrico, definido como

Fvol /W (—'/) d37“/, (4)

en donde W (7 —7") es la funcién de peso que define el volumen sobre el cual
se hara el promedio. En principio se podria proponer para W una funcion
escalén (ver Fig. 1 (a)), la cual mantiene un valor constante sobre una re-
gion y luego cae a cero abruptamente. Sin embargo, con esta forma para W
obtenemos un promedio que no es una funcién suave, problema que pode-
mos resolver empleando una funcién que tenga una transicion suave, es decir,
que decaiga monotonicamente desde el valor constante a cero en una forma
suave y bien comportada [73], como la que se muestra en la Fig. 1 (b), en
donde la zona de transicién debe ser grande en comparacién al tamano de
las fluctuaciones que se quieren eliminar.

Otro promedio es el promedio temporal, en el cual promediamos el campo
de interés, digamos una funcién que depende del tiempo F(t), integrando en
un intervalo de tiempo y dividiendo por lapso de tiempo transcurrido 7:

1 T
. / Pty dt. (5)
0

T
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(a) (b)

Figura 1: Funciones de peso para el promedio espacial o volumétrico. (a)
funcién que cae abruptamente a cero y (b) que cae suavemente.

Otra forma de promediar es utilizando un truncamiento en el espacio de
Fourier,
F(k) = Pu(k)F(K), (6)

- -

en donde F'(k) es la Transformada de Fourier de la funcién F(r) y P,(k) es la
funcion de corte para las componentes del vector de onda de alta frecuencia,
de modo que al realizar una transformada inversa, habremos removido las
oscilaciones réapidas de la funcién, suavizandola.

Sin embargo, el promedio que hemos empleado para modelar la respuesta
de un sistema coloidal a un campo electromagnético externo, es el promedio
configuracional o promedio de ensamble, que consiste en sumar la contribu-
cién de todas las configuraciones posibles del sistema

< F(a) >=)_P.F.(a), (7)

Conf

en donde P. es la probabilidad de encontrar al sistema en la configuracién ¢
del ensamble, y F.(«a) es el valor que toma la funcién en dicha configuracién
con argumento arbitrario a.

Hemos indicado que el promedio adecuado depende del sistema en par-
ticular bajo estudio y en nuestro caso, en lo que estamos interesados es en
modelar la interaccién de ondas electromagnéticas con un sistema coloidal
compuesto por particulas grandes, en comparacion con el tamano de la lon-
gitud de onda del haz incidente, disueltas en un medio continuo y en lo que



mediria un detector en un experimento real, digamos de refraccién o de refle-
xion. Nuestro interés esta en calcular el campo electromagnético en cualquier
punto del espacio, de modo que podriamos calcular la norma al cuadrado del
campo eléctrico, es decir la intensidad, que es en realidad lo que uno mide en
el laboratorio. Partiendo del hecho de que lo que uno mide con los detectores
en el experimento es un promedio en el tiempo (tipicamente del orden de se-
gundos), y apelando a la hipétesis ergédica, en la cual un promedio temporal
es equivalente a realizar un promedio de ensamble, hipdétesis que podemos
justificar argumentando que en un experimento real las particulas se encuen-
tran en movimiento y los tiempos caracteristicos en el que las densidades
flucttian son del orden de milisegundos, de modo que lo que nos interesa es
modelar un promedio de ensamble, por tanto el promedio configuracional es
el que nos conviene emplear.

La justificacion anterior es valida para sistemas coloidales en donde las
particulas estan en continuo movimiento, como por ejemplo particulas de
latex disueltas en agua, pero uno podria preguntarse qué pasa con sistemas
coloidales en donde los tiempos caracteristicos en el que las particulas se
mueven es muy grande con respecto a los tiempos de promediado de los
detectores, como por ejemplo en los vitrales. En estos casos se puede justificar
el uso del promedio configuracional si en el experimento se ilumina una regién
grande, en comparacién del tamano de las inclusiones, de modo que podemos
pensar que la regién esta conformada por muchos subsistemas ficticios en
donde cada uno representa una de las posibles realizaciones del sistema, de
tal manera que lo que se mide sea una respuesta promedio del sistema.

En general, podemos dividir el campo eléctrico en cualquier punto del
espacio como el campo promedio o campo coherente, que lo denotamos como
<E (") >y el campo fluctuante o campo difuso, definido como E () di fuso =

E(7) — < E(7) >. Sabemos que el campo difuso, conocido como ”speck-
le” (Fig. 2.11), varia dependiendo de la configuracién particular del sistema,
y por otro lado sabemos que la direccién de propagacion del campo coherente
se mantiene en cada configuracion, variando sélo la magnitud de la intensi-
dad del haz. De modo que aunque nos interese solamente la descripcién del
campo coherente, necesitamos realizar un promedio configuracional para cal-
cular el valor de la intensidad que mediria un detector en un experimento
real.



Figura 2: Fotografia del campo difuso de la luz solar.
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En este apéndice se encuentran los detalles del calculo de la componente
transversal del operador de transicion o matriz T, referente al capitulo 4,
secciéon 4.1.2.

Para el calculo de la componente transversal de la matriz T se considero el
problema de una sola particula esférica de radio a en el vacio, centrada en el
origen y caracterizada por una funcién dieléctrica €;(w) y por una permeabi-
lidad magnética p; = p,, donde p, es la permeabilidad magnética del vacio,
en presencia de una onda plana electromagnética transversal (ver figura 1.2
del capitulo 4).

Campos Electromagnéticos en términos de la base esférica

El campo eléctrico incidente se escribié como, Ec. (1.73),

—

Emc = EO exp[iﬁ~ F] ézv

en donde p' = pé., y por ley de Faraday el campo magnético esta dado por,

Ec. (1.77),

Hinc = WL;LOEO eXp[Zﬁ F] é?J?

en donde p > 0 es arbitrario e independiente de w, para lo cual necesitamos
fuentes externas. En este caso, estas fuentes externas solamente pueden ser
una densidad de corriente externa J_;xt, las cuales podemos calcular por medio

de la ley de Ampere
V x ﬁinc = tfe:vt - Z-(*‘Jel]l?‘incv

donde €; es la permitividad eléctrica del vacio, entonces
Jezt =V X Hinc + iweOEinc
;2
7
= LEO explip’- 7] €, X é, + iwegEy explip - 7] €,
Wh

U o
= | ——— +iweg | Egexplip- 7] é,
Wil
—1 A
= — (p* — Wleopy) Egexplip - 7] é,
Wh

= % (p2 — kg) Egexplip’- 7]é,
0
—q .
= W_,U() (p2 - kg) Einca



donde ky = w/c = w,/eofty, que es la Ec. (1.79). La base esférica que con-
viene emplear, dada la simetria esférica del problema, es la de los arménicos
esféricos vectoriales, Ec. (1.80), que tienen la forma

Memn =V X (“ﬁemn), Momn =V x (T¢omn)7
— v X Memn - V X Mamn
Nemn = 5 Nomn = 3
k k

en donde e (0) hace referencia (por sus siglas en inglés) a que la funcién es
par (impar), y donde las funciones escalares v son las funciones generadoras
de los arménicos esféricos vectoriales, Ec. (1.81),

Demn = cos(me) By (cos 0)z (kr),
Vorm = Sin(mae) P (cos 0)z, (kr).

n

La notacién que hemos empleado es la usual para las coordenadas esféricas
(r,0, ). Las funciones radiales z,(kr) son cualquiera de las cuatro funciones

esféricas de Bessel: j,, yn, hY o p? y P son los polinomios asociados de
Legendre con la normalizacién dada por Bohren [34].

Los campos eléctrico y magnético incidentes en términos de esta base
esférica tienen la forma siguiente, Ec. (1.82) y Ec. (1.83),

B = iEn< M, — NS,

ﬁinc = _p ZE (Me(llgz + iﬁo(llr)L> )
Whto

donde E,, = i"Ey(2n+1/n(n+1)), el superindice (1) en los arménicos esféricos
vectoriales denota que la funcion z,, corresponde a la funcion esférica de Bessel
Jn(p;), donde p, = pr, y los arménicos esféricos vectoriales con m = 1 estén
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dados por

1
sing P, (COSQ)€9+COS¢MB¢:|

sin de
- 1 dP!(cosb) .
M1, = zu(p) Lin@ cos ¢ Pl (cos ) ép — smgb% 6¢:| 9)

B dPﬁ(cos ) . Pl(cos®) .
=+ d [pzn(p)] {COS(b ) g — Sin @ Snd 64 (10)
Noin = 2np) sing n(n + 1)Pr(cos0) é, +
p
1d dP}(cos®) . Pl(cos )
=+-—- in¢ —— —— —— 11
+pdp [pzn(p)] [smqﬁ 70 g + cos ¢ o 64 (11)

donde p = kr.

Debido a la presencia de la densidad de corriente externa, los campos
internos (r < a) serén solucién de la ecuacién de Helmholtz con fuentes, de
modo que no es obvia la expansién en términos de los arménico esféricos
vectoriales. Podemos proponer en general que

Ey =" En(c; M{y), —id}, Ni)) + A4, (12)

en donde el superindice (1) denota que la dependencia radial es a través de

dnl(py), donde p; = ki con k; = wy/e;(w)p;(w). El vector A debe de ser
determinado mediante las ecuaciones de Maxwell y en un principio podemos

notar que V - A=0 ya que EI es un campo transversal.
Considerando primero la ley de Faraday tenemos

A= VxE = ZE (CVXM[E}L id! V><N61;>+V></T
iwiy iwy |
1 - .
- — k> E, ( id! MO 4 ¢ Nglg)ww , (13)
iwpy |




11

en donde se ha utilizado que!

V x MY = g, NO (14)
Vx NO = kMO, (15)

Ahora consideremos la ley de Ampere V x H ;= J;xt — fwe IE T

L g2 ;
V x Hy = IZE( ) +ic! M“) VX(VXA)
Wy Wity
= —jweg (EI - A) — V2A = —zweIEI + zweIA — VQ/T
Wit Wity
. 1 R
= —iwe By — - (V A+ k?A) , (16)
Wy
de modo que se debe cumplir que
—- (V2/T + k%ff) = o
)
V2A + KA = —iwpy g (17)

Pasando al espacio de Fourier en donde V — ip' y junto con la Ec. (1.79)
para la densidad de corriente externa, tenemos que

Who
2 2 2 2
o P — k% o —p° =
A= _k2—pg inc — hEmc (18)

El término A representa un apantallamiento transversal de la onda incidente
en un medio sin fronteras con una respuesta electromagnética dada por e;.
Entonces podemos escribir los campos internos como

E, = EOO:E M0 g N il 19
I — n oln eln k? — pg inc ( )
i, = § E, ( ' N ) i,, 20
I W,UO eln + ZC oln + k,? _ p2 ( )

'Ver Bohren [34], pdg. 84.
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Podemos también escribir los campos esparcidos o radiados en términos
de la base esférica, Ecs. (1.88) y (1.89),

By =3 B, (<07 308, + 0] N5))
n=1

— k o — —
= 203 B, (07 N8, a? 1),
n=1

donde el superindice denota que la dependencia radial de los arménicos esféri-
cos vectoriales es a través de h,(p,) con p, = kor.

Condiciones de frontera (célculo de los coeficientes)

Para calcular los coeficientes de las expansiones de los campos haremos
uso de las condiciones de contorno de las ecuaciones de Maxwell sobre la
superficie de la esfera

(Einc + Eesp - EI) X ér = (ﬁznc + [—_jesp - ﬁ[) X ér‘ - 07 (21)
que pueden escribirse, en 7 = a, como las cuatro ecuaciones siguientes?
Ei?zc + Eeesp = E197 (22)
Ei(fzc + Ee(z;p = El(bv (23)
Hifw + Heesp = H107 (24)
Hi(zc + Hequ = HI¢' (25)

Sustituyendo las ecuaciones de los campos electromagnéticos, Ecs. (1.82),
(1.83), (2.35), (2.36), (1.88) y (1.89) en la condicién para la componente 6
del campo eléctrico, Ec. (2.38), obtenemos

By [€ gn(2i) = b ha(0) — ¢, Jn(2r)] ﬁ cos ¢ Pl (cos ) +

+E{ i€ - e + i oo haloo)] +

1 , P!
vid! 2 g (o] b eos g Huleos) (26)
T de

2La condicién sobre la componente perpendicular a la superficie de la esfera estd con-
tenida en las condiciones que nos proporcionan las componentes paralelas de los campos,
de modo que no anade nueva informacién.
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en donde “ * 7 después del paréntesis cuadrado denota derivada respecto del
argumento de la funcién esférica de Bessel®, y donde
ki — kg
g= " (27)
k2 — p?
y donde z; = pa, xg = koa y x; = kja. Esta condicién nos conduce a las
siguientes ecuaciones

1

1 , 1 .
— [0 hn(20)) an + — [21 u(x1)]" d;, = E— [ jin(22)]". (29)
o xr T

Empleando la condicién para la componente ¢, Ec. (2.39), obtenemos exac-
tamente las mismas ecuaciones, ya que todos los campos tienen la misma
dependencia angular. Por otro lado, la condiciéon para la componente 6 del
campo magnético, Ec. (2.40), nos conduce a

(1)

— k k
B | 2200 + 2 halea) o + o) a7 ¢ S sing Picost) +
Wit Wity Wity sin ¢

_ 1 k. 1
+B{ i o] + ity ()] +
Who % Wl Lo

kr 1 _ . dP}cosf
"‘w_/joz Cnx_l [z ]n(iﬂl)]/} sin ¢ % =0, (30)

de donde obtenemos las siguientes dos ecuaciones

Tohy (20) an + zrjn(xr) dyy, = 256 ju(25), (31)
[0 hn(20)]" bu + [21 gu(2r)] ¢ = & [ jn(2)]- (32)

Al igual que para el campo eléctrico, de la condicién sobre la componente ¢
del campo magnético, Ec. (2.41), obtenemos las mismas ecuaciones. Entonces,
tenemos en total cuatro ecuaciones para calcular cuatro coeficientes, pero en
realidad solamente nos interesan dos coeficientes: ¢, y d), que son los que
estan relacionados con el campo eléctrico interno.

Entonces, despejando el coeficiente b, de la Ec. (2.44) obtenemos

1 . . /
b = ) (€ (i) = Jn(zr)Cy] (33)

3El stmbolo “ ™ en los coeficientes ¢, y d/ no indica derivadas en este caso.
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y sustituyendo en la Ec. (2.48) tenemos

[axjhn<xon';;;é;55[fjn<xi>——jn<x1>c;1—k[x1jn<x1>r ¢! = £ [z julz)]

[0 P (20)] [€ (i) — jn(r) €] 4 hn(0) [21 ju (1)) € =

{hn(0) 1 (0] = (1) [0 hn(0)]'} € =

de modo que finalmente obtenemos

o) [} — ) o b))
o hn(20) [21 Ju(20)] = Ju(@1) [20 P (0)]" (34)

Ahora, eliminando el coeficiente a,, de la Ec. (2.47) obtenemos

xohn(xo) an + .QZIjn('T]) dr/L = fxzjn(xz)a
Qfohn(ﬂfo) Ap = gxz]n(mz) — Xy ]n(xl) d/w

n , 35
l’ohn(l’o) ( )
y sustituyendo en la Ec. (2.45) tenemos
()] + — w1 ()] d, = € [w juls)]
0 0 "Mn\To n o I1JIn\Z1 n = gcix@jnxz ,
[0 ho (o)) € ign (1) — xp gn(wr) )y [wrgu(en)] [ gn(@)]
+ d) =———=
Zo iUohn(xo) xXr €T;
erin(en) _ Zlha(@) gnen)) o,
Ty xohn (o) "

ZT; Jfohn(l’o)

_ anmr %Mme%m?

{xohn(mo)w — 2 [y hy(20)] 21 jn(m)} il =

Xy Zo

=¢ {xohn(xo)w — 2 g P (20)] 'jn(l’z‘)} -

X Zo
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Entonces finalmente tenemos que

r xo hy, (330) [ifz Jn( z)]/ - % [350 hn(iUo)]l T Jn(T4)
" T hn(fo)ml (21 Jn(z0)] = & 20 hn(0)] 21 jn(2r)

0

(36)

Entonces podemos escribir los campos eléctrico y magnético internos en la
forma en que aparecen en el capitulo 3, Ecs. (1.86) y Ec. (1.87),

EI = gi E, < TMoln dTNe(11n> (1 - g) Ei”07

n=1
. k& _
= e > By (M) + i N) + (1) Hine
0 n=1

en donde los coeficientes ¢ y dI estdn dados por, Ecs. (1.90) y (1.91),

n(0)] = 2 hn(20) 3- [ ()]
(20 o (0)]" — @ i (20) - 1 ju(2r)]”

Célculo de la componente 77

Una vez que contamos con la expresién para el campo eléctrico E; en
términos de la base esférica, Ec. (1.86), podemos hacer uso de la Ec. (1.76)
para calcular la componente transversal de la matriz T

k&x,
0

T (pw) = / 60~ Er(7:w) exp|—if - 7ld°r.

Proyectando la Ec. (1.86) a lo largo de é, tenemos

B e, = gZE( MO - dTNe(f,i) bt (1= &) Boe- 6y, (37)
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en donde M) v N§) estan dados como, Ecs. (2.25) y (2.26),

oln Y eln

VI 1 1 .., dPi(cosf) .
Moin = jn(py) Lin 5 cosd By (cost) & —sing —=—&
Netn = Jnlpr) cos ¢ n(n + 1)Pl(cosf) é, +
Pr
1 d , dP!(cos ) Pl(cos®)
=+ o) ooss L0 g, i Pl20) ]

y de geometria elemental sabemos que

é, = sinf cos ¢ é, +sinf sin¢ é, + cosf é,, (38)
ég = cosf cospeé, +cos sing é, —sinb é,, (39)
€y = —sing €, + cos ¢ é,. (40)
Entonces
n dP!(cos @
MO(BL by = jsg)é) cos ¢ Pl (cos 0) cos 0 cos ¢ + jn(p;) sin® ¢ %
0 dP}(cos 6
= jn(py) :?je cos? ¢ P} (cos#) + sin? ¢ % ) (41)
y por otro lado tenemos que
dp,
Pl(cosf) = 7 = =sinf P/, (42)
dP’I% d 2 "
7] —@smﬁP =cosf P, —sin®0 P, (43)

en donde nuevamente “ ~” denota derivada respecto del argumento, de modo
que tenemos

cos 6

—

M(l) by =

oin " Jn(pr) sin 6
= Jn(p1) [cos0 cos® ¢ P+ sin® 6 (cos ) P,y — sin®0 P ]
= jn(p[) [COS@Pn/ — sin? ¢ gin? epn/l:| .

cos® ¢ sinf P, + sin® ¢ (cos§ P, — sin* 60 P,")
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Anélogamente, proyectando N, v

c1n, @ lo largo de €, tenemos

N e, = Jn(P1) cos ¢ n(n + 1) Pl(cos ) sin@ cos ¢ +

P1

dP,(cosf) 1 d
db Pr dPI

Pl(cosf) 1 d

— sin¢ “sin0 o dp, (o1 Jn(pr)] (= sin @)

+ cos ¢ [prn(py)] cos® cosd —

=n(n+1) Jnler) cos® ¢ sin? 0 P! +
P1
d

1
+ o (01 Jn(pr)] {cos® ¢ cos (cos@ P, — sin® 0 P,') + sin” ¢ P, }
Prapr

n 1 d ,
Jnlpr) cos® ¢ sin? 0 P! + ———[p; jn(p;)] ¥
Pr Id P1

x {[cos® ¢ cos® @ +sin® ¢ | P — cos® ¢ cos sin®60 P,'} . (44)

=n(n+1)———=

Por 1ultimo, proyectando el campo eléctrico incidente a lo largo del eje X

Eine - 65 = Eyexplip - 7], (45)

y haciendo uso de la Ec. (1.99)

[e.e]

exp[—ip- 7] = Y (2L + 1)(=)"ji(p;) Pi(cos 0),

=0
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podemos escribir la Ec. (1.76) como en el capitulo 3, Ec. (1.100),

T (p;w) = OX” {ZZEC (20 +1)(~ )/ r2dr ji(p;) jn(pr)

n=1 =0

X/ dqb/ du COSHPZP,;—sin2¢sin26’P5P;} —

—ZZZEdT (21 4 1)(— )/ r2dr 5i(p;) /%dgﬁf dp x

n=1 [=0

X {n(n—i— 1)‘7n<p[) cos? ¢sin® @ P, P, +
Pr

1 d /
+—— [ prin(pr)] { [cos® ¢ cos® § + sin® ¢| P, P, —

prdpy
" ko 4
—cos® ¢ cosOsin® OP; P, }] } + OE_fp (1-¢&)Ep 7;&

en donde p = cosf y p; = koNyr.

Integrales angulares
Realizando las integrales sobre la variable ¢, recordando que

2 2
/ sin® ¢ do —/ cos’ pdop =, (46)
0 0
obtenemos
Tl \ 2 3 0Xp T N
T (piw) = ki, (1 =€) + =3 ;;Encn (2 + 1)(—i) 7 x

a 1
></ r? drjl(pi)jn(p[)/ dp[2cos0 P P —sin>9P, P | —
0 -1

~iS S Badf @ V(=07 [l

n=1 (=0
1 i 1 d
/ du [n(rH—l)‘M sin®60 P, P, ‘l’——[Pljn(Pl)] X
1 Pr Pr dp Pr

x {(cos’0 + 1) P, P, —cosf sin>0 P, P, }]}. (47)
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Reemplazando cosf = p y sin?f = 1 — p? y reacomodando las integrales,
podemos reescribir la ecuacién anterior como

A oX
T"(p;w) = 3ko&xp( i p { ZEnch 20+ 1)(—i)' m
n=1 [=0
a 1
X/TQdez(m)jn(pz)/ dp (2 P Py — (1 — ) BP) ] -
0 —1

—i> N Eud! 2+ 1)(—i) [”m ! 1)/0“ rdr e jn/()pl) "

n=1 =0 1

1

x/l dp [(L+42) PP —p(1—p?) PZPH”]]}. (48)

1

1 a 1 d
x / du (1 —p?) PP, +/ r2dr ji(p;) — o (o1 Jn(p1)] X
_ I I

Para la primera de las integrales angulares, que denotaremos como A;, tene-
mos que

1
Ay E/ dp[2uP, P — (1—p*) BP)] =

-1

1
:/ du[20 P P! — 2P P! +n(n+1) P Py] =
—1

! 2n(n+1)
- VPP ="200 5 4
[ dutntn+pp) =20, (49

en donde se ha utilizado la igualdad (1 — p?) P} =2uP,) — n(n+1)BP,*.

4Esta ecuacién se puede deducir a partir de las Ecs. (3.28) y (3.29) del libro de Jackson
[54], pag. 100.
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La segunda de las integrales la podemos calcular como

1 1
o= [ dn(- i) PiR= [ duBnPy P =

1 -1

1 1
- 1

1 —

2n 1
- 5.i—-n PP, dy =
T et /1’” a

2(n—1)
_2n 5 2n(n +1) 5 2n? 5 _
m—1""""" 2n+1)(2n+3) " @n—1)@2n+1) "
B 2n 2n? 5 2n(n+1) B
B [Qn —1 (2n—-1)2n+1) } LT Qn+ )20+ 3) T
2n n 2n(n + 1)
T a1 {1_ 2n+1] T Qn+ D2+ 3) T
~2n n+1 2n(n + 1) B
T —12n+1 " 2n+ )20 +3) T
2n(n +1 1 1
- 251 +1 ) [2n B R e 51’”“} ’ (50)

en donde empleamos la igualdad (1 — u?) P/ = nP,_1 — nuP,° asi como la
Ec. (3.31) de Jackson [54]. Finalmente tenemos para la tercera integral

1
Av= [ dul(Ue ) PP - (1 i) P =

1

:/_du[(1+,ﬂ)Bpg—uﬂ[zng—n(n+1>PnJ]=

1

1
_/ du [P P — PP P +nn+1)pb P, =
-1

1

:/du[(l—MQ)BP,;}Jrn(nJrl)/ dppu P Py, (51)

1 -1

en donde hemos empleado la misma relacion entre los polinomios de Legendre
que para el caso de la primera integral. Identificando Ay en la Ec.(2.67)

5Ultima ecuacién de las Ecs. (3.29), Jackson [54], pag. 100.
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tenemos que

1
As :Ag—i-n(n—l—l)/ wh P,dy =
1

1 1
=A2+n2/ MBPndu+n/ 1P P, dp,
-1

y sustituyendo la expresién para Ay, Ec. (2.66), obtenemos finalmente

1

2 1
5l,n_1—n/ uPandu+n2/ p P Py dp +
)+1 1 —1

"o —1
1 m ) 1

PP,dy=————90,, P P,du=

+n/_lﬂl H 2(n_1)+1l, 1+n/_1uz 1%

20 0 2n%(n +1) 611 2n3 8y 1 B
S 2n—=1)+1 2n+1)2n+3) 2n-1)(2n+1)
_ [ 2n N 2n3 } 2n*(n+1) oy
T 12— +1 @n—D@n+1) | T 2n+ )20 +3)
2n n? 2n%(n +1)
2n—1{1+ ]&”4+@n+nmn+$
2n(n+1)? 2n%(n+1)
Cn—1)2n+1) """ 2n+1)(2n+3)
_2n(n+1) [ n+1
B @n+1)[

Ay =

5l,n+1 =

In+1 —

n
T Oin-1+-—= T3 §l,n+1:| : (52)

Sustituyendo las integrales A;, Ay y As, Ecs. (2.65), (2.66) y (2.68), en la
ecuacién para T'T Ec. (2.64), obtenemos

oX
T (p;w) = 3’€oa X, (1 — i p {ZZEnCE (2L +1)(=0)' m

n=1 =0

¢ ) . 2n(n + 1)
<[ it inon | 2( = 5ln]—z§j§jE a7 21+ 1)(~i)'m
0 n=1 1=0
“ , ' 2n(n+1) 1 1
1 2d ) .]’I’L(p[) I
X{”(”JF )/07“ rji(p:) oy 2n41 2n_15l, 1 —2n+35l,n+1 +
“ , 1 , 2n(n+1) [(n+1 n
24 )= ! o1+ ——
[ il o inton)! e (G st g g )|
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de modo que la suma sobre [ se simplifica debido a las funciones delta de
Dirac, por lo que

2
TT(p;w)—%rkga:SXp(l—{)—i—%{ZE clon(n+1) (—i)" 7 x
0
2n%(n + 1)?
{ mr1

/r dr jn(p;) gn(pr) +ZE dy m(—i)"

0

X (/0 r2dr jn_1(p;) Jn(1) +/0 r2dr jni1(p;) ‘%) + In{n+1) X

Pr 2n+1

(i) [ s ool = duss(o) - o into? ) | |

Recordando que

2 1
En:(i)"EoL,
n(n+1)
tenemos
TT-—4k 1—&)+2rk? OOTQ 1a2d‘ j
(pw) = 3 0a’x, (1 =€) +2mkgx,€ ch( n+1) [ r=dr ju(p;) jn(pr) +
n=1 0

+Z dT [ n(n+1) (/ r2d7’jn—1(ﬂz‘) Jnﬁ_ﬂ[) +/ T2den+1(pi> jn/()pl) ) +
0 I 0

1

¥ (<n # 0 [P dons(2) - ol = 1 P () - oy inton)! ) |

0

y reorganizando términos obtenemos
47
T (p;w) = ?kgcﬁxp(l €) —|—27rkoxp {Zc (2n+1 /r dr 3n(p;) dn(pr) +

+Z dr { (n+1) </ ridr [J'n—l(/)i)+jn+1(/%)]%£—pl))+

0 1

+ (/Oaerr [gn-1(p;) — (N4 1) jns1(p;) ] pif (o1 Jnlpr)] +

[P Lans(0d + 0] S lorinton )| (5)

0
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Integrales radiales

Utilizando las siguientes identidades®

Joa(9) + dna () = (20 + 1>j";p>, (54)
n%1@w4n+nﬁﬂmw:@n+n§gmm, (55)

podemos escribir la Ec. (2.64) como

T (pyw) = %kQa?’xp (1=&)+2mkgx,€ {chT(?n + 1)/0?“2 dr jn(p;) gn(pr) +

=1

8 3

0 [ 1

+@mH(A%wmm;mmmm + [P L o)) |

Pi

4 = Y .
TT(p;w):§k2a3Xp(1 )+ 21k, € {Z 2n+1/07“2dwn(pi)3n(m)+

n=1

+ZdT { (n+1) (2n—|—1)/a 2dr ‘7”("))]”(’)1>+

pz p[
2 jn(pi>:| i . /]}
-H%+DA m[<»+ P L utont] (56)
Reconociendo que
n(P; 1 .
Jalo) + 2 L o), 57)
tenemos
4 it a
TT(p;w) = gﬂk?)a?’xp (1=&)+2mkgx,& > (2n+1) {65/07“2 dr jn(p;) Jn(pr) +
n=1
T ¢ 2 ]n(pz> jn(ﬂ[) a2 l ¥ ‘ /i . /1}
! Mn+Dzrdrﬁ% / +Ardg%mh@m/hmMamn .

Sver Abramowitz [55], pdg. 439, Ecs. (10.1.19) y (10.1.20).
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Ahora, tomando a como la unidad de longitud definimos = = r/a, y recor-
dando que z; = kr/a, xg = ko/a y x; = pa, tenemos entonces que p; = x;x y
p; = xyx. Entonces podemos escribir

T (p;w) =

4

00 1
=3 Laxy (1—&+2magax,§ Z (2n+1) {cg/onjn(xix) Jn(xrx) de+

n=1
T

4+ [n(n +1) /0 (@) () di + /0 1% [@jn(w)] % [ jn (1) dl"]} }

Xy

La integral radial que acompaifia a ¢! estd dada por’

1
Ly(n,n) = /x2 Jn(2ix) jn(zr2) doe =
0

1

T2 22 (21 jn (i) Gn1(21) — 23 Jna (i) Gn(21) |, (58)

la cual es simétrica bajo el intercambio z; — x;. Para el caso x; = x; tenemos

que®

1
. I : :
| @) de = 5[50 = @) dun@)]s n>10 (59)
0
L 171 . cosT; .
| i)de =5 @) - S | =0 ()
0 i

de modo que la igualdad se mantiene valida para todo n. Por otro lado

% [ jn(xiz) ] = 23w ) (252) + Jn(2i2), (61)
% (2 jn(xr2) ] = 2120 g0 (212) + jol2r2), (62)
que, utilizando las siguientes identidades®
L 5nle) = dua () = (4 1) 22, (63
d%jn(p) =n Jnlp) _ Jn+1(p), (64)

"Esta integral se obtuvo con el software Mathematica versién 4.2.
8Ver Barrera y Fuchs [74], pdg. 3267, Ec. (A.15).
9ver Abramowitz [55], pdg. 439, Ecs. (10.1.21) y (10.1.22).
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podemos escribir como!?

. N Jn (T2 . .
ar [ jn(zix) | = 2 :I:E—a:> — L& Jpy1(2i2) + jn(2i2) =
= (n+1)ju(zix) — 22 Jpyr (z57), (65)
d ) ) . .
. (2 Jn(xr2)] = 212 a1 (1) — (N + 1) ju(zr2) + julr2) =
= —njn(z12) + 212 Jp1 (1), (66)
por lo que
L o gu(wia) ] L [ ja(r2)] = =0+ 1) julie) juerz) +
dr T Jn\T7T dx T Jn\ 21T - n{n In\TiZ ) Jn\ T 1T
+(n+ 1) jo(xix) 212 ooy (1) +
+ 2% g1 (Tw) 0 g (T7) —
— % Jpy1 (252) 12 Jr1 (2 12). (67)
Entonces

n(n+ 1) / Jul32) jular) di + / o)) A [ ) | de =

1 1
(n+1) {B[/ T jn(2;7) Jp1(zrx) do + na:l/ T a1 (x) ju(xrx) doe —
0 0
1
—xi:r[/ 22 jpg1 (252) o1 (277) da, (68)
0

de modo que finalmente podemos escribir

4 o0
T (p;w) = ?Wxgaxp(l — &)+ 2magax,§ Z(2n+ 1) {c! L(n,n)+

n=1

dr b . b .
+x 7;_ {n(n +1) x;/xjn(a:ix) Jn-1(zrz)de + nmi/x]nﬂ(:cix)jn(ycm:) dx—
T 0 0

— 2y /0 1x2 Frg1 (2:2) 1 (z120) dx} } : (69)

0Ta Ec. (2.79) se sustituyé en la Ec. (2.78) mientras que la Ec. (2.80) se sustituyé en
la Ec. (2.77).



26

o bien
4 [e e}
T (p;w) = %x%axp (1-¢) + 27T:Egaxp£ Z (2n+1) {cglz(n,n) +
n=1
1
+dr [ (n;L ) Li(n,n—1)+ xﬁfl(n +1,n)—Ln+1,n— 1)] }, (70)
i I
en donde
1
Li(n,m) E/ T Jn(2:2) jm(z2) d, (71)
0
1
I(n,m) E/ 2% jp(2:2) jm (2 120) dov, (72)
0
1 4 . ) .
IL(n,n) = R (21 G (%) Jn1(21) — @5 1 (26) Gn(zr) ] (73)
i i

Calculando el limite p — 0

En el limite p — 0 podemos escribir los primeros términos de la serie para
la componente transversal 7’7 como

4 (1,0
T (p;w) ~ ?ﬂwgaxp(l—g)%—%rx%axpf |:301T]2(1,1)+6dir 1( , )+
1(2,1 (2.1
+3d1TM—3d1T12(2,0)+15d2TM}, (74)
Ty T

en donde necesitaremos calcular también los primeros términos de las inte-
grales:

MLUZEJ?§MMmMﬁ@ﬂ—w%®JMmH%

2
—1 SL’? -1 xT; . .
— (1 — —2) [331 — Jo(zr) — xz’]l(xl)} =

x7 x7 3

_ T [M _jo(xl)] <1 T i—g + ) _ ipalrn) O(xz}). (75)

31‘[ Ty 3 Ty

Q

Haciendo uso de la relacion'!
[0 iutp)do = 9 eslo), (76)

HVer Barrera y Fuchs [74], pag. 3267, Ec. (A.13).
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podemos escribir

L(1,00 1 [! 1 [ | )’
1(1,—;) = ; v j1(25w) Jo(w ) do = - 035 [a:; — <x3:8) ] Jo(zrr) dr =
I 22 1
= 33 (:E]:L‘)Qjo(xlx) d(zyz) — 3_(’)/ 4 jo(zrx) da =
7Jo 0
CH R giler)  @f [ale) 2.
T %/0 ey de =0 = o5 1T T )
I
gilzr) @} gi(er) | xp 2
= ~ an 5 3 77
30, 30w 30227200 (77)
al igual que para
1 1’2 1
L(2,1) = /xh(%w)jl(xﬂ) du & 1—Z/ 2® gy () de =
0 0
.132 1 3 q;2 q;2 j2(x1>
— i . d _ i 3 . _ & 78
i [ ) ) dare) = o) = E L (78)

y finalmente

1 2 1
B(2.0) = [ jawie) oCorey o 5 [ are) de =
0 0
vi [l ga(an)
_ i -9 79
15 [ Ty z? 1 ’ (79)
en donde hemos utilizado
1 T 1 !
/ x* jo(z ) dx—/ AT g =~ a3 sinxyxrdr =
0 0 Trx xr Jo
1 :
= $—§ [3(2] — 2)sinz; — 2y (27 — 6) cosay] =
_3 sin(gx]) B cos(Qx]) 6 Sin(f]) +6 COS(fI) _
T 7 7 Xy
_ sin(z;)  cos(zp) sin(zy) 6 sin(zy) 6 cos(wy)
I o Ty T ¥
2 3 1
_ Jizr) 2 { [_3 _ _] sin(ay) — 3 cos(;z;l)} _
CT
_ _Z 80
T .I‘% J2('TI)7 ( )
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ya que tenemos que

i) = =) - ), o
O T

En las aproximaciones para las integrales hemos utilizado las aproximaciones
de las funciones esféricas de Bessel, Ecs. (1.95),

ap =t p=T, BV~ ;,

wiD
)
[
>
N~
=
~~
S
~—
Q
‘ |
w
<

ademas de jo(p) ~ 1. Entonces, sustituyendo las expresiones para las inte-
grales, Ecs. (2.91), (2.93), (2.94) y (2.95), en la Ec. (2.90), tenemos

4 i
T'(p— 0:w) = - ojax, (1 -6 + 2rrfax, & {303%92("’”)
xr

L+ 6dl (1 jilzr) @} i) ﬂf_?jz(ivf)> 5 g7 % a(z1)

+

"\3 ar 30 a 15 a2 Y15 a2
Jlzr) ) galxr) T %i j2(x1)
— 3df —2 +15d) = =2 83
! 15( T 3 215 1 (83)

Reorganizando términos podemos finalmente escribir

47
—x%axp(l—f)—i-%rxgaxpf [leT

T7(p — O500) = alwn)

3

bl ey 2O g 2D g2 0 >],<84)

Ty 2
Ly

4 .
:?ﬂxgaxp(l—f)—i-llﬂxgaxpf{lejl(zl)—l-
xrr
L 7 T J2(1) T 232( 7) r 1 o 5(xr)
- d i —d —dy - ,
+2(cl+ Q)x . x; x% 5xz .

) jQ(II)

Xy

3 +

+d]
pari@ | A [5“” —2j1<xz>”, (85)

X1 101’[ T

4dm
= —agax, (1 —& +4majax,§ { (cff
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o bien

X, (eF +df) 2

47 (1-¢ 3
TT(pHO,W):?I(Q)CLé‘ [XPT+§ I i+
Ji(zr) 3df" [ galxr)  gi(xn)\
3dT 5 -2 ‘1. (86
+ 1 Xp T + Xp 10 x% x; Z; ( )

Podemos hacer un desarrollo en potencias de x; para &, de modo que

gzk'?—/f%_ k7 — kg _(1_1) L
kK —p kF(1—p?/k) ér) 1—p*/k?

(D EE)<(F) e

en donde ( =1 — 1/€; tiene el mismo significado que en el caso longitudinal
¥ X, = €1 — 1 = (¢é7. Andlogamente tenemos que

¢ ~1-4"(1+§+...) 1-(—¢5
Xp—:gEI 172 %Em—lz
§ C(1+5+..) 1+—§+
I

(1B (1% Nee (1B %, )
(i) (g ) ma (e nmag )

== ) =1—-62=1-(1 —. 88
€r (E[ I%_F ) €r LE% (+Xp) .’13% ( )

Sustituyendo las Ecs. (2.103) y (2.104) en la Ec. (2.102) obtenemos

47 ;1;'2 513'2 (o
TT(pHO;w):—igaC(l+—’2+”,)[1_(1+Xp)_12 3Xpd1T]1( I>+
3 T Ty Ty

+gxp( +dy) é;f Dy 3 dra (5‘72(5”) —2‘71(“))} -

Xp 2
10 x7 Ty

47 2

= - xpa( 1—(1+Xp) +3xpd1T‘71( ) + 5 (c 1T+d2T)g;i‘72( N
3 xf Ty 2 Ty

3 jalzr)  a(xn) | f ji(wr)
Xpdi 7 (5 —2 - dl 2
+1gX ( o o + o +3x,d; e |, (89)
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y reorganizando términos tenemos

A Jilzr 3 J2(x
Tl — 05) = a3 [14 30, P R (o ap) 2

L E 1—uidTb'( ) —2xrj1(zr)] ) +3 dT]1< >ﬁ (90)
Xp 2 10 J2\Z1 Tr n\rr Xp 23 il
I I

Podemos expresar el desarrollo en potencias de z; de la componente trans-
versal de la matriz T, incluyendo términos hasta orden z?, como

T7(pw) =TT p;w) + TTP(p;w) (pa)® + . .. (91)
en donde
4
TT[O](p;w)zgxoa([I—i—?) dT[O] M], (92)
Xy

4 ] 3
TTE(p;w) = ?ﬁxgac {3Xpd1T[2] lel) + 2y, ( T[o}+d:r[0}> (xf)x?_

x? 3 Ji(z
~Xp 2 (1 T di (5 ja(r) — 2901]1(901)]) +3x,d; xgl) fvf} , (93)
I I

con los coeficientes dados por las Ecs. (1.106), (1.107) y (1.108),

df ~ d"” 4 a ¥ 2?

_ _2 ZE(Q) hl (230) +
3wy ji(xr) [xohl(fo)] - 900 hl(Io) [5751]1@1)]

[2h1(x0) + onhl(:ro) . xohz(zo)
4 3 15 3 xz
wr i (wr) [xohy (20)]" — o ha (o) 3 [wrir(xp)]

d ~ dQT[l] T =

xr ja(r) [$0h2(l’0)] — 13 ha(wo) = [wrja(zr)]
T[1] —$0h2(l‘0)

G F6 T= 3jn(zr) [0 hn<$0)]/ — ha(20) [1 ]”(xl)]/

Empleando nuevamente las relaciones de recurrencia para las funciones esféri-

Z;.
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cas de Bessel, Ec. (2.70) y Ec. (2.71), en la forma
d n n+1

d—pzn(p) = 5,1 m1(P) = 5= wnn 0), (94)
o) = @+ ) 22 ), (95)
podemos escribir
;o d B
[02a(p)] = 2u(p) + d—pzn(p) =
= 2alp) + o poa(0) — g p () =
= (n+ 1)2a(p) — pzut1(p), (96)

en donde la funcién z,(p) puede ser j,(p) o h,(p). Entonces podemos rees-
cribir los denominadores de los coeficientes de la siguiente forma

df ~d} " +df P a? =

_ —(2/3)a b (x0) N

2_ . . .
(F58) (n + Dha(w0)ja(r) + 2Bha(w0)jns (@1) = Torhasa (20) (1)
|:2h1(x0) _'_ 21(2)]11(330) o xohg(:l}o) 2

3 15 3 Z;

Y

(M> (n 4 Dhn(0)jn(wr) + 25 (20) jnr1 (1) — T2 1hny1(20) jn (1)

[—3 2 ha(20)/15] z;
<m> (n+ Dha(20)jn(wr) + 23ha(20)jnr1(21) = Tox i1 (z0)jn (1)

I

Y

T Ty — —woha (o) x;
1 1 " wrha(20)dns1 (2r) — ohpia (w0) jn(zr) T

Podemos apreciar que el término T'7[% independiente de z; en el desarrollo
de la componente transversal de la matriz T, Ec. (2.108), coincide con el caso
longitudinal 7%° Ec. (2.156), ya que

ay " =2ar, (97)

pues en el limite cuando x; — 0 tenemos a la particula esférica bajo campo
eléctrico incidente constante, por lo que no hay distinciéon entre un campo
eléctrico incidente longitudinal o transversal.
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En este apéndice se encuentran los detalles del calculo de la componente
longitudinal del operador de transicion o matriz T, referente al capitulo 4,
seccion 4.1.2.

Para el cdlculo de la componente longitudinal de la matriz T se consi-
der6 el problema de una sola particula esférica de radio a en el vacio, centra-
da en el origen y caracterizada por una funcién dieléctrica €;(w) y por una
permeabilidad magnética p; = p, donde p, es la permeabilidad magnética
del vacio, en presencia de una onda plana electromagnética longitudinal (ver
figura 1.3 del capitulo 4).

Campos Electromagnéticos en términos de la base esférica

El campo eléctrico incidente se escribié en términos del potencial escalar
¢inc? Ec. (1.115), como

Eine = =V, = Eyexplip - 7] = Ey explipz] é.,

en donde p'= pé, y el potencial escalar incidente esta dado por, Ec. (1.114),
Dine = o explip’- ] = ¢y explipr cos 0] = ¢ explipz].

Escribiendo el potencial escalar en términos de la base esférica, Ec. (1.120),

teniamos que
o0

’LTLC Z COS 9)

n=0

de modo que el campo eléctrico incidente estd dado por, Ec. (1.124),

ch - Z |:jn PZ (COS 9) + ]”(pz) d n(COS 0) é0 |
=0 Pi df

donde E! = (2n + 1) "1 Ey. Dado ' que V X Eje = 0 sabemos que no hay
campo magnético Hmc asociado a Emc
Por otro lado, la base esférica completa estd dada por las, Ecs. (1.128),

W v
Lemn = emn) Lomn o
k k
emn = V X (rwemn)v Mopn =V X (rwomn)7
- V x Memn . V x Momn
Nemn . Nomn = )
k k
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en donde, como ya habfamos mencionado, e (0) hace referencia (por sus siglas
en inglés) a que la funcion es par (impar), y donde nuevamente, Ec. (1.81),

Y om = €08(m@) P (cos 0) z, (kr),
Y omn = Sin(me) P (cos 0)z, (kr),

n

son las funciones generadoras de los armoénicos esféricos vectoriales. Recor-
dando que hemos empleado la notaciéon usual para las coordenadas esféricas
(r,0,¢), las funciones radiales z,(kr) son cualquiera de las cuatro funciones

esféricas de Bessel: 7,, yn, Y o BP y P’ son los polinomios asociados de
Legendre con la normalizacién dada por Bohern [34].

Teniamos que el campo eléctrico incidente en términos de esta base,
Ec.(1.132), estd dado por

Einc = Z EZLLS])nQOz)?
n=0

donde LeOn estd dado por, Ec. (1.131),

Jn(kr) d
kr df

LY, = ji(kr)Py(cos0) &, + — Py (cos0) ég

en donde el superindice (1) denota que la dependencia radial de la funcién
zn(kr) es a través de la funcién esférica de Bessel j, (kr).

El campo eléctrico interno, r < a, en términos de la base esférica se
escribié como, Ec. (1.135)

ZEZ ( eOn + = LeOn) ZEZd NeOn + éﬁznc )

y el campo magnético interno como, Ec. (1.136),

—;

Zk‘[
= E;d MY

donde el superindice (1) denota que la dependencia radial es a través de

Jn(pr), con p; = ki = kov/er(w)pyr = koNyr, donde Ny es el indice de
refraccion complejo de la particula esférica.
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Los campos radiados o esparcidos en términos de la base esférica se pueden
escribir como, Ecs. (1.139) y (1.140),

Eew = Y ELauNG,
n=1
Hoy = —50 5™ g, 370
esp Wity n“ns'=elns

en donde el superindice (3) indica que la dependencia radial serfa a través
de hy,(py), con p, = kor y los armonicos esféricos vectoriales estan dados por

S z(p) ., dPy(cost) 1 d .

Noon = p n(n+ 1) P,(cos0) é, + a0 adp [p20(p)] €0, (98)
- dP,(cosf .
MeOn = - El@ ) Zn(p) €, (99)

ya que para m = (0 tenemos que ]\700n = Mo(]n = 0.

Condiciones de frontera (célculo de los coeficientes)

Para calcular los coeficientes de las expansiones de los campos haremos
uso nuevamente de las condiciones de contorno de las ecuaciones de Maxwell
sobre la superficie de la esfera

—

(En + B, — EI> X 6, = (Hesp _ F[,) % &, =0, (100)

que pueden escribirse, en r = a, como las cuatro ecuaciones siguientes!?

Ei?w + Eeesp = E197 (101)
Ei(fw + Ee(ip = E1¢v (102)
H!, = H{, (103)
oS, = Hy. (104)

12 Andlogamente al caso transversal, la condicién sobre la componente perpendicular
a la superficie de la esfera estd contenida en las condiciones que nos proporcionan las
componentes paralelas de los campos, de modo que no anade nueva informacion.
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Sustituyendo las ecuaciones de los campos electromagnéticos, Ecs. (1.132),
(1.135), (1.136), (1.139) y (1.140) en la condicién para la componente 6 del
campo eléctrico, Ec. (2.117), obtenemos

dP,(cos0) [ jn(z;) 1 d , 1 d ,
20 [ 2 ta 2o dro [0 hn(wo)] + "y des [z1 jn(@r)]
1 .n %
—r](x)}zo, (105)
€r ZT;

en donde x; = pa, xg = koa y x; = kra, que nos conduce a la siguiente
condicién

1 d 1 d 4 1 Jn ()
— — [zohy, o — — 270 d == —1) & 106
o dzg [Tohn(70)] an + < dz; [zr ju(21)] d,, (Ef ) . (106)

De la condicion de continuidad para la componente tangencial del campo
magnético, Ec. (2.120), obtenemos la siguiente condicién

ke 1
2R (o) + 2L () = 0,
Wi Whko
() k3 julzr)
nt 5 ——=d, =0,
ko TR R
, .
ACU RS CT) T
Zo Ty
. Xy ]n(xl) /
Tr hn<l'0) n ( )

Sustituyendo la ecuacién anterior, Ec. (2.123), en la Ec. (2.122) obtenemos

1 d _ %o galzr) ,, 1 d , r_
To d$0 [[thn(I'o)] ( 61) T hn(l’o)dn + T dl’[ [QT]jn(fEI)] dn -

= <l -~ 1) In(2) 408)

€

Z [£ohn(20)]" jn(2r) L L [m;jn(:cz)]'} d = (i _ 1) ‘M (109)

hn(xO) Xy Xy T
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de modo que el coeficiente que nos interesa, d,, el cual esta relacionado con
el campo eléctrico interno, esta dado por

n(zi)

1 s

d’;:<7_1) ol Bl + L (o
€1 — € OhnTEzo(; ]anI + zr [J]]jn(l'[)]

n(IZ)

1 L 22 h(x

N <N_ B 1) £, 72 1 (J:I)O (2 0) 1 . 1 (110)
€1 —€rag [wohn(wo)] #55 + @5 hn(20) 5 [0 (1))

De las otras dos condiciones de frontera, Ecs. (2.118) y (2.119), obtenemos las
mismas condiciones pues los campos tienen la misma dependencia angular.
El campo eléctrico interno lo escribimos entonces como, Ec. (1.143),

ZEldL eOn 1 _C) Einc

donde ( esta dado por, Ec. (1.142),

y el coeficiente d% como, Ec. (1.144),

o Jna(jz) 22 hy(20)

—21 jn(@1) [20 hn(@0)] + 25 P (w0) 3 (w15 (1)]

Podemos notar que los polos de dX, que proporcionan la condicién para exci-
tar los modos Neg,, son los mismos que para el caso transversal, Ec. (1.91),

Z; Jn(xz) [SUO hn(l’o)], - 1’8 hn(xO)x%. [SL’l ]n(xl)],
21 (1) [0 b (w0)] — 28 hn(w0) £ [ jiu (1))

en donde nuevamente “ 7 después del paréntesis cuadrado denota derivada
respecto del argumento de la funcion esférica de Bessel.

dr =

Calculo de la componente T

Una vez que contamos con la expresién para el campo eléctrico E; en
términos de la base esférica, Ec. (1.143), podemos hacer uso de la Ec. (1.152)
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para calcular la componente longitudinal de la matriz T
2

k .
T (pw) = gp /éz'EI(F;w)eXp[—iﬁ-F]dST

Proyectando el campo eléctrico interno a lo largo del eje Z tenemos
s [gZEZ AENG o) + (1= ) B | e (111)

donde NeOn estd dado por, Ec. (2.114),

- dP,(cosf) 1 d
Ne(ly)l = inlp1) n(n+1) P,(cosf) &, + ———2 —
’ Pr ( ) Bl ) do Pr de

y de geometria elemental sabemos que

[pr 3n(pr)] €0, (112)

é, = sinf cos¢ é, +sinf sin¢ é, + cosb é,, (113)
€gp = cosf cos ¢ €, +cosf sing é, —sinf e, (114)
€y = —sing €, + cos ¢ é,. (115)

Entonces tenemos que

N e — In(p1) n(n+ 1) cosf P,(cos ) —

Pr
1 d , . dP,(cosf)
—— — |prJn(p;)] sin ————=. 116
0; dp[[ I ( I)] de ( )
Por otro lado, .
Einc : éz = EO eXp[lﬁ F]a (117)

y empleando nuevamente la Ec. (1.99),

[e.9]

expl—i- 7] = 3 (20 + 1) (=) ju(py) P cos 6),

=0

tenemos que

k’2 2
T (p;w) = OXPCZZ 20+ 1)( /7" dr/ sm@dG/ dg x

n=11=0
X {dﬁ [n(n +1) Jn(Pr) cos P,(cosf) —
P1
1 d dP,(cos0) 4ra®

k3¢, (118)

(o) sind B i) Pcost) +



40

en donde hemos reemplazado en el dltimo término del lado derecho de la
ecuacion anterior,

(1=0Oxp =1 =Q (&) =¢ (119)
donde

1— (120)

o~
Il

1
er

Integrales angulares

Reacomodando términos y haciendo el cambio de variable y = cos@ te-
nemos

Arad k2 © x> ‘ a 1
THpiw) = T k2 ¢+ OXPCZZ(QlJrl)(—i)lE;/err dyt %
0 _

La integral sobre la variable ¢ es simplemente 27, de modo que tenemos

TL(p;w):43 ZZ (20 + 1)( fl/oargdrx
«{a {n<n+ } “—"”mm / i Pal) P+

Pr

1 1

+_

ot dp; dp (1= %) Pi(p) Pz(u)] } (122)

1 Jn(pr)] 3i1(p;) /

-1

Podemos reescribir la misma ecuacion de la siguiente forma

4 [
T (psw) = 7;‘1 ko ¢ Ochzz 20+1 n/r2dr><
0

n=1 [=0

x {d{; {nm 1) ]";f” Ji(p) Bulin) + piﬁ o1 dn(o) 3101 Bw,n)} }
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en donde

Ball.m) = [ dup P P, (123)

Bat,n) = [ du(L— 1) Pilo) Piw) =

1

_ / dp [Py (1) — npuPo() ] Pi(j1) =

1

1 1
= o[ dn P P — 1 [ duiPa(u) Pie) =
—1 -1
2n
= 2n_15l7n_1—nBl(l,n), (124)

en donde hemos empleado una vez mas la relacién'® (1 — p?) P, =nP, | —
n p P,. Andlogamente al caso transversal, utilizando la Ec. (3.31) de Jackson
[54] tenemos que

1 2(n + 1) (51 n+1 2n (51 n—1
Bi(l,n) = | dupP,(u) P(p) = ’ ’ =
1(l,n) /_1 ppn Pulp) Pi(p) (2n + 1)(2n + 3) N (2n —1)(2n + 1)
2 n n+1
= 811+ =———= O1ns1 | 5 12
2+ 1 [271—1 bt ¥ o3 “] (125)

de modo que

By(l,n) = 21 0un-1 _ n [ 2(n + 1) 0,1 2n01 01 ] _
T a1 T et D@a+3) T @n- D@t 1)
__2n 1" _ 2n(n+1) B
2l { <2n+1)} ENCTE 7R
__ 2n(n+1) 2n(n + 1) B
T @n-D@n+ DT @it )@nt3) T
T F ™

1301tima ecuacién de las Ecs. (3.29), Jackson [54], pag. 100.
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Sustituyendo el resultado de las dos integrales en la ecuacién para T (p;w)
obtenemos

4
T (p;w) = o’ k2 ¢+ 27 OXPCZEZ/Terdﬁx

% { 2n(n+ 1) jn(:OI) [( )n 1

2n+1 Pr

ngn-1(p;) + (—=0)" (0 + 1) jnga ()] +

1 d 2 1
b o) 2D [ ans() = (0 (]
o bien
o, 4md® KSXp o= i vne 2n(n+1)
TH(pw) = — k§¢+2wTO<n§:len<—z> B v
x {/O r? dr jn;fl) (7 Jn1(p;) — (n+ 1) Jnga(ps) | +
a d
+ / . drid— 01 dn(pD)] L1 (p;) +jn+1<pi>]}. (127)
0 I I

Tomando a como unidad de longitud definimos = = r/a, y recordando que
xr =kr/a, vro = k—/a y x; = pa, tenemos entonces que p;, = ;T y p; = T .
Sustituyendo lo anterior junto con E' = (2n + 1)i" "' Ey podemos reescribir
la Ec. (2.143) como

4dra’
3

20(n+1) [ [* 5 galwz) ,
L2\ T ) 2 Jn\LIL) N _
xdy 2n +1 {/o e Tx [ dna(@iw) = (4 1) jusa(zi) |+

T (p;w) = k2 ¢+ 2 ng a32 (2n + 1

—I—/O 22 dx m%% [ Jn(xr2)] [ o1 (zix) + jn+1(a:i$)]} , (128)

y simplificando obtenemos
47 =
T (p;w) = ?xga(’%—élwx%axpcz dh n(n+1) x
n=1

1

x {— [ i) (s (as) = (0 1) s )+

1 1
_|__

[k i) Lues) + ()] dx} (120)
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Integrales radiales

Empleando las relaciones de recurrencia de las funciones esféricas de Bes-
sel, también utilizadas para el caso transversal'?, Ecs. (2.70) y (2.71),

ot () + Jusr(p) = (20 + 1) j"/ﬁ’”,
d

njn-1(p) = (n+ 1) nia(p) = (2n+1) d—pjn(p),

podemos escribir la Ec. (2.145) como

Am = dt
L, . _ 2 2 n
T (p,cu)——3 Ty a( +4mxgax, ¢ E n(n+l)(2n+1)xixl X

n=1

« { /0 P jn(xjm)% (i) dz + /0 1% (wjn(z12)] o (i) dm}, (130)

e integrando por partes tenemos que

| lintera)) o) d =

1

. . . d .
= $jn(l‘1$)jn(l’il’)|é —/ T jn(zrT) Ejn(xza:) dx, (131)
0

de modo que finalmente obtenemos de forma compacta la expresién de la
componente longitudinal de la matriz T

4m - jn(xl) ]n(xz)
Lip. ) — 2 2 L
T (p,w)—?xoaC+47rx0aXpC 5 n(n+1)(2n+1)d; o o

n=1

o bien

L. _ 2 E L

HMyer Abramowitz [55], pag. 439, Ecs. (10.1.19) y (10.1.20).
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Calculando el limite p — 0

En el limite p — 0 podemos escribir los primeros términos de la serie para
la componente longitudinal 7% como

4
T (p — 0;w) =~ ?Wxgac’ {1+18Xpdf

]1( )]1( 1) +90Xp L
X; xr Xr Z;

&MM}

4 1 a7 J1(zr)
L . ~ 2 L i
T"(p — O;w) =~ e x0a§{1+18xpd1 <§——30+...> e +

+90, d& (1g+ ) jQSI)], (133)

en donde hemos empleado las siguientes aproximaciones

]1(.’]}2) ~ 1 o x_z’ jQ(CCZ) ':UZ (134)
T; 3 30 T; 15
de modo que
4 .
THp— 0w) ~ 2o |14 6y,ab 0 I gy qterilen) o
3 Tr Ty
3 L0 Ji(zr) L Jo(xr)
en donde los coeficientes estan dados por
1 2h
aho Zlalzo) S (s0)
3 g hi(wo) o [wrj(xn)]" = 2r ji (1) [2o ha (20)]
- o halmo) ;. (137)
30 ad (o) L - e (en)) = @ i) [z 7 (o)
L _ 1 74 ha(z0) L (139)
15 g ho(zo) - [-731]2(351)] — @1 Jo(21) [20 ha(20)]

Podemos expresar el desarrollo en potencias de x; = pa de la componente
longitudinal de la matriz T, incluyendo términos hasta orden z#, como

T (p;w) = T (p;w) + TP (p; w) (pa)® + . .. (139)
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donde
TLO () ) — Am L [0] Ji(zr)
(p;w) = ?xoac 1 +6x,d, o | (140)
47 h(zr) 3 ()
L (2] (. _ 2 L2) Ji\T1 Lo Ji(Zr
) = oty (o HETE - 2at
+6dtl ‘7—2(“)}. (141)
Ty

Podemos reescribir los coeficientes empleando nuevamente la relacion, Ec.
(2.112),

d
[020(p)] = 2zalp) + @ d_pzn(p) =
n n—+1

= (n + 1)Zn(/0) - pzn-l—l(p)?

en donde la funcién z,(p) puede ser j,(p) 6 hn(p), de la siguiente forma

(552 ) 2 b (wo)js (1) + a3 (w0)ja(@1) = wozrha o) i (1)

dlL (2] _ — (_1/3()) x(% hy (1;0) ’ (143)
(%) 2 hy(wo)j1 (1) + xghi(w0)ja (1) — woxrha(w0)j1 (1)

d; 1 _ — (1/15) x?) h2(x0) ) (144)
(%) 3 ha(w0)ja(z1) + 2ha(T0)j3(21) — ToT1hs3(T0) 2 (21)

Podemos apreciar que el término 771 independiente de z; en el desarrollo
de la componente longitudinal de la matriz T, Ec. (2.156), coincide con el
caso transversal T70 Ec. (2.108), ya que

a1 = 24", (145)

pues en el limite cuando x; — 0 tenemos a la particula esférica bajo campo
eléctrico incidente constante, por lo que no hay distincion entre un campo
eléctrico incidente longitudinal o transversal.
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En este apéndice se deducira la generalizacion de la ley de Snell apropiada
para la geometria del método del prisma coloidal. Considerando la geometria
de la Fig. (2.12) en donde tenemos dos sistemas coordenados: un sistema
primado cuyo origen esta localizado en la interface de entrada y otro sistema
no primado con origen en la interface de salida del prisma, ademés de que
se ha dividido el espacio en tres regiones: la regién 0 denota la regién fuera
del prisma en donde incide el haz laser, la region I denota la zona dentro
del prisma y la regién II nuevamente fuera del prisma en la que viaja el haz
refractado.

aire

Figura 3: Diagrama esquemético del prisma con los sistemas coordenados,
primado y no primado, en la interface de entrada y salida, respectivamente.

Recordando que en el experimento tanto las particulas que conforman el
coloide como la matriz, estan caracterizados por funciones dieléctricas reales,
es decir, no hay proceso alguno de absorcion de la luz.

Considerando una onda plana a incidencia normal sobre la interface de
entrada del prisma como solucién de las ecuaciones de Maxwell, podemos
proponer el campo eléctrico incidente en la regién 0 como

Ey= Ay expli Koo - 7'] = Ay explingko?], (146)

en donde ng es el indice de refraccion del aire, kg la magnitud del vector
de onda también en aire y se ha omitido la dependencia temporal —iwt. La
polarizacion de la onda incidente puede ser cualquier direccion en el plano
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XY. En general, podemos escribir el vector de onda K.o como'®

—

K.o = ko + i dp, (147)

en donde EO es la parte real del vector Kco y dp es llamado vector de atenua-
cion. Para este caso en que nos encontramos en la regiéon 0, es decir la onda
viaja en aire, tenemos que @y = 0. En la region I, dentro del prisma, podemos
proponer que en el sistema primado el campo eléctrico tiene la forma

Ey = Ay expli Koy - 7'] = Ay explinegko?'], (148)

donde n = ny + ¢ Ky es el indice de refraccién efectivo complejo que carac-
teriza el sistema coloidal. A pesar que de que no hay procesos de absorcion
en el sistema, tenemos una parte imaginaria del indice de refraccion efectivo,
K1, que representa la atenuacion que sufre el haz coherente al viajar a través
del medio inhomogéneo, debida a la transferencia de energia a la componen-
te difusa producida por el esparcimiento producido por las particulas en el
sistema. Podemos identificar rapidamente que

—

Kcl :E1+Zdl :ko (n1+i/i1) éz/, (149)

en donde hemos indicado que k_i y aj son paralelos, es decir, que en la onda
electromagnética que se propaga dentro del sistema coloidal, los planos de fase
constante coinciden con los planos de amplitud constante. Este resultado lo
obtenemos considerando la existencia de condiciones de frontera el la interface
de entrada del prisma, es decir, se debe cumplir que

— —

Keo 7' = Kep -7, (150)

en donde 7’ representa cualquier punto en la interface de entrada del prisma,
o equivalentemente

Ko - i =

—/

50'7" =

L (151)
L (152)

QL F

A partir de las ecuaciones anteriores, dado que ko - 7' = 0, ya que ko L7 ,
entonces tenemos que ky -7’ = 0y dado que k; # 0 entonces necesariamente
se cumple que ky || ko. Por otro lado dy = 0 de modo que d; - 7/ = 0 pero

15Ver libro de Stone [75], pag. 372.
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dado que d@; # 0 también se debe cumplir que Ky || @1, por lo tanto podemos
concluir que los planos de amplitud constante coinciden con los planos de
fase constante.

La interface de salida del prisma forma un angulo 0, con la interface de
entrada, como se muestra en la Fig. (2.12), de modo que para escribir la onda
que viaja dentro del prisma en el sistema coordenado no primado necesitamos
rotar el sistema primado por un angulo 6,, de modo que

Ko =KYy+ K3z, (153)
en donde KY o1 = = K, sin 0,y Kcl = K. cos 0. Para la regiéon II podemos
proponer que

Ey = Ay expli K,y - 7], (154)
y considerar nuevamente que se debe cumplir en la interface de salida que
Ko 7= Koo (155)
o equivalentemente
kT =ky T, (156)
ay -7 =dy-T (157)

Dado que 7 es cualquier punto en la interface de salida del prisma (con
componentes x y y) y dado que d; - ¥ # 0 entonces @y # 0.

Por simplicidad hemos trasladado el origen de ambos sistemas de referen-
cia, primado y no primado, al vértice del prisma.

Por otro lado, sabemos que la onda transmitida debe satisfacer la ecua-
ciéon de Helmholtz, es decir, las ecuaciones de Maxwell. En general, si nos
encontramos dentro de un medio complejo (caracterizado por un indice de
refraccién complejo n.) tenemos que16

K, K.=n?k, (158)
(E—H’d) (E ) (n + k)2 k2, (159)
Fokoi(R-a) = a= (n® - s®+20mn) K, (160)

de donde, separando en parte real e imaginaria, obtenemos las siguientes

ecuaciones .
K —a® = (n* — k) kg y k-d=nkkj. (161)

16Ver libro de Stone [75], pag. 372, Ec. (15-31).
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En la regién II la onda electromagnética se propaga nuevamente en aire, de
modo que el indice de refraccién es real (k = 0), por lo que las Ecs. (2.177)
se reducen a

ky — a3 = n; kg, (162)

Dado que tenfamos que d@y # 0 entonces a partir de la Ec. (2.179) podemos
concluir que lgz L a7,

Expresando las componentes de K, -2 en el sistema coordenado no primado
tenemos

KY) = | ky | sinfy +1i | @ | cos b, (164)
K7y = | ky | cosBy —i | @ | sin 6y, (165)

en donde, empleando la geometria indicada en la Fig. (1.2), podemos ver que
el signo “—" en la Ec. (2.181) es correcto.

2

Figura 4: Diagrama esquematico del prisma con las componentes real e ima-
ginaria de los vectores de onda indicados.

"De aqui observamos que podemos tener como solucién una onda evanescente pro-
pagandose incluso en el vacio.
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Substituyendo las Ecs. (2.180) y (2.181) en la Ec. (2.174) obtenemos
Koo Koy = (K, K25) - (Klo, K7y) = (K2%)* + (KZ,)" = n3kg,  (166)
de modo que obtenemos la siguiente condicion
(kg sin By 4 iay cos 03)” + (ky cos Oy — iag sin By)* = n2 k2. (167)
Las Ecs. (2.172) y (2.173) las podemos reescribir como
kyisinf, = ko sin 6, (168)

a;sinf, = ay cos by, (169)
en donde hemos considerado el hecho de que @, L I;Q. Resumiendo, las condi-
ciones que tenemos son

kisinf, = ko sin 6,
a; sint, = as cos by,
(ko sin Oy + iag cos 02)2 + (kg cos Oy — iag sin 92)2 =n3kg.
De estas ecuaciones, las cantidades conocidas son ki = niko, a1 = rkiko y 0,
(el 4ngulo interno del vértice del prisma), mientras que las desconocidas son
ko, az 'y 0s.
Sustituyendo las Ecs. (2.184) y (2.185) en la Ec. (2.183) obtenemos
(kysinf, 4 iay sin8,)” + (ky cos 0y — iagsin fy)” = n2 k2, (170)
de modo que obtenemos la siguiente condicion para la parte real
k% sin* 0, — ajsin® 0, + k3 cos® 0, — a3 sin® Oy = n3 kg, (171)
mientras que para la parte imaginaria obtenemos la condicién
2iark sin® 0, — 2iagks sin O cos Oy = 0,
arky sin® 0, — asky sin 65 cos Oy = 0, (172)
La condicion para la parte imaginaria no aporta nueva informacion ya que es
exactamente el producto de las Ecs. (2.184) y (2.185), de modo que las tres
ecuaciones que necesitamos para encontrar los valores de k;, a; y 6, son
k1 sin6, = kg sin 0y,
a1 sinf, = as cos 0y,

2 ;2 2 502 22 2020 _ 272
ki sin® 0, — aj sin” 0, + kj cos® 0y — a3 sin” 0y = nj kg
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Para calcular el valor para ky, despejamos el término a3 sin? 0y de la Ec.
(2.188), que es el producto de las Ecs. (2.184) y (2.185),

a?k?sin* 6,

229
g S1N 92 = m, (173)
y sustituyendo en la Ec. (2.187) obtenemos
2.2 ind g
sin® 0, (k:f — a%) + k2 cos® 0y — i n3 kg,

2
k3 cos? 0

k3 cos® 0 + k3 cos® 0, [sin® 0, (ki — a}) — n3ky] — ajkisin®6,=0. (174)

De la Ec. (2.184) tenemos que

k2 sin? 6
&2’3 = sin? 6@y = 1 — cos? b, (175)
k3
de modo que
k2 sin? 6
cos?ly =1 — % = sin® 0y, (176)
2

y sustituyendo cos? 0y en la Ec. (2.190) obtenemos
2

2 o 2 2 g2
. (1 _ M) K (1_ ’fls;f—r;@) (sin20, (K2 — a2) — n2kd] —
2

—ajkisin® 6, = 0. (177)

Desarrollando términos obtenemos

ky + kisin' 0, — 2k} k3 sin® 0, + k7 k3 sin® 0, — af k3 sin® 0, — k3 n3 ki —

— kysin* 0, + af k?sin® 0, + n3 k3 k3 sin® 0, — af kisin* 0, = 0, (178)
o bien
ky — k? k3 sin® 0, — af k3 sin® 0, + n3 k3 k¥ sin® 0, — kan3 ki =0,  (179)

y finalmente obtenemos la siguiente condicion

ks — k3 [sin® 0, (kT + a3) + n3 kg + k7 sin® 6, n3 kg = 0. (180)



o4

Definiendo u = k3 podemos reescribir la Ec. (2.196) como una ecuacién

cuadratica
u* — Bu+C =0, (181)

en donde
B=sin’0, (ki +ai)+n3ky y  C=kisin®0,n3kg, (182)

de modo que la solucién a la ecuacion estd dada por

1 1
k2 = 3 [sin® 6, (ki +a3) +nykg| + 5\/1}32 —4k?sin?0nd k2. (183)
El radical de la ecuacién es igual a
sin® 6, (k7 + a%)2 +ny kg — 2n3 k3 k2 sin® 0, + 2n3 k3 a3 sin? 6, =
=ny kg +2n3 kg sin® 0, (af — k7) +sin* 6, (k] +a7). (184)

Identificando k1 = niky, a; = koky y recordando que el medio que rodea al
prisma es el aire (ny = ng) podemos escribir la solucién para k3

1 k3
k2 = 5 [sin? 0, (n? k3 + K3 K2) +n2kd] £ 50@, (185)
en donde
D =ng+sin*6, (n] + m%)Q + 2ngsin® 6, (k] — ni) . (186)

Finalmente, podemos escribir la solucién para ks como

1 1
/{:Q:j:ko\/§[sin29p(n%+n%)+n%}ii\/ﬁ. (187)

Dado que la magnitud de ko es positiva, la solucion tomara el signo “+7”
en la raiz cuadrada principal de la Ec. (2.203). Para elegir el signo en la
raiz cuadrada interna consideremos el caso particular a; = 0 (k; = 0), que
corresponde a tener un medio homogéneo no absorbente, entonces

1 1
ko = ko \/§ (ng + n?sin®*6,) £ 3 \/né +nisint @, — 2n?nZsin®0,, (188)

pero notamos que

4 44 2,220 _ (2 2020 )2
ng +nysin® 6, — 2ningsin®0, = (n§ — nisin’6,)",

(189)
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de modo que

1 1
ko = ko \/5 (nd + n3sin®*0,) £ 5 Abs [n2 — n?sin®6, |, (190)

donde Abs [z] representa el valor absoluto de x. Si 6, es menor que el dngu-

lo critico Oiico, 10 que es cierto para nuestro experimento, entonces ng -

n?sin® 6, > 0, por lo tanto

1 1
ko = ko \/5 (n? +n}sin®6,) + 3 (ng —nisin®6,) . (191)

De la ecuacion anterior podemos observar que se debe elegir el signo “+ 7,
de modo que la Ec. (2.207) se reduce a ky = ng ko, como debe de ser!

Ahora que contamos con la soluciéon para ks podemos escribir una ecua-
ci6én con la misma estructura que la ley de Snell empleando la Ec. (2.184)

ki sin 0, = kg sin 0y,
que, recordando que k; = kg ny, podemos escribir como

ng ko n1

ks

sin @, = ng sin 05. (192)
Definiendo lo que denotaremos como indice de refraccion operativo Ny (nq, Ky,
6,,n0) de la siguiente manera

Un ko nq

ky

Nl (nh/ﬁ;l?epun()) (193>

podemos escribir la ley de Snell generalizada acorde a la geometria del prisma
como

Ny (nq, k1, 6,,n0) sin 6, = ngsin Oy, (194)
en donde, sustituyendo el valor para ko,

oMy

\/% [Sin2 0, (n? + K3) + n(ﬂ + %\/B

Nl (nh’%laepan()) = (195)

Podemos observar que en el limite k; — 0 recuperamos la Ley de Snell usual,
pues en este limite ky = ng kg, de modo que

Un k‘() nq Un ko nq

lim Ny (ny, K1, 0,,n0) = lim =nq. (196)

Kk1—0 k1—0 /{}2 No ]C()
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A partir de la ley generalizada de Snell podemos calcular 6,

1
—N1 (nl,mﬁp,no) sinﬁp} s (197)
No

05 = arcsin {

o en términos de ky tenemos

™ Gin ep} . (198)

fs = arcsin [
2

Por 1ltimo, podemos calcular la magnitud de dy a partir de la Ec. (2.185)

sin 0,

Ao = a9 (199)

cos @y’

que, sustituyendo el valor para 5 y recordando que a; = k4 kg, toma la forma

az _ K1sin 6, ’ (200)
Ko cos [arcsin (% sin Hpﬂ
2
pero sabemos que cos |arcsin(z)| = v/1 — 22, de modo que
K1sin 6, K1 sin 6, 7 (201)

\/1 _ k2 nl sm 9 \/1 Ni( nl,mﬁp,no) sin 6,

y sabemos que d 1 /;2.

En la Fig. (2.14) tenemos la grafica del dngulo 05 como funcién del éngulo
de incidencia 0, para diferentes valores de ;. Para propdésitos de comparacion
se ha graficado la Ley de Snell usual (linea negra), que corresponde a x; = 0.
Podemos apreciar en la grafica que el angulo critico que presenta la Ley de
Snell usual desaparece para valores de k1 # 0, incluso para valores pequenos!

Para generar la Fig. (2.14) se ha empleado el valor n; = 1.3313 para el
agua desionizada y ng = 1 para el aire.

Es importante notar en la Fig. (2.14) que, dado un valor fijo de k1 # 0,
desaparece el dngulo critico y el valor de 6, permanece menor de 7/2 sin
importar el valor del angulo de incidencia 6,. Es decir, dado cualquier valor
para k1 # 0, el haz refractado viajara en la region II saliendo del prisma,
y entre mayor sea el valor para x; el haz refractado mantendrd un angulo
mayor respecto de la interface de salida del prisma.
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Valores de k|
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Figura 5: Grafica de 6, como funcién de 6, empleando la Ley Generalizada
de Snell, para diferentes valores de k.

En la Fig. (2.15) se grafica la magnitud de la parte real del vector de onda,
ky dividida por ko como funcién del angulo de incidencia 6,. Sabemos que en
el limite k; — 0 tenemos que ko /kg = ng = 1, lo que podemos observar en la
grafica.

La grafica de la parte imaginaria del vector de onda en la regién II (aire),
az, como funcién del angulo de incidencia 6, para diferentes valores de x; se
muestra en al Fig. (2.16), en donde podemos apreciar que en el limite k; — 0,
la parte imaginaria del vector de onda permanece igual a cero hasta llegar al
angulo critico, en donde comienza a aumentar su valor, como uno esperaria
en el caso del fenémeno de reflexion total interna usual.

Por dltimo, en la Fig. (2.17) tenemos la grafica del indice de refraccién
operativo Ny(nq, k1,60,,n0) como funcién del angulo de incidencia 6,, para
diferentes valores de k1. Podemos observar que para el limite k; — 0 vemos
que se mantiene en el valor n; = 1.3313 hasta el angulo critico, tal y como
se esperaria. Para angulos mayores que el critico, podemos ver que el efecto
de la aparicién de la onda evanescente sobre el indice de refracciéon operativo
es disminuir su valor, alcanzando Ny = 1 para el caso limite 6, = 7/2, que
es lo que se esperaria, pues para este caso el haz viajaria sin modificar su
trayectoria a lo largo de la interface de salida del prisma.
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Figura 6: Grafica de k; como funcién de 6, empleando la Ley Generalizada
de Snell, para diferentes valores de k.
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Figura 7: Grafica de ay como funcién de 6, empleando la Ley Generalizada
de Snell, para diferentes valores de k.
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Figura 8: Grafica del indice de refraccién operativo Ny(ny, k1, 0,,n9) como
funcién de 0, empleando la Ley Generalizada de Snell, para diferentes valores

de K.
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En este apéndice se encuentra el analisis numérico de la dependencia,
tanto con p como con w, de las expresiones Eg} (p;w), Ec. (1.105), y Efsc (p;w),
Ec. (1.155), considerando los materiales reales: poliestireno y oro, las cuales
no se mostraron en el capitulo 1 por razones de espacio.

0.1. Graficas en el esquema epsilon L - T para
poliestireno y oro

Al igual que en el capitulo 1, lo que en realidad se grafica es la contri-
bucién de las particulas a las funciones respuesta escaladas por la fraccién

volumétrica de llenado, es decir, (E;;(L) (pyw) — 1) /f. A continuacién, en la

Fig. 2.18, se muestran las gréficas para la parte real (a) e imaginaria (b) de la
contribucion de las esferas a Eg;c normalizada a f, como funcién del producto
adimensional pa, con el radio de las esferas fijo en a = 0.1 ym, y para diferen-
tes valores de la frecuencia w o de la longitud de onda \g; asi como también
las graficas de la parte real (c¢) e imaginaria (d) de la misma funcién pero
ahora como funcion de la longitud de onda Ay para diferentes valores de pa,
considerando un sistema coloidal constituido por inclusiones de poliestireno.

Debido a que la dependencia de la parte real de la funcién dieléctrica
del poliestireno con la longitud de onda Ay, en la regién 6ptica del espectro
electromagnético, es muy débil (la parte imaginaria es cero), lo que se puede
observar en la gréfica (a) de la Fig. 1.4, podemos apreciar en los incisos (c)
y (d) de la Fig. 2.18 la dependencia intrinseca de ’é;‘? con la longitud de onda
)\0.

En la Fig. 2.19 se muestran las gréficas analogas a las de la Fig. 2.18, sélo
que ahora consideramos que las inclusiones esféricas estan hechas de oro. La
dependencia de la funcion dieléctrica, tanto parte real como imaginaria, del
oro con la longitud de onda Ay es similar a la que presenta la plata, como se
puede apreciar en la Fig. 1.4, por lo que esperamos que el comportamiento
de Egc, tanto como funcién de pa como de \g, sea similar, lo que se puede
constatar comparando las graficas de la Fig. 2.19 con las de la Fig. 1.5.

En la Fig. 2.20 se ha graficado la parte real (a) e imaginaria (b) de la con-
tribucion de las esferas a la componente longitudinal de la funcién dieléctrica
efectiva no local, € é, normalizada a f, como funcién del producto adimensio-
nal pa, con el radio de las esferas fijo en a = 0.1 um, y para diferentes valores
de la frecuencia w o de la longitud de onda \g; asi como también las graficas
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de la parte real (c) e imaginaria (d) de la misma funcién pero ahora como
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Figura 9: Graficas de la parte real (a) e imaginaria (b) de la contribucién de
las particulas a la componente transversal de la funcion dieléctrica efectiva
no local normalizada a f como funciéon de pa para diferentes valores de Ag,
manteniendo el radio de las esferas fijo en a = 0.1 um y utilizando poliestire-
no para las inclusiones. La linea discontinua corresponde a la aproximacién
cuadratica de la funcién graficada, incluyendo términos hasta de orden p?.
En las figuras (c) y (d) se grafica la parte real e imaginaria, respectivamente,
de la misma funciéon pero ahora como funcion de A\g, para diferentes valores
de pa.

funcion de la longitud de onda Ay para diferentes valores de pa, considerando
un sistema coloidal constituido por inclusiones de poliestireno.

Nuevamente, debido a la débil dependencia de la funcién dieléctrica del
poliestireno con la longitud de onda )\, podemos apreciar en los incisos (c)
y (d) de la Fig. 2.20 la dependencia intrinseca de la funcién é e@ con .
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Figura 10: Gréficas de la parte real (a) e imaginaria (b) de la contribucién de
las particulas a la componente transversal de la funcion dieléctrica efectiva
no local normalizada a f como funcién de pa para diferentes valores de Ag,
manteniendo el radio de las esferas fijo en a = 0.1 um y utilizando oro para las
inclusiones. La linea discontinua corresponde a la aproximacion cuadratica
de la funcién graficada, incluyendo términos hasta de orden p?. En las figuras
(¢) y (d) se grafica la parte real e imaginaria, respectivamente, de la misma
funcién pero ahora como funcién de Ay, para diferentes valores de pa.

En la Fig. 2.21 tenemos ahora las graficas de la contribucién de las esferas
a ég}, (a) parte real y (b) parte imaginaria, normalizada a f, como funcién
del producto adimensional pa, con el radio de las esferas fijo en a = 0.1 pum,
y para diferentes valores de la longitud de onda \g; asi como también las
graficas de la parte real (¢) e imaginaria (d) de la misma funcién pero ahora
como funcién de )y para diferentes valores de pa, considerando las inclusio-
nes esféricas del coloide hechas de oro. Nuevamente, debido a la similitud
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Figura 11: Graficas de la parte real (a) e imaginaria (b) de la contribucién de
las particulas a la componente longitudinal de la funcion dieléctrica efectiva
no local normalizada a f como funcién de pa para diferentes valores de \g,
manteniendo el radio de las esferas fijo en a = 0.1 pum y utilizando poliestire-
no para las inclusiones. La linea discontinua corresponde a la aproximacion
cuadratica de la funcién graficada, incluyendo términos hasta de orden p?.
En las figuras (c) y (d) se grafica la parte real e imaginaria, respectivamente,
de la misma funciéon pero ahora como funcion de \g, para diferentes valores
de pa.

en la dependencia de las funciones respuesta del oro y de la plata, podemos
observar un comportamiento similar de € éf como funcion de pa y de \g, com-
parando las gréaficas de la Fig. 2.21 con las de la Fig. 1.7. Incluso, comparando
la gréafica del inciso (d) de la Fig. 2.19 con la del inciso (d) de la Fig. 2.21,
observamos una dependencia similar de € 3} y de € ef}, como funcién de Ag. En
los incisos (a) y (b) de las figuras anteriores, Figs. 2.18-2.21, se ha incluido la
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Figura 12: Gréficas de la parte real (a) e imaginaria (b) de la contribucién de
las particulas a la componente longitudinal de la funcion dieléctrica efectiva
no local normalizada a f como funcién de pa para diferentes valores de Ag,
manteniendo el radio de las esferas fijo en a = 0.1 um y utilizando oro para las
inclusiones. La linea discontinua corresponde a la aproximacion cuadratica
de la funcién graficada, incluyendo términos hasta de orden p?. En las figuras
(¢) y (d) se grafica la parte real e imaginaria, respectivamente, de la misma
funcién pero ahora como funcién de Ay, para diferentes valores de pa.

grafica considerando la aproximacién cuadratica (lineas discontinuas), tanto
para la componente transversal del tensor dieléctrico efectivo no local, Ec.
(1.109), como para la componente longitudinal del tensor dieléctrico efecti-
vo no local, Ec. (1.158), observando que representa una buena aproximacion
hasta valores del orden de pa =~ 1.

Podemos apreciar en todas las graficas anteriores, que las graficas corres-
pondientes a la parte imaginaria, ya sea de Egc ode¢€ e]}, como funcion de pa o
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de Ay, para poliestireno o para oro, siempre son positivas. Lo cual concuerda
con lo discutido en la seccién 7 del capitulo 1.

0.2. Graficas del indice de refraccion efectivo
no local para poliestireno y oro

A continuacion se presenta el andalisis numérico correspondiente a los indi-
ces de refraccion efectivos obtenidos al resolver la relacién de dispersion para
los modos transversales, Ec. (1.171), de forma exacta y bajo las tres aproxi-
maciones consideradas en el capitulo 1: aproximacién de onda larga (AOL),
Ec. (1.175), aproximacién cuadratica (AC), Ec. (1.177), y aproximacién de
cono de luz (ACL), Ec. (1.179); como funcién de la frecuencia w, conside-
rando que las inclusiones esféricas que conforman al sistema coloidal estan
hechas de poliestireno y oro.

En la gréfica, Fig. 2.22, se muestra la dependencia de la parte real (a)
¢ imaginaria (b) con la frecuencia w, o la longitud de onda Ag, del indice
de refraccion para las tres aproximaciones consideradas al igual que para la
solucion exacta, en la region éptica del espectro, considerando un sistema
coloidal en donde sus inclusiones estan hechas de poliestireno. La fraccion
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Figura 13: Gréficas de la parte real (a) e imaginaria (b) del indice de re-
fraccion obtenido bajos las tres aproximaciones consideradas al igual que el
exacto como funcién de la longitud de onda Ay, para una fraccién volumétri-
ca de llenado de f = 0.02 y con el radio de las esferas fijo en a = 0.1 um,
considerando poliestireno para las inclusiones esféricas.
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volumétrica de llenado se fijé en 2% (f = 0.02) mientras que el radio de las
esferas se fij6 en @ = 0.1 um. Podemos apreciar que el indice de refraccion
efectivo obtenido considerando la aproximacién de cono de luz, representa
una muy buena aproximacion al indice de refraccién efectivo exacto, tanto
para la parte real como para la imaginaria, permaneciendo por debajo de un
error relativo del 3% en la region del espectro electromagnético analizado.

De manera analoga, en la Fig. 2.23, se muestran las graficas de la depen-
dencia de la parte real (a) e imaginaria (b) con la frecuencia w, o la longitud
de onda )y, del indice de refraccién para las tres aproximaciones consideradas
al igual que para la solucion exacta, en la region optica del espectro, pero
ahora considerando un sistema coloidal en donde sus inclusiones estan hechas
de oro. La fraccién volumétrica de llenado se fijé en 2% (f = 0.02) mientras
que el radio de las esferas se fijé en a = 0.1 pm.

1.04 [ | —— AOL /""*“—' 0.04{{ —— AOL e
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AC .c B /
T® 103 ———  AcL it 2 003[| —— ACL
= $ o Exacta
E‘ Exacta ./ c,
o 102 i E go02!
iy d
1.01 #
>—é‘f 001
1 : -
0.0
03 04 05 06 07 08 09 1 03 04 05 06 07 08 09 1

(@) (b)

Figura 14: Gréficas de la parte real (a) e imaginaria (b) del indice de re-
fraccion obtenido bajos las tres aproximaciones consideradas al igual que el
exacto como funcién de la longitud de onda Ay, para una fraccién volumétri-
ca de llenado de f = 0.02 y con el radio de las esferas fijo en a = 0.1 pum,
considerando oro para las inclusiones esféricas.

0.3. Graficas en el esquema tradicional para
poliestireno y oro

En el enfoque tradicional, que llamamos esquema € — i, obtuvimos que
la funcién dieléctrica efectiva no local €. (p,w), coincide con la componente
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longitudinal del operador dieléctrico efectivo no local EE]} (p,w) del esquema
L—T, por lo que en el analisis numérico sélo es necesario incluir la funcion
permeabilidad magnética efectiva no local fi,;. Entonces, de la dependen-
cia de la permeabilidad magnética efectiva no local, tanto con la variable
adimensional pa como con la longitud de onda Ag, considerando inclusio-
nes esféricas hechas de poliestireno y de oro, se obtuvieron las graficas que
se muestran a continuaciéon. De hecho, realmente se graficaron las funcio-

nes Re [(ﬁef(p, u)))_1 — 1] /f vy Im [([cef(p,w))_l — 1} /f como funcién de la
variable adimensional pa y de la longitud de onda \,.
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Figura 15: Gréficas de la parte real (a) e imaginaria (b) del inverso de la
permeabilidad magnética menos uno, normalizada a f, como funcién de la
variable adimensional pa para diferentes valores de Ay, para un sistema co-
loidal conformado por inclusiones esféricas de poliestireno con el radio fijo
en a = 0.1 um. En las figuras (c) y (d) se grafica la parte real e imaginaria,
respectivamente, de la misma funciéon pero ahora como funcion de Ay, para
diferentes valores de pa.
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En la Fig. 2.24 se muestra la parte real (a) y la parte imaginaria (b) de
([,&ef(p, w)] - 1> /f, como funcién de pa, para diferentes valores fijos de A,
considerando un sistema coloidal cuyas inclusiones esféricas estan hechas de
poliestireno con un radio fijo en @ = 0.1 ym. En los incisos (c) y (d) se grafica
la parte real e imaginaria, respectivamente, de la misma funcién pero ahora
como funcién de Ay, para diferentes valores de pa.

En la Fig. 2.25 se muestran las graficas andlogas a las de la Fig. 2.24,
considerando ahora que las inclusiones esféricas estan hechas de oro.
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Figura 16: Gréficas de la parte real (a) e imaginaria (b) del inverso de la
permeabilidad magnética menos uno, normalizada a f, como funcién de la
variable adimensional pa para diferentes valores de Ay, para un sistema coloi-
dal conformado por inclusiones esféricas de oro con el radio fijoen a = 0.1 ym.
En las figuras (c) y (d) se grafica la parte real e imaginaria, respectivamente,
de la misma funcién pero ahora como funciéon de A\g, para diferentes valores
de pa.
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En las graficas anteriores observamos que la parte imaginaria de la funcion
([/]ef(p, w)}_l — 1) /f tienen partes negativas, tanto para esferas de polies-

tireno como de oro, ya sea como funcion de pa o de )y, lo cual sabemos
ahora que no representa problema alguno, como se discutié en la seccion 7
del capitulo 1.
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Para poder demostrar la Ec. (1.181) partimos de la expresiéon para el
campo eléctrico esparcido por una sola esfera aislada en presencia de una
onda electromagnética transversal libre incidente, con vector de onda k; y
polarizacion é;, dada por

—

B(F) = Eo / / 47 di" G 7Y - T (7 7" - expl ik - 716, (202)

en donde, para nuestro caso, k; = kg v €; - /;Z = 0. Los tensores a y ? estan
definidos por las Ecs. (1.8) y (1.26), respectivamente. En la regién de campo
lejano (kor > 1), empleando las Ecs. (1.9) y (1.11), podemos reescribir la
expresién del campo eléetrico esparcido, a orden 7!, como

exp|ikor | "

S 1
Bror>1 7y = g (7’ + —vv> :
4dr

esp k %

X // A7 d7" exp|—ikesy - 7] <T>(7_”’,77’”) explik; - 7" - é;, (203)

en donde k., = ko7 es conocido como el vector de onda esparcido. Podemos
identificar la transformada de Fourier del operador de transicion, es decir,

-

— - — e —
T (kespu kz) = // dF,dF// eXp[—ikesp . ’I?,] T (F,, 7?”) exp[zk:z . F,,], (204)
de modo que podemos escribir el campo eléctrico esparcido como

. 1 ‘ -z
Flo () - g, (7 N _vv)  explikor ] o (Feop i) e (205)

P k2 47r
A orden més bajo en 7! tenemos que
exp| tkor — exp|tkor 1
g &plikor] g explikor] <—2) (206)
r r r
de modo que la expresion para el campo eléctrico esparcido se reduce a su
forma

~

o>t () = g, S0l ] (T~ Fehes) - T (R ) -6 (207)

P 4dmr

Analizando el campo eléctrico esparcido en la direccién frontal, es decir,
kesp = ki, podemos escribir que

B>t () = g, SPLkor] (7’ - kk:) T (E E) L&, (208)

P 4dmr
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< A A
Podemos reconocer que el operador ( I — k:zkz) es un operador de proyeccién

transversal, de modo que finalmente podemos escribir que

E_T kor>1 (T—,») _ EO eXp[ikOT]

esp

T (ko) é;. 209
T (k) (209)

Comparando la Ec. (2.225) con la expresion que relaciona el campo eléctri-
co incidente con el esparcido, a través de la matriz de esparcimiento'®, dada

por
E:]:e’;gjfl _ explikor] [ So(0) Si(0) Eine,) (210)
FE kor>1 —ikor 53(6) Sl (9) Einc,L ’

esp, L

en donde || y L denotan las componentes paralela y perpendicular al plano de
esparcimiento y para el caso de un esparcidor con geometria esférica se tiene
que S3(6) = S4(0) = 0, y los otros dos coeficientes en la direccién frontal de
esparcimiento (# = 0) se tiene que S3(0) = S1(0), tenemos que

E kor>1 (F) _ EO eXp[ikOT]

esp

S(0) é;. (211)

—iko’l“

Comparando las dos ecuaciones, Ecs. (2.225) y (2.227), obtenemos final-
mente la Ec. (1.181).

18Ver libro de Bohren y Huffman [34] pdg. 63, Ec. (3.12).
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