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INTRODUCCION

Las medidas de Hausdorff se originaron en trabajos de Hausdorff y Besi-
covitch durante la primera mitad del siglo pasado. En 1915 Carathéodory
aporto una construccién general de medidas exteriores que incluia a las me-
didas de dimensién 1 como un caso especial, haciendo notar que los resulta-
dos eran generalizables a cualquier dimension natural n. En 1919 Hausdorff
puntualizé que tales medidas podian generalizarse para cualquier dimen-
sién no negativa s, y mostré que el conjunto de Cantor tiene dimensién
log2/log3. Besicovitch continué la investigaciéon en medidas de Hausdorff
hasta su muerte, en 1970. Durante todo ese periodo, las medidas de Haus-
dorff permanecieron como conceptos matematicos sin interés fuera de la
disciplina.

A partir del crecimiento explosivo del uso de medidas de Hausdorff para
modelar distintos fenémenos de la naturaleza, iniciado por [Ma] en los afios
setenta, las medidas de Hausdorff tomaron una importancia inusitada. Des-
de diversas disciplinas de las matemaéticas se aceler6 el estudio de lo que
se ha denominado geometria fractal, y las medidas de Hausdorff se consoli-
daron como una herramienta matemética importante.

Desde entonces ha habido grandes avances en la geometria fractal y se
ha acrecentado su uso en otras ramas de las matematicas como teoria de
nimeros, procesos estocasticos, analisis armoénico, ecuaciones diferenciales
y sistemas dindmicos, entre otras. Pero no sélo eso; un gran nimero de
aplicaciones de las medidas de Hausdorff se han desarrollado en otras disci-
plinas: en astronomia, en fluidos, en termodindmica, en ingenieria, en tele-
comunicaciones, en informética, en finanzas, en agronomia, en geografia, y
en la industria petrolera. Para las referencias histéricas se puede consultar
[Fa],[Ro],[Ma], por ejemplo.
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Esta tesis tiene como propdésito responder a la pregunta de qué son las
Medidas de Hausdorff de una manera no superficial. La gran cantidad de
estudios realizados respecto a las llamadas medidas fractales a veces en-
torpecen, més que favorecen, el conocimiento de ellas; hay una gran can-
tidad de objetos matematicos agrupados bajo el mismo nombre: medidas
de conteo de caja, medidas de empacamiento, medidas esféricas, medidas
s-dimensionales, medidas de red, etc. Sin embargo, el marco general que de-
limita a las medidas de Hausdorff fue desarrollado de manera satisfactoria
por [Ro| durante los afios setenta. En esta tesis se presentardn los prelim-
inares al estudio de las Medidas de Hausdorf en el contexto general, y se
mostraran propiedades esenciales de algunas medidas de Hausdorff partic-
ulares.

El Capitulo 1 esta conformado por una introduccién a la teoria de la
medida y el marco tedrico general de las Medidas de Hausdorff. El Capitulo
2 constituye el material usualmente presentado como Medidas de Haus-
dorff -denotadas en esta tesis por medidas s-dimensionales de Hausdorfl-,
sus propiedades fundamentales, su relaciéon con la medida de Lebesgue en
R™ y la definicién de dimensién de un conjunto. Este capitulo sigue prin-
cipalmente la exposicién de [Fa]. Los desarrollos efectuados en el Capitu-
lo 3 tienen un doble propdsito: presentar a las medidas de red como otro
tipo de medidas de Hausdorff, con propiedades adicionales a las medidas s-
dimensionales, y encontrar una relacién entre la dimension de dos conjuntos
y la dimension de su producto cartesiano. Este capitulo también esta basado
en el capitulo 1 de [Fa]. Gracias a los desarrollos de los capitulos previos, en
el Capitulo 4 se construyen conjuntos que permiten entender el alcance y
las limitaciones de las medidas de Hausdorff. El contenido del quinto y ulti-
mo capitulo es un ejemplo en probabilidad; prueba que las trayectorias del
Movimiento Browniano plano tienen dimensién 2 y medida 2-dimensional
igual a 0 (casi seguramente). Para ello, se presentan el Movimiento Brow-
niano y la Teorfa del Potencial con algunos resultados sin justificacién for-
mal. Su inclusién se debe a que muestra una aplicacién a otra rama de las
matematicas y a que reafirma la limitacién de las medidas s-dimensionales
comentadas en el Capitulo 4; es decir que existen conjuntos A C R™ con
dimension d pero medida d-dimensional igual a 0 o igual a infinito, para
cualquier d € [0, n].
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En este capitulo se presentan dos tipos de medidas. El primer tipo de me-
didas son las construidas por el método al que llamaremos Método Cldsico,
que consiste en definir una medida exterior a partir de una medida primitiva
en una clase de subconjuntos del espacio (una funcién de conjuntos positiva
y que mapea el conjunto vacio al cero) y después utilizar el Teorema de
Carathéodory para construir una medida a partir de la medida exterior. El
segundo tipo de medidas son las construidas por un caso particular del Méto-
do Clasico, al que llamaremos Método Diametral, que consiste en definir una
medida exterior a partir de una medida primitiva en particular: una funcién
del diametro, y después utilizar también el Teorema de Carathéodory para
construir una medida a partir de la medida exterior construida.

El Método Diametral es vélido exclusivamente para espacios métricos
(la definicién de didmetro de un conjunto hace referencia a la métrica del
espacio). La restriccién al Método Diametral se justifica en la riqueza de la
medida primitiva particular; al ser una funcion del didmetro, esta medida
primitiva puede definirse sobre todos los subconjuntos del espacio métrico.

Se examinardn algunas propiedades del Método Diametral (que no se
cumplen forzosamente para el Método Cldsico) y finalmente se definirdn las
medidas de Hausdorff como un tipo especial de medidas generadas por el
Método Diametral. La exposiciéon de este capitulo sigue principalmente a
[Ro]. Para mayor profundidad en el Método Clésico se puede consultar [Fo.

Las siguientes son las definiciones usuales de teoria de la medida. Son

necesarias para mostrar los dos métodos de construccién de medidas exte-
riores.

Definicién 1 Sea X un conjunto. Decimos que T es una medida primitiva
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definida en una clase C de subconjuntos de X, 7 :C — [0, 00], si:

1. pec,
2. XecC,
3. 1(0)=0.

Definicién 2 Sea X un conjunto. Denotemos por 2% a la potencia de X .
Decimos que i : 2% — [0,00] es una medida exterior si cumple:

1. p(@)=0.
2. Si Ey C Ey entonces pu(Eq) < u(Es) (Monotonia).

3. Sea {E;}32, con E; C X. Entonces p(Uiey Ei) < > ooy p(E;) (Sub-
sigma-aditividad).

Definicion 3 Sea C una clase de subconjuntos de X. Decimos que C es una
sigma dlgebra (o-dlgebra) si:

1. C#0.
2. Si E €C entonces E€ € C.
3. Si{E;}32, CC entonces U=, E; €C.

Definicién 4 Sea C una o-dlgebra. Sea p una funcion real extendida defini-
da sobre C. Decimos que p es una medida si cumple:

1. 0< u(F) < oo para todo E C X.
2. p(®) =o0.

3. Sea{E;}2, con E,NE; =0 Yi+#j,yE; €C. Entonces n(U;=, Ei) =
27 m(E).

El siguiente teorema muestra la forma usual de construir una medida
exterior 1 a partir de una premedida 7 en un conjunto X.

Teorema 1 Sean X un conjunto y 7 una medida primitiva definida en una
clase C de subconjuntos de X. Entonces la funcion:

mf{z )iCieCEC|JC)

i=1 1€EN

es una medida exterior en X.
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Demostracion:

Verifiquemos que p cumple las propiedades que definen a una medida
exterior.

1) Sea E C X. Como 0 < 7(C;) < oo para todo C; en C, se sigue que
0 <372, 7(C;) < oo para cualquier coleccién {C;}en C C y por lo tanto
0 < u(E) < oc.

2) El conjunto vacio se cubre trivialmente por la cubierta C; = 0.
Asi 372, 7(Cy) = 3272, 7(0) = 0. Por lo tanto u(0) = 0.

3) Sean F; C Fy C X. Entonces cualquier cubierta de Fo también cubre
a Fy. Ast:

{i?ﬂm:QeCJbgLJQ}Q{??ﬂM:QEQEﬁ;UCﬁ,
i=1 ieN i=1 ieN

entonces u(E7) < u(Es).

4) Sea {E; };en una sucesién con E; C X. Se puede suponer que >~ | pu(E;) <
oo, pues si la serie diverge la desigualdad es trivial. Entonces pu(E;) < oo
para toda ¢ € N.

Sean & > 0,7 € N. Entonces existe {C}}jen C C tal que:
o0
EclJc
j=1

3

y 2 7(C) < (B + 5

<

Sea {D;};en una sucesién cualquiera obtenida al reordenar los C’} en una
sola sucesién. Entonces

j=1 j=1
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Y asi:
(U B) <3 r0) =33 (0 < SoulB) + 5) =S (B +e,
Jj=1 j=1 i=1 j=1 i=1 i=1

oo

por lo tanto ,u( U Ei) < wE;)+e Ve>0,y
j 1

]:1 1=

u( D E) < 3 1(E;).

Por lo tanto p es una medida exterior en X.
|

Se definen, a continuacién, los conjuntos medibles para una medida exte-
rior. Intuitivamente, los conjuntos medibles son aquellos que al ser divididos
en dos subconjuntos (sin importar la divisién elegida) quedan bien divididos,
pues la medida exterior actia como medida sobre las partes.

Definiciéon 5 Si u es una medida exterior en X, entonces E es p-medible
st para todo A C X ocurre:

1(A) = n(AN E) + n(AN E°).
El teorema de Carathéodory establece:

Teorema 2 (Carathéodory) Sea p una medida exterior en X . Llamemos
M a la coleccion de conjuntos p-medibles. Entonces M es una o-dlgebra y
u restringida a M es una medida.

Demostracién:

El conjunto vacio es un conjunto medible pues para todo A C X

p(AND) +u(AN0?) = p() + p(A)
= p(A).

Notemos que si A es un conjunto medible, A° también lo es, debido a la
simetria respecto a A y A° en la definicién de conjunto medible.
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Sean A,B € My E C X, entonces:
wE) = pENA)+p(EnN A%
= wWENANB)+w(ENANB)+p(ENA°NB)+pu(ENA°N B°).
Pero AUB = (AN B)U (AN B°) U(A°N B), entonces, por subaditividad:
wWENANB)+ w(ENANBS)+u(ENA°NB) > u(EN(AUB)),
y asi
u(E) = u(E N (AU B)) + u(EN (AU BY).
Debido a que p es medida exterior en X, tenemos la igualdad en la desigual-
dad anterior, y por lo tanto (AU B) € M. Por lo tanto M es un algebra.
Sean A, B € M disjuntos. Entonces:
w(AUuB) = u((AUB)NA)+ u((AUB)N A°)
= u(A)+pu(B),
por lo que pu restringida a M es finito-aditiva.
Sea {A4;}ien € M. Definamos By = A1 y B; = 4; \U;;l1 Ay, para toda
i > 2. La sucesién {B;}en es disjunta y ademas (J,cn 4i = U,y Bi- Por
otro lado: .
_ [Agu U Ak]c Vi > 2,
k=1
donde A; y U;;ll Ay pertenecen a M, por lo tanto {B;}ien C M. Asi,
podemos suponer que {4;};en es una sucesién disjunta.
Definamos ahora B, = |J;_; A; y B = [J,cy 4i- Sea E C X, entonces:
wWENB,) = pwENB,NA,)+u(ENB,NAS)
= wENA,)+uENB,_1).
Entonces, por induccién, resulta que u(E N By,) = > ", p(E N A;). Se
sigue que
w(E) = w(E N By) + u(E N BS) Z (ENA;) + p(ENB°).
—
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Por lo tanto,

wE) > > u(ENA)+pENB)

=1

> M(U(EmAi))+M(EmBC)
1

= wWENB)+u(EnB°)

> p(E).

Pero entonces todas las desigualdades en el parrafo anterior son igualdades.
Asi, se concluye que

n(E) = u(EN B) + u(E N B°)

por lo que B =, .y 4i € M. Y por otro lado, también se sigue que

€N

W(E) =" w(ENA)+ p(ENB).
=1

Si tomamos E = B tenemos que /(| J; ey Ai) = D ioq (A, por lo que p es
sigma-aditiva en M.

Llamaremos Método Clésico de construccién de medidas a, dada una pre-
medida definida en una clase de subconjuntos de X, definir una medida ex-
terior a través del Teorema 1 y después utilizar el Teorema de Carathéodory
para definir una medida. Es importante notar que es un método para espa-
cios con un Unico requerimiento: la existencia de una premedida definida en
una clase de subconjuntos del espacio.

A diferencia del Método Clésico, el método que se presentard a contin-
uacién estd definido exclusivamente para espacios métricos. Primero damos
las definiciones de espacio métrico y de didmetro de un conjunto.

Definicién 6 Sea X un conjunto. Decimos que (X, d) es un espacio métri-
co, con la métrica d, si existe una funcidn d : X x X — [0,00) tal que para
todos x,y,z € X ocurre:

1. d(z,y) =0 z=y,
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2. d(z,y) =d(y,z),
3. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y).

Definicién 7 Sea (X, d) un espacio métrico. Se define el didmetro de un
conjunto A C X como:

digm(A) = sup d(x,y)
z,ye€A

con la convencidn de que diagm(0) = 0.
Definimos a B(z,¢), la bola con centro en x y radio € > 0 como:
B(w,e) ={y € X : d(z,y) < €}

Un conjunto A C X es abierto, si para cualquier punto a € A, existe r > 0
tal que B(a,r) C A. A la o-édlgebra més pequenia que contiene a todos los
abiertos de X, se le conoce como la o-dlgebra de Borel de X, y a los elemen-
tos de esa coleccion de conjuntos, como subconjuntos de Borel o borelianos
de X.

El siguiente lema es necesario para el segundo método de construccién
de medida.

Lema 1 Sea I un conjunto de indices. Sea p; una medida exterior en X
para toda i € I. Entonces pu(E) = sup;c{ii(E)} es una medida exterior en
X.

Demostracion:

Nuevamente, verificaremos que se cumplen las propiedades de medida
exterior.

1) Como para toda i, u; es medida exterior tenemos que 0 < p;(E) < oo,
VE C X ,Viel. Entonces 0 < pu(F) < oo, E C X.

2) () = sup;e{pi(0)} = sup;e {0} = 0.
3) Sean F; C Fy C X. Como p; es medida exterior para toda i € I,
pi(Er) < pi(Ey)  Viel,
Entonces s;ug){pl(El)} < sltel?{ul(Eg)}
y por lo tanto M(Ele) < u(Es).
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4) Sea {F;};en una sucesiéon de conjuntos en X. Entonces para cada
1€l

oo

Mi( U Ej) <Y (B < Zb;tel?{ui(Ej)} =" u(E;).

Jj=1 Jj=1

oo

Entonces sup {,ul( G EJ)} < ZM(E]'),
j=1

iel :

Jj=1
oo

y por lo tanto ,u( U Ej) < ZM(Ej)a
Jj=1

Jj=1
por lo que i es una medida exterior.
[ ]

El siguiente teorema permite construir una medida exterior por medio
de una medida primitiva en un espacio métrico.

Teorema 3 Sea (X,d) un espacio métrico. Sea T una medida primitiva
definida en una clase C de subconjuntos de X. Sea

wus(E) = z’nf{ iT(Ci) :C; € Cydiam(C;) <6, FE C U C’i}.
i=1 ieN

Entonces p : 2% — [0,00] definida como p(E) = supgq ps(E), es una
medida exterior en X. Ademds:

u(E) = lim p5(E).
§—0
Demostracion:

Sea Cs = {C C C : diagm(C) < 6}. Sea 75 la restriccién de 7 a Cs.
Entonces 75 es una medida primitiva, y us se puede expresar como

115(E) = fnf{ng(C’i) .Ciec,EC | ci}.

i=1 i€N

Entonces por el Teorema 1, us es una medida exterior, y por el Lema 1, u
es una medida exterior, como se queria. Si seleccionamos 0 < §; < ds ocurre
que ps,(E) < ps, (E), pues la clase de conjuntos Cs, contiene a la clase Cs, .
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Con ello se concluye la igualdad en el limite cuando ¢ tiende a 0, pues el
limite y el supremo coinciden. W

El Método Diametral de construccién de medidas consiste en obtener
una medida exterior a partir de una medida primitiva definida en una clase
de subconjuntos de X a través del Teorema 2 y después utilizar el Teore-
ma de Carathéodory para restringir la medida exterior a una medida. Si
tenemos un conjunto A C X, y una coleccién {U;} de subconjuntos de X,
tal que A C |, U;, diam(U;) < § para toda 4, diremos que {U;} es una
d-cubierta de A. Para evaluar a las medidas construidas con el Método Di-
ametral podemos restringir el andlisis a cubiertas numerables porque, por
un lado, queremos calcular el infimo, lo que descartaria cubiertas no nu-
merables, y por otro lado si tenemos una cubierta finita {U;} ;, podemos
definir una cubierta numerable en donde U; = () para toda ¢ > n + 1, sin
alterar el valor de la suma.

La ventaja crucial del Método Diametral es que el didmetro de un con-
junto en un espacio métrico siempre estd definido (aunque pueda tomar el
valor infinito), por lo que puede utilizarse una medida primitiva sobre todos
los subconjuntos del espacio X, como una funcién del didmetro del conjunto.
Esta caracteristica mostrard sus virtudes en el siguiente capitulo. Ademas,
tiene algunas otras ventajas sobre el Método Clésico, pues las medidas ex-
teriores generadas con este método cumplen propiedades adicionales. Lo
siguiente muestra algunas de ellas.

Definicién 8 Sea (X,d) un espacio métrico. Se define la distancia entre
conjuntos como:

d(A, B) = infocapen{d(a,b)} VA, BCX.

Si la distancia entre dos conjuntos dados es mayor que cero se dice que

estdn separados positivamente. En el caso en que A = {a} escribiremos
d(A, B) = d({a}, B) = d(a, B).

Definicién 9 Sea p medida exterior en un espacio métrico (X,d). Decimos
que [ es una medida exterior métrica si para todos A,B C X tales que
d(A, B) > 0, ocurre que

u(AU B) = p(A) + pu(B).

Una medida exterior métrica se comporta en dos conjuntos separados
como una medida lo hace para conjuntos ajenos.
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Teorema 4 Sea ;1 una medida exterior en un espacio métrico (X,d) con-
struida a partir de una medida primitiva por el Método Diametral. Entonces
1 es una medida exterior métrica.

Demostracién:

Sean A, B tales que d(A,B) > 0. Demostraremos que u(A U B) >
u(A) + u(B),

d(A B)

Supongamos p(AUB) < co. Escdjase § > 0 tal que § < .Seae > 0.

Como ps(AUB) =mf{>"°, 7(C;) : C; € C, 0 < diam(C;) <6, AUB C
Uien Ci}, existe una sucesion {C}ien de subconjuntos en C tales que:

ZT )< u(AUB)+ con0<didm(Ci)§5,AUBQUCi
i=1 ieN
Como diam(C;) < § < d(AQ’B), no puede ocurrir simultaneamente que

CiﬂAyéQ)yCiﬁB;é@.

Sean A = {C; : C;, NA#0DyyB={C; : C;NB # 0}. Como Ay B
son subcolecciones de la sucesién {C;};en, son numerables, por lo anterior
son disjuntas, y por la definicién de A y B, ocurre que

Ac |J ¢, Bc | G condiam(Cy) <§

C,eA Cc;eB
Entonces
ps(A) < Y 7(C) vy ps(B)< Y (G
C,eA C;eB
por lo que p5(A) + ps(B) < T(Ci)+ > T(Cy)
C,eA c;eB

i’]’

< (AUB)+€

IN

Por lo tanto ps(A) + ps(B) < u(A U B) 4+ . Como funciona para toda
o< w, tenemos la igualdad en el limite cuando ¢ tiende a 0:

1(A) + u(B) < u(AU B) +e.
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Como es verdadero para toda € > 0, se tiene lo que se queria demostrar.
|

El siguiente teorema es un analogo al teorema de continuidad de la me-
dida. Este teorema funciona para medidas exteriores métricas (a diferencia
del teorema de la continuidad de la medida, que funciona para medidas).
Un requerimiento adicional, necesario en nuestro caso, es que los conjuntos
anidados tengan aumentos en métrica.

Teorema 5 Sea v una medida exterior métrica en (X,d). Sea {A;}32,
una sucesion creciente de conjuntos, sea A = lim;_, A;, y supongase que
d(A;, A\ Aj+1) > 0, para toda j € N. Entonces v(A) = lim;_,o, v(4;).

Demostracion:
Como v(A;) < v(A) para toda j € N, lim;_, v(4;) < v(A).
Queda por demostrar la desigualdad v(A) < lim;_, o v(A4;).

Definamos una sucesién de conjuntos {B,},en de la siguiente manera:
By = A, Bj = A;\Aj_1,Vj > 2. Sean k,m € N tales que k+2 < m.
Como Ak+1 g Am—l,

A\ A1 C AN\ Ay

y como By, = A, \ A1 se sigue que
B, CA\ Agt1. (1)

Recordemos que By C Ay, entonces, debido a (1) y a que Ax y A\ Agy1
estdn separados positivamente (por hipétesis), se concluye que B,, y B
estan separados positivamente, cuando k + 2 < m. Entonces:
n
U By; v Bapto estan separados positivamente para todan € N, y
i=1
n
U Boi—1y Bayi1  estan separados positivamente para toda n € N.
i=1

Como v es una medida exterior métrica,

V( L_nJ B2i) = V(I_Jl B2i) + v(B2n)
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n—2

- V( U Bzz‘) +v(Ban—2) + v(Ba2y) = ... = Enj”(B%)

i=1 i=1

n n
y, anélogamente, ll( U Bgi_1> = Z/(Bgi_l).
i=1 i=1
Como Ay, = (Ui, Bai) U(U;—, B2i—1), si alguna de las series Y ;" | v(By;)
0 i v(Bai—1) fuese divergente, lim;_., v(A4;) = oo, y tendrfamos la de-
sigualdad trivialmente. Entonces podemos suponer que la serie Y ., v(B;)

converge.

Por otro lado:

v — [’j ) = (4, U[’j )
< u(A)+ V(ingO
< (4 + i:zj;ly(&)'
Por lo tanto v(A) < v(A;) + f; v(B;) VjeEN.

Como esto es vélido para toda j € N, tenemos que

v(A) < lim v(A;),

j—o0
pues la serie >~ v(B;) converge.
]

Otra virtud del Método Diametral es que este genera una medida exterior
v donde todos los subconjuntos de Borel de X son v-medibles. La razon es
que los borelianos son medibles para cualquier medida exterior métrica,
como se muestra a continuacién.

Teorema 6 Si v es una medida exterior métrica en (X, d) entonces todos
los subconjuntos de Borel de X son v-medibles.
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Demostracion:

Sabemos que los conjuntos v-medibles son una o-dlgebra (Teorema 2);
asi, es suficiente probar que todo cerrado F' en X es v-medible, para en-
tonces tener que todos los subconjuntos de Borel de X son v-medibles.

Sea F cerrado en X. Sea E C X y definamos B,, = {z € E : d(z, F) >

%} para cada n € N. Entonces {B,, },en es creciente, y ENF°¢ =], By,
pues F' es cerrado.

Sean € Nfijo. Sea A= FENFyB=FENFC° Sean: b € B, e € B\ B41.
Entonces, d(e, F) < %H’ y si f € F, tenemos que
1 1

<—
n+1 n+§

d(e, f) <

Si ocurriese que

tendriamos que

1

d(b, F) < d(b, f) < d(be)+d(e, f)
1
2

n(n+3) +n—|—%

<

1
=

lo que es una contradiccién; pues b € B,,. Por lo tanto d(b,e) > m, v
entonces B,, y B\ B,11 estdn separados positivamente para toda n € N.
Por lo tanto se cumplen las hipétesis del Teorema 5, y entonces:

v(B) < lim v(B;j).

J—00

Por otro lado como, para toda j € N, los conjuntos A y B; estan separados
positivamente,

v(A)+v(Bj) =v(AUB;) < v(AUB) VjeN,
Jim [/(A) +0(B))] < ln (AU B)
v(A) + Jlggo v(Bj) < v(AUB).
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Entonces, por lo anterior,

v(A)+v(B) <v(A)+ lim v(B;) <v(AUB).

J—00
Por lo tanto F' es medible.
[ |

La siguiente observacién muestra que el reciproco del teorema anterior
también es cierto:

Observacién 1 Siv es una medida exterior en (X, d) y todos los conjuntos
de Borel son medibles, entonces v es una medida exterior métrica.

Demostracién:

Sean A, B C X tales que d(A, B) > 0. Entonces, como A es cerrado y
por lo tanto medible:

v(AUB) = v([AUB]NA)+v([AuUB]n(A)°)
= v([AnAU[BNA]) +v(An(A)TU[BN(A)))
= v(Au®)+v(@UB)  puesd(A,B)>0
= v(A)+v(B).

Por lo tanto v es una medida exterior métrica.
[ |

Es importante notar que si la medida exterior obtenida por el Método
Clésico es boreliana entonces también serd métrica.

Finalmente, se pueden definir las medidas exteriores de Hausdorff. Sabe-

mos (por el Método Diametral) que en un espacio métrico (X, d), con una
medida primitiva 7 definida en una clase C, la funcién:

u(E) = sup us(E),
6>0

donde pg(E) = inf{ iT(ci) . C; €C,0 < didm(C;) < 6,E C | J ci}
=1 [

es una medida exterior en X.
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Definamos:

- h:RTU{0} - RTU{0} | h es no decreciente, continua por
" | la derecha, y tal que h(t) > 0 para ¢t >0 '

Para h € H se define h(G) = h(diam(G)), para cualquier conjunto G en
C; entonces h es una medida primitiva definida en C. A la medida exterior
construida por el Método Diametral a partir de la medida primitiva h se le
conoce como la medida exterior de Hausdorff correspondiente a la funcién
h, y se denota como pu.

Entre las medidas exteriores de Hausdorff se encuentra una medida ex-
terior muy conocida: si (X, d) es un espacio métrico, C es 2X y h(t) = 1, la
medida exterior de Hausdorff correspondiente a h es la medida del conteo.
Denotaremos por # A a la cardinalidad del conjunto A.

En efecto: como h = 1, us se reduce a

ps(A) = inf{#{Ui} \J Ui 2 A, diam(U;) < 5} VAec

i=1

CASO (1): Si A es finito.

Sean A = {x1,...,2,} ¥y 0 > 0. Denotemos por B(z,e) a la bola con
centro en z y radio e. Definamos la d-cubierta {U;}}_, como:

0
U, = B(xz-, 5) conz; €A, i=1,..,n.
Entonces us(A) < #{U;} = n para cualquier ¢ > 0.
Sea 7 = min; jeq1,... n} d(7i, z;). Escéjase § < 5. Sea {V;} una cubierta
de A tal que diam(V;) < . Si suponemos que #{V;} < n, entonces existen
zi,x; € Vi, con i # j, lo cual es una contradiccién pues didm(V;,) < 5. Se

concluye que #{V;} > n.

Como {V;} era una cubierta arbitraria ocurre que us(A4) > n, para
cualquier § < . Se sigue que ps(A) =n, Vd < 5. Por lo tanto pu(A) = n.

CASO (2): Si A es infinito.
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Sean A infinito y n € N. Sea {z;}! ; una enumeracién cualquiera de n
puntos distintos en A (existe debido a que A es infinito). Definamos:

1
0=—= min d(z;,z;).
2 ijef{l,...n} (@i, 25)
Sea {U;} una d-cubierta de A. Debido a la definicién de ¢ se necesitan n
conjuntos de la coleccién {U;} para cubrir a {z;}? ;. Entonces:

#{U;} > n,

y debido a que {U;} era una d-cubierta arbitraria se concluye que us(A4) >
n. Asi, para cualquier n € N, existe 0 tal que ps(A) > n. Por lo tanto
p(A) = oo.

Por la manera en que definimos las medidas exteriores de Hausdorff, rela-
cionandolas con una funcién, puede notarse que existe una gran variedad de
ellas. No obstante, las més utilizadas son las llamadas medidas exteriores
s-dimensionales de Hausdorff. Estas son las medidas de Hausdorff sobre R"”
con la distancia usual, inducidas por las funciones h(t) = t° (para alguna
0 < s < o0) . Se les llama dimensionales precisamente porque permiten
definir la dimensién de un conjunto, que puede o no coincidir con la dimen-
sién topoldgica. El siguiente capitulo presenta una introduccién al respecto.

A pesar de la dificultad en los cédlculos necesarios para los resultados
tedricos, el estudio de medidas de Hausdorff en el caso general es extenso.
[Ro] realiza un estudio sistemdtico de ellas y muestra también algunas de
sus aplicaciones a otras ramas de las matemaéticas.
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En este capitulo se definen las medidas s-dimensionales de Hausdorff
como un caso particular de medidas de Hausdorff. Son el tipo de medidas
de Hausdorff més utilizadas porque permiten definir el concepto de dimen-
sion de un conjunto y generalizan en cierto sentido a la medida de Lebesgue.

Se comienza con la definicion de las medidas s-dimensionales de Haus-
dorff y se observan algunas de sus propiedades: invarianza bajo isometrias,
relacién entre la medida s-dimensional de Hausdorff de un conjunto y la
imagen del conjunto bajo una homotecia, y una relacién entre todas las me-
didas s-dimensionales de un conjunto dado, que permite definir el concepto
de dimensién de un conjunto. Ademds, se presenta una propiedad de la di-
mensiéon de Hausdorff, la dimensién de una unién contable de conjuntos es
el supremo de las dimensiones de los conjuntos. En el siguiente capitulo se
presentara otra que relaciona a la dimensién de dos conjuntos y la dimen-
sién de su producto cartesiano. Para finalizar esta parte se prueba el lema
de Vitali, necesario en nuestro contexto, para demostrar un importante teo-
rema respecto a las medidas s-dimensionales de Hausdorff. Este teorema
afirma que la medida s-dimensional de Hausdorff' coincide (salvo por una
constante) con la medida de Lebesgue, cuando s es un nimero natural.

Las medidas exteriores s-dimensionales de Hausdorff son un caso especifi-
co de medidas exteriores de Hausdorff. Cuando se toma al espacio métrico
R™ con la distancia euclideana, a h(t) = t° (para alguna 0 < s < o0) y
a C como todos los subconjuntos de R"™, a la medida exterior de Haus-
dorff correspondiente a h se le conoce como medida exterior de Hausdorff
s-dimensional y se denota como H?*.

Asi, la medida exterior s-dimensional de Hausdorff de un conjunto A C
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R™ resulta ser:
H°(A) =sup Hj(A) = lim Hj(A),
5>0 5%0

donde Hj(A) = inf { Zdwm A C U U;, diam(U;) < 5}.

La restriccién de H® a los medibles -que incluyen a los borelianos, por
ser un caso particular de medida exterior construida por el Método Diame-
tral que discutimos en el Capitulo 1-, se conoce como medida s-dimensional
de Hausdorff. Para abreviar se le llamara s-medida de Hausdorff.

Notemos que si en lugar de tomar cualquier clase de subconjuntos de
R™ se toman exclusivamente cerrados, abiertos o convexos, el valor de la
medida del conjunto se conserva.

Por ejemplo, si se toma a C como los cerrados, el valor se conserva pues
para cualquier A C R™, ocurre que didm(A) = didgm(A).

Si C consta de todos los abiertos, para cualquier cubierta {U;};cn de un
conjunto A se puede encontrar una cubierta abierta {V;};en, tal que

diagm(U, diam(V;)?| < g,
1> =2

ieN €N

expandiendo ligeramente los didmetros de los conjuntos U;, al tomar V; co-
mo la unién de las bolas abiertas alrededor de los puntos originales de los
conjuntos Uj;.

Definimos a la envolvente convexa de un conjunto A, denotada por A,
como
{Zawz.mzeAO<aZ§1 Zaz—l nEN}
=1

Demostraremos que diagm(A4) = didm(/l), para cualquier subconjunto
A C R". Para demostrar este resultado, definiremos segmento en R" y
utilizaremos la siguiente observacién:

Definicién 1 Sean x,y € R™, x # y. Definimos el segmento Ty como

Ty={z€R":z=az+ (1 —a)y,a € [0,1]}.



“A4” — 2007/5/17 — 3:28 — page — #3

MEDIDAS s-DIMENSIONALES DE HAUSDORFF.

Observacion 1 Sea Ty un segmento en R™ y sea p en R™. Entonces la
distancia de p a un punto s que pertenezca a Ty, se marimiza cuando s = T
0s=y.

Demostracion:

Sea L la recta que resulta de prolongar Ty y sea s un punto en Ty.
Supongamos que p se encuentra en L. En este caso la afirmacion resulta
evidente.

Supongamos ahora que p no pertenece a L. Llamemos p* a la proyeccion
de p sobre L. Por el teorema de Pitdgoras tenemos que

1
2

d(p,s) = (d(p,p")? +dp",9)*) ",

y como d(p*, s) se maximiza cuando s = 2 6 s = y (debido a que p* € L),
entonces también d(p, s) se maximiza cuando s =z 6 s = y.

]
Lema 1 Sea A C R™. Entonces diam(A) = diam(A).

Demostracion:

Definamos a la sucesién de conjuntos {Ax}72, como

k k
A = {Zaiazi:xi €eA0<a; < 1,20@ = 1}.
i=1

i=1
Primero demostraremos que didm(Aai) = didm(A), para toda k € N.

Se hara la demostraciéon por induccién.

Mostremos para el caso en que k = 1. Sean x,y € Ay; mostraremos que
existen z* y y* en A tales que d(x,y) < d(z*,y*).

Six,y € A, se cumple la desigualdad trivialmente.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que z € Ay y ¢ A. Notemos

que por la definicién de As, y € pg, donde p,q € A. Debido a la obser-
vacion anterior, la distancia de z a un punto r del segmento pg se maximiza
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cuando ¥ = p 6 r = ¢. Sin pérdida de generalidad, supongamos que se
maximiza cuando 7 = p. Asi, hemos encontrado z* = = y y* = p tales que
d(z,y) < d(z",y").

Ahora supongamos que z ¢ Ay y ¢ A. Como = € As, x pertenece a
un segmento ab con a,b € A. Debido a la observacién anterior, la distancia
de y a un punto 7 de ab se maximiza cuando r = a é r = b (supongamos
r=a). Asi, y ¢ Ay a € A. Debido al caso anterior, existen z*, y* € A tales
que

d(y,a) < d(a*,y"),

y por lo tanto
d(y,z) < d(z",y").

Debido a que para cualquier par de puntos z,y € Ay existen z*,y* € A
tales que d(z,y) < d(z*,y*), tenemos que

sup d(z,y) < sup d(z",y"),
T,y€EAg r* y*€A

es decir didm(Asz) < diagm(A), lo que querfamos demostrar.

Supongamos ahora que didm(Azy,) = didém(A) para toda m < k. Sea
x € Ag(j41)- Entonces z es de la forma:

2k+2
r = Z ;T
i=1
k+1 2k+2
= Zaixi + Z QT
i=1 k42

k+1 k+1 2k 2k+2

(o) (S sn) (X w)( 3 s on)

i=k+2 2ui=k+2 Qi

=

Asi, x = ay + bz, donde a,b > 0, a+b =1y y,z € Ap+1. Notemos que
el caso anterior demuestra que didm(Ax41) = didm(Agp41)) (sustituyen-
do A por Ajpi1) y entonces, por la hipétesis de induccidn, se sigue que
didm(Ag(y41y) = didm(A). Por lo tanto didm(Az,) = didm(A), para toda
k e N.

Sea k un ntumero natural non. Si £k = 1, Ay = A y por lo tanto
didm(A,) = didm(A). Si k > 3, debido a que {Ax}72, es creciente, ocurre
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que
diam(Ag—1) < didm(Ay) < didm(Ags1),

y por lo tanto diam(Ay) = digm(A). Por lo tanto diam(Ay) = diam(A),

para toda k € N.

Debido a la construccién de Ay, A = lfmy_., Ai. Sean T,y € A. En-

tonces existen {zx}72, y {yr}i>, sucesiones, tales que xy, yr € Ag, xp —
€

Yy yx — ¥y. Sea € > 0. Entonces, existe N € N tal que d(zn,z) < § ¥y
d(yn,y) < §5. Entonces:

€ . €
< 3t diam(A) + 3
= diam(A) +e.

Debido a que ocurre para toda € > 0, tenemos que d(z,y) < didm(A) para
cualquier par de puntos z,y € A. Por lo tanto didm(A) = diam(A).

Debido al lema anterior, si tomamos exclusivamente a los convexos, el
valor de la s-medida se conserva.

El siguiente teorema muestra una relacién entre la s-medida de un con-
junto y la s-medida de su imagen, para una funcién Lipschitz continua.

Teorema 1 Sea ¢ : E — F, una funcion suprayectiva tal que
lp(z) —d(y)| < clr —y| Ya,y€ E, para alguna constante ¢ > 0.
Entonces H*(F) < ¢*H*(E).

Demostracién:

Sea {U,};cn una d-cubierta de E. Siy € F, existe x € F tal que ¢(x) = y.
Como {U; };en es una cubierta de E, x € U;, N E para algin i € N, por lo
que ocurre que y € ¢(U;, N E), lo cual quiere decir que {¢p(U; N E)}ien es
cubierta de F.

Para A C R™ tenemos:

diam(p(ANE)) < ¢ diagm(ANE) < ¢ diam(A).
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Por lo tanto didm(¢(U; N E)) < ¢ diagm(U;) < ¢4, para cualquier ¢, por lo
que {¢(U; N E)}ien es una cd-cubierta de F.

Como diam(¢p(U; N E)) < ¢ diam(U;),
diam(¢(U; NE))* < c*diam(U;)*

= Z diam(¢p(U; NE))® < ¢° Z diam(U;)°.
i=1 i=1

Entonces H5(F) < ¢°H§(E) v >0,
y por lo tanto H*(F) < ¢H*(E).

Corolario 1 H? es invariante bajo isometrias.

Dada una isometria, ella y su inversa cumplen la desigualdad del Teorema
7conc=1.

Corolario 2 Sea E C R". Si cE = {cx : x € E}, con ¢ > 0, entonces
Hs(cE) = c*H(E).

La funcién f(z) = cx cumple las condiciones del Teorema 7 y entonces
H*(cE) < ¢*H*(E). Como ¢ # 0, g(z) = 1z también cumple las condi-
ciones y se tiene la otra desigualdad.

El lema siguiente muestra una propiedad fundamental de las medidas
s-dimensionales de Hausdorff que permite definir el concepto de dimensién
de un conjunto. Lo que se afirma es que dado un conjunto A C R" existe
un tinico s > 0 tal que HY(A) = oo para t < s y HY(A) = 0 para t > s.
Esto define una cortadura, y la dimensién de Hausdorff del conjunto A es
precisamente el nimero real s que cumple lo anterior.

Lema 2 Sea A C R™. Sean s > 0. Entonces
1. Si H*(A) < oo entonces H'(A) =0Vt > s.
2. Si H*(A) >0 entonces H/(A) =00 VO <t < s.
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Demostracion:

Sélo es necesario demostrar la primera afirmacion, pues la segunda afir-
macion es su contrapuesta.

Sea A C R™ tal que H*(A) < oo. Sea ¢ > 0. Entonces existe {Bj};en
cubierta de A con didm(B;) < ¢ para toda j € N, y tal que:

> diam(B;)* < H*(A) + 1.
j=1

Si tomamos r > s, ocurre:

(didm(Bﬁ)T

1)

5 )S puesﬁgl

=Y didm(B;)" < 677 didm(B;)*
j=1 j=1

< OTT(HP(A)+1)

= Hi(A) < 6" °(H°(A)+1).

Pero H®(A)+1 es una constante, asi que cuando 0 tiende a 0, 6"~ *(H?®(A)+
1) también lo hace y se concluye que H"(A) = 0.

Definicién 2 La dimension de Hausdorff de un conjunto A C R™, denotada
por dim A, se define como:

dimA = sup{s: H°(A) =00} =sup{s: H*(4) > 0}
inf{s: H(A) =0} = inf {s: H’(A) < co}.

La dimensiéon cumple algunas propiedades que coinciden con la idea
intuitiva de dimension; por ejemplo la siguiente observacién.

Observacién 2 Sea {A;}$2, una sucesion de subconjuntos de R™ tales que
dim A; = p;. Entonces dim | ;= A; = sup;{p;}.

Demostracion:

Sean p = sup;{p;} y A = ;= A;. Demostraremos que



“A4” — 2007/5/17 — 3:28 — page — #8

MEDIDAS s-DIMENSIONALES DE HAUSDORFF.

1. H'(A)=0 Vt>p.
2. H'(A)=o00 Vt<p.

1) Supongamos que existe t; < p tal que H'(A) < oo. Como p es el
supremo de {p;}, existe A4; tal que t; < p; < p. Entonces:

HY (A;) < HY (A) < .

Por lo tanto existe ¢; < p; tal que H" (A;) < 00, lo cual es una contradic-
cién pues dim A; = p;.

2) Supongamos que existe to > p tal que H2(A) > 0. Entonces:
0< H(4) = 1 ([ JA;) <37 H™(4)).
i=1 i=1

Como Y ;2 H"2(A;) > 0, existe i tal que H'2(A;) > 0 con t3 > p > p;, lo
cual es una contradiccion pues dim A; = p;.

Lo que sigue ilustra cémo la s-medida de Hausdorff puede pensarse como
una generalizacién de la medida de Lebesgue. Ademés de que la s-medida de
Hausdorff esta definida para cualquier niimero real s > 0, en el caso en que
s es natural, la medida de Lebesgue es igual a una constante (que depende
solamente de s) por la medida de Hausdorff. Esta constante se debe a que
la medida de Hausdorff toma como aproximaciones sumas de didmetros de
conjuntos elevados a la s, a diferencia de la medida de Lebesgue, que toma
como aproximaciones sumas de volimenes, que son aristas elevadas a la s
de bloques coordenados.

Para la demostracién de la relacién mencionada entre H" y A\ (la
medida de Lebesgue en R™), es necesario el uso del lema de cobertura de
Vitali.

Definiciéon 3 Sea E C R™. Diremos que la coleccion de conjuntos en R™,
V, es cubierta de Vitali para E si para cada v € F y § > 0 existe U € V
conz €U y0<digm(U) <4.



“A4” — 2007/5/17 — 3:28 — page — #9

MEDIDAS s-DIMENSIONALES DE HAUSDORFF.

Lema 3 Sea E un conjunto H?®-medible de R™ y V una cubierta de Vi-
tali para E de conjuntos H?®-medibles. Entonces podemos seleccionar una
sucesion disjunta de conjuntos {V;} de V, finita o numerable, tales que
> diam(V;)® =00 0o H*(E\ |, Vi) = 0.

Demostracién:

Sea ¢ > 0. Podemos suponer que didm(U) < p para todo U € V.
Se construird a la sucesién {V;};en inductivamente. Sea V) un elemento
cualquiera de V. Supongamos que se han elegido V1, V5, ..., V,,,. Definamos:

m

dpm :sup{didm(U) : UﬂUVi =0, UGV}.
i=1

Si d,, > 0, definimos V;,,+1 como un conjunto en V, disjunto de Uzl V; tal
que diam(Vy41) > dT’" (existe, por la definicién de d,,). Notemos que por
construccién, {V;} resulta ser una sucesién disjunta.

CASO (1): Si dy, = 0 para alguna m € N.

1
n

Sea x € E. Para cada n € N, existe U, € V tal que 0 < didm(U,,) <
=0

y ¢ € U, ya que V es una clase de Vitali para E. Debido a que d,,
U, NUL, Vi # 0 para toda n € N. Entonces

{x}ﬂCJVi: ﬂUnﬂCJ‘/i?é@
=1

i=1 neN
y por lo tanto € |J;-, V;. Entonces E C ", V;, v

HS(E\ 0 w) = H*(0) = 0.

=1

CASO (2): Si d, > 0 para toda m € N.

En este caso, el proceso continta indefinidamente. Supongamos que
> ien didm(V;)® < oo (en caso contrario habremos encontrado una suce-

sién {V; }ien disjunta y tal que ), didm(V;)* = oo).
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Como ), diam(V;)® < oo, entonces la sucesién {didm(V;)®}i>o converge
a 0 y por lo tanto también la sucesién {diam(V;)};>o converge a 0.

Para cada i € N, sea z; € V; y definamos B; = B(z;, 3 diam(V})).
Afirmacion (1)
Para cada k € N, k > 1, ocurre:
k oo
(E\ U V) c | B
i=1 i=k+1

Sean k > 1y ax € E\ Ule V;. Entonces existe U € V tal que z € U
yUnN Ule V; = 0 (si no existiese, dr, = 0, lo que contradice que d,, > 0
V'm). Como diam(V;) tiende a 0 cuando ¢ tiende a infinito, ocurre que
diagm(U) > 2diam(V,,) para alguna m € N. Para terminar la demostracién
de la Afirmacién (1), necesitaremos dos afirmaciones més.

Afirmacidn (2)
Existe ig € N, k < ig < m tal que UNV;, # 0y diam(U) < 2diam(V;,).

Sabemos que U N Ule V; = (0. Supongamos que U NV; = () para toda i
tal que k < ¢ < m. Entonces U N U?:ll V; =0, por lo que:

m—1

dpy—1 = sup {didm(U) :UecV,Un U Vi = @} > diam(U).
i=1

Entonces, por construccion:

didm(Viy) > d";‘l > dW;(U)

lo cual es una contradiccién pues didm(U) > 2 diam(V,,). Por lo tanto ex-
iste ip € N, k < ig < m tal que UNV;, # 0.

Supongamos que diam(U) > 2 diam(V;,). Entonces:

diam(U) ., diy—1 dy
7 V. ) > > —
9 > dzam( Z0) D) )
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donde la tltima desigualdad se debe a que k < ig — 1 y la sucesién {d; }ien
es no creciente. Por lo tanto diém(U) > d, lo que es un absurdo pues
Uun Ule Vi =0y U € V. Esto demuestra la Afirmacién (2).

Afirmacion (3)
UC B,.

Seay € U,z € UNV;, (UNV;, # () debido a la Afirmacién (2)). Entonces

ocurre:

d(y, z;) < d(y,z) + d(z,z;) < didgm(U) + diam(V;).

Pero por la Afirmacién (2), diam(U) < 2diam(V;,), por lo que d(y,x;) <
3diam(V;,). Por lo tanto y € B;,, lo que demuestra la Afirmacién (3). En-
tonces ocurre que x € UNV;, CU C B;, con k < i < m,y se concluye que
E\UL,ViC Uiz k41 Bi, lo que demuestra la Afirmacién (1).

Sea ¢ > 0. Por la Afirmacién (1),

Hs(E\f_jw) < H;s(E\L_’va;)
< m( U )
i=k+1
< > Hi(B)
i=k+1

para cualquier k € N. Como didgm/(B;) = 6 diam(V;), la sucesién {didm(B;) }ien

converge a 0. Entonces podemos tomar k suficientemente grande para ase-
gurar que didm(B;) < d. En ese caso Hj(B;) = didém(B;)*® y entonces

f: diém(B;)*

HE(E\Ulvi) <>

i= i=k+1
=3 (6diam(v)”

i=k+1

= 6 i digm(V;)®.

i=k+1
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Entonces Hi (E\|J;2, V;) es menor que la cola de una suma convergente,
por lo tanto Hj(E \ U;2, Vi) = 0, para toda § > 0, y se concluye que
HY(E\UZ, Vi) = 0.

Teorema 2 Sea E un conjunto boreliano de R™, con medida \™) y H™
finita. Entonces \"(E) = C, H"(E), donde C,, = Wéﬂ) y I'(x) denota
a la funcion gamma evaluada en x.

Demostracion:
Primero se mostrard que A (E) < C,, H"(E).
Sea ¢ > 0. Como H*(F) < 00, existe {U; };en cubierta cerrada y convexa
tal que:
oo
> diam(U;)" < H(E) +¢.
i=1

Debido a la desigualdad isodiamétrica [Eg], cada U; tiene medida de Lebesgue
menor o igual que una bola con su mismo didmetro. Por lo tanto

AU < G diam(U)",

entonces ZA(")(Ui) < CnZdidm(Ui)"
i=1 i=1

< C.(H"(E)+e).

Debido a que {U;};en es cubierta de E, tenemos:

oo oo

AM(E) < X i) <> A w).

i=1 i=1
Y por lo tanto:

A(E) C,

< "(E)4+ Cphe Ve>0
= \"(E) < G,

Demostraremos ahora que A\ (E) > C, H"(E).
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Un bloque en R™ es un conjunto B de la forma B = I1 X Iy X ... X I,
donde cada I; es un intervalo en R. Sea {C;};en una cubierta de bloques de
E tales que "0, A"(C;) < AW(E) + ¢ (existe pues AW < 00). Podemos
expandir un poco los bloques de tal manera que sean abiertos y se conserve
la desigualdad. Para cada i € N se define:

Ai ={B(z,r) : 2 € Cy, B(x,r) C Cy,r < 6}
Asi, A; es una cubierta de Vitali para C;. Para cada i € N, H"(C;) < oo,

por lo que existen {B;;}32; C C; disjuntos tales que H™(C; \U;Z, Bij) = 0,
con di¢m(B;;) < 0, por el lema de Vitali, ya que

Zdzam iJ)° ZH 1j:H"(UBij) < H™(C;) < 0.
J

Por lo tanto H(C; \ U;Z, Bij) = 0.

Por otro lado, debido a que {C;}ien es cubierta de E, ocurre

8

HAE) < S HPC)

ii Bij +ZH5(C\UBU)

=1 j=1

donde la igualdad se debe a que C; = U;il B;; U (C;\ U;il B;;). Por lo

anterior, se sigue

2D Hi(B

HF(E) <
i=1j=1
i=1 j*l
- ZZ C L
=1 j=1
=AU, By)

Cy

i=1

La ultima igualdad se debe a que las colecciones {B”} 2, son disjuntas, por
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el lema de Vitali. Como tenemos que U;)il B;; € C}, se deduce que:

" — A" (¢
) < 3N
i=1 "
_ )\(Yt)(]_aj‘)_~_i
Ch Ch

(n)
XL | £y ontonces HY(E) <

n

A (E)

n

Asi se concluye Hf (E) <
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En este capitulo se estudiaran las redes, en particular la red de cubos
binarios, y se definird una medida de red (que también es una medida de
Hausdorff). Lo haremos con dos propésitos: presentar otra medida de Haus-
dorff que cumple propiedades adicionales a la s-medida, y encontrar una
fuerte relacion con la s-medida de Hausdorff que nos permitira estudiar la
s-medida del producto cartesiano de dos conjuntos. Podremos demostrar
una relacién entre la s-medida de dos conjuntos A y B y la s-medida de su
producto cartesiano A x B. Con ello se mostrara que la dimensién de A x B
es mayor o igual que la suma de la dimensién de A y la dimensién de B.
Esta relacion serd de gran importancia para el siguiente capitulo.

Empecemos con la definicién de red en un conjunto X.

Definicién 1 Sea N una coleccion de conjuntos de X. Decimos que N es
una red de conjuntos si:

1. SiU,UyeN, entoncesUyNUy =0 o Uy CUs 0 Uy C Uy .

2. Para cadaU e N, #{VeN:UCV} < 0.

La observacién siguiente serd usada continuamente en las proposiciones rel-
ativas a redes.

Observaciéon 1 Sea M una subcoleccion de una red N'. Entonces existe
M*, una subcoleccion disjunta de M, tal que:

UJuvi= U U

U,eM U, e M*

Demostracion:



“A5” — 2007/5/17 — 3:30 — page — #2

MEDIDAS DE RED.

Sea M* = M \ {U; € M : U; C Uj para algin U; € M }. Primero de-
mostraremos que Uy c v Ui = Uy, eaq- Ui

Tomemos = € UUieM U;. Entonces € U,;, para algin U;, € M. Si
U;, € M*, entonces hemos acabado. Si U;, ¢ M* entonces existe U;, € M
tal que x € U;, C U;,. Igualmente, si U;; € M*, hemos acabado. Supong-
amos que el proceso continiia indefinidamente. Entonces habremos encon-
trado una cadena infinita:

U, CcU;, CU,;, C ...

donde U;; € N, Vj € N, lo cual es una contradiccién pues N es una red.
Por lo tanto existe n € Ntal que x € U;y C U, y U;,, € M*, que demuestra
lo que queriamos.

Por otro lado, M* es disjunta:
Sean Uy, Us € M*. Por la definiciéon de M™* no ocurre que U; C Us ni que
U, C Uy, por lo que Uy NUy = 0.

A la subcoleccién particular M* de M en la red N, utilizada en la de-
mostracién anterior, se le llamara el depuramiento de M. M™ es la coleccién
de los conjuntos maximales de M (que es no vacia debido a que M es red).

En lo que resta del capitulo utilizaremos una red en particular para R™.

Definicién 2 Sea B la coleccion formada por los cubos semiabiertos en R™
de la forma

mi mi+1 my mo + 1 m, M, +1
[27’ oF ) {? ok ) X[Tk’ ok

y el conjunto vacio. A la coleccion B se le llamard los cubos binarios.

) conk e Nym; € Z,

Proposiciéon 1 B es una red de conjuntos.

Demostracién:

Sean Uy, Us € B:

I L 1 +1 L ln+1

= ) e[ )
U, — mp mq+1 m, M, +1
2= [272’272) e X [QTZQT)
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1. Caso ki = kq. Si l; = m,;, para toda 4, entonces Uy = Us. Si l;, # my,

. l; Lin+1 m; mi,+1
para alguna ig, entonces U; NUsy = () pues [2201 s o Mall T 5k )=

2. Caso k1 < ko. Si ;’,32 € [221 , 12:11) para toda ¢, entonces

mi omy + 1y o7l L1y
[2k2’ ok )—{%’ 2k1) b

. . . m; l; lin+1
por ser cubos binarios, por lo que Uy C Uy. Si 52 ¢ [5i%, 95— ) para

. m; m; 1 l; l; 1 . ~
io, entonces [rZ, ;2; ) N[5 ’20,: ) = () debido al tamano de los

intervalos, y se concluye que Uy N Uy = (.

Las medidas exteriores definidas a continuacion son un tipo de medidas
exteriores de Hausdorff asociadas a la funcién h(z) = 2® (igual que las
medidas s-dimensionales) pero la premedida se define exclusivamente sobre
la red B. Las propiedades inherentes a la red permitiran tener propiedades
adicionales a las que tienen las medidas de Hausdorff en general, estudiadas
en el Capitulo 1.

Definicion 3 Sean E CR" y 6 > 0, definimos:
ME(E) = mf{ N diam(S;)* : diam(S;) < 6, | JSi 2 B, Si € B}.
i=1 i

Debido a que B es una red, para cualquier cubierta {S;};en de E pode-
mos tomar su depuramiento y obtener una cubierta que no incrementa la
suma Y .o, didm(S;)*, por lo que en la definicién anterior podemos anadir
que las cubiertas sean disjuntas.

Observacién 2 Si E C R" es acotado, entonces M3(E) < oco.

Si E es acotado, existe C' = [s,t)™ un cubo que lo contiene (con s,t € Z,

s—1t>1). Seam € N tal que 2‘/—,:7 < d. Entonces la coleccion
; RGO
o e )
{ i s—|—2m s+ om }i—o



“A5” — 2007/5/17 — 3:30 — page — #4

MEDIDAS DE RED.

es una cubierta para [s,t). Por lo anterior, la coleccién finita
{‘/;171'2,__,“ = Ui1 X U12 X ... X Ulﬂ}

es una cubierta para C, y ademds cada elemento de la coleccién tiene
didametro menor que §. Entonces:

MG(E) < M3(C) < Y didm(Vi, ..0,)* < (27 (s—1))" 0" < o0

13,8250y

[ ]
Definiciéon 4 Para E C R™ definimos:

MP(E) = sup M;(E).

6>0

Por el Teorema 1, la funcién M35 es una medida exterior. Como M?
estd definida como un supremo de medidas exteriores, debido al Teorema
3, M? es una medida exterior y ademas M?*(E) = lims_.o M}(E). Por el
Teorema 4, podemos afirmar que M? es una medida exterior métrica, y por
lo tanto, por el Teorema 6, también es una medida exterior boreliana.

El siguiente teorema muestra la relacién fundamental entre la s-medida
de Hausdorff y la medida M?*.

Teorema 1 FEuzisten constantes by, (dependientes sélo de la dimension n)
tales que para todo E C R™

Hi(E) < M3(E) < b HI(E) Y0<d<1,

y por lo tanto
H*(E) < M*(E) < b,H*(E).

Demostracién:

Sean E C R"y 0 < § < 1. La desigualdad Hj(E) < M3(E) es trivial, ya
que la coleccién de conjuntos de R™ que conforman cubiertas para calcular
Hj} contiene a la coleccién correspondiente para calcular M3.

Sea U C R™ tal que 0 < diam(U) < 4, y sea k el entero tal que:

2=+ < diam(U) < 27,
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Sea S uno de los cubos binarios de lado 27% que intersecta a U. Debido a
que el didmetro de U es menor que 2%, U est4 contenido en una coleccién
de 2" cubos de lado 27% y didmetro 27%,/n, pues al proyectar S en cada
coordenada, la proyeccién intersecta a lo mas a dos intervalos de longitud
27F (Figura 1).

Tk

Figura 1: Cubos que intersectan a U.

Si dividimos cada uno de estos cubos en 2" cubos menores (dividien-
do cada lado en 2™ partes) tenemos que U estd contenido en 2" 27" de los

nuevos cubos (definamos b, = 2”2"2) y cada uno de los nuevos cubos tiene
didmetro 27%,/n 27", por tener lado 27" menor que los cubos originales.

Ademss
27k /n27" =272 2T < diam(U) 2¢/n27".

Y como
2vn <2n < 2" Vn>1,

se concluye que
27F/n2" < diagm(U) < 6.
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Asi, en este proceso, para un conjunto U con didmetro menor que & hemos
encontrado una J-cubierta de cubos binarios con cardinalidad b,,.

Sea {U, }ien una d-cubierta de E. Por lo anterior, para cada i, existe una
coleccién {Sij}z’-ll de cubos tales que U; C U?’;l S;j v con didmetro menor
que 0. Entonces £ C J;cy U?ll Sij-

Tenemos que:

bn
=Y diam(Si;)* < by didm(U;)°
j=1
br
=YY diam(S;)* < by Y didm(U;)*

i€N j=1 ieN

y por lo tanto M§(E) by Z diam(U;)*.
ieN

IN

Como {U;};en era una cubierta arbitraria se sigue que Mj(E) < b, Hj(E)
para toda 0 < § < 1. Haciendo § tender a 0 obtenemos el segundo par de
desigualdades.

El siguiente lema es un tipo de continuidad de la medida exterior M3
que se cumple para los conjuntos que son uniones finitas de cubos binarios.

Lema 1 Sea {E;}jen una sucesion creciente de subconjuntos de R™, donde
cada E; es una union finita de cubos binarios. Entonces:

M;3(lim E;) = lim Mj(E;).
J—00 J—00
Demostracién:
Llamemos FE al limite de la sucesién; E = UjeN E; =limj_, E;. Co-

mo E; C E, para toda j, entonces Mj(E;) < Mj(E) y concluimos que
lim; oo M3(E;) < M3(E).
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Si ocurre que lim;_,o M3(E;) = oo, entonces se cumple trivialmente
la desigualdad M(E) < lim;_. M3(E;) . Asi, podemos suponer que
lim; o M§(E;) < oc.

Como Ej; es unién finita de cubos binarios, y los cubos binarios son una
red, E; es union finita y disjunta de cubos binarios.

Sea § > 0. Sea B un cubo binario. Sean {B;}7, los cubos resultantes
de bisectar cada arista de B. Entonces

on

> diam(B;)* = 2"didm(By)°
1=1

= 2"(27'diém(B))*

= 2"7°diaém(B)*

> diagm(B)?,
cuando n > s (que es el caso, pues si s > n, H*(A) = 0, para cualquier
subconjunto A de R™). Esto quiere decir que al hacer tomar cubos menores
en didmetro, en una cubierta, el valor se hace mayor, por lo que al calcular

la medida Hj3, las cubiertas con los didmetros més grandes posibles, pero
menores que J, son las que mejor aproximan a esta medida.

Sea j € N. Llamemos ¢* al minimo de los didmetros de los cubos binarios
cuya unién es E;. Debido al parrafo anterior, y a que E; es una unién finita
de cubos binarios, no es necesario utilizar cubos binarios con didmetro menor

b
que el minimo entre § y §*. Entonces:

ME(E;) = inf{ " didm(S;)° : min(3,6%) < didm(S;) < 6, | )i 2 B, S, € B}
=1 i

El niimero de cubos binarios en la expresién anterior con interseccién no
vacia con F; es finito, y por lo tanto

M3(E;) = min { " didm(S;)° : min(3,6%) < didm(S;) < 6, | )i 2 B, S; € B}.
=1 7

Entonces, para cada j € N, existe ¢; una J-cubierta de cubos binarios de
E;, disjunta y finita, tal que:
> diam(C)* = M3(E;).

cewj
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Debido a esto, el conjunto de naturales:

N; = {#1113 : Z diam(C)* = M3(Ej), ¥j cubre a Ej, 1; C B, 9; disjunta}

ceY;

es distinto del vacio, por lo que tiene un primer elemento. Sea éj = min N;
v ¢; una cubierta tal que #¢; = ¢;, para cada j natural.

Afirmacion (1)
Sea S € ¢;. Entonces existe T' € ¢;11 tal que S C T

Como ¢; es cubierta con cardinalidad minima, no existen elementos
“inutiles”en la cubierta, por lo que existe xg en E; tal que zg € S. Como
E; C Eji1, ¢ € Ejpq y por lo tanto g € T para algin T' € ¢j1. Asi,
xg € SNT y por la propiedad dered SCT oT C S.

Supongamos que U C S para todo U € ¢;41 con SNU # .

Sea o = {R € ¢j41: RNS # 0}. Por el supuesto, « = {R € ¢j11: R C
S}. Debido a que TN S # 0, o # 0.

CASO (1): #a = 1. Sea x € S\ T tal que € Ej; este elemento ex-
iste, pues en caso contrario (¢; \ {S} U {T'}) serfa una cubierta de E; con
suma de didmetros elevados a la s-ava potencia menor que la cubierta ¢;,
un absurdo, pues ¢; es 6ptima. Entonces x € Ej; y por lo tanto x € 15
para algin T5 € ¢;41. Asi, SNT, # 0, por lo que T> € 'y se concluye que
Ty, =T, pues #a = 1. Lo que conduce a que x € T', una contradiccion.

CASO (2): #a > 2. Debido a que ¢;41 coincide con M3 (Ej4+1),

> diam(C)* < Y didm(C)°.

j+1 (¢+1\)U{S}

Si ocurriese que Z%H digm(C)® = Z(¢j+1\a)U{S} diégm(C)?®, como a > 2,
ocurriria que #(¢j+1 \ @ U {S}) < #¢;11 y tendriamos una contradiccién
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pues ¢;41 era minima respecto al cardinal. Entonces

> diam(C)* < > diam(C)*
Bj+1 (¢j+1\)U{S}
=Y diam(C)* < diam(S)*

= Y diam(C)* < Y diam(C)*.
(@\{S}ua 45

Debido al supuesto, « cubre a E;1 N.S. Por lo tanto (¢; \ {S})Ua cubre a
(Ej\S)U(Ejx1nS) 2 (E;\S)U(E;NS) = Ej.

Debido a lo anterior, la cubierta (¢; \ {S}) U a cubre més eficazmente (con

una suma de didmetros elevada a la s menor) a E; que ¢;, lo cual es una

contradiccién. Por lo tanto S C T para algin T' € ¢;41, lo que demuestra
la Afirmacién (1).

Sea {C4, Cy, ...} el depuramiento de la coleccién de cubos binarios U;)il b;j.
Entonces:

E; C [JGi v
=1
= lm B, = EC|JC
Jee =1
= M3(E) < > diam(C;)*.
=1

Cada cubo C; pertenece a ¢ para alguna k(i) € N. Entonces existe
T € ¢p41 tal que C; C T (por la afirmacién). Como los cubos C; no estan
contenidos propiamente en otros cubos de la coleccién Ujoil ¢;, se concluye
que C; =T € ¢py1. Asi, cada C; € ¢; Vj > k(i). Entonces dado k € N,
existe j(k) tal que los cubos Ci, ..., Cy pertenecen a ¢;(). Notemos que la
sucesién {j(k)}32, diverge a infinito.
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Tenemos, por lo tanto:

M5(E) < lim diam(C;)*

= lim Mi(E)).
j—o0
|

El siguiente lema es un lema técnico. Es necesario para la demostracion
de la relacion entre la s-medida y la medida de red.

Lema 2 Sea A C R. Sean {I;}ien una d-cubierta de A conformada por
intervalos binarios, {a;} una sucesion de nimeros positivos y ¢ > 0. Si

Z a; >c VYre A,

{i:z€l;}

entonces:
A S S
E a; diagm(I;)° > ¢ M3(A).
iEN
Notemos que si {a;}ien es una sucesién de nimeros positivos acotada
inferiormente por una constante k£ > 0, se cumplen las hipdtesis. Por otro

lado, cuando a; =1, la suma Z{meb} a; representa a un contador que nos
dice a cuantos intervalos I; pertenece x.

Demostracién:

CASO (1): {I;} finita.

Podemos escoger a) = % un nimero racional ligeramente menor que a;,
i
de tal forma que:

Z a; >c Vx € A.

{i:zel;}
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Seam =[[; ¢ y w; = [[,; ¢;- Entonces:

mZa; = Zwipi >me=cy, w;p; €N.
iEN iEN

Notemos que la coleccién {11, ..., I1, I, ..., Iz, I,, ..., I, } tiene la misma suma
> {iwer} @ > ¢ que la coleccién anterior si tomamos a aj = 1. De tal for-
ma, es suficiente demostrar el lema para el caso en que a; = 1.

Sea {I;} una coleccién finita de intervalos binarios y {a;};en tal que
a; = 1 y satisface que:

Z a; >c¢ VYre A

{i:zel;}

Esto implica que para todo x € A, x pertenece al menos a [c] + 1 intervalos.
Como A C |, I;, y los intervalos tienen la propiedad de red, el depuramien-
to de {I;} constituye una cubierta disjunta de A. Llamemos {I;};c4, a esa
cubierta.

Debido a que para toda x € A, x pertenece al menos a [c] + 1 intervalos,
por la propiedad de red de los intervalos binarios, tenemos:

Asi, x pertenece al menos a [c] intervalos de {I;} \ {[;}ice,. Tomando el
depuramiento de {I;} \ {I;}icy, Obtenemos otra cubierta {I;};ce, disjunta
de A. Siguiendo este procedimiento, se obtienen [¢] + 1 colecciones de inter-
valos disjuntos (dentro de cada coleccién) {I;}icg; con j =1,...,[c] + 1 que
cubren a A.

Como didm(I;) < 6, para toda i, entonces ¢, diam(l;)* > M5(A)
V7. Entonces:

> diam(L)* =Y Y diam()* > ([ +1) Y didm(L)° > eM3(A)
i J i€d; 1€«

donde ¢, es la coleccién que tiene menor suma ., didm(I;)°.
J
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CASO (2): {I;} infinita.

Para cada k nimero natural definamos Ay ={z € R: >, ;. a; >

c}. Demostraremos que {I;}¥_, es una d-cubierta de Ay de intervalos bina-
rios tales que:

Z a; >c¢ Vr € Ay

{iwel;, i<k}

Sea x € Ay. Por la definicién de Ay, Z{melmgk} a; > ¢. Como ¢ > 0 ocurre
que Z{meli,igk} a; > 0 lo cual implica que z pertenece a I;, para algin
io € {1,...,k}. Por lo tanto {I;}¥_; es una d-cubierta de A, (de antemano
sabfamos que diam(I;) < J para toda 7).

Entonces, por el caso finito,
k
> aidiam(I;)* > c M5(Ax) Vk €N
i=1

Afirmacion (1):
1. La sucesién de conjuntos { A }ren es creciente.
2. Para toda k € N, Aj es una unién finita de intervalos binarios.

Demostracién de la afirmacién:

Debido a que la sucesién {a; }ien es una sucesién de términos positivos,
se cumple que Z{i:meli,igk} a; < Z{meli’igkﬂ} a; para cualquier x, lo que
implica que {Aj }ren es una sucesién creciente.

Sea k € N un ntimero fijo. Llamemos §% i = "

j=1aj donden < ky
1 <i; < k para cualquier j € {1,...,n}.

Sea z € R tal que para alguna coleccién {iy,...,i,}, € ﬂ;;l I;; y tal
que S%»+*n > ¢, Entonces:

k n n
S =Y ules 3, @ -3 >
i=1 j=1 i=1

{izz€l,, i<k}
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por lo que se concluye que & € Ay (donde x¢(z) representa a la funcién
indicadora del conjunto C) . Por lo tanto:

U{ ﬂ Ii; : {i1,...,in} tales que Sitin 5 ep < k1< i; < k} C A,
j=1

Sea x € Aj. Entonces Zle x1;(x)a; > c. Sea {i1,...in} ={i<k:z¢€
I;}. Entonces S%»+in > ¢y por lo tanto z € | J { =1 Li; : {i1,-sin} tales

que Strin > e <k 1< 1; < k}

Concluyendo,
A = U{ ﬂ Ii; : {i1,...,in} tales que Sitein 5 ey < k1< i; < k‘}
j=1

Como una interseccion finita de intervalos binarios es un intervalo bina-
rio (por la propiedad de red), y la unién en la expresién anterior de Ay es
una unién finita, se concluye el segundo punto de la afirmacién.

Tenemos que:

k
Zai diam(1;)° = kILH;oZai diam(I;)® > ckhérgo M5 (Ag)
€N i=1
debido a la desigualdad obtenida por el caso finito. Por la afirmacion,

{Aj }ren cumple las hipétesis del Lema 5 y se tiene que limy_,oo M35 (Ax) =
M3 (limy o Ag). Por otro lado A C lim_,, Ag. Asi, se concluye:

> aidiam(L)* > e Mj( lim Ay) > e M3(A).
P k—oo
]
El siguiente teorema busca una analogia para las medidas de Hausdorff,

de la igualdad para la medida de Lebesgue (consecuencia del Teorema de
Fubini):

AD(E) = [ AO(E) D (a),
R
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donde E es un conjunto Lebesgue-medible de R? y E,, es la seccién de todos
los puntos de F que tienen primera coordenada igual a z. Sin embargo,
debemos considerar que la medida producto de H® y H* no es igual a H*?
(y no tiene porque ser una medida de Hausdorff). Una pregunta posible es
ver si al menos ocurre que H*Vt(A x B) = cH*(A)H!(B), para una con-
stante c. La respuesta es negativa: podemos encontrar conjuntos A y B con
dimensién de Hausdorff 0 tales que H*(A x B) > 0 [?]. No obstante la
desigualdad H*T*(A x B) > cH*(A)H!(B) es valida, como se muestra a
continuacion.

Teorema 2 Sea E C R™, A CR. Supongamos que existe ¢ > 0 tal que
HY(E,)>c VreA

(donde E, = {(x2,...,x,) € R""1: (2,29, ...,7,) € E} ). Entonces
H*T(E) > bcH*®(A)

donde b > 0 es una constante que solo depende de s y t.

Figura 2: Caso en R2.
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Demostracion:

Denotemos por proyS al conjunto {z € R : (z,xa,...,x,) € S}. Debido
al Teorema 9, es suficiente mostrar el resultado para M" en lugar de H",
parar =t,s,s+t.

Sea 0 > 0. Sea {S;}iey una y/n d-cubierta de cubos binarios de E. Para

cada x € A,
1
E, CJ(Si)e v didm((Si).) = 7 diam(S;) < \/jﬁ‘s -9,
entonces:

ME(E,) > dem[(si)zr.

g

Definamos A5 = {x € A: M4(E,) > c}. Por lo anterior, para z € As:

A

M;(Es)
> didm {(Si)z]t

= Z didgm [(Sz)z]t (si @ ¢ proyS; = (Si)z = 0)

{i:z€proyS;}

_ 3 [didm(Si)%r

{i:z€proyS;}

1 >
Nk Z diam(S;)",
{i:x€proyS;}

C

IN

y por lo tanto
ST diam(S)' > va'e Va € As
{i:xze€proyS;}
Por otro lado:
> diam(S;)t =Y didm(S;) didm(S;)°
i€N ieN

Vvn® Z diam(S;) diagm(proyS;)*.
€N
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Si llamamos I; a proyS;, y a; a diam(S;)t, debido a la desigualdad
obtenida para puntos en Ay, se cumplen las hipdtesis del Lema 6 y tenemos
que:

3 didm(S)*H = v/n® [Zdidm(Si)tdidm(proySi)s} > /nt (V') Mi(As).
ieN ieN
Por lo tanto Z diam(S;)* Tt > (v/n)*Tte M§(As)
ieN
Como {S;}ien era una /nd-cubierta arbitraria de E, tenemos que:

ME(E) > MEH(E) > be M (As), 1)
con b= (y/n)**t.

Sea p > 0. Si escogemos § < g, A, C A5 y debido a (2):

beM3(A,) < beM3(As) < MPHH(E),
entonces be M5(4,) < MTHE) V§<o.

Haciendo § tender a 0,
be M(A,) > MPTHE) Vo> 0.
Como por hipétesis M*(E,) > ¢ para toda z € A, A, — A cuando g — 0.

Notemos que la sucesién {A1 },en es creciente. Entonces, por el teorema de
. . . n
continuidad de la medida:

=08t 1)t M) <

Por lo tanto M5t (E) > be M*(A)
y HTHE) > bc H*(A).
|

El siguiente corolario es precisamente el resultado que requeriremos para
mostrar (en el siguiente capitulo) que para cualquier ntimero real d € (0,n),
existen tres subconjuntos de R” con dimensién d; uno con d-medida igual a
0, otro con d-medida mayor que 0 y menor que infinito, y un iltimo con d-
medida igual a infinito. El corolario se utiliza para generalizar la proposicién
que muestra que lo anterior es cierto para n = 1, utilizando relaciones entre
la d-medida de un conjunto A C R y la nd-medida de A™ =[], A (el
producto cartesiano de A, n veces).
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Corolario 1 Sean A C R", B C R, s,t > 0. Entonces H*T*(A x B) >
H(A)VH*(B).

Demostracion:

Sea E = A x B. Como E, = B para todo z € A, entonces H'(E,) =
HY(B) para todo x € A. Supongamos que H'(B) > 0 (de otro modo
la desigualdad se cumple trivialmente). Sea 0 < ¢ < H'(B). Entonces
HY(E,) > HYB) — € para todo # € A. Aplicando el teorema anterior
tenemos que:

HVY(E)

Y

b(H'(B) —¢) H*(A)
bH'(B)H®(A) — b H*(A) Y0 <e< H'(B)
H*"(E) > b HY(B) H*(A).

A partir de este corolario, se sigue la relacién para las dimensiones de
Ax By A, B:

Corolario 2 Sean A CR"™, B C R. Entonces dim(Ax B) > dimA+dimB.

Demostracion:

Supongamos que dim(A x B) < dimA + dimB. Entonces existe € > 0
tal que dim(A x B) < dimA+dimB —¢. Sea s = dimA—§,t = dimB — 5.
Aplicando el corolario anterior tenemos que:

0= HdimAerimes(AxB) > bHdimAfg(A) Hdimeg(B) _ b(OO)(OO) = 50
lo cual es un absurdo. Por lo tanto dim(A x B) > dimA + dimB.

Una tultima conclusién a partir de este corolario, es que para cualquier
conjunto A C Ry n € N, ocurre que dim(A™) > ndim(A) donde A™ C R"
denota al conjunto A x ... x A (el producto cartesiano de A, n veces).



“A6” — 2007/5/17 — 3:35 — page — #1

EJEMPLOS DE DIMENSIONES DE CONJUNTOS.

En este capitulo se ahondara sobre el concepto de dimensién de un con-
junto definido en el Capitulo 2. La primera parte consiste en mostrar que,
para cualquier nimero s en el intervalo (0,1), existe un subconjunto de R
homeomorfo al conjunto de Cantor, con dimensién de Hausdorff s y medida
H? mayor que 0 y menor que infinito. Para demostrarlo haremos uso de un
sencillo resultado pero de amplia aplicacién, conocido como el Principio de
Distribucion de Masa.

Después, utilizando un resultado final del capitulo 3, demostraremos
que, para cualquier s € (0,n), existen tres subconjuntos A, B,C' C R™ con
dimensién s, tales que H*(A) =0, H*(B) =00y 0 < H*(C) < oo.

Este teorema es ilustrativo porque muestra que para cualquier dimension
s no entera, existe un conjunto A que con la s-medida de Hausdorff puede
ser medido “adecuadamente” | pues su s-medida es mayor que 0 y menor que
oo; a diferencia de la medida de Lebesgue [s] que es igual a co y la medida
de Lebesgue [s] + 1 que es igual a 0 (debido al Teorema 8 del Capitulo
2). Entonces, las s-medidas miden con mayor precisién a los borelianos
que las medidas de Lebesgue. Sin embargo, no son suficientemente precisas
para asegurar que para cualquier subconjunto medible de R™ existe una
s-medida que realice una ponderacién exitosa (distinta de 0 y de infinito)
pues existen B y C' conjuntos con dimension s, con s-medida 0 e infinito
respectivamente; lo que es una medicién mala, similar a la que realizan las
medidas de Lebesgue [s] y [s] + 1.

Definicién 1 Una distribucion de masa en un conjunto compacto E C R™
es una medida exterior u tal que

1. 0< p®RY) < .
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2. sop(u) = E, donde sop(p), el soporte de p, denota al menor cerrado
A tal que p(R™\ A) = 0.
Enunciamos a continuacién el Principio de distribucién de masa.

Lema 1 Sea pu una distribucion de masa en E C R™. Si para s > 0 existen
¢, § > 0 tales que:

w(U) < ediagm(U)* YU CR" con diagm(U) < ¢,
entonces

w(E)

> 0.

H*(E) >
Nota: De aqui se concluye que dim E > s.

Demostracién:

Sea d§; < 0. Sea {U; }ien una d1-cubierta de E. Debido a la hipétesis:

3 diam(U)* =Y ”(g”) > %u( U U)

ieN 1€N €N

Pero {U;}ien es una cubierta de E, por lo que p({U;cn Us) > u(E). Asf,

> diam(U;)* > WE) o,

. C
1€EN

Como la desigualdad se cumple para cualquier §; cubierta, se cumple para

el infimo de los valores, por lo que H§ (E) > B - g para cualquier §; < 4.

c

Por lo tanto H*(E) > @ > 0. Como H?*(E) > 0, dim(FE) > s.
|

El lema anterior es ttil para el cdlculo de medidas de Hausdorff pues
provee la desigualdad que es dificil de calcular directamente: H*(A) > ¢,
para un conjunto A C R™ y ¢ > 0. Se mostrard a continuacién una apli-
cacién de este lema.

Para cada a € (O,%) definamos el siguiente conjunto C* C R: sea
C¢ =[0,1], C¢ = [0,a]U[1—a, 1], C§ = [0,a?]U[a—a?, a]U[l—a,1—a+a?]U
[1 —a?,1], y asf sucesivamente. Se define C* = (>, C%. Este conjunto es
homeomorfo al clasico conjunto de Cantor; la diferencia es que los intervalos
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en la construccion del conjunto tienen diferente proporcién con respecto a
su complemento en el [0, 1]. Cuando a = %, C“ es el conjunto de Cantor.

Calculemos su dimensién de Hausdorff. Definamos s = —fzgz > 0. La
desigualdad H*(C*) < 1 se prueba a continuacién:

Sea d > 0. Entonces existe n € N tal que a™ < §. Llamemos {I}}?", a
los intervalos que conforman C%. Entonces {I},} es una d-cubierta de C* y

2’VL 2’7L

> digm(I)* = (a")* =2"(a")* = 1.

i=1 1=1
La tdltima igualdad se debe a los siguientes calculos:

1 1 1

alos(d) — (elog(a))zog%) — (elog(a))m —e !
nlog(2)

= (an)s — a,log(%) — (alog(%))nlog(Z) _ (efl)nlog(Q) — efnlog(Q) — 6log(2_") —9n

Por lo tanto, existe {I%} una §-cubierta tal que:

on

> diam(I})° =1,
=1

De lo que se sigue que H§(C®) < 1 para toda ¢ > 0, por lo cual H*(C*) < 1.

La desigualdad en el sentido contrario se probara construyendo una dis-
tribucién de masa sobre el conjunto C* que cumpla con las hipétesis del
Principio de distribuciéon de masa.

Se define primero una premedida 7 de la siguiente manera: 7((C?%)¢) =
7(0) = 0, y para cada intervalo i en el n-ésimo paso de construccién I:

) . ; _log(2)
7(I}) = diam(1})° = (a™) testa)

Llamemos F a la familia de conjuntos en donde esta definida 7.

A partir de la medida primitiva 7 se define la medida exterior p:

(A) = inf{ S r(A):AC| A 4 € }'}.

i
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Para cualquier conjunto A C R, {(C%)¢,C§} es una cubierta, por lo que
1 esta bien definida. Debido a la construccién de C*, C'® es un conjun-
to compacto. También es claro que el soporte de p es precisamente C?,
pues la definicién de 7 permite refinamientos sucesivos de cualquier cubier-
ta dada, para cualquier conjunto que intersecta al complemento de C%. Y
0 < pR)=1<oo0.

Basta verificar que p satisface la condicién de desigualdad del lema. Sea
U C R tal que diam(U) < a?(1 — 2a).

Sea k € N tal que a**1(1 — 2a) < diam(U) < a*(1 — 2a) (existe debido
a que diam(U) < a?(1—2a) ). Como U es tal que diam(U) < a*(1—2a), U
intersecta a lo mds a un intervalo I;° , pues los huecos en el (k + 1)-ésimo
paso de construccién de C® miden por lo menos a*(1 — 2a).

Entonces:

pU) < plie)
= diam(I%)*
— (ak+1)s
1 k+1 s
= 1-2
2y (=20
1
< ———diagm(U)*
< G sar iam(U)
lo que muestra que la distribucién de masa p cumple las hipdtesis del lema
y por lo tanto H*(C*) > 0. Combinando esta conclusién con la desigualdad
H3(C*) <1, se sigue que 0 < H*(C?) < oo y por lo tanto dim C* = s.

|
Lo anterior muestra que en particular, la dimensién del conjunto de Can-
_ log2 ‘ .
tores s = o5y ademds que su s-medida es mayor que 0 y menor que oc.

De hecho, su s-medida es igual a 1 [Fa].

La construccién de la distribucion de masa en la demostracién anterior,
puede ser utilizada en distintas situaciones. Notemos que en ningin mo-
mento se utilizé la geometria especifica del conjunto; puede contruirse una
distribucién de masa andloga para un conjunto que sea la interseccién de
iteraciones en donde en cada iteracién se define a un nuevo conjunto como
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la unién de subconjuntos conexos del conjunto anterior, pero no conexos
entre ellos.

Antes de demostrar una relacién entre la s-medida de Hausdorff de un
conjunto A C R y la ns-medida de A™ (donde A™ denota al producto carte-
siano [, A), demostraremos un lema que utilizaremos en la demostracion.

Lema 2 Sean {a;}"_;, una sucesidn finita de nimeros positivos y 0 < r < 1.

=1
FEntonces:
n n
T
(g ai) < E ar .
1 1
Demostracion:

La demostracion se hara por induccién sobre n. Primero mostraremos el
caso n = 2. Sean a,b > 0. Sin pérdida de generalidad, supongamos a < b.
Definamos =z = g. Entonces z > 1 y se tiene:
a+b)" _a"+0b"

(atb) _a'+

(a+b)" <a"+0b"
a” a”

b\" b\"
— <1+7) §1+(—)

a a
— (1+4+2)" <1+z".

Definamos a la funcién f(z) = 2". Entonces f'(x) = ra" "1, y por el teorema
del valor medio existe ¢ € (z,z + 1) tal que

fl@+1) = f(2) = f'(¥).

Y entonces
T T

f($+1)_f($):f/(¢):F§ESTﬁl

donde la primera desigualdad se debeaque 1l <z <y y0<1—r <1, por
lo que ¥~ < 4.

Por lo tanto (z +1)" < 1+ 2" y entonces (a + b)" < a” 4+ b" para toda
a,b > 0,0 <r <1, lo que prueba la desigualdad para el caso n = 2.

Supongamos ahora que la desigualdad es cierta para n = k — 1. Se
mostrard que también lo es para n = k. Tenemos:

k—1

(iai)r = (kz::laﬂran)r < (zl:ai)T+a2
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aplicando la desigualdad para dos sumandos, tomando a = Zlffl a; y b=
an. Por la hipétesis inductiva:

k-1 k—1

k
(Zai>r+a2§2af+a222af.
1 1

1

k k
Por lo tanto (Z az) Z ,
1 1

y se concluye (Zai> SZa; VneN.
1

1

Teorema 1 Sea A C R. Definamos A™ = [[;_, A denotando al producto
cartesiano de A, n veces. Sea 0 < s < 1. Entonces

1. Si H°(A) =0 entonces H™(A™) = 0.

2. SiH?(A) < oo entonces H"(A™) < 0.

3. Si H°(A) > 0 entonces H™(A™) >

4. Si H°(A) = 0o entonces H"(A™) = oo.
Demostracion:

1) Si H*(A) =0 entonces H™(A™) = 0.
Supongamos que H™*(A™) > 0; demostraremos que H*(A) > 0.

Sabemos que H™*(A™) = k > 0. Entonces existe € > 0 tal que para toda
6 <e,
H§?(A™) > ¢> 0.

Lo anterior se debe a que H™(A™) es el limite cuando J tiende a 0 de
Hp*(A™), por lo que existe una vecindad en donde todos los valores son
mayores que una constante mayor que 0 (pues el limite es k£ > 0).

Sea § < M . Sea {A;}ien una d-cubierta de A. Definamos B;,, . ;, =
A XX AL
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Sea x € A". Entonces z = (z1,...
{1,...,n}. Como {A;}ien es cubierta de A, existen 4;,..., A
zy; € Ay, Vj € {1,..,n}. Por lo tanto » € A;; x ...
como ademas:

n
.-’ .7 6
diém(By, . ;) < Zdzam(Aij) <nd < nH =&
Jj=1
se concluye que {B;, .. ;. } es una e-cubierta de A™.
Por otro lado:
- 1
diam(B;,....;.) < Z didm(A;,) <nd <n— =1
Jj=1
COIHO dzdm(Blhﬂn) S 1 Vil, ...,in7
n
diam(B;,,.;,)" < didm(B;,._i,) < Y didm(A;) iy, ...
j=1
entonces

diém(Bi,.. ;)" < (Zdidm(AijD Vit in.
j=1
Debido al Lema 8,

n
diam(Bi,...i,)"* < _ didm(A;))* iy, ..., in.
=1
Sumando sobre todos los términos obtenemos:

> diam(Bi,..,)" <> zn:didm(Aij)s

..... in J=1

- Z Z diam(A;,)* = n Z didm(A;)°.

Por lo tanto Z didm(B;, ...i,)"° < nZdidm(Ai)S.

L15ee0yin

— H#T

i’!‘L

X A, =By, i, ¥

,Z,) donde z; € A para toda i €

tales que
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Y asi:

0<c<HMAM) < Y diam(Bi,..i,)" <n_ didm(A;)*.
i1yeenyin i

min(e,1)

~==* para cualquier d-cubierta { A4; }sen

Hemos probado que para toda § <
de A,

> didm(A)* > = > 0.

ieN
Como ocurre para cualquier d-cubierta, el infimo de las sumas de las §-
cubiertas también lo cumple:

{ 1
HiA) > S0 ve< MGl
n n
lo que implica H*(A) = (%I,H(I)H(‘;S(A)ZE>O
- n

y por tanto H*(A) > 0.

2) Si H?(A) < oo entonces H™(A™) < 0.

Por hipétesis existe ¢ > 0 tal que HJ(A) < ¢ < oo para toda § > 0. Sea
0 < % Por ello, existe una % -cubierta {A;};cn tal que:

Z diam(A;)° < c.
€N

= A;, X ... x A;, . De la misma manera que en el punto

Como ),y diam(A;)* < c, entonces:

Z diém(By, .. i)™ < nc.

11yeeesln

Por lo tanto, para toda ¢ < %, existe {B;, ..., } 0-cubierta de A™ tal que:
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Por lo tanto

(A™) =1in {Zdzam )" AT C UC“ diagm(C;) < d} < nc

para toda § < min (}L,s)
Se concluye que H™(A™) = lims_o HJ*(A™) < nc.
3) Si H%(A) > 0 entonces H™*(A™) > 0
Se sigue inmediatamente a partir del Corolario 4 del Capitulo 3.
4) Si H*(A) = oo entonces H™*(A™) = co.
También se sigue inmediatamente del Corolario 4 del Capitulo 3.

La relacién encontrada en el teorema anterior, nos provee de una manera
sencilla para encontrar conjuntos con una dimensién determinada a través
del producto cartesiano de conjuntos en R de los cuales conocemos su di-
mension. El siguiente teorema utiliza los conjuntos homeomorfos a Cantor,
analizados previamente en este capitulo.

Teorema 2 Sead € (0,n). Entonces existen A, B,C C R" tales que dim A =
dimB=dimC=dy

0 < HYA) < . (1)
HYB) = o (2)
gy = o 3)

Demostracion:

(1) Sea s = % Sea a = 27 5. Como s € (0,1) tenemos que 1 € (1,00),

lo que implica 25 > 2, por lo que 0 < a < % Por lo tanto podemos aso-
ciarle un conjunto C'* homeomorfo a Cantor como los construidos en la
in2

.z . _1 .
seccion anterior. Como a = 27+, entonces s = 7"1. Por lo tanto el conjunto

C*® tiene dimensién s y 0 < H*(C*) < co. Definamos al conjunto A como
A =TJ"_, C*. Debido al Teorema 11, se concluye que dim A = ns = n% =d
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y ademds que 0 < H(A) < oo.

(2) Se mantiene la notacién de s y a utilizada en (1). Sea B* = (J;2, C¢,
donde C¢ ; denota al conjunto C* trasladado 7 unidades a la derecha. Note-
mos que:

H*(BY)=H*({JCt)) =) H(CY)).
i=0 i=0
Sabemos (por el Corolario 1) que H*® es invariante bajo traslaciones, asf

o
H*(B*) =) H*(C") = o,
i=0
debido a que H*(C®) > 0. Definamos B como B = [[_, B*. Utilizando el
Teorema 11 se concluye que dim B = d y ademas que H%(B) = ooc.

(3) Se mantiene la notacién de s y a. Definamos la sucesién {si =

_ L
143

dim C% = s;. Definamos ahora C* = J;=, C’;. Debido a la Observacién 3,

o0
s } . De manera andloga a (1), para cada i € N, definamos a; tal que
i=0

dim C* = dim ( U Cil) = sup{dim C{';} = sup{s;} = s.
i—0 €N IS

Por otro lado:

H(CF) = H( U Cf;g) =S )= 0=0
i=0 i=0 i=0
donde la pentiltima igualdad se debe a que dim CY}; = 5, = 5 — 1%” < s.

Definamos C = [[;_, C*. Del Teorema 11 se sigue que dimC = d y que
HYCO) =0.

El Teorema 11 nos muestra cémo la s-medida de Hausdorff tiene mayor
eficacia que la medida de Lebesgue para medir conjuntos con dimensién
no entera s. Sin embargo, existen conjuntos con dimensién s en donde la s-
medida de Hausdorff es inadecuada para medirlos. En el siguiente capitulo se
mostrara que la dimension de Hausdorff de las trayectorias del Movimiento
Browniano es 2 y que su 2-medida es 0, casi seguramente; es decir, que las
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trayectorias del Movimiento Browniano son conjuntos que no pueden ser
medidos adecuadamente por las s-medidas. La solucién propuesta para este
tipo de conjuntos, es utilizar otra medida de Hausdorff " asociada a una
funcién h diferente a z°. Sin embargo, encontrar la funcién h requerida y
hacer los cédlculos correspondientes puede ser una labor dificil.
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En este capitulo se calculan la dimensién de Hausdorff y la medida 2-
dimensional de las trayectorias del Movimiento Browniano.

Para comenzar, se presenta la definicién del Movimiento Browniano y
algunas propiedades que se utilizaran en el capitulo. Citaremos las fuentes
en donde se hacen los desarrollos necesarios del Movimiento Browniano, in-
tentando dar una idea intuitiva de lo que sucede.

Para calcular la dimension de las trayectorias brownianas, se requiere
de un concepto de la Teoria del Potencial conocido como la capacidad de
un conjunto. Por ello se incluye una introduccién a la teoria del potencial
y después se examina la relacién entre la capacidad de un conjunto y su
dimensién. Esto permitird demostrar que la s-medida de Hausdorff de las
trayectorias Brownianas es igual a infinito para toda s < 2, casi segura-
mente.

Finalmente, se formaliza la prueba de [Le] de que las trayectorias del
Movimiento Browniano plano tienen 2-medida igual a 0, casi seguramente.
Este resultado, aunado a que la s-medida de las trayectorias brownianas es
igual a infinito para toda s < 2, nos permitira concluir que la dimensién de
las trayectorias brownianas planas es igual 2, casi seguramente. Este hecho
es sorprendente, pues a diferencia de las curvas diferenciables (que tienen
dimensién 0,[Fa], ejercicio 8.2) las trayectorias del Movimiento Browniano,
tienen dimension 2, tal como una figura plana. Sin embargo, su 2-medida es
igual a 0, es decir, que son trayectorias con area igual a 0.

Empecemos con la definicién de un proceso estocastico.
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Sea R™ con la o-dlgebra de los borelianos y (Q,F,P) un espacio de
probabilidad. Un proceso estocéstico {X (¢),t > 0} es una funcién (¢,w) —
Xi(w) para t > 0, w € Q; con valores en R"™, tal que para cada t > 0, X;(+)
es una funcién medible de €2 en R™. Usualmente se asocia a la variable ¢ con
el tiempo. Lo siguiente es la definicién del Movimiento Browniano.

Definicién 1 Sea un proceso estocdstico { B(t), t > 0}. Decimos que { B(t),
t > 0} es un Movimiento Browniano si cumple:

= B(0) =0.

= {B(t),t > 0} tiene incrementos independientes, es decir si ty < t1 <
... < ln, entonces Bto), B(t1) — B(to), ..., B(tn) — B(tn—1) son vari-
ables aleatorias independientes.

= B(t+ s) — B(s) tiene distribucion gaussiana con media 0 y varianza
o?tI (donde I es la matriz identidad) para toda t >0 y s > 0.

= B(t) tiene trayectorias continuas, casi sequramente.

Si en el tercer punto de la definicién anterior, o = 1, llamamos al proceso
Movimiento Browniano estandar.

Para la verificaciéon de que existe un proceso estocastico como el que
definimos arriba, se refiere al lector a [Dur], capitulo 7, teorema 1.3. Otra
observacion es que el ultimo punto de la definicién no es necesario pues
el Teorema de Wiener [Dud] (capitulo 12, teorema 12.1.5) asegura que un
proceso estocastico que cumple los puntos anteriores es continuo, casi segu-
ramente.

El siguiente lema presenta la Propiedad de escalamiento del Movimien-
to Browniano. Esta propiedad, intuitivamente, es que la trayectoria de un
Movimiento Browniano hasta un tiempo T' > 0, tiene las mismas propiedades
estocasticas que la trayectoria hasta el tiempo 1, multiplicada por un factor
que depende de T (en el sentido de multiplicar un escalar por un conjunto).
Esto quiere decir que las trayectorias del Movimiento Browniano cortadas
a diferentes tiempos son iguales estocasticamente excepto por un factor de
escalamiento.

Lema 1 (Propiedad de escalamiento) Sea a > 0 y {B(t), t > 0} un
Movimiento Browniano. Entonces el proceso B,(t) = {y/aB(%), t > 0} es
también un Movimiento Browniano.
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Demostracion:

Notemos que debido a que {B(¢),t > 0} es continuo y tiene incremen-
tos independientes, {B,(t) > 0} también es continuo y tiene incrementos
independientes. Debido a que B(t + s) — B(t) tiene distribucién gaussiana
para toda t > 0, /a [B(L + £) — B(%)] = Ba(t + s) — Ba(s) también tiene
distribucién gaussiana.

Por otro lado,

E(By(t + 5) — Ba(s)) = E(ﬁ3<t+s>’ﬁ3(§))

a

- vas(o(t ) o(1)

Denotemos por Var(X) a la varianza de la variable aleatoria X. Entonces

Var(By(t +5) — By(s)) = VC”’(\/E[BG T 2) B B(E)])

a

- sva(n(t+2)-a()
_ a[az(é)l]

= o%tl.
Lo anterior demuestra que {B,(t), t > 0} es un Movimiento Browniano.
|
Otra propiedad del Movimiento Browniano es el Principio de Reflexién.

Teorema 1 (Principio de Reflexién) Sea {B(t),t > 0} un Movimiento
Browniano. Definamos

M (t) = sup{B(s);0 < s <t}

como el proceso que sigue al mdximo del Movimiento Browniano hasta el
valor t. Sea m > 0, definamos

T, =inf{s >0:B(s) =m}
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como el tiempo de primer “arribo”del Movimiento Browniano al valor m.
Entonces,

Trataremos de dar una intuicién de qué es lo que sucede. Definamos otro
proceso estocdstico {R(s),s > 0} de la siguiente manera:

| B(s), para s < Tp,,
R(s) = { 2m — B(s) para s > Tp,.

El proceso {R(s),s > 0} puede ser visto graficamente como la reflexién de
la trayectoria del Movimiento Browniano {B(t),t > 0}, después del tiempo
T, con eje de reflexion en la recta horizontal y = m (antes coincide con
el Movimiento Browniano). Se puede notar que R(t) < m cuando B(t) > m.

La afirmacion del principio de reflexién es que la trayectoria original
v la reflejada son iguales en distribucion, siguiendo la intuiciéon dada por
la simetria de la distribuciéon normal. Para ello, se utiliza la propiedad de
Markov Fuerte, que asegura que el tiempo T, tiene propiedades de medi-
bilidad deseables, y que el proceso

B*(t) = B(Ty, +t) — B(To)

es un Movimiento Browniano independiente de B(s), para s < T},. Ademas,
observa que la reflexién es una transformacion biyectiva, y por lo tanto

P(T,, > t,B(t) > m) =P(T,, > t, B(t) <m). (2)
Los desarrollos necesarios para demostrarlo se pueden consultar en [?].

La siguiente observacién nos permite hallar la distribucién de T, de
manera simple. Notemos que el evento {B(t) > m} estd contenido en el
evento {71}, < t}. Asi,

P(T,, < t,B(t) > m) = P(B(t) > m). (3)
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Entonces, podemos escribir
P(T, <t) = P, <t;B(t) >m)+P(T, <t B(t) <m)
= 2P(T,, <t,B(t) > m), debido a (7)
= 21?’( ( ) ), por (8)

= , por simetria de la distribucién normal

[l

lo que demuestra la segunda igualdad.

Para demostrar la primera igualdad, notemos que T}, >t si y sélo si el
proceso maximo en t ha alcanzado ya el valor m y entonces T}, > ¢ si y sélo
si M(t) > m. Se sigue la igualdad de conjuntos {M(t) > m} = {T,, <t} y
por lo tanto la primera igualdad.

Para calcular la dimensién de las trayectorias del Movimiento Brown-
iano, en nuestro contexto, requeriremos la capacidad de un conjunto. Las
s-capacidades de un conjunto no coinciden con las s-medidas del conjunto
pero guardan una estrecha relacién; la dimensién de un conjunto se expresa
a través de las s-capacidades del conjunto. Debido a que forman parte de
la teoria de potencial, examinaremos algunos propiedades de esta teoria en
busca de esa relacion.

Revisemos las definiciones de la teoria del potencial.

En este capitulo cuando hablemos de una distribucién de masa, nos
referiremos a la medida boreliana que se obtiene al aplicar el Teorema de
Carathéodory (Teorema 2) a una distribucién de masa, que es una medida
exterior distinta de 0, finita y con soporte compacto(Capitulo 4).

Definicién 2 FEl t-potencial en el punto x € R™ debido a la distribucion de

masa [ se define como
d
By(x) = / u(y)t_
re |7 — Yl

Definicién 3 La t-energia de u estd dada por

It(”):/n /n/n I:v—ylt
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Definiciéon 4 Si E C R" es compacto, se define la t-capacidad de E, de-
notada por C¢(E), como

Ci(E) :Sﬁp{.hg;L)'SOp“:E’ w(E) = 1}7

con la convencion de que é =0.
Definiciéon 5 Sea E C R". La t-capacidad de E se define como
Ci(E) =sup{C(F)| F es compacto, F C E}.

Antes de examinar a la capacidad de un conjunto observemos dos resul-
tados preliminares de andlisis real que utilizaremos.

Lema 2 Sea L", definido como sigue:

o {f: f es p— medible, [|f|"dp < oo} si0d<r<oo
" Af: f es p— medible, f es acotadap-casi dondequiera }  si r = oo.

Sip(X) <ooy0<p<g<oo, entonces LI(p) C LP(p).
Demostracion:
Sig= o0,
||f|\§:/|f|p < Hfllﬁo/li 1B (X))
y entonces ||f||, < ||fllsc p(X)'/7.

Si g < 0o, usamos la desigualdad de Holder con g y ﬁ y tenemos:

17l = [ 171 < NP, = 171 0O
|

El teorema siguiente es una consecuencia del teorema de Radon-Nykodym:
utiliza hipétesis més fuertes y tiene resultados mas débiles. Sin embargo, se
demostrara aqui directamente.
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Teorema 2 Sean (X, M, u) y (X, M,v) espacios de medida tales que

y(E):/Efdu VE € M

para alguna f no negativa y p-medible. Sea g no negativa y v-integrable.
Entonces gf es no negativa, p-integrable, y:

/Egduz/ngdu VE € M. (4)

Demostracion:

Sea E € M. Supongamos primero que g = x4, para algin A € M.
Entonces

/gfdu:/XAfdu: fdu=v(ENA)
B B ENA

:/XEmAdV:/XAdV:/ng>
E E

Si g es una funcién simple, debido a la linealidad de la integral, tam-
bién se cumple (9) y g es p-integrable. Sea g no negativa y v-integrable.
Entonces existe una sucesién no decreciente de funciones simples {¢y, }nen
que converge a g. Debido al teorema de convergencia monétona,

lo que prueba (9).

/ gdv = lim wn dv,
E

n—oo E

y como para funciones simples se cumple (9),
/ gdv = lim wnf dp.
E n—oo E

Notemos que {@,, f }nen €s una sucesién no decreciente de funciones no neg-
ativas que converge a ¢gf. Entonces, usando nuevamente el teorema de con-

vergencia mondtona,
/ gdv = / gf du,
E E

que era lo que queriamos demostrar.
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Notemos que C(E) > 0 si y sélo si existe p distribucién de masa, con
soporte contenido en F tal que I;(11) < 0o, debido a la definicién.

A continuacién, se muestra una propiedad simple de la capacidad de un
conjunto. Se incluye aqui por ser de amplia aplicacion.

Lema 3 Sea E C R". Si C,(E) =0 entonces Cs(E) =0 V s> t.

Demostracién:

Supongamos C¢(E) = 0. Entonces para cualquier u tal que sopu = FE'y
u(E) =1, ocurre que I;(p) = oo. Debido al Lema 10, I5(u) = 00, Vs >ty
entonces Cs(E) =0, Vs > 1.

Enseguida, se muestran dos lemas técnicos, necesarios para la demostracién
del teorema que relaciona a la dimensién de un conjunto con su capacidad.

Lema 4 Sea E compacto, E C R™, tal que H*(E) < oo. Sea p una dis-
tribucion de masa con soporte E, y sea

F—{er:h'm“(B’”(x))—()}.

r—0 rs
Entonces u(F) = 0.

Demostracién:

Sean a, p > 0 fijas y sea
B,
F:{mGE : L rs(x)) <« V?“SQ}.

Sea {Ui};cn una d-cubierta cualquier de F', con § < p. Entonces, suponiendo
que cada U; contiene un punto de F, existen bolas {B;},.y con centro en
un punto en F' tales que

dzdm(Bl) S 2dzdm(Ul) S 2Q

y con U; C B;, para cada i. Tenemos que {B;};en cubre a F, por lo que

w(F) < p( U Bi) <Y (B, (5)

1€EN €N
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Como M#w < o,y B; es una bola centrada en F,
w(Bi)
Giam(B) s ~ @
(=)
es decir,

w(B;) < adidm(B;)%27°.
Asi, debido a (10),
u(F) < 275a2dic’tm(3i)s,
ieN
y como
diam(B;
W B < gidm (v,

se sigue que
p(F) <) diam(U;)*.
ieN
Como {U;},cy era una d-cubierta arbitraria, u(F) < aHF(F), por lo
que p(F) < aH*(F). Como aH*(F) < aH*(FE) y «a puede ser escogida
arbitrariamente pequefia al igual que g, se concluye que u(F) = 0.

El siguiente lema se presenta sin demostracion. La prueba se puede con-
sultar en [Fa] (capitulo 5, teorema 5.6).

Lema 5 Sea E un boreliano de R™ con H*(E) > 0. Entonces existe un
conjunto compacto F C E tal que H*(F) >0 y

H*(B.(X)NF)<br® VYxeR"r<l1,
para alguna constante b.

El siguiente teorema es el que relaciona estrechamente a la dimensién
de un conjunto con su capacidad; la dimensiéon de un conjunto E se puede
expresar como dim E = sup,{Cy(E) > 0}, como corolario del teorema.

Teorema 3 Sea E C R" boreliano.
a) Si C(E) =0, entonces H*(E) =0, Vs > t.
b) Si H*(E) < 0o entonces C5(E) = 0.
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Demostracion:

(a) Supongamos que E es un boreliano con H*(E) > 0. Demostraremos
que Cy(E) > 0 con t < s, encontrando una distribucién de masa con soporte
compacto contenido en E tal que I;(p) < oo. Debido al Lema 13, existe un
compacto F' C E, con 0 < H*(F) < oo y tal que:

H? (B (z)NF)<br* (zeR" r<l)

para alguna constante b.

Sea = H®xp. Por la definiciéon de s-medida, p es una distribucién de
masa con soporte F.

Sea x € R™ y llamemos m(r) a u(B,(x)). Entonces,

By(z) = duly) / du(y) . /| du(y)

S =yt g e =yt Sy e =yl

Sea r = |z — y|. Como m(r) < br®, cuando r < 1, tenemos

/| duly) _ / (B (@) _ / dm(r). “

z—y|<1 |I7y|t rt r

Por otro lado, si tenemos que |z — y| > 1 entonces ﬁ <1y asi

/| Wy rn (7)

z—y|>1 |:L' - y|t

De (11) y (12) se sigue que ®;(x) < fol dn;t(r) + 1(R™). Entonces integrando
por partes se tiene:

®y(x) < /0 dﬂ;t(r) +uRY) = [rTm()], + /O tr=Fm(r)dr + p(R")

= m(1) —m(0) + tAl =D m(r)dr + p(R™).

Y como m(0) <b-0°=0, m(1l) <b-1°=by m(r) < br®, entonces
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1 sft 1
Dy(z) < b—|—/ P b dr + p(R™) = b+tb{ J p(R™)
0 0

S
( ) *(®" N F)

= b1+ — H*(F
<+s—t>+ (F) < oo,

pues F' es compacto y por lo tanto ®;(z) es acotada uniformemente. Como
resultado I;(p) < [edu(z) = ¢ [ du(z) = ¢ p(R™) < o0, lo que prueba (a).

(b) Sea E C R™ tal que H*(E) < oo. Sea p distribucién de masa con
soporte en E. Se mostrard que I;(u) = co. Definamos el siguiente conjunto:

Eoz{er;m“(i@>o}.

r—0

Sea x € Ey. Entonces, por definicion de Ejy, existe una sucesién {ri}ieN

decreciente a 0 tal que “(BT% > ¢, para alguna € > 0; es decir u(B,,(z)) >

ery.
Si u({x}) > 0 entonces I;(u) = oo. Si u({x}) = 0 entonces, por con-
tinuidad de p, podemos construir {¢;} con 0 < ¢; < r; y tal que

S

Er
A;)) > —
M( l)_ 9’

donde A; = By, (x) \ By, (x). Asi, podemos encontrar una subsucesién tal
que 7341 < ¢; para toda 4, de tal forma que {A;},. sea disjunta. Entonces,
sixz € Ey,

O (x) = y|5 Z/A %arfrfs = Z% = 0.

yls -

Por el Lema 12, el boreliano Ey contiene p-casi todos los puntos de F, por
lo que pu(Ep) > 0e Iy(p) = [ Ps(x = oo. Por ser p una distribucién
de masa arbitraria, con soporte en E se Concluye que C4(F) = 0.
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Corolario 1 Sea E C R™. Entonces:
dim E = inf {C,(E) = 0} = sup{C{(F) > 0}.
t
Debido a que la dimensién de un conjunto F es el infimo de las ¢t > 0 tales

que H{(F) = 0, y al inciso (a) del Teorema 15, se sigue que la dimensién
también puede expresarse como

La proposicién contrapuesta del inciso (b) afirma que si Cs(E) > 0 entonces
H?*(F) = oo; combinando esto con el inciso (a) obtenemos otra expresion
de la dimensiéon de un conjunto en términos de sus t-capacidades:

dim E = sup{C(F) > 0}.
t

Las expresiones anteriores de la dimensiéon no garantizan que el valor de
la s-medida de un conjunto coincida con el valor de su s-capacidad. Ademas,
pueden existir valores s menores que la dimensién de un conjunto con s-
capacidad del conjunto menor que infinito.

Ahora podemos utilizar las herramientas de la teoria del potencial para
calcular la dimensién de las trayectorias del Movimiento Browniano. En este
capitulo, denotaremos a las trayectorias del Movimiento Browniano por X,
(la trayectoria asociada al elemento w). El siguiente teorema se debe a [Tal].

Teorema 4 Las trayectorias del Movimiento Browniano tienen dimension
de Hausdorff mayor o igual a 2, casi sequramente.

Demostracion:
Sea 1 < s < 2. Sean t,h > 0 fijos. Definamos
S(w) = |[Xu(t + h) — Xu (1),

entonces, debido a la definicién del Movimiento Browniano, tenemos que

n e a2
Plw: S(w) <p) =ch™ / " e 2R d.
0
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Calculemos el valor de la integral [, S(w) *dP. Por el Teorema 14,

/ S(w)=*dP / S(w)~*dP(S(w))
Q R+U{0}

2
— —n a1 ==z
:/ x7%ch= 2" te2h dx
RtuU{0}

—-n > 1 —a2
= ch>=2 " T e 2R dx
0

==
= Cth.

Sea u > 0. Entonces, debido al célculo anterior,

/ul_O /tiO /weﬂ IIXf(HtD)(ui);i;wd(z)lls - /u O/t O/u;efz [1Xu( t)jlitdﬁls
_ / / cldtdu < o,

Como las trayectorias del Movimiento Browniano son continuas, casi
seguramente son medibles; y por lo tanto,

1
1 X0 () = Xo (u)]|

es medible respecto a la medida producto en [0, 1] x [0, 1] x €, casi segura-
mente. Entonces, debido a la finitud de la integral anterior, y la medibilidad
de la funcién, podemos usar el teorema de Fubini y tenemos que

1 01
dt du
dP < oo,
/Q/O /0 [ Xo(t) — Xo(u)|]®

lo cual implica que

e dt du
/0/0 1 X, (1) — X (u)|]® <oo P-—cs. (8)

Definamos, para cada w en €1, a la medida p,, en R™, como

po(B) = Mt:0<t<1,X,(t) € E},

donde F es un boreliano cualquiera de R™ y A denota a la medida de
Lebesgue unidimensional. Como X, es una funcién continua, X (£)N|0, 1]
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resulta ser un boreliano en R. Claramente el soporte de u,, es la trayecto-
ria X, y ademds p,(X,) = 1. En conclusién, tenemos una distribucién de
masa i, con soporte en la trayectoria X, y medida de X, igual a 1.

Debido a (13), la s-energia de la medida p,, es finita (P — c.s.):

Lo = [ [ Bt

_ // AW D)
0 Jo l[Xu(u) = Xu()[]*

Por lo tanto, existe una medida p, con soporte en X, [0,1], y medida de
X,[0,1] igual a 1, con s-energia finita P — c.s., por lo cual la s-capacidad
de X,[0,1] es mayor que 0, P — ¢.s.. Debido al Corolario 5 se concluye que
la dimensién de X,,[0, 1] es mayor o igual que s, P — c.s., lo que demuestra
que dim X,[0,1] > 2, P — c.s..

Observacién 1 Sea A C R"™. Denotemos por \™ a la medida de Lebesque
en R™. Entonces
A (kA) = k"M (A).

Demostracion:

Debido a que la n-medida de Hausdorff coincide con la de medida de
Lebesgue en R™ (salvo por una constante) por el Teorema 8, tenemos que

AW (kA) = e, H"(kA) = ¢, K"H™(A) = k" A (A),
por el Corolario 2.

El siguiente teorema muestra que la 2-medida del Movimiento Browniano
en R? es 0. Para mostrar que la 2-medida del Movimiento Browniano en R
es 0, [Fa] utiliza algunos otros resultados de teoria del potencial que ya no
discutiremos aqui.

Teorema 5 Sea {X(t,w),t > 0} un Movimiento Browniano en R%. En-
tonces \?)(X,,) = 0 casi seqguramente.
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Demostracion:

Sean C; = {X,(t),t € [0,1] }, Co = {X,(t),t € [1,2] } y C = {X,(t),t €
[0,2] }. Sean m; = AP (C}), ma = AP (Ca) y m = AP(C). Llamemos X;
y Xo a las proyecciones de X (t) sobre el eje  y el eje y, que resultan ser
Movimientos Brownianos unidimensionales ( [Ka], capitulo 2, problema 5.2).

Cq, C3 y C son medibles, por lo que my, ms y ms lo son.

Mostremos que la funcién X, — A?) (X)) es una funcién continua. Sean
f,g € C[0,1] tales que:

£
||f_g”oo < 5

Denotemos por I'(f) a la gréfica de f. Entonces

POEE @) < [ (104 5) - (10 - 5) e

= £

debido a que la gréafica de g no puede estar més alla de las bandas de ra-
dio ¢ alrededor de la funcién f, y entonces el drea no puede ser mayor que
el area de la grafica de f mas el area entre las bandas. Entonces la fun-
cién X, — A (X,) es una funcién continua y por lo tanto la aplicacién
w = A?(X,,) es una funcién medible; es decir m; es una funcién medible.

Notemos que m; es integrable pues m; > 0. Sea a > 0. Para que ocurra
el evento {m; > 4a®} = {\?)(C}) > 4a?}, es necesario (pero no suficiente)
que la trayectoria del movimiento haya salido del cuadrado centrado en 0
de lado 2a, es decir

21 . B )
{m1 >4a*} C {Orgntlg1 X1(t) < —a} U {Or%lta%(l X1(t) > a}
U {orgntl% Xo(t) < —a} U {Org%xl Xo(t) > a}.
Entonces,

P(m; > 4a?) < P({Orgtfgl Xi() < —a} U { mix X (t) > a}

U {min Xa(t) < —a} U { mix Xa(t) > a})

IN

4 P(Org)fagl X1(t) > a),
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donde la ultima desigualdad se debe a la subaditividad de la medida de
probabilidad y a que {X;(t),t > 0} y {X2(t),t > 0} tienen la misma dis-
tribucién. Entonces, por el Principio de Reflexién (Teorema 13), tenemos

que
2 [ 2
P(m; > 4a%) < 4 7/ ez do
T a

E(ml) = / mldIP’—i—/ mld]P’
{mi1<4a?} {mi1>4a?}

4a? +4\/7/ re z das

Entonces,

>

< 4a2—|—42/ e dx
(2) . Von

< 4a® +8E(|X]) < oo,

donde X es una variable aleatoria con distribucién normal. Por lo tanto
E(m1) < oc.

Por estacionariedad, la variable aleatoria mso distribuye igual que la vari-
able aleatoria mj y se concluye que E(mq) = E(ms).

Recordemos que {v2X (t,w),t > 0} es igual en distribucién a { X (2t, w),t >
0}, por la propiedad de escalamiento del Movimiento Browniano (Lema 9).
Asi, el conjunto aleatorio C' tiene la misma distribucién que v/2 Cy. Por otro
lado, para cada w fija, tenemos que

AP (V2C) = (V2)PAP(C1) = 203(Cn)
debido a la Observacién 6. Por lo tanto
EA®(C)) =B\ (V2Cy)) = 2B\ (Cy)). (9)
Por otro lado, notemos que
AD(C) = X0y \ (CL N Cy)) + AP ()

por ser conjuntos disjuntos. Como E(m;) < oo, A& (C) = m; < oo, casi
seguramente, y entonces

AD(C) = XD (C) + XD(Cy) = AP (1N Cy) e,
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Tomando esperanzas tenemos que
EO®)(C)) = EQD(Ch) + EA(C2)) — EQD(Cy N G)).
Debido a (14) y a que C7 y Cs tienen la misma distribucion,
2E(\®(C1)) = EWP(C1)) + EOP(C1)) —ENP(C1 N Cy)),

lo cual implica que E(A®)(C; N Cy)) = 0. Esto, explicitamente nos dice que

/ / _Xeines d\® qp =0,
QJR

y entonces
/XCmCz d\? = 0 cs.
R2
Xcine, = 0 ecd. cs.
XciXe, = 0 ecd. cs.

Sea x € R%. Como x¢,Xc, = 0 c.d.c.s., entonces x¢, (z)xc,(x) = 0, c.s.,
c.d; lo cual implica que

X, (@) =00 xe, () =0, cs., cd. (10)
Por otro lado tenemos que
P(xc, =00 xc, =0 c.d.) =P(xe, =0 c.d.)+P(xc, =0 c.d.)—P(xc, v xc, =0 c.d.)

Como C7 y Cs son conjuntos aleatorios independientes (debido a la inde-
pendencia del Movimiento Browniano), se tiene que:

P(xe, =00x0, =0cd) = P(xc, =0cd)+P(xe, =0cd)
- Plxe, =0 cd)P(xc, =0 cd.).

Debido a que xc¢, ¥ Xxc, tienen la misma distribucién tenemos:
P(xc, =00 xo, =0 c.d.) =2P(xc, =0 c.d.) —P(xc, =0 c.d.)?.
Por (15) obtenemos la ecuacién cuadratrica
P(xc, =0 c.d.)’> —2P(xc, =0cd)+1=0

con solucién P(x¢, = 0 c.d.) = 1. Por lo tanto P(A?)(X,[0,1]) =0) =1y
P(A?)(X,[0,1)) = 0) = 1, pues el conjunto {1} tiene medida de Lebesgue 0.
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Debido a que para toda n € N, {X,,,t € [n,n+ 1)} es igual en distribucién
a {X,,t€[0,1)}, se concluye que PN (X,)=0)=1. W

El Teorema 16 junto con el Teorema 17 nos permite concluir que la
dimension de las trayectorias brownianas planas es igual a 2, casi segura-
mente. Sin embargo, el Teorema 17 nos muestra que estamos en el caso
en que las s-medidas no realizan una medicién satisfactoria (Capitulo 4).
[Ra] v [Ta2] mostraron que con probabilidad 1, las trayectorias Browni-
anas tienen medida de Hausdorff positiva y finita respecto a la funcién
h(t) = t*Intin(In(Int)); es decir, encontraron una medida de Hausdorff
(asociada a la funcién h) que si realiza una medicién exitosa del Movimien-
to Browniano.
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