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PRECALCULO INTERACTIVO
Maestria en Ciencias (Matematicas)
Tesista: Héctor de Jesus Argueta Villamar
Director de tesis: Dr. Carlos Hernandez Garciadiego

1. Contexto
La computadora es una herramienta que dia con dia esta demostrando su utilidad en
casi todos los ambitos de la actividad humana. En particular, en los procesos de
ensefianza y aprendizaje ya se aplica de manera muy variada, tanto de manera
presencial como a distancia, y sin lugar a dudas, se vislumbra un enorme potencial,

sobre todo con el desarrollo tan impresionante de Internet.

Actualmente, en el campo de las matematicas se cuenta con software, que posibilita
un mejor aprovechamiento de la creatividad, experiencia, madurez y conocimiento
matematico de quien lo usa. Ademas, entre otras cosas, facilita construir material
didactico interactivo que permite visualizar de muchas maneras resultados que se
antojan complicados, dejando asi mas tiempo para el analisis y la profundizacién de
los conceptos.

Especialmente para el proceso de ensenanza y aprendizaje de las matematicas, la
utilizacion de las computadoras es de gran relevancia por las siguientes
consideraciones:

¢ | a necesidad de las matematicas en diversas ramas del conocimiento, la
hacen ser una materia fundamental en el curriculo universitario.

¢ Las matematicas en si mismas, forman parte del desarrolio intelectual y
cultural en las sociedades modernas.

¢ En general, en los distintos niveles educativos, las matematicas forman parte
de un tronco basico, requisito indispensable para otras materias.

* FEi indice de reprobados mas alto, entre todas las materias, lo tienen las
matematicas.

*« Es observable el bajo rendimiento académico en matematicas de los
estudiantes de nivel medio Yy superior

¢ El alto nivel de abstraccién que requieren, hacen mas necesaria la utilizacién
de recursos didacticos que apoyen su ensefanza y aprendizaje.

¢ FEl potencial que ofrecen las computadoras es superior a cualquier otro recurso
didactico hasta ahora utilizado.

¢ Actualmente, la modernizacion de la ensenanza pasa por las computadoras y
casi cualquier centro o escuela cuenta al menos, con un pequefio centro de
codmputo.

2. Motivacién ¢ Porqué hice este trabajo?
Teniendo como marco el contexto anterior, mismo que he podido palpar a lo largo de
varios afios de estar trabajando en proyectos relacionados con la aplicaciéon de
fuevas tecnologias en la ensefianza de las matematicas, me gustaria sefialar las
razones que me han conducido a desarrollar este trabajo de Precélculo Interactivo.




2.1 £n mis afios estudiantiles
Desde aquellos mis afios de estudiante de la licenciatura en fisica y mateméticas,
me encontré de pronto con diversos cursos, en particular el de célculo 1 en donde
abundaban los problemas de tener que demostrar esto o aquello y, lo aprendiamos a
hacer por imitacion o por repeticion, pero sin una conciencia clara del significado
légico de lo que haciamos.

Aun mas, lo haciamos con la ignorancia de que lo que aplicibamos estaba basado
on métodos de demostracion, justificados mediante toda una estructura de
equivalencias de proposiciones logicas.

Frecuentemente los problemas eran de tal magnitud, que de pronto no teniamos ni la
mas remota idea de como atacarlos, de qué método podiamos utilizar y esto se
acentuaba mas aun, cuando dichos problemas se resistian a la aplicacion de un
meétodo directo. No siempre se nos ocurria que podiamos suponer falsa la
gonclusion y légicamente construir alguna contradiccion.

Toda esa estructura logica para el razonamiento y para construir los métodos de
demostracion, de inicio la desconociamos, su lenguaje ademds nos era
completamente ajeno y es obvio que de esa manera, el problema central de
“demostrar” nos sonaba como un reto casi imposible de superar. Esta estructura y su
tenguaje los fuimos descubriendo después de muchos apuros y contratiempos, tal
vez hasta de fracasos irreparables.

Muchas veces cuando veiamos a nuestros maestros realizar una demostracion, nos
parecia mas bien producto de su genialidad que de un mecanismo légico, aplicable
desde luego con los conocimientos necesarios y con un poco de aquella intuicion y
genialidad que da la practica.

Esto abonaba en nuestro joven e inexperto pensamiento, la necesidad de adquirir
genialidad, pero si ni siquiera sabiamos donde comprarla y mas bien nos pasaba por
la mente que tal vez, éste no era nuestro camino o vocacion.

Nuestro primer contacto con el ejercicio de hacer demostraciones, en estas
circunstancias, chocaba fuertemente con nuestra experiencia adquirida en los afios
del bachillerato. No teniamos antecedentes al respecto y para cualquier desarrollo
mas o menos complicado, siempre contdbamos con algtin esquema a seguir, una
férmula o una secuencia de pasos mas o menos definida. Este hecho se
magnificaba al desconocer las nuevas herramientas en la estructura légica, previo a
verse inmerso en el ejercicio de hacer demostraciones.

2.2 En mis primeros aiios de experiencia docente

De manera casi automatica durante mis primeros afios como docente de
matematicas reproduje casi el mismo esquema que yo aprendi en mis afios
estudiantiles, y tal vez, casi actuando la genialidad al realizar una demostracion.




Nungca recuerdo muy buenos resultados en esos tiempos y desde luego que me
preccupaba porque si deseaba ser buen maestro y compartia esta mi preocupacion
¢on otros comparieros maestros.

Reflexionando personalmente y en grupo, no tardamos en descubrir que aquello que
a nosotros nos habia aquejado, lo reproduciamos actualmente con nuestros
alumnos. Sin embargo, tardamos un poco mas en hacer conciente que no bastaba
cambiar el esquema, sino ademas brindar conocimientos que no tuvimos nosotros y
que tienen que ver con la estructura I6gica para comprender los métodos de
demostracion.

Evidentemente no pensabamos que esto haria que desaparecieran las dificultades y
que el ejercicio de demostrar se volviera un hecho casi rutinario, pero si estabamos
seguros de que habria mas armas y se volveria mas conciente el ejercicio de
demostrar, que s6lo se aprende haciendo y haciendo.

Nos esforzamos por infroducir el tema de Ldgica, concentrando la atencion en los
métodos de demostracién, aun de manera extracurricular y posteriormente
intentamos escribir algunas notas sobre el tema, preocupados por los resultados tan
desastrosos en el primer afio de la licenciatura.

En ese tiempo, los afios 1971, encontramos tres grandes fuentes de inspiracion en
los siguientes libros:

Manual de Légica para estudiantes de matematicas
Gonzalo Zubieta Russi.
Serie de Matematicas
Trillas (1968)

Légica Cuaderno 12
National Council of Teacher’s of Mathematics.
Temas de Matematicas
Trillas (1970)

Primer Curso de Logica Matematica
Patrick Suppes y Shirley Hill
Reverté (1968)

Con tales referencias, tan novedosas en aquellos tiempos, al menos sentiamos que
nuestra preocupacion no solo era nuestra, aquello que pensabamos, se resumia en
las palabras de Gonzalo Zubieta Russi:

“Por la experiencia adquirida en diversos cursos de matematicas he
podido observar que muchas de las dificultades con que tropieza el
principiante se deben a la falta de familiaridad con las técnicas de
orden logico, y también gramatical, que son habituales en cualquier
rama de dicha ciencia”



No obstante la importancia de opiniones como la anterior, el tema referido nunca
liegd a ser parte del curriculo universitario.

2.3 En mis siguientes afos de experiencia docente

Posterior a esta primera experiencia docente y estando convencido de la importancia
de estos temas de logica, en mis cursos iniciales de calculo en la licenciatura,
giempre los he incluido de manera extracurricular.

A mi paso por diversas Facultades de Ciencias y aun de Ingenieria, durante mis 36
afios como docente de matematicas, me he percatado de que en ninguno de los
programas de estudio se encontraba, ni se encuentra incluido, no obstante que en
todos los casos se tiene considerado que los estudiantes realicen demostraciones
diversas.

Ko obstante lo anterior, sigo pensando que deberia ser incluido de manera
curricular. Actuaimente en la Facultad de Ciencias de la UNAM, en mis cursos de
Calculo Diferencial e Integral |, sigo trabajando este tema de manera extracurricular,
antes de empezar con el tema de Numeros Reales y al menos creo, que a los
alumnos les resulta menos abrupto el ejercicio de hacer demostraciones y se
evidencia con sus participaciones en clase.

También aqui podemos destacar las palabras de Gonzalo Zubieta Russi:

“Personalmente he comprobadc que el estudio de cualquier
disciplina matemética, llega a ser mucho mas ameno y provechoso
para un estudiante a quien previamente se le haya entrenado en el
material Iégico ...”

Comparto desde luego la opinién de que llega a ser mucho mas provechoso, no sé
gue tan ameno, pero lo cierto es que cuando uno logra entender, se motiva a
continuar y se le dificulta menos la comprension y asimilacion, de los métodos y con
ello, la automatizacion en sus aplicaciones.

2.4 En mi experiencia docente con la tecnologia

Hace ya unos 16 anos, que empecé a conocer el manejo de algunos programas de
software matematico y quiero decir que me abrié un gran panorama, me cautivo la
sensacion visual y las amplias posibilidades de hacer calculos simbblicos y
representaciones graficas.

Desde entonces, junto con otros comparieros, nos entusiasmamos con la idea de
aplicar lo que fuésemos aprendiendo y descubriendo, en la ensefanza de la
matematicas. Asi redactamos el proyecto de “Ensenanza de las Matematicas
Asistida por computadora® que contemplaba una gran diversidad de actividades muy
ambiciosas, pero que marcaban un nuevo rumbo en nuestras actividades docentes.

Cada descubrimiento era maravilloso, fuimos acumulando software, Ilo
estudiabamos, lo tratabamos de compartir, impartimos cursos, diplomados,



escribimos manuales, dabamos charlas donde se pudiera, lo aplicabamos en la
medida de lo posible en nuestros cursos, pero en el camino vimos la necesidad de
desarrollar ideas propias y representarias en la computadora.

Al plantearse producir, la pregunta obligada era ;qué me gustaria producir?, pero
esta pregunta iba intimamente ligada a los conocimientos y al desarrollo del
codmputo, al dominio y posibilidades del software con el que deseara uno hacer sus
desarrollos, a la experiencia y creatividad y a las limitaciones propias en capacidad y
tiempo.

Hicimos algunos desarrollos, que no s6lo nos gustaron y que creemos son de mucha
utilidad, sino que lo mas importante es que nos entrenaron para tener mejores ideas,
gonocimientos, madurez y habilidades para representar algunas ideas propias para
la ensefanza de las matematicas, en la computadora.

2.5 Mi experiencia docente y con la tecnologia en mi tesis

De esta manera se recrea en mi mente la idea posible, de poder representar en la
computadora un curso de Precélculo Interactivo con los temas que desde siempre
como estudiante y docente me parecieron de suma importancia para el buen
comienzo de una licenciatura, sobre todo en ciencias matematicas.

L= idea posible, de representar un curso de Precalculo Interactivo en la
computadora, no deberia apartarse de la formalidad de las matematicas, pero el reto
era representarla de manera interactiva, para que el usuario pudiera manejar y
reflexionar los elementos paso a paso y ademas deberia contener representaciones
gréficas que pudieran ayudar a una mejor comprension de los conceptos.

Esta idea posible, de un curso de Precalculo Interactivo, deberia comenzar por el
tema de Légica, centrado en los Métodos de Demostracién, para dar cuerpo a
aquella conviccion que me viene acompafiando desde los afios 1971 en que hiciera
conciente esta necesidad y que hasta ahora, que yo sepa, no existe incorporado al
curriculo de ninguna Escuela de Ciencias, al menos en nuestro pais.

También deberia contener el tema de Numeros Reales de acuerdo con los
programas de estudio de éstas licenciaturas, pero con demostraciones formales e
interactivas, justificando cada paso con los axiomas, definiciones o teoremas previos
correspondientes y que explicaran los métodos de demostracién aplicados en cada
gaso. lgualmente deberia contener ilustraciones graficas interactivas para una mejor
comprension de los teoremas o resultados diversos.

Asi mismo deberia contener el tema de Funciones, igualmente con demostraciones
formales para los diversos tipos de funciones, asi como con ilustraciones gréficas,
todas ellas interactivas. Un aspecto importantisimo que deseabamos lograr y se
togro, fue tener, gracias al Proyecto Descartes, un graficador y a la vez operador de
funciones que funcionara en linea.



No obstante que estos dos ultimos temas son parte del curriculo en todas las
escuelas, la riqueza que proporciona el hecho de tenerlas en la computadora de
manera interactiva, con demostraciones formales e ilustraciones graficas también
interactivas, es de una gran riqueza y ayuda, sobre todo para los estudiantes.

En un apartado mas adelante hablaremos de la importancia que tiene un proyecto
interactivo para la ensefianza, por ahora baste decir, que con un muchito mas de
frabajo Precélculo Interactivo podria servir para la construccion de un curso de
Célculo Diferencial e Integral |, formal e interactivo, a distancia que pudiera servir
de apoyo para cualquier Licenciatura en Matematicas y en areas afines.

3. ZA quién va dirigido?
3.1 Principalmente a estudiantes
El programa Precalculo Interactivo esta dirigido principalmente a estudiantes y en
particular, para aquellos inscritos en el primer afio de una licenciatura en ciencias o
en areas afines y también para aquelios que aspiran a cursar una licenciatura en
estas areas.

Para argumentar esta idea, es importante repasar tema por tema de los contenidos
en Precalculo Interactivo, ya que se advierten en cada caso ciertas
particularidades, que determinan el impacto a considerar.

a) Et tema de Légica esta disefiado con la idea de establecer la estructura logica
minima necesaria para comprender lo que significa demostrar y para asimilar los
métodos de demostracién con los que se puede contar. Incluye ademas una buena
variedad de ejemplos de cada método que se pueden ejecutar paso a paso de
manera interactiva.

Este tema, con la orientacion dada hacia los métodos de demostracion, en general
no forma parte del curriculo del bachillerato ni tampoco de la licenciatura, asi que
para todos aquellos estudiantes que requieran en su carrera de hacer
demostraciones matematicas sera de una grandisima utilidad y podra ser estudiado
incluso de manera autodidacta.

Tan sélo en nuestro pais se contarian por miles, pensando en los estudiantes del
primer semestre de las escuelas de ciencias e ingenierias, pero ademas como este
material es posible subirlo a Internet, la utilidad podria potenciarse enormemente.
Hasta el momento podemos asegurar que no existe otro material con las
caracteristicas del que estamos presentando.

b) E! tema de Numeros Reales esta disefiado con la idea de cubrir el tema
curricular de un curso formal de Calculo Diferencial e Integral |, en particular en una
escuela de ciencias.

Se establece un tratamiento axiomético de los numeros reales y de ahi se
demuestran formalmente de manera interactiva y paso a paso, una serie de
resultados como las leyes de cancelacion, los teoremas de unicidad, las leyes de los




signos y una gran diversidad que permitiran resolver ecuaciones y desigualdades
con y sin valor absoluto, de manera estrictamente formal.

igualmente se incluyen construcciones graficas interactivas que permitiran a los
estudiantes la mejor comprension de los teoremas al poder manipular diversas
situaciones de los mismos.

En el tema de Ndmeros Reales también se incluyen los numeros naturales, los
enteros, los racionales y los irracionales con una importante cantidad de resultados
demostrados con toda la formalidad matematica, pero de manera interactiva y paso
a paso.

Estan incluidos los Axiomas de Peano, el Principio del Buen Orden y su equivalente
Principio de Induccién Matematica con ejemplos e ilustraciones interactivas. En los
Enteros se pueden encontrar diversas proposiciones que relacionan al cuadrado de
un entero consigo mismo y en los racionales las propiedades de campo y de
densidad.

Se propicia el descubrimiento de los irracionales y se trabaja un poco sobre las ideas
de los infinitos. Igualmente se tratan los Enteros Modulo n, para descubrir otras
estructuras algebraicas que pueden ser campos 0 no.

En este tema de Nameros Reales ocupa un lugar especial, el Axioma del Supremo
como distintivo del campo de los numeros reales y algunas consecuencias
importantes como la propiedad arquimediana y la no acotacion de los naturales.

Se incluyen igualmente ejercicios y algunas notas historicas del concepto de
numero, incluyendo una reciente investigacién que responde a la pregunta ¢Es
innato el concepto de nimero?

En resumen, el tema de Niimeros Reales contiene el programa curricular en Célculo
Diferencial e Integral | de cualquier escuela de ciencias en nuestro pais y tal vez de
algunas escuelas de ingenieria, con algunos extras interesantes, pero ademas con
los recursos de interactividad gréficos, de referencias en ventanas flotantes y de
demostraciones paso a paso.

Por lo anterior, este tema seria de gran apoyo para los estudiantes que se
encuentren estudiando el tema de Numeros Reales en el curso de Calculo
Diferencial e Integral |, sobre todo porque podrian detenerse paso a paso, para
entender las demostraciones, las justificaciones formales y los métodos a utilizar, asi
como la posibilidad de recurrir a representaciones graficas interactivas que les
permitan visualizar los teoremas. :

Es posible que fuera de mucha utilidad para un estudio autodidacta y tal vez con un
poco mas de trabajo, para un curso en linea.




c) El tema de Funciones esta disefiado con la idea de cubrir el tema curricular de un
curso formal de Calculo Diferencial e Integral I, en particular en una escuela de
ciencias, sin embargo, es un tema de mayor universalidad que los de reales o l4gica.

El tema de Funciones se estudia con distinta amplitud y profundidad desde el
Bachillerato hasta las escuelas profesionales, pero inclusive no sélo en las areas de
las ciencias fisico matematicas.

En este tema de Funciones se parte desde la definicion, ejemplos, no ejemplos y
operaciones, hasta los diversos tipos de funciones, biyectivas, monétonas, acotadas,
pares, impares, periddicas y se incluyen un graficador y a la vez operador de
funciones, un escalador de funciones y un graficador de funciones por (3) ramas.
Contiene demostraciones formales e interactivas paso a paso y construcciones
gréficas interactivas, como en los demas temas.

Por ello este tema de Funciones puede ser de utilidad para un rango mas amplio de
estudiantes, pero de manera parcial o total. En el bachillerato y en algunas otras
areas, por ejemplo, podra ser muy util, tal vez sin las demostraciones, pero en todos
los casos de seguro el graficador y operador tendra gran aceptacion.

Es muy probable que este tema, como los anteriores se pueda estudiar de manera
autodidacta y que con un poco mas de trabajo sirva para un curso en linea.

Por todo lo dicho anteriormente en este apartado, pensamos que nuestro
destinatario principal es el estudiante, en particular del primer afio de una escuela de
ciencias y de areas afines, pero que no excluye su utilidad para otros estudiantes o
para otros sectores,

3.2 También a los profesores

Otros destinatarios del programa Precalculo Interactivo son los profesores, quienes
dependiendo del nivel y area en la que trabajen, pueden utilizarlo total o
parciaimente, como un auxiliar para sus clases, para dejar algunas tareas, para que
sus estudiantes repasen algunos temas o inclusive para utilizarlo en sus clases
presenciales.

Lo anterior es posible, porque cuentan con un material bien organizado, interactivo,
formal, con demostraciones interactivas paso a paso, con construcciones graficas
interactivas que les permiten presentar diversas situaciones para los teoremas y que
pueden acceder facilmente al tema especifico de su interés y a sus temas
relacionados.

Evidentemente a los profesores del curso de Calculo Diferencial e Integral | en
cualquier escuela de ciencias o areas afines, les permitiria explotarlo cabalmente y
utilizarlo de acuerdo a sus necesidades.

En nuestros cursos de Célculo diferencial e Integral | en la Facultad de Ciencias de
la UNAM, lo hemos utilizado tanto como material de apoyo para los estudiantes,




como para impartir alguna clase con buenos resultados. Los estudiantes al menos,
pueden estar mas atentos, sabiendo que el material esta disponible en cualquier
momento.

3.3 También a las instituciones educativas

A las instituciones les podria ser de muchisima utilidad para observar un modelo
interactivo, formal que les daria pauta para construir sus cursos en linea, en
particular el de Célculo Diferencial e Integral |.

De hecho, los applets correspondientes a las demostraciones paso a paso, estan de
tal manera sistematizados, que es posible reutilizarlos de manera sencilla, para
cualquier otra demostracion. En el trabajo se incluyen applets de muestra para
demostraciones de 3, 4 0 méas pasos.

En resumen y como ya lo apuntabamos anteriormente, este material de Precalculo
Interactivo podria servir de base para la construccion en particular de un curso de
Calculo Diferencial e Integral |, formal e interactivo, a distancia que pudiera servir
de apoyo para cualquier Licenciatura en Matematicas y en areas afines y en general,
las instituciones podrian verlo como un modelo para otros cursos en linea.

4. Metodologia de aprendizaje
En este apartado importa resaltar la importancia de los temas en Precalculo
Interactivo y como es que este trabajo hace aportaciones al proceso de ensefianza
y aprendizaje, con la ayuda de la tecnologia. En este sentido, primero hablaremos de
los temas, luego de las aportaciones didacticas y por Ultimo de la importancia de la
tecnologia.

4.1 Los temas

Precalculo Interactivo contiene tres temas fundamentales para que un estudiante
pueda tener éxito en un curso de Calculo Diferencial e Integral I, en cualquier
licenciatura de matematicas o areas afines: Légica, Nameros Reales y Funciones.

a) El primero de ellos, Légica, contiene los elementos basicos para comprender lo
que significa demostrar y para asimilar el nuevo lenguaje y los diferentes métodos de
demostracidn con los que se puede contar.

Este tema de Légica no aparece, al menos con esta orientacion, entre los temas del
bachillerato, ni tampoco en el primer ario de la licenciatura, asi que de entrada esta
situacion la convierte de facto en una aportacion valida, que cobra ademas mayor
relevancia a la luz de los temas que siguen, en donde se exige al por mayor, hacer
demostraciones de una gran cantidad de resultados.

Ademas de lo anterior, que ya de por si es importante, aprovechando la tecnologia,
se han logrado construir una serie de caracteristicas didacticas, que facilitan el
aprendizaje del tema. Dichas caracteristicas serdn motivo de un apartado mas
adelante, pero tan solo diremos que permite al usuario contar con ejemplos y




construcciones interactivas que pueden ser manipuladas a gusto, al ritmo que se
quiera y cuantas veces se quiera.

b) Los siguientes dos temas, Nameros Reales y Funciones, no obstante que son
curriculares en las licenciaturas de matematicas y en areas afines, lo que los hacen
diferentes en esta tesis y por la misma razén aportaciones validas, son la gran
variedad de caracteristicas didacticas que permiten al usuario mayores facilidades
para su aprendizaje y que inclusive se podrian abordar de manera autodidacta.

Por mencionar sélo algunas de estas caracteristicas que trataremos con mayor
detalle en un siguiente apartado, diremos que ante la demostraciéon de cualquier
teorema o resultado, se tienen siempre presentes, la idea de como abordar la
demostracion, el método de demostracion a utilizar, los axiomas, los resultados
previos necesarios y el hecho de que el usuario puede desplegar la demostracion
paso a paso, permitiéndole analizar con detenimiento el paso dado y las razones que
se esgrimen en de cada uno de los pasos realizados.

Otra de las caracteristicas importantes que hacen diferentes a estos temas en
Precalculo Interactivo, es que siempre, o casi siempre, es posible acceder a una
construccién grafica interactiva, que permite al usuario, manipular a gusto, para
considerar diversas situaciones del teorema o resultado y asi, tener una idea visual
del mismo.

4.2 Las caracteristicas didacticas
En este apartado sera muy importante resaltar aquellas caracteristicas de
Precélculo Interactivo que aportan al proceso de ensefianza y aprendizaje, en
particular en los temas que contiene.

¢ Precalculo Interactivo es un libro digital interactivo, cuyos temas pueden ser
abordados secuencialmente o en el orden que desee o0 que requiera el
usuario. En cualquier caso, las formas de navegaciéon son estandar y muy
intuitivas.

e Todas las péaginas en cada tema, cuentan con una explicacién sucinta,
cuidando el rigor matematico y en caso de ser necesario, se tienen botones o
ligas a construcciones interactivas, a demostraciones interactivas, a
resultados anteriores o a algunos conceptos necesarios, sin tener que
abandonar la pagina de lectura.

e En todas las paginas que contienen demostraciones, el usuario siempre
cuenta con una idea de como intentarla, el método de demostracidén a utilizar
y ademas puede desplegarla paso a paso o toda de una vez. En cualquiera
de los casos, tendra a la vista los argumentos que se esgrimen en cada paso
de la demostracion y los axiomas, teoremas, definiciones o resultados
previos, necesarios en la misma.
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Casi todos los teoremas o resultados importantes, cuentan con
construcciones interactivas asociadas, en donde el usuario puede manipular y
visualizar diversas situaciones del teorema o resultado en cuestion y asi
permitirse una mejor comprension del mismo.

e En toda construccién interactiva asociada a un teorema o resultado, se
cuenta siempre con la demostracién del mismo, sin necesidad de abandonar
la pagina de lectura.

« En varios casos, es posible contrastar algunas demostraciones con otras, por
ejemplo en los reales y en los naturales se cumplen las leyes de cancelacion,
sin embargo la demostracion en los reales, no es posible reproduciria en los
naturales, por la falta de inversos. Asi en la pagina de los naturales, se tiene
accesible la demostracion en los reales, sin abandonar la pagina de lectura.

« También en varios casos es posible tener diversos resultados concatenados
en una misma pagina y acceder a sus demastraciones o construcciones
interactivas asociadas, sin abandonar la pagina de lectura. Asi por ejemplo,
se presentan diversos resultados sobre irracionales o sobre aplicaciones del
Axioma del supremo.

e Las caracteristicas anteriores aportan a la didactica de las matematicas en
varios aspectos, entre ellos, los siguientes: propician el aprendizaje activo por
parte del estudiante, sicolégicamente lo predisponen a actuar para obtener
una respuesta, le permiten analizar detenidamente la respuesta a cada una
de sus acciones y siempre tendra a la mano los recursos necesarios para
analizar globalmente los resultados.

e las caracteristicas didacticas mencionadas y mas, podrian aplicarse a
cualquier otro tema con el uso de la tecnologia y con los conocimientos
matematicos y de computo adecuados. Por ello estas aportaciones no son
exclusivas de los temas que tratamos en Precalculo Interactivo.

4.3 La importancia de la tecnologia

El uso de las computadoras, de los medios de comunicacion como Internet, los
pizarrones electronicos y de los medios de distribucién como los discos compactos o
digitales de video, ayudan a enriquecer y potenciar de manera notable los procesos
de ensefianza y aprendizaje, en cualquier area del conocimiento, en particular de
tas matematicas.

Mediante el uso de recursos graficos, de animacion, sonido e interaccion es posible
crear aplicaciones sumamente atractivas para Internet, para el aula con o sin
pizarrones electrénicos y/o para discos compactos o digitales de video, que tengan
ventajas como las siguientes:

« Propiciar metodologias activas
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Los programas interactivos pueden servir para propiciar metodologias activas,
en donde el estudiante pase a ser el protagonista de su propio aprendizaje.

+ Permitir al usuario avanzar a su propio ritmo
Con los programas interactivos cada usuario puede establecer su propio ritmo
de trabajo y avanzar segln vaya comprendiendo los temas previos en cada
momento.

s Posibilitar un aprendizaje individualizado o cooperativo
Los programas interactivos permiten que el usuario pueda abordar su
aprendizaje de manera individual o colectiva, dada la situacién de que el
material puede estar disponible en cualquier momento y en cualquier lugar.

= Disponer del material en todo momento y en cualquier lugar
Los diversos medios de comunicacién y distribucion de los programas
interactivos permiten que el usuario pueda tenerlos a la disposicion en todo
momento y en cualquier lugar para posibilitar su estudio.

s Repetir cuantas veces se requiera un proceso
Las computadoras no se cansan, ni tienen reacciones adversas cuando el
usuario no entienda un proceso, como puede ser una demostracion
matematica, asi que el usuario podré repetir sus procesos cuantas veces lo
requiera.

s Construir cursos o temas a distancia, presenciales o semipresenciales
Los programas interactivos permiten construir cursos completos o temas
diversos que se puedan acceder por Intemet y asi poder estudiar a distancia
en cualquier parte o bien tenerlos en medios digitales para aplicarlos
directamente en el aula con o sin pizarrones electrénicos y hasta usarlos en
combinaciones de aula y a distancia, llamados cursos semipresenciales.

Precalculo Interactivo no tiene sonido, pero la interaccién es lo que por excelencia
lo distingue tanto para las demostraciones formales, como para visualizar las
referencias y todas las construcciones interactivas que en él aparecen.

§. C6mo fue desarrollado?
Para construir el programa Precélculo Interactivo se utilizaron varias herramientas
de computo: dos de software matemético, uno de edicién de férmulas matematicas,
uno de edicién de imagenes, uno de edicion de texto, uno de edicion de paginas
Web y, algunos conocimientos de los lenguajes HTML y JavaScript, asi como de la
gramatica del JavaSketchpad y del lenguaje del proyecto Descartes, ademas para
probar las construcciones interactivas, tres navegadores.

También, aunque parezca obvio decirlo, estan incluidos los conocimientos
matematicos necesarios sobre el tema, la experiencia docente en Célculo
Diferencial e Integral |, en Escuelas de Ciencias e Ingenierias y la experiencia en
computo, durante varios afnos.
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Importaria describir para aquellos interesados, las caracteristicas de las
herramientas utilizadas y un poco de la mecanica seguida para la construccion de
Precaélculo Interactivo.

5.1 Herramientas de software matematico

a) La mayor parte del trabajo se realizé con The Geometer's Sketchpad (GSP) y
con su componente JavaSketchpad, que nos permitié exportar las construcciones
GSP a un formato de html. Una vez que teniamos las construcciones en htmi,
usando el bloc de notas y la gramética de JavaSketchpad, le hicimos diversos
arreglos que les daban una mejor apariencia y funcionalidad.

The Geometer's Sketchpad es una herramienta de construccién y exploracion
dinamica originalmente creada para hacer geometria plana y desde su aparicion en
1990, su desarrollo y aceptacion ha sido impresionante. Actualmente se usa también
para explorar temas de algebra, geometria analitica y calculo, entre otras materias.

The Geometer's Sketchpad permite trabajar con puntos, rectas, segmentos de recta,
rayos, circulos, angulos, poligonos, curvas conicas, funciones, etcétera y cuenta con
diversas herramientas, entre ellas, las de seleccion, rotacion, traslacion, dilatacion,
reflexion y medicion.

Con The Geometer's Sketchpad se pueden producir dibujos interactivos y lecciones
grabadas para ser reproducidas en cualquier momento. Por sus capacidades de
animacion, es posible construir simulaciones para aplicarlas a distancia o
directamente en el salén de clase.

En internet, es posible encontrar muchos sitios con aplicaciones educativas:
articulos, ejemplos interactivos, referencias bibliograficas y audiovisuales, por
mencionar algunos.

El sitio oficial de esta herramienta es:
http:/iwww.keypress.com

Ttre Geometer's Sketchpad ha tenido varias versiones, pero se puede decir que las
mas estables han sido la 3.1 y la 4.05. Nuestro trabajo se ha realizado con la
version GSP 3.1, pero con la componente de Java de la version 4.05.

Jodas las construcciones interactivas, mas aun aquellas que involucran
coordenadas, las hicimos en GSP version 3.x, las exportamos a htmi con el
convertidor propio de la version 3.x y ya en el codigo, utilizamos las clases y la
gramatica del JavaSketchpad 4.x.

Por tanto en el codigo sustituimos ARCHIVE="jsp4.jar" CODEBASE="jsp" en lugar

de ARCHIVE="JSPDR3.JAR" CODEBASE="JSP", que deja el convertidor de la
version 3.x, en donde jsp se refiere a la carpeta donde se encuentran las clases de
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java de Ia version 4.x, que también hay que sustituirla en lugar de la JSP que
contienen las de la versién 3.x.

Una razén poderosa para hacer esta mezcla, es que por alguna consideracion que
no conocemos, la version 4.x ya no traduce a htmi, construcciones que contengan
coordenadas cartesianas.

b) Se utilizd el Proyecto Descartes en el tema de funciones, para construir un
graficador y a la vez operador de funciones, un escalador de funciones que permite
cambiar las escalas en los ejes de independientemente uno de otro o0 ambas a la vez
y un graficador de funciones por (3) ramas, que funcionan directamente en intemet.

Et Proyecto Descartes ha sido promovido y financiado por el Ministerio de
Educacion y Ciencia de Esparia, con la finalidad de lograr la innovacion en el area de
Matematicas, en la Ensefianza Secundaria y en el Bachillerato y, la primera version
surge en el afo 1998.

Desde entonces se han desarrollado sucesivas versiones Descartes 2D y Descartes
3D que han ido mejorando la edicibn e incorporando nuevas opciones y
herramientas que amplian sus posibilidades y campo de accion dentro de las
Matematicas, e incluso, de la Fisica.

Se puede definir el programa Descartes como un sistema de referencia cartesiano
interactivo, en el que se pueden configurar y emplear todos los elementos
habituales: Origen, ejes, cuadrantes, cuadricula, puntos, coordenadas, vectores, etc.

Permite representar curvas y gréficas dadas por sus ecuaciones, tanto en forma
explicita como implicita; en particular permite representar las graficas de todas las
funciones que habitualmente se utilizan en la ensefianza secundaria, tanto en
coordenadas cartesianas como en parameétricas e inclusive en coordenadas polares.

Los elementos que intervienen en la definicion de las ecuaciones pueden ser
parametros modificables por el usuario, lo que hace que las graficas que se
muestran cambien al modificar esos parametros. Dispone también de una poderosa
herramienta de calculo que permite evaluar cualquier expresion matematica y
escribir el resultado en la escena.

Se pueden representar l0s elementos geométricos elementales: puntos, segmentos,
arcos, etc., lo que permite hacer numerosas representaciones geométricas. Como en
los casos anteriores, estos elementos pueden depender de parametros, de forma
due la representacion cambia cuando el usuario los modifica. También se pueden
utilizar las expresiones booleanas y algunas herramientas de programacion como
bucles, condicionales y listas.

La version 3D, ampliacion de Descartes 2D, incorpora nuevas funcionalidades:
geometria tridimensional, macros, espacios multiples en la escena, editor de




formulas, nuevos sistemas de interaccion, nuevos sistemas de autoevaluacién del
alumno, etc.

Es importante decir, que Descartes es actualmente uno de los programas mas
poderosos para hacer construcciones interactivas de matematicas para Internet, con
el agregado de tener un lenguaje relativamente facil de aprender, no por nada, su
éxito en Espafia.

Cuando iniciamos el proyecto de Precélculo Interactivo, hace ya mas de dos afios,
no conociamos Descartes y manejabamos con mucha soltura el GSP, de ahi la
razén de lo poquito que se usG en nuestra tesis. Vale decir que es muy
recomendable para todo aquel que desee hacer material didactico interactivo de
matematicas para la red.

El sitio oficial de esta herramienta es:
http://descartes.cnice.mecd.es/

5.2 Herramienta de edicion de féormulas matematicas

MathType es un editor de formulas matematicas y cientificas con un extenso
conjunto de simbolos y plantillas para la composicion de complejas expresiones
matematicas mediante pulsaciones con el ratén sobre botones y paletas y se utiliz6
para construir todas las expresiones matematicas existentes en Precalculo
Interactivo.

Este programa tiene la posibilidad de escribir una amplisima gama de simbolos
matematicos y fuentes de texto, puede proporcionarles diversos atributos de color,
espacios entre fuentes y entre renglones, proporcionarles fondo transparente y
exportarlos en formatos graficos muy comunes en las paginas Web o a cédigo TeX,
LaTeX y MathML.

Tiene entre otras caracteristicas, una interfase sencilla de usar, bastante intuitiva, de
tal manera que no costara demasiado trabajo poderla usar en breve tiempo.

De hecho MathType consiste en la version profesional del familiar Editor de
Eeuaciones incluido en Microsoft Word, Corel WordPerfect, AppleWorks y otros
productos similares.

Este editor ha sido desarrollado por la empresa Design Science Inc., fundada en
1986 y con sede en Long Beach (California) y de su pagina Web, se pueden bajar
versiones gratuitas temporales.

El sitio oficial de esta herramienta es:

http://iwww.dessci.com/en/products/mathtype/
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5.3 Herramienta de edicién de imagenes

Frecuentemente se requiri® capturar algunas imagenes de pantalla y después
procesarlas para incluirlas en las paginas de la tesis, para ello fue utilizado el
programa Corel PhotoPaint.

Corel PhotoPaint es un programa de edicién de imagenes de mapa de bits que
permite retocar fotografias existentes o crear graficos originales.

Por sus amplias posibilidades para la edicién de imagenes es un programa muy
utilizado por profesionales del ramo, pero en el caso de esta tesis tan sélo fue
utilizado para abrir imagenes, producto de capturas de pantalla y depositadas en el
portapapeles, recortarlas, si acaso darles un nuevo muestreo o un pequeno retoque
y exportar las imagenes resultantes a un formato grafico jpg o gif., para
posteriormente insertarlas en algunas de sus paginas.

5.4 Herramienta de edicion de texto

Un editor de texto fue muy importante para poder editar los applets, resultado de las
construcciones en GSP, transformadas mediante su componente JavaSketchpad a
un archivo en formato html

En este trabajo de tesis se utilizé el tan conocido bloc de notas de Windows. Se
puede en realidad utilizar cualquier otro editor de texto, ya que se trata simplemente
de corregir, quitar o aumentar instrucciones en el cédigo de texto, siguiendo la
gramatica del JavaSketcpad y en su caso del Descartes.

5.5 Herramientas de edicién de paginas Web

Eventualmente fue muy importante introducir o corregir hiperligas, modificar la
posicion de imagenes, editar tablas, entre otros elementos de las paginas html y esta
tarea se nos facilitd hacerla con un editor de paginas Web como lo es Dreamweaver.

Las tareas realizadas con Dreamweaver, en realidad se podian suplir con un editor
de texto, sin embargo, un editor como el que nombramos facilita el trabajo, dada su
interfase grafica y sumamente intuitiva.

Dreamweaver es de los editores de paginas Web mas populares en el medio, es
parte de una suite de la compariia Macromedia, que se ha convertido en uno de los
estandares en lo que la produccion de multimedios se refiere.

El sitio oficial de esta herramienta es:
http://www.macromedia.com/
5.8 Algunos conocimientos de HTML y JavaScript
En el trabajo Precélculo Interactivo estos conocimientos de html y JavaScript son
fundamentales, dado que de otra manera seria muy complicado construir desde una

pagina hasta una estructura de paginas ligadas entre si, para armar adecuadamente
todo un libro digital como el que estamos presentando.
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No obstante los conocimientos no son tan profundos, que puedan desanimar a
cualquiera que desee iniciar un trabajo como éste. No es necesario previamente
agotar sendos cursos de html y JavaScript, mas bien, seria necesario entender
algunos cuantos procesos y de ahi ir consultando lo que se fuera necesitando.

Con esto, desde luego, no queremos decir que se deba uno negar a conocer de
manera profunda estos lenguajes, es evidente que a mayores conocimientos, menos
tropiezos y mejores productos.

JavaScript nos sirvié en particular para establecer una rutina que permitiera que las
ventanas flotantes que pueda abrir el usuario en Precalculo Interactivo, se
pudieran cerrar de manera automatica, al dar cualquier otro clic, en cualquier otro
fugar del programa. El trabajo de estructuracién del libro digital lo hicimos con htmi.

5.7 Navegadores para Intemet

Una parte fundamental, es poder probar que las paginas del libro se visualicen
adecuadamente en los diversos navegadores para Internet y, en nuestro caso, lo
probamos en tres de ellos, que consideramos de los mas comunes entre los
usuarios de Windows: Internet Explorer, Netscape y FireFox.

Los sitios oficiales respectivamente de estos tres navegadores son los siguientes:
http:/imwww.microsoft.com/spain/windows/ie/default. mspx
http://browser.netscape.com/ns8/
http://browser.netscape.com/ns8/

6. Dificultades técnicas
Al iniciar el proyecto Precélculo Interactivo, contdbamos con una amplia
experiencia en GSP, sabiamos que tipo de construcciones podiamos exportar a htmi
y cuéles no. De hecho habiamos tenido la oportunidad de experimentar con este
software en dos o tres proyectos anteriores. Ain mas conociamos varias de sus
versiones y conociamos sus alcances y limitaciones.

También ya contdbamos con alguna experiencia en html., ya teniamos una
estructura a seguir en el armado de las paginas y en la estructuracion total del libro
digital, asi como en su navegacion.

Asi que las dificultades técnicas mas bien se nos presentaron en lograr una buena
apariencia y funcionalidad en las demostraciones y las construcciones interactivas,
asi como en el acceso a los materiales requeridos en una pagina, para no tener que
abandonarla a la hora de requerirlos.

La solucién no fue facil, pero o resolvimos con paciencia, con trabajo de equipo y
estudiando un poco de JavaScript y html.
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7. Ficha técnica
Precalculo Interactivo es un software que corre en cualquier computadora con
Windows XP ServicePack2 y que tenga instalada la maquina virtual de java.

Se encuentra en Internet en la direccion:
http://132.248.17.238/calculo

y corre en cualquier navegador, particularmente en Internet Explorer, Netscape
Comunicator o FireFox.

También se tiene en disco compacto y se puede correr ejecutando con doble clic el
archivo index.html. Se abre en el navegador que tenga declarado por omision el
usuario.

Es importante sefialar que todo texto subrayado es una hiperliga que puede abrir
una ventana flotante con un teorema y su demostracién o con alguna referencia
importante.

Todo recuadro con alguna imagen es un botdén, que al darle clic produce una accién,
como abrir otro botén o mostrar una construccién o alguna situacion particular en
una construccioén interactiva.

Los puntos rojos en las construcciones interactivas se pueden arrastrar con el raton
y asi se pueden visualizar distintas situaciones de un teorema o resultado en
particular.

La navegacion en el sitio es muy estandar:
<< < > >>

Al inicio de la serie, al anterior, al que sigue, al final de la serie.
También se utiliza como hiperliga, el nombre del tema o subtema en cuestion.

8. ¢Cudl es la tesis sobre Precalculo Interactivo?
Precélculo Interactivo es un trabajo original asistido por computadora, para apoyar
el aprendizaje sobre los temas basicos para abordar exitosamente un curso de
Calculo Diferencial e Integral |, en una licenciatura en ciencias o en areas afines y
que se puede distribuir en disco compacto o por Internet.

Precéalculo Interactivo es original por los temas que aborda, su formalidad
matematica, sus demostraciones paso a paso, sus construcciones interactivas y los
diversos elementos didacticos interactivos que aporta al aprendizaje de un tema, asi
como por sus posibilidades de distribucién en disco compacto y por Internet.

Precélculo Interactivo es una innovacion en el campo de la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas asistidos por computadora, en los temas de Logica,
Numeros Reales y Funciones, que puede servir de modelo para la construccion de
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cursos completos interactivos en linea, que requieran demostraciones formales o
explicaciones paso a paso, asi como construcciones gréficas interactivas que
permitan manipular y representar diversas situaciones de teoremas o resultados.

En Internet, al menos cuando se inicid este trabajo hace mas de dos afios y aun
actualmente, no existe un trabajo similar a Precélculo Interactivo y por ello nos
parece que cobra mayor relevancia su construccién y deberia ser aprovechado en
las distintas formas sugeridas en este documento.

9. El programa interactivo

 rojos oon o} A, Todo texto subrayado | . .0

Esta portada principal cuenta con una construccion dinamica que permite cargar las
clases de java, necesarias para el buen funcionamiento del software, en todas las
construcciones interactivas con las que cuenta. Su carga es bastante rapida, no
pasa de 8 segundos.

Este software hace uso de la maquina virtual de java y si el usuario no la tuviera
instalada en su computadora, se le proporciona mediante un clic, la manera de
bajario de la red, facilmente.

El programa corre casi en cualquier computadora y con cualquier navegador de
Internet y, salvo la maquina virtual de java, no requiere de ningun otro software
accesorio. Estd hecho en una resolucion de 800x600, pero se visualiza
adecuadamente en cualquier otra superior.
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El primer tema: Légica
En este tema la parte medular son los métodos de demostracién que son de gran
ayuda para los estudiantes que llegan al primer afio de licenciatura y se enfrentan a
la necesidad de hacer demostraciones.

Légz

BCNCRCNCHE BN
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Una reflexién sobre experiencias previas, destacando la necesidad de formalizar.

»

o

 Htu expeviencia n las matematicas hasta este mome
- Yecetas para ciertos desarrollos mateméticos elabor ;
ehastopaﬁoeselmcomat“elmodgm pﬂammﬁmﬁn paraslmatma,

j "ftg W que antes, al roaizat cada

B R N R R N R I

A daaé;os mwmmommmsos;m ,"'nisem“ partie P :
e ; :vmmmﬁmdﬂkhﬂmwﬂnm; :

nacﬁcmmmmmmmmwam mmmacm o

Resultados “falsos” demostrados como “verdaderos’, todo a partir de reglas dadas
por los alumnos (ventana flotante).

Légzm’ ) Proposicion A: 1=-1
: 4 Demostracion: La idea es utilizar Ias R.gm dadas por fos almmmas :

) 0<Ja=4, donde ¥ =a
2) (—a)(—&)=ab

1= 3) Jab =+Ja\fb
4) (x)(x)=x*

5 (] ==

| Mostrar Todo
| Reiniciar paso a paso|




Resultados “falsos” demostrados como “verdaderos”’, a partir de reglas dadas por los
alumnos (ventana flotante).
Légica Pmpasmon B:2=1
ST | Demostraclﬂn La idea es utilizar 1as Raglns' dadas por “Jos alumnos :
1 Dx=ySDzx=zy
Dx=yp&rx+r=y+z

Hxi-yi=x-y)x+y)

iMO rTodoI

[ Reiniciar paso a paso | 5

El concepto de proposicion
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Proposiciones que no son lbégicas

;  ; ) mmtammmdam
;mtmhspoiomosmm S
‘ f;4iamommiunmmvm

n t)mmmunmmmﬂmmﬁnaummesﬁm
~Cmﬁ0 “mayor que” notienesmtido L

Proposiciones légicas y abiertas
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Fuera de lo comun.
Se da un ejemplo de una proposiciéon que siendo verdadera, es falsa y viceversa.
También de una proposicion légica que resulta verdadera por vacuidad.

o mstuuadehcm

, 1) Estaproposiciénesfalsa
a hduhsmdmsmm

a 2) “Todos los mm:hnns son wdoa ;
p oposicmnmunaﬁcal.?emhuwaes:

3 Eluyenmfamﬂwddn. ot
‘4 E1 14 es factor del 42y el 7 también os
" S)E2cel3sondvisores do 48,
smzesmnnwsumna
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Operaciones bésicas.
Ademas de las definiciones se podran encontrar tablas de verdad interactivas.

i Puamwas,seusmmmm_

Tessss e
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Operaciones basicas con tablas de verdad interactivas (ventana flotante)

o Pmaﬁmarm,semmmadastabmdevmmmckmhwm wr ‘

Bl g Podg
v]v] W
V] F oY
Flv oV
F|F oF
?

Dadashsmmsiaonesp,q.tampﬁcadmp»qas

proposicion que silo es falsa,
cmdopesverdademyqumsa.mam«amcw S

RO PO
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Propiedades importantes
Las propiedades que se presentan, son fundamentales para comprender los

métodos de demostracion. También se cuenta con demostraciones interactivas.

e A

Logica =

[Negacién de ia conjuncién |

sl a) p2re |ne(pya)]| no(p) no(q) | no(p) ono(q)
viv oY oF oF oF of

v|F| F ¥ oF o ¥

Fjv of oY oV of v

FJF oF oy oV oV

oY




Comprobando propiedades con tablas de verdad interactivas (ventana flotante)

[Negacién de Ia disyuncién|

pog | ne(poq)] ma(p) na(q) no(p) y no(q)
'F .F

)
< | <
]
-
]
-

of of o of

mHlm]l<]l< | ™
Hl<<lH]|< [
L J

R

|Negaci6n de la implicacién |
el a|l 2oq otz » ql no(q) | pynog)
VIV] Y of of ofF
v|F| F oY oV Y
FjvVv F
FIF A}
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Comprobando propiedades con tablas de verdad interactivas (ventana flotante)

Contrarreciprocade p > q
Plal p2>aq | neld no(p) | nelq) —> no(p)
viv Y oF oF oY
V|F]| F Y oF oF
Flv] v oF oV R
F|F A

[Reduccién al absurdo]

p>4q no(g) | #yno(q) | xyno(x) | pyno(g) >y no(x)
\'J

oY
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Cuantificadores

"2) rmmmnmammmmdo
| 3) Ningiin entero par os dvisible por 3. .
-4y mmommmz,nm

T ewee as

e

f ,mldem wma. Es deei, se apim
' pnsmﬂadem. i

sto o, sﬂrma;dcvainm o primer c’uio;_‘

‘ Es mnpmame I'm:ufdﬂ' que si se pmif e p
S aqmma(mmﬁmdewm%‘
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El método directo
Se presenta la expresion logica en la que se basa el método y algunos ejemplos de

aplicacion.

-
.

métado consiste en construlr una

1l

P

P

P

——
-
e —

?

kil

| rayt-gy-m2m0 =

__Dando chic en cada o, podris
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Ejemplo interactivo del método directo (ventana flotante)

gy

B Demaostracion: La idea es usar el método directo y razonamientos verdaderos conocidos

k impar =

L0s impares son de |a forma 2n + 1
lk =2n+l, n entero =>|

eElevando al cuadrado:
= (2+1) >

eD€sarroliando el binomio:

=4t +an+l>

ofactorzandoel2z.
m enflro

; P —
k=22rt+2n)+1>
«L-2 5uma y producto de enteros es entero

k2 =2ma1=
A5 K¢ es de la forma 2m + 1.

Mostrar Todo 2
Reiniciar paso a paso | k* es impar +QED.

Ejempilo interactivo del método directo (ventana flotante)

Viltl=x-1 = =0

Demostracion: La idea es usar el método dlrecto ¥ razonammnms verdaderos conocldos

P4l=x-1 =

»S! @ = b, entonces & = b*
Y 2
( x +1) ={x-1) =
»Aplicando el cuadrado de una raiz

P2al=(x-1) =

M ostrar Todo
| Reiniciar paso a paso
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Ejemplo interactivo del método directo (ventana flotante)

¥ Demostracion La idea es usar el métado directo y razonamientos verdaderos conocidos

9x% +4y? -8y -32=0 =

Mostrar Todo
Reiniciar paso a paso]

El método por contrarreciproca

,‘3}‘

irecto, Masnéimmm&om:mm ;
' és!edelammecixwa. =

Este método esta basado en fa

H 'E:;emywa"m‘"a‘m‘p*q sepaneoeianemmk k cmm‘no(q}k
1ce 1a negackin de la hipitests mo(p). e

TesesssesseeevEes

- ﬂenmwotmnsemdﬂmemdv ‘
aradunmmweP“’q,sepatedemmtacomkmQesfaisaydem&edeﬂm
lahipotesis Pesfalsa, . Y L
Enadelavmdemtuelmspor !3 ﬂcomnavam
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Figura l6gica interactiva del método por contrarreciproca (ventana flotante)

Contrarreciproca de p - q

Plagl pogq ro(q) er no(g) —> no(p)
ViV oY of of -

V]| F| F oV oF oF
Flv] .Y v o oY
F|F v

[n adelante denctaremmos por 2 af conakt

; .&c‘:B:}E‘c:A‘ ! ,
i DemostraciénUsaremsdm&ododelawﬂrmechoca demostrando cue no(q) - No(P)

#\egando la conclusion:

BFagA =

I
\
I
i
|
\
\
\
|
|
\
\
l




Ejemplo interactivo del método por contrarrecaproca (ventana ﬂotante)

T nawral y Bpar = Eespar

Demostracion: Usaremos el método de la contrarreciproca, demostrando que no(q) -= no(p)

Supongamos quie k no es par =

eCntonces es impar: de la forma 2n + 1
[fc =2n+l, nentero =

»~5i, elevando al cuadrado:

2z (2.}1+1)2 =

gDesarrollando el binomio:
K= an’+an+1>

of actorizandoel2:
m rmfaro

Py
k2 =22 +20)+1>
»23i K2 es impar
H=2m+l1=

, Entonces se concluye que:
4] L
|Mostrar Todo ! 3

[Reiniciar paso a paso] k* no es par| qED.

Ejemplo interactivo del método por contrarreciproca (ventana ﬂotante)

?Si Aes cualquxer canﬁmta, mw [

S Deumsirlesarelmselmétododehcomgrreupmca demostrmdomem(q)-»m(p)

»Negando la conclusion:
Supongamos que A(VA° #E =




El método por reduccion al absurdo

En adelante denotaremos por £ ol contovacia.

|Reducci6n al absurdol

P no(q) | pynolg) | x yno(x) | pyno(g) > x y no(x)

<
-
v
9
.
-

oY

L ]
L 4
=

of

oY

mlElalg | ™
Hle]lm|e|=
L )

)
<|l<|m
]
-
L)
)

<
L )
n -

-

Reiniciar
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Ejemplo interactivo del método por reduoclén al absurdo (ventana ﬂotante)

J4CcB = A-— B=C
: DemoslrmUsamselmetododeredndonalabaldo demostrando que p ¥ no(q) = X y no(x)

»Jsando la hipotesis:

[acs =]

» 1 €nemos la proposicidn X
x
) Todoxe A = xeB

»Negando la conclusion:
[A-B+@ |

» | €NEMOS que:
| Existe xe A—B 2|

<€ donde tenemos no(X):
nq‘X

| (2) Pristexe A yxe B +QED.
: l"'”tm Todo] Con (1) y (2), construimos el absurdo: X y no(X)

i Derrndracién Usaremoselmétododereduccwnalabwdo demostramhmepyno(q »xyno(x)
LUsando la hlpote$|s
|nm impar =>

gConstruimos la proposicion X
x

ke ¥
() nm na es par

Neganda la conclusion, tenemos:
[n par o m par =>|

Mostrar Todo
Reiniciar paso a paso]
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Ejemplo interactivo del método por reduccién al absurdo (ventana flotante)
1 & Aes cusiquier canﬁmto enwmes GcA

Demostraciin: Usaremos el método de reduccion al sbsurdo, demastrando que p y no(q) -» X ¥ no(x)

«Negando la conclusion:
Sipongamos que DT A =

El método por casos

Légzca

W@MMMMM)WQ%M'
demos,esﬂectcxmdop-p op, o...o‘ :

ste método escabasadoenla

*
‘
.
.

=

Este método se explica smalanda qmpandnmma
{odos loscasosdelaﬂ:ﬂes!shwﬁcmlamm

e se s s 008N
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Figura logica interactiva del método por casos (ventana flotante)

o Introduccidn [Equivalencia con dos casos|
nlpip=popl a| P49 BR2g lp3q | 24y p S 4g
viv
V|F v L' v v v oY
F|vVv
V]V of .
vir v F of - oY of
Flv oY of
F|F F v oY oV oY oY
F|F F F oY oY oY oY

Ejemplo interactivo del método por casos (ventana flotante)
 Innatural = P +nslesimper
‘J Demostracidn: La idea es demostrar los Unicos dos casos pesibles.
JLaranpar
npar = n? es par
U = n’+n+les impar
n’ +nes par
L aranimpar.
nimpar = n? es impar
U > nt+n+les impar
n* +n es par
LASi podemos concluir que:
. 3 .
: npar o impar=>n‘+n+l es impar
p P per| QED.
s 'MostrarTodoI
Reiniciar paso a paso
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Ejemplo interactivo del método por casos (ventana flotante)

b reales = ab|=plp|

Demostracion: La idea es demosirar los cinco casos posmles
gCasol.a=00 b=0:

a=00b=0=ab=0=|ab|=0

}: ket = lalle]

U
|a|=[lo Ibl=l]=|a”b|=ﬂ

_Jwostrar Todo
| Reiniciar paso a paso |

El método por contragjemplo

'mnae)eumh ﬁmseeﬁcwﬁaenmm,
laph mdonsmosmamsowacmm
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Ejemplo interactivo del método por contrae;emplo (ventana fiotante)

» €8N |05 Conjuntos:
A={2,357} y B={2,4,6}

Obteniendo A-By B-A:
A-B={35,7} y B-A={4,6}

gL or tanto:
|A— B+ B— A] QED.

sbesf Mostrar Todo]

, [[Reiniciar paso a paso|]

Pemustrar que son FALSAS las siguiestes.

Lo+ b|=la|+p| Va,b reales

Demostracion. Para demostrar que es FALSA, baskaexhhmcu’haejamph ‘
oL 0r un lado:

a=2yb=-2 = p|=pl=2 > fal+}|=4
o Or otro:
a=2yb=-2 Da+b=0 = [a+H|=0

>l Mostrar Todo
M Reiniciar paso a paso|

ar que son FALSAS las sigulertes.
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Referenmas bnbhogréﬁcas y de Internet

Légwa




El segundo tema: Nimeros reales

Aqui se da un tratamiento axioméatico de los nimeros reales y la parte medular son
las demostraciones formales interactivas paso a paso de diversos teoremas,
asi como las Construcciones interactivas que ilustran los diversos teoremas
vistos, en donde es posible explorar y visualizar diversas situaciones de los mismos.

En la seccion de Otros modelos, hay diversos resultados con demostraciones
formales interactivas paso a paso, sobre los numeros naturales, los enteros, los
racionales y los irracionales entre los que se cuentan, el principio de induccion
matematica y su equivalente principio del buen orden, la densidad de los racionales,
la construccién de irracionales y el concepto de cardinalidad.

Un tema muy importante que también es tratado en Otros modelos es el axioma
del supremo y diversas aplicaciones del mismo, como por ejemplo que los naturales
no son un conjunto acotado, la propiedad arquimedeana y el resultado que dice:
“Entre dos reales cualesquiera existe un irracional’, entre otros.

Ademas en la seccion El concepto de niimero, se podran encontrar aigunas notas
histéricas sobre este concepto y su desarrollo, y ademas, una pequeiia nota sobre el
Axioma del supremo. De manera importante destaca un articulo de investigacion del
afio 2004, que responde a la pregunta ¢ Es innato el concepto de nimero?

Se proporciona una seccion de Ejercicios que permiten reforzar los conocimientos
adquiridos y también una seccion de Referencias, tanto bibliogréficas como de
Internet.
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Para empezar se presentan los Axiomas de los nimeros reales distinguidos con
colores, como una idea y guia visual cuando nos refiramos a ellos en las diversas
demostraciones interactivas y una nota sobre el axioma del supremo

Axmm de los Nﬁmms Reales
ol Nembre Adicién
[ Corxadura || Al) Vo beR,a+beR | M) VabeR, abelR
~ } Conmutativa | A2) Vabel atb=b+a | M2) Va,b eR, ab=ba
- A3) VahcelR, M3) V a, b ceR,
Aseciativa at+@+c)=(@+b) +c a(bc) = (ab)e
Ad) VaeR, J 0eR ral Md) VaeR, J1eR, 1£0
Neutre quea+0=0ta=a tal que al=la=a
I AS5) Dadoa€R, 1 ~a €R tal ||M5) Dads a€R, a#0 Ela eR
TSe gue a+{—a)=(—a)+a=0 tal que oa f 'i
A Distrivutiva | D) Va,bceR, alb+c)=ab+ac
A | Orden
L . 01) ¥V a,b €R, se cumple una y séla una de las
Tricetomia siguienies relaciones: a=5, a <b o b<a
Tramsitiva “ O 8ia<bybh<c, entonces a <c
|| Preserva Ordenbajo Adicion | 03) Si a <b entonces a+c <b+c V¥V c €R
|| Presera 0'"'(:]":3:) 0d) 8 0 <c y a <b entonces ac <bc
(da clic) S)(En Otros modeles sncontrards su enunciado y algunas aplicaciones)

EI axioma del supremo y su mportancna (ventana ﬂotante)

Tadaca;yuamA(mmia)drmhs acalada
posnmmmwdmr mwmnais

Coxm En donde:

[ . Avsts acatado mmmmm
o BunrmlMtaiqwaM’v‘xeA

demés: e
Ney: Abdﬁmémm M conasmpmpdvddd s
D k Km cota amnor de A

. mm«m

unarecla. ~
T mmmmacmsewmmmmé,,,
todalatecta. SR S

ctlnplen.

(de T — ‘ —
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Los teoremas: Todos tienen una idea gréafica, un nombre, una idea para hacer ta
demostracion y una demostracion interactiva.

Teom 1. 8Siat+e= b+c, entonces a ~b

mmle Wﬁmmahm : ‘ Ley de Cancelacmn para Ia Adicifm
|+ ¢ - b-u» c = a' b , .11 Demostracién: (La idea es iniciar en a, y llegar a b, medianie una cadena de igualdades)

l-n-c

LPOr (A4) Neutro Agitivo

«F0r (A5) Inverso Aditivo

Ademas cuentan con un acceso al método utilizado en la demostracién en una
ventana flotante, incluyendo un ejemplo de aplicacion de dicho método.

TE :g» " ot ”!’l’ al. Si Método directo s
S Este método consiste en construlr una sucesion de proposiciones p,
Il.aym&:mamﬁnpuam elasverdaderas,pmmmm ytemﬁmdomp’f

a-c-c-b«-c = a=b mmhmpyraMsmmem“ paldades)

sticesion.

Laemwonhﬁcadeostemetodoosla
(Pl °P2 2. -“’PM) ;
wrdadem .

[k m :-.-sk’ W .

Paramnmrilmmn Gk i
Puedescmmllareltemdetogmawomams mmmundosy } A

P mapmlades coimcidas de
en: este caso latrms&imlad: Six
entuncesx-z.
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También en cada teorema se tiene acceso a los axiomas de los reales y se
mantienen los colores, cuando éstos se aplican en algun paso (ventana flotante).

Tearm 2. 8i e#0y ac=bc, entonces a=b

- \ﬂ Leyr de Cancelacmn para Ia Mumphcacmn

PO {(M4) Neutro Multiplicativo

LPOr (M5) Inverso Multiplicativo
afee )=
«POr (M3) Asoclativa
(ac)(c™)=

Mostrar Todo
Reiniciar paso a paso|

Las demostraciones tienen rigor matematico y son interactivas paso a paso. Se
pueden repetir cuantas veces se quiera o presentarlas completas de una vez.

«F0r (Ad) Neutro Aditivo

=P 07 {AS) Inverso Aditivo

d+{a+(—a)) =

oPOr (A3) Asaciativa
d+a)y+(—a)=

»0r (A2) Conmutativa
Hat+d)+ (—a) =

ostrar Todo
einiciar paso a paso |

690
enostc mhﬁmﬁﬂat Six=nyw=z,
elmmxsz. :

Hm_, ‘
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En cada paso se usan los colores de los axiomas para mantener una guia visual y
ayudar a recordarlos con mayor facilidad.

P01 (Ad) Neutro Aditivo

»POr (AS) Inverso Aditivo

d+(a+(-a)) =

oP0r (A3) Asociativa

(d+a)+(—a)=

«F0r (A2) Conmutativa
( at+d)+ (—a) =

»P0r Hipotesis

«P0r (A4} Neutro Aditivo

[=-a],QED.

i
i

‘.‘ Mostrar Todo
= j Reiniciar paso a paso| >

En cada paso se enuncia el axioma que se esta usando y en todo momento se tiene
acceso a los axiomas de los reales en una ventana flotante.

Demostracién {La idea es iniciar en d y llegar a 1, mediante una cadena de iguaidades.)

o 0r (M4} Neutro Muitiplicativo

o 0r (MS) inverso Multiplicativo
d(afa™) =

Mostrar Todo
Reiniciar paso a paso | a|
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En cada momento, se puede acceder al teorema anterior o siguiente en la barra de
navegacion de la parte superior derecha.

Twmﬁ. Sm a+0, si ad=1, wtanm d«»; ;
cidas ﬂ Unicidad del Inverso Mumpllcatrvn
: Dermstrauon (La idea es iniciar en d y legar al inverso mult. de a, mediante una cadena de igualdades;
|
| »POr (M4) Neutro Muttiplicativo
|
; L Por (M5) Inverso Multiplicativ
| d(aa™)=
S I »FOr (M3) Asociativa
| | (da)(a™) =
1 POr (M2) Conmutativa
! (ad)a™)=
i
ema, ] Meostrar Todo
' I,-' __Ji Reiniciar paso a paso | >

Inclusive se puede acceder al Gltimo o al primer teorema en la barra de navegacion
de la parte superior derecha.

Tmma 7 a0-0 VacR.

tmmmmgst:m |

&8} Todo real por cero, s cero
g8 Demostracion: {La idea es iniciar en a0, y legar a 0, mediante una cadena de igualdades)

»P0r (A4) Neutro Aditivo

»POr (A5) Inverso Aditivo
a0 +(a+(-a)) =|
»P0r (A3) Asaociativa
|(20 +a) +(-a) =]
»P0r (M4) Neutro Muttiplicativo
(a0 +al) +(~2) =}
»Por (D) Distributiva
|20 +1)+(—a)=|

asi te‘m nombrar este teorema, cuya |
dammadnnmdeswdemmmmoa
mmhmmdeﬁderem e §

~ [[Mostrar Todo]

[Reiniciar paso a paso]
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También mediante la barra de navegacion se puede acceder en cualquier momento,
a cualquiera de los temas en la barra de navega0|6n de la parte superior derecha.

Tmrm 8. —-a ~(—-1)a VacR

8 Mn Adithio de a, es q hwum Aditivo ﬂ El inverso aditivo de a es el mverso adltwo de 1 por a
“”‘&ml’“ a Bl Demostracion: (La idea es demostrar que (-1)a es inverso aditivo de &)
: jRecordar la unicidad del inverso aditivo: Teorema 4!

#For {M4) Neutro Multiplicativo

D : ePor (D) Distributiva
,momaesmomu : (1+ (- =
: arqu&awt-i)aw Por ello, |
Mostrar Todo

Reiniciar paso a paso|

Cuando para una demostracion se requiere alguno o algunos teoremas previos, se
tiene a la vista sus enunciados.

Tmrma 9 a(~b)- -—(ab) v a,beIR

,,,,,, ~ @JWas por menos, da menos.
Aﬁ m c tm m es m de Demostracion: (La idea es iniciar en a(-b) v llegar & -(ab), mediante una cadena de iguaidades)

oPor Teorema 8

<For (MS) Asociativa

»P0or (M2) Conmutativa
(( Da)y =

JPor (Ms) Asociativa

.pDI' Teorema 8
)| LQED.

L

i
A
&

- |Mostrar Todol

|Reiniciar paso a paso|

o -»az(—-'l)a v acl.

pere }
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Como ya lo habiamos hecho notar, siempre estan accesibles el método y los
axiomas de los reales en ventanas flotantes.

Teorema 10. —(-a)=a V acR.

de; yuamaghnmm ﬂﬂ Menos menos a, es a.
a idea es hacer Vﬂ(lue fl-vﬂ) es ﬁWSO Demostracion: (Le idea es demostrar gue -(-8) es inverso acitivo de -a, es deckt que, -(-a) + a=0)
ae (- ‘dado que por el teorema 4, iEs importante recordar fa unicidad del inverso aditivo: Teorema 41,

ko0 b marr g 8 < -
. - (@) +(-a)=

L propiedades conocidas de laigualdad, 3
o1} este caso la rar dal: Six=wyw=2,
enfonces x=2. : ;
En particulas se

‘hace uso det Teorema 4 que |

" DadeaeR, -

i , e ‘|MostrarTodo|
- sigtd=0,enonces d=—a.

IReiniciar paso a paso |

Igualmente, cuando es necesario, se tienen a la vista los teoremas a utilizar en la
demostracion.

?Y?“mm o #8{ Menos por menos, da mas
c m da W' MU' ay (ab), mmm Demostracién: (La idea es iniciar en (-a)(-b) y leger a (ab), mediante una cadena de iguaidades)
ol a6 g ; s )

Para construlr 1al cadena de igualdades se
deben utiizis exchishvamente los axiomas de

1es fas hipitesis del teorema, 2
eoresmas o resullados apteriores y, desde |
ey, propiedades conocidas de laigualdad, &
ehy aste caso la transitividad: Six=wyw=2, |§

oF0r Teorema B

»P0Or {M3) Asociativa
{(—D(a(-5)) =
»POr Teorema 8

oP0or Teorema 9

gP0r Teorema 10

+QED.

Er pmficﬂar"se hace uso del Teorama Baque
establece: .

del Teorema 9 que establece: |

 ab)=—ad) Va,b €R.
o Jag') —eb) Vabe IMostrarTodOl

memmemece; = al| Reiniciar paso a paso]
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Se tiene accesible el método por casos, incluyendo un ejemplo de su aplicacion en
una ventana flotante.

. Si ab = 0, al menos uno de 8"05 es cero.
Demostracidn: (idea por casos: [y Suponer que a no es ceroy demostrarque b =0
i) Suponer gue b no es cero y demostrarque a=0)
Haremos i), iniciando en b y llegando a 0, mediante una cadena de igualdades.

P 0r (M4) Neutro Multiplicativo
«F0r (M5) Inverso Multiplicativo (supusimos que a no es 0)
(a_la)b =
«P0r (M3) Asociativa
(™) (ab) =
oP0r Hipbtesis
(@)=

SR i Mostrar Todo
mdeneum?que - Reiniciar paso a paso |

Ademas del método, se incluye un e;emplo (en ventana ﬂotante)

‘ decicumlloelpmdmmdem TR
',,mo,alnmmsmdeelos,esc ' S v
lemostracion de este teorema la pud Emmétmmémwuma
rmmmnapm on la vent3 M

aderecha, P“"J”(Px"*?ﬁ'

i&:“’“ “hu'“”‘“ mde‘ Este método sek expiica seﬁiiandom
La es suponer que uno de ellosk o ctrar que todos tos casos de fa e
uoymwuwemm«zaelw , Nt e

Ise c«o.lmumol por Casd
: Hemplo

n natural => n’ +n+1 es impa
andombdehemcero. LN e
el quebnoescemydemn
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Las demostraciones se pueden presentar de una vez o paso a paso.

a13. @ -5 sa=boa=—bh.

'ymﬁhnmm | Igualdad de cuadrados
La M Mea " m de la W"" ,52 =B,y Demostraclon {La idea es iniciar con a*= by llegara la
ne conclusién mediante una cadena de <==)

»P0Or Teorema 1y su reciproco
»F0r (D) Distributiva
[(a-b)(a+b)=0 <]

JPor Teorema 12
[(a—a)=0 o (a+d)=0 @]

»P0r Teorema 1 y su reciproco

IMostrar Tedo l

|Reiniciar paso a paso|

ﬂ Ley de Cancelacmn para la Adu:lnn en Desngualdades .

Demostracion: (Laidea es iniciarena+c<b + ¢ yllegara a<b,
mediante una cadena de implicaciones)

: reﬁnocc de. ‘este Teorema, es el axioma
(03) que ﬁce' :

S‘ia«cb mmmai-c <§+c Vcek

am~>{033, s tlene m resulado mas

oeneral.esdeei" , L IMostrarTodol
S “ . __JReiniciar paso a paso
¢+c<b+c S ach 3 | d paso| 2
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Como ya habiamos sefialado, en cada demostracién, siempre es pasible acceder al
método utilizado y a un ejemplo de aplicacion del mismo.

Twrema 15. Si a<b y c<d entonces a+c<b+d

‘o,enlawﬁmdeladerocha.

,ymubmm

resutados méciores. [Mostrar Todo]

8 [Reiniciar paso a paso]

Reciproco '~

Se procura identificar cada teorema con un nombre descriptivo, que permita
recordario con mayor facilidad.

Teorema 16. Si a<b, entonces —b<—a.

llﬂmmmhm ﬂ Los inversos adltNDS mvnerten la Demgualdad

: Demaostracion: (La idea es sumarz tal que a +Z=-byb + 2= -a. § Quién seria 27
be- - a<p ¢ ztala y ¢ )

P or Hipotesis

«P0r (O3) 3er Axioma de orden
|a+((—2)+ (=) <b+{(—a)+(-D)) =]

3 -l ;o a b .
As: se puede nolmar éste teorema, cuya ||
ostracion puedes ir descubviendo paso a o
paso,enlamtm dela de:ecm. £

»0r (A2) Conmutativa
a+((~a)+(=h)) <b+(-B)+(~a)) =>|

gg_j_gg__{_ggg; fas hipdtesis del teorema,
,ecremas amsﬂados anteﬂores. IR

lMostrar Todol
i ]Reiniciar paso a paso|
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Se abordan teoremas fundamentales para la teoria de desigualdades.

Teorema 17. Sea c<0. Si a<h, entone

myllﬁododelammmamn , a8 Mumpucar pur un negatwo |nV|erte la Demgualdad
La idea es aprovechar el hecho de que sic < | pemostracion: (La idea es usar que ¢ < 0=>-¢ » Dy el (O4) 4° Axioma de orden)

oFOr Hipdtesis
oF0r Teorema 16 y que -0 = 0 (ejercicio 1)
(1) —e>0

eoremas oresulados amemres

i,_: ) parﬂcuar mhmensodolfwm 16que | '
esmhlece:

Sx a -:b mum —b <.

ﬂ(“'b)’—“'(ﬁl‘)\'ﬂ:bem ~ [[Mostrar Todo]

& [Reiniciar paso a paso |

Se pueden presentar las demostraciones paso a paso, cuantas veces se requiera.
Se analiza el reciproco y se formula el resultado general.

Twrm 18. Sz O<e ¥y ac-cbc, a:tom:xs' a<b_

'

exciusivamente los axiomas de los reales,
las hhétesis del teorema, teoremas ou

Mostrar Todo
Reiniciar paso a paso] £




Se presenta una idea grafica y un nombre descriptivo del teorema. La idea de la
demostracion siempre resulta dtil.

Tmma 19 Sea ab>0. Si a<b mtomcasb*-:a*‘. ‘ e e B

lwmnm del mismo signo, ﬂ anEI’SOS mulnphcatlvos UEI mismo sigho, mwerten la demgualdad

enla "“M‘M (1l Demostracion: (La idea es usar el ejercicio 7 y el (O4) 4° Axioma de orden)
i sk = b o 3 <Por Hipétesis y ejercicio 7
RSt G (1) a7 >0
o ,
: _i, E"j jh‘_’_ »P0r Hipotesis
i

»P0r (1) y {O4) 4° Aioma de orden
alep )y <blad) =

ara construlr tal caﬁena de implicaciones se
deban. utilizar exclusivamente 10s axiomas de

los reales, las hipitesis del teorema, ﬂMostrarTodol
BOremas o msulados anteriores.

ﬂll Reiniciar paso a paso |

Se pueden presentar las demostraciones de una vez y reiniciar paso a paso

mema 29 Sf 0<b, eutonczs, ¢2<b (:> c>~—f§ y,nr{w

Bmummo,mmwm S cuadradn de un numero, menur que un pusntwo

Demost : (Idea: P ren |3 hipotesisy llegar a 1a conclusién, mediante una cadena de <=>)

a‘!@:b t--» y
o a> . /iy »P0r definicién de Ralz cuadrada
2
>0 & <(-JI: ) =
k L ; »0r tearema 1y su reciproco
. T

a —(JI:)I <0 &
oP0Or (D) Distributiva

(a+JE)(a—\[b—) <0 &

»FOr Ejercicio 8

: a o
Asi s¢ puede nombrar este taorema, cuya |
demostracion puedes ir descubriendo paso a |t
paso, enla ventana de la derecha. E

Idea y Método de la Demostracion
La idea es partic de la hipitesis, y mediante =

mcw&;ﬁsmﬁ"m?i;m&z (a«l—\ﬁ;) >0y (a—y”;) <0
Directo. ; g L o
Para construlr ~ (ahﬁ) <0y (a~«f!_r)>0

Para construl  tal cadena de dobles |[Mostrar Todo]
implicaciones se deben wtilizar — Por teorema 1y su reciproco
exchuss te 0% mad iy jes. las Reiniciar paso a paso | 'l - — = |




Se aborda una lista de teoremas fundamentales para resolver desigualdades con
términos cuadraticos.

 Teorema 21. Si0<Db, entonces, a2>b o ¢>x5 a a

lﬂmd&mmo.m eun - 3 El cuadradn de un numero, maynr que un posiﬂvo

b Sir. 1: (ldea: emp an la hipbtesis ¥ Hegar & ta conclusién, mediante una cadena da <=>»)

P IR
»10r definicion de Raiz cuadrada
2
a >(JIT) =
«F0r teorema 1 y su reciproco

o ~(B) >0 &

Mostrar Todo l

Reiniciar paso a paso]

Demostracmn {Hay dos casos posnmes a mayoar o igual a cero y a menor que cero.
Ambos casos deben conducir a la conclusidn)

Mostrar Todo
Reiniciar paso a paso
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Una demostracion clésica por casos.

B Valor Mo de un Producto es el' El valor absulutn de un proclucto es el proclucto de valores absolutos |

Demostracion: (En reslidad hay 2 casos. La idea es mostrar que ambos, conducen a ka conchusion) .:
|Cm Na20pb20 =>]

»P0r Ejercicio 5y la Definicién de Valor Absoluto

ab20

y
p|=ar [B|=2

oCOr Definicidn de Valor Absoluto

M 1) azﬂ vh >0
C’mﬁ)al"(}yb(ﬁ la| =
Caw 3o a <ﬂ yb20 y =
‘ lo| 6] =ab
oP0r transitividad de Ia igualdad

la|= el o

oP0r otra parte
lC’aso Daz0y b <0 ﬂl

m oP0r Teorema 17 y la Definicion de Valor Absoluto
IReiniciar paso a paso| fab <0 ]

reales, las hipitesis deiteorm ta definicion ]

iy a e n e o B o i e e i o

Se recuerdan definiciones necesarias.

( orm 24. H >b P=s a~=:--b ° a::-
mmuamwn

ﬂ Yalor Absoluto de a mayor queb ..
SN }H'h m- b6 2€: ®¥ Domostracion: (La idea es empezar con la hipdtesis y mediante <== llegar a la conclusion)
N i iEs importante recordar Ia definicion de Valor Absolutol.

Ial)b =

|Mostrar Todol
a8 |Reiniciar paso a paso |

57




Veinticinco teoremas con demostraciones formales interactivas, con ilustraciones
gréaficas y nombres descriptivos, con acceso a los métodos de demostracion y a los
axiomas de los reales y con acceso a los teoremas necesarios en cada
demostracion.

Teorana 25, H<b o ~b<a<b.

ﬂ Yalor Absoluto de a, menor que b
. f Demostracitn: (La idea es empezar con Ia hipttesis y mediante <=> |legar a la conclusidn)
iEs importante recordar la definicion de Valor Absoluto!.

le|<# &

»P0r Definicion de Valor Absoluto
{a. <b sia20

] =
—z < sia <0

»F0r Teorema 16 y su reciproco
{—b <a<a<bh sia20

o =
~bea<a<h sia<)

I Mostrar Todo]

a8 lReiniciar paso a paso|
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En la seccibn Construcciones interactivas se presentan 32 construcciones
interactivas para explorar y analizar diferentes situaciones de los teoremas que se
han demostrado en la seccién anterior.

En estas construcciones se puede interactuar mediante los puntos rojos con arrastre
de ratén, o bien mediante botones que presentan situaciones particulares o mediante
animaciones que presentan una continuidad de casos.

En todos los casos se tiene acceso a las demostraciones formales y en varios casos
se incluyen reciprocos.

En Otras construcciones, al final de esta seccién, se presentan construcciones
interactivas para:

o Explorar y analizar las diferentes situaciones de sistema de ecuaciones
lineales dos por dos.

e Explorar y analizar diversas situaciones en una desigualdad cuadratica con
valor absoluto.

¢ Resolver una desigualdad cuadratica paso a paso y de manera interactiva.

e llustrar la ley del triangulo.
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Haciendo coincidir a+c con b+c, se observara la coincidencia de a con b.

Tm 1 Si a+c-.~b+c, mta ces' awb »

F 3 I
J

atc @

it la+c=b+c=2,c=5 a+c=b+c=1,c=-5|latc=b+c=5¢c=3
' awsmlizacim eorema ede
ma,cmmma%m&wwad[a+c=b+c=3,c=4 atc=b+c=2,¢c=4 a+c=b+c=-3,c=-6]?

Pero ademas, se tiene acceso a la demostracion formal en una ventana flotante.

T w" m 1' SI a+c-b Ley de Cancelacion para la Adicion
unnuuwm oy o mw--, ue aus p Demostracion: (La idea es iniciar en a, y llegar a b, medianie una cadena de igualdades)
1V elhechodema=h.

md:im ;mem mteractuat dando

Agunos de los hotones de la pate

os cuales permien que a + ¢, b +

ammvdoms espociicus. :

Esta vksuﬂzacion del teorema se
Mostrar Todol
Reiniciar paso a paso | >
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Hacuendo oomcadrr ac con bc, se observara la coincidencia de a con b.

[c=3,ac=bc=35 c=2,ac=bc=-2

AEaedan o : : c=2,ac=bc=5 - c=2 ac=hbe=3J

Puedes hacer clic en demostracibnpara  @lc =3, ac=bc= 2 T ' ¢=3,ac=bc=4[;
Fuiodes car che on gempstrscion para. - g

Haciendo coincidir a+d con a, se observara la coincidencia de d con O.

atd=a=J|la+d=a=5]
a+d=a=Jla+d=2a=5] >
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Haciendo coincidir a+d con 0, se observara la coincidencia de d con -a.

Dade acR, a+d=0 => d=—a

a+d=0,a=5|la+d=0,a=-2|la+d=0,a=3]
@latd=0,a=+5 a+d=0,2=2|la+d=0,a=-3]

“|a=2, ad=2|[a=3,2d=3]a= 3, a:=-3||a= 4,ad=4|[a= 5, 2d= 5};
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Haciendo coincidir ad con 1, se observara la coincidencia de d con at

Tmrem 6. Sea a:t() si ad= 1, aztcmm d~a°‘, -

mmwm | '
Asi se “este teotema y en la ff Unicidad del Inverso Multlpllcatwo
a0, ad=1 = d=a" <

en el hotén twmor izqtiemo qne enuncia el

Tmmmummmcm
ighnos de los hotones de la parte inferior, |
‘ mﬂuwmenqueadya.tomenvaloros .
especﬁcas

a=-3, ad=1
a=-2, ad=1
a=-3/2, ad=1
a=-2/3, ad=1
a=-1/2, ad=1

Esta visualizacion  del teorema se. puede
pensar come una demostracion visual, pero
siempre - resulta. - muy importamte  la
demostracion formal,

Pueﬂj«s m« coincidir b con 0, ;'5
plrade desplazuaalolaoodolamctareal

cmmemmdequ =0.

También nuedes ineractuar dando clic en
algunos de los botones de la parte inferior,
[scualesmnﬁmqmbtomeehdorcem
‘a'se -anime en 1a recta real. Lo puedes
hacer mediante esos botones o mediante el
boton : superior: zquierdo que contiene ol
emmciado deol teorema.

aI| b = 0|[Animar/Parar]

at
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Moviendo a, se observara la coincidencia de ( 1)a con -a.
Tememas. —a=(-Da VacR. r———

Iﬂmmueaudmdnwa ﬂ

Imﬂaim puedesﬂeracluar dmdoclicen
Wdehsbﬂmesdehpaﬂen‘erm,
Hos cuales permiten que a tome valores |
emcﬁcas. POts:

Eﬂa ﬁsuaﬂmlén del teorema se puede |
pensar como una demostracion visual, pero [
slempre . resulfa iy - importante  la &8
d«nmmmm : .

Puedes hacer mm
mauwﬂm mm‘;"‘.,:a [=3]a=3]a=5]a=4]a=7][a=2]a= 7|[a=6][z= 4] :

Moviendo a y b en distintas situaciones se puede observar ab.

Leyes de 1os : sxgnos

Leyes delos signos |
asi se conoce este cowumo de teoremas y

Leyes de los signos 5

jos cinelmtdmdesuspmosfms.

Puedws hacet me a y b tomen valores o
posilivos o negativos o uno de ellos positivo y |
ot olro negativo. Asi polras ohservar 1os |
respectivos valores del producto ab.

oman valores contratios, entonces ol
pmdm:to abesnegawo

Imnhien pmdes iluramar dando ChC ‘on

algimos de los botones de 1a parte inferior,

hsmmmmqnmayh,tomms
nmﬁcns. :

Esta visualizacion del conjunto de teoremas, d[Mas x Mias|[-a= (-1)a][Mas x Menos] Menos x Mas|[Menos x Menos
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Haciendo coincidir r con —a, se observara la coincidencia de —r con a.

Tmm 10. -~(——a):a VacR.

Menos, menos o, es & : &
Asi se puede recordar este teorema y en la &
onstruccion iﬁmﬁm de la derecha
puiedes visuﬂzaﬂo ;

Menos, menos a, es a
—(—a)=aVacR

Pmauluad«mmdesmmayr :
omandaloscmdmtmdemmﬂnsmﬁos.

Fmdes!mcer c@imidirrmn-a,yobmas
mw«rcninciucoua,esm-(-a)-a.

También puedes iteractuar dando clic en los
batones de la parte udferior, los cuales
tomen valores

g_‘[u—a & —r=—(a)a=2 r=2|a=3,r= 3|[a=6,r= 6] ~

Si el l'“""““ de dos reales es cero, a'ﬁ Si ab =0, al menos uno cle ellos,
‘mualn‘ks,dehewwo

i omamiolos cme! 1aton, de sus puntos rojos.

Puedes haca coincidir -ab con 0, después
puedes desplazar b a lo largo de larectareal
observaras que a se maitiene coincidente
con®,

conserva el hecho de que a=0.

También puedes interactuar dando clic en el
bhotén  superios  Zquierdo  que comiem el
emmciado dﬂtentema.

Estaﬁsuaiimdén del._teorema se puede
pensar como una demostracion visual, pero
siempre  fesulta muy importante la g

lAnimarfPararI

JS o b debe ser cero
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Haciendo coincidir a* con b2 se observara la coincidencia de acon b o -b.

Twrma 13 @-B oa=boa=-b

Cresta muy Impmame
demostmclénmmal

—— Jepa e F ] e,

Haciendo coincidir a con b o con -b, se observara la coincidencia de a? con b2

Tmrermlli PP oa= boa:——b

si 50 puodnecomaf este: tmmyema
netruccion interactiva de la derecha |
'memlamaﬂénstMeda

9

ﬂledeshamcmkﬁtaconb,otambiena
col &y,wsmquemmscasosaz

mwedesm«muarumdocicenlos
: de la paite ilieliot los cuales

i «:qmo uha: dmoﬂracion visual, pero
glemp Cresulta -y nnpomne Ia
mog! aeibntonml

‘ ﬂﬁ;—s_";=-b"a=2 yb=2|[a=3 yb=3]la=-1yb=1]
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Manteniendo a+c menor que b+c, se observara que a se mantiene menor que b.

Loy o Comcscin pars . A o0

Ley de Cancelacion para la Adicion en desigualdades

a+c <b+c = a<b

[a+c=-5,b+c=3,c=1 |[atc=2,b+c=0,c=-6 |[a+c=2,b+c=3,c=5

@llare=3.b+c=3,c=2 ] avc=1 brc=2,c=4] [arc=3 brc=d,c=6 5

Manteniendo a menor que b, se observara que -b se mantiene menor que —a.

Twmma 16. Si a<b entoncw ——-b-f:——a.

psar mmn ‘una demostracion visual, pero
smme fesulta  muy - importante  la
demosttacionformﬂ. s

s tate [b=6] [2=2] [b= 2] [2=3] [5=5] [i=3] [3=4] [b=2]

i

Puedes hacer clic en demostracidn para g§
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Manteniendo a menor que b y c<0, se vera que ac se mantiene mayor que bc.

Teorema 17. Sea c<0. §i a<b, entonces ac:sbc.,,

Asi se wcuerda este teorema y en la
onsmm:ton ntuac:tm de - la detecha

cmmellndwdeweanbc,

También puedes m«acmat ‘dando clic en
algunos de los botones de la parte inferior,
los cuales permiten que. a, byc,tmnen
;resesmcﬁcns. , :

odos hacu Mactwnevalwesmnues -
o bc, después puedes desplazar ¢ a 1o
lamodelosvalofes positivos de larectareal :

algmos de los botones de la parte inferior,
saﬂespemﬂenqueac,bcyc,tmnen

Es!avismﬁzamndel teorema se puede
shear como m‘mm,aﬁé,,mmwom]aﬁz, bc=4,c=2]ac=3,bc=6,c=3|lac=5,bc=5 c=4]




Manteniendo O<a menor que b, se observaré que b"! se mantiene menor que a™

Teorema 19. Sea ab>0. Si a<b, en

i"“‘i “‘hm del mismo signo, @), o Los mulhpllcatwos del mismo signo invierten Ia desigualdad
Husivamos el caso:

Asi se ptmla recordar este woremay enln 3 a
i O<a<h » b <a Area Roja=1.0

& =1272
a’=0786

Area Azul=10
b =2593
H51=0386

mdeshiemﬂnmdandocllcmlos
hm)ms de la parte ‘inferior, Jos cuales
‘ que a .y b, tomen wvalores

Ecmwdu.nmm»o

Asi se puede recordar este teorema y en la | Husiramos la condicion Ino-ma =)

b>0, al<bh > —Jb<a<b

"uedes desplazar @ de tal forma que se
enga menor que b, y podras observar |

"\E <“ ('\E

También puedes interactuar dando clic en el

boton de animacion de ia parte inferior.

Esta visualizacion del teofema se puede
Vsar come una demostracion visual, pero

siempre resulta vty  Importante  la

demstraclon formal.
. a I—l
Q‘ n Animar/Parar >
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Manteniendo a entre —JE y JZ , se vera que a® se mantiene menor que 5.

Musiramos la condicién

b>0, —Jb<a

L!_ﬁdllk(C:i T

< = al<b

ensar como ma demostracmn visual, pero

resula  muy  importante la
Bl wgl]AnimarfPararl

Emﬂnammm ; il
Asi se puade recordar este teoremaymla
construccion iteractiva de la derecha |

boa >-f_ N

Tmténpmdeshmracﬂmdmmatel

Mustramos la condicién »,
b>0, a>>b >l

peesaria (=

—Jb oa>*[_

R

. 'dearmmioudelapane inferior.

ata visuﬂzacmn del teorema se puede
ensar como. ima demostracion visual, pero
siempre resulla muy - importante - la

demostracién formal.

o - — —
S
o
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Manteniendo a>+b 0 a<-/b, se vera que a*> se mantiene mayor que 5 .

Teorema 21. 81 0<b, entouces, alsb O c>J5 a ¢<7 7".'
1 cundrado de a, mayor que b>0. nLﬂ
Asi se puede recordar este teorema yenla B8 Tlustramos la condicdéu syficiamie (<)
LA 550, a< b da>b 2> at>b
e
|
b |
l |
n L
| |
; ) p |
—Jb NG

Moviendo a y b en distintas situaciones se vera la coincidencia de |ab| con |d||3|

Teareaw 23 lab]ﬂuﬂbl Va,b eR.

\.'3.2

ps el producto de valores absolutos
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Manteniendo ]a! mayor que b, se observara que se mantiene a<-b 0 a>b.

Tearma 24. |al>b Sa<bd o a:>-b

ammmma.mmmb ‘ﬁ,
Asi se puede recordar metmmaymh
construccion interactiva  de Ja  derecha |
puedes visualizat la. conm:mn necesaria del
tw«m(w;. ;

P “ ey i
Lmﬁndolos con el‘mm,‘de sus;mutu mjoa

o8 desnhza Hdo tal forma que se
manwmb,yas!pwas

Dusiramos la condiddn uecasaria (=
laj>b > a<-boa>

ahsmm o

a <—-§ aa >b

pem colm ma demommwn visuial, pem

—
[~
o9

o« T T T

oftante - la

Puedes desplazar a de tal forma que se |
martenga mayor que b, o menor que -b y asi ||
pa&*&satsmque. e

IInsiramos la condicitn sxficiemie (<)
laj>b

a<—-boa>bh >

‘ resam miy - impoitante . la imar/
e m]Ammar Parar]
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Manteniendo |a| menor que b, se observara que a se mantieneentre-b y b.

"‘\Tearmztz"s. lgj<b < —b<a<b.
Eivalor absokdo dea, menor queb il
Asi se puede recordar ‘este teoroma y en la i
construccién interactiva  de la  derecha |

ps visualizar ia cmuicmu necesaia del
eoroma(=>)

Hustramos la condicién necesaria (=)
laj<b => —b<a<b

l:*am nermmar mmdes n

mnamloloscmaimmde fmom .

Pmdesdesp!deetalmmamese
nmﬂemamemmb.yaapmﬁas
obmme

: -b <ac<h

caso particular se da cuande b sea
mgm CumHsWeesnmom\m
que wo, entances . ningin valor (le a

Dustranos la condicidn suficients (¢=)

—b<a<bdb = pi<b

aminmcmdthOsuswmsrm‘

des desplazar 2 de tal forma que se
mmengaema-byb.l\sipodrasobsem

Uncawmﬂicﬂasedacumdubsea

negmm Como H snenueesmaynrmgtﬂ
que - cero, emtonces ningin valor de a
satisface la desigualdad.

Esta vm&acmn del teorema se puede
pnsal como tna demostracion visual, pero
pre resﬂa my . importante  Ia

i)
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Se pueden mover a, b, ¢ y d para cambiar la sﬂuacnén de las ecuaciones.

Un sttema de ecuaciones lmeales

sistemna de ecuaciones lincales ]
En la construccion interactiva de la derechia il
edes visualizar ef ;mmmmmema da w

b=
c=1.0
o e g d=20
wedm visualizar mediante sendas o
rectas con pendientes -a y -d, yoidenadas al | x=05
I:rmnhyc,rmeumme ’
Podemostmorlos smuim«es casos:

3

f(x)=b-ax=126

gx)  gix)=d-cx=25

rectas coinciden en tados sus pintos.
c)a=cybed No existe soludén Las
rectas no coincideny sonparalelas. . .
thﬂermmrmdesmma,b, c yd, i}

......

No existe solucion |
infinitas soluciones]

igua dad cuadratxca mtera'/ff'ﬁ

@] a= 0827
En la cmsu‘mcim interactiva de la derecha 5‘

Para Bteractuar puedes mover a, b, ¢, dy ¢ ¢
en los  deskzadores de la parte inferior ¢
detecha, taméndolos con el ratén, de sus
pmnroios.f =

Puedes eamorimmﬂat con diversos valoies y
observar que 1a solICion esta representada
por e ashurado en 10jo. En muchos casos,
es!a;ohciénesﬁ representada por la union |
de dos Mhervalos. x1= 0527

Pero talnlmm hay otros casos que podras
ohservar - experimentando - con  diversos
esde ab,c,dye.

x3=-1.375

g

'axz +bx+c'<|dx+e|

3

. o . x2 = 3288

x4 =2.386
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Ademas de la solucidn paso a paso se puede acceder a la grafica (lado izquierdo).

‘Una desxgualdad cuadratica | pasa a pasd

Desigualdad Cuadritica paso a paso #{Resolver la siguiente demgualdad paso a paso
o vemana de W derecha puedes i
descubriendo paso a paso, la resohucion de |2x —l<x+2 @]

»P0r Teorema 1 y su reciproco

la siguiente desimmdad mdlca.
|

2x2 -1 <’ r;+2
«Multiplicando por 1/2 (se conserva < por axioma 04)

En tal denmmacim Ia iea os utiizar los |
diversos restlados que se han visto hast

2 X 3
X' —— - &

ahora. Es M adomas; teorema y sus 2 2
Iuibrows. i p»Compietando cuadrados (Teorema 1y su reciproco)
: 2 2
Algmosm: : a_x 1Y 3,(-1
ciendo clic en Gudfica para visualizar la * 2+[4 <2+ 4 <
jualdad. Tanto la parabola del miembro

et do, como ta recta del lado derecho.
Puedes apreciar que el intervalo de sokicion

es [-1, 1.5], dado que es la parte de fa
parabola que queda por abajo de la recta.

En el primer paso se aphica la ley de
cancelacion para la adicién y su reciproce.  [Lrostrar Todo
Des_pués de aglicar esta ley, queda la Reiniciar paso a paso]

Se pueden moverayb para cambiar la situacién de la ley del triangulo

Ley del tnangulo

Elm Moﬂemm

También piedes interactuar dando clic en los
hotones de la parte inferior, que permiten que
ay btomen valores especificos,

Puedes olwowarque

'1_,.”&'4.,.“' cuando @ y b tienen el
e

ﬁ|al=2,|:»=3]|zn=-5,|:»=2]1a==-2,!>==<%|
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En la seccién Otros modelos se presentan diversos resultados sobre los Naturales,
Enteros, Racionales e Irracionales, asi como algunas notas importantes sobre los
infinitos y su cardinalidad y una reflexién sobre otros campos.

También se introducen algunas notas sobre los nimeros y su desarrollo y una parte
importante es el axioma del supremo y algunos resultados aplicando este axioma.

Se trabajan los axiomas de Peano, la induccion matematica y su equivalente
principio del buen orden, teoremas sobre un entero y su cuadrado, la densidad de

los racionales, la aparicion de /2 y sus consecuencias en la construccién de
irracionales.

Vale mencionar que en los naturales y los enteros, se demuestran leyes de
cancelacion, pero haciendo notar que el método seguido en los reales, no es
aplicable en ninguno de estos casos.

Se insiste en el axioma P5 por su |mportancua

Los numeros naturales
[Los Mameros Natusales
: N={1,2,3...}

Jos l:domas de Peam
Los mmeros naturales son un conjunto gue sdlsface los: smmerles adomas:

P1)1eN
P2)SineN, en.mwes Ela inico, mmorden
PB)EIInowxmrdemugﬁum
Pa) Sin'=m’, entoncesn=m
PS)&MCNmnhsmpudadm

i)leM

i) n' eMsrmpmqnenEM

em.ucesM N

iconockios coine Rxdomas de Peano, en honer al mmem?:licn italiano Gmse.ppe Pemo 11358 1932), mm m esimciem de manera
Hecisa.

obsmibnmmmne
05 axiomas de Peano definen de manera tinvoca a los. mmemsmmes Es decir, cmmcmnmmmmmmue
¢ano, Mo Serd ofro que los naturales. ; ; : Ll El
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Ley de cancelacion para la adicién en los naturales

Ley de Cancelacidn para la Adicidn en los Naturales

coutrarreciproca :
Demostracion: (Demostraremos la contrarreciproca de esta ley. Para ello Ia idea
es usar el axioma P4) expresado en su forma contramreciproca)

=P0r (P4) en su forma contramreciproca

elC =1 =>QED.] Sino, por (P4) en la forma indicada
|a+2=(a+l)+ht(b+l)+l=b+2]

Puedes ver la demostracion paso a paso en ™
vantana de 13 derecha, en donde se wtiliza

A RPVE 006, &

]

Mostrar Todo

[Reiniciar paso a paso]

at+c=b+c = a=0h spivdaase gy h — gic£h+c

Ley de Cancelacidn para la Adicion
Demostracion: {La idea es iniciar en a, y iegar a b, mediante una cadena de igualdades)

oF0r (Ad) Neutro Aditivo

=P0r (A5) Inverso Aditivo

atict+(—c))=

<POr (A3) Asociativa

(@te)+ ()=

o 0Or Hipotesis

(d+e)+(—o=

«P0r (A3} Asociativa

(et (=)=

P01 (AS) Inverso Aditivo

derecha, en donde

NNETeLNoca

Mostrar Todo I P 0" (A4) Neutro Aditivo

Reiniciar paso a paso |

[=8] ,cED. 3

+c
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La induccién matematica y ejemplos

Induccmn Matematlca

io de Inducciin Matemdtica i i o
Qm_gg_gm para jos Naturales, ol axioma PS) se conoce precisamune coMo. el "Pmcm de lmlucc»n mamalica", mo §
yrmmmumadmmmciﬁmemomem pammmoslmms i

En la mayoria delas lﬂnos apztm Ia sumenw fmmiacionde me Pmcipio dehdncmn

Bimmasmén Pcvéhdu VMEN :
i) Esvdlida paran=1.
n)Sn;oumioqueeswdﬁ&mn# ,

sedauuesﬁu Invalxkzmnr:k’_

m«ejemplademsodeesftemmcm sedamlademnstraciondelafwmﬂapamlamm progi pgidn arit

1+2+ +n-n("2+1) Vm:—:N

{Da clic sobre faformula, paraawt su dermmaaon)

de los prisneros n impares £ '
0 ejemplo de-las propiedades de natwales: a's la juma de o8 pri
tma de los primeros n namra!es lnvams

h L2 i e N wd Vs NL

Ejemplo de induccién matematica con demostracién interactiva paso a paso, en una
ventana flotante.

hlduccmn Matemética | \1+2+ +n~”("2+1) VreN

: ‘ Demostracién: (La idea es usar induccion mateméhca)
»La propiedad se cumple paran= 1.

L _la+D
2

»ouponiendo (Hipotesis de induccién) que se cumple paran =k
142+ +k= E%j’_l)_

e<Lemostraremos que se cumple para n = k+1. Escribamos:

Progresin Artmética | 142+ 1K+ (k1) =(L+2+ 1K) +(k +1)
mﬂenmmd&lmodeesteprmsedaenla - - - -
«Aplicando la Hipétesis de Induccién:

(1+2+---+k)+(k+1)=£(5211_)_+(k+1)
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llustracién interactiva de la suma de los primeros cinco naturales en ventana flotante.
‘Progresién Aritmética | =

5(5+1)
[1+2]+3]+a [+5]=]|77

2! .

Otro ejemplo de inducciéon matematica y su demostracion interactiva paso a paso,
que se despliega en una ventana flotante.

mducmn Matematica [1+3+ +Q@a-D=n’VaeN

+§ Demostracién: {La idea es usar induccidn matemética)

»La propiedad se cumple paran=1.

> ,#mﬁineros'nm”
o ejemplo de las propiedades de naturale:
#na de los primeros nnaturales impares:

Estos ojemplos se presentan-aqui soko para
[nediante este principio. Una buena referencia




Una ilustracién interactiva de la suma de los pnmeros cinco smpares

Induccmn Suma de los primeros n impares

Reiniciar

Diferencia entre Enteros y Naturales (Principio del buen orden)

Los Nmneros Enteros
Loslhnuu&teros : S e
~ Z=(-3 -2 -1 }, 2,3, } -

Lnsmosmwcosatis(acentodosm s B S i :
oS pUmeros enteros son una consecuencia de Ios Hmlrales. enlos cuales, cnalm ewac:én de Ia mma sn +x -n
conmyn emoms, tiene solicion. L

o atiminl se-debe a que los enteros, respecto a la adicion, satisfacen todos los gdomas de | '
existencia del heatro aditivo y de iversos atﬁims : )

 embat go, respecto a la multiplicacién, no saisface el axioma M5, es decir, no existen iversos mﬂtblcatms Por; esta razon, um; ,
gcuacion de kaforma mx=ncmmynelnelos,mslempreuene sohmuenloseﬂews. '

bservaciones muy importantes
structinas algebraicas como la de jos emeros que satisfacenlos axiomas: M,...,A5 ‘M1, M yD no-soh mlcas. tmno vetemos en :
ira seccion, existe por ejemplo Z4. o ; i i

os Enteros se diferencian de los Naturales, fundamentalmente en e los Naturales sattsfacw of Principio d
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Principio de induccién matematica implica Principio del buen orden y viceversa. Su
demostracion se presenta en una ventana flotante.

= grenoms
SiAaﬁﬁyACN WAMM

Demostracidn: {La idea es construir una contradiceidn, suponlendo que A no tiene minlmo
En la construccion usaremos el principio de induccidn matematica).

»EMpezamaos negando la conclusion:
Supongamos que A no tiene minimo.

o D€finimos el siguiente conjunto ajeno con Al

B:{l,. . .,n] wiguel,. .. .n¢A

Ley de cancelacién para la multiplicacién en los Enteros

Twmm c#:O, ac-.bc = a-b Va,b ceZ
Con eso bastarfa, pués: ai-n)=bi-n) =» - (an)--(bn)-» an= bn).
«Faran =1 se cumple, ya que:
59w lal=b1 => a=b]
A pesar de’ 1o wenw, en los Emteros se |
cample la Ley de Cancelacion para la
Multiplicacion, aunque su demostracion ya no
ede hacerse como en el teorema 2, puesto |
que esta basada en la-existencia del iverso
mmpucm :
Puedesver la_ demostracion paso a pase en
2 ventana de fa derecha, en donde se utiliza |
, mwo detmccimnmma. L
Eltmmmoca
E! mciproco m em teorema
[Mostrar Todo]
Reiniciar paso a paso | >
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Diversas proposiciones en los Enteros, varias de ellas de mucha utilidad en
demostraciones sobre irracionales.

Algunas Proposiciones

.08 Enteros pueden seJ pares o impares

'osnu‘lmlosdez,k 2m, conmeZd, selammEmewsPares.
Hresto de ellos, k= 2m +1, wnmEZ selammEntemslmues. : '
'epmsemanmvarim pmposimmes que felacimm k‘é conk, todas dmomadas m ﬂ .

mmwﬁsm e Gl , ‘

Jando clic en Proposicién e1, puedes ver la de los pares y dando clic en Proposicién e2, Impar:
LacmﬂmmmdemﬁawomﬂcwmuﬂWMetmm keZ, kzya- &k
0 equivalentemente el Teorema: & € Z, k° impar ¢>. kcmpar

osmlliﬂntde:iodeouosemems.
fambion podemos clasificar los enteros enlosmmmﬂmlosdezyiosmmlom

| os mitiplos de 3 son de laforma: & =3m, con m Eﬂ ybsmm,mdenserdelafmm k-3m jdel,ayfonmk
t 3m+2 mmez ~

Dandn chc en &mg_gm_g_!;veras larelactonentw k‘«’ykpamlos mzlmlosde 3 Cmnnehecbmcnde
ke tiene elteorema:

kez Fmﬂhpbch ﬁkamﬂdphd«B

Esta  proposicién o se  puede ‘kext‘em_~ ;' todos  los e:mos, por ejenmlo W progosicién g

Relacionando el cuadrado de un entero, con el mismo entero

Algunas Proposicionf keZ y k2, par :::» kespar

*} Demostracion: (La idea es cnnstruir una cnntradlcciﬁn supnnlendn falsa

conclusin)

»EMpezamos negando la conclusion:
| Supongamos que k no es par

Mostrar Todo
i Reiniciar paso a paso
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Los racionales y el teorema de P:tégoras

m——

Lcs Numeros Racxonales

ible escibﬂo coino cocte:ie de eitesos, es decir, no es racicmal. A este tipo de imeros tes Won m«mmmvaﬂes v -
abnente se les Haman kracionales. Enlasngmemeseccmnpodmmsvudwmsdeeﬂasdemmm ¥y

Log Racionales difieren de los Natwrales olnsm«osenlamopiedaddem mwwea%%&mmtmmmom«ommm
ucesor Esto no es asi en 0, como memsm enel simieme apsanado .

Descubriendo irracionales. El primero 2 resultado del teorema de Pitagoras
aphcado aun tnangulo rectangulo con catetos |guales al.

jando clic en mmmwmhdmsﬂwmwmmmmwmmmma i
ksa,we seﬂasmanmtteelprmm iracional gque registraron. L :
‘ & ‘Ialosmmerosmacimalesiwbsmlegosmonhcmﬁaﬂesumosm )

Al otroslulnemshacm e s St e
ambmndandoclic &mmgmontmmsladﬂms‘lrmmdem ﬁg@(u .f’en. i

l)emmuamaswmal,dmmcic Memﬂtamshdemosﬂmﬁnmm &pm, m ﬁtQ (Le.

JEGI)

mamal : ' G iy
m&lswmemsunado:s;keﬂy ng auam ﬁgQ,dandocin m,amcomaas!ademommmss

Si k EN! th N, entonces JEer

' m otras famm
imado a lo antarior tenemes ofras formas nara nmchlﬂr muneras iiracionalas. cone o nmtan AT ﬂnndn rlir on

[
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Empezando a usar el método de reduccion al absurdo. Se puede acceder al método
y a un ejemplo desde la misma pagina en una ventana flotante.

Método por Reduccional absurdo .~ ‘ "
El siguiente método (de reduccion al absurdo) esfrecuernememe miﬁzado 'y aveces, i
hasta el favorito de nmclms mztumiﬁcos, wmymmsm o ofrece. :

‘ ﬁ Vs sus consecuenci

Equnlenculngct S f
2 ;,Estemelodo estabasauowlaeqmmmﬂa:

p>gm (py nO(q)' i;

Estemodntanﬁenseemmciade!smmemo o
Para demostiar que P‘*Q.secansﬁmmmwdn. SO

Pe manera mas general, dando ciic Prog ‘Iyusaltdalahbolesis 2.

Vren.
Denmumﬂ
E::iﬂw el siguiente resultado: Si k €

Elemplos '
En adelante dem:taemospm ﬁa!cmmnwcio ,
- [Ac;B :‘.‘&A»B*@

Es

mado nh mermr tensmos mm fm

Un resultado general en el descubrimiento de irracionales.

2y sus consecuencias |51 p es primo, entonces [p ¢ |

e : - § Demostracidn:{La idea es suponer félsa la conclusic’m ¥ de ahi, construir una cnntradicciéﬁ)

Supongamos que JE e
oEntonces:

T r, 520 €Z tal que J}=% (fraccidm micime (1))

Llamatﬂo I alos mlmeros firacionales {qn

D€ donde:
r’=ps® = r? es misltiplo de p

TS mos&mostracm

Denmmnmmm.mm
J;el).

Demmempneml )
Eetieneel siguiente resultado: Si X € Ny

Mostrar Tedo

|Reiniciar paso a paso] @_H

made &l anterior. teanemas oiras formas
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El Axioma del supremo, destacando su importancia. Se hace notar que los
racionales, por ejemplo no lo cumplen.

El axioma del supremo
Emuwﬂm

los axiomas de los reales, éste es ol que nos faltaba. A dimencla de los demis axdomas. que time«qmverm&s-con limmdades
,au:as, apicables a dersos campos, éste es realmente caradzemmo‘de los tem . . Lt

o i
Acsﬁ&acotadommrmntcs: s o
a0 real o tal e < M ¥ € 4 i b}f::,ﬁ"‘“wm”zﬂss'
Awa.mmM con esta propiedad S :::;:‘md. todas Ias ;
@hMcatampenardeA e } cotas superiores de A
1)Esteaﬁmmescmactensticudek)smmosreales.wsmcmnalespm elemplo, "“"’W”" o
~ : e : ;g . Aw @, pues al menos 1A,
‘Sea A-{"EQIJ" < 2]’ | Ademis, por eemplo, 2 es una cota superior de 4.
S b | ~ Sinembargo,no existe supd. o

o {' k, Esdecw,memstnmnacmnalmwseahmmdetodashsnﬁmswmows.,,,

Enseguida algunas proposiciones que solo se demuestran utilizando el Axioma det
supremo o alguna de sus equivalencias.

1as proposxclones
ptmnnionu

cwas ﬁumwaclmes estan estrechamente relacionadas contal axicma. ;

clare que los naturales son un conjisto acotade inferiormente, sin embamo mnmdemaneramm se obsem menoloestm
mmﬁe.hdmmstraeionfmnalesmdispensa&e Dando clic enEmm&Mas aocederasudemosttaciom e

Ewoﬂcim s1. B! caxﬂwta N 2o estd acotado supenannmte

,Mﬁnsz‘fs)ﬂ existe n€ N tal que —(E

sdech‘ dadounmlmro arbitrariamente pequeio, siempte e:dste unnatwal,talque mhmso nultblcm aunmenor Dmdoclc
ﬂmmgpodrés acceder a su demstracim. : ;

]opoukiﬁns:t&xyelkyy x>, en&:mesﬂk&ﬁ&zqux(k(y
; kdeci eutredosredesmetﬁslanmmasdei emememﬂo.nmduckcmmﬁ_po&asaccmasudemoslracsm

ﬁkopmions&.S?xyelky.ar(y,entoncesErEQta!qucx(r(y i : o a
s decis, entre dos reales cmsmaemmemlrmmmmmmMasacm amﬂmastracﬁon.ﬁs:eucﬂo 3
: que siexiste uno, ex&emﬁﬁudﬁ(wuedes atwmsmtﬂ).

‘[poticiénss.&r serr<s OMWSHJEJMIqu(j<y ‘ ' Sl ,
Es dec, entre dos racionales cualesquiera, existe un irracional. Dando chic en E[m ﬁnodms m&dera su dﬂmwaclm
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El conjunto de los numeros naturales, no estd acotado superiormente. Su
demostracion es paso a paso y se presenta en una ventana flotante.

El conjunto N no esté acotado superiormente
El CDI’IJUFI[’D de los naturales no esta acotado superlnrmente.

.Ml Demostracion: (La idea es suponer gue es un conjuntc acotado superiormente
y aplicar el axioma del supremo para construir una contradiccion)

»SUpONgamos que:
[N estd acolado superiarmen.te]

«F0r el Axioma del supremo:
[C’oma N = J, existe & =supN]

»Entances:

oY COME:
|n+leN=>a2:n+l\7'neNl

«Significa que:

a-12aVaelN
{Confradiceion . = supN) | yQ.ED.

Esta propiedad es de gran importancia en la teoria de limites y continuidad y, se
presenta en una ventana flotante.

i Propledad arqwmedlana
s N Demostracién: (La idea es negar la conclusion y construir una contradiccion con la propiedad
de que el conjunto de los naturales no estd acatado superiormente).

sSuponiendo que:

12£VneN
n

lMostrar Todol
|Reiniciar paso a paso|
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Sn dos reales distan en mas de 1, entonces entre ellos existe un entero.

‘J Entre dos reales gue distan mas de 1, emste un entem
Demostracion: (La idea es construir un entero k, tal gue x = k < ).

oSea:
£ =1+[x]
LP0r tanto:

pY COMOY-X> 1
|k=1+[x]<1+x<yl

Sy

Qo

deducir quesie)dﬁe mo. e)ﬁstemaaﬂmaad{amem argmemaﬂon

Mnss.ﬁr serr(s,enﬁamesBJEJtanuex<J<y : :
s decir; Medosrmmmmmmeﬂaemmmm Dmmmﬂmmgi b '

acceder asu demnmaﬂou :

]

Entre dos reales cualesquiera, existe un racional. Para su demostracién es necesaria

la propledad arqunmedlana Su demostracién se presenta en una ventana flotante.

Demostracion: (Landeaescmﬁmvmracaonalr tal que x < r < y, usando la propiedad arquimediara
y la propiedad de que entre dos reales que distan mas de 1, existe un erterc).

»5€aN:
!x, yeRtales que x{ y=

»COMO:

«F0r propiedad arquimediana:

Ine N tal que l(y—x:»
P

: lMostrar Todo]

IReiniciar paso a paso|
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Entre dos racionales cualesquiera existe un irracional. Aqui se requiere la existencia
de un irracional entre O y 1, cosa que ya se sabe.

AR r5€Qyr<s, entoncesIjerta quex< j<y
.- Qi Entre dos racionales cualesquiera, existe un irracional

- Demostracion: (La idea es construir j iracional, tal que r<j < s).
eS30emos que:
Jie IN(0.1)
2-1)

(efemplo :

Mostrar Todo
Reiniciar paso a paso]

icir tme si existe wno, existe na infinidad (;,puedes argtmerlarh"}

,msmSS.&rsEer(s antoncasB;e:tanwx(_; S
"sdm:ir.emm s raci ‘

Como consecuencia de los resultados anteriores, se tiene que entre dos reales
cualesqunera existe un irracional.

&x,yenayuy,emaje::tmczwuﬁ

; Entre dos reales cualesqwera, existe un Irracmnal

¥ Demostracidn: {La idea es utilizar los resultados previamente demostrados:
‘ 1) Entre dos reales cualesquiera, existe un racional
2) Entre das racionales cualesquiera, existe un irracionat)

w»SEaN
F:,yemzafesque;:(y]

oF0r el resultado 1):
farequuexo@i

oSplicando 1)aryy:
IEIsthaf que x(r(s(yl

«F0r el resultado 2):
IEUEI!anuex(r(j(s(yl

o€ donde:
l3jeI:anuex<j<yI QED
LQED.

nidad de irfacionales. cPodms a:mnneﬂaﬂo"
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Reflexionando sobre los infinitos y la cardinalidad. La primera vez que uno encuentra
estos resultados, le parecen sorprendentes.

Cosas de Infinitos

pmdeemnﬁeracmmsmos,dehsmﬁﬂmma.

Htodomsiameesmaymm!aspm : e
Dmmmm&wmas la demostracion MmLosweswmmmmwmmwsﬂmﬂe&

Los enterosmodulo4

Se .
(Z4,+, ) ne es un campo
+ vl gel 92 3 - —wl ol o2 o3
b0 o0 [0l 82 &3 o0 o0 | o0 o0 0
L1 ol |82 o3 o0 31 | ol o2 o3
2 02 | w3 o0 o 42 o | w2 o0 o2
p3 w3 [ o0 o #2 93 L L

[1+2=3] [3+1=0][2+3=1] [a+2=2] [3*3=1] [2=2=0]

B +3)=0 s +2)=1 |
EE]=[2] 5 3= rose o ey e e

2* X =1 (no tiane solucidu, i a. A el invarso mubbiplicativo da 2)
2
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Mostrando otros campos

Mas Campos

pemdequelnsnamnalesmsmmcmn, existen: smcmmniosdelrammdesqueenmnm!osmciamwsycmias |
auumsumalesenhsreﬂes.coﬂommmcmw,weium o e i =t
| Gl -{aﬂﬁ'a,le‘&} o
cmmnammwusemmcmmobartm las propledades de campo. Enpammarse" e
L : ' 9+0J-ndmaouﬁﬁm
1+0J§¢x¢zm nultphcatiy

v aun més, se puede comprobar que:

3— 2J_admmuﬁpﬁmfradc3+2f

lim‘meltesewedecnnsmielcanpo S : :
| G z—.{¢+b\ﬂa, beQ)
r eﬁer.asnr: e

meswmmmosamymamw -
Cudl seria la BXpresion paralos mversos lmlt!picatms?

‘mucmmotmmhsmntmmcm R

Presentando algunas notas sobre el nimero y su desarrollo

cmcepm de rmmero o

mw o : Elcmleomodeﬂmmo

Conchusiones Awpodraseneom« msmmiasmas soﬁ&e!mmaﬁenmoysudwmm; 5
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Los inconmensurables y el axioma del supremo

Gidensues

ccmcepto de numero

os inconmemrables

Perola apmc!on delas fracciomsme solo

Todo cmyu»ﬁo A (o mia)’dn males acotadnsupc

cmeenlacmsmmamdemm*“ ;
xiomatizar los numems roales.,

uleci de pm eslablecer una corremmmla bmrivoca da m wm
,recta.

poses un supremo, csdm’, nxfmunma}stalqm ;.

Algunos ejercicios de reforzamiento

cicios

rll)ﬂnnuesbnm?-ﬂ' =0 L
2) Demuestra que —(a—b) =—-a+d

3) Dmum'umnato_vbtﬂ mm(ab)

4) Demuesira que si a 20, entonces a* >0

S) mn guesi Dsachy 0<c <d, mj)m“ (M

6) Demuestra que si a™ fiene el misme signo que a

7 mﬁuqucuab>0 Mncesa"b4>0

| x)a>0y5<0""
8) Demuhuqueab(ﬂ,ﬁymb'sr 1 Lol

9) Demuestra que ab >0, siy solosi § .
‘  wacoysa

10) Demuesea gue ji=|-d]

12) Demuestra gue la+5<lal+b|
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Referencias bubhograﬂcas y de Internet

Rg’wmaw

atarial impreso mmm de Internet.

Caloules 1 [Andlicis Matemtice T |Método de Induccion Matematica
Kichael Splvak o " {Haaser, LaSalle y Sullivan  |S. Sominski’ Lem:iom Paynlam de M ‘
Editnriai Rmni , Editorial Trillas [Editorial Mir.
Calculusl Ll Calculusl fLa uatm::ﬂm u wmida m&toduy
Tom M. ﬂqwstoi Edwin Moise : G

o b . ; ; |Aleksandroy, Kuhnugmw, Laumnﬂwy ntms
Editorial Reverté - o Editorial Addison Wesley |, anza Ediorial : |
Ngahva v " [Expioring Pracalcutus with Thu Goomhr
Oteyza, Lm, Hamandez ¢Qué ox la Matomatica?  Isketchpad
Carrillo Editori aer ullar .- |Scher, Steketea, Kunkel, LMﬁmkaya.
Edmm'ql Pﬁarson Educacién 9 ' Ksy Curricuium Press . :
Sitdo de Key Curriwmm Press

nnovaters in Mathematics Education
Craadnres de The Genmeter's Skmchpad)
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El tercer tema: Funciones

Se trata de estudiar las funciones a partir del concepto de regla de correspondencia,
sus operaciones y los distintos tipos de funciones. Para aclarar el concepto se
muestran reglas de correspondencia, que no satisfacen alguna de las caracteristicas
del concepto de funcién. En los diferentes temas, las funciones se ejemplifican
mediante construcciones interactivas que permiten explorar y analizar distintas
situaciones.

También se establecen demostraciones formales interactivas paso a paso. En
todos los tipos de funciones se exhiben ejemplos y no ejemplos con la idea de
aclarar los conceptos.

Se proporciona un Graficador de funciones que permite tanto realizar operaciones
entre funciones, asi como cambiar las expresiones de sus reglas de correspondencia
y graficar sus resultados. Igualmente se proporciona un Escalador de funciones
que, permite graficar funciones bastante complicadas como por ejemplo

f(x)= xsen(l) o del estilo y proporciona la posibilidad de un escalamiento en cada
X

uno de los ejes y un zoom de bastante profundidad.
También se proporciona un Graficador de funciones por (3) ramas.

Por ultimo se presentan diversas Referencias, tanto bibliograficas, como de Internet.

L B A

FﬂﬂC!@lt&

Tamhien snmmras un Gfaﬂcam de anciones, :
que te permitird’ ‘hacer sumu, restas, mulnpiicadms, Cahan
, divmnosy compoﬁdaum wn ﬁm:lunu y mauzat m grmm’ e

lgualmento encontrarés i Emladm da Fminnu‘qua o i
. te permitira graficar funciones y modificar las B
~an cada uno de los ejes por mamda oenambos

También encontrards un Gfaﬁcam de
 Funciones, pmramasqmw rmiti

de funcionas, !n siabeni traba;aadn con .
el applet comcidu con el nombre Bmm :
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El concepto de funcnon y algunas def niciones

Fhamaa

e s R e e e e e q

i funcién de A en B

BHCO# :
A ECadnminiodalafundénf

Kada elemento del Dominmk,’,me mchdo un umco slemento on ¢

n reglas de mdacinu que mmn una ﬁmdéﬂ.

‘eal de 4, tiene asociade un ﬂni‘cnryeglgmﬂ‘
mraﬂo,semmara Bat ey

s nﬂmmfmm;}_;;” :

erv: ~,,f9ﬁfmnouxm
c)f !%w emf(t’)ax

Ohum qua thieno dnsmciadu

70
| fm u@;))
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N R s R

,,.‘3
! g

Algunos ejemplos que se pueden desplegar en ventanas flotantes.

- @"’M""“‘f")“* Laosnw

“ >0l ‘qwfcx) iy

La funcion raiz cuadrada

mem&m
1 RUO “"mwlqucj(x)zf

f(x):.J; ¥x=0
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La funcién mayor entero. Se pueden apremar las discontinuidades.

Funcidn mayor entero
FunMNt f. R R ! que f(x) =[x}

Wpmenissnmomnl} }'3

| [f(D=[x]V reR]

Una funcién por ramas

meiom Flmeicn por. ramas (=2 S,mH,,}

Li[-65] >R qﬂ'f( )*{
xnxeﬁﬁ

'
.
‘ "
.
'

-2 & x €[-6,1]
x sxe(l,5]

S ={
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La funcién hipérbola equiléatera
7:R=(0) >R tal que £(2) =.}

;“ §¥

L T N

| f(x):% Vxz0

La funcién raiz cubica

Funciony 7 o Citica

J R SR @l que f(x) =2/;

L5 < %

llr@ =¥ veer
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Operac:ones baswas

Fuucionw

bisicas .
o o Hcmias,ﬁommj A -)Ry g:@ %l *masdqﬁmm

T R

,  garontizar fa
 lexistencia de f (X) Y z{x) ¥ por consecuancia podmia sumar. Pero ademds en la
S bvisidn se dah«n quitar losva!om demh at «nommr t(x) sea mm - '

OperaCIon composmlon

Funmuw

Sean f : l«-&ﬁ‘ﬂi‘ qu(x}mx J’ !

Wson)o= j(a'(x})w (z0) =(sen()
;( g Of)(x)u t(f(x))“m(j( )= LF

' 5Fuede ﬁustrar un caso domls Qam(_fﬂz)%ﬂam(xo . 2.

e s 8 s e s e '0"

nuna fundén:mpam ",cé'mu" pqqdﬁ Qnmntrat i mmes?,;!*irn‘jgtpplq en
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Funciones con parémetros vanables que se pueden desplegar en ventanas flotantes.

Funcianm'

{ Umfmkaaimddca . =

£ (x) =psenibx +c)+d con x€ . B
Uva familia & exponencides] "

87 (x) =ae’ +bcon el

L I

J(X)=ax+bvreR
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Y cambiar la posucuon para entender la pendtente y la ordenada al ongen

Fﬂﬂ&ﬂﬁi f(x) =ax+d con x E!

T‘4 lf(x) =ax+b VXERH

Se pueden cambiar a, by ¢, para observar el comportamlento de la familia

ﬁménM&ra
j(x) =ax® +bx+c con x Eﬁ

Funczom

' 2
[a=o]b=0]Anima afAnimabfanimac] |/ (X) =ax" +dx+c VreR |
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Aqui un ejemplo cona negatwo y, b y c posmvos

Fancione (x) =ax’ +hr+c con xR

.
.

v
.

Ehl'ﬂﬂb = 0 | Anima a | Anima b [ Anima ¢]

(D =ax’ +bx+c ¥ xR

2

) ’ f(x) =g[x]+&con xR

mufmlammm s

Se pueden cambiar a y b para observar el comportamlento de la familia

{[a=1]b = o] Anima aJ Anima b

|/ (x)=alx]+2 ¥ xem]?
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AQUI un ejemplo con a negativo y b positivo.

b %fmxﬁammmk"
b€] £(x)=a[x]+b con zreR

L

lﬂa- 1]b = oJAnima afanima b [/@ =alx]+b ¥ xeR]

Se pueden cambiar a y b para observar el componam|ento de la familia

- Una fomilia de hipérbolas equlasras
Fwwiom 10 ‘%”’m“o S

[a=1]b = 0JAnima aJAnima b] ‘]"5 f(x)=A+bVX#0 5 l ?
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Aqw un e;emplo con a y b negativos.

o | Una amita, de Vplobolas eqpitdteas
F‘m " "“ S0=9/ +bconx£0

e

 Una familia de senciddes ‘
f (2) =asen(bx +¢) +d con x el

EE I

:_f_=_t_)_||Anima a"Animac.

d=0iAnima b jAnima d
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Aqun un ejempio

F ﬂﬁdﬂﬂi } (x)fn asﬂen(bx +c) -I—cl con x E‘

Aerce s sy

- |[a=1][c=o][Anima a][animac] ¢*
[6=1]d=0]Anima b]anima d]

[/ () =ason@ex+c) +d VxR |

Se pueden camblar ab,c y d para observar el comportamiento de la familia.

J)= i‘f_ﬂ____;ﬂm”x**&“ -

x4

| ch:am

; 2
[a=1][c=0][Anima a]/Anima ¢ f=2 Hox e i
|b=1ﬂd-0ﬂAnimab Animad| S x+d 1

104




Aqui un ejemplo

Ut codiesite ios -
Fuaciane S rresosst
| <x>=‘,—";r””“"

(x.f(z)

i s e

[Anima a]

Jla=1]c=0 =z
b=1[d=0fAnimab]Janimad] o5 x+d Z

Uma composicion hﬁamn
Fﬂndﬂﬂﬂ j(x) =ac0os@:%) con el

[a=1]b = 1]Anima a]animab] f(%) =acos(tx®) ¥ x eR -
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Aqui un ejemplo

F“ﬂﬂfﬂﬂf f (x =a€05(&x ) con x ell

e

o tla=1]b=1]Anima aJAnima b] f(x) =acos(ex’) ¥ xR >

Funcnones blyectuvas

Fundoum

bina fum:ién J:A>B es hlyoctwa, siesa Ia vez inyecﬁva y suprayecnva {llamadt
“brevemente: sobre). Es decir: e ,

na funcién fid‘*‘)B ‘uinyectiira,si . - i
Pm todo &\ @, € A taitaqm ¢, mr, ::»j(a,) af(a,) i
Flementos distintos del dominie, tienen imigem diuﬁntu en‘ﬂ-cedamﬁniﬁ, es docir
lementos dwtintos del dominio, no pueden tavier la misma lmamm on al mdommia
Funclones |
nafunciénf A8 essobresi LA

Para cada b € B, existe & ed !al qmj(aj mb

L e 35 N S TR TER SN R O R B A A

‘Slgmﬁca que mdo elemento dul codominio es imagen dn Mgun elnmonto del dominio

| Noes Dyectiva, no e sobn ’
I} ‘:lﬁlta}'@w(x)ax:i‘x—%




s "1,.\ B

anima,m”m T
Wﬂé’ft)ﬂe SRRl quef() =7 +x-2

w Dem: La idea es mostrar dos elementos del dominio
. con la misma imageny, un elemento del codominio
; que no sea imagen de ningdn elemento del dominio

»0 es inyectiva, ya que:
S =)' +(2)-2=0

‘ Meostrar Todo

|[Reiniciar paso a paso|

R&ﬂ Hocxi:yma,paoncm | 2
| 1:1-3.31 (0541 tal que S ==-.;-———

'W Dem: La idea moslrar dos elementos con la misma imagen y que el rango es [-D 5.4}
» Mpwmenlosmls | o es inyectiva, ya que:
[/ 2)=7(2)=0]

oFEroes SODFE. dado que:

3
€4 =
=2 +1

oElevanda al cuadrado:

-—055

—%(Jr2 +l)114—x2 $4(:':2 +1) =

Mostrar Todo

—l{ Reiniciar paso a paso|
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Demostracion interactiva: no es myectlva ni sobre. Construccion interactiva.

B a5 L

Demostracnon interactiva: no es myectlva pero es sobre Construcclon mteractwa

1 ef codominio.




Demostrac:én interactiva: es myectnva pero no es sobre Construccnon mteractlva
.l [o, -1 —>IRk tal quc!(x) =

P ¥ , ; e
Demaostracion: La idea mostrar que imagenes lguales provienen de elementos lguales
1 LEsinyectiva, ya que:

2 2
X X3

112 +1 x: +1
»Haciendo productos cruzados:
x (x,’ +1)= X (xf +1)=>
»0r ley distributiva:

2.2 2 2_2 2
Hr tx =x5x5 v =

»Cancelando términos semejantes:

x=x =
»COMO X150 y x2>0:
I <0 es sobre. La ecuacion:
2
—5— =1=
x +1

L l™ostrar Todo «Na tiene solucicn:
@l Reiniciar paso a paso] X2 = % 41 no tiene solucién. | yQ.ED. -

Funciones monétonas y los dlversos tipos de monotoma

Funciaua

R g wal qmj(x) gm’ :




Demostracoén interactiva: es monétona cremente Construccion interactiva.
Ci E ’ Bs mondtona creciente.
0’“ £ MR il qucj(x) =5

.|| Demostracion: La idea es mostrar que: x, — % >0 =>x; — 5 >0,

i pero como ": - "‘ls =(xy "1)(’: +anxn+ ”12)}' {xg=x) >0,
1 enfonces basta demostrar que : x: +xx, +x: >0
oES inmediato si:
[a) X, %y son de signos iguafes_l

«S1 son de distinto signo, tenemos:

5 S—x, <0<z,
by x <0 <xy = o =
—x; <x <0<x,

D€ aqui:
22 —nx, ,Entuznces.
o = 5 +xx20
_Xg < X1X2 e =
Xg +11K2 >0
- {[Mostrar Todo
: Reiniciar paso a paso| -

Fuucione B g
7:[0.m R ial que £(3) z—g———

<3S decreciente, ya que:

L& donde:
0<x <z} =

poumando 1
O<i+lecd+1=>

» | OMando inversos
1 > 1
4+l x+l

oAl
Jx) >/ (x)] ,QED.

- HiMostrar Todo
| Reiniciar paso a paso| R

109




Demostracion interactiva: es monoétona no creciente. Construccion interactiva

By monttona mo crecients. :
SRR el que f(x)= 1~{x}
4§ Demostracion: La idea es utilizar que la funcion fod = [x] esno decremente

'-TW

»COmo:

n<xn=

eoabemos que:

D€ donde:

—ixnl2-{x]

[ Mostrar Todo
K| Reiniciar paso a paso|

i NO debes conclur por ello,
que evdorces ¢s decreciente)

su domanio no es w tervdo
N Ademds, -1 <1y sin embargo, £(-1) < £(1

ol o4
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Funciones pares e impares y aigunos teoremas

Aevsdcon i

1 si: .f('-x} --f(x) Y x€Domf : -
- |[Tiene simetria respecto al ejs vertical. 'k

Ma’mm‘al migen

)Si 8 espary 2 par, antonm l km‘par
(@h)(—x) = g(—x)h(—%) =t(x)’l(x}=* (Oﬁ}(x}
Si € es pary h impar, entonces & # es impar:
(@)~ =g(=x)h(-x) = x(x}{-ftix)} = ~(gh) (X)
Si & esimpary k impar, entonces £ k e par-
(&8} (—x) = g(=x)h(~7) =’=(-¢(’f))('4l(7€)‘) “(ﬁ)ﬁx}

N

11 n-—qumm} «-,--»

4 8w | DEMastraremos que es par, es declr que: 1) = 1),

€8

gAplicando fen -x
1
T =R+
L ero (- = »&
_ 1
% +1
Asi, queda:

i Mostrar Todo <R ED.

I Reiniciar paso a paso |
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Demostracron mteractwa es |mpar Construccrén interactiva

N
§
§

f l—)ltaiqw,f(x)“x : ,
Wl’ Demostraremos gue es impar, es decir que: f(-x) = -f(x}.

° Fmclie ol LSea:
* Alrnes sl Py
* Elnple con spor SAplicando f en -x
* Damtiome Bivect (—2)% = !
:m p— o L or leyes de signos: |
'Y 1
. -
ASi, queda:

I“—f(x ] «QED.

lme
Bs par : 1
- — L "x;;

Demostracnon mteractlva es |mpar Construcc:on mteractlva

By mpa : B
Fuuciom
I ROR lal qmj {x) = -*5'*—-

. k ; i
. m Demostraremos que es impar, usando el teorema xmpar por par, es lmpar
: +Como:

";‘} { g(x)=xes i»par‘

. e COMO!

. A 1

i X)= as
= ) x +1 par

b |
. » ) COMO ademas:

.

. <
o g(Dh(x) =

41

* ..
¢ Tcloee) ] eENtonces:

- W ’ Mostrar Todo f(x) - x g5 I"paf

S {[Reiniciar paso a paso | 2 +1 «QED. 5

mmnﬁm“m*mmmmm e :
alguiera f se puede exprasar dela slgnicnta fmma - o

f PRSP TS S APV ;f.....\\
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Funciones acotadas y algunos teoremas

s s s s e a s E e e

»Sabemos que:

[xza() Vxelll=>]

sLNtoNnces:

« | OMaNGo iNversos:

1
x4l

=1

#A0BMAEs como ¥e+1 >0:

- [[Mostrar Todo

< :[Reiniciar paso a paso|

O«
xﬁ

1

=<1
1

¢QED.

= Qtwmnxw =]

|

xsm

s .-—\‘M’M:uffv\- e
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Demostracnon interactiva: no es acotada. Construccion interactiva

Nacsacobda
1:R-{0) -*ﬁtdwf(ﬂn-

Demostracién: Supondremos que esta acotada supenormante
y construiremos con ello, una contradiccién.

|
g
§
"

2
o
"
3
=~
]
=
-t
o
-]
]

»SUPONgamos gue:

A M tal gue -1-<MVX>0 =
X

L R N RO T

Demostramon mteractwa es acotada Constmcmon interactiva
e s
1 m»mmw(z)s il
x +1

g
=
3
X

)

Demostraremos que exister my M tales que ms I (x) <M V xe Don_zf

»COMa:

e <x’+1l

LEntonces:

X:

x2 +1

<1

Mostrar Todo
" l{Reiniciar paso a paso]
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se e e

sSabemos que:
‘RSX <n+l=>nel€xel <n+2]

oE5 OECir
kh[ﬂ:n:ﬂx+ﬂ=n+q

»COMo:

[FG+D=G+D—[x+1]=]

‘ Mostrar Todo
| Reiniciar paso a paso |




Slewmwlenplee | »SUPONIENTO guE:

- minimo valor
sen((x+a)’)=sen(x) = riodode f.
pDEsarroliando el binomig: i AL s
sen(x’ +2xe+a’) =sen(z’) = -De manera

prepiteata
LAplicando 1a férmula para sen(apb): o Hiab o

sen(z)cosxa+a? ) +sen(2xa+a’)cos(x’) =sen(z?) =

Mostrar Todo
Reiniciar paso a paso | >

Graficador de funciones. Puedes hacer operaciones y editar expresiones.

|Graficador de funciones

-t =) yeno)

Puedes hacer operadones con f{x), g{x) v h(x). ) - o=
Construye f(x)*g(x)+h(f(x)) dando dic en | En fas casillas de f=, g= y h=, puedes editar

N = - sus expresiones. Da clic en |la de f=, y en
casilla de y=f(x), a su derecha tedea *g(x)+h(f lugar de x~2, coloca x~3 v oprime la tada

Enter para ver la nueva grifica de f(x). Si
dejas vacia una casilla, se toma como cero,

(x)) v oprime la tecla Enter para ver su grifica en
rojo. Puedes hacer operaciones en las casillas de
y=g(x) o en la de y=h(x}. )

116




En la primera casilla se presenta una composicién. Se puede operar en las otras dos

e iGraﬁcadordcﬁmciones

L e T e N e

|y=tmx1 il ~|Y=0txl y=h(x}

Puedes hacer operaciones con f(x), g(x}) v h(x).
Construye f(x)*g(x)+h(f(x)) dando dic en
casilla de y=f(x), a su derecha teclea *g(x)+h(f
(%)) vy oprime la teda Enter para ver su grifica en
rojo. Puedas hacer operadonaes en las casillas da
y=g(x) o an la de y=h(x].

En las casillas de f=, g= y h=, puedes editar
lsus expresiones. Da clic en la de f=, vy en
lugar de x~2, coloca x~3 y oprime la tecla
para ver la nueva gridfica de f(x). Si
dejas vada una casilla, se toma como caro,

En la casilla g= se cambi6 la expresion. Una casilla vacia la toma como constante 0.

if 5

L L

Y=E{g00)  [v=g(x) [vﬂhm %42/ ;gfzg

Puades hacer operaciones con f(x), g(x}) v h(x). " _ - "
Construye f(x)*a(x)+h(f(x)) dando dic en la|En 135 casillas de £=, g% y h=, puedes editar
casilla de y=f(x), a su derecha teclaa *g(x)+h(f | d' o '| ~g . " Zed
(x)) ¥ oprime la teda Entar para ver su grifica en ugar de x7z, coloca x ¥ oprime 13 2

rojo. Puedaes hacer operacionas an las casillas de: 5:;:: v'::;: u‘::; cl:sllrl':.:: tg:v:gc:ori: g’:g' si
¥=g(x) o en la de y=h(x). SRR ’ o
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x*sen(l/x]

Puedes editar la expresién en f= , y mover la escala en cada uno de los ejes o hacer zoom para
ambos. .
Puedes por ejernplo dar dic antes de la primera x e introducin: (1/2}* y luego oprimir la teda Enter.

Se pueden cambiar la expresién de la funcion.

Puedes editarla expresién en f= , y mover la escala an cada uno de los ejes o hacer zoom para
ambos.
Puades par ejemplo dar clic antes de la primera x e introdudr: (1/2)* y luago oprimir |a teda Enter.
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Un graficador de funciones por (3) ramas

m o IGraficador de funciones por

g2

R D R R

[r=tix) Jr=oixs [r=nix) +3)°2 coa(2® x) §

Los puntos x0 y X1, en (s parte superior deracha, definen las ramas de Ia funcidn. Los puades cambiar
dando dic en los pulsadores arriba o abajo. Puedes tarnbién cambiarla expresidn que gustes en las
casillas f=, g= o h=, para cambisr las ramas da la funcién. Por ajemplo an g= coloca al cursor después
de la xe introduce la expresién”~2 y oprime la tecla Enter para ver su grifica en azul.

Se pueden cambiar los valores de x0, x1 y las expresiones de las funciones

N | R oo |

Los puntos xo y x1, en [a parte superior derecha, definen las ramas de la funcién. Los puedes cambiar
dando dic en los pulsadores arriba o abajo. Puedes también cambiar la expresién que gustes en las
casillas f=, g= o h=, para cambiar las ramas de la fundén. Por ejernpie en g= coloca el cursor después
de la xe introduce la expresién”~2 y oprime la tecla Enter para ver su grifica en azul.
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