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INTRODUCCION

Introduccion

El objetivo en este trabajo es analizar como se presenta el concepto de espacio vectorial en
algunos libros de texto. Empleamos como marco teérico para nuestra investigacion los
modos de pensamiento sintético y analitico Sierpinska, (2000).

Para tal fin iniciamos con una investigacion sobre los antecedentes historicos del espacio
vectorial. En primer lugar en los sistemas de ecuaciones lineales, en la geometria y por
ultimo en el establecimiento axiomatico de los espacios vectoriales.

Con el propésito de tener mas elementos para la investigacion consideramos los
antecedentes contemporaneos del algebra lineal. Incluimos investigaciones sobre la esencia
del algebra lineal, sobre el proceso ensefianza-aprendizaje de la materia; investigaciones en
el enfoque de los modos de pensamiento sintético y analitico y las investigaciones que
hemos encontrado sobre el espacio vectorial.

Continuamos con un analisis sobre las diferentes formas de introducir el espacio vectorial
en algunos textos. Insistimos en el espacio vectorial R?, porque en éste los conceptos
pueden escribirse mediante propiedades que son inherentes a él. Asimismo varios libros de
texto emplean los espacios R? y R® como primer acercamiento a los espacios vectoriales.

Observamos que la nocion de espacio vectorial se presenta en los libros privilegiando
alguno de los modos de pensamiento sintético o analitico. De tal manera, que si se emplea
uno de ellos para encontrar la solucion a un problema sin usar el otro se puede tener un
conocimiento parcial del concepto. Si se considera un analisis mas del modo sintético, el
conocimiento no estara estructurado. Si Unicamente se desarrollan los conceptos en el modo
estructural, puede suceder que se conozca la definicidn, sin embargo, no se ha entendido el
concepto.
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0.1 Antecedentes

El estudio del algebra lineal es importante porque se requiere en la mayoria del curriculum
universitario. Hay quienes sugieren su estudio desde el bachillerato como temas selectos de
algebra lineal. Sin embargo, en la practica docente los profesores observamos las grandes
dificultades de los alumnos en los cursos de algebra lineal, esto se hace patente en el alto
indice de reprobacion, asi como en la desercidn escolar.

Intentando buscar el origen de la problemética, iniciamos un estudio en la historia y
epistemologia del algebra lineal, asi como las investigaciones mas recientes en el tema.
Todos ellos nos conducen a detectar algunos de los problemas para el entendimiento del
algebra lineal.

Analizamos cémo el origen de la problematica se encuentra en diversas fuentes, por
ejemplo: el lenguaje y la notacion propia del algebra lineal. Sin embargo, hay otras causas
como el desconocimiento de conceptos previos por parte del estudiante, por ejemplo, de la
teoria de los conjuntos o la l6gica empleada en los razonamientos. Encontramos ademas de
estas fuentes de dificultad otra, en la forma como usualmente acostumbran trabajar los
estudiantes.

“¢Por que los estudiantes tienen dificultad en el entendimiento de los conceptos del algebra
lineal?” Para contestar esta pregunta es necesario tomar en cuenta la gran cantidad de
simbolos, definiciones, propiedades, otros conceptos y teoremas que un estudiante debe
entender y requieren en algunos casos, un alto grado de abstraccion, en otros de célculo,
ademas de razonamientos y de un lenguaje especifico.

Respecto a los problemas del lenguaje, el alumno por una parte, necesita conciliar los
lenguajes cotidianos con los empleados en el aprendizaje del algebra lineal. Por otra parte,
como Hillel y Sierpinska mencionan, hay una dificultad no tan evidente en relacion con el
lenguaje utilizado en la teoria de los espacios vectoriales, por los niveles de descripcién. En
el primer nivel, de los espacios R* y R® se emplean términos geométricos como
ortogonalidad, lineas, planos, ecuaciones, etc.; en la teoria de los espacios R", n-adas,
matrices, rango, solucion de sistemas de ecuaciones, etc. y el lenguaje de la teoria mas

general de espacios vectoriales subespacios, dimensién, operadores, nucleo, etc.:
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Los lenguajes de estos tres niveles de descripcion coexisten, pero no son equivalentes. El
constante intercambio entre ellos es una fuente de dificultad conceptual” (Hillel &
Sierpinska, 1994).

El proceso de generalizacién de un espacio geométrico como R? a un espacio R" involucra
modificar ideas. Por ejemplo, una base en R? puede verse como dos vectores no colineales,
sin embargo, la idea geométrica no puede generalizarse a los espacios R", ni a los espacios
mas generales. Para generalizar las ideas del espacio geométrico al méas abstracto, se
requiere una reconstruccion del esquema mental; Tall se refiere a este proceso de
generalizacidn y abstraccion como expansivo y reconstructivo. En Matematicas se usan los
términos generalizacién y abstraccion para denotar procesos en los cuales los conceptos y
el producto de esos procesos se ven en un contexto mas amplio. Por ejemplo, cuando se
generaliza la solucién de una ecuacion lineal en dos y tres dimensiones a n-dimensiones y
se abstrae de este contexto la nocion de espacio vectorial, en este caso se producen dos
objetos mentales muy diferentes: la generalizacion a R" y la abstraccion a un espacio
vectorial V sobre un campo F. Tall se expresa de la siguiente manera:

“Précticamente los matematicos a menudo ven un espacio vectorial como ambos procesos:
una abstraccion y una generalizacion de aspectos de espacio vectorial de dos dimensiones
y entonces es importante usar el término de una manera que concuerde con el uso en
matematicas. Pero el educador matemético debe buscar el proceso cognitivo involucrado, y
aqui vemos diferencias sutiles entre los dos ejemplos dados. La generalizacion R"
simplemente extiende la cadena de ideas desde R* a R? a R®y asi sucesivamente, lo cual se
describe aplicando procesos aritméticos usuales a cada coordenada. La abstraccion a V es
un objeto mental muy diferente, que se define por una lista de axiomas. Mientras que el
primero simplemente involucra una extensién de procesos familiares, el Gltimo requiere
una reorganizacién mental masiva” (Tall, 1991).

Entonces, el entendimiento de los conceptos del algebra lineal es dificil, porque requiere
procesos mentales reorganizadores. En otro aspecto, para Dorier (1995b) los conceptos del
algebra lineal son dificiles de entender por su naturaleza epistemoldgica sofisticada y
abstracta y las teorias axiomaticas de espacios vectoriales no fueron creadas como otros
elementos matematicos, para resolver nuevos problemas. El objetivo principal fue encontrar
un metodo general para resolver diferentes problemas con las mismas herramientas y

generalizar y unificar los conceptos anteriores.
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Respecto a los signos empleados en el algebra lineal, se observa una problematica cuando
el mismo simbolo puede representar diferentes elementos, por ejemplo, (1,0) puede
representar diferentes vectores en diferentes bases, asimismo, un punto o un vector.

En &lgebra lineal por un lado, los alumnos necesitan emplear conceptos de los que
posiblemente no tienen fundamentos suficientemente sélidos. Por ejemplo, para el
entendimiento de la base de un espacio vectorial, el concepto de independencia lineal
implica el manejo de cuantificadores, de logica y teoria de conjuntos. Por el otro, los
estudiantes suelen emplear técnicas algebraicas al margen del algebra lineal y asi tratar los
temas abstractos desarrollando un trabajo mecanico y algoritmico. Sobre el proceso de
formalizacion Dorier se expresa en los siguientes términos:

“El &lgebra lineal es el resultado de un proceso de formalizacion, que unifica y da
resultados econdémicos y analogias de todos los problemas que revelan la linealidad. Para
tener acceso a esas resoluciones, es necesario dominar un cierto grado de formalismo: el
estudiante debe trabajar sobre las ecuaciones olvidando momentaneamente lo que
representan pero saber regresar cuando es necesario, reemplazar las transformaciones
explicitas por tablas de nameros, jugar con diferentes bases sin representacion explicita,
razonar sea sobre los vectores sea sobre sus coordenadas, sin confundirlos, etc. Para esto
el estudiante también necesita trabajar con estructuras identificando lo que aporta la
estructura dada: propiedades, restricciones. En particular debe establecer las igualdades
de conjuntos, distinguir los objetos de sub-objetos, asi como los morfismos y los
subconjuntos que se les asocian” (Dorier, 1997).

Del nivel de abstraccion y el formalismo que deben alcanzar los estudiantes de algebra
lineal, Sierpinska (1999) nos dice que la queja mas comun de los estudiantes de licenciatura
es que los cursos de algebra lineal son mas abstractos que cualquier otro que hayan visto en
matematicas. Por su parte los maestros de algebra lineal se quejan porque los estudiantes
trabajan a menudo en un nivel de formas de expresion, escribiendo proposiciones sin
sentido y confundiendo categorias de los objetos.

Para facilitar su trabajo y evitar la abstraccién, los maestros pueden emplear técnicas
algoritmicas en lugar de hacer hincapié en los significados de los conceptos. A este
respecto, en los libros de consulta empleados en el nivel medio superior, los autores
usualmente privilegian los métodos de algoritmizacion (Eslava, 1999).

El nivel de abstraccién y la formalizacion que requiere el estudio del algebra lineal, afiade a
las dificultades ya mencionadas, el obstaculo del formalismo. Sobre este obstaculo Dorier

expresa lo siguiente:
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“Los conocimientos de los estudiantes pueden ser muy limitados para alcanzar la
abstraccion de los ejemplos que conocen, en particular, la estructura de espacio
vectorial... Para una mayoria de estudiantes el algebra lineal no es mas que un catalogo de
nociones muy abstractas que no se llegan a representar; ademas son sumergidas en una
avalancha de palabras nuevas, de simbolos nuevos, de definiciones nuevas y de teoremas
nuevos” (Dorier et al. 1997).

Considerando este panorama tan amplio, elegimos un tema central del algebra lineal para
nuestra investigacion, el concepto de espacio vectorial. Analizar como se presenta la nocion

en los libros de texto de algebra lineal.

0.2 Marco teorico

Para la investigacion empleamos el marco teérico de los modos de pensamiento; éstos
nacen en la historia. Segun Sierpinska (2000) el modo sintético-geométrico surge primero y
de manera subsiguiente el analitico-aritmético y el analitico-estructural. Sierpinska opina
que estos modos de pensamiento se manifiestan en los estudiantes y menciona que en ellos
aparecen de la misma manera. Sin embargo, estos pensamientos no se pueden separar y
considerar aislados por lo cual es dificil distinguirlos; sobre los modos de pensamiento ella
expresa lo siguiente:

“Se podria decir que el desarrollo del algebra lineal es en cierto sentido el resultado de
una tensién entre los modos de razonamiento. Para la ensefianza, la pregunta no es cual
modo de razonamiento vale mas para fomentar en el estudiante, sino como llevar a los
estudiantes al uso flexible y consciente de ellos. Mas que ver los modos de razonamiento
en el algebra lineal como niveles en el desarrollo del pensamiento algebraico, es
preferible verlos como modos de pensamiento igualmente Gtiles cada uno en su propio
contexto y para propdsitos especificos, principalmente cuando ellos interactian”
(Sierpinska, 2000).

De esta manera, no se puede decir que un modo de pensamiento sea mas relevante que el
otro, ellos coexisten e interactian en el algebra lineal; en esta interaccion estriba su
importancia. Por lo cual es saludable fomentar un equilibrio dindmico entre los modos de
pensamiento y evitar un desequilibrio entre ellos al enfatizar uno en detrimento del otro
(op. cit.).

Los modos de pensamiento no se pueden aislar; no obstante, Sierpinska afirma que en
algebra lineal tienen un sistema especifico de representaciones y lenguaje. EI modo

sintético-geométrico emplea el lenguaje de las figuras y representaciones graficas; por
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ejemplo una recta puede verse como un objeto en el espacio. En el modo analitico-
aritmético los objetos se dan indirectamente, se construyen por la definicion de sus
elementos. Las figuras se entienden como conjuntos de n-adas de nimeros que satisfacen
ciertas condiciones; por ejemplo, un sistema de ecuaciones se podria escribir con todos los
coeficientes explicitamente. ElI pensamiento analitico-estructural sintetiza los elementos
algebraicos de la representacién analitica en elementos estructurales; por ejemplo, el
sistema de ecuaciones puede escribirse en forma matricial (op. cit.).

Hemos tomado el enfoque de los modos de pensamiento sintético y analitico para el anlisis
en nuestra investigacion considerando, por un lado, la forma natural de surgir los conceptos
del algebra lineal y en particular el de espacio vectorial, y por el otro, como Sierpinska

observa, los modos de razonamiento que se presentan en los estudiantes.

0.3 Definicion de la problematica y los objetivos del trabajo

Nuestra investigacion se centra en el espacio vectorial dado que este concepto es medular
del &lgebra lineal. Presentamos un analisis del concepto en algunos textos de algebra lineal
en el marco tedrico de los modos de pensamiento sintético y analitico.

Sabemos que pasar de R? a R®, de R® a R" y de R" a cualquier espacio vectorial puede ser
fuente de dificultad, pues requiere del entendimiento de conceptos de naturaleza distinta.
Asimismo hemos visto en varios libros de texto el empleo de los espacios R y R* como
ejemplos para un primer acercamiento a los espacios vectoriales. Nos preguntamos de qué
manera puede ayudar este enfoque al estudiante.

Las fuentes de dificultad que se le presentan al estudiante para entender un espacio
vectorial pueden ser diversas. Al respecto, caben algunas preguntas: ¢la intuicion del modo
sintético-geomeétrico y su lenguaje pueden ayudar al entendimiento de un espacio vectorial?
¢Si desarrolla un trabajo mecanico con el empleo del modo analitico-aritmético y el uso del
modo analitico-estructural le puede resultar dificil?

Hemos observado una separacién entre los enfoques sintético y analitico, que consideramos
necesario franquear. Por ejemplo, cuando el estudiante trabaja s6lo en el modo analitico,
usualmente desarrolla algoritmos y en ocasiones llega a memorizarlos. Respecto al uso de
algoritmos Carlson opina lo siguiente:

“Los estudiantes estan familiarizados con algoritmos computacionales que son menos
dificiles, no asi con los conceptos para los que tienen poca experiencia, como el
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aprendizaje de ideas. Los estudiantes no tienen experiencia en usar, y mucho menos en
determinar, diferentes algoritmos para trabajar con un concepto en diversos marcos”
(Carlson, 1997).

Es posible por un lado, que cuando un estudiante utiliza el modo sintético-geométrico
adecuadamente, le ayude a generar una intuicién y ésta a su vez le ayude a interpretar los
resultados analiticos. Por otro lado su empleo exclusivo resultaria en un conocimiento no
formal y lo puede llevar a concepciones erroneas.

A la fecha en las investigaciones sobre algebra lineal, se abordan aspectos importantes
como la historia, el curriculum, propuestas metodoldgicas, la incorporacion de la tecnologia
al aula; sin embargo, un analisis conceptual del espacio vectorial en textos de algebra lineal,
en los modos de pensamiento no lo hemos encontrado.

En los cursos de algebra lineal usualmente se recurre a las representaciones geométricas de
los vectores, sin embargo, no se puede asegurar que esta practica sea efectiva. Creemos que
debe cuidarse la profundizacién de los conceptos en el modo sintético-geométrico,
relacionandolo con el analitico-aritmético y el analitico-estructural. De esta manera se
pueden lograr interpretaciones coherentes de los conceptos por medio de las
representaciones geomeétricas y la teoria formal. Ademas es importante dar tiempo al
estudiante para madurar dichos conceptos.

La falta de madurez en algunos estudiantes de la licenciatura puede deberse a la creencia
extendida en el medio escolar de que hacer matematicas es trabajo mecanico y desarrollo de
algoritmos (Alvarado, 1998). Estas ideas pueden surgir de la manera como se ensefian los
cursos de matematicas sin un enfoque conceptual, pues algunas veces, el estudiante no ve
hacia donde va y cudl es el proposito de todo el lenguaje desarrollado.

Para el entendimiento de los conceptos del algebra lineal, el estudiante debe ir mas alla del
nivel de memorizacion y mecanizacion. Necesita estructurar sus ideas, desarrollar procesos
teoricos y niveles de abstraccion. El algebra lineal requiere el nivel de formalizacion del

conocimiento para su axiomatizacion. A este respecto Vergnaud afirma:

“Las ideas matematicas crecen y cambian en un largo periodo de desarrollo cognitivo, a
través de una variedad de situaciones y actividades, el conocimiento axiomatico sélo
puede ser el dltimo estado de desarrollo del conocimiento del estudiante” (Vergnaud,
1990).
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0.4 Contenido de los Capitulos

En la primera parte del capitulo 1 presentamos un analisis histérico—epistemolégico de un
espacio vectorial, con el objetivo de entender la naturaleza del concepto por su origen tanto
geométrico, como algebraico, asi como por su ubicacion dentro de la teoria generalizadora
y unificadora de los espacios vectoriales. En la segunda parte de este capitulo incluimos
una presentacion sobre el origen de la teoria de los modos de pensamiento sintético y
analitico.

En el capitulo dos resumimos investigaciones contemporaneas del algebra lineal, algunas
de las cuales atienden a aspectos tedricos y epistemoldgicos, y otras a la ensefianza-
aprendizaje del algebra lineal. Asimismo mencionamos trabajos que se han realizado en el
enfoque de los modos de pensamiento.

En el capitulo tres presentamos un analisis del concepto de espacio vectorial en algunos
libros de texto de algebra lineal. Investigamos la forma de introducir el concepto, asi como
el uso de los distintos modos de pensamiento. Pretendemos determinar ventajas y
desventajas de cada enfoque.

En el capitulo cuatro presentamos nuestros comentarios finales y nos permitimos expresar
algunas recomendaciones respecto al estudio del concepto de espacio vectorial, asi como de
los conceptos de independencia-dependencia lineal, generar vectores y base.

Por ultimo tenemos la bibliografia.



CAPITULO 1

1. Antecedentes Historicos del Concepto de Espacio Vectorial y
los Modos de Pensamiento Sintético y Analitico

1.0 Introduccion

Mediante un andlisis historico del algebra lineal, podemos obtener informacion sobre como
surgen los conceptos, como van evolucionando hasta llegar a su forma actual, en qué
contexto tienen su origen, asi como sus propiedades. Un analisis historico-epistemologico,
también nos da luz sobre la naturaleza de los conceptos, y de las dificultades intrinsecas que
causan problemas a los estudiantes. La investigacion historico-epistemologica es de gran
importancia para la didactica porque puede aportar mayor claridad sobre el proceso de
apropiacion del concepto y los obstaculos que los estudiantes enfrentan para comprenderlo.
En este capitulo presentamos un estudio histérico-epistemoldgico centrado en el concepto
un espacio vectorial. De esta manera, por un lado podemos comprender mejor la compleja
naturaleza del concepto, por el otro, estudiar como surge en la historia y las fuentes que dan
origen al concepto. Asimismo, este analisis nos proporciona informacién de las dificultades
que se les presentan a los estudiantes para entenderlo. De manera general, Sierpinska
expresa que estudiar la historia de las matematicas puede ayudar en el disefio de la
ensefianza para encontrar contextos significativos para la introduccion de los conceptos:

“Si ademas el estudio de la historia es epistemoldgico, tiene interés de puntualizar sobre lo
gue se entiende por un concepto matematico, método o teoria y sobre la naturaleza de las
dificultades de los estudiantes para entenderlo” (Sierpinska, 1996a).

Del analisis historico del algebra lineal, Dorier nos dice que permite pensar mas sobre la
dificultad de los estudiantes para generar el formalismo, inherente a la presentacion de la
teoria de los espacios vectoriales y la funcion de éste en la comprension y utilizacion de los
conceptos del algebra lineal. Sin embargo, no se trata de intentar reconstruir las condiciones
historicas de la constitucion de conceptos en la clase sino elaborar un dispositivo didactico:

Se trata de apoyar en una reflexion epistemoldgica y didactica englobando el conocimiento
del contexto histérico y los contratos de la ensefianza (Dorier, 1997).
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Intentamos aclarar que el concepto de espacio vectorial que se estudia en una clase, es el
resultado descontextualizado de su evolucion histérica, pues al paso de los afos, las
nociones fundamentales de su origen, asi como las razones de quienes lo crearon, no se dan
a conocer. A este respecto Brousseau escribe:

“El productor de conocimiento despersonaliza, descontextualiza y atemporaliza lo mas
posible los resultados” (Brousseau, 1986).

En blsqueda de mayor funcionalidad y aprendizaje de los estudiantes, el contenido de la
teoria se modifica. Para el proceso ensenanza-aprendizaje, los contenidos de la teoria que se
va a ensefar se adecuan en los diferentes momentos de su aplicacion a la ensefianza. En el
caso del espacio vectorial, tratando de simplificar el concepto, a veces se le presenta como
una simple generalizacion en el proceso de ensefianza, trabajandolo superficialmente; asi,
en ocasiones se puede crear una dificultad para su entendimiento. De las transformaciones y
arreglos que se hacen del objeto de ensenanza, Chevallard expresa:

“Un contenido de saber que ha sido designado como saber a ensefiar, sufre a partir de
entonces un conjunto de transformaciones adaptativas para hacerlo apto, para ocupar un
lugar entre los objetos de ensefianza. El trabajo de transformar un objeto de saber a
ensefiar, en un objeto de ensefianza, es denominado la transposicién didactica”
(Chevallard, 1991 p. 45).

1.1 Analisis Historico-Epistemoldgico del concepto de espacio vectorial

En esta seccion presentamos un analisis historico-epistemoldgico del algebra lineal,
enfocado al espacio vectorial. Para nuestro estudio, definimos en primer lugar, el sentido
del término epistemologia, debido a que este concepto ha evolucionado con el paso del
tiempo y tiene varias acepciones. De forma sucinta y sin pretender definir, entendemos por
epistemologia del algebra lineal un estudio critico de sus principios, hip6tesis y resultados.
Asi, nos proponemos un estudio historico-epistemologico, en el sentido de G. Canguilhem:

“La historia de una ciencia no es una simple coleccion de biografias, ni una relacion
cronoldgica de hechos y anécdotas. Debe ser una historia de la formacién, de la
deformacién y de la rectificacion de conceptos cientificos. No se trata de una descripcién
de hechos, sino de una investigacion coherente interna a través de diferentes problemas y
conceptos que dan sentido a una ciencia. Asi la historia de una ciencia es inseparable de
un cuestionamiento epistemoldgico que puede ser una parte mas o menos importante de
analisis” (Canguilhem, 1968 referenciado en Dorier, 2000).

Con este punto de vista, iniciamos un estudio histdrico-epistemologico, tratando de
descubrir posibles condiciones en que emerge el concepto de espacio vectorial: observando

por un lado, los errores, las rutas falsas, diversos obstaculos que en un momento evitaron o
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retrasaron su aparicion, por el otro, intuiciones, ensayos y titubeos, que se presentaron para
dar lugar al nacimiento del concepto. Nos interesamos ademads, en comprender relaciones
entre las esferas de la organizacion del conocimiento y la ensefianza-aprendizaje. Es decir,
un estudio epistemologico relativo a la evolucion del concepto de espacio vectorial,
considerando la forma como se estructurd y como se ha llevado a las aulas a partir de los
primeros textos.

Para iniciar el estudio histdrico-epistemologico, puntualizamos el algebra lineal como la
ciencia objeto de nuestra investigacion y consideramos en particular el concepto de espacio
vectorial. La nocion tiene su origen en diversas fuentes: En los sistemas de ecuaciones
lineales, en la evolucion del vector en la geometria a espacio vectorial, en la teoria de la
extension de H. Grassmann y finalmente en la axiomatizacion de la teoria. Como punto de
partida presentamos un analisis en los sistemas de ecuaciones lineales. Realizamos este
analisis en cuatro etapas: La primera a partir del estudio sistematico de los sistemas de
ecuaciones lineales con los trabajos de Leibniz; la segunda etapa cuando Euler empieza a
tratar los sistemas de ecuaciones lineales que no tienen solucidn tnica; la tercera simultdnea
a la segunda, con los trabajos de Cramer en el enfoque de la teoria de los determinantes; y
la cuarta etapa con las investigaciones de Frobenius, que conducen a la definicion de la

base de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales.

1.11 ORIGEN DEL CONCEPTO DE ESPACIO VECTORIAL EN LOS SISTEMAS DE
ECUACIONES LINEALES

Algunos historiadores de la matematica consideran el punto de partida del origen del
algebra, en la escuela de Alejandria, cuando Diofanto (ca. 250 D. C.) formuld los
problemas de la aritmética en términos simbolicos (Boyer, 1956 p. 35).

Los sistemas de ecuaciones lineales fueron estudiados desde la antigiiedad; sin embargo, en
su analisis solo se consideraban algunas soluciones numéricas. Cuando el algebra se
constituyé como disciplina independiente, el tema central y unico para los sistemas de
ecuaciones lineales, fue encontrar su solucion.

Inicialmente, los sistemas contenian tantas incognitas como ecuaciones y en la mayoria de
los casos estudiados las ecuaciones eran linealmente independientes. En ese periodo sélo se
trato la resolucion de ecuaciones particulares por tanteos sucesivos; el método aplicado fue

puramente empirico y cada ecuacion fue objeto de un tratamiento particular. En el siglo
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XVIII comenz6 plenamente la busqueda de métodos para resolver sistemas de ecuaciones
lineales y el planteamiento de problemas generales tales como la existencia o no-existencia
de soluciones (Dorier, 1990).

A continuacion detallamos las cuatro etapas arriba mencionadas.

Primera etapa. Consideramos la primera etapa, cuando Leibniz desarrollé un método de
eliminacion de incognitas que involucraba un “determinante” y aparecieron nuevas formas
de notacioén, para dar comienzo al estudio sistematico de los sistemas de ecuaciones
lineales. Leibniz dirigié una carta al Marqués de L’Hospital en 1693; en ella escribié un
conjunto de ecuaciones simultdneas usando numeros para indicar renglones y columnas
(sistema no homogéneo de tres ecuaciones con dos incdgnitas). Anticipandose al empleo de
los determinantes, escribe un arreglo de 3x3 elementos y explica su interpretacion de los
indices y como elimina las incognitas (Cajori, 1929 p. 87).

El algoritmo para la construccién de ese determinante fue dado por Leibniz de manera
confusa y la condicion de anulacion del determinante y la regla de los signos no es clara. Se
especula que el método para la solucion de sistemas de ecuaciones lineales por
determinantes, de dos, tres y 4 incognitas fue creado por Maclaurin, probablemente en

1729, y publicado en su obra péstuma Tratado de Algebra, 1748, (Dorier, 1990).

Segunda etapa. Una segunda etapa comenz6 hacia 1750, con las investigaciones de Euler
sobre la paradoja de Cramer. En estos estudios vislumbramos que se abre una brecha al
modo de pensamiento analitico-estructural, cuando Euler en su texto titulado: Sur une
Contradiction Apparente dans la Doctrine des Lignes Courbes, establecio la confrontacion
de dos resultados que se tenian por ciertos en esa época, a saber:

1) Dos curvas algebraicas distintas de orden m y n se cortan en tantos puntos como el
producto de sus o6rdenes mn. Se sabia que algunos podian ser multiples, complejos o
infinitos, sin embargo, también se conocian ejemplos para los cuales estos puntos eran
todos simples y reales.

2) Para determinar una curva algebraica de orden n son necesarios y suficientes n(n+3)/2
puntos. Es decir, que una curva de orden n queda determinada de manera Unica por
n(n+3)/2 puntos (Dorier, 1997).

La paradoja aparece para n>3; en este caso n> > n(n+3)/2. Por ejemplo, si dos curvas de

grado tres, se cortan en 9 puntos, entonces se tienen dos curvas definidas para esos 9
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puntos. Por lo tanto, una curva no estd definida de manera tnica por los 9 puntos como
expresa el segundo resultado.
Euler identific6 la naturaleza del problema explicando: la proposicion 2 puede no ser cierta;
n ecuaciones pueden no ser suficientes para determinar n valores (Dorier, 1995a). Para
aclarar este hecho, consideré sistemas de n ecuaciones lineales en n incognitas, sin solucion
unica. Euler trabajo con dos, tres y 4 ecuaciones con dos, tres y 4 incognitas. Comenz6 por
analizar el problema para n=2, y como ejemplo propuso dos ecuaciones:
1)3x-2y=5
2)4y=6x—-10

Euler expres6: es un “incidente” que las dos ecuaciones sean iguales. Para n=3, dos
ecuaciones pueden ser idénticas y la tercera el doble de la suma de las otras. Concluyo6: para
determinar las tres incognitas es suficiente tener tres ecuaciones y falta aclarar si realmente
las tres ecuaciones difieren entre ellas, o si ninguna esté incluida o comprendida en las otras
(op. cit.).
Para n=4, Euler escribio: en ciertos casos dos incognitas pueden quedar indeterminadas y
consider¢ el siguiente ejemplo:

1)5x+7y—4z+3v-24=0

2)2x —3y+52—-6v-20=0

3)x+13y—14z+15v+16=0

4)3x+10y—-9z+9v—-4=0  (op.cCit.)
De estas ecuaciones solo valdran dos, despejando X y Y, las otras cantidades z y vV quedan

indeterminadas. Euler por eliminacion y substitucion, obtuvo las expresiones para X y y:
x=-237z+33v+212 /29 y=33z-36v-52/29

Después de estos ejemplos, Euler concluyé con un enunciado general:

“Cuando uno dice que para determinar n cantidades desconocidas, es suficiente tener en n
ecuaciones sus relaciones mutuas, debe agregarse la restriccion de que todas las
ecuaciones sean diferentes entre si, 0 que ninguna esté “encerrada’ en las otras” (Euler
referenciado en Dorier, 1995a).

Para Euler es un accidente cuando ciertas incognitas quedan indeterminadas y una ecuacion
implicada por (encerrada o comprendida en) otra, es decir, las ecuaciones no difieren

realmente. Esta dependencia de las ecuaciones no es explicitamente dependencia lineal;
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Dorier la llama dependencia inclusiva (Dorier, 1996). Actualmente vemos una relacion
lineal entre las ecuaciones. Lo que Euler expresa en lenguaje intuitivo como una ecuacion
comprendida o encerrada, ahora lo podemos entender en términos del concepto de
“dependencia lineal” y cuando se refiere a la indeterminacion de las dos variables, podemos
pensar en el origen del concepto de rango de manera intuitiva. Este enfoque para el estudio
de los sistemas de ecuaciones lineales no se continud. Simultdneamente a los trabajos de

Euler, aparecid el trabajo de Cramer como vemos en el siguiente apartado.

Tercera etapa. Consideramos una tercera etapa contemporanea a la de Euler, con los
trabajos de Cramer. En el ano de 1750, Cramer publicé su obra Introduction a I’Analyse
des Courbes Algébriques. En ella se encuentra una de las primeras notaciones que permite
escribir un sistema de ecuaciones lineales donde los coeficientes se relacionan a cada
variable y a cada ecuacion del sistema. Cramer introdujo los primeros calculos de
determinantes para encontrar la solucion de un sistema de ecuaciones lineales cuadrado.
Este inicio de la teoria de determinantes seria el marco de estudio de los sistemas de
ecuaciones lineales por mucho tiempo (Dorier, 1991).

Los determinantes indudablemente representan una herramienta para la solucion de los
sistemas de ecuaciones lineales, sin embargo, generan gran complejidad respecto a las
técnicas en su empleo y encubren ciertos aspectos intuitivos en la naturaleza de las
ecuaciones lineales; esto marca una diferencia entre este enfoque y el de Euler. Al estudiar
los sistemas de ecuaciones lineales con la teoria de los determinantes, las ideas de Euler no
florecieron, se postergaron practicamente por un siglo y las cuestiones relacionadas con los
sistemas de ecuaciones lineales indeterminados e inconsistentes fueron relegadas.

Hacia la segunda mitad del siglo XIX, aproximadamente de 1840 a 1879, se desarroll6 de
manera significativa el estudio cualitativo de los sistemas de ecuaciones lineales. Dentro
del marco de la teoria de determinantes, aparecieron los primeros conceptos de rango y
dualidad. En esta etapa las investigaciones requerian de herramientas mas sofisticadas, y
para su uso se necesitaba mas técnica (Dorier, 1995a). En este periodo se establecieron los
siguientes resultados sobre la dependencia (inclusiva) de las ecuaciones y gan6 importancia

el maximo menor diferente de cero del arreglo de los coeficientes:
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Un sistema de n+1 ecuaciones lineales homogéneas en n incognitas tiene una solucién no
cero formada por los n, (nxn) menores extraidos del arreglo de los coeficientes de las
primeras n ecuaciones.

La dependencia de ecuaciones era interpretada desde el punto de vista inclusivo, sin
embargo, fue asociada con el valor cero de los determinantes mas grandes extraidos del
arreglo de los coeficientes. En este marco el maximo menor no cero del arreglo de los
coeficientes aparecio como el objeto central de estudio (Dorier, 1996).

Cuarta etapa. Necesitamos considerar una cuarta etapa para el desarrollo de la nocion de
un espacio vectorial. Hacia 1875 George Frobenius introdujo un cambio muy importante de
enfoque en el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales. En un texto titulado Uber das
Pfaffsche Problem, defini6 en términos modernos las nociones de dependencia e
independencia lineal, sin el uso de los determinantes, al incluir explicitamente el concepto
de dependencia lineal para ecuaciones. Demuestra que la dependencia lineal de las
ecuaciones es equivalente a la dependencia inclusiva. Introduce la dependencia lineal de las
n-adas y establece la equivalencia con la dependencia de las ecuaciones cuyos coeficientes
son las componentes de las n-adas (Dorier, 1996).

Esta presentacion establecio las bases para el uso de la dualidad. Frobenius tratd los dos
objetos, n-adas y ecuaciones, como dos versiones de un mismo concepto, de esta manera
dio un paso decisivo hacia la nociéon moderna de vector:

Varias soluciones particulares A;%, A%, ..., A%, (x = 1,...,k) se dicen independientes o
diferentes cuando ¢;A,% + c,AX + ...+ A%, no pueden ser cero para « = 1,..., n, sin
que las ¢y, ..., Cx Sean todas cero, en otras palabras, cuando las k formas lineales AU, +
AU, +, ..., + A%, son independientes (Frobenius, 1875 referenciado en Dorier, 1995a).

Frobenius defini6 la base de soluciones de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales ¢
introdujo la nocion de sistema asociado o adjunto: Dado un sistema homogéneo de
ecuaciones lineales, se llamar4 asociado un sistema homogéneo, si los coeficientes de sus
ecuaciones constituyen una base de soluciones del sistema inicial (Dorier, 1995a).

Gracias a esta herramienta, Frobenius establecid la nocion de dualidad al considerar n-adas
y ecuaciones, objetos semejantes al verlos desde dos angulos: Muestra que el maximo
orden de un menor no nulo (para un sistema de ecuaciones cualesquiera) es un invariante
del sistema y también del conjunto de soluciones; todo sistema con el mismo conjunto de
soluciones tiene el mismo orden, el orden del maximo menor no nulo. Este nimero
igualmente permite medir el numero del conjunto de soluciones y el nimero maximo de

ecuaciones linealmente independientes (0p. Cit.).
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Frobenius en el texto de 1879, llam6 Rango del Determinante, al valor de m cuando en un
determinante todos los menores de orden (m+1) se anulan, pero aquellos de orden m no son
todos nulos. Demostré que si m es el orden del menor mas grande no nulo, cualesquiera m
soluciones independientes permiten generar todas las soluciones del sistema. El término de
rango esta ligado a la teoria de los determinantes, tanto en la definicion como en la
demostracion. En la publicacion de 1905 Frobenius estructurd los resultados tedricos sobre
el estudio de las ecuaciones lineales y puede considerarse que el concepto de rango alcanza
su madurez en la teoria de los determinantes (0p. Cit.).

Continuando con el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales, entre 1886 y 1891, A.
Capelli y G. Gabrieri demostraron los siguientes resultados para encontrar la solucion de un
sistema de ecuaciones lineales:

1° Cualquier sistema lineal de rango r es equivalente a uno triangular de r ecuaciones.

2° El rango r de una matriz es igual en las columnas que en los renglones.

3° Un sistema de ecuaciones es consistente si y s6lo si el rango del arreglo de coeficientes
es el mismo que el rango del arreglo aumentado por los términos constantes. (Op. cit.)

El espacio vectorial en los sistemas de ecuaciones lineales

En el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales, se manifiestan los primeros brotes del
concepto de espacio vectorial: La dependencia inclusiva, como la llama Dorier y el rango.
Las nociones emergen progresivamente dentro del marco de la teoria de los determinantes y
la dualidad juega un papel fundamental para organizar y enfatizar sobre las soluciones
linealmente independientes de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales y para
relacionar los aspectos que se presentan naturalmente: La dependencia en las ecuaciones y
generacion en el conjunto de soluciones.

En el contexto de los sistemas de ecuaciones lineales, en los trabajos de Euler vemos surgir
el concepto de dependencia lineal. Frobenius da significado a la independencia lineal
cuando introduce la dualidad n-adas/sistemas de ecuaciones lineales; define base de

soluciones de un sistema de ecuaciones lineales, y posteriormente un espacio vectorial.

1.1.2 EVOLUCION HISTORICA DEL VECTOR EN LA GEOMETRIA
En esta seccion consideramos la evolucion historica de los conceptos de vector y espacio
vectorial en la geometria. Para este fin, consideramos 5 etapas en nuestro andlisis. En la

primera etapa analizamos el papel desempeniado por el paralelogramo de suma de fuerzas
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en la historia; en la segunda consideramos la propuesta de Leibniz para la creacion de una
Geometria de Situacion o intrinseca. En la tercera etapa recopilamos investigaciones que
condujeron a la representacion geométrica de los nimeros complejos. En la cuarta etapa
presentamos la transiciéon de ntimero complejo al concepto de vector y en la quinta el

proceso de generalizacion del vector geométrico de R* a R? y al vector analitico en R™.

a) Concepto del paralelogramo de fuerzas

Una idea fundamental en la primera etapa del andlisis vectorial es la suma de vectores en la
fisica (figura 1). Algunas cantidades como velocidades y fuerzas se suman de la misma
forma, es una correspondencia para proporcionar utilidad al analisis vectorial. La idea del
paralelogramo de velocidades o fuerzas se conoce desde la mas remota antigiiedad; no
obstante, era el medio practico de representar la resultante de dos fuerzas y no de
simbolizar una suma de dos vectores geométricos en el sentido algebraico del término.
Historicamente el acercamiento entre algebra y geometria, respecto al algebra lineal,

comienza en los origenes de la geometria analitica (Dorier, 1997).

Figura 1

La idea del paralelogramo de velocidades origina un mito sobre las relaciones entre la
geometria y el algebra lineal, proveniente del vocabulario comun a los dos dominios: La
palabra vector es para algunos un simbolo del origen geométrico del algebra lineal, sin
embargo, éste representaba simplemente suma de velocidades o de fuerzas. A pesar de que
la sola idea del paralelogramo de fuerzas no pudo provocar directamente la creaciéon de un
sistema vectorial, su influencia fue indirecta pero importante, porque fue el primero y mas
obvio de los ejemplos en los cuales los métodos vectoriales podian ayudar a la fisica

(Crowe, 1967 p. 2).

b) Propuesta de Leibniz para la creacion de una Geometria de Situacion (Situs).
Con los métodos analiticos introducidos por Descartes y Fermat en geometria, la linealidad
fue un punto de partida o una cuestion central en muchos problemas: Como consecuencia

de la aritmetizacion de la geometria, Leibniz planteo la posibilidad de crear una geometria
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de situacion, un sistema que pudiera servir como método directo de analisis espacial. La
idea de Leibniz de crear una Geometria de Situacion, fue un factor decisivo para el
desarrollo de sistemas empleando métodos de analisis espacial y dio origen a los espacios
vectoriales. En 1679 Leibniz expresé en una carta, la idea que el dlgebra no proporcionaba
los métodos mas cortos o las mas hermosas construcciones en geometria:

Creo que en lo que concierne a la geometria necesitamos otro analisis que sea
esencialmente geométrico o lineal y que exprese la situacion (situs) directamente, asi como
el algebra expresa magnitudes directamente. Creo que he encontrado la forma y que puedo
representar figuras y aun maquinas y movimientos por caracteristicas; como el algebra
representa nimeros y magnitudes.

He descubierto ciertos elementos de nuevas caracteristicas enteramente diferentes del
algebra lo cual sera una gran ventaja en la representacion mental exactamente y en una
forma confiable en su naturaleza aunque sin figuras, todo depende de la percepcion de los
sentidos. El algebra es la caracteristica para nimeros o magnitudes solamente, sin
embargo, no expresa situaciones, angulos y movimiento directamente. Por lo cual a
menudo es dificil analizar las propiedades de una figura por célculos y aun mas dificil
encontrar demostraciones geomeétricas y construcciones alin cuando se hayan hecho todos
los calculos algebraicos... (op. cit. p. 3).

Leibniz sugiri6 una nueva dalgebra, donde las cantidades geométricas se muestran
simbolicamente y los simbolos esperados se representan directamente. Sin embargo, falld
en obtener un sistema de elementos geométricos que pudieran sumarse, restarse y
multiplicarse; también al conceptuar por ejemplo, AB y BA (-AB), como entidades
diferentes. A la direccion de un segmento Leibniz no le dio significado, esto lo hace
parcialmente iniciador del concepto de vector (op. Cit. p. 4).

La propuesta de Leibniz se retraso hasta el afio de 1833, cuando la carta fue publicada. La
idea de crear una Geometria de Situacion o un célculo geométrico intrinseco, tuvo respuesta
a partir de esta fecha cuando se divulgé el escrito. En ese tiempo, algunas investigaciones
habian avanzado sobre la posibilidad de representar geométricamente cantidades
imaginarias; de manera independiente varios matematicos habian trabajado en este sentido

(op. cit. p. 5). A continuacion analizamos algunas de estas investigaciones.

¢) Representacion geométrica de los numeros complejos.

Es importante exponer la historia de la representacion geométrica de los numeros
complejos, porque ademas de considerarse un sistema vectorial, Hamilton en el curso de su
investigacion, descubrid los cuaternios al tratar de obtener un sistema andlogo a los

numeros complejos en dimension 3.
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Wessel (1745-1818) en su publicacion titulada Om Directionens Analytiske Betegning
(1799), pensd esencialmente los numeros complejos a+bi, como puntos con coordenadas
(a,b), donde los nimeros reales a y b, se grafican sobre los ejes real e imaginario
respectivamente. Definio las cuatro operaciones con complejos en términos practicamente
geométricos como se estudian en la actualidad. Desgraciadamente, la publicacion de
Wessel fue considerada solo después de traducirse al francés en 1897. En 1806, Argand y el
abad Buée publicaron independientemente tratados sobre la representacion de los nimeros
complejos. En 1828 se dio la misma coincidencia: Mourey y John Warren trataron los
nimeros imaginarios. Con el trabajo de Carl F. Gauss publicado en 1831, la representacion
de los numeros complejos fue aceptada y utilizada por los matematicos. Gauss representd
a+bi como un punto (no como un vector) en el plano complejo; también describio la suma
geométrica y la multiplicacion. La publicacion de Gauss fue la més corta y precisa y la que
tuvo mayor influencia de estas representaciones independientes (0p. Cit. p. 11).

En 1833, Hamilton expuso sus ideas sobre los niimeros complejos, como parejas ordenadas
de numeros reales (a,b). Defini6é las operaciones entre ellos en términos de las reglas de
operacion de numeros reales, y demostrd la equivalencia de las parejas y los complejos de

la forma a+bi (op. cit. p. 25).

d) Transicidon de numero complejo al concepto de vector

Modbius en su memoria Der Barycentrische Calcul (1827), emple6 vectores en lugar de los
puntos del espacio geométrico, posiciond los puntos y les asocido magnitudes. Al principio
subrayo el interés de distinguir las caracteristicas de orientacion y de direccion en diversas
magnitudes geométricas; introdujo las ideas, tanto de segmento orientado (vector
geométrico), como las de tridngulo y piramides orientadas. No obstante, defini6 la suma de
dos segmentos orientados solo en el caso de ser colineales. En 1843, generaliz6 la adicion a
segmentos cualesquiera en el trabajo Elemente der Mechanik des Himmels, realizando asi,
la primera presentacion de la estructura lineal de vectores del espacio geométrico.
Finalmente, en 1887, Mobius en la obra Ueber Geometrische Addition und Multiplication,
defini6 la adicidén de segmentos no colineales, su multiplicacion por cualquier numero y dos
clases de producto de segmentos de linea obteniendo un algebra de puntos. Sin embargo, su
intencidon no era presentar una estructura algebraica, ¢l dirigia sus trabajos hacia las

necesidades de un método practico y eficiente para resolver problemas geométricos y
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fisicos. Aunque Mobius puntualizéd algunos aspectos de la geometria vectorial, su teoria se
baso en la percepcion fisica del espacio, asi que no podia ofrecer la posibilidad de extension
a un concepto mas general de espacio vectorial (Crowe, 1967 pp. 48-52).

Por su parte Bellavitis, en 1835, publico sus resultados en la obra Calcolo delle
Equipollenze (equivalencias). Definid la primera nocion de vector geométrico, como clase
de equivalencias de bipuntos, asi como el principio de la adicion para las clases y su
multiplicacion por un escalar. Enseguida introdujo la multiplicacion de dos vectores
coplanares, inspirandose en la memoria del abad Buée, sobre la representacion geométrica
de nimeros complejos. Bellavitis ilustr6 su método en la solucién de problemas de
geometria y de fisica. Aunque su calculo s6lo aporta la representacion geométrica de los
complejos, lo novedoso y original de su trabajo se debe al hecho de utilizar elementos

puramente geométricos (0p. Cit. pp. 52-54).

e) Generalizacion del concepto de vector tridimensional a n-dimensional

En la evolucion de numero complejo a vector geométrico, cuando las investigaciones
trataban de describir analiticamente problemas, considerando cuerpos bajo la accion de
fuerzas en el espacio y sus soluciones, se propicid la generalizacion de los nimeros
complejos a tres dimensiones. En 1843, Hamilton obtuvo cantidades en cuatro dimensiones
llamadas cuaternios; este ejemplo es significativo por ser la primera estructura algebraica
cuya multiplicacion no es conmutativa ni asociativa. Para nuestro estudio, la importancia
reside en que los cuaternios representan el primer intento para generalizar los vectores a
tres dimensiones. Hamilton trat6 los cuaternios como vectores, demostro esencialmente que
forman un espacio vectorial lineal sobre el campo de los numeros reales y empezd a
trabajar con las n-adas, o hiperplanos (op. cit. pp. 30-32).

En 1845, Arthur Cayley generalizd los cuaternios e introdujo los elementos unidad 1, e,
€2,..., €7, junto con las operaciones algebraicas. Para considerar sus productos, definio los
octonios como x=X¢tx;e;tXe; +,...,7x7¢7, donde X; es un namero real; defini6 N(x) =
((x1)*+...+x7)%)”* como la norma. Cayley buscaba la generalizacion del espacio geométrico a
dimensiones mayores de tres, como era la tendencia total en los métodos modernos. En
1848, Cayley recopild todos los resultados descubiertos en las dos décadas precedentes, y
los publicé en un reporte detallado y cuidadosamente organizado: “A Memoir on the Theory
of Matrices” (op. cit. pp. 211-213).
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Los espacios geométricos

El origen geométrico de un espacio vectorial se remonta a la antigliiedad con el
paralelogramo de fuerzas, pasando a la aritmetizacion de la geometria, con la creacion de la
geometria analitica, y después al intentar sacar el algebra de la geometria, es decir, la
desaritmetizacion de la geometria. Vemos en este largo camino de la historia, el juego entre
la geometria sintética y el algebra: El empleo de coordenadas en la geometria analitica, y
posteriormente la llegada al nimero complejo a+bi como un punto en el plano complejo.
Podemos pensar que en esta etapa los vectores y la base de un espacio vectorial nacen en
los nimeros (1+01) y (0+i) que generan el plano complejo.

Las investigaciones generalizaron las caracteristicas de orientacion y direccion de los
segmentos, asi como las operaciones algebraicas entre ellos, del espacio geométrico del
plano, al espacio geométrico de dimension 3. Sin embargo, la percepcion fisica del espacio
no hacia posible la extension a un concepto mas general de espacio vectorial.

Una vez que se establece el vector geométrico como una clase de equivalencia con los
trabajos de Hamilton y Cayley, el panorama se abre a la concepcion de los espacios
aritméticos de dimension n-R" y finalmente se tienen los elementos para definir un espacio
vectorial.

De esta manera, por un lado el origen de un espacio vectorial, si bien es cierto se puede
considerar en el modo sintético, por el lenguaje y la representacion grafica con el
paralelogramo de fuerzas, la construccion de los espacios vectoriales a partir de los

numeros complejos es en el modo analitico-aritmético.

1.1.2.1 EL ESPACIO VECTORIAL EN LA TEORIA DE LA EXTENSION DE H. G.
GRASSMANN

Debido a la importancia de la obra de Hermann Giinter Grassmann: Teoria de la Extension
y Filosofia de la Ciencia, hemos dedicado esta seccion para su analisis. Intentamos extraer
las nociones fundamentales y pensarlas como la piedra angular de su teoria. Estudiamos las
ideas donde surge el vector y espacio vectorial. La Teoria de la Extension no fue entendida
por la comunidad matematica de su época, y no se le dio seguimiento; sin embargo, Peano
desarrolld un andlisis de ella que condujo a la definicion de espacio vectorial. A

continuacion describimos someramente las obras de Grassmann.
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Grassmann 1nici6 sus investigaciones sobre un andlisis espacial en 1832, al percatarse de
que dos segmentos se pueden sumar y restar formalmente, aun cuando no estén en la misma
recta. Al considerar la direccion y sentido de los segmentos obtiene la ecuacion AB + BC =
AC, no s6lo cuando AB y BC tienen igual sentido, sino sentido contrario y también si A, B
y C no estan alineados. Estas ideas las expuso en su trabajo sobre mareas: Theorie der Ebbe
and Flat. En 1833, cuando se dio a conocer la propuesta de Leibniz de crear un calculo
geométrico intrinseco, la Sociedad Matematica Alemana, Jablonowski Gesellschaft, ofreci6
un premio por el desarrollo propuesto. Grassmann entr6 al concurso ganando el premio, sin
embargo, ¢l ya habia creado su sistema antes de oir las ideas de Leibniz (Crowe, 1967 pp.
54-56).

En 1844, Grassmann publico Die Lineale Ausdehnungslehre, La Teoria de la Extension;
una obra fuertemente influenciada por su filosofia. En la introduccion, la filosofia fue una
barrera que muchos matematicos de su tiempo no pudieron superar. Grassmann creia haber
descubierto un sistema puramente formal e independiente de la geometria; efectivamente
era una teoria autonoma de todas las matematicas conocidas en ese tiempo; una estructura
de algebra universal, en la cual los elementos no tenian necesariamente un contenido real,
sino podian tomar un significante contenido geométrico cuando fuera deseado (op. cit. pp.
63-66).

La Teoria de la Extension no so6lo es una obra sorprendente por lo abstracta y general, sino
por la dificultad y complejidad para leerla. De esta manera, Die Lineale Ausdehnungslehre
recibid la indiferencia y ciertos ataques de la comunidad matematica de su época. En 1862,
Grassmann escribié la segunda version de su teoria; empled el estilo de la redaccion de
acuerdo a la tradiciéon Euclidiana, incluyé en ella nuevos resultados y borrd tanto el
fundamento filosofico como las aplicaciones de la fisica (op. cit. pp. 89-90).

Entonces la idea de evitar el algebra en las construcciones geométricas, paraddjicamente
dio como resultado la Teoria de la Extension, en palabras de Dorier, un sistema algebraico
generalizador y unificador de conceptos: el dlgebra lineal. A continuacion analizamos la
teoria Die Lineale Ausdehnungslehre; consideramos en primer término la version de 1844 y
posteriormente la de 1862. Tomamos las citas de la version de 1844 de la traduccion de
1947.

En la primera version, Grassmann se basa en una intuicidbn geométrica y una posicion

formalista; la teoria se distingue por la forma de construir los conceptos y por la
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explotacion de principios muy simples que lo llevaron a una teoria general, podemos
comprender lo peculiar de su obra sélo a través de su posicion filosofica y epistemoldgica.
En la introducciéon y a lo largo del trabajo expone su enfoque, estructurando asi su
presentacion. Grassmann (traduccion 1947, p. 11) propone una teoria general, una nueva
disciplina matematica no situada en el campo de la geometria, sino que en la geometria
tiene una aplicacion, y con este método podia llegar a resultados generales.

Grassmann establece las matematicas como la teoria de formas y la geometria respecto a las
matematicas depende de como la intuicion del espacio se relaciona con el pensamiento
puro.

Grassmann define las entidades de acuerdo a las propiedades de sus operaciones; €stas son
creadas a través de una evolucion o de variacion. Tanto en forma general, como en la
geometria introduce la nocion de magnitud extensiva (elemento variable) o generador del
sistema de la magnitud extensiva; la forma' extensiva o conjunto generado es el conjunto
de todos los elementos que coinciden con el elemento generador, durante la variacién
continua de éste. En la teoria del espacio, el punto es un elemento, una variacidon continua
de éste es el desplazamiento o movimiento; el segmento es una extension simple, la recta
infinita corresponde al sistema, de tal forma que podriamos establecer la siguiente relacion
con los conceptos actuales:

Magnitud extensiva (variable) <> Vector (generador)
Forma extensiva (conjunto generado) <> Espacio vectorial (generado)
Segmento (elemento geométrico) <> Vector (generador)

Grassmann genera las formas extensivas de 1°, 2°, 3 grado, etc. En la geometria genera un
sistema de primer grado (la recta) por la accion continua de la misma variacion
fundamental; una variacion aplicada a los elementos del sistema de primer grado generara
un sistema de segundo grado (el plano); al agregar una direccion independiente a un
sistema de segundo grado obtiene el espacio. De acuerdo con Grassmann, en la teoria de la
extension se puede seguir asi sucesivamente hasta el infinito (op. cit. p. 30).

Grassmann establece las clases de equivalencia de los vectores para definir el concepto de

espacio vectorial, tanto en el caso particular de los vectores geométricos, como en el mas

1Platén, al darse cuenta de la relativa permanencia de las cosas y de como la gente distingue, por lo general,
entre una mera apariencia y lo real, concibio la realidad absoluta formada por Formas o Ideas independientes
de la percepcion sensorial y absolutamente permanentes, extratemporales, eternas (Filloy, 1998 p. 54).
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general de la teoria de formas. Construye los espacios vectoriales geométricos, paso a paso,
con direcciones independientes (escalon independiente), los llama sistemas de primero,
segundo y tercer grado. Sin embargo, la teoria de la extension le permite seguir aumentando
una cantidad infinita de direcciones independientes, de esta manera relaciona los conceptos
de generacion, independencia y dimension. Considera métodos fundamentales de variacién
de manera independiente, esto es, que ninguno estd incluido en un sistema generado por
alguno de los otros, y asi, N cambios se encuentran privilegiados. En esencia, generacion e
independencia lineal se encuentran asociados con los fundamentos mismos de la teoria de
la extension, y en el sistema ellos y la dimension se presentan como un aspecto natural.
Cuando Grassmann dice: “Un sistema de orden m se genera por m métodos de cambio que
le pertenecen y son mutuamente independientes”, tiene la nocidén equivalente al concepto
de base. Asigna al valor m un significado cercano al concepto de dimension; aunque no
explica que m sea el minimo nimero de los métodos de evolucion o cambios que requiere
el sistema, se infiere cuando menciona: si un sistema se genera por m modos de variar
cualesquiera, puede reemplazar cualquiera de ellos por un nuevo modo de variacion (p) que
pertenece al mismo sistema de orden m e independiente de los restantes (m-1), y usando
éste en combinacidn con los otros (m-1), generan el sistema dado. Para probar el resultado
anterior, Grassmann emplea un método de paso a paso, demostrando que un modo de
evolucion puede reemplazarse por otro independiente de los restantes. Este método es
conocido como el método del cambio:

Si el sistema se genera por ciertas m maneras de variar, se puede, para generar el sistema,
reemplazar una cualquiera de ellas por otra (p) que sea independiente de las (m-1)
restantes. (op. cit. p. 66).

Grassmann establece propiedades de la base respecto a los sistemas de cambio:

Todo segmento de un sistema de grado m puede representarse como suma de m segmentos
pertenecientes a m maneras independientes de variar del sistema, y esto de una sola
manera (op. Cit. p. 67).

Todo sistema de grado m puede ser pensado generado a partir de un elemento arbitrario de
él y mediante m maneras independientes arbitrarias de variar que le pertenecen, es decir,
se pueden asi generar todos los elementos del sistema (op cit. p. 68).

En esencia, Grassmann desarroll6 las teorias actuales para espacios lineales de dimension
finita; asimismo analizd los subespacios, sus uniones e intersecciones; establecid y probd

teoremas equivalentes a los resultados sobre subespacios, tales como el teorema de la
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dimension: dim(S+T) = dim(S) + dim(T) — dim(S NT), donde S y T son subespacios de un
espacio vectorial V; también definié diferentes productos de cantidades extensivas, por

ejemplo, el producto interior entre ellas lo denot6 por ~/aa = ./X(a; )’ .

Para n=3, las unidades primarias fueron representadas geométricamente por segmentos de
recta de longitud unitaria, cada una dirigida a lo largo de los tres ejes mutuamente
ortogonales. Las aje; son multiplos de las unidades primarias, y se representan por las
longitudes loi| alo largo de los respectivos ejes, mientras que o se representa por un
segmento de recta dirigido en el espacio, cuyas proyecciones sobre los ejes son las
longitudes Lol

En la version de 1862, Grassmann formaliza la presentacion de su teoria: Un sistema de n-
orden puede representarse como un sistema lineal, generado por una base de n elementos, o
el conjunto de todas las combinaciones lineales de n elementos base. En esta version
suprimi6 la introduccion filoséfica y la teoria general de formas; adoptd una presentacion
euclidiana para definir las magnitudes extensivas por entidades formales y por sus
relaciones, sin intuicion o referencia geométrica. En oposicion a la presentacion de 1844,
las primeras dos definiciones son relativas a generacion y dependencia lineal en el marco
numérico: una magnitud a se dice derivada de las magnitudes b, c,... por los numeros J,
Y,... sia=Bb +yc +,...; dos 0 mas magnitudes se dice que estan en relacion numérica, si
una se deriva numéricamente del resto. En este marco, un sistema original de elementos
base: ej, €,..., -conjunto de magnitudes establecidas y no relacionadas numéricamente,
reemplaza los métodos fundamentales de evolucion. Una magnitud de primer orden es una
magnitud a derivada de un sistema original a = a,e; + ape; +..., donde las ay, an,... son
llamados numeros de derivacion (Dorier, 1996).

El fundamento ontologico de las dos versiones es diferente, en la segunda s6lo presenta los
aspectos formales de los conceptos en la teoria de la base; en esta version el empleo de los
ntmeros sugiere el isomorfismo con R". Como consecuencia de la suma de magnitudes y
multiplicaciéon por un numero, Grassmann introduce la operacion sobre los ntimeros de
derivacion. Siguiendo las definiciones de cada operacidn, enlista las propiedades como los
axiomas de espacios vectoriales en la forma moderna, llamandolas formulas fundamentales,
porque son suficientes para deducir todas las leyes de la adicion, substraccion,

multiplicacion y division (op. cit.).
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La version de 1862 contiene resultados sobre los conceptos de base y dimension: Un
dominio de orden n se define como la coleccion de todas las magnitudes derivadas de n
magnitudes, y no menos que n de tales magnitudes. En esta presentacion el criterio es el
nimero minimo de generadores y no la independencia de estos generadores. La llave para
deducir que un dominio de n-orden se deriva de cualquier subconjunto de n magnitudes
independientes, estd precedido por dos teoremas que Grassmann deduce del teorema del
cambio (0p. cit.):

1) Una serie de magnitudes independientes puede completarse a una base.
2) Sin magnitudes son derivables de menos de n, ellas son dependientes. De este punto es
claro que un dominio de orden n no puede derivarse de menos de n magnitudes.

El espacio vectorial en la Teoria de la Extension

Grassmann, con ideas intuitivas del espacio, dimension, dependencia e independencia
lineal, genera los espacios vectoriales. En la Teoria de la Extension se genera o construye el
espacio vectorial con n direcciones linealmente independientes y la dimension esté ligada a
la idea de variacion continua, es decir, a la idea de movimiento.

En la publicacion de 1844, Grassmann genera los espacios vectoriales escalon por escalon,
con direcciones independientes, en esta version con fundamento geométrico surgen en
primer lugar las nociones de generar e independencia lineal. En la version de 1862, cuando
Grassmann aritmetiza su teoria, tienen origen en primer lugar los conceptos de dependencia
lineal y generar. Vemos delineados los conceptos de base y dimension de un espacio
vectorial mas explicitamente en esta version.

El origen del algebra lineal en la Teoria de la Extension, se propici6 al tratar de evitar las
coordenadas de la geometria analitica. Con el desarrollo de la intuicidon y en un enfoque
filos6fico, Grassmann encontrd una rama de las matematicas; elabor6é en forma puramente
abstracta leyes andlogas a las que aparecen en la geometria ligadas al espacio.

Actualmente en el algebra lineal, puede ser dificil entender los conceptos en el modo
sintético-geométrico. La relacion entre la base y el espacio vectorial generado pueden ser
complicadas; por ejemplo, generar un plano por la variaciéon de elementos sin area, y la
generacion del espacio de dimension tres, con elementos sin volumen. Vislumbramos la
necesidad de considerar otros elementos, como la continuidad de la variacion, que implica

un movimiento, asi como tiempo y espacio. Sin embargo, en el medio escolar se tiene la

26



CAPITULO 1

idea generalizada de que por el lenguaje y las representaciones, los espacios vectoriales
geométricos se pueden entender de manera mas sencilla.

En la Teoria de la Extension (1844), Grassmann genera los espacios vectoriales con la idea
de escalon independiente. Por un lado la nocién de dimension esta ligada a la construccion,
por otro, la nocion de generar es intuitiva y la base no necesariamente es la canonica. Al
analizar la base en la Teoria de la Extension a la luz de los modos de pensamiento, en esta
version, se puede ver su origen en el modo sintético-geométrico, a través de la intuicion, el
lenguaje y las representaciones geométricas. Con elementos numéricos en la version de
1862, Grassmann la establece en el modo analitico-aritmético; podemos pensar en los

espacios aritméticos R".

1.1.3 LA AXIOMATIZACION DE LOS ESPACIOS VECTORIALES

Como hemos visto, los conceptos del algebra lineal se desarrollaron en los marcos de los
sistemas de ecuaciones lineales y en la geometria. En los sistemas de ecuaciones se
encuentran los origenes de los conceptos, y como evolucionaron los primeros resultados
teoricos, tales como dependencia lineal y rango; en el marco geométrico jugaron un papel
muy importante el lenguaje, las nociones de generar e independencia lineal. Ahora a partir
de estos dos enfoques trataremos de seguir el camino que conduce a la teoria axiomatica de
espacios vectoriales.

Pasar de una problematica de solucion de ecuaciones a un enfoque mas descriptivo y
cualitativo, permitié a los conceptos fundamentales entrar en juego en el analisis tedrico de
los sistemas de ecuaciones lineales. En este marco, Frobenius definié el sistema adjunto y a
través de la dualidad relaciona las ecuaciones y las n-adas de soluciones. Asi, en la dualidad
se elaboraron los primeros conceptos lineales y en particular el rango, por la unificaciéon del
concepto de dependencia lineal en las ecuaciones y en las n-adas.

A partir de 1880 surgieron los primeros acercamientos axiomaticos del algebra lineal, asi
como los primeros trabajos sobre problemas lineales en dimension infinita. Estos dos
aspectos permanecieron independientes hasta el inicio de 1920 y formaron verdaderamente
una teoria a principios de los afos 30. A fines del siglo XIX, de manera esquematica para la
generalizacion a una teoria de dimension infinita, por un lado, estan los matematicos que

trabajaban conservando las herramientas y los objetos de la dimension finita, pasando a un
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numero infinito de variables, y por el otro, algunos matematicos que ensayaban un enfoque
axiomatico, sin tratar de resolver nuevos problemas de dimension infinita, sino con la idea
de fundamentar formalmente las cuestiones lineales. Estos dos puntos de vista, finalmente
convergen para dar origen a la teoria moderna del algebra lineal (Dorier, 1997).

Giuseppe Peano fue uno de los primeros matematicos en difundir la obra de Grassmann. En
1888 publico su Calcolo geometrico secundo I’Ausdhenungslehre di H. Grassmann e
precedutto dalle Operazioni della Logica Deductiva. Sus interpretaciones no tienen la
generalidad y riqueza ontologica de la obra de Grassmann, pues limita gran parte de su
tratado al espacio de tres dimensiones. No obstante, la obra de Peano facilita el acceso a la
Teoria de la Extension y su enfoque es decisivo en cuanto a la axiomatizacion de la teoria
lineal (Dorier, 1996).

En el ultimo capitulo titulado: “Transformaciones de Sistemas Lineales”, Peano define
axiomaticamente un Sistema Lineal, que corresponde a la version moderna de espacio
vectorial; define independencia-dependencia lineal y dimension de un sistema lineal:

Definicion. Varias entidades a; a, ... a, de un sistema lineal se llaman mutuamente
dependientes si se pueden determinar n nUmeros m; m, ... m,, no todos cero, para los
cuales se tiene:

mya; + mya, + ... + mya, = 0. En este caso una de las entidades cuyo coeficiente no es cero
se puede expresar como una funcién lineal homogénea de las restantes. Si las entidades a;
a, ... a, son mutuamente independientes y si entre ellas existe una relacion m; a; + m, a, +
... +mpa, =0, sededuce quem; =0,..m,=0

Definicion. ElI nimero de dimensiones de un sistema lineal es el maximo nimero de
entidades mutuamente independientes del sistema que se pueden tomar. (Peano, 1888 p.
120)

Peano define dimension como una propiedad del sistema, en la cual estd ausente la nocion
de generacion; en contraste, Grassmann la relaciona con un conjunto de generadores. En el
siguiente teorema Peano demuestra la relacion entre la definicion de dimension y
generacion:

Si el sistema A tiene n dimensiones, si se toman n elementos independientes ay,... a, del
sistema y a es un nuevo elemento, uno puede siempre determinar n NUMeros Xy,... Xn, para
los cuales a = x;a;+... +X,a, ademas ellos son Gnicos (op. cit. p. 121).

Este enfoque no prueba explicitamente, que en un sistema lineal n-dimensional podrian
existir menos de n generadores linealmente independientes, o desde otro angulo, no indica
si cualquier conjunto maximal de elementos independientes tiene el mismo numero de

elementos. Demuestra que n elementos independientes en un sistema n-dimensional
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constituyen una base y muestra la relacion entre independencia y generar. La nocién de
dimension es diferente en el marco de Peano y en el de Grassmann: Para el primero, el
modo de generacidon es el punto de partida y la dimension surge como medida de la
extension del proceso de generacion; para el segundo, surge de un proceso de lo particular a
lo general, a través de la investigacion de independencia del sistema, en su modo original
de generacion, de la intuicion geométrica que conduce al proceso de extension.

Para Peano no hay un procedimiento inicial de generacion, y el numero de dimension
evalua el grado de independencia en el sistema, que solamente se relaciona a la nocion de
generar el sistema en una fase posterior. Asimismo, la nocién de dimension no surge como
parte de la constitucion de generalizacion. El concepto es generalizado desde el punto de
vista de la misma geometria. Como consecuencia, la dimension no se introduce como una
medida de la extension, sino como una caracteristica del limite de la extension. A la sazon,
la definicion de Peano no establece el modo de generacion, sino el limite del numero de
elementos independientes. La generalizacion del espacio geométrico se caracteriza por su
limitacién a tres direcciones independientes, no obstante, con un proceso dindmico de
generalizacidon geométrica generaliza por la posibilidad de encontrar direcciones
independientes (o métodos de evolucion) (Dorier, 1996).

Sobre este punto Lewis dice:

Para Grassmann la generalizacion no es el objetivo matematico sino un polo de contraste
que gobierna su método... esta generalidad es de una clase que esclarece obscuridades y
problemas sobre niveles bajos (Lewis, 1977 p. 161, referenciado en Dorier, 1996).

Cesare Burali-Forti y Roberto Marcolongo fueron sucesores de Peano; en 1909 publicaron
un tratado sobre analisis vectorial, Omografie Vettorialli. En su obra respaldada por los
trabajos de Peano, se refieren a Grassmann como iniciador de su tratado. Al inicio exponen
la definicidén axiomatica de los sistemas lineales y transformaciones; la introduccion es muy
similar al Gltimo capitulo del Calcolo Geometrico de Peano, y no van mas alla de éste en la
elaboracion de una teoria axiomatica. Utilizan el vocabulario y los conceptos formales de la
teoria axiomatica para las cuestiones geométricas en dimension 3, sin embargo, es la
primera publicacion sobre andlisis vectorial que inicia con una presentacion axiomatica. La
definicion de dimension es muy semejante a la de Peano (Dorier, 1996).

Otro pionero de la axiomatizacioén de la teoria de espacios vectoriales fue Hermann Weyl,

quien publico en 1918, la primera edicion de su obra Raum-Zeit-Matterie. En el primer
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capitulo titulado “Foundations of Affine Geometry”, Weyl definid6 espacio afin
axiomaticamente, basandose en la definicion de espacio vectorial (Lineare Vektor-
Mannigfaltigkeit). Weyl no menciona los trabajos de Peano o de Burali-Forti y
Marcolongo; por otro lado, en una nota expresa que Grassmann en su Ausdehnungslehre de
1844, trata la geometria afin en dimension mayor de tres.

En la teoria de Weyl, el concepto de dimension no progresa mucho respecto al de Peano y
Burali-Forti y Marcolongo. Weyl no se limita a la dimension tres, emplea los espacios
vectoriales de dimension cuatro a todo lo largo de su tratado, con el interés de presentar la
teoria de la relatividad. Weyl comenta sobre lo establecido, y agrega a su definicion de
variedad vectorial lineal, el axioma dimensional: De esta propiedad (la cual puede
deducirse de la definicion original, con la ayuda de resultados elementales sobre ecuaciones
lineales) se sigue que el nimero dimensional es una caracteristica de la variedad. Asi, Weyl
estaba consciente de la posibilidad de deducir el axioma dimensional de la teoria de
ecuaciones lineales. No obstante, esta proposicion no es absolutamente correcta, se necesita
suponer la existencia de un conjunto finito de generadores, para poder deducir el axioma
dimensional de la teoria de ecuaciones lineales. Finalmente entre 1920 y 1930, debido en
gran medida al desarrollo del analisis funcional, se axiomatiza el algebra lineal (0p. Cit.).

La axiomatizacion de los espacios vectoriales progresdé en otra corriente de origen
algebraico, la teoria de campos: Una extension de un campo es un espacio vectorial sobre el
campo base. Aunque la cuestion de invariancia del nimero de elementos de una base de un
campo extension fue considerada obvia por un tiempo, Richard Dedekind la retomé y la
resolvio con gran cuidado en 1893, en el 11° suplemento de la cuarta edicion de la obra
postuma de Gustav Dirichlet: Vorlesungen uber Zahlentheorie. En este suplemento un
parrafo constituye una aproximacion general a la estructura lineal; Dedekind inicia con la
definicion de dependencia lineal:

Definicion: Dado un campo A, un sistema T de m nlimeros (®;, ®,,... ®y,), se dice reducible

respecto a A, si hay m numeros ay,... a, en A no todos cero tales que a,m; +... +a,m, = 0.

Dedekind prueba: 1) Cualquier subsistema de un sistema irreducible es irreducible. 2) Si un
sistema contiene un subsistema reducible, es reducible. Define la nociéon de espacio,
“Schaar”, Q como el conjunto de todas las combinaciones lineales de un conjunto

irreducible de n nimeros. Llama a estos elementos una base de €, y define las coordenadas
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de un elemento de Q, que lo representan, como los coeficientes de la combinacion lineal
unica de los elementos de la base. Enuncia 3 propiedades caracteristicas de un conjunto Q:

1. Los numeros de £2se reproducen por adicién y substraccion, es decir, la sumay la
diferencia de dos nimeros cualesquiera de 2est4 en 2.

2. Cualquier producto de un nimero de €2 por un nimero de A es un nimero de €.

3. Hay n ndmeros independientes en (2, pero cualesquiera n+1 ndmeros de (2 son
siempre dependientes entre ellos. (Dirichlet, 1893 referenciado en Dorier, 1996).

Dedekind subraya que so6lo la segunda parte de la propiedad 3 tiene razén de ser
demostrada; por induccion la demuestra: Supone cierta la propiedad para un espacio con
una base de menos de n elementos, toma n+1 elementos, o, a1, 2, ... &, en un espacio (2
con una base de n elementos:

Si uno de ellos es cero, por ejemplo « = 0, entonces estos elementos son dependientes; si
no, se puede asumir que por ejemplo la primera coordenada de « no es cero, asi,
obviamente se pueden encontrar n ndmeros ci, Cp, ... C, en A, tales que la primera
coordenada de cada nimero aq+cia, ar+Crax ...,a+Chax €S CEro, entonces estos nimeros
pertenecen a un espacio cuya base contiene solamente n-1 elementos a, ..., an, Yy SON
dependientes, consecuentemente hay n nimeros ai, a,, ..., a, en A, tales que no son todos
ceroy aj(ag + 1) + ax(a + Cr), +... +an(ay + Ch) = 0, como la suma a = a;¢; + aC;
+... + apc, estd también en A, se sigue que los n+1 numeros «, @, @, ..o SON
dependientes uno de otro (Dirichlet, 1893 referenciado en Dorier, 1996).

Este resultado equivale al que Grassmann obtuvo con el teorema del cambio, no obstante,
su enfoque es diferente; en esta prueba no emplea la teoria de ecuaciones lineales, aunque si
emplea la representaciéon con coordenadas. Dedekind deduce la propiedad: cualquier
sistema irreducible de n elementos es una base de (2, también prueba que un sistema de n
numeros es irreducible, si y solo si el determinante de sus coordenadas sobre la base
original no es cero (Dorier, 1996).

Aunque permite caracterizar la dimension, Dedekind no establece explicitamente el
problema de la eventual existencia de una familia generatriz de menos de n elementos.
Siguiendo la linea de Grassmann (1844), esta cuestion se podria resolver facilmente; la
definicion de un Schaar comprende el modo de generacion, asi, si es generado por p<n
numeros, entonces p+1 serian siempre dependientes entre ellos. Después de Grassmann,
Dedekind es uno de los primeros en abordar el concepto de dimension de una manera
completa; para ambos, el concepto de generacion es la base de la teoria. Dedekind

proporciona una definicion casi axiomatica de un subespacio vectorial de dimension n. Este
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trabajo es uno de los puntos de partida para el dlgebra moderna, organizado en los primeros
30 afios del siglo XX (op. cit).

En el camino de la axiomatizacion de espacios vectoriales, la teoria de campos ha jugado
un papel importante y el trabajo de Ernest Steinitz (1910), Algebraische Theorie der
Kaorper, es fundamental respecto a la linealidad. Steinitz define de forma precisa, tanto la
dependencia lineal sobre un campo R, como una extension finita de orden n.

Steinitz demuestra que en una extension de orden n del campo, para cualquier conjunto de n
elementos, la independencia lineal es equivalente al hecho de que cualquier elemento de la
extension no se puede expresar en mas de una forma, en combinacion lineal de n
elementos. Para Steinitz una base de L es un conjunto de elementos tales que cualquier
elemento de L puede expresarse de manera inica como una combinacion lineal de ellos. La
finalidad de Steinitz es probar que cualquier base tiene n elementos, y cualquier conjunto
de n elementos independientes es una base de L. Para llegar al objetivo, necesita probar que
el orden de una extension no puede exceder el nimero de generadores; en otras palabras,
necesita relacionar un resultado relativo a generar con una proposicion de dependencia.
Define la base sobre un sistema de coordenadas, asi, establece la demostracién en el
contexto de las n-adas y las ecuaciones lineales (Dorier, 1996).

Después de Grassmann ésta es la primera prueba explicita, de que el nimero de elementos
generadores no puede ser menor que el nimero de la dimension. Steinitz emplea algo muy
cercano al método del cambio, en el contexto de extensiones trascendentes, donde la
dependencia algebraica reemplaza la dependencia lineal. Steinitz expone tres teoremas
finales de dependencia algebraica, resultados semejantes al teorema del cambio: 1)
Teorema de completar un sistema independiente a una base, 2) La invariancia del nimero
de elementos en todas las diferentes bases del mismo espacio lineal, 3) La propuesta de la
dimension de un subespacio de un espacio lineal de dimension finita. Este parrafo lo
presenta en una forma progresiva deductiva, cercana a una definicion axiomatica del
concepto general de dependencia (se podrian incluir tanto la algebraica como la lineal); de
ella se pueden deducir los conceptos de base y dimension. Después de 20 anos dos de los
sucesores de Steinitz, Bartel L. van der Waerden (1930-1931) y Emmanuel Sperner en el
trabajo de Otto Schreier (1931-1935), usaron el método del cambio por primera vez en el

contexto de la dependencia lineal (op. cit.).
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El tratado de B. L. van der Waerden, Modern Algebra, basado en los cursos de Emmy
Noether y Emil Artin, es una compilacion de los fundamentos del 4lgebra moderna, salidos
a la luz en las dos décadas precedentes. Para muchos matematicos es un libro de referencia,
en el estudio de la teoria de espacios vectoriales, en el enfoque axiomatico. En la segunda
edicion (1937), el lugar del algebra lineal resulta mas importante y la nocidon de espacio
vectorial es central. Trata la teoria de ecuaciones enteramente como una aplicacion de los
conceptos de la teoria de espacios vectoriales, y el papel de los determinantes es
considerablemente reducido. En este tratado, el estudio de problemas lineales se unifica con
un enfoque teodrico; el fundamento de los espacios vectoriales se presenta en una forma

usual, en la mayoria de las investigaciones y de los libros de texto actuales (op. Cit.).

La axiomatizacion de los Espacios Vectoriales

De lo anterior, vemos que Grassmann a partir de una intuicion geométrica, espacio y
tiempo y dada una base construye los espacios vectoriales. Peano desarrollo su
investigacion a partir de la Teoria de la Extension de Grassmann: considera la base
existente y define la dimension como grados de libertad, con el apoyo de los modelos
geométricos. A partir del enfoque de Peano, el estudio del algebra lineal practicamente
evolucion6 en el modo analitico y las investigaciones se encaminaron al modo estructural.
Weyl por su lado sigue la linea de Grassmann, desarrolla su trabajo en el modo analitico-
estructural. Sin embargo, tanto en las investigaciones de Weyl, Buraly-Forte y Marcolongo,
asi como en las de Peano sobre el espacio vectorial, el concepto de dimension no progreso.
Con los trabajos de Dirichlet, Dedekind y Steinitz, el estudio axiomatico de los espacios
vectoriales se desarrolld en los modos analitico-aritmético y estructural y la teoria de
espacios vectoriales se establecid en estos modos.

El trabajo de Bartel L. van der Waerden substituye con el método axiomadtico, las
descripciones en términos de coordenadas. De esta manera se establece el estudio de los
espacios vectoriales en el modo estructural: Por un lado, se unifica la teoria de espacios
vectoriales y por el otro se generaliza a diferentes disciplinas tales como Ecuaciones
Diferenciales, Sucesiones y Series.

En la Teoria de la Extension vemos la creacion del espacio vectorial relacionada con el
modo de generacion y elementos independientes; se establece el vinculo de los conceptos

generar, independencia y dimension de manera natural al crear los espacios vectoriales. En

33



CAPITULO 1

el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales, surgen inicialmente la dependencia lineal
y el rango, asi, estas nociones nacen desvinculadas del espacio vectorial. El concepto de
generar se fundamenta, cuando se desarrolla la dualidad entre sistemas de ecuaciones
lineales y las n-adas. En la teoria de campos se establecen tanto la nociéon de espacio
vectorial como las nociones de independencia / dependencia lineal y dimension asi como la
base. Vemos coémo la intuicion de Grassmann pudo concebir toda una teoria, sin embargo,
para fundamentarla se necesitaron casi 100 afios.

En la naturaleza del algebra moderna, la teoria de espacios vectoriales es central, en los
enfoques sintético y analitico. De la propuesta de Leibniz para la creacion de una geometria
de situacién, a la publicacién de Bartel L. van der Waerden, la historia nos proporciona
elementos para analisis; observamos cémo la interaccidon entre los modos de pensamiento
condujo al establecimiento de la teoria. De la misma manera, nos podemos dar cuenta que
los conceptos del algebra moderna se llevaron a las aulas en la forma analitica-estructural,
al proponer como libro de texto: Modern Algebra de Bartel L. van der Waerden y
posteriormente cuando Birkhoff & MacLane publicaron la primera edicion (1941) de su
libro Algebra Moderna, que analizaremos en el capitulo 3.

Hemos visto como el concepto de dimension en la geometria surge en la construccion de
los espacios, con el concepto de generar de manera fundamental. No obstante, en los
sistemas de ecuaciones la nocion de dimensién nace aun sin el concepto de espacio

vectorial y surgen los conceptos de rango y dependencia lineal de manera fundamental.

1.2 Modos de Pensamiento Sintético y Analitico

En la historia vemos que las interacciones en el estudio de la geometria y el algebra dieron
origen al algebra lineal. Con los métodos analiticos introducidos en la geometria por
Descartes y Fermat, surgieron problemas con un nuevo enfoque, la linealidad. Por su parte,
Leibniz inici6 la llamada Geometria de Situacion, con la idea de que las demostraciones en
geometria fueran menos complicadas con el uso de los métodos analiticos. El nuevo
enfoque marco la pauta para las investigaciones en el estudio de sistemas de ecuaciones
lineales, iniciado con los trabajos de Euler y Cramer. Los conceptos de rango y dualidad se
desarrollaron ligados a la linealidad y a la unificacion de las nociones comunes a las

ecuaciones y a sus soluciones.
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El estudio de los sistemas de ecuaciones lineales desde la perspectiva de Euler propici6 una
relacion intuitiva entre la geometria y el algebra y posteriormente llevo a la construccion de
los espacios vectoriales desde un enfoque sintético-geométrico. En el enfoque de Cramer
resolver los sistemas de ecuaciones lineales dio lugar a la creacion de los determinantes,
herramienta con métodos complicados, que oculta aspectos intuitivos y a la vez puede
propiciar algoritmia.

Cuando intentaron trabajar la geometria sin el algebra, se facilit6 el desarrollo de las dos
disciplinas. Estas investigaciones que iniciaron el estudio de los sistemas de ecuaciones
lineales y dieron principio al desarrollo del algebra lineal, nos muestran el origen analitico
y geométrico de los conceptos. En el andlisis historico podemos observar el juego de la
geometria en la evolucion del 4lgebra; a su vez, ésta facilito el crecimiento de la geometria.
Los trabajos posteriores a la Geometria de Situacion de Leibniz dieron origen a la
representacion geométrica de los numeros complejos, poco tiempo después, al algebra de
los cuaternios, al inicio de los espacios vectoriales, y culmina con el establecimiento del
algebra lineal en el método axiomatico.

La evolucion historica de la geometria sintética, el desarrollo de la geometria analitica, el
estudio de los sistemas de ecuaciones lineales y el establecimiento axiomatico del algebra
lineal, dan origen a los modos de pensamiento; Sierpinska lo expresa en asi:

“Mientras los modos de pensamiento aparecen en la historia de manera subsecuente, no
sucede que uno de ellos elimine a los otros dos. El desarrollo del &lgebra lineal debe
mucho a su constante interaccion. Mas que ver los modos de razonamiento en el algebra
lineal como niveles en el desarrollo del pensamiento algebraico, es preferible verlos como
modos de pensamiento igualmente Utiles, cada uno en su propio contexto y para propositos
especificos, principalmente cuando interactdan.” (Sierpinska, 2000).

1.2.1 CARACTERISTICAS DE LOS MODOS DE PENSAMIENTO SINTETICO Y
ANALITICO

De acuerdo con Sierpinska, no es facil distinguir exactamente los rasgos de los modos
sintético y analitico, e identificarlos con claridad, sin embargo, cada uno de ellos tiene un
lenguaje y usa un sistema especifico de representaciones y signos en algebra lineal como

vemos a continuacion:

a) En el modo sintético-geométrico, los objetos estan dados directamente a la mente, que
entonces trata de describirlos, emplea el lenguaje de las figuras geométricas, planos y
lineas, intersecciones, asi como sus representaciones graficas (una recta puede verse como
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un objeto dado previamente de una cierta figura en un lugar en el espacio; las propiedades
de la recta s6lo la describen, no la definen).

b) En el modo analitico-aritmético los objetos se dan indirectamente, ellos se construyen
por la definicion de sus elementos. Las figuras se entienden como conjuntos de n-adas de
nimeros que satisfacen ciertas condiciones, que se escriben, por ejemplo, en la forma de
sistemas de ecuaciones o desigualdades. Las componentes numéricas de los objetos
geométricos como puntos 0 vectores son importantes; por ejemplo, un sistema de
ecuaciones podria escribirse con todos los coeficientes explicitamente:

1) ap X1+ ... Fag Xy = bl

m) ami Xa+ ... + @mn Xn = by
c) El pensamiento analitico-estructural, va mas alla de este tipo de anélisis y sintetiza los
elementos algebraicos de la representacion analitica en elementos estructurales; entonces
el sistema de ecuaciones puede escribirse en forma matricial como Ax = b, o en forma
vectorial x;A; + ... +XnAn = b.
Respecto a los sistemas de ecuaciones hay otra diferencia entre los modos de pensamiento
analitico-aritmético y analitico-estructural; lo importante desde el punto de vista del
primero, es encontrar métodos para la solucion de sistemas de ecuaciones; en el modo de
pensamiento estructural, la cuestion podria ser relativa a las condiciones sobre la matriz A
y el vector b para la existencia y unicidad de la solucion. Las propiedades de la matriz
serian més importantes que la naturaleza de sus componentes numéricas.
El desarrollo del algebra lineal empezd como un proceso de pensamiento analitico del
espacio geométrico; se pueden distinguir en este desarrollo dos grandes etapas
relacionadas con estos dos procesos: la aritmetizacion del espacio, que toma lugar al pasar
de la geometria sintética a la geometria analitica en R". La otra fue la desaritmetizacion
del espacio o su estructuralizacién, por la cual los vectores perdieron sus coordenadas que
los anclaban al dominio de los nimeros, para llegar a los elementos que definen su
comportamiento por un sistema de propiedades o axiomas (op. cit).

La interaccion entre las formas de pensamiento posibilita el desarrollo del algebra lineal.
Vemos por ejemplo en los trabajos de Euler, cuando expresa “para que el sistema de 3
ecuaciones lineales en 3 incognitas tenga solucion, falta aclarar que las 3 ecuaciones
difieran realmente entre ellas o que ninguna esté comprendida en las otras”. De esta forma,
la tensién entre los modos de pensamiento sintético-geométrico y analitico-aritmético,
determiné el desarrollo del modo analitico-estructural. Euler emplea un modo intermedio,
dado que no tiene la solucidon a ese problema; asi los estudiantes en ocasiones emplean
modos intermedios, por ejemplo, cuando trabajan en el modo analitico-aritmético y no ven
la solucién o encuentran tedioso el desarrollo, posiblemente lo intenten en el modo
estructural.

Tomando en cuenta que para el desarrollo de la ensefianza lo importante no es promover
uno de los modos de razonamiento entre los estudiantes, sino llevarlos a un empleo

consciente y flexible de ellos, el estudio de los conceptos en los modos de pensamiento,
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puede ayudar a los estudiantes a superar diversas dificultades para entenderlo. Si el
estudiante es capaz de reconocer el concepto bajo diferentes representaciones, podra
comprender su esencia en ellas. Cuando un concepto se define en el modo analitico, sin
relacionarlo con el sintético, la simplificacion de la idea puede resultar confusa para el
alumno, y su representacion, las nociones que lo componen y las relaciones implicitas entre
ellas pueden carecer de sentido. Por ejemplo, si el estudiante tiene la nocion de base
canodnica, posiblemente no vea la vinculacion entre las nociones de independencia y generar
para definir un espacio vectorial.

Para la ensefianza presentar un problema en los distintos modos de pensamiento puede
producir ganancias. En el modo sintético, podria ayudar al estudiante a desarrollar la
intuicidn espacial, en el modo analitico-aritmético, sin caer en la mecanizacion, preparar un
trabajo algoritmico y en el modo estructural, establecer las bases del conocimiento
axiomatico para el desarrollo de la abstraccion.

En el sistema educativo si se pone mas interés al enfoque analitico-aritmético, descuidando
tanto el modo sintético-geométrico como el analitico-estructural, en algunos casos esto
puede dar lugar a un conocimiento en el nivel de algoritmizacion, debido al poco desarrollo
de los otros acercamientos. Para aclarar mas el papel que juega la representacion para el
alumno, mencionamos a continuacion la siguiente cita de Duval:

“Toda representacion puede referirse a un objeto al menos para el sujeto que la produce.
Pero si el sujeto no dispone mas que de esta sola representacion, el objeto que él piensa
identificar a través de ella, no puede ser disociado de esta representacion: el objeto se
confunde con la representacion y entonces hay tantos objetos como representaciones. El
conocimiento, cientifico o no, comienza cuando el sujeto es capaz de identificar un mismo
objeto bajo diferentes representaciones, es decir, cuando dispone de varias
representaciones para un mismo objeto. Esto se traduce por el hecho de que el sujeto
puede pasar de una representacion a otra, segin las necesidades de un tratamiento a
efectuar” (Duval, 1998 citado por Sierpinska et al, 1999).

Duval en su ensayo sobre Signo y Objeto recuerda como del trabajo de Bolzano y Frege,
emerge el pensamiento de ver los objetos de conocimiento cientifico, no como ideas
independientes de la realidad, ni como contenidos de representaciones mentales en el sujeto
psicologico, sino como invariables en las referencias de diversas representaciones
semioticas (Duval, 1998, citado por Sierpinska et al, 1999).

De esta manera, pensamos que la flexibilidad en el empleo de los modos de pensamiento,

asi como el transito entre ellos, puede crear en el estudiante tanto versatilidad, como
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oportunidades para el desarrollo de su pensamiento, reflejandose en un entendimiento del

algebra lineal y en particular de un espacio vectorial.

Comentarios

En los trabajos de Euler, en el enfoque analitico de los sistemas de ecuaciones lineales no
homogéneas, vislumbramos la necesidad del concepto de dimensién, como idea germinal
que daria lugar a la base y al espacio vectorial. Podemos decir que se gestan las nociones de
independencia-dependencia lineal que conducen a la de base de soluciones de un sistema
homogéneo de ecuaciones lineales. En el modo analitico-aritmético, con una raiz
profundamente geométrica, surge la base de un espacio vectorial en el contexto de los
sistemas de ecuaciones lineales; cuando Euler estudia la paradoja de Cramer, trata de
resolver los sistemas de ecuaciones lineales no homogéneos que resultan de problemas
geométricos. Posteriormente, Frobenius en sus investigaciones define el concepto de rango
para resolver los sistemas de ecuaciones lineales homogéneos y finalmente se llega a la

definicion de la base, sin mencionar el concepto de espacio vectorial.

Entre las interacciones del algebra y la geometria, observamos que al especular Grassmann
con una intuiciébn geométrica, obtiene como resultado una teoria puramente algebraica,
contrariamente a lo propuesto por Leibniz de crear una geometria sin algebra. Para
Grassmann eran fundamentales las ideas de espacio y tiempo, logra establecer una teoria
con ideas filos6ficas. Vemos la intuicion del espacio como piedra angular para establecer la
teoria de la extension, una teoria que puede abarcar dimensiones mayores a 3. En el
enfoque de la geometria, construye intuitivamente los espacios vectoriales. Al pasar del
plano al espacio y finalmente a los espacios aritméticos R", con la base se genera el espacio
vectorial; la idea germinal de la base es un conjunto de elementos que generan otros
vectores, pero en ese conjunto ninguno de los vectores puede ser generado por uno de ellos
mismos. Finalmente en la notacion unificada y simplificada de la teoria axiomatica, los

elementos del espacio vectorial se representan por medio de los vectores de la base.

A las ideas de Grassmann del modo sintético y analitico-aritmético, la comunidad

matematica no le dio seguimiento, no obstante, los trabajos de Peano y Burali-Forti y
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Marcolongo con fundamento en ellas, continian en un enfoque mas del modo analitico-
estructural y los trabajos de Dedekind y Steinitz establecen formalmente el estudio de los
espacios vectoriales en el modo analitico-estructural. En el transito de los espacios
vectoriales aritméticos R" a la teoria de espacios mas generales, se define el espacio

vectorial axiomaticamente.

En el contexto geométrico, el espacio vectorial se construye y se expresa aritméticamente;
en contraste, en el contexto estructural el espacio vectorial se define. El analisis nos
muestra una simiente del algebra lineal y por ende de los espacios vectoriales intuitiva, es
decir, sintética en la obra de Grassmann. Con el desarrollo de las investigaciones se lleva a
un modo analitico-aritmético culminando con el analitico-estructural. En este enfoque el
espacio vectorial puede ser un concepto mas de los del algebra lineal, si no se hace hincapié

sobre sus propiedades.

Vemos que en el modo sintético el entendimiento del espacio vectorial puede ser dificil, ya
que requiere de intuicion, asi como madurez del conocimiento (Vergnaud, 1990). Sin
embargo, encontramos en algunos libros de algebra lineal la idea de hacer accesible el
conocimiento relacionandolo con los espacios vectoriales geométricos. Este tratamiento de
los espacios vectoriales puede conducir en ocasiones a que los estudiantes no profundicen
en los razonamientos y los conceptos, en consecuencia el conocimiento puede resultar
superficial. Por ejemplo, podrian ver los espacios vectoriales de manera simplificada como
elementos intermedios entre geométricos y del algebra lineal y pensar tnicamente en la

base canonica.

Si los conceptos se desarrollan en el modo analitico y en particular en el analitico-
aritmético, puede resultar en el estudiante la algoritmia, sin el entendimiento de las
nociones. En el modo analitico-estructural, una vez definido el espacio vectorial, si no se
profundiza en los conceptos, puede no entender por ejemplo, que la base es necesaria para
expresar los elementos del espacio vectorial, sino una nociéon mas del cumulo que
constituye el algebra lineal. Consideramos conveniente el estudio del algebra lineal tratando
de integrar los tres modos de pensamiento, para evitar el conocimiento superficial o la

mecanizacion y algoritmia en el estudiante.
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Por ultimo hacemos hincapié sobre el origen del algebra lineal en general y en particular
del espacio vectorial: sintético-geométrico y analitico-aritmético en los sistemas de
ecuaciones lineales; en la teoria generalizadora y unificadora de los espacios vectoriales su
origen es analitico-estructural. En este andlisis vemos los caminos seguidos por las
nociones, sin embargo, en la didactica estas nociones a veces se definen sin relacionar,
como elementos de una estructura estatica y fragmentada, sin establecer vinculacion entre

ellos, evitando en ocasiones su entendimiento.
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2. Antecedentes Contemporaneos en Algebra Lineal

2.0 Introduccion

En el capitulo anterior analizamos coOmo surge un espacio vectorial en la historia, vinculado
al concepto de base o a los conceptos que componen ésta. Al reflexionar sobre su
naturaleza compleja, vemos lo dificil que puede resultar su entendimiento. Ahora nos
proponemos resumir, asi como clasificar bajo diferentes aspectos, algunas de las
investigaciones mas recientes del algebra lineal; éstas puntualizan sobre los obstaculos para
su entendimiento y nos llevan a comprender dificultades debidas a su naturaleza. En la
primera seccion presentamos algunos estudios sobre la esencia del algebra lineal; en la
segunda seccion investigaciones sobre el proceso ensefianza-aprendizaje de la materia,
entre ellas se cuentan algunas propuestas y sugerencias metodoldgicas para su estudio. En
la tercera parte incluimos investigaciones en el enfoque de los modos de pensamiento
sintético y analitico y en la cuarta parte exponemos algunas investigaciones sobre la nocion

de espacio vectorial ligada a la base y dimension.

2.1 Investigaciones tedricas y epistemoldgicas sobre el algebra lineal

En esta seccion analizamos un grupo de investigaciones recientes sobre aspectos
fundamentales del algebra lineal y la ensefianza; en primer lugar encontramos
investigaciones sobre su naturaleza, en segundo lugar resumimos aquéllas que estudian la
forma de trabajar de los estudiantes y por ultimo las que desarrollan analisis de libros de
texto.

a) Para el estudio de las investigaciones epistemologicas consideramos varias
caracteristicas, una de ellas es sobre los niveles de abstraccion de los espacios vectoriales:
Cuando se generaliza de los espacios vectoriales geométricos R?, R®, a espacios aritméticos
R", 0 a los espacios mas generales, por ejemplo de polinomios o funciones, a veces los
alumnos piensan que tratar con espacios de dimensiones mayores de cuatro no tiene
sentido, pues no es la realidad conocida por ellos y consideran poco pertinente hablar de

estos espacios vectoriales.
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Hillel & Sierpinska (1994) consideran entre las fuentes de dificultad conceptual, por un
lado, la existencia de varios lenguajes para los espacios vectoriales por su nivel de
abstraccion, a saber: el lenguaje geométrico de R* y R® el lenguaje de los espacios
aritméticos R", n-adas y el lenguaje de la teoria mas general de espacios vectoriales. Por
otro lado, se encuentra el constante intercambio entre ellos, asi como su coexistencia.
También puntualizan sobre la dificultad para entender las representaciones, de vectores y
operadores lineales, en diferentes bases. Con referencia al marco tedrico de Piaget y Garcia,
Hillel y Sierpinska concepttan otra fuente de dificultad para los estudiantes que deben
operar en el trans-nivel para manejar los conceptos mas generales del algebra lineal; no
obstante, muchos de ellos se encuentran en el inter-nivel. Podemos resumir los niveles de
conocimiento del marco tedrico de Piaget y Garcia -intra, inter y trans, de la siguiente
manera:

Las etapas intra, inter y trans corresponden a periodos sucesivos en el desarrollo de las
operaciones. El intra, llamado preoperatorio, en el curso del cual se constituyen poco a
poco acciones repetibles, modificadoras de los objetos, pero que no se transforman entre
ellas; el segundo, inter, llamado de operaciones concretas, donde éstas se organizan en
sistemas que involucran ciertas transformaciones de las operaciones mismas y el tercero,
trans, que se caracteriza por operaciones hipotético-deductivas con sintesis de las
transformaciones. (Piaget y Garcia, 1994 pp. 163-168).

Respecto al significado de las representaciones visuales de un objeto matematico, a veces
se consideran una ayuda para el estudiante; sin embargo, Sierpinska et al (1999) las
consideran una paradoja. Si el estudiante no posee el conocimiento entonces no puede
verlas como una ayuda, la interpretacion de las mismas requiere del conocimiento de lo que
ellas son; si el estudiante ya posee el conocimiento ya no requiere “la ayuda”.

Si el estudiante se acostumbra a visualizar empleando los espacios geométricos y el
lenguaje propio de ellos, es decir, se situa en el modo sintético-geométrico, cuando transita
a los espacios aritméticos, y posteriormente a los espacios vectoriales mas abstractos, para
él esto puede carecer de sentido, pues por un lado no puede visualizar y por el otro, para
pensar en dimensiones mayores de tres debe hacer generalizaciones de tipo expansivo y
reconstructivo de sus ideas (Tall, 1991).

Sobre la naturaleza de los conceptos del &lgebra lineal, Dorier (1995b) nos dice que son
dificiles de entender por su naturaleza epistemoldgica sofisticada y abstracta, y ademas las

teorias axiomaticas de espacios vectoriales no fueron creadas como otros elementos
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matematicos, para resolver nuevos problemas. El objetivo principal fue encontrar un
método general para resolver diferentes problemas con las mismas herramientas, y
generalizar y unificar los conceptos anteriores, es decir, que a la axiomatizacion del algebra
lineal no se llegd por la posibilidad de encontrar una solucion a un problema no resuelto,
sino del poder de generalizacion y unificacion y consecuentemente simplificacion de los
conceptos. Como resultado, el enfoque axiomatico requiere un nuevo nivel en abstraccion
para considerar elementos ya abstractos como los vectores geométricos, n-adas,
polinomios, series, o funciones con las mismas propiedades. Para el proceso en la
construccion de los conceptos unificadores y generalizadores, Dorier expresa:

Este proceso exige no s6lo un buen entendimiento de los objetos a ser abstraidos, sino
también requiere la habilidad de identificar las caracteristicas comunes que definen su
representacion formal abstracta. Este proceso inevitablemente requiere un paso a un lado,
para ver los conocimientos previos desde el nuevo angulo (Dorier, 1995b).

Para el proceso de ensefianza aprendizaje de los conceptos generalizadores y unificadores,
la propuesta de Dorier es el meta-nivel. En éste se necesita demostrar un minimo de las
habilidades relevantes, de todos los conocimientos previos menos formales que deben estar
integrados en un proceso de abstraccion, es decir, reconsiderar y evidenciar caracteristicas
comunes para ser generalizadas y unificadas, dejando de lado las caracteristicas particulares
intrinsecas por resultar obsoletas o inadecuadas en el nuevo enfoque. Se precisa una buena
transferencia de habilidades del nivel inicial al superior, para desarrollar las capacidades no
solo en los conocimientos previos sino al relacionarlos entre ellos. El contexto nuevo,
siendo mas complejo hace a los conocimientos previos y competencias inter-dependientes,
de tal manera que si falta alguna de las relaciones, ninguna se tiene realmente y todas fallan
al operar en el nuevo nivel. El proceso requiere un paso lateral para ver retrospectivamente

los conocimientos y las habilidades anteriores bajo el nuevo angulo (op. cit.).

b) De las investigaciones teoricas del algebra lineal, encontramos algunas referentes a la
forma de trabajar de los estudiantes. El analisis muestra el algebra lineal como resultado de
un proceso de formalizacion, que asimismo unifica y posibilita soluciones analogas en los
problemas. Entonces el estudiante puede alcanzar las soluciones, madurando un proceso de
formalismo. Sin embargo, en ocasiones los estudiantes desarrollan formas de trabajo

algoritmico. A este respecto, Dorier y Sierpinska mencionan que, usualmente, los alumnos
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desarrollan tareas en el marco de la algoritmia y no en el conceptual, pues estdn mas
familiarizados con algoritmos, y el entendimiento de los conceptos y estructuras
matematicas representan para ellos una dificultad. Del obstaculo del formalismo,
Sierpinska nos dice:

“El obstaculo del formalismo se manifiesta en los estudiantes, cuando operan en el nivel de
una forma de expresion, sin ver que estas expresiones se refieren a algo més. Uno de los
sintomas es la confusion entre categorias de objetos matematicos, por ejemplo, considerar
los vectores como numeros, las transformaciones como vectores, etc. Con este obstaculo el
estudiante en ocasiones reproduce el discurso del maestro o el del libro de texto y, tratando
de ser eficiente, desarrolla conductas automaticas™ (Sierpinska et al, 1999).

Otro elemento que dificulta el entendimiento del algebra lineal es que ésta no corresponde a
una necesidad de resolver problemas, sino a una obligacion de la didactica; en ocasiones el
estudiante no ve la exigencia para su estudio. De este aspecto Dorier et al. expresan:

La utilizacion del algebra lineal en problemas no es indispensable si no aporta una
simplificacidn, y también a condicion de que el &lgebra lineal represente una ayuda para
usar con eficacia sus métodos y conceptos... Para el principiante no es facil comprender el
interés del uso del &lgebra lineal, sobre todo si el enunciado del problema que se le
propone resolver no se acompafia de un "metadiscurso” sobre la generalidad del método
impuesto a seguir (Dorier, et al., 1997).

Dubinsky (1997) considera dos aspectos importantes como fuentes de dificultad para
entender los conceptos del algebra lineal: Por un lado los estudiantes nunca han tenido la
oportunidad de construir sus propias ideas respecto a dichos conceptos y por otro, no se
usan estrategias pedagdgicas para darles esa oportunidad.

En su articulo méas reciente, Dubinsky (2001) enfatiza tanto en el material que en su
opinion se debe emplear en los cursos de algebra abstracta y de algebra lineal, en el nivel
de licenciatura, como en las dificultades conceptuales de los estudiantes para el
entendimiento del algebra lineal. Propone un enfoque para ayudar a superar esos obstaculos
y un proyecto para transferir la orientacion del algebra abstracta a un estudio y desarrollo
curricular del &lgebra lineal.

Dubinsky considera dos niveles de abstraccion del algebra lineal, uno para el estudio de las
transformaciones lineales en espacios vectoriales, donde se necesita gran abstraccion y
otro, de al menos igual importancia en el aspecto concreto de las matrices y los vectores.

Debido a la naturaleza del algebra lineal, Dubinsky expresa razonable preparar cursos de
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algebra lineal que incluyan ambas orientaciones, porque proporciona la oportunidad de
construir una sintesis entre lo abstracto y lo concreto.

Siguiendo estos lineamientos Trigueros y Okta¢ (2005) presentan una descomposicion
genética del concepto de espacio vectorial, donde describen las construcciones mentales
que pueden hacer los estudiantes cuando estdn aprendiendo este concepto. Asimismo,
explican con detalle los propdsitos en términos de la teoria APOE (Accion-Proceso-Objeto-
Esquema) de una serie de ejercicios que se encuentran en el libro Weller, et al. (2002)
acerca de espacio vectorial.

Fischer (2005) en el enfoque de los modos de pensamiento funcional y fundamentado de
Schwank (1999), presenta parte de un estudio piloto sobre las imé&genes que tienen los
estudiantes del concepto de espacio vectorial. En entrevista pidio a tres estudiantes modelar
una situacion real con la herramienta matematica de un espacio vectorial. Menciona que el
entendimiento del concepto cambia de acuerdo a las necesidades de una situacion
matematica particular, por lo que es deseable estudiar los espacios vectoriales como
conjuntos de objetos especificos que siguen ciertas relaciones y como un principio de

construccion que sigue ciertas reglas.

c) A continuacion exponemos algunas investigaciones sobre la presentacion del algebra
lineal en los libros de texto. Estas tratan sobre los ejemplos introductorios en general y
algunos enfoques observados para introducir los conceptos.

Sierpinska (1996b) opina que usualmente se cree que los ejemplos introductorios motivan
para el estudio del &lgebra lineal, sin embargo, no siempre es asi. Por un lado, éstos se
pueden resolver sin necesidad de algebra lineal ya que son simples ejercicios de calculo;
por otro, se le dice al estudiante que las aplicaciones del algebra lineal existen en teorias
mas elaboradas y complejas que no alcanzara a estudiar en el primer curso. Del estatus
epistemoldgico de los ejemplos introductorios Sierpinska nos dice:

El principio didactico “de lo concreto a lo abstracto™, se basa en una suposicion implicita
de una jerarquia genética entre los modos de pensamiento sintético y analitico de que este
Gltimo se construye mentalmente sobre el primero. Sin embargo, es mas como una
oposicion entre los dos modos de pensamiento que como un pasaje suave de uno al otro
(Sierpinska, 1996b).
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Para motivar el estudio del algebra lineal e integrar nuevas ideas matematicas con lo que ya
se ha estudiado, se han desarrollado diversas estrategias. Harel (1987) en su anélisis de 32
libros de texto del algebra lineal, observd cuatro tipos de enfoque para introducir los
conceptos: analogia, abstraccion, isomorfismo y justificacion o aplazamiento.

La analogia en la introduccion de conceptos describe similitudes entre las ideas que se
analizan y las que son familiares al estudiante. Identifica dos clases de analogias, unas de
contenido no matematico y otras con algun contenido matematico. Segun Harel esta
estrategia es importante en la ensefianza porque tiene efectos motivacionales y beneficios
cognitivos. No obstante, cuando el estudiante trata de abstraer la analogia y distinguir entre
los aspectos relevantes y no relevantes, se pueden debilitar los efectos motivacionales
anticipados y en algunos casos se pueden confundir los conceptos.

La estrategia de abstraccion introduce al estudiante en situaciones particulares de las que
debe abstraer el concepto. Por ejemplo, teoremas generales como el de la dimension:
(dim[W; + W3] = dimW; + dimW, - dim [W; n W;]) son generados desde casos
particulares en modelos de espacios vectoriales de n-adas y el espacio de los segmentos
dirigidos.

La estrategia de isomorfizacion relaciona dos estructuras matematicas, una de las cuales es
familiar al estudiante, por ejemplo, si R" le es familiar, las operaciones sobre polinomios se
definen como un isomorfismo entre R"y Py, ;.

En algunos textos, en el material introductorio se afirma la importancia y la necesidad de
las ideas que, por no ser obvias, se estudiardn mas tarde; Harel llama a esta estrategia de
aplazamiento.

En nuestra investigacion el analisis de los libros de texto tiene un enfoque general; en el
capitulo 3 desarrollaremos un andlisis conceptual sobre un espacio vectorial, en algunos
textos, en el enfoque de los modos de pensamiento.

A continuacién presentamos algunas de las investigaciones que contienen propuestas y

sugerencias sobre la ensefianza del algebra lineal.

2.2 Investigaciones sobre la ensefianza-aprendizaje del algebra lineal

Esta seccién la dividimos en dos partes; en la primera agrupamos en orden cronoldgico

algunas tesis de maestria y al final una de doctorado en algebra lineal, todas ellas se dirigen
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hacia aspectos importantes, como son: propuestas de caracteristicas motivacionales, el
curriculum, la metodologia y la incorporacién de la tecnologia en el aula. En la segunda
parte encontramos diversos estudios en la materia, entre las que se encuentran propuestas
metodoldgicas para el estudio del algebra lineal y las formas de trabajar en el aula. Todas
estas investigaciones muestran la preocupacion por el estudio del algebra lineal, sin

embargo, los enfoques son diferentes al motivo de nuestra investigacion.

a) Tesis de Maestria y Doctorado en Matematica Educativa

Joubert (1987) en su tesis: Analisis Vectorial. Un curso desarrollado con el Sistema de
Instruccion Personalizada (SIP), enfatiza la necesidad de un cambio en el sistema de
ensefianza-aprendizaje, donde el alumno ponga en practica su propia iniciativa dentro de un
marco de libertad, y al mismo tiempo toma en cuenta las caracteristicas y circunstancias
individuales de cada uno. Para tal efecto, propone el método SIP; éste puntualiza en el
aprendizaje del alumno, a diferencia de la ensefianza tradicional cuya principal intencion es
ensenar.

Aguilar (1991) en su tesis: Una propuesta para calcular la mejor solucion aproximada a
un Sistema de Ecuaciones Lineales Inconsistente, se propone ayudar a profesores y
estudiantes para calcular la mejor solucién aproximada, al resolver problemas cuya
solucion plantea un modelo de Sistemas de Ecuaciones Lineales Inconsistentes.

Garcia (1992) desarrolla una propuesta para actualizar los métodos de Analisis Estructural
en las carreras de Ingenieria Civil, de la Direccion General de Institutos Tecnoldgicos, en
su tesis: El Algebra Lineal aplicada al Andlisis Estructural.

Castro (1992) en su tesis: Una propuesta de contenidos matematicos para el curso de
Algebra Lineal en las carreras de Ingenieria en el Instituto Tecnolégico de Morelia
Michoacan, expone un desarrollo curricular para dicho curso, en la institucion mencionada.
Torres (1992) en su tesis: Una propuesta de contenidos matematicos para el curso de
Algebra Lineal en las carreras del area de Ciencias Sociales y Administracion de la
Universidad de Michoacan de San Nicolas de Hidalgo, ofrece un desarrollo curricular para

el curso de algebra lineal en la institucidon mencionada.
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Vazquez (1992) basado en el método de Gauss, desarrolla en su tesis el programa para
Calculadora para Algebra Lineal (CAL), para resolver un sistema de ecuaciones lineales:
Programa de apoyo para un curso de Algebra Lineal. (Software de apoyo en la educacion).
Castellanos (1994), en su tesis: Estudio experimental sobre una propuesta metodoldgica
que contribuya a la comprension de la resolucion de problemas de Ecuaciones Lineales
Simultaneas, con una metodologia propia, clasifica la informacion del enunciado de los
problemas para su resolucion.

Molina (2004) en su tesis: Las concepciones que los estudiantes tienen sobre la
Transformacién Lineal en contexto Geométrico, fundamenta el analisis en la teoria de
Fischbein (1987) sobre la intuicion y los modelos intuitivos. En entrevista aplica preguntas
a cinco estudiantes sobre la transformacion lineal. Comenta que los modelos intuitivos
detectados en todos los estudiantes sobre el concepto, son casos particulares de
transformaciones lineales que se conocen en el ambiente escolar, tales como expansiones,
contracciones, reflexiones, rotaciones y composiciones de ellas. Cuando las preguntas
involucran transformaciones lineales en R? como universo, la mayoria de los estudiantes
determinan modelos con rasgos especificos, constituidos por movimientos geométricos
asociados a sus prototipos de transformaciones. Asi, la nocion intuitiva que da forma o que
hace intuitivamente aceptables a estos modelos es la idea de movimiento.

Soto (2003) en su tesis: Un estudio sobre las dificultades para la conversion Grafico-
Algebraica, relacionadas con los conceptos basicos de la Teoria de Espacios Vectoriales
en R? y R®, emplea el marco de la teorfa de Duval (1998) sobre registros de representacion
semidtica. El andlisis incluyd un estudio piloto con profesores y estudiantes, entrevistas a
dos estudiantes y por ultimo disefid6 un ambiente tecnoldgico con el paquete Cabri
Geometre Il. Entre las conclusiones generales menciona que en la ensefianza universitaria
se usan dos registros de representacion grafica sin precisar diferencias. Cuando en los
problemas se han usado flechas con un origen comun y una letra en su extremo para
representar vectores arbitrarios, los estudiantes entrevistados no siempre interpretaron esta
representacion con ese nivel de generalidad; parece que una flecha asi trazada en un
sistema cartesiano ocupa el lugar de un vector especifico, cuyas coordenadas incluso

pueden estimarse. La ausencia de articulacion entre los dos registros explica que algunos
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estudiantes no pudieran convertir una ecuacion vectorial de una recta en ecuacion
cartesiana.

b) Algunas investigaciones sobre la didactica del algebra lineal, asi como de los
conocimientos previos que deben tener los estudiantes

Dorier et al. (1997) observaron durante el afio de 1990 los cursos de algebra lineal en la
licenciatura en Francia, con el propdésito de caracterizar los conocimientos de los
estudiantes y las formas de adquirirlos. De esta tarea refieren las siguientes
consideraciones:

Observaron que en los cursos de algebra lineal existe una dicotomia respecto a las tareas
que se les proponen a los estudiantes durante el afio escolar. Por un lado, se aplican en
conocimientos externos al algebra lineal (polinomios, series, funciones, etc.) donde los
conceptos y los métodos del algebra lineal intervienen como herramientas de solucién y por
el otro, se desarrollan en un marco formal (espacio vectorial) donde se consideran los
conceptos como objetos.

Advirtieron otra dicotomia mas clasica y no especifica del algebra lineal en las tareas del
afio escolar, unas son de calculo o algoritmicas en la resolucién numérica de un sistema de
ecuaciones lineales, calculo de un determinante, calculo de valores propios, etc. y otras de
un nivel més conceptual como la investigacion sobre el uso de diferentes bases. Notaron
ademas al inicio del curso las tareas variadas, pero con el paso del tiempo tratan sélo
problemas en el espacio de dimension tres y excepcionalmente en dimension cuatro;
paralelamente observaron que las tareas son cada vez mas algoritmicas.

Dorier et al. (1997) prepararon un taller en el afio de 1994 para determinar la naturaleza de
ciertas dificultades de los estudiantes en el entendimiento del algebra lineal. Observan que
los estudiantes no han adquirido el estatus en ldgica y teoria de conjuntos; sus expresiones
muestran restricciones para tratar las ecuaciones como un objeto geométrico. Dorier et al.,
recomiendan el estudio de la geometria cartesiana, insistiendo sobre el analisis de lugares
geométricos. Expresan que sin restringirse al dominio de la recta y el plano y bajo ciertas
condiciones sobre los algoritmos, la geometria analitica, con enfoque en los lugares
geométricos, proporciona imagenes mentales a varios conceptos del algebra lineal. Permite
valorar problemas de interés lineal y construcciones abstractas generales, pero sobre todo

se adquiere la relacion del carécter l6gico y de conjuntos entre ecuaciones y objetos
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geométricos, ademas de ser un campo muy amplio de ilustraciones y motivaciones. Esta
orientacion sobre la investigacion de lugares geométricos, con cambio de marcos:
geométrico y analitico y cambios de puntos de vista entre las ecuaciones no paramétricas y
las paramétricas, puede ser un medio de ayudar a adquirir el estatus de légica y teoria de
conjuntos, asimismo, de la nocién de ecuacion de un objeto geométrico (op. cit.).

Otro investigador que dedicdé muchos de sus estudios al Algebra Lineal fue Harel; a
continuacidn sintetizamos varias de sus investigaciones:

En su tesis doctoral, sostiene que la ensefianza del algebra lineal puede iniciarse al final del
nivel de secundaria y a principios del nivel superior (Harel, 1985, citado en Dorier, 1990).
Harel (1989) considera importante el estudio del &lgebra lineal debido a que se requiere en
la mayoria del curriculum universitario; sugiere su estudio en el bachillerato como temas
selectos de algebra lineal. Para Harel el problema de los estudiantes para entender los
conceptos estriba: 1) Los dominios de aplicacion del algebra lineal no son familiares al
estudiante. 2) Propone répidamente el estudio de los conceptos abstractos y generaliza
situaciones especificas, sin establecer primero una base visual firme e intuitiva.

En la misma investigacion Harel propone una introduccion al algebra lineal con
fundamento en una hipotesis de naturaleza epistemoldgica y cognitiva, que ayude al
alumno a superar las dificultades para su estudio. Para conducir gradualmente a la
abstraccion plantea un enfoque de tres fases o etapas. En la primera etapa analiza los
modelos de vectores del espacio Ry del plano R?, con el fin de proporcionar al estudiante
un modelo visual intuitivo de las nociones basicas. A traves de la geometria, el estudiante
trata no sélo con conceptos, sino en la construccion de procesos en el espacio vectorial
geométrico; en este contexto, al definir la base en espacios geométricos, explora el
concepto como un conjunto generador.

Después de haber estudiado exhaustivamente los conceptos de combinacion lineal,
dependencia-independencia lineal, base y dimensién en los espacios vectoriales
geométricos, en la segunda etapa construye los modelos coordenados RY, R? y R®. Con la
idea de vector coordenado, asi como los conceptos centrales en el proceso de abstraccion,
examina el espacio vectorial R". De acuerdo a Harel, los estudiantes construyen estos
espacios vectoriales con una ayuda minima. Este enfoque es de valor pedagdgico, porque

los estudiantes ven el ambiente concreto de un sistema matematico y pueden transferirlo a
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un sistema isomorfo, adaptable a técnicas computacionales. Finalmente establece los
conceptos centrales de R".

En la tercera etapa, el estudiante ya familiarizado con elementos de la geometria afin,
puede abstraer y rebasar el modelo geométrico. Por medio de los sistemas de ecuaciones
lineales estudia los espacios vectoriales abstractos de dimension menor o igual a tres. La
importancia pedagogica de esta etapa es que el estudiante comprende la idea de algebra
lineal dependiendo solamente de los axiomas de espacio vectorial. Harel dice haber
realizado una experiencia y los resultados obtenidos son significativamente mejores en los
estudiantes de la ensefianza experimental que los de la ensefianza tradicional.

Harel (1990) para introducir las nociones bésicas del &lgebra lineal propone el uso de un
vector aritmético al resolver un problema geométrico; en este enfoque implementa el
principio de necesidad, pues considera que la visualizacion no es suficiente para el
aprendizaje de las teorias del algebra lineal. Por este principio el estudiante puede ver la
necesidad del curso de algebra lineal. Harel incluye los factores que deben asumirse por
dicho principio y explica que por un lado, el estudiante aprende a manipular simbolos, es
decir, distinguir entre el significado de los conceptos y lo que ellos representan. Por el otro,
ve cOmMo un sistema matematico es isomorfo a otro que puede ser mejor para técnicas
computacionales y enlaza conocimientos conceptuales con procedimentales.

Sobre la didactica del algebra lineal, encontramos la tesis doctoral de G. Gueudet-Chartier
(2000): Papel de la Geometria en la ensefianza y aprendizaje del algebra lineal. Gueudet-
Chartier nos dice que usualmente se considera el enfoque de la geometria para facilitar a
los estudiantes el algebra lineal, no obstante, le parece que se debe mencionar a qué
geometria se refiere: si se trata de la geometria vectorial, analitica o euclidiana en el sentido
historico del término o de la geometria practicada en la ensefianza secundaria con un
soporte intuitivo 0 una nocion asociada a la posibilidad de visualizacion.

Gueudet-Chartier define Geometria como una Teoria que tiene por objeto la modelizacién
del espacio fisico y se relaciona de manera especifica con la realidad (en este caso
particular la geometria se limita a la dimension tres). Toda Geometria es geométrica, y una
forma de recurrir a la geometria es empleando en algebra lineal un ejemplo resultado de
una geometria. Gueudet-Chartier plantea dos preguntas: ;Cudles son las posibilidades de

recurrir a modelos geométricos y figurativos en algebra lineal? En Francia, ¢cuales son los
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recursos efectivamente practicados por quienes ensefian y por quienes estudian algebra
lineal?

Para responder a sus preguntas, desarrolla un estudio historico sobre modelos geométricos
del origen del &lgebra lineal. Analiza el proceso de transposicion didactica de la forma
moderna del algebra lineal, al texto actual y estudia la articulacion algebra lineal-geometria
en los textos actuales, bajo el angulo de la evolucién de conceptos resultado de la
geometria. Para tal fin, cuestiona a quienes ensefian y a quienes estudian licenciatura en la
universidad, asimismo, observa sesiones y trabajos dirigidos para determinar recursos
geométricos empleados en algebra lineal. Encuentra los siguientes resultados:

El algebra lineal no puede presentarse como una simple generalizaciéon de la geometria,
sin embargo, las relaciones con la geometria se pueden explotar en la introduccion al
algebra lineal, ademas de que existen también rupturas con la geometria. La presentacion
del algebra lineal en dimensién 3 permite abordar ciertas nociones y propiedades, que
pueden constituir un soporte para la introduccion de la teoria general. (Gueudet-Chartier,
2000)

Gueudet-Chartier expone argumentos para declarar la imposibilidad de presentar el algebra
lineal como generalizacion de una geometria a objetos de dimension superior a 3:

El estudio indica que en los trabajos donde ha constituido avances significativos el papel
de la geometria en el origen del algebra lineal, siempre ha sido por la interaccion con
otros dominios.

El estudio de los fenémenos de transposicion didactica que han conducido a la
introduccion del algebra lineal en los programas del liceo en 1969, muestran la relacion
entre algebra lineal y geometria acentuada en el saber ensefiado, sin comparacion con el
saber sabio. Esto se debe al hecho de que esta introduccion tuvo lugar después de la
reforma de las mateméticas modernas y se ha asociado a la renovacién de la ensefianza de
la geometria.

Ademas la limitacién a la dimensién 3 induce restricciones al evocar las posibilidades
ofrecidas por el algebra lineal limitada a la dimension 3 (op. cit.).

Gueudet-Chartier obtiene un balance de rupturas, en la evolucién de diferentes nociones,
entre ellas presenta: La ensefianza se inicia en el liceo y se desarrolla en el marco de la
geometria afin euclidiana. El aspecto afin sefiala el punto como primer elemento; los
subespacios considerados son afines, igualmente las aplicaciones s6lo tratan sobre los
puntos. Cuando se introduce el vector, se relaciona con la nocidn de translacion; esta
introduccién implica dificultades didacticas conocidas, por ejemplo, en lo concerniente a la
separacion entre un vector y un representante de ese vector. El primer objeto es el punto; el

vector toma importancia después de la definicion de producto escalar. Lo afin y lo
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euclidiano estan fuertemente asociados y su separacion parece contraria a la intuicion en
este marco, la ortogonalidad y la norma son nociones naturales. En el liceo, el plano y el
espacio se estudian separadamente con diferencia de vocabulario (es notable el empleo de
plano y de espacio y no de espacios de dimension 2 y 3; el término dimension no se
emplea). Asimismo, las rectas y los planos del espacio aparecen como objetos de naturaleza
completamente diferente de los espacios completos, la estructura comdn no se subraya.
Gueudet-Chartier prepard un cuestionario para quienes ensefian algebra lineal, tratando de
determinar qué tanto emplean el dibujo en sus clases; fue evidente que ellos tienen pocos
recursos en el dibujo, méas precisamente, no parecen emplear un disefio especifico para el
desarrollo del algebra lineal. Relacionan poco las ensefianzas del algebra lineal con la
geometria del liceo. La mitad de los cuestionados emiten serias reservas sobre la
posibilidad de su empleo. Al parecer no han desarrollado una préactica especifica del dibujo
en algebra lineal, emplean disefios poco variados y representan casi siempre rectas, planos
y vectores, sobre todo para ilustrar los ejemplos en R? o R3. A menudo las figuras contienen
una referencia; practicamente no existen dibujos de situaciones en el espacio. Entonces, se
puede suponer que los estudiantes practiquen poco el dibujo en el algebra lineal.
Gueudet-Chartier aplicd un cuestionario a los estudiantes de algebra lineal; como resultado
del analisis explica que algunos pueden tener dificultad al recurrir a la geometria del liceo.
Entre aquellos que utilizan los dibujos, algunos emplean un modelo figurativo afin; este
recurso esta asociado a dificultades en algebra lineal. Algunos estudiantes que al parecer no
tienen dificultades en algebra lineal, no recurren a algin modelo figurativo.

Sobre la didactica del algebra lineal, Porter (1997) describe un experimento con enfoque
pedagdgico, en un curso para los estudiantes con poco conocimiento de las matematicas.
Usa un texto con aplicaciones, pero de escasa teoria. Como complemento al texto, asigna a
cada estudiante de la clase la tarea de escribir un capitulo explicando los conceptos de
subespacio, base y dimension. Para motivar la idea de subespacio ellos toman como punto
de partida el espacio vectorial solucion de un sistema de ecuaciones lineales, éste a su vez
motivara la idea de base. Se les pide relacionar estos conceptos con las nociones de lineas,
planos, hiperplanos y dimension. Porter menciona que en términos del aprendizaje de los

estudiantes y sus actitudes respecto al material tedrico, su experimento tuvo éxito.
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Sobre la ensefianza del algebra lineal, Dorier expresa que algunos estudiantes pueden tener
conocimientos escasos para abstraer de los ejemplos que conocen, la estructura de espacio
vectorial y para entender la necesidad de las demostraciones; las diversas técnicas que se
emplean en ellas o se confunden al usar las condiciones necesarias y suficientes. Manifiesta
que para la mayoria de estudiantes el algebra lineal es solo un catalogo de nociones muy
abstractas, que no se llegan a representar y estan sumergidas bajo una avalancha de
palabras, de simbolos, de definiciones y de teoremas nuevos (Dorier et al, 1997).

En Dorier (1995b), encontramos un enfoque para la ensefianza de los llamados conceptos
unificadores y generalizadores de diferentes metodos ya operativos en varios contextos,
como es el caso de la estructura de un espacio vectorial. Para la ensefianza de ellos,
propone usar una secuencia basada sobre un analisis epistemologico; creando un contexto
artificial para motivar a los estudiantes a desarrollar los axiomas de espacio vectorial.
Segun Dorier existen argumentos para incentivar la ensefianza del algebra lineal en el nivel
meta, por ejemplo, en una perspectiva interaccionista, hablar con los estudiantes para
justificar la ensefianza de dichos conceptos.

En este mismo articulo, sobre el nivel meta, Dorier nos dice que los conocimientos en
matematicas se necesitan para resolver un problema y tener éxito rapido, con menor gasto
de energia cada vez; “las ayudas para la accion” son suficientemente generales para ser
recicladas y autogenerar, a diferencia de las recetas. Los elementos de tipo “meta” pueden
considerarse como una interface explicita entre los alumnos y las matematicas, como un
todo de conocimientos por adquirir. Los alumnos necesitan integrar los nuevos
conocimientos a los precedentes como son representaciones, conocimientos Yy
automatismos. Los conocimientos-meta pueden participar en esta integracion, en ciertos
momentos precisos, de manera limitada y diferente, segln los individuos y bajo ciertas
condiciones.

El Grupo de Estudio del Curriculum de Algebra Lineal (en inglés Linear Algebra
Curriculum Study Group LACSG) propone el curso de algebra lineal orientado hacia sus
aplicaciones, como un curso de servicio y desarrollado en forma matricial (Carlson et al.
1997). Los miembros de este grupo consideran dificiles de entender por los estudiantes, los
siguientes temas centrales del algebra lineal: subespacio, conjunto generador de un

subespacio, subespacio generado por un conjunto de vectores, independencia y
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dependencia lineal, aspectos de la base y dimension. Segun Carlson (1997) las razones de
tales dificultades se pueden catalogar en cuatro grupos:

a) El curso se ensefia a estudiantes no sofisticados. b) Los estudiantes estan familiarizados
con algoritmos computacionales menos dificiles y con los conceptos tienen poca
experiencia. ¢) Los estudiantes no tienen experiencia en usar, y mucho menos en
determinar, diferentes algoritmos para trabajar con un concepto en diversos marcos. d) Los
conceptos se introducen sin conexion substancial a las experiencias anteriores de los
estudiantes.

Por su parte Dubinsky (1997) difiere con lo expresado por Carlson et al.; comenta que
cuando se disefia un curso de algebra lineal para que tanto estudiantes de matematicas,
como de varias disciplinas lo consideren necesario, planeado con un enfoque desde un
punto de vista abstracto, hacia uno mas practico orientado a las matrices, a menudo se
comete el error que sugiere identificar lo abstracto con lo poco practico y la orientacion
matricial con lo Gtil. Dubinsky propone las siguientes estrategias pedagdgicas: empezar con
un analisis de las construcciones mentales especificas de los estudiantes usando la
computadora, con un software como ISETL para el entendimiento de un cierto concepto.
Entonces los estudiantes se encuentran ante situaciones problema, disefiadas para alimentar
tales construcciones. Finalmente, en las interacciones entre los estudiantes, el instructor vy el
problema, los estudiantes tratan de obtener la solucion del problema; el instructor induce a
los estudiantes a revisar sus construcciones, hacerlas mas efectivas al resolver el problema,

asi como consistentes con las construcciones del instructor.

2.3 Investigaciones en los Modos de Pensamiento Sintético y Analitico

De las investigaciones en algebra lineal, ultimamente han surgido algunas en el medio de la
Matematica Educativa, en el enfoque de los modos de pensamiento sintético y analitico. En
esta seccion en la primera parte presentamos las tesinas de especialidad, en la segunda las
tesis de maestria en algebra lineal y en la tercera una tesis de licenciatura con esta

orientacion.

a) Tesinas de especialidad
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Marines y Monroy (1998) en la tesina de especialidad: “Dificultades en la transicion del
pensamiento sintético y analitico en sistemas de tres ecuaciones lineales con tres
variables”, presentan entrevistas a ocho profesores que han impartido cursos de algebra
lineal en nivel superior. Los autores observaron serias dificultades en los profesores para
transitar del pensamiento sintético al analitico; los profesores evidenciaron que en sus
cursos normales no tratan los sistemas de tres ecuaciones con tres incognitas, no obstante,
estos temas forman parte de los programas de estudio y son considerados en los libros de
texto.

Barrera et al. (1998) en la tesina de especialidad: “Coexistencia del pensamiento sintético y
analitico y el concepto de solucion en un sistema de tres ecuaciones lineales con tres
variables”, muestran los resultados de entrevistas a ocho profesores que han impartido
cursos de algebra lineal en el nivel superior. Los autores refieren los siguientes resultados:
Es evidente que la mayoria de los entrevistados trata el concepto de solucién de un sistema
de tres ecuaciones con tres incognitas a través de la definicion, mas no lo han entendido,
tienen dificultades al aplicarlo en una situacion geométrica. Por ejemplo, las gréaficas de
sistemas que no tienen solucidn, de planos intersecados por pares y en el caso de dos planos
paralelos y uno que interseca, los profesores consideran las rectas de interseccion como las
soluciones de los sistemas de ecuaciones correspondientes.

Eslava y Villegas (1998) en la tesina de especialidad: “Andlisis de los modos de pensar
sintético y analitico en la representacion de las categorias de tres rectas en el plano”,
exponen entrevistas a cuatro alumnos de educacion media superior que han cursado dos
semestres de algebra y uno de trigonometria y geometria analitica. Como resultado de las
entrevistas, los autores observan los siguientes puntos: 1) A los estudiantes se les dificultd
relacionar los pensamientos sintético y analitico. 2) Los estudiantes no tenian claro el

concepto de solucion de un sistema de ecuaciones lineales.

Como resultado de estos tres trabajos, podemos observar tanto en estudiantes como en
profesores la dificultad para relacionar los modos de pensamiento, asimismo, el poco
dominio de unos y otros del concepto de solucion de un sistema de ecuaciones lineales de
dos y tres incognitas. Pensamos que seria necesario insistir en este concepto ya que es

fundamental para el entendimiento de un espacio vectorial. Los estudios iniciados en las
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tesinas de especialidad se han continuado con algunas tesis de maestria, mismas que

presentamos en la segunda parte de esta seccion.

b) Tesis de Maestria en Ciencias

Eslava (1999) en su tesis de Maestria en Ciencias con Orientacion en Matematica
Educativa: Analisis de libros de texto de algebra en el tema de sistemas de dos y tres
ecuaciones lineales con dos y tres incognitas, en la perspectiva de los modos de
razonamiento sintético y analitico, nos proporciona algunos datos interesantes sobre el
estudio de los sistemas de ecuaciones lineales en libros de texto, propios del bachillerato en
México, que pueden explicar la preferencia de maestros y estudiantes por los procesos
algoritmicos:

1) La mayoria de los autores privilegian procedimientos algoritmicos, algunos en un exceso de
mecanizacion al aplicar los métodos de solucion de sistemas, propician un acondicionamiento
cognitivo para que el alumno resuelva cualquier tipo de ejercicios sin dificultad aparente, aun
sin comprender lo que representa graficamente un sistema de ecuaciones lineales y las
diferentes categorias de sus soluciones.

2) En algunos textos el lenguaje es complicado o rebuscado, obstaculizando la comprension de
los conceptos.

3) Los textos propician méas el modo de razonamiento analitico-aritmético (Eslava, 1999).

Guadarrama (2000) en su tesis de maestria: “Estudio de la Interpretacion Geométrica del
Concepto de Solucion en los Sistemas de Ecuaciones Lineales”, a la luz de los modos de
pensamiento sintético y analitico, con base en las observaciones de las tesinas de
especialidad antes mencionadas, presenta una vision de las concepciones de los docentes de
las representaciones gréficas asociadas al concepto de solucidn de un sistema de ecuaciones
lineales. Guadarrama nos dice que existe una fuerte tendencia de profesores y estudiantes a
traducir la solucién del sistema de ecuaciones lineales al contexto algebraico,
desprendiéndose de lo geométrico.

Mora (2001) en su tesis de maestria: “Los modos de pensamiento en la interpretacion de la
solucion de un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas”, preparé una secuencia
de problemas y la aplicé a siete estudiantes de licenciatura. De su andlisis reporta entre
otros, los siguientes puntos:

1) Los estudiantes manejan un pensamiento analitico y un pensamiento geométrico mas o menos
elaborado, pero no logran establecer una relacion clara entre ambos pensamientos, que
fortalezca sus nociones y conceptos.
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2) Aunque los estudiantes ofrecieron respuestas satisfactorias, no significa que han establecido
adecuadamente una conexion entre los modos de pensamiento, transitan entre éstos para
llegar a una explicacion de la solucién que tenga sentido en esos modos.

3) En el andlisis de expresiones verbales y escritas de los estudiantes, se pueden detectar rasgos
de pensamiento analitico y sintético-geométrico, este Gltimo les proporciona una idea mas
comun para ellos, de tal manera que pueden contestar correctamente ciertas cuestiones
matematicas. Es en esta interaccion entre ideas intuitivas y formales que los estudiantes no
logran establecer las equivalencias entre una expresion analitica y una representacién
geométrica.

4) La secuencia aplicada a los estudiantes logré que ellos establecieran una relacién entre los
modos de pensamiento, sin embargo, no alcanzaron a establecer las equivalencias
conceptuales entre los modos analitico y sintético (Mora, 2001).

Cutz (2005) en su tesis de maestria “Un estudio acerca de las concepciones de estudiantes
de licenciatura sobre los sistemas de ecuaciones y su solucion”, se interesa en detectar
dificultades y estrategias de los estudiantes al momento de hacer interpretaciones en el
modo sintético-geométrico y al pasar de este modo de pensamiento al analitico, durante el
tratamiento de los sistemas de ecuaciones con dos y tres variables. Disefid y aplico un
cuestionario a un grupo de estudiantes antes de iniciar el curso de algebra lineal. Del
analisis de los cuestionarios selecciond 5 estudiantes para aplicarles una entrevista, para
observar si las concepciones de los estudiantes persisten o se modifican al concluir el curso
de algebra lineal. Menciona entre otros resultados que muchas de las concepciones y
nociones observadas en el analisis del cuestionario diagndstico y que se relacionan con el
concepto de solucidn, persisten en el estudiante después de haber concluido el curso de
algebra lineal. La mayoria de los entrevistados tienen grandes dificultades para lograr un
tratamiento de los sistemas de ecuaciones lineales y si éstos se representan graficamente
con rectas y planos sobrepuestos, los estudiantes afirman que tales sistemas no tendran

solucion.

c) Tesis de licenciatura

Ramirez (2005) en su tesis de licenciatura “Dificultades que presentan los estudiantes en
los Sistemas de Ecuaciones Lineales en los Modos Geométrico y Analitico”, analiza el caso
de sistemas de ecuaciones lineales con dos variables. Ramirez aplicé un cuestionario de
diagnostico a un grupo de estudiantes que ingresaban a la Universidad de Chapingo, en el
area de Ingenieria. Del analisis del cuestionario seleccioné a 5 estudiantes y les aplicé una

entrevista cuando habian terminado un curso de matematicas que dur6 aproximadamente 6
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semanas en el que habian hecho uso del software Graphics para representar los sistemas de
ecuaciones lineales. Entre otras presenta las siguientes observaciones: Cuando se les pide a
los estudiantes graficar dos rectas que tengan mas de un punto en comun, la mayoria no
logra contestar satisfactoriamente. Si se les proporciona a los estudiantes la representacion
gréafica de dos rectas encimadas sin referencia (sin valores numéricos en la gréfica) la

mayoria de los estudiantes no logra plantear un sistema de ecuaciones equivalentes.

2.4 Trabajos relacionados con un espacio vectorial

Tanto la nocion de espacio vectorial que se define aproximadamente de 1920 a 1930, asi
como su proceso didactico, nos ofrecen un campo fértil para la investigacion.
Consideramos los conceptos de base y dimension ligados al de espacio vectorial, ya que los
elementos de eéste se definen en relacion a una base dada. Es decir, dada la base los
elementos del espacio vectorial quedan definidos. A la fecha la nocion de espacio vectorial
ha sido abordada en trabajos que la mayoria de los autores desarrollan dentro de una
investigacion general sobre los conceptos del algebra lineal. En esta seccion, presentamos
coémo han evolucionado algunas propuestas e investigaciones de este concepto en diferentes
enfoques; las referimos en orden cronologico.

Hillel & Sierpinska (1994) expresan que los estudiantes tienen fallas debido a la
representacion matricial de operadores lineales en diferentes bases. Por este motivo
disefiaron dos cursos de algebra lineal en el nivel de licenciatura; en el primero se les
ensefo a los estudiantes como representar un mapeo lineal en una base dada y la relacion
entre dos representaciones matriciales de un operador lineal. En el proceso, los estudiantes
aprendieron a encontrar las coordenadas de un vector en una base dada, algunos sélo
aprendieron el proceso en un sentido y no podian deshacer lo que habian hecho, habiendo
encontrado para un operador lineal una matriz de representacion en una base; aun tenian
problemas para leer con esta matriz el valor del transformado T(v). En un proceso siempre
implica mayor dificultad encontrar el proceso inverso (pensamiento inverso), por lo cual, es
conveniente observar el desempefio de los estudiantes en estas situaciones de conflicto.
Hillel & Sierpinska explican la causa de este problema en términos del lenguaje piagetiano:
la actividad de representar un mapeo lineal por una matriz en una base no habia sido

internalizada como una operacion. La persistencia de este tipo de errores en esta clase de
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problemas revela la existencia de un obstaculo de naturaleza conceptual y no relacionada a
dificultades del procedimiento operacional. Este problema conceptual es el llamado
obstaculo epistemologico, cuya superacion puede requerir una discusion con los estudiantes
en el nivel meta del problema matematico con el cual se enfrentan, por medio de un debate
abierto sobre la naturaleza y el estatus del lenguaje en algebra lineal, para profundizar su
entendimiento.

Saldanha (1995) en su tesis de maestria: The Notions of Linear Independence/Dependence:
A Conceptual Analysis and Students Difficulties, a partir de un analisis historico-
epistemoldgico, didactico-conceptual y empirico, Saldanha desprende posibles fuentes de
dificultad para el entendimiento de los conceptos independencia-dependencia lineal.
Destaca que usualmente los estudiantes establecen el primer contacto con dichas nociones,
a traves de la definicion formal:

Un conjunto de vectores {vi,..., v} en un espacio vectorial V sobre un campo K es
linealmente independiente < [c; vi +... +C ] = 0 = ¢, =... = ¢, = 0], donde ¢; € K. Un
conjunto de vectores es linealmente dependiente <> no es linealmente independiente
(Saldanha, 1995).

La forma de definir los vectores v; depende de la naturaleza del espacio vectorial V. Si la
estructura es abstracta, se definen por los axiomas como elementos que satisfacen ciertas
propiedades y tienen ciertas funciones. Por otro lado si V es el espacio R" entonces estos
vectores pueden definirse por la construccion de n-adas.

Saldanha aclara que la nocion de dependencia lineal se define con referencia a la negacién
de independencia lineal. Asi, las condiciones son mutuamente excluyentes: un conjunto de
vectores debe ser dependiente o independiente y nunca ambos. Esta introduccion de los
conceptos presenta la independencia lineal como nocién central y la dependencia como
nocion auxiliar, sin embargo, deben ser igualmente importantes.

Segln menciona Saldanha, el concepto se introduce de esta manera por varias razones: 1)
Las afirmaciones son categdricas, ofrecen concision y economia en la exposicion. 2) Las
definiciones son concluyentes, las afirmaciones son lo suficientemente abstractas y
generales para aplicarse en todos los casos y contextos. 3) La afirmacion ofrece
consistencia y unificacion de lenguaje en el enfoque de la teoria de conjuntos, para la
construccion de la teoria del algebra lineal. 4) Estas definiciones operacionales, en espacios

R" (y espacios isomorfos), proveen utilidad para la independencia-dependencia lineal,
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reduciendo la cuestion de dependencia a una existencia de soluciones no triviales para
ciertos sistemas de ecuaciones homogéneas.

Saldanha considera posibles fuentes de dificultad para los estudiantes en el entendimiento
de la nocion de independencia lineal las siguientes: 1) En este enfoque el lenguaje de la
teoria de conjuntos va contra la intuicion. 2) La construccion logica de la definicion de
independencia es complicada, pues involucra una implicacién compuesta; en general las
afirmaciones compuestas son dificiles de usar y aplicar por su naturaleza abstracta.
Saldanha desarrolla un andlisis de las nociones en libros de texto de &lgebra lineal. Del
texto de Griffel (1989): Linear Algebra and its Applications, sobre el concepto de base de
espacio vectorial, observa que se encuentra en el contexto de la geometria, definido en
lenguaje de coordenadas. Una base para los vectores en el plano se define como un par de
vectores no nulos en diferentes direcciones y una base para los vectores en el espacio es un
conjunto de tres vectores no nulos y no en el mismo plano. De esta manera, el nombre de
base se otorga de manera natural. La base juega un papel muy importante al describir todo
el espacio; esto quiere decir que el conjunto tiene ciertas propiedades fundamentales: Los
vectores de la base forman un esqueleto sobre el cual se ancla todo el espacio.

Segun Saldanha en este enfoque los estudiantes pueden tener serias dificultades para
entender los conceptos, pues se necesita mucho tiempo para generalizar de los espacios
geométricos, de dos y tres dimensiones al espacio n-dimensional y a los espacios
vectoriales generales. El lenguaje geométrico es una primera dificultad para describir los
espacios, por la caracterizacion en términos completamente algebraicos. La transicion del
espacio R" a los espacios vectoriales generales es una segunda dificultad, por la forma
drasticamente diferente de definir los elementos. La tercera dificultad consiste en que los
conceptos en R" para n>3 no se pueden visualizar y se deben formular algebraicamente.
Saldanha también analiza el texto de Fletcher (1972): Linear Algebra through its
applications. Sobre el enfoque de Fletcher, refiere que los conceptos se introducen en
contexto, de manera completamente informal. Para Fletcher un vector es cualquier objeto
matematico que cumple las siguientes condiciones: (i) puede sumarse con otro (ii) puede
multiplicarse por escalares”; el espacio vectorial es “El conjunto de vectores con estas dos
operaciones”. Los conceptos de base y dimension se introducen informalmente en el

contexto de progresiones aritméticas. Segun Saldanha, en este enfoque una posible fuente
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de dificultad para los estudiantes es la falta de definiciones formales de los conceptos
basicos del algebra lineal.

Hillel (1997) analiza el problema de la representacion de los vectores por medio de una
base; expresa que origina el maximo de confusién a los estudiantes pasar de la
representacion abstracta a la algebraica, cuando el espacio vectorial de referencia es R". En
este caso, una n-ada se representa por otra n-ada relativa a una base f3. Asi, el objeto y su
representacion son n-adas, aun si no es exactamente igual la lista de nameros. Lo propio se
puede decir de una transformacion matricial A que inicialmente se considera como un
operador lineal con una representacion matricial (eventualmente diferente) relativa a una
base dada. En el momento en que los estudiantes encuentran los vectores por primera vez
principalmente en el contexto de los espacios R", identifican la lista de ndmeros con los
vectores. No obstante, cuando representan los vectores o los operadores lineales en
diferentes bases, entonces la lista de nimeros puede ser la representacion del vector en la
base canonica o la representacion del vector relativa a otra base, entonces el vector se
puede representar por diferentes listas de nimeros.

La tesis doctoral de Nardi (1996): The Novice Mathematician’s Encounter With
Mathematical Abstraction: Tensions in Concept-Image Construction and Formalisation, es
una investigacion mas general en algebra lineal y abstracta; en ella converge un analisis
sobre los conceptos de generar y base de un espacio vectorial. Nardi, al observar un curso
de algebra lineal disefiado para establecer una transicion entre las operaciones con matrices
y los contextos mas generales de espacios vectoriales, encuentra tensiones del principiante
en matematicas para el entendimiento de la imagen-concepto, construccion y formalizacion
en el proceso de abstraccion matematica.

Nardi explica que cuando se proporciona a los estudiantes definiciones mas préacticas del
concepto de generar y conjunto generado parece que olvidan las definiciones de las
lecturas. El tutor mismo se tensa en una clase de algebra lineal, en el momento de
establecer la nocion de generar, pues no se habia percatado que la definicion de generar
dada en las lecturas era tan abstracta. La transicion de las operaciones matriciales a los
contextos mas generales de espacios vectoriales no es facil ni estd exenta de problemas.
Evidencia la tension subyacente en estas sesiones, entre la novedad del concepto de generar

y la familiaridad de los estudiantes con la metafora geométrica del plano. Del grado de
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abstraccion de los conceptos, nos dice que las clases tutoriales son un ejemplo
caracteristico de la enorme influencia ejercida por los tutores sobre los estudiantes en el
proceso de aprendizaje.

Sobre los problemas de linglistica, expone dificultades del estudiante con la nueva
terminologia del algebra lineal y encuentra una complicacion adicional entre conjunto
generado y conjunto generador. La dificultad seméntica para los principiantes representa
una relacién equivocada de los términos, de la misma manera refleja la relacion equivocada
de causa y efecto conceptual. Estas deficiencias linglisticas, posiblemente revelan y
determinan parcialmente restricciones del entendimiento de los principiantes en estos
conceptos nuevos para ellos. Otro elemento de dificultad lo representa el vector cero, por la
ambivalencia del término cuando se interpreta como nada: “puesto que cero es nada,
produce nada”. Algunos estudiantes no pueden ver clara la generacion de un espacio
vectorial por el vector cero, a saber, el espacio vectorial formado por el vector cero.

Una dificultad mas surgi6 con el concepto de generar: cuando a un estudiante se le pidio el
conjunto generado con dos vectores en un plano, pensé en las dos rectas que contienen los
vectores y no vio que con los dos vectores podia generar el plano. Lo mismo sucedi6 al
pasar del plano al espacio de dimension 3. Nardi expresa que para el estudiante representa
una conveniencia aprender bien la receta de la linea, el plano y el espacio. En un sentido es
como aprender imitando, para adquirir el habito de razonamiento en una forma no
completamente razonada.

Sobre teoremas como el de la dimension: dim(X+Y)=dimX+dimY-dim(XNY) donde X y
Y son espacios vectoriales, emplearon varios argumentos matematicos persuasivos para
lograr la aceptacion del estudiante, no obstante, notan una expresion de queja generalizada
de los estudiantes al ver la lectura, sélo perciben un excesivo cumulo de conocimientos
tedricos. Por ejemplo, de la base usual del espacio vectorial de los polinomios, Nardi
expresa que por un lado, el conocimiento de los estudiantes es descontextualizado y por el
otro, consideran ambigua la naturaleza del 1 (1 por ejemplo, como un nimero o como la
funcién constante de valor uno).

Nardi (1997) presenta algunos resultados de su proyecto doctoral acerca de las dificultades
conceptuales y de razonamiento del matematico principiante en su encuentro con la

abstraccion matematica. Hace una entrevista a estudiantes de la carrera de matematicas en
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la Universidad de Oxford para que expongan sus conceptos de las nociones algebraicas de
espacio generado y conjunto generador. En las entrevistas se dieron a los estudiantes las
palabras generar, ser generado por, conjunto generador, espacio generado. Nardi
encuentra una tendencia dominante en ellos de mantener una imagen conceptual de un
conjunto generador que es al mismo tiempo linealmente independiente, es decir, que es
base del espacio vectorial en cuestion.

Maracci (2003) reporta la primera parte de un proyecto de investigacion en proceso, cuyo
objetivo es identificar en los estudiantes de licenciatura dificultades y errores al resolver
problemas de algebra lineal. En particular se enfoca en las nociones de la teoria de espacios
vectoriales y especialmente en el concepto de combinacion lineal. El anélisis de Maracci es
en terminos de la dualidad proceso-objeto Sfard (1991). Establece que las nociones
abstractas pueden pensarse en dos formas diferentes, como procesos estructuralmente y
como objetos operacionalmente. Maracci destaca que algunos fracasos de los estudiantes
pueden ser consecuencia de la dificultad de percibir la combinacién lineal simultineamente
como objeto y como proceso.

Dorier et al. (1997) expresan que el &lgebra lineal requiere madurar cierto grado de
formalismo, pues es el resultado de un gran proyecto de formalizacion, el cual unifica y
posibilita soluciones econdmicas y analogas a los problemas donde se revela la linealidad,
por ejemplo, hace falta trabajar sobre las ecuaciones olvidando momentaneamente lo que
representan y regresar a ellas cuando sea necesario. Encontramos las siguientes reflexiones
en Dorier et al.: Los estudiantes tienen solamente un dominio operatorio al establecer la
correspondencia entre subespacios y ecuaciones. A partir de las ecuaciones lineales
homogéneas, saben calcular una base de un subespacio “asociado” e inversamente, saben
encontrar las ecuaciones paramétricas para un subespacio dado. Los estudiantes trabajan
aun si no comprenden el sentido de los algoritmos, no obstante, el contrato didactico exige
aplicar para el aprendizaje ciertos algoritmos sobre numerosos ejercicios; ésta es la fuerza 'y
la debilidad de la didéactica.

Sierpinska et al. (1999) disefiaron actividades empleando el Cabri-géometre Il, con el
objetivo de evitar el obstaculo del formalismo en los estudiantes, quienes debian verificar la
linealidad de una transformacion. La estrategia consistia en construir por medio de Cabri el

vector transformado T(v) para un vector v dado en la pantalla (Fig. 1). Todos los trazos para
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la transformacion eran escondidos, la Gnica forma para obtener informacion sobre la misma
seria jalando el vector v y observando la posicion de T(v) relativa a v. La transformacién T
no se daba por formulas, de esta manera, para comprobar si la transformacion T era lineal
era necesario verificar los axiomas de la definicion. Evitaban la definicion de la
transformacion como una funcion que preserva las operaciones de suma vectorial y

multiplicacién por un escalar.

v T(v)

0 Fig. 1

Con este disefio la construccién del vector T(v) de la transformacion en la representacion
Cabri resulté dependiente del vector v, al cambiar de acuerdo a como se jalaba el vector v
alrededor de la pantalla. Para el estudiante, la representacion del vector no era de un objeto
abstracto, sino de un objeto concreto, una flecha elastica que se movia en la pantalla y
podia ocupar cualquier lugar del plano, asi un vector se caracterizaba por su longitud, no
por su direccion.

Un problema fundamental del disefio era extender la transformacion lineal dada en una
base, a una transformacion lineal en todo el espacio. La informacion dada era suficiente
para determinar completamente la transformacion lineal de un plano vectorial por sus
valores sobre una base; cada uno de estos valores se podia representar por un par de
nameros y la transformacion lineal por un arreglo de cuatro nameros, la representacion
matricial con respecto a una base resultaria clara en este enfoque.

Dos vectores no colineales trazados en la pantalla Cabri representaban la base de un
espacio vectorial en dos dimensiones (sin la definicion de norma). Por ejemplo, en las
figuras 2a 'y 2b, aparece el vector v = 2.30v;-1.70v, en dos diferentes representaciones en el
plano, o dos vectores diferentes representados por el mismo par de numeros en dos
diferentes bases del plano vectorial.

El vector v = 2.30v;-1.70v, se podia representar por flechas en diferentes posiciones sobre
la pantalla, dependiendo de la seleccién de la representacion de la base v y v,. También las

dos figuras pueden verse como la representacion de un cambio de base; podria interpretarse
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que los dos pares de vectores vy y v, en las figuras representan dos bases diferentes de un
plano vectorial, es decir, las figuras ilustran el hecho de que las coordenadas de un vector

dependen de la base: las mismas coordenadas no necesariamente significan el mismo

vector.
v =2.30v; - 1.70v, v =2.30v; — 1.70v,
V2 Vi \Y
0] \%1
v V2
Fig. 2a Fig. 2b

Sierpinska et al. (1999) también observaron la preferencia de los estudiantes por la primera
interpretacion, sintiéndose libres para arreglar las flechas que representaban la base, en la
forma mas conveniente para ellos. Usualmente elegian ver los ejes en la posicion
horizontal-vertical.

Sierpinska (2000) caracteriza el pensamiento tedrico por una reflexion consciente sobre el
significado semiotico de las representaciones del conocimiento y por sistemas de conceptos
mas que agregado de ideas. Los modos de pensamiento tedrico y practico difieren
grandemente en la forma en la que organizan el significado de las palabras. Para el
pensamiento practico los objetos matematicos son “objetos naturales”, no objetos
“discursivos”, es decir, definiciones y teorias s6lo pueden describirlos, no crearlos o
construirlos. Pensar en términos de ejemplos prototipicos mas que definiciones resultd un
obstaculo para el entendimiento de los estudiantes cuando trataban la nocion de
transformacion lineal. Sierpinska comenta que en el curso de &lgebra lineal se definid la
transformacion lineal T como la transformacion de espacios vectoriales que conserva las
combinaciones lineales: T transforma un espacio vectorial en otro espacio vectorial y es tal
que T(kyvi + kavo) = ki Tvy + Ko Tv,, para cualesquiera escalares ki y ky y vectores vy y v;
del espacio. En los estudiantes se revel0 el obstaculo cuando intentaron resolver el llamado
“problema de extension lineal”: dada una transformacion lineal de una base construir una
transformacion lineal del plano con esos valores en la base. El problema fue restringido a

dos dimensiones y los estudiantes asumieron la existencia de tal extension para encontrar la
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informacion que faltaba. Sierpinska nos dice que para los estudiantes hay una gran
diferencia entre encontrar imagenes de combinaciones lineales concretas y encontrar la
imagen de cualquier vector. Parece que esta diferencia tiene dos origenes: una es la
necesidad de construir una representacion de “cualquier vector” que no esta dado; la otra es
la necesidad de tener una nocién de definicidén axiomatica.

Uicab (2004) en el enfoque de los pensamientos tedrico y practico, presenta una
investigacion sobre el “problema de la extension lineal”, tomado de Sierpinska (2000). Para
detectar si algunos errores que cometen los estudiantes cuando resuelven un problema, se
pueden explicar porque no hacen las conexiones entre los conceptos que forman un
sistema. Uicab expresa que posiblemente el problema es que los estudiantes no pueden
hacer una conexién entre los conceptos de base y transformacion lineal.

Sierpinska et al. (2002) exponen que el pensamiento teorico interviene grandemente en el
desarrollo del conocimiento cientifico y se desarrolla contra el pensamiento practico, el
cual de ese modo constituye una condicion para la existencia y significado del pensamiento
tedrico. Entonces justifican que el pensamiento tedrico es necesario para entender el
algebra lineal. Entrevistaron a un grupo de 14 estudiantes seleccionados por sus altas
calificaciones en algebra lineal, en una de las preguntas se les pedia comentar sobre la
definicion de independencia lineal de un estudiante ficticio:

En un examen final de algebra lineal habia una pregunta respecto a la definicion de
independencia lineal de vectores. Un estudiante escribio:

Un conjunto de vectores {vi,...vy} se llama linealmente independiente si a;vi+...+ av, =0
(i) ¢ Qué piensas de esta definicion?

(ii) ElI mismo estudiante entonces escribié que el conjunto de vectores {(1,2) (2,4) es
linealmente independiente. ¢Dirias que lo que el estudiante dijo se sigue de la definicion?

De acuerdo a Sierpinska et al. la parte (i) se encuentra en las experiencias docentes de
profesores de algebra lineal (Sierpinska, 1997). Los estudiantes que dicen o escriben esta
clase de “definiciones” no tienen el sentimiento de que esta incompleta porque ellos leen la
ecuacion a;vi+...+ ayvy, = 0 no como un sujeto de un verbo sino como una clausula con el
predicado “es igual a” representada por el signo igual. Diez de los 14 estudiantes notaron
la falta de precision del dominio de las variables en la citada “definicion” (pensamiento
teorico), los otros la dieron por garantizada (pensamiento practico). De la parte (ii) dicen
que los estudiantes pueden fallar pues no notan la imprecision de la parte (i); entonces no la

pueden tomar como premisa en la implicacion de la parte (ii). Siete estudiantes
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respondieron con dudas respecto a lo establecido en (ii), como implicacion légica de la
“definicion” (i), (pensamiento teérico). Las respuestas de los otros siete estudiantes
indican un pensamiento practico.

En otra pregunta sobre la independencia-dependencia lineal Sierpinska et al. introdujeron
errores tipogréaficos.

Sean u, vy w vectores en un espacio vectorial V sobre R. Demostrar que los vectores u-v, u-
w y y+v son linealmente independientes.

La intencion del instructor era tener un conjunto de vectores incondicionalmente
dependientes por ejemplo u-v, w-u, v-w. Pero en la pregunta dada {u-v, u-w, v+w} son
independientes para algunos vectores u, vy w. Entonces la conclusion de que el conjunto u-
Vv, U-w y v+w es dependiente para cualquier conjunto de vectores no es cierta. Sierpinska et
al. comentan que esta pregunta ilustra el rol del pensamiento practico como un obstéaculo
epistemoldgico del pensamiento tedrico, es decir, un pensamiento en contra del que se
construye el pensamiento tedrico y sin el cual éste no se puede construir.

Da Silva y Lins (2002) presentan una investigacion sobre el significado de la nocion de
base de un espacio vectorial. En el marco de Modelos Tedricos de Campos Semanticos (en
inglés TMSF), denotan y caracterizan su objetivo como “lo que una persona puede decir y
realmente dice de un objeto en una actividad dada”. Da Silva y Lins realizaron un estudio
historico-critico, con el interés de determinar “en cuales campos semanticos operaban los
matematicos, quiénes constituyeron la nocion de base en el proceso histérico, donde
emergen las nociones elementales de algebra lineal”. Seleccionaron un ndmero
considerable de libros de texto de algebra lineal, con el propdésito de analizar el significado
del concepto de base a partir de su lectura y caracterizar dicha nocion. Con el principio guia
para su investigacion: “Como establece el autor del libro la base de un espacio vectorial de

dimensidn finita”, encontraron las siguientes definiciones:

1) Una base de un espacio vectorial es un conjunto ordenado de vectores, que son
linealmente independientes y generan todo el conjunto de vectores.
2) Una base de un espacio vectorial es un conjunto de vectores linealmente independientes,
tales que el nimero de vectores en él es igual a la dimension del espacio vectorial.
Da Silva y Lins propusieron la siguiente cuestion a dos estudiantes para ilustrar como uno
de estos significados de la base puede afectar el razonamiento para el mismo problema:

Considera R® con la estructura de espacio vectorial y el conjunto A = {u = (1,0,0), v = (0,1,-
1), w = (0,0,2)} ¢ A es una base para R*?
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El estudiante 1 dijo “si” y justifico: El conjunto A es linealmente independiente, porque
ninguno de los vectores puede escribirse como combinacion lineal de los otros dos y
también A genera el espacio entero.

El estudiante 2 dijo “si” y justificé: R® es un espacio vectorial y dimensién R® = 3. Como
los vectores en A son linealmente independientes, A es una base para R®.

El estudiante 2 de alguna manera debe determinar la dimension del espacio vectorial en que
esta trabajando. Asi, en muchas situaciones, esta definicion lleva al estudiante a la nocién
de espacio natural R®, no de espacio vectorial. Da Silva y Lins expresan que la complejidad
de los significados que se obtienen, s6lo puede tratarse con una educacion matematica

propia, si se quieren hacer los procesos el objeto central de estudio y entendimiento.

Comentarios

Observamos en los trabajos analizados diversas las fuentes de dificultad para el aprendizaje
del algebra lineal, unas se deben a la naturaleza del algebra lineal, por ejemplo, que las
nociones no aparecen como soluciones a problemas matematicos. Algunas de tipo
conceptual, del lenguaje, simbologia y representaciones visuales; otras se deben a la forma
usual de trabajar del estudiante con algoritmos. El entendimiento de la teoria axiomatica de
espacios vectoriales requiere de varios niveles de abstraccion y meta-cognicion; ademas de
motivacion del estudiante. De los conceptos previos y externos al &lgebra lineal, el
entendimiento de Idgica y teoria de conjuntos influyen grandemente para que el estudiante
se apropie de conceptos tales como independencia-dependencia lineal. Por Gltimo, en la
ensefianza del algebra lineal notamos que en algunos estudiantes las nociones de espacio
vectorial, base y dimension pueden estar desvinculadas.

Vemos que Harel (1990) establece el concepto de dimension en los sistemas de ecuaciones
lineales homogéneos nxm, donde n y m < 3, primero algebraica y después
geométricamente, posteriormente generaliza al caso nxm donde n y m son enteros
positivos. Enfatiza los resultados que se obtienen de procesos entre técnicas
computacionales y problemas que enriquecen el trabajo, para evitar los cursos de algebra
lineal donde uno de los dos aspectos se favorece. Harel combina el origen del espacio

vectorial de acuerdo a la teoria de Grassmann, basdndose en una intuicion geométrica, en
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los espacios vectoriales geométricos y en los sistemas de ecuaciones lineales. Para que el
estudiante pueda llegar a los espacios vectoriales abstractos, en la proposicion de Harel se
necesitan tres afios, para nuestro medio escolar creemos, sin embargo, dificil de aceptarla.
Habria que considerar la posibilidad de implementar un enfoque tal con una mayor
ganancia en conocimiento para los estudiantes.

Sierpinska encuentra que el estudiante puede tener un obstaculo epistemolégico en el caso
de trabajar las transformaciones lineales de espacios vectoriales con diferentes bases. Al
introducir la tecnologia en sus investigaciones se ha encontrado con diversas dificultades,
por ejemplo, que el alumno piense en un vector y su transformado como un elemento
asociado, sin pensar en la transformacion lineal determinada por los valores sobre la base.
Por otro lado tanto Sierpinska como Gueudet-Chartier confirman la tendencia de los
estudiantes a usar la base de un espacio vectorial en la posicion horizontal-vertical, es decir
la canonica.

Los estudiantes deben entender los conceptos de combinacion lineal, generar vectores,
independencia-dependencia lineal, asi como establecer una relacién entre ellos para
entender el concepto de base y con éste el de espacio vectorial. Sin embargo, observamos
que en algunos estudiantes los conceptos parecen aislados.

Si los estudiantes trabajan en los modos sintético y analitico los espacios vectoriales
geométricos, pueden obtener mayor entendimiento del concepto al establecer la relacién en
la representacion visual y en los sistemas de ecuaciones lineales. Sin embargo, se cree que
solo la representacion visual puede ayudar a entenderlo, pero como hemos visto esto
también puede ser un obstaculo cuando el estudiante generaliza a otros espacios 0 piensa
que no tiene sentido cuando se trata de espacios vectoriales de dimension mayor a tres.
Usualmente se piensa que el transito del espacio vectorial de dimensién 2, R? al de
dimension 3 R®, es facil, sin embargo, acabamos de ver que no siempre es asi; los
problemas para el entendimiento de estos espacios vectoriales requieren el entendimiento

de los lenguajes geométrico y algebraico, asi como madurez de las nociones.

Para continuar nuestra investigacion, en el siguiente capitulo presentamos un analisis del

espacio vectorial en algunos libros de texto.
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3. Analisis de un espacio vectorial en algunos libros de texto

3.0 Introduccion

En este capitulo analizamos el espacio vectorial en algunos libros de texto. Investigamos la
forma de introducir el concepto, su relacion con la base y con las nociones que llamamos
germinales de la base: generar vectores y dependencia-independencia lineal. Al estudiar el
proceso de transposicion didactica del algebra lineal, observamos algunas diferencias en la
génesis de la materia y la presentacion en los textos. Intentamos determinar ventajas o
desventajas de la definicion de espacio vectorial y cémo podrian influir en un estudiante
para el entendimiento del concepto.

En el capitulo 1 desarrollamos un estudio histdrico-epistemoldgico, analizamos como las
nociones germinales de la base y el espacio vectorial, surgen en los sistemas de ecuaciones
lineales. En la geometria nacen las nociones de vector y de espacio vectorial, éste como el
conjunto generado por un conjunto minimo de vectores y finalmente se define en la teoria
axiomatica.

Ahora nos preguntamos, ;como definen los autores de los libros de algebra lineal, un
espacio vectorial? ;Lo definen en los espacios vectoriales analiticos R"? ;Lo presentan al
resolver un sistema de ecuaciones lineales? ;Es en el modo analitico-aritmético o
estructural? ;En estas definiciones emplean el modo sintético para su estudio, o solamente
mencionan la referencia sin mayor profundidad? ;Lo presentan en ejercicios, o en
teoremas? Pensamos que debido al proceso de transposicion didactica en algunos casos el

tratamiento pudiera ser superficial evitando el entendimiento del concepto.

3.1 El espacio vectorial en algunos libros de texto

Las tendencias de estudiantes y maestros para analizar el espacio vectorial, depende en
buena medida de la forma como se introduce en los libros de texto. Si éstos lo hacen de
manera puramente analitica-aritmética, pudieran propiciar en los estudiantes un trabajo
algoritmico y mecénico; o en la forma analitica-estructural los estudiantes pueden pensar
que no tiene sentido la definicion porque no ven claro el concepto. Por otro lado como

resultado de nuestras observaciones y de las investigaciones de Gueudet-Chartier, tanto
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estudiantes como maestros dificilmente abordan un concepto del algebra lineal empleando
elementos del modo sintético-geométrico. Esto nos hace suponer que algunos autores de los
libros de texto abordan el concepto en este modo de pensamiento superficialmente.
Analizamos libros de texto indicados para un primer curso de algebra lineal. El orden
cronologico de nuestro estudio permite observar la evolucion de la presentacion de los
temas; por un lado vemos, mayor difusion en el uso de graficas, asi como una tendencia
generalizada en el empleo de la tecnologia en el estudio de la materia. Por otro lado
podemos notar que la forma de abordar los temas es de manera mas especifica sobre los
conceptos del algebra lineal en los diferentes campos: geometria, algebra de matrices, etc.
En primer lugar consideramos el texto de los autores Birkhoff & MacLane, quienes
desarrollan la teoria con orientacion axiomatica. Continuamos con ¢l libro de Fletcher; en
su andlisis conceptos y definiciones surgen en el contexto de problemas. O’Neil trata los
espacios vectoriales bajo un enfoque tedrico considerando ejemplos tales como los espacios
vectoriales geométricos R?, R® y los espacios aritméticos R". Los autores Friedberg, Insel y
Spence enfocan su estudio a las aplicaciones. Banchoff & Wermer desarrollan el algebra
lineal paso a paso, de R', R?,...R", con aplicacion a la geometria analitica. Porter & Hill en
su texto introducen los conceptos del algebra lineal en un enfoque tecnologico. Por ultimo
Rincon Mejia introduce los espacios vectoriales en forma puramente axiomatica.

En el andlisis hemos conservado la notacion empleada por los autores para evidenciar la
diversidad entre ellas, pues creemos que las diferentes simbologias de los textos pueden
representar otro problema para quienes inician el estudio del algebra lineal. Para cada uno
de los libros analizados proponemos un titulo, con el fin de orientar sobre el enfoque de los
autores; después del anélisis, consideramos pertinente presentar algunas reflexiones sobre
el texto. Para terminar, al final del capitulo exponemos una serie de comentarios en una

revision global de los mismos.

3.1.1 Algebra Moderna, Birkhoff, G. & MacLane, S. (1954). El espacio vectorial en la
naciente teoria axiomatica del algebra lineal

Con fundamento en las notas de un curso sobre la ensefianza universitaria realizado en una
estancia en Alemania (1936), Birkhoff y MacLane publicaron la primera edicion de su texto

en 1941, con el titulo original en inglés “Survey of Modern Algebra”. Realizamos nuestro
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analisis de la traduccion de la 12* edicion inglesa de 1953, publicada en 1954. El texto de
Birkhoff y MacLane es una de las primeras obras modernas preparada explicitamente para
la ensefianza universitaria.

Para difundir los aspectos més sobresalientes del Algebra Moderna, los autores destacan el
método abstracto de investigacion, la axiomatizacion de los sistemas formales, tales como
grupos, anillos, campos y espacios vectoriales. Incluyen en cada una de las unidades gran
cantidad y variedad de ejercicios, algunos de calculos algoritmicos y otros que requieren
procesos de abstraccion y conceptualizacion.

Los autores consideran su libro para un curso elemental, sin embargo, encontramos una
obra compleja, un compendio sobre los temas mas recientes en su época sobre el algebra
moderna, que tratan conceptos abstractos y dificiles para un estudiante. De acuerdo a
Birkhoff y MacLane los ejemplos deben ser familiares al lector, resaltan asi, la importancia
de que todos los conceptos abstractos nacen del analisis de situaciones concretas. En su
opinidn, los ejercicios deben permitir al profesor adaptar el texto a estudiantes de diversos
grados de madurez, por lo cual proponen ejercicios de varios niveles, tanto de mecanicidad
como algunos que requieren desarrollos tedricos adicionales.

Para definir la nocion de vector, los autores establecen analogia con las magnitudes de la
fisica con direccion y sentido, que se pueden representar graficamente y cumplen la ley del
paralelogramo (figura 1), con leyes algebraicas de adicion de vectores y multiplicacion por

escalares, que en el caso de que los numeros reales denota por R*.

atp
B )
Figura 1

\

a

Una vez representados los vectores en el plano, para Birkhoff y MacLane la geometria
analitica sugiere representar los vectores por pares de numeros reales, entonces
graficamente un vector se representa por una flecha con origen en (0,0) y extremos en (a;,
a,); la suma de vectores y los productos por escalares se calculan por las reglas conocidas
de la geometria analitica, dando lugar a las leyes algebraicas del calculo vectorial. Antes de
generalizar la definicion de espacio vectorial proponen el siguiente ejercicio para el
estudiante:

Demostrar que cualquier vector « en el plano se puede representar univocamente como una
suma a = f + y, donde [ es un vector sobre el eje x y yun vector sobre el eje y.
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Birkhoff y MacLane generalizan en dos sentidos el concepto de vector:

a) Primero generalizan respecto al nimero de dimensiones: Con referencia a la fisica,
llamando a la intuicion del estudiante, en una primera etapa consideran los vectores del
espacio vectorial geométrico de tres coordenadas (a;, a, a3). En una segunda etapa
generalizan a los espacios vectoriales aritméticos n-dimensionales: los conjuntos de
a=(ay,...,a,), donde a; es un nimero real y n es cualquier nimero positivo. En éstos se
puede considerar una geometria de » dimensiones, donde las lineas rectas son los conjuntos
de elementos de la forma a+/fx (o, B0 fijos, x variable escalar). En una tercera etapa
generalizan a espacios vectoriales de dimension infinita: los conjuntos S de las funciones
f(x), donde f{x) es uniforme y continua en la variable real x, en el intervalo 0<x<1. Dos de
tales funciones f(x) y g(x) pueden sumarse para dar otra funcion A(x) = f(x) + g(x), y el
producto “escalar” de f{x) por una constante real ¢ es también una funcién cf(x). En este
conjunto S, los vectores tienen una componente en cada punto x del intervalo 0<x<1, esta
componente es el valor de la funcion.

b) En el segundo sentido de generalizacion consideran los elementos de cualquier campo,
no necesariamente de nimeros reales para las componentes de los vectores y los escalares,
por ejemplo, los vectores con componentes complejas. Para establecer la relacion con un
contexto familiar al lector, los autores mencionan sobre el uso constante de los vectores con
componentes complejos tanto en electromagnetismo como en la teoria de circuitos
eléctricos.

A partir de los ejemplos en los incisos a) y b), Birkhoff y MacLane definen un sistema
Va(F), para cualquier entero positivo n y cualquier campo F, como el conjunto de las n-adas
o=(aj,...,a,), p=(by,...b,), ... con componentes a; y b; en F, con las operaciones de adicion y
multiplicacion por escalares. En los ejemplos explican como pueden demostrarse las leyes
algebraicas para un espacio vectorial R", asi, tienen las propiedades de espacio vectorial
aritmético. Finalmente, resumen las propiedades algebraicas de los vectores para definir
espacio vectorial:

Definicion. Se llama espacio vectorial (espacio lineal) ¥, sobre un campo F, a un conjunto
V' de elementos llamados vectores, tales que dos cualquiera de ellos « y £ determinan
univocamente un vector suma a+/f, y cada vector o de V'y cada escalar ¢ de F determinan
un producto por escalares ca en V, con las propiedades siguientes:

V es un grupo abeliano aditivo.

clatpP)=ca+cp, (ctc’)a=cat+c’'a (leyes distributivas)
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(cc)a=c(c'a), la= a (Las reglas anteriores son validas para todos los vectores o
y fy todos los escalares cy ¢’ )

Birkhoff y MacLane definen subespacio con referencia a la imagen geométrica en el
espacio tridimensional ordinario, V3(R*): los vectores situados sobre un determinado plano
fijo que pase por el origen, forman por si mismos un espacio vectorial bidimensional que es
parte del espacio entero. Andlogamente, el conjunto de todos los vectores situados sobre
una recta que pasa por el origen, es cerrado para las operaciones de adicion y multiplicacion
por escalares y por lo tanto, este conjunto también es un subespacio de V; (R*). En el caso
general, se tiene la siguiente:

Definicion. Un subespacio S de un espacio vectorial V es un subconjunto de V que es
también un espacio vectorial con respecto a las mismas operaciones de adicion y
multiplicacion escalar definida en V.

Es condicion necesaria y suficiente para que S # @ sea un subespacio de V, que la suma de
dos vectores cualesquiera de S esté en S, y el producto de cualquier vector de S por un
escalar esté en S. Consideran ejemplos de subespacios, en R" y de funciones y polinomios.
Para definir el espacio vectorial generado por las combinaciones lineales de n vectores: &,
&E,... &y de un espacio vectorial V demuestran el teorema:

Teorema 1. El conjunto de todas las combinaciones lineales de un conjunto de vectores de
un espacio ¥ es un subespacio de V. (Es evidente que es el menor subespacio que contiene a
los vectores dados y se dice que es el espacio generado por ellos).

En los ejemplos regresan a la geometria: El subespacio S generado por un sélo vector & =0
es el conjunto de todos los multiplos (c&) de & Geométricamente representa la recta que
pasa por el origen y por & De modo andlogo, el subespacio generado por dos vectores no
colineales &; y & es el plano que pasa por el origen y por &; y &,. Entonces demuestran el
siguiente:

Teorema 2. La interseccion SHT de dos subespacios cualesquiera de un espacio vectorial V'
es también un subespacio de V.

Dos subespacios S'y T de un espacio vectorial determinan un subconjunto S+7 formado por
las sumas o+ (a €Sy f €T), este conjunto S+7, también es subespacio.

Los autores retornan una vez mas a la geometria y expresan que el espacio ordinario V3(R)

puede generarse por los tres vectores £,=(1,0,0), £=(0,1,0) y &=(0,0,1) de longitud uno,
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situados en los tres ejes coordenados: El conjunto minimo de vectores que genera el espacio
R’ consta de tres elementos; este espacio no se puede generar por un conjunto de dos
vectores, un conjunto de dos vectores no colineales genera un plano que pasa por el origen.
Mas generalmente, todo V,,(F), puede generarse por los n vectores unitarios: £=(1,0, ..., 0),
£=(0,1,0, ..., 0), ..., &=(0, ..., 0,1). Caracterizan la nocion de independencia-dependencia
lineal por el resultado del teorema:

Los vectores ¢;,..., &, son linealmente independientes (sobre F) cuando para los escalares
Crye Cyen F,cioy + ..., + c,a, = 0, implica que ¢; = ¢; = ,...,= ¢, = 0. Los vectores que
no son linealmente independientes se dice que son linealmente dependientes.

Teorema 3. Los vectores no nulos ¢; ,..., @, en un espacio vectorial V' son linealmente
dependientes cuando alguno de los vectores ok es una combinacion lineal de los
precedentes y solo en este caso.

Como en casos anteriores, Birkhoff y MacLane retornan a los espacios vectoriales
geométricos y analizan en un ejemplo la nocion de base:

Los tres vectores £,=(2,0,0), £>=(1,3,0) y £=(0,-2,0) no pueden generar todo el espacio
ordinario V3(R*), porque estan situados en un plano; se pueden relacionar por la ecuacioén
L1 -2, -3 =0, despejando f; = 23, + 3;. Asi, el conjunto (5, [, [;3) genera el mismo
espacio que el subconjunto (f;, £,); éste es un conjunto maximo de vectores linealmente
independiente que genera el subespacio. Con este resultado estan preparados para definir la
dimension:

La dimensién de un espacio vectorial, es el menor nimero de vectores con los que se puede
generar el espacio vectorial.

Birkhoff y MacLane definen base de un espacio vectorial:

Cualquier subconjunto del espacio vectorial linealmente independiente, que genera al
espacio entero.

Un espacio vectorial es de dimension finita cuando contiene una base finita. Los autores
analizan los ejemplos: El espacio vectorial solucion de una ecuacion diferencial de segundo
orden que se emplea en Mecanica, Electricidad y en otros problemas sobre vibraciones; el
espacio vectorial de los numeros complejos sobre el campo de los numeros reales R*; el
espacio vectorial F[x] de todos los polinomios de grado < n en una indeterminada x sobre
un campo F. Birkhoff y MacLane presentan los siguientes resultados a partir de la

definicién de base:
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Teorema 4. La representacion de un vector en un espacio ¥, como combinacion lineal de los
vectores de una base dada, es unica.

Teorema 5. Todo espacio vectorial V' sobre F' de dimension finita es isomorfo con un
espacio V,(F) de n-adas.

Teorema 6. Todo conjunto linealmente independiente de elementos de un espacio vectorial
de dimension finita, es parte de una base.

En esta seccion podemos clasificar los ejercicios en varios grupos: De enfoque algoritmico
en los modos analitico-aritmético y estructural, donde el estudiante tiene que representar un
vector en diferentes bases. Algunos ejercicios en R’ requieren de los modos sintético y

analitico, por ejemplo, encontrar diferentes bases y sus representaciones graficas.

Observaciones sobre el espacio vectorial en el texto Algebra Moderna

Vemos en esta obra, una recopilacion de los autores para llevar a las Universidades los
temas recientes del algebra moderna de su €poca. Del algebra lineal observamos el esfuerzo
por presentar un enfoque intuitivo sobre la nocion de vector y espacio vectorial.

En el texto, el concepto de vector surge como una magnitud de la fisica, en particular en
los campos de la Estatica, Dindmica, Electricidad y Electromagnetismo; la definicion
analitica de vector en el plano y el conocido paralelogramo para sumar fuerzas, inducen el
algebra de los vectores. De esta forma, en un afan de presentar la teoria accesible a los
estudiantes, los autores obtienen el vector con la herencia de la geometria analitica. Al
establecer relaciones tan estrechas entre los conceptos de vector, espacio vectorial, base y
dimension, con la geometria analitica, posiblemente el entendimiento de los conceptos sea
superficial y algunos estudiantes no capten la diferencia entre vector geométrico y vector
del algebra lineal, o tengan un concepto intermedio. Sin embargo concientizar al estudiante
sobre el uso de las diferentes representaciones pudiera flexibilizar su pensamiento y obtener
elementos para el entendimiento de la teoria.

Vemos que los autores con la ayuda de la geometria y la intuicidon, definen los espacios
vectoriales aritméticos de dimension 2 (R?) y3 (R); generalizan a los espacios aritméticos
R", para n>3 y a espacios vectoriales mas generales de dimensiones tanto infinitas
numerables como infinitas no numerables; otra generalizacion es sobre los campos
numéricos. Aunque la forma de generalizar nos parece abrupta, pues el estudiante empieza
el estudio de los espacios vectoriales y en particular R?, en ese tiempo se pens6 que la

generalizacion era sencilla. No obstante, actualmente, de acuerdo con la tesis de Tall
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(1991), para ella se requieren cambios en las ideas del esquema mental, debido a que la
abstraccion es tanto expansiva como reconstructiva.

Los simbolos, el lenguaje geométrico y las imagenes mentales en un principio posiblemente
ayuden al estudiante. Sin embargo, el cambio del lenguaje geométrico y el de un enfoque
tedrico-conjuntista, puede representar una dificultad en la construccién de la teoria del
algebra lineal (Sierpinska, 1994). Asi, vemos un impedimento para el entendimiento de los
espacios vectoriales, en la logica que implica el uso de cuantificadores; asi como el
significado de los elementos de la teoria, en un enfoque estructural. No obstante, para ver la
teoria el principiante se pudiera ayudar con la referencia a elementos tales como la
geometria, la intuicion y las aplicaciones.

Desde un inicio, los autores abren un camino para trabajar con el espacio vectorial y los
conceptos de generar e independencia lineal heredados de la geometria analitica, asimismo,
cuando definen los subespacios. Aunque las propiedades de las nociones surgen como en la
historia y pueden ayudar a su entendimiento, pensamos que es necesario profundizar en el
concepto de espacio vectorial y su relacién con los conceptos germinales.

Los autores tratan de establecer relacion entre los espacios vectoriales en situaciones
concretas, por ejemplo, en Mecanica y Electricidad. No obstante, en un curso elemental, la
teoria puede resultar dificil para los estudiantes. Cuando generalizan de los espacios
vectoriales geométricos de dimensiones 2 y 3 a los polinomios y las ecuaciones
diferenciales, se requiere del estudiante un escenario de conocimientos muy amplio para
trabajar todos esos conceptos en la teoria formal.

Para la construccion de los espacios vectoriales en el enfoque de los modos de
pensamiento, vemos el modo sintético-geométrico tanto en el lenguaje, como al llamar a la
intuiciéon. En el analitico-aritmético y estructural se manifiesta cuando establecen los
axiomas de espacio vectorial en R* y contintan con los axiomas en R". En el esfuerzo de
los autores por presentar la nueva teoria axiomatica (1941) para la ensefianza universitaria,
emplean una forma hibrida para definir espacio vectorial en R* y en R™. Los ejemplos y
ejercicios para generalizar la teoria conducen al estudiante, quien debe conocer la teoria de
funciones y de campos numéricos. El espacio vectorial en el texto tiene las tres raices de los
modos sintético-geométrico, analitico-aritmético y estructural. Birkhoff y MacLane alientan

el estudio de los espacios vectoriales con la intuicion y el lenguaje del modo sintético-
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geométrico, establecen las definiciones y resultados en el modo analitico, no obstante,

regresan al sintético en los ejemplos.

3.1.2 Linear Algebra Through its Applications, Fletcher, T. J. (1972). El espacio
vectorial en el contexto de problemas

El enfoque del texto es poco comun. De acuerdo con la explicacion del autor, al escribir el
libro tuvo la idea de hacerlo diferente a muchos libros de algebra lineal; su objetivo era
aproximarse a las teorias por medio de problemas. La mayoria de las ideas de un curso
introductorio de algebra lineal se encuentran en el libro; Fletcher acepta los resultados de
las teorias, su principal objetivo es demostrar la necesidad y los propositos de las mismas,
remite a quienes deseen profundizar en la materia a la bibliografia adecuada.

De acuerdo con Fletcher, a pesar de que el material del libro no es exhaustivamente teérico,
es propio para los maestros de secundaria, quienes buscan incrementar sus conocimientos
en algebra lineal; asimismo, su enfoque es valioso para los estudiantes de preparatoria o
universidad. Fletcher considera aplicaciones particulares del algebra lineal en geometria,
fisica, estadistica y otras areas, no obstante, no es una guia para los expertos que ya
conocen la teoria. El enfoque es en la forma de aplicaciones seleccionadas porque de
manera natural conducen a la idea clave de la teoria.

En opinion de Fletcher, a primera vista varias situaciones parecen muy diferentes, sin
embargo, las investigaciones han encontrado estructuras similares para todas ellas: la de un
espacio vectorial. De esta manera, la pregunta no debe ser ;qué es un vector? La pregunta
adecuada es ;como se comporta un vector? (Saldanha, 1995); por lo tanto, en cada uno de
los ejemplos analiza el comportamiento de los vectores, e introduce el concepto en el
contenido de problemas.

Como primer ejemplo, en el contexto de las progresiones aritméticas muestra: 1) Si se
suman término a término dos progresiones aritméticas se obtiene otra progresion aritmética.
2) Si cada uno de los términos de una progresion aritmética se multiplica por una constante,
el resultado es una progresion aritmética. Entonces el conjunto es cerrado respecto a la
operacioén suma y a la multiplicacion por un escalar. Con este resultado Fletcher generaliza:
Cualquier sistema que se comporte en esta forma, es un espacio vectorial o espacio lineal y

los elementos del espacio son los vectores. En este contexto, las siguientes progresiones I) y
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IT), son una base del espacio vectorial, pues cualquier progresion aritmética se puede

expresar en términos de éstas:

D x=1,1,
my=0,1,

1, 1,...
2,3,...

Como una consecuencia inmediata del resultado anterior, el espacio de las progresiones
aritméticas es de dimension 2. En esta seccion Fletcher propone los siguientes ejercicios.

Ejercicio 1.1: Considerar 3 progresiones aritméticas, demostrar que siempre es posible
expresar una linealmente en términos de las otras 2.

Ejercicio 1.2: Representar la progresion aritmética pX + gy por el punto (p, ¢) en un plano
Cartesiano. ;/Cuales puntos representan las progresiones aritméticas que son multiplos
escalares del representado por (p, ¢)? ;Coémo es la adicién aritmética de progresiones
representadas en el plano Cartesiano?

Vemos que en el ejercicio 1.1 maneja el concepto de dependencia lineal. En el ejercicio 1.2
cuando Fletcher establece el isomorfismo: (1,0) < x, (0,1) <> y, entre las progresiones
aritméticas y los puntos del plano Cartesiano nacen las ideas de base candnica, y
subespacio generado por (p, q).

En el ejemplo 2 sobre las matrices magicas y semimdagicas 3x3, verifica los axiomas de
espacio vectorial, revisa las nociones de base y dimensién para los espacios vectoriales,
define la nocidon de subespacio y considera cierto el siguiente resultado: Cualesquiera dos
conjuntos de vectores independientes que sean una base para un espacio contienen el
mismo numero de vectores. De esta forma introduce rdpidamente los conceptos de base,
dimension y subespacio.

En el contexto de los polinomios demuestra la conveniencia de tomar algunos de éstos
como base y expresar los otros elementos del espacio vectorial en términos de ellos;
dependiendo de las caracteristicas de los polinomios, trata de encontrar la “mejor” base
para el espacio vectorial. Fletcher después de analizar diferentes ejemplos de espacio
vectorial, en fisica y quimica para definir una variedad lineal sobre un campo F, establece
que un conjunto de vectores es una base o una base minimal para un espacio vectorial en
los siguientes términos:

Una base es un conjunto de vectores linealmente independiente y cada vector del espacio
puede expresarse en términos de ellos.

Fletcher pretende encontrar un conjunto de vectores que satisfagan la segunda condicion, es

decir, que cada vector del espacio vectorial se pueda expresar en términos de ellos. Este
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conjunto no cumple necesariamente la condicion de independencia lineal, sin embargo,
siempre es posible encontrar un conjunto menor de vectores linealmente independientes y
de esta forma una base para el espacio vectorial: Un conjunto dado de vectores {xi, xa,...
Xk}, genera el espacio vectorial de las posibles sumas lineales de la forma A;x; + Aox +... +
Mxx donde las A’s son de un campo numérico, usualmente de los nimeros reales. Como los
vectores x’s pueden ser linealmente dependientes, entonces la dimension del espacio
vectorial no puede exceder a k. Asi, el autor relaciona al espacio vectorial las nociones de

base, dimension, generar y dependencia-independencia lineal.

Observaciones sobre el espacio vectorial en el texto Linear Algebra Through its Applications
Fletcher imprime en su texto un enfoque no convencional al examinar las ideas de algebra
lineal en el contexto de problemas, dejando al lector descubrir por si mismo la teoria.
Expone una definiciéon de espacio vectorial con elementos de la aritmética que pueden
entender estudiantes aun de bachillerato. Sin embargo, como hemos analizado en los
capitulos anteriores, para un estudiante no es facil descubrir la teoria.

El autor utiliza el ejemplo de las progresiones aritméticas para definir espacio vectorial,
base y dimension. En el ejercicio 1.2 surge la nocion de subespacio cuando establece un
isomorfismo entre las progresiones aritméticas y el plano Cartesiano. Podemos ver su
enfoque en cierto sentido inverso al usual, de definir el espacio vectorial en el plano, asi
como definir primero la base y después las nociones de combinacion lineal, generar e
independencia-dependencia lineal.

Fletcher considera, por un lado, mas importante la propiedad de expresar cualquier vector
del espacio vectorial como combinacion lineal de los elementos de la base, y por otro,
primero define la base y después surge el concepto de dependencia lineal. En este enfoque
el estudiante puede ganar entendimiento cuando emplea la propiedad de que los elementos
del espacio vectorial se pueden expresar a través de una base. La nocidén puede resultar mas
interesante para €l y no una consecuencia que posiblemente conceptie superficial, como en
el caso de expresar los vectores del espacio vectorial con referencia a los vectores unitarios
del plano cartesiano, una nocién de la geometria analitica ya conocida y la propiedad

resulta inmediata.
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Esta orientacion de discutir situaciones de las cuales emerjan las ideas de la teoria, puede
ayudar al estudiante a familiarizarse con las nociones; al introducir los conceptos en el
contexto de los ejemplos, puede ver la utilidad de ellas cuando se percate de la
simplificacion al expresar los vectores en términos de una base dada. Sin embargo, para que
el estudiante pueda abstraer las ideas de la teoria, necesita conocer los diferentes contextos
que maneja el autor, debe tener un gran acervo de conocimientos en los campos de la fisica,
quimica, estadistica, etc. Un estudiante puede desarrollar intuicion para ver los conceptos;
no obstante, para el entendimiento de las nociones del algebra lineal le pueden faltar
elementos estructurales y pudiera causarle dificultades tanto en sus razonamientos como en
el desarrollo de los calculos.

El punto de vista de la geometria cominmente tiene el objeto de usar métodos algebraicos
para resolver problemas geométricos, sin embargo, el mismo Descartes emplea la
configuracién geométrica para ilustrar y ejemplificar relaciones algebraicas; Fletcher
adopta este punto de vista. No estudia la geometria como la ciencia del espacio fisico, sino
se limita a los aspectos de geometria y dlgebra aplicables a otras ramas como la mecénica y
estadistica. Sin embargo, la aplicacion a la mecénica no es en el sentido del espacio fisico
de tres dimensiones, sino por la razén menos obvia de la geometria n-dimensional que
explica el comportamiento de un sistema mecanico con n partes movibles independientes.
En la presentacion de Fletcher, las nociones germinales surgen después de las definiciones
de base y dimension, como una propiedad asociada a las combinaciones lineales. Asi la
base ya no es la que se compone de las ideas de independencia lineal y generar como nace
en la historia y es clasica en otros libros. En este enfoque por un lado, la discusion sobre los
conceptos germinales queda limitada y un estudiante puede pensar que esos conceptos son
aislados. Por otro lado, la nocidon cobra importancia por la propiedad de expresar los
elementos del espacio vectorial como combinacion lineal de los vectores de la base.

En este enfoque, Fletcher construye un espacio vectorial con una base de dimension 2, en
los modos analitico-aritmético y estructural. El modo sintético no surge en este analisis,
como ¢l lo explica no estudia la geometria en el sentido del espacio fisico. De esta manera,
por un lado, puede ser que el aspecto geométrico del espacio vectorial no se desarrolle. Por
el otro, el modo analitico no se establece formalmente, pues la idea es mostrar como se

comporta el vector en diferentes contextos. Asi los conceptos pueden quedar en un nivel
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superficial para el estudiante. Sin embargo, puede ser mas facil que el estudiante acepte

otros objetos ademads de las flechas como elementos de un espacio vectorial.

3.1.3 Introduction to Linear Algebra. Theory and Applications, O'Neil, P. V. (1979). El
espacio vectorial en los modos analitico-aritmético y analitico-estructural

Peter V. O’Neil establece el objetivo del libro, para un primer curso de algebra lineal, para
quienes al menos han estudiado un semestre de célculo. Su enfoque es una opcion al
matricial, que en su criterio es mds usual en los libros de este nivel. De acuerdo a O’Neil, el
tratamiento de los espacios vectoriales requiere mayor estudio y en particular se necesita
analizar los espacios R’ y R" en detalle. En su opinion, ésta es una forma mas natural de
estudiar el algebra lineal que producird ganancias posteriormente, en una discusion
metddica y més motivada de temas tales como solucion de sistemas de ecuaciones lineales.
En cada seccion presenta una gran cantidad de ejercicios, clasificados en dos tipos:
Problemas computacionales y problemas tedricos.

Para el autor el término espacio vectorial se emplea para identificar ciertas propiedades
algebraicas de una coleccion de objetos, por lo cual empieza reflexionando en un escenario
familiar de la geometria: el plano. Por un lado, éste se puede visualizar en puntos y lugares
geométricos; por otro, tiene una estructura algebraica. En el marco de la geometria analitica
emplea el simbolo @ para denotar la suma de parejas ordenadas de numeros reales
asociadas a los puntos en el plano; para el producto de una pareja de nameros reales por un
numero real emplea el simbolo ®. Asimismo puntualiza la existencia de las parejas (0,0) y
(-x, -), si se tiene (x, y). Generaliza estas operaciones en dos dimensiones a los puntos en el
espacio con tres coordenadas (x,y,z), con cuatro coordenadas y con n coordenadas.
Asimismo, emplea estos simbolos para las sumas de polinomios y de funciones continuas
definidas en un intervalo.

Con estos ejemplos como breve introduccion, O’Neil define axiomdaticamente espacio
vectorial real V' con las operaciones @ y ®; denota con el simbolo 6 al vector cero. De la
notacion refiere que los elementos de V' se llaman vectores por razones histdricas, aunque V
no necesariamente consiste de vectores en el sentido cldsico de la fisica. (Con esta

aclaracion, posiblemente el autor considere el origen de la palabra vector en la suma de
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fuerzas, como analizamos en el capitulo I, parrafo 1.1.2.) Sobre el término escalar para
numero real nos dice que se mantiene por tradicion.

De acuerdo a O’Neil el espacio vectorial real R’ se puede visualizar como los puntos en el
plano; las parejas ordenadas simbolizan puntos localizados como es usual, respecto a un par
de ejes perpendiculares; los vectores en R? también se pueden representar como flechas con
punto inicial en el origen de coordenadas y punto final (x, y) (fig. 2). La interpretacion para
la suma de vectores es de acuerdo a la ley del paralelogramo (fig. 3); la multiplicacién por
un escalar geométricamente se ve en la figura 4.

La ayuda visual de vectores en R* persiste en R’, con el paralelepipedo de referencia.
O’Neil explica que para R", n > 3, dicha ayuda no se tiene, no obstante, R> y R’ son
arquetipos y, analizandolos, la percepcion y la intuicién permiten un mejor sentimiento para
los espacios vectoriales generales. En un ejemplo, O’Neil analiza el espacio vectorial R'; de
esta forma, considera los espacios R" para n > 1. Generaliza a los espacios vectoriales de las
funciones continuas definidas sobre el intervalo [a, b] y a los espacios vectoriales sobre
conjuntos de niimeros complejos. Siempre en el contexto de los ejemplos y problemas

continta con las definiciones como vemos en seguida.

%)

Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

Definicion. Subespacio: Sea (V, ®, ®©) un espacio vectorial y S un subconjunto de V. Puede
suceder que (S, @, ©) sea un espacio vectorial con las mismas operaciones definidas en V.
En este caso llamamos a S subespacio de V.

Como en casos anteriores, se apoya en las ayudas visuales en R’ para demostrar que si una
’ . . 2 . .
linea S en el plano pasa por el origen es un subespacio de R°. En el siguiente teorema tiene
la condicidn necesaria y suficiente para que S sea subespacio de V:

Teorema. Sea (¥, ®, ©) un espacio vectorial y S un subconjunto de V no vacio. Entonces S
es un subespacio de V si y solo si valen las siguientes dos condiciones:

1) a @ b pertenece a S paracadaay b en S

2) oo © a pertenece a S para cada a en S y cada numero real a.
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En este punto O’Neil deja de usar los simbolos @ y ®, para denotar las operaciones y
emplear la notacién (¥, +, -). Continlia con las nociones para definir la base y demostrar
algunos teoremas relativos a ésta:

Definicion. Combinacioén lineal: Sea S un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V.
Una combinacién lineal de S es una suma as; +,...,+ 0,8y, donde sy,...,s, son algunos de los
vectores en S y o; ,.., O, son numeros reales. A menudo esta suma se escribe

n
como Zi_ | osi

Definicién. Dado cualquier subconjunto no vacio S de ¥, podemos formar el conjunto S* de
todas las posibles combinaciones lineales de S: S* = {Z; oisi | n es un entero positivo,

;. , A .
o,...,00, SON numeros reales y sy,...,s, estan en S}. Entonces S~ consiste de todas las sumas
o) +,..., T 0Sy, con n cualquier entero positivo, si,...,s, estdn en Sy dy,...,0, nimeros
reales.

Teorema. S” es un subespacio de V. El subespacio S” de V es el generado por S. Un caso
especial es cuando V = S*.

Siguiendo con un ejemplo, nos dice:
{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}, es un conjunto generador de R’, ya que cualquier vector (X, y, z),
puede escribirse como: x(1,0,0) + y(0,1,0) + z (0,0,1).

Definicion: Sea S un conjunto de vectores de un espacio vectorial V: S es linealmente
independiente si para s, S»,..., S, en S y o, da,..., O, NUMeros reales, tales que as; + d;,s;
+,...,* ops, = 0 entonces necesariamente, o; = oy =,..., = o, = 0. S es linealmente

. . . , . . ., . n
independiente si la Unica combinacion lineal de S, ZH a;s; = 6 (vector cero) es la

combinacion lineal trivial. Si S no es linealmente independiente se dice que es linealmente
dependiente, es decir, si alguna de las a; # 0.
O’Neil aclara con ejemplos en R* y R? las nociones de generar e independencia lineal.
Expresa que estas nociones no se relacionan entre si, en el sentido que un conjunto
linealmente independiente no necesariamente genera al espacio vectorial y si un conjunto
genera el espacio vectorial, no necesariamente es linealmente independiente. Con estas
observaciones define la base de un espacio vectorial /'y obtiene algunas propiedades:

Un subconjunto S de / es una base de V' si
1) Genera al espacio vectorial y ii) Es linealmente independiente

Propiedad. S es una base para V' si satisface las condiciones: Cada vector en V es una
combinacion lineal de S. La tinica forma de escribir & como una combinacion lineal de S es
por la combinacion lineal trivial.
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Teorema: Si S = {sy,..., s,} es una base para V y x estd en V, entonces hay nimeros {inicos
o,..., Oy, tales que x = o +...+ 0,8y, asi queda caracterizado el espacio vectorial a través
de los vectores de la base. Existe una forma unica de representar cada elemento del espacio
vectorial como una combinacion de los elementos de la base. Con este resultado desarrolla
la nocidn de coordenadas de un vector respecto a una base ordenada.

O’Neil estudia los conceptos de transformacion lineal, rango y espacios nulos,
isomorfismos, matrices y transformaciones lineales, sistemas de ecuaciones, representacion
matricial de las transformaciones lineales, eigen valores, eigen vectores. El autor siempre
trata de relacionar las nociones con el espacio R?, desde el punto de vista de la geometria

analitica.

Observaciones sobre el espacio vectorial en el texto Introduction to Lineal Algebra. Theory and
Applications

Vemos en O’Neil el empleo de una notacion especial para establecer claramente la
diferencia entre suma de vectores y el producto de un escalar por un vector, con las
operaciones algebraicas entre nimeros. En un principio puede parecer extraio al estudiante,
sin embargo, puede ayudar para distinguir entre el vector y sus componentes, no obstante,
se puede confundir con la suma de conjuntos como se utiliza en algunos libros.

O’Neil utiliza la visualizacion, las imagenes mentales y la representacion de la geometria
analitica para guiar al lector al estudio de los espacios vectoriales. De esta forma, el autor
considera simultdneamente los espacios vectoriales isomorfos de dimension 2: los puntos
del plano, los vectores-flecha y la representacion estructural. Si no se profundiza mas, en
los 3 lenguajes puede propiciar confusiones al estudiante, cuando no encuentra diferencia
entre punto de la geometria analitica, vector geométrico y vector del algebra lineal. Ademas
los vectores quedan fijos al origen, sin hacer hincapié sobre el motivo; asi el estudio de los
vectores en este enfoque, con el uso de los lenguajes intuitivos y las ideas de espacios y
base geométricos, le pueden confundir.

El proceso de generalizacion de los espacios vectoriales geométricos a los analiticos, de R’
a R", no es tan simple; como hemos visto, involucra un proceso de reconstruccion de un
esquema mental (Tall, 1991). Con los cambios en el lenguaje, como se sabe, por ejemplo,
una base en R’ puede verse como tres vectores no coplanares; sin embargo esta idea no

puede generalizarse a R".
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En el contexto de la geometria analitica, si el estudiante trabaja desde el inicio los
conceptos de conjunto generador, independencia-dependencia lineal, base y espacio
vectorial, lo puede ayudar. Sin embargo, las nociones como herencia de la geometria
analitica pueden quedarse sin relacionar.

En el enfoque de los modos de pensamiento, O’Neil introduce el estudio de los espacios
vectoriales en el modo analitico; analiza como las operaciones algebraicas entre las parejas
ordenadas de los puntos en el plano, satisfacen los axiomas de espacio vectorial, asimismo,
asocia la nocion de vector geométrico o de la fisica. Cuando propone esta asociacion, el
estudiante puede tener arraigado el concepto de vector como pareja ordenada y puede ser
dificil que deje ese modelo analitico.

Pensamos por un lado que la observacion de O’Neil: independencia lineal y generar son
nociones no relacionadas una con otra, puede confundir al estudiante. Por el otro, cuando
analiza la nocion de base como un conjunto generador al que se le quitan vectores para
formar una base, puede ser mas precisa cuando se dice que es un minimo conjunto
generador; asimismo, la nocion de base como méximo conjunto linealmente independiente
en V.

El autor emplea el lenguaje de los modos sintético-geométrico y analitico; se apoya en las
representaciones de la geometria analitica, para definir espacio vectorial en el modo
analitico-estructural. Para O’Neil es muy importante el modelo aritmético, por lo cual
emplea una simbologia especifica para hacer hincapié en la diferencia de suma de vectores
y suma de las componentes de los vectores.

En el texto de O’Neil vemos una tendencia muy marcada al uso de la base canonica en los
espacios R°, R’,..R", que puede llevar al estudiante a no pensar en otras bases. El texto
practicamente utiliza el lenguaje del modo analitico para definir los conceptos germinales
de la base, de esta manera podemos ver que al enfoque de O’Neil, le falta una componente

epistemologica en la conceptualizacion de un espacio vectorial.

3.1.4 Algebra Lineal, Friedberg, S., Insel, A. y Spence, L. (1982). El espacio vectorial
en un enfoque analitico, y de aplicaciones

En opinién de Friedberg, Insel y Spence, la extraordinaria importancia del Algebra Lineal

se debe al empleo en el tratamiento moderno de la geometria y el andlisis, aun cuando el
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lenguaje y los conceptos de la teoria se han aplicado tanto en las ciencias naturales como
sociales. Por esto, los autores tienen el propdsito esencial de presentar cuidadosamente los
principales temas del algebra lineal e ilustrar la utilidad de la materia a través de una amplia
variedad de aplicaciones. Para el uso formal del libro suponen que los alumnos han debido
cursar previamente calculo. Cada seccion del texto cuenta con multiples ejemplos y
ejercicios de tipo algoritmico, de desarrollo tedrico y conceptual asi como de aplicacion de
la teoria.

Friedberg, Insel y Spence llaman vector a las nociones de la fisica, tales como las fuerzas,
velocidades y aceleraciones que comprenden una magnitud y una direccion; representan los
vectores por flechas, cuya longitud define la magnitud del vector y la direccion de la flecha
es la direccion del vector. Plantean que los vectores con la misma magnitud y direccioén son
iguales, independientemente de sus posiciones relativas.

Para introducir el concepto de vector los autores se apoyan en las leyes de la fisica,
representan la suma de fuerzas conforme a la ley del paralelogramo y derivan la suma de
vectores geométricamente (Fig. 5). En el contexto de la geometria analitica plana definen

los vectores y las operaciones algebraicas (Fig. 6).

x(aas) 0]

............................................. x+y=(a;+b;, a,tb,)

(a1+b1, bZ)

, P y (b1,b2)
Figura 5 Fig. 6

Con los mismos argumentos, Friedberg, Insel y Spence generalizan las propiedades de los
. . 3 . .
vectores al espacio vectorial R’, aplican estos resultados para obtener algunas propiedades
de la geometria analitica en R’. De acuerdo a los autores diversas entidades como las
fuerzas que operan en un plano y los polinomios con coeficientes reales, poseen las mismas
propiedades que permiten definiciones naturales de suma y multiplicacion por escalares.
Con estas aclaraciones generalizan la definicion de espacio vectorial V sobre un campo F, e

investigan varios ejemplos:
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1- El espacio vectorial F" de las formas n-dimensionales (aj,...a,), donde los valores o
entradas a; son elementos de un campo F.

2- El espacio vectorial M,,,, de las matrices mxn, con elementos en un campo F, bajo las
operaciones de suma de matrices y multiplicacion por escalares.

3- El espacio vectorial F(S, F) de todas las funciones de un conjunto S no vacio, a un campo
F, cualesquiera, bajo las operaciones de suma y multiplicacion por un escalar.

Definen las nociones de subespacio, combinacion lineal y subespacio generado:

Definicion. Un subconjunto W de un espacio vectorial V sobre un campo F se llama
subespacio de V, si W es un espacio vectorial sobre F bajo las operaciones de suma y
producto por escalares definidas en V.

Definicion. Si S es un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V, entonces el conjunto
W integrado por todas las combinaciones lineales de elementos de S, es un subespacio de V,
el mas pequefio que contiene a S. El subespacio W se llama subespacio generado por los
elementos de S.

Simultaneamente presentan el estudio de las combinaciones lineales y de los sistemas de
ecuaciones lineales homogéneos y no homogéneos con mayor énfasis. Con referencia a la
representacion geométrica, establecen la dependencia lineal y base:

Definicion. Un subconjunto S de un espacio vectorial V es linealmente dependiente si existe
un numero finito de vectores distintos x;, X; ,..., X, en S y escalares a;, a, ,..., a, en F, no
todos cero, tales que a;x; + ax; + ... + a,x, = 0. Un subconjunto S de un espacio vectorial
que no es linealmente dependiente, es linealmente independiente.

Definicion. Una base [ para un espacio vectorial V es un subconjunto linealmente
independiente de V que generaa V.
Establecen la siguiente proposicion equivalente para la base:

Un subconjunto de V, B = {Xp..., X, s una base de V si y solo si cada vector y € V se
puede expresar de manera tinica como una combinacion lineal de vectores en [3, es decir, se
puede expresar en la forma y = a;x; +...+ a,X,, para escalares tnicos a, ,..., a,.

Friedberg, Insel y Spence discuten sobre los conceptos de generar e independencia lineal y
obtienen los siguientes resultados:

Corolario: Sea f una base de un espacio vectorial V de dimension n, y sea S un subconjunto
de V linealmente independiente de V que contiene m elementos. Entonces, existe un
subconjunto S; de B tal que S U S; es una base para V.

Corolario. Un subconjunto  de un espacio vectorial V es una base para V siy solo si p es
un subconjunto maximo linealmente independiente.

Los autores aclaran graficamente, por medio de la figura 7, la relacion entre el nimero de

vectores linealmente independientes y el ntimero de vectores que generan el espacio
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vectorial; de esta forma estan preparados para definir la nocién de dimensioén de un espacio
vectorial V, dim (V), transformacion lineal y su representacion matricial, espacio nulo y

rango, isomorfismo y espacio dual.

Un subconjunto de V
linealmente independiente

Una Base de V

Un conjunto que genera V Figura 7

Observaciones sobre el espacio vectorial en el texto Algebra Lineal

Friedberg, Insel y Spence definen vector en relacion con la fisica y la geometria. Con
argumentos puramente de la fisica, consideran por un lado, los vectores como clases de
equivalencia y la suma de vectores geométricamente, por el otro, el espacio vectorial por la
representacion en el plano de acuerdo a la geometria analitica. Asi, vemos en este texto
surgir el concepto de vector y espacio vectorial en la fisica y la geometria analitica
respectivamente. El concepto de generar nace naturalmente con la definicion de subespacio
generado por las combinaciones lineales de elementos del espacio vectorial y en este
contexto aparece la nocién de dependencia lineal.

En este texto encontramos un analisis mas profundo en los sistemas de ecuaciones lineales;
es posible que la imagen geométrica, la forma natural de surgir la nocidon de generar asi
como la discusion en los sistemas de ecuaciones lineales proporcione flexibilidad al
estudiante para entender el concepto de espacio vectorial. Asimismo, la nocién de
independencia-dependencia lineal adquiere mas sentido al estudiarla en los dos contextos.
Pensamos que el enfoque geométrico de la base puede dar una perspectiva dindmica de los
conceptos germinales y ayudar a entender los significados y las razones para tener una
definicion abstracta y formal de la misma. La discusion sobre el nimero de elementos de la

base puede ayudar a entender mas la relacion entre estas nociones ya que es claramente
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descriptiva y de la misma manera ayudar al entendimiento del concepto de espacio
vectorial.

Desde la perspectiva de los modos de pensamiento, los autores consideran el modo
sintético-geométrico para crear el concepto de vector y espacio vectorial, por el lenguaje y
la llamada a la intuicion en R* y R’. Establecen la definicion en los modos analitico-
aritmético y estructural. Tanto los conceptos germinales de la base como el espacio
vectorial se desarrollan en el enfoque del modo analitico-aritmético, no obstante, emplean
modos intermedios al referir las nociones a la geometria, la intuicion el lenguaje y

representaciones para establecer los conceptos.

3.1.5 Linear Algebra Through Geometry, Banchoff, T. & Wermer, J. (1992). Los
espacios vectoriales aritméticos R, R?,... R"

Banchoff & Wermer expresan en su texto la intencion de conducir al estudiante al
entendimiento de algebra lineal elemental enfatizando su significado geométrico. En
opiniéon de los autores muchas e importantes nociones del algebra lineal ocurren en
dimensiones 2 y 3, por lo cual los estudiantes aprenden mejor las nuevas ideas de la materia
cuando surgen en el contexto para ellos familiar de la geometria. Asi, el estudiante con un
entendimiento confiable de estas ideas, encontrard pocas dificultades al generalizar tanto a
dimensiones mayores, como a sistemas algebraicos mas abstractos. Los autores tienen el
sentimiento de que el enfoque geométrico provee de un fundamento so6lido para aplicar el
algebra lineal en ingenieria, fisica, etc.; proponen ejemplos y ejercicios en cada seccion del
texto, en general de tipo algoritmico.

Banchoff y Wermer definen un vector X en una linea, como el segmento dirigido del origen
al punto de ordenada x, denotandolo por (x). En el enfoque de la geometria analitica y de
las propiedades de los numeros reales, establecen los axiomas de espacio vectorial para la

coleccion de todos los vectores sobre la recta R'.
x .
Definen un vector X en el plano, como un par de numeros X=| |; de manera semejante la

grafica es una flecha que parte del origen de coordenadas al punto (x,y). Del producto de un

nimero 7>1 por un vector, obtienen un vector alargado X y si 0<r<1, el vector es acortado.

91



CAPITULO 3

. . 1 0
Para los autores dos vectores particularmente importantes son E; = 0 y E» = ik una

base para R?. De esta manera, cada vector del plano se puede expresar de forma tnica como
suma de estos vectores. Con referencia a la descripcion geométrica y analitica, obtienen las
propiedades de las operaciones algebraicas y establecen los axiomas para el espacio
vectorial R%. El concepto de independencia lineal no lo tratan explicitamente, no obstante,

con referencia a la geométrica sintética y analitica, definen dependencia lineal en el plano:

Definicion. Dos vectores A y B son linealmente dependientes si B esta sobre la linea
determinada por A. Un par de vectores se dice que son linealmente dependientes si uno de
ellos es multiplo del otro.

El anélisis de los autores es algo diferente a muchos de los libros de algebra lineal, pues
consideran la clasificacion de las conicas en el espacio vectorial R?, ademas de las
transformaciones lineales y no lineales del plano, las matrices y determinantes, los sistemas
de ecuaciones lineales, eigen-valores y eigen-vectores.

De manera analoga Banchoff y Wermer presentan en el marco de la geometria analitica, el
estudio del espacio vectorial R>. Los vectores son referidos a un sistema de coordenadas y
los vectores unitarios sobre los ejes coordenados Ej, E, y E3 constituyen una base para R’.
De esta manera establecen la propiedad de que todo vector de R® se puede expresar como
combinacion lineal de los vectores unitarios. En el marco de la geometria analitica, un
vector se puede expresar como la diagonal del prisma rectangular con caras paralelas a los
planos coordenados. Definen espacio vectorial lineal geométrica y analiticamente en R®. En
este espacio analizan las nociones de combinacion lineal y dependencia lineal, en forma

geométrica:

Definicion. 2 vectores A y B, se dicen linealmente dependientes si uno es multiplo del otro,
3 vectores son linealmente dependientes si uno de ellos es combinacion lineal de los otros 2.
La negacion de dependencia lineal es de independencia lineal.

. . ., 2 . . .
En el espacio de dimension 3 como en R”, analizan las transformaciones lineales, los
sistemas de ecuaciones lineales homogéneos y no homogéneos, eigen-valores y eigen-

vectores; en este caso clasifican superficies.
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Para analizar los espacios vectoriales de dimensiones mayores Banchoff y Wermer aclaran
que R" donde n > 4, no se puede visualizar, pero se puede usar la intuicion algebraica,
desarrollada en los espacios de dimensiones dos y tres. Esta puede resultar una guia en el
estudio, pues muchas de las nociones empleadas en esos espacios se pueden considerar en
dimensiones mayores de tres. Definen un vector X = [X;, X2, X3, X4]T en el espacio de
dimension 4, el conjunto de estos vectores con las conocidas operaciones como el espacio
vectorial de dimension cuatro, R?. Los vectores Ej,..., E4 forman una base. Como en R,
cualquier vector se puede expresar como una combinacion de los elementos de la base.
Estudian las transformaciones del espacio de dimension 4.

De la misma forma en R”", los vectores son n-adas, X = [X,..., Xn]T; analizan la nocion de
subespacio, con la imagen geométrica de linea o plano que pasa por el origen de
coordenadas. Estudian los sistemas de ecuaciones lineales homogéneos cuya solucion es
subespacio de R", las nociones de dependencia-independencia lineal y dimension. Como en
los casos anteriores definen la base candnica. Resuelven sistemas de ecuaciones lineales e

interpretan geométricamente las soluciones. Definen la base de un subespacio S de R™:

Definicion. La base de un subespacio S de R" es un conjunto de X, ..., X4 de S tal que
cualquier vector X en S es una combinacioén lineal de X,..., Xy vy
El conjunto Xi,..., X4 es linealmente independiente.

Banchoff y Wermer nos dicen que otras colecciones de objetos se comportan en forma
semejante a R" y a ellas se pueden llevar muchas de las ideas estudiadas. Entonces los
elementos de los espacios vectoriales generales de funciones trigonométricas, polinomios,

etc., se pueden pensar como objetos geométricos analogos a los vectores en R’ y R’.

Observaciones sobre el espacio vectorial en el texto Linear Algebra Through Geometry

Una de nuestras observaciones respecto al enfoque geométrico es que en algunos casos
puede causar confusion; por ejemplo, advertimos el conflicto de un estudiante quien trataba
de pensar el dngulo entre dos matrices en general cuando las consideraba vectores; trataba
de ver la geometria, sin analizar mas sobre el concepto de vector asociado a la matriz.
Banchoff y Wermer en el contexto de la geometria analitica proponen una serie de etapas
para ayudar al estudiante a entender los conceptos del algebra lineal. Desarrollan un

entendimiento concreto del enfoque geométrico, construyendo las generalizaciones
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geométricas sucesivas para el entendimiento mas abstracto. En la evolucion del
conocimiento, cada etapa se construye sobre el entendimiento adquirido en la precedente,
para marcar una nueva generalizacién de las nociones previas. Es posible que la serie de
etapas propuestas pudieran ayudar al estudiante para el entendimiento de los conceptos, no
obstante, a continuacidon vemos algunos inconvenientes.

Cuando los autores definen y analizan vector en R* y R’ en el contexto de la geometria
analitica como los puntos referidos al origen de coordenadas, automaticamente los vectores
quedan anclados en ese origen, el estudiante puede encontrarse limitado si no analiza esta
situacion.

Es posible que el concepto de generar al estar enmarcado en la geometria analitica quede
enmascarado por las simbologias del modo analitico-aritmético y los lenguajes tanto de este
modo como del sintético-geométrico. Por ejemplo, para generar vectores los autores dicen:
multiplicar un vector por un escalar para obtener otro vector alargado o acortado, el empleo
de la imagen geométrica y el lenguaje analitico pueden obstaculizar la idea del concepto.
Sin mencionar el concepto de independencia / dependencia lineal y generar, con los
vectores E; y E; obtienen la propiedad de que cualquier vector se puede expresar de manera
unica como la suma de vectores de la base. De esta manera la definicion de las nociones
germinales puede parecer superficial o innecesaria.

La base de un espacio vectorial en el enfoque de Banchoff y Wermer sistematicamente es la
base canodnica. Asi la nocién de base estd ligada a los ejes coordenados ortogonales y de
manera practicamente automatica los vectores se expresan como combinacion lineal de los
elementos de la base. Tratando de ayudar al entendimiento de los conceptos y de las
razones para tener la definicion abstracta y formal, esta orientacion ofrece un dinamismo de
los conceptos. La base y el espacio vectorial surgen en la geometria analitica y en los
sistemas de ecuaciones lineales homogéneos.

La base canonica como Banchoff y Wermer expresan es especial, y la propiedad de que los
vectores del espacio vectorial se pueden expresar como combinacion de los elementos de la
base, también surge automaticamente. La manera mecanizada de definir la base candnica en
R%L R%,...,RY, puede evitar por un lado, que el estudiante conozca otras bases y por el otro,
que los conceptos germinales de la base se relacionen. Al pensar en aumentar unos y ceros

en la cadena de coordenadas, los conceptos de base y de espacio vectorial se pueden ver
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limitados por esta simplificacion en cada una de las etapas de la generalizacion, si las
nociones quedan en un nivel superficial.

Respecto a los modos de pensamiento, los autores emplean los lenguajes de los modos
sintético-geométrico, analitico-aritmético y estructural, asi como modos intermedios, para
desarrollar la teoria del algebra lineal, asimismo tratan el espacio vectorial conjugando los

tres modos de pensamiento.

3.1.6 Interactive Linear Algebra. A Laboratory Course Using Mathcad, Porter, G. J. &
Hill, R. D. (1996). El espacio vectorial en los sistemas de ecuaciones lineales
homogéneos en un ambiente tecnoldgico

Porter & Hill prepararon un libro electronico, contenido en dos discos para usarse en
computadora con Mathcad. En la version impresa, los calculos, las exploraciones, las
graficas y los reportes, se necesitan completar en la computadora; asimismo, intenta
complementar el texto electronico, no reemplazarlo; la version esta prevista para que el
estudiante pueda preparar clases, guardar notas y rapidamente localizar los anexos en otra
seccion de la que tenga abierta en pantalla. La idea de los autores no es un curso de algebra
lineal con un laboratorio, sino un curso como laboratorio. Porter y Hill pretenden por un
lado, que el estudiante construya los conocimientos de algebra lineal en el ambiente
tecnologico, pues como ellos opinan, las expresiones deben estar vivas. Por otro, tratan de
mejorar tanto la retencion de la materia como la agudeza para resolver problemas.

Para tal fin sugieren tres etapas: En la primera construir un modelo matematico para objetos
no matematicos; en la segunda analizar el modelo matemadtico y por ultimo interpretar el
analisis matematico. En un primer paso con ejemplos de economia, definen el concepto de
matriz (3x3), asi como el sistema de ecuaciones lineales asociado, del que infieren el
algebra de matrices para formar un espacio vectorial. A partir del concepto de matriz
renglon o columna definen vector como una matriz 2x1 o 1x2. Este conjunto de vectores
2x1 o 1x2 es un espacio vectorial R% donde R es el conjunto de los numeros reales y 2
indica el nimero de componentes. R¥es el conjunto de vectores con k componentes.

Porter y Hill establecen un isomorfismo entre las matrices 2x1 y los siguientes conjuntos,

con sus correspondientes operaciones algebraicas:
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1) R? y la coleccion de parejas ordenadas de niimeros reales, con las conocidas operaciones
algebraicas.

2) R?y el conjunto de puntos del plano, con las operaciones algebraicas usuales.

3) R? y el conjunto de segmentos dirigidos del plano, con su punto inicial en (0,0). Se
suman las componentes de los vectores por la ley del paralelogramo y se obtiene el vector
suma. Al multiplicar un vector por un escalar puede cambiar la longitud, asi como el
sentido del vector.

De esta manera, Porter y Hill proponen diferentes modelos interpretativos de un espacio
vectorial de dimension dos, R*: Geométricamente el conjunto de segmentos dirigidos en el
plano y los puntos del plano, analiticamente las parejas ordenadas de niimeros reales, las
matrices renglon (1x2) o columna (2x1), con las operaciones algebraicas correspondientes.
Para la representacion geométrica de los vectores, los autores consideran la suma por la ley
del paralelogramo y la multiplicacion por un escalar; para ellos el modelo geométrico en R
ayuda a establecer intuitivamente un modelo en R, aunque para k > 3 no se puede
visualizar un modelo semejante. Por ejemplo, el modelo del paralelogramo respecto a la
suma y el producto por un escalar, lo llevan a R*. Analogamente con otros conceptos
establecen el paso del espacio vectorial R* a R¥,

Para definir los conceptos establecen relacion con la geometria en R?, por ejemplo, el
subespacio con la recta que pasa por el origen, etc. Cabe mencionar que cuando presentan
los resultados generales, emplean la notaciéon R", en lugar de R¥, el cual consideran un
ejemplo como R’ o R® En R", definen el concepto de combinacion lineal, conjunto
generador, subespacio, establecen la nocion de minimo conjunto generador para un
subespacio, o el conjunto mas eficiente para generar el subespacio. Cuando su objetivo es
encontrar la base para el espacio vectorial solucion del sistema de ecuaciones AX=0,

establecen los siguientes resultados:

1. El conjunto de soluciones de Ax = 0 es un subespacio de R".

2. Paraun subespacio V, hay vy,..., v, vectores tales que V= espacio generado {Vvi,...V,}.

3. El conjunto de todas las soluciones de Ax = 0 puede describirse como el generado de un
conjunto de vectores.

Definicion. Un conjunto de vectores Uy,..., Uy es linealmente dependiente, si el sistema de

ecuaciones homogéneas Ux = 0, tiene una solucién no trivial, de otra manera el conjunto uy,...,

Uy es linealmente independiente.

Definicion. Se llama base un conjunto de generadores linealmente independiente

Porter y Hill establecen una relacion entre los conceptos germinales y las soluciones de los

sistemas de ecuaciones lineales. Después de la base, definen el concepto de determinante y
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sus aplicaciones. Generalizan las diferentes nociones: linea, plano y producto escalar, a
hiperplano y producto escalar en R"; asimismo eigenvalor y eigenvector, serie geométrica,

transformacion lineal y definen espacio vectorial axiomaticamente.

Observaciones sobre el espacio vectorial en el texto Interactive Linear Algebra. A Laboratory
Course Using Mathcad

En la forma de introducir los conceptos de vector y espacio vectorial de Porter y Hill vemos
que se permite al estudiante establecer mejor relacion del concepto en forma analitica y
geométrica. La base natural es la candnica, que surge legitimamente en el momento de
establecer el isomorfismo entre los diferentes modelos de conceptuar R®. La forma de
analizar la base en los sistemas de ecuaciones lineales homogéneos con tecnologia es
peculiar. En esta presentacion se examina el concepto de dependencia lineal con mayor
interés, en los sistemas de ecuaciones lineales homogéneos, cuando se buscan soluciones no
triviales. En este contexto, el andlisis de la dependencia lineal en el sistema de ecuaciones
lineales homogéneas, desarrolla una discusion mas profunda que los lleva a definir la base
como un conjunto generador, linealmente independiente. Creemos que el andlisis estaria
mas completo cuando se consideraran los dos conceptos tanto generar como independencia
lineal en una discusion para definir la dimension.

Cuando los vectores se definen en términos de sus componentes, entonces el vector
usualmente se encuentra referido a la base canoénica. Para Porter y Hill, ésta es la base
natural y como hemos visto en otros casos, las nociones germinales pueden parecer
innecesarias al estudiante. En este enfoque los autores emplean las representaciones
graficas y el lenguaje de los modos sintético-geométrico, analitico-aritmético y analitico-

estructural.

3.1.7 Algebra lineal. Rincon, M. H. (2006). El espacio vectorial en el modo analitico-
estructural

Este es un moderno libro de algebra lineal, editado por la UNAM, de preferencia para
formacion de estudiantes en la especialidad de matematicas. El material del texto es para
los dos primeros cursos de algebra lineal. Para el estudio de los espacios vectoriales Rincon

emplea conceptos del algebra abstracta. Inicialmente el autor define las operaciones
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asociativas, monoides y tablas de multiplicar; pues en su opinién la definicion de espacio
vectorial puede resultar muy complicada para los alumnos y de esta manera no pierden las
consecuencias de cada axioma. Rincon demuestra la existencia de bases, y ademas que las
bases para un espacio vectorial tienen el mismo cardinal. El libro cuenta con ejemplos
resueltos y ejercicios que requieren algunos de algoritmia y otros procesos de abstraccion y
de conceptualizacion.

En este libro encontramos la siguiente notacion para la definicion de espacio vectorial:

Definicion. Un espacio vectorial es una quinteta (V, +, O, F, - : FxV — V) tal que:

1. (V, +, O) es un grupo abeliano.

2.-: FxV — V gatisface:

a)l-v=v VYveV.

b)(cd)-v=c-(d-v), Y c,deF, ¥ veV.

c)(ctd)y-v=cvtdv, Y c,decF, Y veV.

dc-(vtw)y=c-v+tc-w, Y ceF, Y vweV.
Los elementos de V se llaman vectores, los de F escalares y cuando el autor considere
definidas claramente las operaciones escribird ¢V para denotar la quinteta ordenada, es
decir, el espacio vectorial V sobre el campo F.
En ejemplos Rincon trabaja los espacios vectoriales aritméticos R',..., R"; el espacio
vectorial de las funciones definidas sobre un conjunto X: (F*, +, O, F, - : F x FX — F¥%),
Define la matriz A nxm con coeficientes en un campo F, como el arreglo rectangular de
elementos Ajj. A en FX, X = {1, 2,..., n} x {1,..., m}; asimismo, matriz transpuesta,
simétrica y triangular con elementos de un campo F.

Define el subespacio, y una proposicion sobre las condiciones necesaria y suficiente para

que un subconjunto sea subespacio:

Definicion. Sea (V,+, O, F,-: FxV — V) un espacio vectorial, y sea W C V. Diremos
que W es un subespacio de V si (W, +, |w xw, O, F,- |F xw: FxW — W) es subespacio
vectorial. Cuando esto pase, escribiremos W < V.

Proposicion. W < gV < i) W es cerrado bajo + i) O e W iii))V aeFy YweW,
a-weW.

Demuestra que el conjunto de las funciones continuas: C (R) = {f: R - R | f es continua},

. . . . R
es un subespacio del espacio vectorial de las funciones R™.
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En la segunda unidad del tema de espacios vectoriales, Rincon considera el subespacio
vectorial generado por las combinaciones lineales de un subconjunto X del espacio

vectorial £V

Definicion. Sea ¢V un espacio vectorial y X un subconjunto de V, definimos
L(X)=N{wWsV | X € W}. L(X) se llama el subespacio generado por X, debido a que es
el menor subespacio de V que incluye a X.
Rincon trabaja el ejemplo de un subespacio de gV generado por un vector v € V y en
particular el subespacio generado por un vector en el plano. Define dependencia lineal y a
partir de ésta, define independencia lineal. Asimismo, define conjunto generador; observa
que todo espacio vectorial tiene un conjunto generador. Define base para el espacio
vectorial asi como espacio vectorial finitamente generado:

Definicion. S C V es linealmente dependiente (/. d.)si 4 xe L (S \ {x}).

Definicion. S € V es /. i. (linealmente independiente) si S no es /. d.

Definicion. Decimos que P C gV genera £V, si L (B) = V. También se dice que  es un
conjunto generador de V.

Definicion. B € ¢V es una base para gV, siPes/ i y P generagV.

Definicion. gV es finitamente generado si 4 X C V, X finito tal que X € G (V).

Teorema. rV finitamente generado por X => 4 C X tal que B es una base para V.

Observaciones sobre el espacio vectorial en el texto Algebra Lineal

La presentacion del espacio vectorial en este texto es con el uso del algebra abstracta y con
una compleja simbologia. De tal manera que consideramos que para un principiante aun en
la especialidad de matematicas puede resultar de dificil comprension. Por un lado, tanto las
generalizaciones respecto al campo F como en la dimension del espacio vectorial puede ser
motivo de dificultad para el estudiante; por el otro éste debe tener conocimientos solidos
sobre el analisis matematico para poder entender las demostraciones.

En otro aspecto, la diferencia entre la generalidad de la obra y el ejemplo de subespacio del
espacio aritmético de dimension 2, puede llevar a un estudiante a pensar que no tiene
sentido hablar de elementos tan generales. Consideramos que para entender los espacios
vectoriales en esta obra, el alumno debe tener suficiente madurez.

Respecto a los modos de pensamiento Rincon presenta su obra eminentemente en modo
analitico-estructural, lo que puede dar como resultado el desconocimiento de los conceptos

en el modo sintético-geométrico.

Comentarios generales
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Del analisis de los libros de texto mencionamos a continuacion algunos aspectos que
pensamos deben ser resaltados sobre los conceptos del algebra lineal y en particular, de un

espacio vectorial.

Observamos una gran diferencia en las notaciones empleadas por los autores, para simbolos

y lenguajes, que pudieran dar lugar a una confusion conceptual en un estudiante.

Seguir un orden cronologico para el andlisis de los textos nos permite observar como los
autores con el devenir del tiempo, por un lado, emplean la representacién geométrica en sus
libros y la incorporacion de la tecnologia. Por otro lado introducen diversos isomorfismos
del espacio vectorial R? como en el caso de Porter & Hill. Otro aspecto es que la teoria del
algebra lineal ya no se estudia en tratados generales, por ejemplo con la teoria de campos o

grupos como en el caso de Birkhoff y MacLane.

Vemos que si en etapas anteriores al estudio del algebra lineal los estudiantes han cursado
la geometria sintética y analitica, éstas pueden motivar al estudiante, por el lenguaje o la
intuicion del modo sintético-geométrico. Sin embargo, observamos que en el desarrollo de
los temas, los autores no profundizan el estudio en el modo sintético; solo retoman este

modo para establecer analogias.

Los autores introducen el concepto de vector llamando a la geometria, a la fisica y a la
aritmética. Para motivar a los alumnos en el estudio de las operaciones algebraicas y a
definir los espacios vectoriales, las estrategias son diversas; por ejemplo, promueven la
intuiciéon geométrica y recurren a las leyes de la fisica para representar los vectores por
medio de flechas en el plano, que cumplen la ley del paralelogramo para las operaciones
algebraicas; analiticamente expresan los vectores por medio de coordenadas. Definen el
espacio vectorial en etapas en el modo analitico-aritmético y finalmente en el analitico-
estructural. En el caso de Banchoff y Wermer, en un intento por analizar la teoria de los
espacios vectoriales secuenciadamente y aplicarla a la geometria empiezan por definir los
espacios vectoriales a partir de R’, continuando con R’...., R". Rincén la presenta en el

modo analitico-estructural para estudiantes de matematicas; éstos debe tener conocimientos
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del analisis matematico, y de otros campos para generalizar el concepto de vector y estudiar

los espacios vectoriales.

Todas estas estrategias pueden dar resultado. Sin embargo, en los libros analizados cuando
el autor o los autores emplean el modo analitico, y establecen el sistema Cartesiano, se
desplaza el sintético y la riqueza que puede representar un andlisis mas profundo en este
modo. Asimismo, el tratamiento de los espacios vectoriales por medio de la geometria
analitica, favorece el empleo de la base canonica y limita al estudiante en el manejo de
otras bases, lo que puede dar como resultado que los conceptos no sean propiamente del
algebra lineal sino elementos intermedios de la geometria analitica y del algebra lineal. El
caso de Fletcher muestra otro enfoque, el analisis por medio de ejercicios en contexto; sin
embargo, puede suceder que el alumno no logre la abstraccion del concepto y por lo tanto
no llegue a entender su naturaleza. Porter y Hill abordan el tema de manera diferente,
introducen los espacios vectoriales en el ambiente tecnologico, en el contexto de solucidon
de sistemas de ecuaciones lineales homogéneos y no homogéneos; el estudio del concepto
en los sistemas de ecuaciones lineales puede ser de ayuda. En el caso de Rincon, la
presentacion de los conceptos es en modo estructural, esto puede evitar que el estudiante

tenga la intuicidn del enfoque del modo sintético.

Desde nuestro punto de vista, para el entendimiento del espacio vectorial en modo sintético
en R?, es necesario insistir sobre ;cudl es la razén para que los vectores se consideren en el
origen del sistema de referencia? Podemos considerar este punto como un ancla para los
vectores en R%, del que se desprende la base para sustentar el espacio vectorial. Asimismo
hacer hincapié¢ que el vector-flecha es representante de una clase de vectores y con las

propiedades algebraicas es un elemento de un espacio vectorial.

También consideramos necesario profundizar la relacion entre las nociones de espacio
vectorial, generar e independencia/dependencia lineal en los tres modos de pensamiento.
Debido a que la epistemologia de los conceptos tiene raices en los tres modos, el
entendimiento de los mismos se puede reducir, o puede aun ser nulo, si su tratamiento no

tiene los tres soportes.
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El espacio vectorial se trata a través de las ideas germinales de independencia-dependencia
lineal y generar vectores, no obstante, para su entendimiento es necesario ademds de
manejar estos conceptos relacionarlos para definir la nocion de dimension. Si se estudian de
manera desvinculada, sin relacionar las nociones, no se daria su entendimiento. Puede
pensarse en subdividir cada una de las nociones germinales para entender gradualmente el

concepto, sin embargo, ellas deben estar entretejidas en una gran unidad.

La revision de estos textos nos lleva a pensar que seria util tratar de homogeneizar las
diferentes notaciones que se emplean en el proceso de ensefianza—aprendizaje del algebra
lineal, para facilitarle tanto al maestro como al alumno, el entendimiento de los conceptos.
Asimismo, creemos importante establecer claramente las relaciones entre los conceptos
germinales, por ejemplo, como aparece en la figura 7. Pensamos que en la ensefianza, los
modos de pensamiento podrian ayudar para que el alumno pueda establecer mayor nimero
de relaciones en cuanto a la forma de apropiarse del concepto; de lo contrario, se limita su

capacidad de establecer relaciones y por lo tanto, la comprension del mismo.

En el siguiente capitulo presentamos algunos comentarios finales respecto al concepto de

espacio vectorial.
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4. Comentarios finales y recomendaciones

4.0 Introduccion

De los analisis anteriores presentamos en la primera parte de este capitulo, algunos
comentarios finales. En la investigacion, hemos considerado el concepto de espacio
vectorial, relacionado con las nociones de vector, combinacion lineal, generar vectores,
independencia-dependencia lineal y base. Nuestro analisis ha sido bajo el enfoque de los
modos de pensamiento sintético-geométrico, analitico-aritmético y analitico-estructural. En
la segunda parte del capitulo, presentamos algunos problemas para el entendimiento del
espacio vectorial. Desarrollamos este estudio de acuerdo a los aspectos de nuestra
propuesta: en primer lugar los que se deben a la naturaleza del concepto, en seguida los que
dependen de los conocimientos previos de los estudiantes y para terminar los que se pueden
deber a la didactica. Para terminar exponemos algunas recomendaciones para el estudio de

un espacio vectorial.

4.1 Comentarios finales

Exponemos en esta seccion algunos comentarios como resultado del andlisis histdrico-
epistemologico, de los antecedentes del algebra lineal y del andlisis de espacio vectorial en
algunos textos de algebra lineal. En ciertos puntos del analisis hacemos hincapié en el
espacio aritmético R%, porque en este espacio vectorial los conceptos pueden escribirse
mediante propiedades que son inherentes a ¢l. También porque algunos autores lo analizan
con mas detalle ya que consideran que un estudiante aprende mejor las ideas cuando surgen

en un contexto familiar para ellos, como lo es la geometria.

Analisis del concepto de espacio vectorial en los modos de pensamiento

En los textos analizados la nocién de espacio vectorial se estudia preponderantemente en
alguno de los modos de pensamiento sintético o analitico. En el libro de Birkhoff y Mac
Lane como en el caso de Banchoff y Wermer aunque consideran los tres modos de

razonamiento, sin embargo, del sintético-geométrico solo consideran la intuicion. El texto
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de Fletcher es especial, lo presenta en el modo analitico y el razonamiento sintético-
geométrico no aparece. La presentacion de Friedberg, Insel y Spence, la de Porter y Hill asi
como la de O’Neil es preferentemente en el modo analitico. Por tltimo Rincén lo presenta

en el razonamiento analitico-estructural.

Vemos que si se estudia el concepto de espacio vectorial privilegiando alguno de los modos
de pensamiento, puede ser dificil relacionar la nocién en los lenguajes que emplean los
razonamientos: sintético-geométrico, analitico-aritmético y analitico-estructural; asi como
traducir de un lenguaje al otro, del sintético al analitico y viceversa. El conocimiento puede
estar atomizado en los modos de pensamiento, sin establecer vinculaciones entre ellos.

Para un estudiante que no profundice en los modos de razonamiento y que no relacione los
lenguajes sintético y analitico, por ejemplo, puede desarrollar algoritmia en el modo
analitico-aritmético. Si considera su analisis mas del modo sintético su conocimiento no
estara estructurado y si unicamente desarrolla las concepciones de una nocién en modo
analitico-estructural puede suceder que conozca la definicién, y sin embargo, no ha

entendido el concepto.

Respecto al concepto de vector y espacio vectorial

Cuando en un texto se desarrolla el estudio de los espacios vectoriales como una
generalizacion de R?, a R, a R"y a los espacios més generales; por un lado, el lenguaje de
estos espacios es diferente, por el otro el estudiante debe seguir un proceso de
generalizacion tanto expansivo como reconstructivo (Tall, 1991). Esto implica tiempo para
madurar las ideas. Si de manera superficial se aumenta a los vectores en R® una
componente para llevarlo a R’ y asi sucesivamente se aumentan componentes para
considerarlo en R", pensamos que un estudiante puede tener dificultades, por ejemplo:

El vector (1,0,0) de R® también pertenece a un plano coordenado y a un eje coordenado.
Entonces el numero de componentes y la dimension del espacio considerado pueden
confundir a un estudiante, por un lado es un vector en un subespacio de R’, de dimension 1
con 3 coordenadas y por el otro también puede pertenecer a un subespacio de R’ de

dimension 2 con 3 coordenadas.
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Respecto a la nocion de combinacion lineal y el espacio vectorial

En los textos cuando se hace énfasis en el andlisis de los espacios vectoriales con la base
canodnica, puede dar como resultado que un estudiante considere la combinacion lineal de
vectores de esta base y automaticamente puede hablar de R? como combinacién lineal de
los vectores unitarios. Asi, aun cuando el estudiante no tiene claras las nociones germinales
de base y de espacio vectorial piensa que ha entendido los conceptos. Sin embargo, para €l
estas nociones pueden ser herencia de la geometria analitica y no propiamente del 4lgebra

lineal.

Respecto a la nocion de generar vectores y el espacio vectorial

Para el entendimiento de la nocion de generar, el estudiante debe tener conocimiento de los
nimeros reales, como continuo numérico, de tal manera que pueda generar vectores y
considerar las combinaciones lineales al multiplicar por diferentes niimeros de este
conjunto y no de un conjunto discreto. Por un lado, el desconocimiento de la estructura de
los numeros reales, puede dar como resultado una concepcion discreta al generar vectores.
Por otro lado, el estudiante debe ver que la accidbn misma de generar, es una variacion
continua, pues de otro modo s6lo construyen vectores aislados.

Si no se han trabajado los conceptos suficientemente en R* y R?, tanto en el modo sintético
como en el analitico; un estudiante puede tener una gran dificultad para encontrar el
conjunto generado, pues por un lado, debe visualizar la suma geométrica de vectores y
considerarla como variacion continua de ellos. Por el otro, en modo analitico debe resolver

los sistemas de ecuaciones correspondientes.

Respecto al espacio vectorial

Si en un texto solamente se considera la idea de espacio vectorial relacionada con los
axiomas, un estudiante puede tener su conocimiento atomizado. Por un lado, el lenguaje
analitico-estructural puede hacerle creer que entiende el concepto, y sin embargo, no
establece relaciones de las nociones en los lenguajes sintético y analitico.

Un estudiante puede saber de memoria definiciones de espacio vectorial, base, dimension,
subespacio vectorial; no obstante, si sus conocimientos de los nimeros reales son escasos y

no relaciona los modo de pensamiento: sintético-geométrico, analitico-aritmético y
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analitico-estructural, su conocimiento estard limitado dando lugar a concepciones

inconsistentes.

4.2 Analisis de diferentes aspectos para el entendimiento de un espacio
vectorial

En esta seccidon reunimos algunos de los problemas para el entendimiento de un espacio
vectorial. De acuerdo a nuestro andlisis, los clasificamos en tres categorias: en la primera
situamos problemas relativos a la naturaleza del espacio vectorial; en la segunda
exponemos algunos aspectos de los conocimientos previos de los estudiantes, comentando
como influyen en la concepcion del espacio vectorial y en la tercera categoria observamos
algunas caracteristicas de la didactica que pueden afectar el aprendizaje de un espacio

vectorial.

De la naturaleza del espacio vectorial

Para el entendimiento de un espacio vectorial, un estudiante enfrenta serias dificultades
como son la cantidad de conceptos que debe manejar y la relacion entre ellos. Podemos
considerar los problemas para emplear los lenguajes de los modos de pensamiento sintético
y analitico, establecer una relacion entre ellos, asi como para traducir de uno a otro. Se
puede apoyar en su intuicion en el modo sintético-geométrico, y en el modo analitico-
aritmético desarrolle algoritmia y cierta mecanizacion; nos damos cuenta, sin embargo, que
resulta dificil pensar en que surja un razonamiento sintetizador de su conocimiento. En la
Fig. (4-1) mostramos los conceptos que deben relacionarse y las estructuras que determinan

el espacio vectorial y que deben organizarse para el entendimiento del concepto.

Por su naturaleza, el espacio vectorial requiere de interacciones y relaciones entre los
conceptos de independencia lineal y generacion de vectores; si estos conceptos se trabajan
aisladamente, las propiedades esenciales del espacio vectorial no se entenderan. En el
diagrama de la Fig. 4-1 queremos expresar que se establecen relaciones entre el espacio
vectorial, combinaciéon lineal, generar vectores e independencia-dependencia lineal,
conceptos que se deben tener como fundamento para el entendimiento de la estructura de

un espacio vectorial.
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En el caso particular de R?, para un estudiante puede ser dificil establecer las relaciones
entre los conceptos germinales. Por ejemplo, para generar el espacio vectorial R® la
dificultad puede surgir por la condicion de necesidad: Un estudiante sabe que solo necesita
dos vectores para generar R* y no mas, entonces puede pensar que tres vectores no generan
R” La imagen geométrica y el uso del lenguaje sintético: dos vectores linealmente
independientes generan R? y tres vectores linealmente independientes generan R®, también
puede ser una dificultad. Cuando esta imagen geométrica es muy fuerte un estudiante puede
pensar que con tres vectores no genera R®. En el modo analitico las dificultades

corresponden al planteamiento y solucion de un sistema de ecuaciones lineales.

El problema para relacionar los conceptos germinales como analizamos en el capitulo 1,
esta en el origen de los mismos. Ellos surgen desvinculados y en diferentes contextos. En
los sistemas de ecuaciones nacen las nociones de independencia-dependencia lineal y rango
y la base surge de manera aislada del concepto de espacio vectorial. En los espacios
geométricos nace la base candnica y en la teoria axiomatica de los espacios vectoriales se
establecen las nociones de dimension, rango y base. Por otro lado la base canénica en R y
R’ que podemos considerarla como una herencia de la geometria analitica es también una
de las raices de la base en los espacios geométricos. Sin embargo, como hemos visto puede

ser un obstaculo de conocimiento para el entendimiento de los espacios vectoriales.

El estudiante debe entender los conceptos tanto en modo sintético como en analitico;
establecer relacion entre los dos modos, en lenguaje y representaciones, asi como traducir
de un lenguaje al otro. De otra forma las concepciones inconsistentes pueden surgir cuando
no puede vincular los dos modos. También vemos que si el estudiante emplea uno de los
modos para encontrar la solucién a un problema sin usar el otro puede tener conocimientos

parciales del concepto.
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Espacio vectorial
Estructura del espacio vectorial

Concepto de vector

Independencia < >
dependencia Generar

lineal \ / vectores

Combinacion lineal

De los Conocimientos Previos del Estudiante

De los conocimientos previos que el estudiante debe tener, para el entendimiento de un
espacio vectorial, las propiedades de los nimeros reales son fundamentales.

Un estudiante debe tener la idea geométrica de vector, no obstante, para el entendimiento
de los conceptos de vector y de espacio vectorial mas generales necesita cambiarla.

Una nocidn que el estudiante necesita para entender los conceptos de vector, espacio
vectorial y subespacio vectorial es el de conjunto y subconjunto.

El estudiante debe resolver sistemas de ecuaciones lineales y relacionar con la
representacion geométrica de las soluciones, y de esta forma determinar los vectores

linealmente independientes / dependientes en los dos modos de pensamiento.

Analisis didactico

Del analisis previo pensamos que algunas de las dificultades para el entendimiento de un
espacio vectorial tienen su origen en la didactica.

Histéricamente, los espacios vectoriales geométricos aparecen a través de generacion de
vectores linealmente independientes, no necesariamente vectores ortonormales, es decir,
otras bases se emplean en la construccion del espacio vectorial. De nuestro analisis por un
lado, encontramos en los libros que la base canodnica es la mas empleada y por otro, se

define el espacio vectorial por medio de los axiomas, de tal manera que no se incluyen
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actividades de construccion. Con esta definicion el estudiante ya no piensa en las nociones

de independencia lineal y generar como necesarias para definir el espacio vectorial.

La didactica tiene como costumbre tratar la base del espacio vectorial una vez definido éste,
es decir, la base aparece posteriormente al nacimiento del espacio vectorial. Asimismo en
los libros es usual estudiar primero el espacio vectorial, sus propiedades y después la base.
De esta forma, el estudiante tiene aislados los conceptos de base y de espacio vectorial, asi
que éste no se ve construido por la base, sino que la base se define una vez que se tiene el

espacio vectorial.

Observamos en los textos de algebra lineal una separacion entre los enfoques sintético y
analitico, de tal forma que aparece la necesidad de establecer un equilibrio dindmico en la
forma de trabajar los modos de pensamiento y evitar un desequilibrio al emplear s6lo uno

sin considerar el otro.

En la didactica no se favorece el modo sintético-geométrico ya sea con el trazo de gréaficas
y su interpretacion o como apoyo intuitivo. El estudiante se acostumbra a trabajar en el
modo analitico-aritmético desde los primeros afos de educacion secundaria. De esto resulta
que en el nivel superior prefiera trabajar en este modo empleando una algoritmia
mecanicista. Cuando se utiliza el modo analitico-estructural resulta mas facil resolver un
problema usando la definicion, pero esto puede suceder sin entender el concepto. Un
ejemplo de esto es el uso de la base candnica para obtener combinaciones lineales o generar
vectores o el empleo de los axiomas para definir espacio vectorial. Sin embargo, su

conocimiento puede ser parcial.

La didéctica del algebra lineal repercute sobre la conceptualizacion en el estudiante de un
espacio vectorial de manera decisiva; cuando se usan las coordenadas cartesianas el
estudiante puede tener un desempefio adecuado y esto puede llevarlo a creer que ha
entendido la nocién, sin embargo, ésta puede ser s6lo una herencia de la geometria
analitica, que a la vez se puede convertir en un obstaculo que le impida el entendimiento de

las nociones de base y espacio vectorial.
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En la didactica el conocimiento se encuentra atomizado. En el caso de un espacio vectorial
no se estudian las relaciones entre los conceptos germinales; ellos se estudian de forma
secuencial. Creemos que se necesita proponer un estudio de las relaciones entre los
conceptos germinales mas dindmico y el estudiante al establecer vinculos entre ellos

redundaria en el entendimiento de los conceptos de espacio vectorial, base y dimension.

Después del andlisis que presentamos en los parrafos anteriores acerca de la problematica
que surge para el entendimiento de un espacio vectorial, pensamos conveniente proponer
algunas recomendaciones, en el sentido de que si bien es cierto, no es posible evitar ni la
problemadtica, ni los obstaculos, es con la idea de llamar la atencion hacia las fuentes de

dificultad y obtener mejores resultados para el entendimiento del concepto.

4.3 Recomendaciones

Para un estudiante es mas facil pensar en los vectores geométricos como los puntos del
plano, lo que corresponde en la representacion analitica a parejas de niameros reales (a, b).
En esta forma las parejas estan referidas automaticamente al origen de coordenadas (0,0) y
para verificar que se trata de un espacio vectorial, solo tiene que verificar los axiomas.
Cuando el estudiante piensa en vectores geométricos, flechas, debe abstraer el vector del
objeto flecha y pensar en un punto de aplicacion; ademas necesita direccion y sentido, si lo
asocia por ejemplo, a la fisica (fuerza, velocidad, etc.). Creemos que se debe hacer hincapié
si se trata de vector geométrico, de la fisica o del algebra lineal y por qué en este tltimo

caso los vectores deben estar anclados a un punto: el origen.

Para fortalecer el concepto de vector en R*, sugerimos analizar los isomorfismos de los
espacios vectoriales de dimension 2: el conjunto de vectores-flecha en el plano, de vectores
punto en el plano, de vectores pareja ordenada de nimeros reales (a, b), de matrices (1x2) o
(2x1). De esta manera el estudiante tendria la intuicion del modo sintético y la orientacién
en el plano. De una intuicion y el proceso algoritmico, el estudiante por la reificacion puede
construir un objeto (Sfard, 1991). Consideramos importante insistir en el modo sintético-
geométrico, de tal manera que el estudiante se percate de la diferencia de un vector en el

plano, vector de la fisica o geométrico y el vector de un espacio vectorial.
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Respecto a las ideas de combinacion lineal y generar vectores, consideramos importante
analizar mas profusamente las relaciones entre ellas. De tal manera que, el estudiante por
un lado, practique representaciones en el modo sintético-geométrico y las relacione con los
sistemas de ecuaciones lineales en el modo analitico-aritmético, y por otro lado, que pueda

ver la generacion de vectores como una accion continua al multiplicar por nimeros reales.

De la independencia lineal en el caso de los espacios vectoriales R* y R’, opinamos que
seria conveniente analizar la nocidon en los modos sintético-geométrico y analitico-
aritmético; de tal manera que el estudiante examine situaciones y pueda establecer la
relacion del concepto en estos espacios vectoriales, en los dos modos, para obtener los
espacios vectoriales L{0}, L{v} y L{vi, Vo}, para vV, Vi y V» € R%, V| y V» linealmente
independientes y de la misma forma para L{0}, L{v}, L{v1, Vo}, L{Vvo, va}, L{va, v3}, L{vy,

Vp, V3} paraV, Vi, Vo y V3 € R3, Vi, V2 y V3 linealmente independientes.

Sugerimos preparar actividades en las que el estudiante desarrolle practicas, que le
. . . . 2 yo o

permitan esclarecer las formas de concebir el espacio vectorial R”: geométricamente como

los puntos del plano cartesiano y los vectores-flecha, analiticamente como las parejas

ordenadas de nimeros reales (a, b) o las matrices (1x2) o (2x1).

Pensamos conveniente trabajar con vectores en subespacios de dimension 1y 2 del espacio
vectorial R’. Creemos que seria favorable proponer actividades que ayuden a pensar en
situaciones geométricas con figuras planas y volumenes, asimismo realizar acciones que
pudieran ayudar a desarrollar la orientacion espacial, asi como la intuiciéon geométrica y
posteriormente en una segunda etapa involucrar actividades de construccion de subespacios

vectoriales geométricos de dimensiones 1 y 2 en R’.

Por su naturaleza, la base requiere de interacciones y relaciones entre los conceptos de
generar vectores e independencia lineal; si estos conceptos se manejan aisladamente, en
términos de un andlisis cartesiano mecanicista, las propiedades esenciales de la base no se

entienden. Creemos que el estudio sobre la base debe proponerse en un analisis sistémico
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que relacione los conceptos germinales y facilite el entendimiento de tales nociones, por

ejemplo, como lo analizan Friedberg, Insel y Spence.

Opinamos que seria conveniente establecer un estudio sistémico de la ensefianza del
espacio vectorial, para que el alumno entienda el concepto, relacionando todas sus partes y
el conocimiento no quede, por un lado, en un plano mecanicista o reduccionista y por el
otro, el entendimiento de las nociones germinales atomizado. De esta manera tendria una

mayor flexibilidad en el establecimiento de las relaciones conceptuales.

Por ultimo, consideramos conveniente incluir en los libros de texto de algebra lineal una
perspectiva historica, pues el estudio de los obstaculos que encontraron los matematicos en
el pasado nos ayuda a interpretar los errores que cometen hoy los estudiantes, a su vez, el
estudio de los errores, dificultades y conceptualizaciones erroneas de los estudiantes,
arrojan alguna luz sobre nuestra comprension de la historia de las matematicas (Sierpinska,

1996a). A este respecto Vergnaud expresa:

Es esencial que los autores de libros de texto incluyan en su material alguna perspectiva
historica y presenten algunos ejemplos importantes de cambios en las ideas matematicas.
También es esencial que los estudiantes pasen por cambios importantes en sus propias
ideas al resolver problemas, discutir conjeturas y procedimientos diferentes y llegar a ser
mas conscientes de sus propias concepciones y dificultades (Vergnaud, 1990).
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