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1. Introducciodn

1.1. Objetivo

Investigar sobre el anélisis de texturas y técnicas de segmentacion. Con fundamentos probabilisticos,
definir un esquema estocastico para la segmentacion de imagenes de percepcion remota con una
velocidad de procesamiento mayor a los esquemas convencionales.

1.2.  Definicion del Problema

La fotografia aérea de alta resoluciéon permite realizar analisis detallados de estructuras urbanas y de
elementos tematicos. Nuevos retos deben ser afrontados y nuevas técnicas deben ser planteadas a fin de
resolver problemas de la alta definiciobn como lo son la aparicion de sombras. La informacion parcial
proporcionada por las imagenes pancromaticas no permite una discriminacién inmediatamente precisa
sobre las escenas urbanas. Las areas verdes por lo general comparten un rango similar en niveles de
gris sobre otros elementos de las escenas. Por ello es dificil, a través de estas imagenes, distinguir entre
los diversos usos de suelo y poder estudiar su evolucion a través del tiempo. Sin embargo, segmentando
imagenes de percepcion remota, se aislan las areas de interés para el mejor estudio de terrenos
determinados. Las tecnologias contemporaneas de procesamiento digital de imagenes y de percepcion
remota se sitan como fuentes de datos Utiles a los sistemas de informacion ambiental, ya que las
conclusiones a las que se pueden llegar a partir de una fotografia original pueden llegar a ser incluso
subjetivas.

1.3.  Esquema de Analisis

Es en este contexto que en el presente tema de tesis, se pretende el estudio de técnicas bayesianas y
estocasticas para la segmentacion de imagenes de percepcidén remota. En datos de alta resolucién, un
problema a resolver consiste en la definicion de un modelo répido de procesamiento. En base a un
esquema definido en tres niveles de resolucion espacial, se plantea en esta tesis:

a) la definicion de un esquema maximo a posteriori, que aplique criterios de procesos

aleatorios en la segmentacién de una representacion en baja resolucion,
b) la proyeccion de los resultados en el siguiente nivel de resolucion, y
c) larepeticidn de los pasos anteriores hasta llegar al nivel de resolucién original.

El sistema propuesto contempla la aplicacion de un solo esquema de recocido simulado, en donde
el proceso inicia en el nivel de baja resolucion (en donde se aplicaran alrededor de 10 iteraciones), sus
resultados se proyectaran en el siguiente nivel en donde continuaran las segmentaciones (con alrededor
de 10 iteraciones), para finalmente proyectar los resultados intermedios en el nivel de alta resolucion
(donde se aplicaran alrededor de 20 iteraciones).



1.4.  Propuesta de Solucion

En el esquema propuesto, el algoritmo debera tener un buen desempefio y lograr un rapido
procesamiento en imagenes de gran tamarfio. El nivel de baja resolucion, por su tamafo, requerird de un
tiempo de procesamiento reducido, ademas de los efectos paso bajas que debera eliminar parte del
ruido de la imagen original. EI procesamiento en el nivel de resolucion original busca detectar en mejor
forma las regiones de transicion, es decir, las fronteras entre las distintas clases. El procesamiento por
teoria de Campos de Markov debera permitir la deteccion precisa de contornos. En ambos casos, el
fundamento tedrico reside en la teoria de Bayes y en la maximizacion de probabilidades a posteriori.
Un estudio deberd emprenderse a fin de determinar la naturaleza del modelo de energia a emplear.
Como aplicacidn, se pretende la segmentacion de regiones urbanas del Distrito Federal y el empleo de
iméagenes de radar de apertura sintética.

1.5. Estructura de la Tesis

La tesis se divide basicamente en tres partes. La primera, distribuida entre los capitulos 2, 3, 4 y 5,
presenta una breve descripcion de la teoria probabilistica empleada en el trabajo. En éstos se asume que
el lector tiene conocimientos basicos de probabilidad que permitan el facil entendimiento de los
conceptos planteados ya que no se discuten fundamentos basicos a fondo. Los principales temas a
discutir en estos cuatro capitulos son:

e Variables Aleatorias

e Teorema de Bayes

e Procesos Estocasticos

e Campos Aleatorios de Markov
e Recocido Simulado

Son estas las herramientas basicas empleadas para la elaboracion del algoritmo.

La segunda parte se desarrolla a lo largo del capitulo 6 (Esquema de Analisis), en el que se da la
descripcion de las tareas que el algoritmo realiza para alcanzar el objetivo planteado. Con un
seguimiento detallado de los pasos a seguir, se utilizan los conocimientos presentados en los capitulos
anteriores en conjunto con fundamentos de algebra, estadistica, estructura de datos, analisis de sefiales
aleatorias y procesamiento digital de imagenes para dar forma al algoritmo final.

La tercera y Ultima parte presenta una serie de resultados obtenidos en los distintos experimentos y
el analisis de los mismos. Una vez mostrados éstos y analizados en conjunto, se crea una conclusion
general que permite reflexionar sobre los logros alcanzados y los posibles retos a futuro en esta area.

El algoritmo fue programado utilizando MATLAB Yy su codigo se muestra al final de la tesis, en el
apéndice.



2. Probabilidad

Antes de comenzar con la descripcion formal de algunas definiciones de probabilidad, se resumira
brevemente la notacion de conjuntos de la que se haré uso a lo largo de esta tesis.

Supdngase un conjunto S que consiste en los puntos identificados con 1, 2, 3 y 4. Esto se denota
conS={1,2,3,4}. SiA ={1,2}yB ={2, 3, 4}, entonces A y B son subconjuntos de S, lo cual se
indica mediante Aj S y Bj S (B “estd en” o “estd contenido en” S). El hecho de que 2 es un
elemento de A se denotacon 2 2 A. Launion de Ay B es el conjunto que consiste en todos los puntos
que estan en A, en B, o en ambos. Esto se representa mediante A s B = {1, 2, 3, 4}. Si C = {4},
entonces A s C = {1, 2, 4}. La interseccion de dos conjuntos A y B es el conjunto que consta de
todos los puntos gque estan tanto en A como en B y se representan mediante A T B = AB = {2}. Por
otra parte, AC = &, donde & denota el conjunto vacio, que es el conjunto que no contiene puntos.

El complemento de A con respecto a S es el conjunto de todos los puntos en S que no estan en A
y se representa mediante A. Para los conjuntos especificos anteriores A = {3, 4}. Se dice que dos
conjuntos son mutuamente excluyentes, o, disjuntos, si no tienen puntos en comun, como los conjuntos
Ay C anteriores.

2.1 Axiomas de Probabilidad

Una vez esclarecida la notacién a emplear, podemos dar comienzo a la primera serie de definiciones.

Supdngase que un experimento tiene asociado un espacio muestral S. Una probabilidad es una
funcién de valor numérico que asigna un numero P(A) a cada evento A, de tal manera que son validos
los siguientes axiomas:

1P A™>0
2% 5821

- ” . .
3 SiA,, A,, ..., esunasucesionde eventos mutuamente excluyentes, es decir, A; A; =& paratoda i,

entonces
T 1 g b c

1
P[ A =X P A (2.1-1)

i
i=1 i=1

El primero Unicamente representa nuestro deseo de trabajar con numeros positivos. El axioma (2)
reconoce que el espacio muestral en si es un evento, y que, dado que es el evento que abarca a todos los
demas, deberia tener la probabilidad mas alta, que es definida como la unidad. Por esta razén, S es
conocido como el evento seguro. Alternamente, el conjunto nulo J es un evento sin elementos, es
conocido como el evento imposible y con probabilidad 0.

De acuerdo con el axioma (3) se llega a la conclusion de que si A y B son eventos mutuamente
excluyentes,

P AsB =P A%+p B?



Es facil ver ahora que si A j B entonces P(A) < P(B). Para verlo, se escribe

B=ASAB
de modo que
< aq b fit ¢ 5 bfff c
PB=P ASAB =P A +P AB

para cualquier evento A, y P(S) = 1, entonces P A< 1.
De igual modo se puede demostrar que P (&) =0.Como Sy & sondisjuntosy S s & =S,

1-P S°=P Ss& =p s%+pP &°

La definicion de probabilidad sélo sefiala los axiomas a los que debe apegarse esa funcion; no
dice qué nameros asignar a eventos especificos. La asignacion real de numeros se lleva a cabo,
normalmente, de acuerdo a la evidencia empirica, 0 segin consideraciones cuidadosas acerca del
experimento.

2.2 Variables Aleatorias

La mayor parte de los experimentos generan resultados que se pueden interpretar en términos de
numeros reales. Estos resultados numéricos, cuyos valores pueden cambiar de un experimento a otro,
se llaman variables aleatorias. En si, una variable aleatoria es una funcién de valor real cuyo dominio
es un espacio muestral.

Las variables aleatorias se representaran mediante negritas, como por ejemplo a, b y c. Los
valores numéricos reales que puede asumir una variable aleatoria se representaran mediante cursivas,
como por ejemplo a, b y c. Se puede hablar de “la probabilidad de que a tome el valor a,” P(a=a) y
representarla mediante p(a).

Se dice que una variable aleatoria x es discreta si puede tomar s6lo un nimero finito, o un
numero infinito contable, de valores posibles x.
En este caso,
(1) P x=x=p x 20
a - .
(2) X P x=x =1, siendo la suma con respecto a todos los valores posibles de x.
X

A la funcién p(x) se le llama funcion de probabilidad de x.

A la funcién de probabilidad se le llama en ocasiones funcion de masa de probabilidad de x para dar
la idea de que se apila una masa de probabilidad en puntos discretos.

La funcion de probabilidad p(x), para cualquier variable aleatoria, tiene dos propiedades:
1. 0<p x <1 paratodax

a . . .
2. X p, x =1, siendo la sumatoria en todos los valores posibles de x.



A veces se estudia el comportamiento de variables aleatorias recurriendo a sus probabilidades
acumuladas. Esto es, para cualquier variable aleatoria x se puede ver P x <x~ para todo nimero real
X. Esta es la propiedad acumulada de x evaluada en x. Por lo tanto, se puede definir la funcion de
distribucidn Fy(x) de una variable x como

Fy X =P x<x~ (2.2-1)
Si x es discreta,

Fo X=X p x° (2.2-2)

XiSX

siendo p(x) la funcion de probabilidad.
A la funcidn de distribucién se le llama a veces funcion de distribucion acumulada (f.d.a).

En el caso de una variable aleatoria continua X, su distribucion de probabilidad esta caracterizada
por una funcion fy(x) que recibe el nombre de funcion de densidad de probabilidad. Esta funcion fy(x)
no es la misma funcién de probabilidad que para el caso discreto. Como existe la probabilidad de que x
tome el valor especifico x es cero, la funcién de densidad de probabilidad no representa la probabilidad
de que x = x. Mas bien, ésta proporciona un medio para determinar la probabilidad de un intervalo
a<x<b.

La funcion f,(x), cuya grafica es la curva limite que se obtiene para un numero muy grande de
observaciones y para una amplitud de intervalo muy pequefia, es la funcion de densidad de
probabilidad para una variable aleatoria continua X, ya que la escala vertical se elige de manera que el
area total bajo la curva es igual a uno. La funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria
continua x se define formalmente de la siguiente manera:

f x20@ <x<1,
1

z f xdx=1,
@1
a2 o bec
Fx X =12 fx F; d&! y
@1
~ b ~
P aéxéba:fo x2dx (2.2-3)

a

para cualquiera a y b, entonces fy(x) es la funcion de densidad de probabilidad de la variable aleatoria
continua x.

2.3 Teorema de Bayes

En la mayoria de las aplicaciones reales, las decisiones se actualizan conforme se obtiene nueva
informacion o cuando existe un cambio de escenarios. El teorema de Bayes proporciona un método
mediante el cual la probabilidad de cierto evento que ya es conocido (probabilidad a priori o previa) se



va actualizando conforme se obtiene nueva informacion. Una vez que la probabilidad ha sido
actualizada se le llama probabilidad a posteriori (o probabilidad posterior).

La probabilidad condicional determina la forma en que un evento es influido o determinado,
dada la presencia de otro evento. Por esta razon, las probabilidades a posteriori son probabilidades
condicionales, pues han sido actualizadas por la presencia de un nuevo evento y al haberse obtenido
mayor informacién. El teorema de Bayes se utiliza para obtener probabilidades méas precisas que las
probabilidades a priori, dada la presencia de un nuevo evento.

Si Ay B son eventos cualesquiera, la probabilidad condicional de A dado B, que se representa
mediante P(A | B), es

“

b = Rt
P AlB =10

siempre que P(B) > 0.

Existen dos reglas basicas para manipular probabilidades: la regla del producto y la
regla de la suma.
Regla del producto: P A | C = P”A| CUAP”B|AACU
Regladelasuma: P ASB|C =P A|C +P B|C @P AMB|C
La regla de la suma tiene un papel importante en el teorema de la probabilidad total (por

simplicidad, se escribira P(A) para P(A | C)). Este teorema es usado para evaluar P(B) en términos de
P(B|Ai) Y P(A).

El teorema de probabilidad total indica que dados n eventos mutuamente exclusivos Ay, ...,An
cuya union es el evento seguro (de probabilidad igual a 1), es decir dado lo siguiente:

ATA=08ijconizjei=1..n
[ A=I (2.3-1)

i=1
La ecuacion siguiente se cumple para cualquier evento arbitrario B:
g4 n D cC b c
PB=X P B|A A A (2.3-2)

i=1

Cabe aclarar que el teorema anterior es valido aun cuando la suma de los eventos A no es el
evento seguro si:

5

[ AkB (2.3-3)

i=1



Una vez revisados los conceptos anteriores, se presenta el Teorema de Bayes, el cual se expresa
de la siguiente manera:

b
P A|B (2.3-4)
La probabilidad P(A | B) es la probabilidad a posteriori y P(A) es la probabilidad a priori de A.
2.4 Funcion Gaussiana (normal)
Una variable aleatoria x es gaussiana o normal si su funcion de densidad tiene la forma
f x* WEFeo e 2 (2.4-1)

X q 21 6?2

donde 0,>0y @1 <a,<1 son constantes reales. Esta funcion esta trazada en la Figura 2.4-1(a).
D C-172

Su valor maximo 27 o2 ocurre en X = ax. Su distribucion alrededor del punto x = ay esta

relacionada con o,. La funcion decrece a 0.607 veces su valor maximo en el punto x =ay + o, y X =
ax - Oy.

La densidad gaussiana es la de mayor importancia de todas las densidades y se utiliza en casi
todas las areas de ciencia e ingenieria. Esta importancia deriva de su descripcion precisa de muchas
cantidades practicas y del mundo real, especialmente cuando dichas cantidades son el resultado de
varios efectos aleatorios independientes actuando para generar la cantidad de interés.

La funcion de distribucion se puede encontrar, como se mencioné anteriormente, integrando la
funcidon de densidad:

1
Ta ﬂmnmmm‘ﬂmﬂﬂﬂ‘ b c2 2
Fy X = ey Z @%@ /29 g¢ (2.4-2)
421 6% @

La integral no puede evaluarse en forma cerrada; sin embargo, se puede tabular F(x; ax,oy)
como una funcién de ax y oy, |0 que necesitaria una tabla para cada par de valores. Como existe un
numero infinito de valores para ax y oy, lo cual requeriria un nimero infinito de tablas, esta tarea es
virtualmente imposible. Una mejor aproximacion es posible si una sola tabla de F(x) se desarrolla que
corresponde a normalizar valores de a, ¥ o,. Después se puede usar esa Unica tabla como el caso
general donde ax y G, pueden ser valores arbitrarios.

Se empieza seleccionando el caso normalizado donde a, = 0y o, = 1. Se indica la funcion de
distribucion con F(x):

aﬂmﬁmﬂﬂ‘fl
-—

Fxoe e@/ 2 2.4-3
- : (249)

@1



que es una funcion de x Gnicamente.
Para un valor negativo de x se usa la relacion

F @x =1@F x

(2.4-4)

Para mostrar que la funcion general de distribucion Fy(x) de (2.4-2) puede encontrarse en

términos de F(x) de (2.4-3), se hace un cambio de variable

e

u=
Oy

en (2.4-2) para obtener

. X@a, loy e
a_ (i
Fo X = e ez du
P2n 4

De (2.4-3), esta expresion es claramente equivalente a

" R

Gx

Fx Xa: F

La figura 2.4-1(b) representa el comportamiento de Fx(x).

Figura 2.4-1

(@)

(b)

(2.4-5)

(2.4-6)



2.5 Teorema del Limite Central

Dadas n variables aleatorias independientes x;, se forma su suma

X=X, +...+ Xy

Esta es una variable aleatoria con media n=mn +...+mn Y varianza ¢’=05+...+c3. El
n

teorema del limite central dicta que bajo ciertas condiciones generales, la distribucion F(x) de x se
aproxima a la distribucion gaussiana con la misma media y varianza

F x%~G 3“"@"“'" 2.5-1)

conforme n crece. Ademas, si las variables aleatorias x; son de tipo continuo, la funcion de densidad
f(x) de x se aproxima a la funcion de densidad gaussiana (Figura 2.5-1(a))

az

fxx p? e 2o (2.5-2)
(0} T

Este teorema importante puede definirse como un limite: Si z= X @n /o entonces

: a o .a : C_a T o,
— _ @z%/2
nI(grq F,z=G z nlérquz_pﬁe
para el caso general y el continuo respectivamente.
—_———— We@x@naZ/ZGz
oP 2n
A
o
s
M
! \
’ F}(
el .
0 n o ak
(b)

Figura 2.5-1

La naturaleza de la aproximacion del teorema del limite central y el valor de n requerido para un
rango de error determinado depende de la forma de las funciones de densidad fi(x). Si las variables
aleatorias x; son i.i.d. (independientes y distribuidas idénticamente), el valor de n = 30 es adecuado
para la mayoria de las aplicaciones. De hecho, si las funciones fi(x) son suaves, valores tan pequefios
como n = 5 pueden ser utilizados.



Para una variable aleatoria de tipo discreta, F(x) es una funcién escalera aproximada a la
distribucion gaussiana. Sin embargo, las probabilidades px, que x iguala a valores especificos xx no
estan, en general, relacionadas a la densidad gaussiana. Existe una excepcion para variables aleatorias
Ilamadas de tipo Lattice: si las variables aleatorias xj toman valores equidistantes ak;, entonces x toma
los valores ak y para un valor grande de n, las discontinuidades p, ="x =ak " de F(x) en los puntos Xy

= ak igualan las muestras de la densidad gaussiana (Figura 2.5-1(b))

p b c2 »
p " = ak % MG o@ akan” /2o (2.5-3)
cP 2x

2.5.1 Desigualdades de Markov y Chebyshev

Una medida de la concentracion de una variable aleatoria alrededor de su media r es su varianza o?.
De hecho, asi como el teorema que se muestra a continuacion lo muestra, la probabilidad que x esté
fuera de un intervalo arbitrario n @e,n + ¢ es insignificante si la razon o/e es suficientemente
pequefia. Este resultado, conocido como la desigualdad de Chebyshev, es fundamental.

Desigualdad de Chebyshev

Para cualquier ¢ >0,

R S
P x@nlze < ?Im (2.5.1-1)
La demostracion esta basada en el hecho de que
R S @n@: ~ o 1. g *a

P |x@n|>e =Z fxdx+Z f xdx=Z f x dx

@1l n+e x@nl 2¢
En efecto
1 - N N N ~
62=Z x@n f xdx >Z x@n'f xdx > &2 f x dx0
@1 [x@nlze [x@nl ze

y se tiene como resultado (2.5.1-1) debido a que la Gltima integral es igual a P '\|x @n| > au.

La desigualdad de Chebyshev es muy importante porque permite determinar los limites de las
probabilidades de variables aleatorias discretas o continuas sin tener que especificar sus funciones
(densidades) de probabilidad.

Desiqualdad de Markov

Si f(x) = 0 para x < 0, entonces, para cualquier o >0,



P x>a <

: (2.5.1-2)

La demostracion estd basada en el hecho de que

PQ 1 \a 1 \a l\a
E x=Z xf xdx>Z xf xdx>aZ f x dx

0 o o

y se tiene como resultado (2.5.1-2) debido a que la Gltima integral es iguala P x > o ™.

2.5.2 Ley de los Grandes Numeros

Si la probabilidad de un evento A en un experimento dado es igual a p y el nimero de éxitos de A en
n pruebas es igual a k, entonces

{
PZET@H% @ 1 conforme n@Y 1 (2.5.2-1)

Se reestablecera este resultado como un limite de una secuencia de variables aleatorias. Para este
propdsito se presentan las siguientes variables aleatorias

1 siAocurreenlai- ésimaprueba

0 €notrocaso

Mostraremos que el promedio de la muestra

i
Xy =
n

de estas variables aleatorias tiende a p en probabilidad conforme n tiendea 1 .

Para demostrarlo sabemos que

E'x *=E Xy =p 2 =pq ot =

v

Ademas, pq= pul @pu <1/4.Por lo tanto

S

R i i
P|X,@p|l<eg > 1@n€2 > l@4ngzw 1

Esto restablece (2.5.2-1) porque )2"n .,éu =k /n si A ocurre k veces.



3.0 Procesos Estocasticos

Como se describio anteriormente, una variable aleatoria x es una regla para asignar a cada resultado &
de algun experimento S un ndmero x(§ ). Un proceso estocastico x(t) es una regla para asignar a cada §
una funcion x(t, £). Asi, un proceso estocastico es una familia de funciones de tiempo dependiendo del
parametro £ o, lo que es lo mismo, una funcién de t y &. El dominio de & es una serie de todos los
resultados experimentales y el dominio de t es la serie R de nimeros reales.

Si R es el eje real, entonces x(t) es un proceso de tiempo continuo. Si R es la serie de enteros,
entonces x(t) es un proceso de tiempo discreto. Un proceso de tiempo discreto es, de esta manera, una
secuencia de variables aleatorias. Tal secuencia se representara como X, 0, para evitar indices dobles,
como Xx[n].

Se dira que x(t) es un proceso de estado discreto si sus variables son contables. De otra forma,
es un proceso de estado continuo.

Se utilizara la notacion x(t) para representar un proceso estocastico omitiendo su dependencia
de &. Asi x(t) tiene las siguientes interpretaciones:

1. Esun grupo de funciones x(t,&). En esta interpretacion t y & son variables.

2. Esuna muestra de un proceso dado. En este caso, t es una variable y & esta definida.

3. Sitestadefiniday & es una variable, entonces x(t) es una variable aleatoria igual al estado del
proceso dado en el tiempo t.

4. Sity & estan definidas, entonces x(t) es un numero.

3.1 Estacionalidad

Un proceso estocastico es conocido como de sentido estacionario estricto (abreviado como SSS por sus
siglas en inglés) si sus propiedades estadisticas son invariantes ante un cambio del origen. Esto
significa que los procesos x(t) y x(t+c) tienen las mismas propiedades estadisticas para cualquier c.

Dos procesos X(t) y y(t) son de estacionalidad conjunta si las propiedades estadisticas conjuntas de
x(t) y y(t) son iguales que las propiedades estadisticas de x(t+c) y y(t+c) para cualquier c.

Un proceso complejo z(t) = x(t) + jy(t) es estacionario si los procesos x(t)y y(t) son de
estacionalidad conjunta.

A partir de la definicion puede decirse que la densidad de n-ésimo orden de un proceso SSS debe
ser tal que

(9] (93 (9] v

fXg, Xt ooty =F X, Xt +¢C, . th+C (3.1-1)

para cualquier c.
A partir de esto se puede decir que f (x; t) = f (x; t+c) para cualquier c. Por lo tanto la densidad
de primer orden de x(t) es independiente de t:

f(x:t) = (x) (3.1-2)

De forma similar, f (x1, X2 ; t1+c, t,+cC) es independiente de ¢ para cualquier c, en particular para
¢ = -to. Esto nos lleva a la conclusion de que
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fox,, X, 4.t =f X X1 =t @, (3.1-3)

Asi, la densidad conjunta de la variable aleatoria x(t + 1) y X(t) es independiente de t y es igual a
f X, Xt .

Un proceso estocastico es conocido como de sentido estacionario amplio (abreviado como WSS por
sus siglas en inglés) si su promedio es constante

E Xt =n (3.1-4)

y su autocorrelacion depende Unicamente de t = t; — t:

[N a

E X t+1x t° =R 1 (3.1-5)

Ya que 7 es la distancia desde t a t + 1, la funcion R(t) puede escribirse en la forma simétrica

vV a e a e

RT=E x t+ Wy t@11Tr

; ; (3.1-6)

Notese en particular que

E x t =R 0°

3.2 Ergodicidad

Un problema importante en la aplicacion de procesos estocasticos es la estimacion de varios parametros
estadisticos en términos de datos reales. La mayoria de los parametros pueden ser expresados como
valores esperados de alguna funcién de algun proceso x(t) . El problema de estimar el promedio de un
proceso x(t) dado es, por lo tanto, fundamental.

Para un valor de t especifico, x(t) es una variable aleatoria; su promedio n t~ = E{x(t)} puede,
por lo tanto, estimarse de la siguiente manera: Se observan n muestras x(t,&;) de x(t) y se usa, como el
punto estimado de E{x(t)}, el promedio

N D Cc
N to= nl‘“x X tE,

Como se sabe, 0 t* es un estimador consistente de n t; sin embargo, puede ser usado
Unicamente si un ndmero grande de realizaciones x(t,&;) de x(t) estan disponibles. En muchas
aplicaciones, se conoce una Gnica muestra de x(t). ¢Se puede entonces estimarn t~ en términos del
tiempo promedio de una muestra dada? Esto no es posible si E{x(t)} depende de t. Sin embargo, si X(t)
es un proceso estacionario regular, su promedio de tiempo tiende a E{x(t)} conforme la longitud de la
muestra disponible tiende a 1 . La ergodicidad es un tema que trata esta importante teoria.



A partir de un proceso estacionario real x(t) deseamos estimar su promedion t~ = E{x(t)}. Para
este fin, se crea el promedio en el tiempo

T N
nr = Pt (3.2-1)
2T,

Claramente, n 7 es una variable aleatoria con promedio

T R‘§
E{n:} = ?r"‘fz Ext dti=n
@T

Asi 17 es un estimador imparcial de 1. Si su varianza 2@ 0 conforme T(@) 1 , entonces M7
@Y n. En este caso, el promedio en el tiempo m7 (&) obtenido de una Unica realizacion de x(t) es
cercano a m con probabilidad cercana a 1. Si esto es cierto, se dird que el proceso x(t) es de promedio
ergodico. Asi, un proceso Xx(t) es de promedio ergddico si su promedio en el tiempo nr tiende al
conjunto promedio 1 conforme T(@D 1 .

Para establecer la ergodicidad de un proceso, es suficiente encontrar ot y examinar las
condiciones bajo las cuales o, @ 0 conforme T@R 1 .

3.3 Procesos Aleatorios de Markov

Los procesos aleatorios de Markov representan la generalizacion mas simple de procesos
independientes, permitiendo que el resultado de cualquier instante dependa Unicamente del resultado
precedente y de ninguno anterior a eso. Por lo mismo, en un proceso aleatorio de Markov x(t), el
pasado no tiene ninguna influencia en el futuro si el presente esta especificado. Esto significa que si
t,_1 <tn, entonces

B C it 0] c-

P x tnas Xn | X ta,tgtn@1 =P X tnag Xn | X g1 (3.3-1)
De (3.3-1) se sabe que si t <t,<...<t,, entonces
Y a 0] Cc 0] C D Cc- Y a 0] c-
P Xt <Xg|X tig X tig oo X ti =P Xt <X [X t g, (3.3-2)

Un tipo especial de proceso de Markov es una cadena de Markov donde el sistema puede ocupar
un ndmero finito o infinito contable de estados e, ,¢,,...,€;, ... tales que la evolucion futura de los

procesos, una vez que esta en un estado dado, depende Unicamente del estado presente y no en cdmo
llegd a ese estado. Ambos, los procesos de Markov y las cadenas de Markov pueden ser en tiempo
discreto o continuo, dependiendo de si la serie de tiempo es discreto o continuo.

Los procesos de Markov fueron asi llamados por A. A. Markov (1856 — 1922), quien introdujo
este concepto para sistemas de parametros discretos con un namero finito de estados en 1907. La teoria
para cadenas de nameros infinitos contables fue dada por Kolmogorov (1936) seguido por Doeblin
(1937), Doob (1942), Levy (1951), y muchos otros.



Un proceso de Markov en tiempo continuo X(t) puede tomar de forma aleatoria una cantidad
finita o infinita de estados e,, e, ,e,, ... en un tiempo t. La situacion del proceso en el tiempo t esta
descrito por Xx(t) y es igual al estado e; que el proceso toma en ese tiempo. Supongase que el proceso
X(t) esta en el estado e; en el tiempo to. Para un proceso de Markov, de (3.2-2) la probabilidad de que un
proceso pase al estado e; en el tiempo t,+t esta dado por

D c D C e
P x t,+t =¢;|x t;, =¢ (3.3-3)

y esta probabilidad es independiente del comportamiento del proceso x(t) antes del instante to. Si x(t) es
un proceso homogeneo de Markov, entonces esta probabilidad de transicion del estado e; al estado ej no
depende del tiempo inicial to pero si, unicamente, del tiempo transcurrido, t, entre las transiciones. Asi,

en el caso de una cadena homogénea de Markov (3.3-3) se reduce a

‘a D Cc D C d
p; t=P X t,+t =e;|x t, =g (3.3-4)
En particular se tiene que
P =P x ta:ej | X 0% eiu (3.3-5)
donde
p, 0°=P x 0°=¢, (3.3-6)

representa la probabilidad de la distribucion inicial de los estados. Para todos los estados e;, e; se tiene

0< p. <1 X p; ?=1 (3.3-7)

1)
i
y la probabilidad incondicional del evento “x(t) esta en el estado e;” esta dado por

a " a = " a a - a =~ a a
p; t=P xt=e =X P xt =e;|x 0 =¢ P x 0 =¢ =X p 0 pyt (3.3-8)

De forma maés general para ty s arbitrarias, se tiene que

a LIAN a a ~J
p; t+s =P x t+s =ge;|x 0 =g
R - . . S R~ .
a a a a a
=X P xt+s=g/[xt=¢,x0=¢ P xt=¢[x0=¢g
k

S

R - N S R - N
a a a a
=X P xt=g[x0=¢ P Xxt+s=¢/[xt=eg
k

S

a a
=X Py t Py s (3.3-9)

k



4.0 Campos Aleatorios de Markov

En la década de 1920, en su mayoria inspirados en el modelo de Ising, un tipo nuevo de procesos
estocasticos aparecio en la teoria de la probabilidad Ilamado Campo Aleatorio de Markov (MRF por
sus siglas en inglés). Estos campos se convirtieron rapidamente en una herramienta ampliamente
utilizada en problemas no solo de tipo estadistico. Su uso en procesamiento de imagenes data de inicios
de la década de 1970.

4.1 El Modelo Ising

De acuerdo con Ising, se considera una secuencia, 0, 1, 2,..., n en la linea. En cada punto hay un
determinado giro hacia arriba o hacia abajo en cualquier momento dado (Figura 4.1-1).

ttt it f
R

Figura 4.1-1 Modelo de Ising unidimensional

Ahora se define una medida de probabilidad en el conjunto Q de todas las configuraciones posibles
0= 0,0,...,0, . Eneste contexto, cada giro es una funcion

5 ) a_(\ 1 si o, esta arriba (4.1-1)
' ? Zz@t i o, estd abajo '

Una energia U(w) es asignada a cada configuracion

Uo=@IX 3 0, o @HX § o (4.1-2)

1) 1

En la primera suma, Ising asumid la simplificacion de que Unicamente las interacciones de
puntos con una unidad aparte necesitan ser tomadas en cuenta. Este término representa la energia
ocasionada por la interaccion de los giros. La constante J es una propiedad del material. Si J > 0, las
interacciones tienden a mantener giros de vecindad en la misma direccion (caso atractivo). Si J < 0, los
giros de vecindad con orientacion opuesta son favorecidos (caso repulsivo). El segundo término
representa la influencia de un campo magnético exterior de intensidad H y m > 0 es una propiedad el
material. La medida de probabilidad en Q esta dado por

Po="0 (4.1-3)

donde T es la temperatura y k es la constante de Boltzmann. La constante Z esta definida por
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7-X @Y (4.1-4)

®2Q

La medida de probabilidad de (4.1-3) es llamada distribucién de Gibbs. EI modelo se puede extender a
dos dimensiones de forma natural. Los giros estan organizados en una red cristalina, y son localizados
por dos coordenadas, teniendo cada punto cuatro vecinos, a menos que esté en la frontera. En el caso de
dos dimensiones, la medida P es inestable y existe una transicion de fase. Considerando el caso
atractivo y el campo externo h, la medida Py, converge en P® si h se va a cero a través de valores
negativos pero converge en P* = P si h se va a cero a través de valores positivos. Se ha demostrado
que existe una temperatura critica T¢ y debajo de esta temperatura siempre ocurre una transicion de
fase. La temperatura depende de los parametros de interaccion verticales (J;) y horizontales (J,).

Un ejemplo es el modelo de arbol de Cayley. En este caso, los puntos estan colocados en un
arbol (Figura 4.1-2). La raiz se llama el nivel 0. Desde la raiz, se tienen g ramas (q = 2 en la Figura 4.1-
2). El caso q = 1 simplemente da una cadena de Markov unidimensional. Una configuracion en un
arbol de n niveles es una asignacion de una etiqueta arriba o abajo para cada punto. Se puede definir
una funcién de energia similar como para el modelo Ising.

Figura 4.1-2 modelo de &rbol de Cayley

Otra extension del modelo Ising a mas de dos estados por punto es el modelo Potts. El problema
es observar el modelo Ising como un sistema de giros interactuando que pueden ser paralelos o
antiparalelos. De forma mas general, consideramos un sistema de giros, cada giro apuntando hacia
alguna de las direcciones q igualmente espaciadas. Estos vectores son la combinacién lineal de g
cantidad de vectores unitarios apuntando hacia las direcciones simétricas de un hiper-tetraedroen q — 1
direcciones. Para q = 2, 3, 4 se muestran ejemplos en la Figura 4.1-3. La funcion de la energia del
modelo de Potts puede ser escrito como

Uo=X J 0, (4.1-5)

i

donde J ® es 2r periodico y ®; es el angulo entre dos giros vecinos en iy j. El caso q = 2 es
equivalente al modelo Ising.

-2- TAMARIZ SANCHEZ, ANGEL
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Figura 4.1-3 Modelo de Potts

4.2 Vecindades y Cliques

La forma mas natural para definir campos aleatorios de Markov relacionados a modelos de iméagenes es
definirlos en una red. Sin embargo, aqui definiremos los CAM de forma mas general, en graficas. Sea

G = S,E unagréficadonde S = {s, Sy, ...Sn} €S una serie de vértices y E es una serie de orillas.

Dos puntos s; y sj son vecinos si existe una orilla e; 2 E que los conecte. La serie de puntos que
sean vecinos en un sitio s (la vecindad de s) es denotada por V.

Vv =”\/S |s2 S es un sistema de vecindad para G si

M sBV,
(i) s2V,. N r2V,

Para cada sitio de la grafica asignamos una etiqueta A de una serie finita de etiquetas A. Tal
asignacion es llamada una configuracion o teniendo probabilidad P . La notacion para un

subconjunto Tj S es denotada por m; yo,2 A. En lo siguiente nos interesaremos en las medidas de
probabilidad asignadas a la serie Q de todas las posibles configuraciones. Primero definamos las
caracteristicas locales como probabilidades condicionales P o |, ,r#s .

X es un Campo Aleatorio de Markov con respecto a V si

(i) paratoda @2 Q:P X=w >0,
(i) paratoda s2S y ®2Q: P Xi=os| X;=wo,,r#s =P X.=ws| X;=o,,r2V;

Para continuar con nuestra discusion acerca de medidas de probabilidad en Q, el concepto de
cliques sera de mucha utilidad.

Un subconjunto Cb S es un clique si todo par de distintos sitios en ¢ son vecinos. C denota el
conjunto de cliques.

Usando la definicion anterior, podemos definir una medida de Gibbs en Q. Sea V un potencial que
asigna un nimero a cada configuracion .. V define una energiaU o en Q mediante

-3- TAMARIZ SANCHEZ, ANGEL
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U (oaz@X V. (oa
T

(4.2-1)

4.3 Esquemas Espaciales de Red

En esta seccién trataremos con una subclase particular de Campos Aleatorios de Markov que son los
mas usados en los esquemas de procesamiento de imagenes. En este caso, consideramos S como una

red L de tal forma que 8s2S:s= i,j Yy definimos los llamados n-ésimos sistemas de vecindad
homogéneos como

b ¢C et

Vi= V8 e jj2L

1,] "
(4.3-1)
Vb ¢ . x D c, W
thile: kKl 2L: k@i + 1@ <n . (4.3-2)

Obviamente, sitios cercanos a la frontera tendran menos vecinos que los del interior. Ademas, V °a S
yparatoda n>0:V"j V"4 Lafigura 4.3-1 muestra una vecindad de primer orden correspondiente
an = 1. Los cliques son {(i, j)}, {(, J), (i, j+1)} {(, j), (i+1, ))}. En la practica, mas que sistemas de
orden dos son raramente utilizados debido a que la funcidn de energia seria demasiado complicada y
requeriria mucha computacion.

00000
00000
OO0
O0000
o000 0 Cliques: o0 °
Cliques: O o0 O \O O
@) Q 000000
© 0045 00006°36"380
Figura 4.3-1 Figura 4.3-2
Sistema de vecindad de primer orden Sistema de vecindad de segundo orden
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5.0 Optimizacion

El conocido ejemplo siguiente nos ayudara a entender de mejor forma los conceptos que se trataran a lo
largo de este capitulo:

Ejemplo: Dadas N ciudades y las distancias Dj; entre las ciudades i y j representando el costo de
traslado. Uno debe planear la ruta 6ptima del viajero, quien pasara por todas las ciudades y regresara
finalmente al punto de partida, minimizando la distancia total.

Como es sabido, no existe ningdn método para encontrar la solucion exacta para el problema
anterior. Los esquemas de recocido simulado son una heuristica propuesta para resolver el problema
del viajero.

El recocido simulado esta basado en la analogia entre la simulacion del recocido de solidos y la
solucién de problemas de optimizacion combinacional. Asi fue como el algoritmo propuesto por Cerny
y Kirkpatrick llego a conocerse como Recocido Simulado.

En la fisica, recocido significa calentar un sélido a un valor maximo, al cual todas las particulas
aleatoriamente se acomodan en la fase liquida, y después enfriarlo lentamente. De esta forma, todas las
particulas se acomodan en el estado de baja temperatura de una red correspondiente. A cada
temperatura T, se le permite al sélido alcanzar un equilibrio térmico que es caracterizado por la
distribucién de Boltzmann:

N T
P o= ;ﬂﬂf'l?“ﬂfexp @ (5.0-1)

kT ’

donde U o es la energia del estado, Z T es la funcion de particion dependiendo de T y k es la
constante de Boltzmann. Para una T dada, la ecuacion de arriba es igual a la distribucion de Gibbs.
Claramente, conforme la temperatura decrementa, la distribucidn de arriba se concentra en los estados
con menor energia y cuando la temperatura se aproxima a cero, solo los estados minimos tienen una
probabilidad diferente a cero. Disminuir la temperatura es crucial. Se sabe que si el enfriamiento es
demasiado rapido y el sistema no logra alcanzar un equilibrio térmico para cada temperatura, un
minimo global no puede ser alcanzado.

Para una temperatura dada, la evolucion para un equilibrio térmico es simulada por el Algoritmo de
metrépolis. En éste, el algoritmo es usado para generar secuencias de configuraciones de un problema
de optimizacion combinacional. El recocido simulado es entonces una secuencia de Algoritmos de
metrépolis valuados en una secuencia de temperaturas decrecientes, tales que el equilibrio es alcanzado
en cada temperatura.

Demos una definicion formal del algoritmo de Recocido Simulado: Sean ®nm,... las
configuraciones de un problema de optimizacion combinacional (correspondientes a los estados de un
s6lido) y sea U o el costo (también llamado energia) de la configuracion o (correspondiente a la
energia del estado ® en un sistema termodindmico). Los elementos de las configuraciones estan
indexados por S='s,,s,, ...,s, 'Y el espacio de estado comun es denotado por A='0,1,...,L @1~



El conjunto de todas las posibles configuraciones se denota con Q. Debido a que
8525 1 02 AQ=A".

5.1 Algoritmo del Recocido Simulado

e Empezar con k = 0 y un valor aleatorio para w. Escoger un valor lo suficientemente elevado para
la temperatura inicial T=T .

e Construir una perturbacion de prueban de la actual configuracion de ® tal que n difiera
Unicamente en un elemento de o.

e (Criterio de Metrdpolis) Hacer el calculode AU=U n "@U o y aceptar nsi AU<O0, de lo
contrario aceptarlo con probabilidad exp @AU /T (analogia con termodinamica):

fn siau <0, ) .
o=,1m SIAU>0yE <exp @AU/T , (5.1-1)
o cualquier otro caso

donde & es un nimero aleatorio uniforme entre 0y 1.

e Repetir el segundo paso hasta alcanzar el equilibrio. Este equilibrio se alcanzara una vez que
AU sea siempre menor a 0.

e Decrementar la temperatura: T=T,,, e ir al segundo paso con k =k +1 hasta que el sistema se
congele.

El algoritmo de arriba es conocido también como recocido homogéneo debido a que esta descrito por
una secuencia de cadenas homogéneas de Markov. Si la temperatura decrementa después de cada
transicion, el algoritmo es descrito por una cadena no homogénea de Markov y por ello nos referimos a
éste como recocido no homogéneo. Esta es la forma mas comun de recocido. Obtenemos tal algoritmo
si quitamos el cuarto paso del algoritmo del recocido simulado.

5.2 Esquemas de Decremento de Temperatura

Se puede demostrar que el recocido simulado converge con una probabilidad de uno a una
configuracién global 6ptima si determinadas condiciones se cumplen para el esquema de temperatura.
Es decir que Tk se acerca a 0 no mas rapido que C / In(k) para una constante C independiente de k
(recocido no homogéneo). Para el recocido homogéneo existen otras condiciones, pero nos
concentraremos en el recocido no homogéneo debido a que es el esquema que mas se utiliza.

Es claro que el esquema tedrico anterior no puede ser implementado ya que es demasiado lento. Por
lo tanto, debemos hacer una aproximacion. Debido a esta aproximacion, el algoritmo ya no garantiza
encontrar una optimizacion global.



Temperatura Inicial

La temperatura inicial Ty debe ser lo suficientemente elevada para que virtualmente todas las
transiciones sean aceptadas. Es extremadamente dificil determinar dicho valor ya que esta relacionado
a los valores maximo y minimo de la funcion de energia a ser minimizada. Existen algunas heuristicas
para obtener una estimacion razonable de la temperatura inicial, pero usualmente se le da a To un valor
relativamente bajo, obteniendo asi una ejecucion mas rapida del algoritmo. En los experimentos
realizados en esta tesis se ha utilizado el valor de To = 2.5.

Temperatura Final

Obviamente, kIirq T, =0 puede unicamente ser aproximado en un nimero finito de valores para Ty.
Q

Por lo tanto, necesitamos un criterio de parada que determine el valor final de la temperatura. Podemos
simplemente determinar el niamero de valores Ty 0 detener la ejecucion del algoritmo en las dltimas
configuraciones obtenidas por el recocido simulado que tengan ya practicamente la misma energia.

Esquema de decremento de temperatura

El punto més importante es tener una regla de decremento de temperatura. Las reglas logaritmicas son
normalmente muy lentas para darles un uso préactico (Figura 5.2-1). Por el contrario, las reglas
exponenciales (Figura 5.2-2) son las que se usan con mayor frecuencia:

T, =CA,, k=0,1,2,.. (5.2-1)

donde ¢ < 1 es una constante cercana a uno. Esta regla fue propuesta por primera vez con ¢ = 0.95y se
utiliza ampliamente actualmente. En los experimentos de esta tesis se utiliza este valor también.
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Figura 5.2-1
Regla logaritmica
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Figura 5.2-2
Regla exponencial
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6. Esquema de Analisis

A lo largo de este capitulo se pretende dar una descripcion del camino que el algoritmo desarrollado
toma para obtener los resultados deseados en el tiempo deseado. No esta contemplado mostrar lo que
hace cada linea del cddigo, pero si envolverlo con una explicacion formal que nos guie por las etapas
que el algoritmo pasa.

6.1 Planteamiento y Esquema General

El algoritmo presentado en esta tesis estd basado en un esquema de recocido simulado que trabaja en
tres niveles de resolucion de la imagen original. El algoritmo comienza por definir las clases en las que
se va a segmentar la imagen. En esta tesis todos los experimentos fueron sometidos a una segmentacion
de cinco clases, pero esto no significa que las herramientas empleadas no permitan la segmentacion en
un nimero menor o mayor de clases. Estas clases pueden ser escogidas definiendo ventanas que
contengan niveles de gris representativos de la imagen. El proceso de clasificacion implica un
procesamiento de alto nivel que no se realiza en esta tesis. Lo que se realizan son segmentaciones pero,
a fin de ilustrar mejor nuestra propuesta, se identifican a las regiones segmentadas como clases. Al
segmentar una imagen se desea resaltar determinadas areas eliminando cualquier ruido y distorsion en
ellas. Por ello, las clases que se escojan se definiran calculando un promedio de los grises que se hayan
obtenido en la ventana de interés. Este promedio define la clase. Al tomar una muestra de vegetacion
en una imagen de percepcion remota no tenemos un mismo nivel de gris en toda el area, pero si estan
todos éstos dentro de un rango reducido que permite ser representados por un promedio de ellos y
distinguir las areas de vegetacion sin problemas en las imagenes segmentadas.

Una vez elegidas las clases, cada pixel es analizado con una serie de métodos probabilisticos para
elegir la clase dptima en la que debe caer. Apoyado en la regla de Bayes, el Modelo de Potts y un

esquema de recocido simulado, el algoritmo logra, después de una serie de iteraciones, obtener
resultados dptimos de segmentacion.

Regla de Bayes:

P W, X~ M

siendo X la imagen original y Wi; las clases coni=1,2,...,5 donde:

P uWi | XU representa la probabilidad a posteriori.
P UW ib es la probabilidad a priori de la clase W;

P X W iv es la probabilidad condicional de X dado W;
P X"~ es la probabilidad total de X



6.2 Funciones de Energia

Las funciones de energia son aquellas que surgen a partir de la definicion de las clases que se van a
utilizar para segmentar la imagen. Cada funcion de energia representa la probabilidad condicional de
que un pixel tome el valor de la imagen original dado el valor de la clase que ésta represente. De esta
forma se aproximan las probabilidades conjuntas del numerador de la regla de Bayes.

Una vez obtenidas las probabilidades condicionales se emplea la aproximacion de la regla de Bayes
P W, X ~P X|W, P W, paracalcular la energia a posteriori:

UW, X ~U XW, +U W,

TERMINOS DE ENERGIA U(X‘Wi)

Clase W,
1
|
0 |
M, 255
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1
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I
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En las gréaficas anteriores ‘m’ se refieren a las medias obtenidas de las ventanas analizadas o
simplemente el nivel de gris empleado para cada clase.

6.3 Implementacion del Algoritmo de Recocido Simulado

Siendo X la imagen original (en niveles de gris) e Y la imagen segmentada (en este caso cinco clases),
la simulacién toma como datos iniciales a X y a la imagen de clases originada en la inicializacién, Y.
La figura siguiente muestra la esquematizacion del algoritmo de simulacién, para el caso de n
iteraciones:

Inicializacién

La figura anterior muestra un esquema iterativo. Para la energia U(Y) se considera al modelo de
Potts, el cual se aplica en vecindades en 8-conexidad. La energia U (X\Wi)se evalla sobre la imagen

original X.

Para la inicializacion del algoritmo, se realiza una determinacion aleatoria de la solucion Y (la
clase de cada pixel se determina mediante un generador de numeros aleatorios, con distribucion
uniforme, en el rango del nimero de clases).

Se escoge una temperatura inicial T suficientemente elevada (T = 2.5) y se barre
secuencialmente la imagen.

En cada etapa (k), se escoge un pixel g de coordenadas [i][j]. Su valor es Yg(") y su configuracién de

vecindad es Vg(k). Se efectua el sorteo de una variable aleatoria (clase "eleccion”) con distribucion
uniforme: & € Q.

Para el Criterio de metropolis y el Modelo de Potts:
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6.4 Segmentacion en Baja Resolucion

Cuando se pretende trabajar con una imagen de baja resolucion, el procesamiento al que va a ser
sometida dicha imagen no se ve afectado por el tiempo en que tarde en entregar resultados. Siendo una
imagen pequefia, la cantidad de pixeles a analizar es baja y la tardanza del algoritmo no es factor
importante en la entrega de resultados. Por lo tanto, en este caso no es utilizado el esquema multiescala
y la imagen es procesada Unicamente en su tamafio original, es decir todas las iteraciones por las que
pasa, la analizan sin haber sufrido alteraciones en los pixeles originales.

La determinacion de una imagen de baja resolucion dependera del equipo empleado para hacer el
procesamiento, puesto que, como ya se menciond, lo que nos interesa es una entrega rapida de
resultados. Asi, mientras para determinado equipo el analisis de una imagen bajo este algoritmo puede
rebasar los 5 minutos, para otro, con una capacidad de procesamiento mucho mas elevada, puede
hacerlo en menos de un minuto. El hardware con el que trabajemos serd factor crucial que refleje la
eficiencia del algoritmo. Como se muestra en los resultados de esta tesis, el esquema multiescala
entrega resultados con menor tardanza, pero para imagenes con baja resolucion esta diferencia es
insignificante.

6.5 Proyeccion de Regiones Segmentadas

El fundamento del esquema multiescala es trabajar con distintas resoluciones de la imagen original.
Cuando se trabaja con una imagen de alta resolucion, cualquier procesamiento al que se pueda someter
puede tardar mucho. La idea es reducir la resolucién de la imagen para trabajar con éstas y disminuir el
procesamiento. La imagen de baja resolucion puede someterse a determinada cantidad de iteraciones y
el resultado de estas es proyectado como una imagen de resolucion media, duplicando el area de cada
pixel (de 1x1 a 2x2). Esta imagen de resolucion media se somete nuevamente a igual o distinta cantidad
de iteraciones, y se procede de igual forma duplicando la resolucién de la imagen para proyectarla en
una de tamario original.



6.6 Segmentacion en Alta Resolucion

El esquema multiescala fue disefiado con el objetivo de tener un rapido procesamiento en imagenes de
gran tamafio. A partir de una imagen en su tamarfio original, se procesa para obtener de ella niveles con
menor resolucion. En este caso se trabaja con tres niveles: el original (n x n), resolucion media (n/2 x
n/2) y de baja resolucion (n/4 x n/4). De esta forma el total de iteraciones a las que se ve sometida la
imagen son distribuidas entre los diversos niveles. Como ya se explicé antes, a menor resolucion mayor
es la rapidez en la que se entregan los resultados.

Por ejemplo, envés de trabajar con 40 iteraciones en la resolucion original de la imagen, ésta se
somete a 10 iteraciones en baja resolucion, 10 en resolucion media y 20 més en la resolucion original.
Maés adelante se muestra en los resultados como el tiempo de procesamiento es mucho menor bajo el
esquema multiescala.



7. Resultados

7.1 Imagenes de Prueba

Una vez programado, el algoritmo se puso a prueba para distintos escenarios. Para los siguientes
experimentos se utilizaron imagenes que se caracterizaran en diferentes sentidos. En algunas, las
expresiones faciales de las personas en las imdgenes era el objetivo a seguir. El interés radicaba en
poder mantener las mismas expresiones que los rostros pudieran externar una vez aplicado el
algoritmo. En éstas, los niveles de gris en una cara son muy similares, pero si no se hace una
diferenciacion adecuada entre ellos, se mantiene un mismo nivel en todo el rostro y se pierde por
completo el mensaje que se pueda comunicar a través de él. Por ello, no en todos los experimentos se
utilizaron ventanas para definir las clases. En el segundo experimento, por ejemplo, los niveles de gris
que determinan las cinco clases fueron obtenidos empiricamente, escogiendo los niveles 6ptimos que
permitieran una mejor definicion de la imagen. Para el resto de los experimentos esto no fue necesario,
ya que las areas de interés en las imagenes mantienen distancias relativamente grandes entre ellas a lo
largo de la escala de grises.

7.1.1 Imégenes Sintéticas

En los tres experimentos siguientes se trabajo con imagenes sintéticas que pretenden evaluar el
algoritmo en dos caracteristicas relacionadas con la fidelidad original de la imagen: homogeneidad y
bordes. Para los tres experimentos se utilizaron imagenes originales sometidas a ruido gaussiano con
media 0 y varianza distinta para cada uno de ellos (0.01, 0.05 y 0.2).

Cuando nos referimos a la homogeneidad, nos interesa analizar si las areas que pertenecen a
determinada clase, son fieles a esta en toda su extension. Cuando se presenta cualquier tipo de ruido en
la imagen, éste evita que se aprecien areas totalmente homogéneas. En lo referente a los bordes, nos
interesa analizar que las fronteras existentes en la imagen, en cuanto a clases se refiere, se respeten
fielmente. Es deseado obtener, después de haber sido sometida la imagen al algoritmo, bordes que se
apeguen lo mas posible a los originales.

Lo ideal seria gozar de ambas caracteristicas al final del procesamiento, sin embargo, como los
experimentos lo muestran, no siempre se logra eliminar el ruido por completo. En algunos procesos,
después de una serie considerable de iteraciones, el resultado muestra un comportamiento ruidoso. Sin
embargo, estas mismas respetan los bordes de la imagen original, es decir, las fronteras entre una clase
y otra permanecen fieles. Por otro lado, en los procesos en los que logramos eliminar de manera
considerable el ruido y las 4reas se muestran homogéneas, los bordes no siguen las originales (en este
caso lineas rectas).

Como ya se explicd anteriormente, el procesamiento consiste en someter la imagen a tres etapas de
manipulacion. Estas tres etapas permiten un menor tiempo de procesamiento, sometiendo la imagen a
varias iteraciones en dimensiones menores antes de hacer el andlisis en el tamafio original. Sin
embargo, éste no es el unico proposito de este modelo multiescala. Jugar con el nimero de iteraciones
en cada escala del procesamiento otorga la posibilidad de priorizar entre las dos caracteristicas de
fidelidad antes mencionadas.



Ante el mismo numero de iteraciones totales obtenemos resultados diferentes. Si las iteraciones en
la primera etapa, cuando la imagen tiene dimensiones 2 veces menor a la original, son las de mayor
cantidad, gozamos de homogeneidad fiel. Si por el contrario, el mayor nlimero de iteraciones recae en
la tercera etapa, la que trabaja con las dimensiones originales, los bordes (lineas rectas para la imagen
de los experimentos con imagen sintética) se respetan.

Los tres experimentos muestran este comportamiento, sin embargo el segundo lo trata mas
especificamente. En éste, a partir de una imagen con ruido gaussiano de varianza igual a 0.05 agregado,
se hacen 90 iteraciones en 4 de los procesos. Estas 90 iteraciones son distribuidas de distinta forma para
cada uno de ellos. Los sistemas fueron: 10+10+70, 70+10+10, 10+70+10, y 30+30+30. En el primer
caso gozamos de bordes bien definidos, ya que la mayor parte del andlisis recae en la tltima etapa. Sin
embargo las areas que deberian mantener fidelidad a determinada clase, a pesar de que si existe una
clara distincion entre éstas, se notan ruidosas, heterogéneas. En el segundo las areas estan casi limpias
de ruido, es decir son casi totalmente homogéneas, pero sus bordes se perciben altamente alterados. En
los ultimos dos casos, existe cierto equilibrio entre las dos caracteristicas de fidelidad. No gozan de una
homogeneidad como la del segundo caso, pero no existe un nivel de ruido tan elevado como en el
primer caso. Sus bordes no estdn tan alterados como en el sistema 70+10+10, pero las lineas rectas
siguen sin ser respetadas en su totalidad.

El primer experimento nos muestra como el ruido es factor determinante para obtener una imagen
resultante mucho mas fiel a la original. La imagen bajo la configuracion 20+20+20 logra una similitud
importante a la original.

Las ultimas dos muestras del experimento 3 son interesantes. Notese que en una de ellas se aplica
un sistema 80+10+10. Sin embargo el factor de homogeneizacion toma un efecto contraproducente. De
las cinco clases originales, los resultados muestran unicamente 3 finales. Es decir hay 2 pares de
niveles de gris que se fusionan.

Imagen original
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Original con ruido gaussiano. var = 0.01
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7.1.2 Escenas Naturales

Experimento 1

La imagen de prueba fue sometida a una unica etapa del algoritmo en la que no existe proceso de
multiescala. Las iteraciones se realizaron desde la primera, con el tamafio original de la imagen. Este
primer experimento pretende mostrar la relacion que existe entre el nimero de iteraciones y la fidelidad
con la que se presentan los resultados. En este caso, a partir 19 iteraciones, se empieza a distinguir la
similitud con la imagen original. Las imagenes siguientes muestran claramente como el ruido total de la
fase de inicializacion desaparece paulatinamente, a través de las iteraciones hasta alcanzar un nivel
maximo de fidelidad. Existird un nivel en el que la imagen ya no cambie aunque se someta a mas
iteraciones, ya que ha alcanzado la mayor fidelidad posible de acuerdo a lo permitido por el algoritmo.
Es importante resaltar nuevamente que la imagen original estd basada en un campo de 256 niveles de
gris y los resultados trabajan con unicamente 5 niveles. A pesar de ello, el resultado final, en este caso
después de 60 iteraciones, nos otorga un entendimiento total del contenido de la imagen, lograndose
apreciar incluso detalles relativamente pequefios.

Las graficas mostradas después de las imagenes resultantes, nos dan una idea de los campos en los
que cada tono de gris va a caer dependiendo de su cercania a la clase correspondiente. Estas graficas

son empleadas en el algoritmo para determinar la clase dptima que cada nivel de gris en la imagen debe
tomar.

Imagen original:

Tamano: 1422 x 2048 pixeles



Después de 20 iteraciones:



Después de 30 iteraciones:

Después de 60 iteraciones:
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Para este segundo experimento ya se utiliza el esquema multiescala. Se trabajo con tres tamafios de
la imagen: la original de 1024 x 1024, una segunda etapa de 512 x 512 y la tercera de 256 x 256
pixeles. A partir de la primera muestra (10+10+20) se tiene un entendimiento total de la imagen. Sin
embargo, con las siguientes imagenes nos podemos percatar de la eliminacion del ruido que en esta
primera claramente existe.

A partir de un total de 50 iteraciones, se puede decir que la imagen alcanza su nivel maximo de
fidelidad. Existen otras dos muestras mas; una bajo 60 iteraciones y la otra para 70. Lo unico que
cambia a partir de que se alcanza este equilibrio, es una variacion leve en los contornos de las figuras
que otorga cada clase para conformar la imagen total. Si observamos detalladamente, existen pequefias
diferencias entre las distintas muestras finales.

Las ultimas dos muestras (de un total de 70 iteraciones cada una) muestran la diferencia que
representa distribuir de manera distinta el nimero de iteraciones entre las etapas de procesamiento.
Como ya se menciond anteriormente, esta diferenciacion otorga resultados interesantes. En el caso del
sistema 50+10+10, es facilmente perceptible que gozamos de contornos mucho mas suaves que en el
sistema 10+10+50. Sin embargo esto obliga a perder detalles en la imagen por la incapacidad de
manejar dreas muy pequefias. En el primero carecemos de areas punteadas que otorgan sensaciones de
tercera dimension, sombras y volumenes, que dan una impresion mas realista. Esto no significa que una
sea mejor que la otra, simplemente que tenemos distintos resultados que pueden ser explotados de
acuerdo a las necesidades.

Imagen original ‘ - Tamafio: 1024 x 1024 pixeles




256 x 256: 10 iteraciones 512 x512; litraciones N 1024 . 024: 20 iteraciones
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256 x 256: 10 iteraciones 512 x 512: 10 iteraciones 1024 x 1024: 40 iteraciones
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256 x 256: 10 iteraciones 512 x 512; 1 iteraciones 1024 x 1024: 50 iteraciones




256 x 256: 50 iteraciones
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256 x 256: 30 iteraciones
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10 iteraciones

1024 x 1024: 10 iteraciones
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Experimento 3

Los resultados presentados en este tercer experimento estan enfocados a imagenes de percepcion
remota. En si, el algoritmo elaborado para esta tesis tiene como principal area de aplicacion este tipo de
imagenes ya que son imagenes con un nivel muy alto de resolucion.

La caracteristica de interés en imagenes de percepcion remota es lograr identificar distintos tipos de
suelo, y en particular en una de caracter urbano nos interesa identificar calles, areas verdes, y distinguir
entre distintos tipos de edificaciones. Si se logra esto, detalles de la imagen que sean mas especificos
caen fuera de nuestra area de interés y pueden ser considerados como despreciables al momento de
someterla a fases de segmentacion.

De las imagenes mostradas a continuacion se obtienen algunas conclusiones interesantes. Los
resultados son contundentes, demostrando que con s6lo cinco niveles de gris es suficiente para tener
una comprension totalmente aceptable de la imagen. Nuevamente se comprueba que la distribucion de
iteraciones entre las tres escalas se puede manipular dependiendo de los factores que nos interese
atacar. Para las imagenes en las que se tiene una mayor carga de iteraciones en la primera etapa,
logramos erradicar casi por completo el ruido, pero las fronteras entre los distintos usos de suelo no se
respetan fielmente. Por otro lado, en los experimentos en los que se cargan mads iteraciones en la
segunda o tercera etapa no se elimina el ruido totalmente, es decir no se goza de areas cien por ciento
homogéneas, pero las fronteras se mantienen mas similares a las originales.

En lo referente al tiempo de procesamiento, este experimento nos permite llegar a conclusiones de
otro caracter. Los resultados obtenidos para la ultima imagen (fachada de una casa) las apoyan. El
tiempo de procesamiento para las imagenes de percepcion remota a partir de 1500 x 1500 pixeles de



resolucion, rebasa los 30 minutos para aquellas que otorgan 10 iteraciones a la Ultima etapa. Sin
embargo, el andlisis de la imagen de la casa que tiene un tamafio de 1544 x 1544 pixeles, dura
alrededor de cinco minutos. Esto nos demuestra que, bajo este algoritmo, la resoluciéon no es la unica
caracteristica determinante para el tiempo de procesamiento de una imagen.

Otra caracteristica esencial de las imagenes de percepcion remota de zonas urbanas es la
heterogeneidad que existe entre los diversos niveles de gris desplegados a lo largo de éstas. A menos
que se presenten extensas areas verdes, entre las calles y las edificaciones existe un contraste
significativo de tonalidad. Esta caracteristica obliga al algoritmo a realizar un procesamiento mas
prolongado, ya que en el caso de zonas homogéneas las decisiones para elegir una determinada clase se
toman mucho mas rapido, ya que se realiza un menor niimero de ciclos de procesamiento.
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7.2 Comparacion de Funcionalidad

El objetivo de estos dos ultimos experimentos es el de comparar el tiempo que emplea cada esquema
para realizar el procesamiento. En el primero, la imagen original es sometida a 40 iteraciones. En un
caso bajo el esquema multiescala y el segundo sin ¢l, es decir aplicando el algoritmo 40 veces sobre la
imagen de dimensiones originales. Los resultados hablan por si solos. Ambas imagenes presentan el
mismo nivel de fidelidad y de entendimiento. No es posible distinguir cual de las dos fue sometida a
qué esquema sin saberlo desde un principio. En pocas palabras, la efectividad de ambos es igual. Sin
embargo, su eficiencia no es la misma. En el esquema multiescala, el proceso se llevd a cabo en 1
minuto y 50 segundos. Para el otro caso, bajo las mismas condiciones, el proceso tardé 3 minutos y 4
segundos en otorgar el resultado; un 50% mas tardado.

En el segundo experimento se presentan 3 muestras, dos de ellas bajo el sistema multiescala. Entre
estas dos se utiliza distinta distribucion de iteraciones para analizar también la diferencia en el tiempo
de procesamiento bajo distintos sistemas de multiescala. Como era de esperarse, aquel que presenta
mayor nimero de iteraciones para la resolucion original tarda mas. Con respecto a la muestra que se
obtiene bajo 60 iteraciones notamos cierto nivel de ruido en las zonas homogéneas y de esta forma, una
vez mas se demuestra el efecto paso bajas que elimina parte del ruido de la imagen original. El tiempo
de procesamiento es de casi 50% menos para el sistema 10+10+40 y de mas del 55% menos para el
sistema 15+15+30.

Los siguientes resultados avalan el funcionamiento efectivo y eficiente del esquema multiescala.

Experimento 1

Tiempo de procesamiento: 1 minuto, 50 segundos

256 x 256: 10 iteraciones | 512 x512: 10 iteracions 14 x 1024: 20 iteraciones

Total: 40 iteraciones




Esquema sin Multiescala
Después de 40 iteraciones
Tiempo de procesamiento: 3 minutos, 4 segundos

Experimento 2

Tiempo de procesamiento: 5 minutos, 22 segundos

\ 386 x 386: 15 iteraciones 772 x 772: 15 iteraciones 1544 x 1544: 30 iteraciones

Total: 60 iteraciones




Tiempo de procesamiento: 6 minutos, 36 segundos

\ 386 x 386: 10 iteraciones 772 x 772: 10 iteraciones 1544 x 1544: 40 iteraciones

Total: 60 iteraciones

Esquema sin Multiescala
Después de 60 iteraciones
Tiempo de procesamiento: 9 minutos, 25 segundos




8. Conclusiones

Son dos las principales areas a concluir para la tesis presentada. La primera referida a las ventajas que
presenta el algoritmo bajo un esquema multiescala sobre aquellos que trabajan sobre la imagen original
a lo largo de todas las iteraciones, y una segunda en la que podemos analizar los distintos
comportamientos que se presentan jugando con la distribucion de iteraciones entre las escalas de
procesamiento.

En los experimentos hechos para comparacion de funcionalidad entre los dos esquemas, se puede
concluir satisfactoriamente que el esquema multiescala presenta la enorme ventaja de ser un proceso
alrededor de 50% mas rapido que el esquema tradicional. Las imagenes que el algoritmo otorga no
presentan diferencias significativas e incluso nulas entre los dos esquemas. La efectividad es la misma,
por lo que no hay efectos contraproducentes en ningun sentido por usar distribucion de iteraciones
entre tres grados de resolucion. Para imagenes pequefias la diferencia puede ser de unos cuantos
minutos, pero cuando se trata de una imagen de alta resolucion de percepcion remota, la diferencia
pude llegar a ser de hasta 20 minutos.

También en lo referente al tiempo de procesamiento, las imagenes de percepcion remota nos
demuestran que la resolucion de la imagen no es el Unico factor determinante. Para imagenes del
mismo tamafo pueden existir tiempos distintos. Ese otro factor es la homogeneidad de niveles de gris
que existen en la imagen. Si ésta contiene areas importantes de niveles de gris muy similares, el
procesamiento es mas veloz. Por ello, las imagenes de percepcion remota, y sobre todo las de tipo
urbano, tardan muchas veces mas. La distribucion de niveles de gris a lo largo de estas es sumamente
heterogénea y no hay areas extensas con niveles de gris similares.

Otra ventaja importante del esquema multiescala es el comportamiento paso bajas que se presenta al
aumentar el nimero de iteraciones en la imagen en baja resolucion, eliminando asi gran parte del ruido
de esta. A partir de esto se distinguen dos importantes caracteristicas de fidelidad que deben cuidarse al
someterse una imagen bajo este algoritmo: homogeneidad y bordes. La homogeneidad como ya lo
mencioné se refiere a la capacidad e eliminar el ruido en la imagen obteniendo &reas fieles a
determinada clase en toda su extension. Sin embargo, cuando se abusa de las iteraciones en baja
resolucion, se descuida el otro factor de fidelidad. Los bordes pierden sus figuras originales si no existe
un equilibrio adecuado entre las iteraciones y no se da peso a las de alta resolucion. Al aumentar las
iteraciones en alta resolucidn, las fronteras entre las clases se respetan mejor. Incluso se pueden perder
clases en los resultados finales fusionandose un par o mas de ellos si se somete a demasiado
procesamiento en baja resolucion.

Una desventaja que tiene este algoritmo es que las clases no se elijen de manera éptima. Hay en si
dos opciones: obtenerlas a partir de la media de niveles de gris dentro de ventanas representativas, o
simplemente obtenerlas a base de experimentos y tanteos que permitan trabajar con los niveles mas
significativos. Una mejora importante a futuro para este algoritmo seria, a mi parecer, incluir un otro
que trabaje en conjunto con éste que logre identificar de manera Optima las clases con las que se deba
trabajar e incluso el nimero optimo de ellas suficiente para tener un total entendimiento de la imagen
resultante.



9. Referencias

HINES, William

Probability and Statistics in Engineering
Fourth Edition

New Jersey

John Wiley & Sons, 2003

LEON-GARCIA, Alberto

Probability and Random Processes for electrical engineering
2nd edition

Massachusetts

Addison-Wesley Publishing Company, 1994

PAPOULIS, A.

Probability, Random Variables and Stochastic Processes
4th edition

Boston

McGraw-Hill, 1991

PEEBLES, P.Z.

Probability, Random Variables and Random Signal Principles
3rd edition

New York

McGraw-Hill, 1993

PROAKIS, J.G.

Digital Communications
4th edition

Boston

McGraw-Hill, 2001

RONG, Li X.

Probability, Random Signals, and Statistics
Florida

CRC Press, 1999

ZOLTAN KATO

Modelisations markoviennes multiresolutions en vision par ordinateur. Application a la segmentation
d'images SPOT

PhD thesis

Nice

University of Nice Sophia Antipolis, 1994



|. Apéndice

El siguiente es el codigo del algoritmo programado para la presente tesis. Bajo éste fueron sometidos
todos los experimentos realizados en ella. Cabe sefialar que cambios menores fueron necesarios para
cada experimento, pero basicamente se empled el mismo para todos ellos.

clc;

clear all;
I=imread("DFtruncado5.jpg~, "jpg”);
figure

colormap(gray(256));

image(l);

axis("off");

I=double(l);
1=1+1;

% %Figure(l)
% %ini=round(ginput(l1));

% %primera clase
% clasel=1(342:410,776:840);

% %segunda clase
% clase2=1(198:289,95:188);

% %tercera clase
% clase3=1(347:424,927:1000);

% %cuarta clase
% clase4=1(562:629,623:691);

% %quinta clase
% clase5=1(400:483,500:583);

% Figure(2)

% colormap(gray(256));
% subplot(2,3,1)

% image(clasel)

% title("Clase Wo");

% axis("off");

% axis("square®);

% colormap(gray(256));
% subplot(2,3,2)

% image(clase2)

% title("Clase W1%);

% axis("off");

% axis("square®);

% colormap(gray(256));
% subplot(2,3,3)

% image(clase3)

% title("Clase W2%);

% axis("off");

% axis("square®);

% colormap(gray(256));
% subplot(2,3,4)

% image(clase4d)

% title("Clase W3");

% axis("off");

% axis("square®);

% colormap(gray(256));

% subplot(2,3,6)

% image(claseb)

% title("Clase W4%);
% axis("off");

% axis("square®);

%medias

% Medl(1l)=round(mean(mean(clasel)));
% Medl(2)=round(mean(mean(clase?)));
% Medl(3)=round(mean(mean(clase3)));
% Medl(4)=round(mean(mean(clased)));
% Medl(5)=round(mean(mean(clase5)));
% Medl=sort(Medl);

Med1(1)=1;
Med1(2)=64;
Med1(3)=128;
Med1(4)=191;
Med1(5)=255;
Medl=sort(Medl);

figure;
for i=1:4
S(i)=Med1(i+1)-Medl(i);
end

X=0:255;

%Términos de probabilidad condicional
Clase WO esta la obtenemos de aplicar el
entrenamiento

subplot(5,1,1);

for i1=1:256
if i<(Med1(1)+round(S(1)74))
Wo(i)=0;
elseif

i>=((Med1(1)+round(S(1)/4)))&i<((Med1(1)+r
ound(3*S(1)74)))

wo(i)=2*i/S(1)-(2*Med1(1)/S(1)+6/4-
1);

else
wo(i)=1;
end
end% se clasifica la probabilidad
de acuerdo al criterio de Bayes

plot(X,W0,"Color®,"red", ...
"LineWidth*,2);

title("Probabilidad condicional de
la Imagen Original®);
ylabel ("U(WO/x) ", "FontSize*,8);



axis([0 255 0 1.5]);

%Términos de la probabilidad
condicional Clase W1
subplot(5,1,2);
for 1=1:256
if i<(Medl(2)-
round(3*S(1)/4)) | i>=(Med1(2)+round(3*S(2)/
4))
Wi(i)=1;
elseif i>=((Medl1(2)-
round(3*S(1)/4)))&i<=((Med1(2)-
round(S(1)74)))
wi(i)=-
2*i/S(1)+(2*Med1(1)/S(1)+6/4);
elseif
i>(Med1(2)+round(S(2)/4))&i<(Med1(2)+round

(B3*sS(2)/74))

W1(i)=2*i/5(2)-
(2*Med1(2)/S5(2)+6/4-1);

else

W1(i)=0;

end
end
plot(X,W1,"Color®,"red", ...
"LineWidth*,2);

ylabel ("U(W1/X) ", "FontSize*,8);
axis([O0 255 0 1.5]);

%Términos de la probabilidad condicional
Clase W2 Se repite para todas la ventanas
y su probabilidades apriori
subplot(5,1,3);
for i1=1:256
if i<=(Medl1l(3)-
round(3*S(2)74)) | i>(Med1(3)+round(3*S(3)74

)
w2(i)=1;
elseif i>((Med1(3)-
round(3*S(2)/4)))&i<((Med1(3)-
round(S(2)74)))
W2(1)=-2*1/S(2)+2*Med1(2)/S(2)+6/4;
elseif
i>((Med1(3)+round(S(3)7/4)))&i<=((Med1l(3)+r
ound(3*S(3)74)))
w2(1)=2*i/S(3)-(2*Med1(3)/S(3)+6/4-
1);

else
w2(i)=0;
end
end

plot(X,W2,"Color”,"red", ...

"LineWidth*,2);
ylabel("UW2/X) ", "FontSize",8);
axis([0 255 0 1.5]);

%Términos de la probabilidad condicional
Clase W3
subplot(5,1,4);
for 1=1:256
if i<(Medl(4)-

round(3*S(3)74)) | i>=(Med1(4)+round(3*S(4)/
4))

w3(i)=1;

elseif i>=((Med1(4)-
round(3*S(3)74)))&i<=((Med1(4)-
round(S(3)74)))
W3(1)=-2*i/S(3)+2*Med1(3)/S(3)+6/4;
elseif
i>((Med1(4)+round(S(4)/4)))&i<((Med1(4)+ro
und(3*S(4)74)))
W3(1)=2*i1/S(4)-(2*Med1(4)/S(4)+6/4-
1);

else
W3(i)=0;
end
end

plot(X,W3,"Color®,"red", ...
"LineWidth*,2);

ylabel ("UW3/X) ", "FontSize",8);

axis([0 255 0 1.5]);

%Términos de la probabilidad
condicional Clase W4
subplot(5,1,5);
for i1=1:256
if i<=(Med1(5)-round(3*S(4)74))
wa(i)=1;
elseif i>((Med1(5)-
round(3*S(4)/74)))&i<((Med1(5)-
round(S(4)/74)))
WA(1)=-2*i/S(4)+2*Med1(4)/S(4)+6/4;
else
W4 (i)=0;
end
end

plot(X,W4,*Color®,"red", ...
"LineWidth",2);

ylabel ("U(W4/X) ", "FontSize*,8);
axis([O0 255 0 1.5]);

A = size(l);

z=A(1,1);
x=A(1,2);

% MULTIESCALA%
D= rand(z/2,x/2);

for n = 1:z/2
for m = 1:x/2
i=2*n-1;
J=2*m-1;

D(n,m)=1 (i, D+, J+D)+1(+1, H+HIi+1,j+1
))/4;

end
end

E= rand(z/4,x/4);



pix6=0;

for n = 1:z/4 pix7=0;
for m = 1:x/4 pix8=0;
i=2*n-1; % %esquina superior izquierda
J=2*m-1; if i==1 & j==
if Y1(i+1,3)==Y1(i,]})
E(n,m)=(D(¥,j)+D(i,§+1)+D(i+1,§)+D(i+1,j+1 Pix=pix+1;
))/4; end
end if YI(i+1,j+1)==Y1(i.Jj)
end pix=pix+1;

D=double(D);
%D=D+1;
D=round(D);

E=double(E);
%E=E+1; %
E=round(E);

%Determinacion aleatoria de la solucion Y1

P=size(E);
T=P(1,1);
g=P(1,2);

Yl=rand(size(E));

for i=1:f
for j=1:g
if Y1(i,j)<=0.2
Y1(i,j)=1;
elseif Y1(i,j)>0.2 & Y1(i,j)<=0.4
Y1(i,j)=2;
elseif Y1(i,j)>0.4 & Y1(i,j)<=0.6
Y1(i,§)=3; %
elseif Y1(i,j)>0.6 & Y1(i,j)<=0.8
Y1(i,j)=4;
elseif Y1(i,j)>0.8
Y1(i,j)=5;
end
end
end

% ITERACIONES 256 x 256

T=2.5;
for n= 1:10

% % contador de pixel actual
P=rand(size(E));

for i=1:Ff
for j=1:g

pix=0;

pix1=0;

pix2=0;

pix3=0; %
pix4=0;

pix5=0;

end

if Y1(i,j+1)==Y1(i,})
pix=pix+1;

end

P(i,J)=pix;

%parte superior
elseif j==1 & i~=1 & i~=F
it Y1(i+1,j)==Y1(i,])
pixl=pix1+1;
end
if Y1(i+1,j+1)==Y1(,j)
pixl=pix1+1;
end
if Y1(@,j+D)==Y1(i,j)
pix1l=pix1+1;
end
if Y1(i-1,j+1)==Y1(i,]})
pixl=pix1+1;
end
if Y1(i-1,j)==Y1(i,j)
pixl=pix1+1;
end
P(i,j)=pix1;

%centro
elseif j~=1 & j~=g & i~=1 & i~=F
if Y1(i+1,j)==Y1(i,j})
pix2=pix2+1;
end
if Y1(i+1,j+1)==Y1(i,j)
pix2=pix2+1;
end
if Y1(@,j+D)==Y1(i,j)
pix2=pix2+1;
end
if YI(i-1,j+1)==Y1(i,]})
pix2=pix2+1;
end
if Y1(i-1,j)==Y1(i,j)
pix2=pix2+1;
end
if Y1(i-1,j-1)==Y1(i,})
pix2=pix2+1;
end
if Y1(i,j-1)==Y1(i,Jj)
pix2=pix2+1;
end
if Y1(i+1,j-1)==Y1(i,j)
pix2=pix2+1;
end
P(i,§)=pix2;

%esquina superior derecha
elseif i==F & j==
if Y1(i,j+1)==Y1(i,j})



pix3=pix3+1;

end

if Y1(i-1,j+1)==Y1(i,]J)
pix3=pix3+1;

end

if Y1(i-1,3)==Y1(i,]})
pix3=pix3+1;

end

P(i,J)=pix3;

%costado lateral derecho
elseif i==f & j~=1 & j~=¢0

if Y1(i-1,j-1)==Y1(i,]J)
pix4=pix4+1;

end

if YI1(i-1,j+1)==Y1(i,]})
pix4=pix4+1;

end

it Y1(i-1,j)==Y1(i,])
pix4=pix4+1;

end

P(i,J)=pix4;

%esquina inferior derecha
elseif i==Ff & j==

if Y1(i-1,j)==Y1(i,})
pix5=pix5+1;

end

if Y1(i-1,j-1)==Y1(i,j)
pix5=pix5+1;

end

if YI(i,j-1)==Y1(i.J})
pix5=pix5+1;

end

P(i,§)=pix5;

%parte inferior
elseif j==g & i~=1 & i~=F
if Y1(i-1,3)==Y1(i,]})
pPix6=pix6+1;

end

if Y1(i-1,j-1)==Y1(i,]J)
pix6=pix6+1;

end

if Y1(i,j-1)==Y1(i,]})
piXx6=pix6+1;

end

if Y1I(i+1,j-1)==Y1(i,]J)
pix6=pix6+1;

end

if Y1(+1,§)==Y1(i,})
piXx6=pix6+1;

end

P(i,J)=pix;

%esquina inferior izquierda
elseif i==1 & j==

if Y1(i,j-1)==Y1(i,})
pPIX7=pix7+1;

end

if Y1(i+1,j-1)==Y1(i,j)
pIX7=pix7+1;

end

if Y1(i+1,3)==Y1(i,]})
pPIX7=pix7+1;

end

P(i,J)=pix7;

% %costado lateral izquierdo

elseif i==1 & j~=1 & j~=¢0
if Y1(i,j-1)==Y1(i,})
pix8=pix8+1;
end
if Y1(i+1,j-1)==Y1(i,])
pix8=pix8+1;
end
if Y1(i+1,j)==Y1(i,j})
pix8=pix8+1;
end
if Y1(i+1,j+1)==Y1(i,j)
pix8=pix8+1;
end
if Y1(@,j+1D)==Y1(i,j)
pix8=pix8+1;
end
P(i,§)=pix8;
end
end

end

% contador de pixel eleccion

R=rand(size(E));

for i=1:f
for j=1:g
if R(i,j)<=0.2
R(i,j)=1;
elseif R(i,j)>0.2 & R(i,j)<=0.4
R(i,j§)=2;
elseif R(i,j)>0.4 & R(i,j)<=0.6
R(i,j)=3;
elseif R(i,j)>0.6 & R(i,j)<=0.8
R(i,j)=4;
elseif R(i,j)>0.8
R(i,j)=5;
end
end
end

Pl=rand(size(E));
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%esquina superior izquierda
if i==1 & j==
if RGi+1,j)==R(i,J)



pix=pix+1;

end

it R(i+1,j+1)==R(i.]J)
pix=pix+1;

end

it R(i,j+1)==R(i,J)
pix=pix+1;

end

PL1(1.J)=pix;

%parte superior
elseif j==1 & i~=1 & i~=F
it RC(i+1,J)==R(i.J)
pixl=pix1+1;
end
if RG+1,j+1)==R(i,]j)
pixl=pix1+1;
end
if R(,J+1)==R(.J)
pix1l=pix1+1;
end
if R(-1,j+1)==R(i,]J)
pixl=pix1+1;
end
if RC(i-1,J)==R(i.j)
pixl=pix1+1;
end
PL1(i,J)=pixl;

%centro

elseif j~=1 & j~=g & i~=1 & i~=F

if RG+1,§)==R(@.J)
pix2=pix2+1;

end

if RG+1,j+1)==R(i,]j)
pix2=pix2+1;

end

if R(,J+1)==R(1.J)
pix2=pix2+1;

end

if R(-1,j+1)==R(i,]J)

pix2=pix2+1;

end

it R(1-1,§)==R(.J)

pix2=pix2+1;

end

if R(-1,3-1)==R(1.,]J)
pix2=pix2+1;

end

if R@(1,J-1)==R(.J)
pix2=pix2+1;

end

if R(+1,§-1)==R(1,]J)
pix2=pix2+1;

end

P1(i,j)=pix2;

%esquina superior derecha

elseif i==F & j==

if R(1,J+1)==R(,J)
pix3=pix3+1;

end

if RG-1,j+1)==R(i,]})
pix3=pix3+1;

end

if RG-1,3)==R@,J)

pix3=pix3+1;
end
P1(i,j)=pix3;

%costado lateral derecho
elseif i==f & j~=1 & j~=¢0

if RC(i-1,j-1)==R(i,J)
pix4=pix4+1;

end

if RG-1,j+1)==R(i,]j)
pix4=pix4+1;

end

if RGi-1,J)==R(i,J)
pix4=pix4+1;

end

P1(i,j)=pix4;

%esquina inferior derecha
elseif i==F & j==¢

if RG-1,J)==R@,J)
pix5=pix5+1;

end

if R(1-1,J-1)==R(1,]J)
pix5=pix5+1;

end

if R@(1,J-1)==R(,J)
pix5=pix5+1;

end

P1(i,j)=pix5;

%parte inferior
elseif j==g & i~=1 & i~=F
if RG-1,§J)==R(@,J)
piX6=pix6+1;

end

if R(-1,§-1)==R(1,]J)
pix6=pix6+1;

end

if R(1,J-1)==R(,J)
pix6=pix6+1;

end

if R(Gi+1,j-1)==R(i,j})
pix6=pix6+1;

end

if RG+1,§)==R(@,J)
pix6=pix6+1;

end

P1(i,J)=pix;

%esquina inferior izquierda
elseif i==1 & j==¢

if R(1,J-1)==R(.J)
pPIX7=pix7+1;

end

if R(i+1,j-1)==R(i,j})
pIX7=pix7+1;

end

if RG+1,3)==R(@,J)
pPIX7=pix7+1;

end

P1(i,J)=pix7;

%costado lateral izquierdo
elseif i==1 & j~=1 & j~=¢0
it R(i,j-1)==R(i.J)
pix8=pix8+1;



end

end
if R(i+1,j-1)==R(i,]})
pix8=pix8+1;
end
it RC(i+1,J)==R(i.J)
pix8=pix8+1;
end
if RGi+1,j+1)==R(i,]j)
pix8=pix8+1;
end
it R(i,j+1)==R(i.J)
pix8=pix8+1;
end
P1(1,J)=pix8;
end
end

% Modelo de Potts
%Definicion del valor de beta

B=0.35;

%Energias

P=P*-B;
P1=P1*-B;

% comparacion entre pixel actual y pixel

eleccion

%se les suma su proyeccion sobre las

clases

for

=1:f

for j=1:g

if Yi(i,j)==1

P(I,§)=P(1,§)+WOCE(T.j));
elseif Y1(i,j)==2
P(i,j)=P(i,J)+WL(E(T,§));
elseif Y1(i,j)==3
P(I,3)=P(1,§)+W2(E(1.§)):
elseif Y1(i,j)==4
P(I,3)=P(1,§)+W3(E(1.§)):
elseif Y1(i,j)==
J P, 3)=P(1,§)+WACE(T.§));
en

if RCi,j)==1
P1(i,j)=P1(i,j)+WO(E(i,.j));
elseif R(i,j)==2
P1(i,j)=P1(i,j)+WL1(E(i,j));
elseif R(i,j)==3
P1(i,j)=P1(i,j)+W2(E(i,j));
elseif R(i,j)==4
P1(i,j)=P1(i,j)+W3(E(i,j));
elseif R(i,j)==5
P1(i,j)=P1(i,j)+WA(E(i,.j));
end

it P1(1,5)<=P(1.])
Y1(i,3)=R@,]);
else

. p=exp(~((P1(i .J)-
P(1,3))/T™n));
ale=rand;
if ale<p
Y1(i,J)=R(1,]);
end
end
end
end

T=T*.95

end %fin de primera iteracion

% PROYECCION c/pixel 4 veces
Y2=rand(size(Y1)*2);

P=size(D);
r=P(1,1);
s=P(1,2);

for n=1:g
for m=1:F
i=2*n-1;
J=2*m-1;
Y2(1,3)=Y1(n,m);
Y2(i+1,j+1)=Y1(n,m);
Y2(i+1,j)=Y1(n,m);
Y2(i,j+1)=Y1(n,m);
end
end

% ITERACIONES 512 x 512

for n= 1:10

% % contador de pixel actual

P=rand(size(D));
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if i==1 & j==

it Y2(i+1,))==Y2(i.})

pix=pix+1;
end

if Y2@i+1,j+1)==Y2(i,]j)

pix=pix+1;
end

if Y2(i,j+1)==Y2(i.j)

%esquina superior izquierda



pix=pix+1;
end
P(I,J)=pix;

%parte superior

elseif j==1 & i~=1 & i~=r

it Y2(i+1,j)==Y2(i,]J)
pixl=pix1+1;
end
if Y2@(i+1,j+1)==Y2(i,j)
pixl=pix1+1;
end
if Y2@i,j+1)==Y2(i,]})
pix1l=pix1+1;
end
if Y2(i-1,j+1)==Y2(i,]j)
pixl=pix1+1;
end
it Y2(i-1,j)==Y2(i,])
pixl=pix1+1;
end
P(i,j)=pix1;

%centro

elseif j~=1 & j~=s & i~=1 & i~=r %

if Y2(Ci+1,§)==Y2(i,})
pix2=pix2+1;
end
if Y2@(i+1,j+1)==Y2(i,j)
pix2=pix2+1;
end
it Y2Q@i,j+1)==Y2(i,]})
pix2=pix2+1;
end
if Y2(i-1,j+1)==Y2(i,]j)
pix2=pix2+1;
end
it Y2(i-1,j)==Y2(1,])
pix2=pix2+1;
end
it Y2(i-1,3-1)==Y2(1,])
pix2=pix2+1;

end

if Y2@,j-1)==Y2(i,j) %
pix2=pix2+1;

end

if Y2(i+1,j-1)==Y2(i,j)
pix2=pix2+1;

end

P(i,J)=pix2;

%esquina superior derecha

elseif i==r & j==

if Y2(i,j+1)==Y2(i,j)
pix3=pix3+1;

end

if Y2(i-1,j+1)==Y2(i,]}) %
pix3=pix3+1;

end

if Y2@(i-1,3)==Y2(i,J)
pix3=pix3+1;

end

P(i,§)=pix3;

%costado lateral derecho

elseif i==r & j~=1 & j~=s

if Y2@i-1,j-1)==Y2(i,J)
pix4=pix4+1;

end

if Y2@(i-1,j+1)==Y2(i,j)
pix4=pix4+1;

end

if Y2@i-1,§)==Y2(i,J)
pix4=pix4+1;

end

P(i,j)=pix4;

%esquina inferior derecha
elseif i==r & j==s

if Y2@(i-1,3)==Y2(i,J)
pix5=pix5+1;

end

if Y2@i-1,j-1)==Y2(i,J)
pix5=pix5+1;

end

if Y2@i,j-1)==Y2(i,j)
pix5=pix5+1;

end

P(i,§)=pix5;

%parte inferior
elseif j==s & i~=1 & i~=r
if Y2@(i-1,j3)==Y2(i,Jj)
piX6=pix6+1;

end

if Y2@i-1,j-1)==Y2(i,J)
pix6=pix6+1;

end

if Y2@i,j-1)==Y2(i,j)
pix6=pix6+1;

end

if Y2(i+1,j-1)==Y2(i,j)
pix6=pix6+1;

end

it Y2(i+1,3)==Y2(i,]})
pix6=pix6+1;

end

P(i,J)=pix;

%esquina inferior izquierda
elseif i==1 & j==s

if Y2@i,j-1)==Y2(i,J)
pIX7=pix7+1;

end

if Y2(i+1,J-1)==Y2(1,]})
pPIX7=pix7+1;

end

if Y2(i+1,j)==Y2(i,j})
pPIX7=pix7+1;

end

P(i,§)=pix7;

%costado lateral izquierdo
elseif i==1 & j~=1 & j~=s

if Y2@i,j-1)==Y2(i,J)
pix8=pix8+1;

end

it Y2(i+1,j-1)==Y2(1,]})
pix8=pix8+1;

end

if Y2(i+1,j)==Y2(i,j)
pix8=pix8+1;



end
if Y2@(i+1,j+1)==Y2(i,j)
pix8=pix8+1;
end
it Y2(i,j+1)==Y2(i,J)
pix8=pix8+1;
end
P(1,J)=pix8;
end
end

end

% contador de pixel eleccion

R=rand(size(D));

for i=1:r
for j=1:s
if R(i,j)<=0.2
R(T,j)=1;
elseif R(i,J)>0.2 & R(1,j)<=0.4
R(I.J)=2;
elseif R(i,j)>0.4 & R(i,j)<=0.6
R(I,J)=3;
elseif R(i,j)>0.6 & R(i,j)<=0.8
R(I.J)=4;
elseif R(i,j)>0.8
R(1.J)=5;
end
end
end

Pl=rand(size(D));

for i=1l:r
for j=1:s
pix=0;
pix1=0;
pix2=0;
pix3=0;
pix4=0;
pix5=0;
pix6=0;
pix7=0;
pix8=0;
% %esquina superior izquierda
if i==1 & j==
it R(i+1,J)==R(i,j)
pix=pix+1;
end
it R(Gi+1,j+1)==R(1.]J)
pix=pix+1;
end
it R(i,j+1)==R(i,j)
pix=pix+1;
end
PL1(1,J)=pix;
% %parte superior

elseif j==1 & i~=1 & i~=r

if RG+1,§)==R(@.J)
pixl=pix1+1;
end
if RGi+1,j+1)==R(i,]j)
pixl=pix1+1;
end
if R(,J+1)==R(,J)
pix1l=pix1+1;
end
if R(G-1,j+1)==R(i,]J)
pixl=pix1+1;
end
it R(I-1,§)==R(.J)
pixl=pix1+1;
end
P1(i,j)=pix1;

% %centro
elseif j~=1 & j~=s & i~=1 & i~=r

if R(+1,§)==R(,J)
pix2=pix2+1;

end

if RGi+1,j+1)==R(i,]})
pix2=pix2+1;

end

if R(,J+1)==R(,J)
pix2=pix2+1;

end

if R(i-1,j+1)==R(i,]J)

pix2=pix2+1;

end

it R(1-1,§)==R(1,J)

pix2=pix2+1;

end

if R(-1,3-1)==R(1,]J)
pix2=pix2+1;

end

if R(1,J-1)==R(,J)
pix2=pix2+1;

end

if R(i+1,j-1)==R(i,]})
pix2=pix2+1;

end

P1(i,j)=pix2;

% %esquina superior derecha
elseif i==r & j==

if R(,J+1)==R(1,J)
pix3=pix3+1;

end

if RG-1,j+1)==R(i,]j)
pix3=pix3+1;

end

if RG-1,3)==R(@,J)
pix3=pix3+1;

end

PL1(¥,J)=pix3;

% %costado lateral derecho
elseif i==r & j~=1 & j~=s
if RC(i-1,j-1)==R(i.J)
pix4=pix4+1;
end
if R(G-1,j+1)==R(i,]j)
pix4=pix4+1;
end



if RG-1,§)==R(i.J) end
pix4=pix4+1; P1(i,j)=pix8;

end end
P1(i,j)=pix4; end
%esquina inferior derecha end

elseif i==r & j==s
if RG-1,§)==R(@,J)
pix5=pix5+1;
end % Modelo de Potts
if R(-1,j-1)==R(i,J) %Definicion del valor de beta
pix5=pix5+1; B=0.35;
end %Energias
if R(i,j-1)==R(i,J) P=P*-B;
pix5=pix5+1; P1=P1*-B;
end
P1(i,j)=pix5;
% comparacion entre pixel actual y pixel
eleccion
%se les suma su proyeccion sobre las

%parte inferior
elseif j==s & i~=1 & i~=r

if R(i-1,J)==R(i.J)
pix6=pix6+1;

end

if R(i-1,§-1)==R(.]J)
piXx6=pix6+1;

end

it R(i,j-1)==R(i,j)
piXx6=pix6+1;

end

it R(i+1,j-1)==R(i.J)
pix6=pix6+1;

end

it R(i+1,§)==R(i,j)
piXx6=pix6+1;

end

PL(1,j)=pix;

clases

for 1i1=1:r

for

Jj=1:s

if Y2(i,j)==1

P(i,§)=P(i,§)+Wo(D(i,i));
elseif Y2(i,j)==2
P(i,§)=P(i,§)+W1(D(i,i));
elseif Y2(i,j)==3
P(i,§)=P(i,§)+W2(D(i,i));
elseif Y2(i,j)==4
P(i,3)=P(1,3)+W3(D(1.§));
elseif Y2(i,j)==5
PCi,3)=P(1,3)+WA(D(1,§));

%esquina inferior izquierda end
elseif i==1 & j==s
if R(,J-1)==R(1,]}) if R(1,j)==1

pIX7=pix7+1;

end

if R(i+1,j-1)==R(i,]})
pPIX7=pix7+1;

end

if RG+1,§)==R(@.J)
pIX7=pix7+1;

end

P1(i,J)=pix7;

%costado lateral izquierdo

elseif i==1 & j~=1 & j~=s
if R@(1,J-1)==R(.J)
pix8=pix8+1;

P1(i,j)=P1(i,j)+WO(D(i.j));
elseif R(i,j)==2

P1(i,j)=P1(i,j)+W1(D(i.j));
elseif R(i,j)==3

P1(i,j)=P1(i,j)+W2(D(i.j));
elseif R(,j)==4

P1(i,j)=P1(i,j)+W3(D(i.j));
elseif R(,j)==

P1(i,j)=P1(i,j)+WA(D(1,j));
end

if P1(i,J)<=P(i,.j)
Y2(i,J)=R(.]);
else

end p=exp(-((P1(i,j)-
if RGi+1,j-1)==R(i.}) P(i,3))/T™n));
pix8=pix8+1; ale=rand;
end if ale<p
if RGi+1,J)==R(i,j) Y2(i,J)=R(1.J);
pix8=pix8+1; end
end end
if R(i+1,j+1)==R(i,]j) end
pix8=pix8+1; end
end
if R(i,j+1)==R(i,]}) T=T*.95

pix8=pix8+1;



end %fin de segunda iteracion

% PROYECCION c/pixel 4 veces
Y3=rand(size(Y2)*2);

P=size(l);
z=P(1,1);
x=P(1,2);

for n=1:r %
for m=1:s
i=2*n-1;
J=2*m-1;
Y3(1,J)=Y2(n,m);
Y3(i+1,j+1)=Y2(n,m);
Y3(i+1,j)=Y2(n,m);
Y3(i,j+1)=Y2(n,m);
end
end

% ITERACIONES 1024 x 1024

for n= 1:30

% % contador de pixel actual
P=rand(size(l));

for i=1:z
for j=1:x
pix=0;
pix1=0;
pix2=0;
pix3=0; %
pix4=0;
pix5=0;
pix6=0;
pix7=0;
pix8=0;
% %esquina superior izquierda
if i==1 & j==1
it Y3(+1,j)==Y3(i,]J)
piX=pix+1;
end
if Y3(i+1,j+1)==Y3(i,]J)
pix=pix+1;
end %
if Y3(i,j+1)==Y3(i,j)
pix=pix+1;
end
P(I,J)=pix;

% %parte superior
elseif j==1 & i~=1 & i~=z
it Y3(i+1,j)==Y3(i,]J)
pixl=pix1+1;
end
if Y3(i+1,j+1)==Y3(i,]})

pixl=pix1+1;
end
if Y3(@i,j+1)==Y3(i,]})
pix1l=pix1+1;
end
if Y3(-1,j+1)==Y3(i,]j)
pixl=pix1+1;
end
it Y3(i-1,j)==Y3(,])
pixl=pix1+1;
end
P(i,J)=pixl;

%centro

elseif j—=1 & j—=x & i~=1 & i~=z

it Y3(i+1,3)==Y3(,]})
pix2=pix2+1;

end

if Y3(i+1,j+1)==Y3(i,j)
pix2=pix2+1;

end

if Y3(i,j+1)==Y3(i,j)
pix2=pix2+1;

end

if Y3(i-1,j+1)==Y3(i,]j)

pix2=pix2+1;

end

if Y3(@(i-1,))==Y3(,})

pix2=pix2+1;

end

if Y3(i-1,j-1)==Y3(i,J)
pix2=pix2+1;

end

if Y3(@i,j-1)==Y3(,]})
pix2=pix2+1;

end

if Y3(@i+1,j-1)==Y3(i,]J)
pix2=pix2+1;

end

P(i,§)=pix2;

%esquina superior derecha

elseif i==z & j==1

if Y3(i,j+1)==Y3(,j})
pix3=pix3+1;

end

if Y3(@-1,j+1)==Y3(,]j)
pix3=pix3+1;

end

if Y3(@i-1,))==Y3(,]})
pix3=pix3+1;

end

P(i,§)=pix3;

%costado lateral derecho

elseif i==z & j~=1 & j~=x

if Y3(@i-1,3-1)==Y3(i,]J)
pix4=pix4+1;

end

if Y3(@-1,j+1)==Y3(,]j)
pix4=pix4+1;

end

if Y3(@i-1,))==Y3(,]})
pix4=pix4+1;

end

P(i,j)=pix4;



%esquina inferior derecha
elseif i==z & j==x

if Y3(i-1,j)==Y3(i,J)
pix5=pix5+1;

end

if Y3(i-1,j-1)==Y3(i.J)
pix5=pix5+1;

end

if Y3(i,j-1)==Y3(i,J)
pix5=pix5+1;

end

P(i,§)=pix5;

%parte inferior
elseif j==x & i~=1 & i~=z
it Y3(i-1,j)==Y3(,]J)
pPix6=pix6+1;

end

if Y3(@i-1,3-1)==Y3(1,]J)
piXx6=pix6+1;

end

if Y3(@i,j-1)==Y3(,]})
pix6=pix6+1;

end

if Y3(i+1,j-1)==Y3(i,j)
pix6=pix6+1;

end

if Y3(Ci+1,j)==Y3(i,j)
piXx6=pix6+1;

end

P(1,J)=pix;

%esquina inferior izquierda
elseif i==1 & j==x

if Y3(@i,j-1)==Y3(,]})
pIX7=pix7+1;

end

if Y3(@i+1,j-1)==Y3(i,Jj)
pPIX7=pix7+1;

end

it Y3(i+1,j)==Y3(i,])
pIX7=pix7+1;

end

P(1,J)=pix7;

%costado lateral izquierdo
elseif i==1 & j~=1 & j~=x
if Y3(i,j-1)==Y3(i,J)
pix8=pix8+1;
end
it Y3(i+1,j-1)==Y3(i.J)
pix8=pix8+1;
end
if Y3(@i+1,j)==Y3(i,Jj)
pix8=pix8+1;
end
if Y3@i+1,j+1)==Y3(,]j)
pix8=pix8+1;
end
if Y3(i,j+1)==Y3(,j})
pix8=pix8+1;
end
P(i,J)=pix8;
end
end

end

% contador de pixel eleccion

R=rand(size(l));

for i=1:z
for j=1:x
if R(i,j)<=0.2
R(T,j)=1;
elseif R(i,j)>0.2 & R(1,j)<=0.4
R(T,j)=2;
elseif R(i,j)>0.4 & R(1,j)<=0.6
R(T,j)=3;
elseif R(i,j)>0.6 & R(1,j)<=0.8
R(T,j§)=4;
elseif R(i,j)>0.8
R(1,j)=5;
end
end
end

Pl=rand(size(l));

for i=1:z
for j=1:x
pix=0;
pix1=0;
pix2=0;
pix3=0;
pix4=0;
pix5=0;
pix6=0;
pix7=0;
pix8=0;
% %esquina superior izquierda
if i==1 & j==1
if RG+1,§)==R(@.J)
pixX=pix+1;
end
if RGi+1,j+1)==R(i,]j)
pix=pix+1;
end
if R(,J+1)==R(.J)
pix=pix+1;
end
P1(i,j)=pix;

% %parte superior
elseif j==1 & i~=1 & i~=z
if RG+1,3)==R(@.J)
pixl=pix1+1;
end
if RGi+1,j+1)==R(i,]j)
pixl=pix1+1;
end
if R@(,J+1)==R(,J)
pix1l=pix1+1;
end
if R(i-1,j+1)==R(i,]J)



pixl=pix1+1;
end
if RC(i-1,J)==R(i.J)
pixl=pix1+1;
end
P1(1,J)=pixl;

%centro

elseif j~=1 & j~=x & i~=1 & i~=z %

if R(+1,§)==R(,J)
pix2=pix2+1;
end
it R(I+1,j+1)==R(1,]J)
pix2=pix2+1;
end
if R(,J+1)==R(,J)
pix2=pix2+1;
end
it R(I-1,j+1)==R(1,]J)
pix2=pix2+1;
end
if R(I-1,§)==R(1.,J)
pix2=pix2+1;
end
if R(-1,§-1)==R(1,]J)
pix2=pix2+1;

end

if R@(1,J-1)==R(i.J) %
pix2=pix2+1;

end

if RG+1,j-1)==R(i,]j)
pix2=pix2+1;

end

PL(H,J)=pix2;

%esquina superior derecha

elseif i==z & j==1

if R(i,j+1)==R(i.J)
pix3=pix3+1;

end

if R(i-1,j+1)==R(i,]j) %
pix3=pix3+1;

end

if RG-1,§)==R(@.J)
pix3=pix3+1;

end

P1(i,j)=pix3;

%costado lateral derecho

elseif i==z & j~=1 & j~=x

iIf R(-1,3-1)==R(1,]J)
pix4=pix4+1;

end

if RG-1,j+1)==R(i,]j)
pix4=pix4+1;

end

if RG-1,§)==R(@.,J)
pix4=pix4+1;

end

P1(i,j)=pix4;

%esquina inferior derecha

elseif i==z & j==x

if RG-1,§)==R@,J)
pix5=pix5+1;

end

if R(1-1,J-1)==R(1,]J)
pix5=pix5+1;

end

if R@(1,J-1)==R(,J)
pix5=pix5+1;

end

P1(i,J)=pix5;

%parte inferior
elseif j==x & i~=1 & i~=z
if RG-1,§)==R@.J)
pix6=pix6+1;

end

if R(-1,3-1)==R(1,]J)
pix6=pix6+1;

end

if R@(1,J-1)==R(,J)
pix6=pix6+1;

end

if R(i+1,j-1)==R(1,]})
pix6=pix6+1;

end

if RG+1,§)==R(@,J)
pix6=pix6+1;

end

P1(i, J)=pix;

%esquina inferior izquierda
elseif i==1 & j==x

if R(1,J-1)==R(.J)
pIX7=pix7+1;

end

if R(i+1,j-1)==R(i,]})
PIX7=pix7+1;

end

if RG+1,§)==R(@.J)
pIX7=pix7+1;

end

P1(i,J)=pix7;

%costado lateral izquierdo
elseif i==1 & j~=1 & j~=X
if R(,J-1)==R(,J)
pix8=pix8+1;
end
if R(i+1,j-1)==R(i,j})
pix8=pix8+1;
end
if RG+1,§)==R(@,J)
pix8=pix8+1;
end
if RGi+1,j+1)==R(i,]})
pix8=pix8+1;
end
if R(,J+1)==R(1.J)
pix8=pix8+1;
end
P1(i,j)=pix8;
end
end

end % Modelo de Potts



%Definicion del valor de beta

B=0.35; if P1(i,jJ)<=P(i,])
%Energias Y3(i,J)=R(i,j);
P=P*-B; else
P1=P1*-B; p=exp(-((P1(i.J)-
P(i,5))/T™n));
ale=rand;
% comparacion entre pixel actual y pixel if ale<p
eleccion Y3(i,J)=R(i,]);
%se les suma su proyeccion sobre las end
clases end
end
end
for 1i=1:z T=T*.95
for j=1:x
if Y3(1,j)==1 end %fin de la tercera iteracion

P(i,j)=P(1,J)+WOCI(i,§));
elseif Y3(i,j)==
PCi,j)=P(1,3)+W1(1(T,.§));
elseif Y3(i,j)==
PCi,j)=P(i,J)+W2(1(1,.§));
elseif Y3(i,j)==4
PCi,j)=P(1,5)+W3(1(1,§));
elseif Y3(i,j)==
PCIL1)=P(1,J)+WACI(T,§));

for i=1:z
for j=1:x

if Y3(i,j)==1
Y3(i,j)=Med1(1);

elseif Y3(i,j)==2
Y3(i,j)=Med1(2);

elseif Y3(i,j)==3
Y3(i,j)=Med1(3);

end elseif Y3(i,j)==4
Y3(i,j)=Medl(4);
if RGi,j)==1 elseif Y3(i,j)==5

P1(i,§)=P1(i,J)+WOCI(i.5));

Y3(i,j)=Med1(5);

elseif R(i,j)==2 end
P1(i,)=P1C,D+W1((,1)); end

elseif R(i,j)==3 end
PL(E, J)=P1(i,D+W2(1(i,.1));

elseif R(i,j)==4 figure
P1(i,J)=P1(i,)W3(I(i,j)); colormap(gray(256));

elseif R(i,j)== image(Y3);
PL(E,=P1(i,D+WAI(i,.1)); axis("off");

end
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