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Introduccion

A mediados del siglo XX, S. Eilenberg y S. MacLane (ver [3] y [4]) introdu-
jeron las nociones de categoria, funtor, transformaciones naturales y dualidad.
S. MacLane describié, en 1948, condiciones sobre una categoria, de tal manera
que muchos teoremas que se valen para la categoria de grupos abelianos, fuer-
an ciertos en tal categoria. Ademds, identificé ciertos tipos de enunciados que
eran ciertos si y soélo si su dual lo era; y llamé a tales categorias con el nom-
bre de categorias abelianas. En 1957, Grothendieck descubrié que ciertos tipos
de categorias de gavillas eran abelianas y con base en esto le dié una funda-
mentacion categorica a la geometria algebraica, revolucionandola por completo.
Aunque inicialmente hubo resistencia a aceptar éste enfoque, no tomé mucho
tiempo para reconocer que éste era un enfoque natural para el estudio de la
geometria algebraica. La nocién de categoria abeliana llegé a ser importante
y ampliamente aceptada en matematicas. A partir de ese momento, las ideas
categdricas y holomdgicas crecieron rdpidamente para tomar finalmente forma
en el famoso libro de “algebra homoldgica”, escrito por H. Cartan y S. Eilenberg.

Hacfa 1960, (ver [5] y [8]) los matemé&ticos se empezaron a dar cuenta de cier-
tos tipos de enunciados que si eran ciertos en la categoria de grupos abelianos
entonces eran ciertos en una categoria abeliana. Fué en ésta direccién, donde
Lubkin, Heron y Freyd demostraron independientemente el famoso teorema de
inmersion que dice: “toda categoria abeliana pequena admite una inmersion
fiel, covariante y exacta en la categoria de grupos abelianos”. Este primer teo-
rema de inmersién es muy importante, pues de él se sigue que todo enunciado
concerniente a exactitud y conmutatividad de un diagrama en una categoria
abeliana es cierto, si se prueba que es cierto en la categoria de grupos abelianos.
Sin embargo, dado que en el teorema anterior la inmersién no es necesariamente
plena, se tienen dificultades con los enunciados que involucran la existencia de
morfismos en un diagrama. Unos afios después, en [10], B. Mitchell, resuelve
dicho problema probando el conocido teorema de “Inmersién completa” el cual
afirma que: “toda categoria abeliana pequena admite una inmersion fiel, plena,
exacta y covariante en una categoria de R-mddulos para algtin anillo R”.

Esta tesis tiene dos objetivos. Por un lado, se pretende presentar las bases nece-
sarias para entender y demostrar el primer teorema de inmersién; y por otro,

se pretende escribir de manera clara y precisa los temas bésicos de categorias
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X Introduccién

y algebra homoldgica que son necesarios para introducirse en el estudio de la
teorfa de Representaciones de Algebras. Se ha tomado como base el libro [9] de
“Theory of categories”de B. Mitchell, completando los huecos en las demostra-
ciones de dicho libro al introducir los lemas o proposiciones necesarias; asi como
también, se han redactado de mejor manera muchas de las definiciones y cam-
biado el orden de exposicién, con el fin de hacer més accesible el contenido.
De manera similar, se han usado varias fuentes (ver [1], [2], [6], [7] ¥ [11]) para
escribir el contenido de algebra homoldgica en ésta tesis, para lo cual, se han
introducido en el lenguaje de las categorias abelianas: la categoria de complejos,
las dimensiones proyectivas e inyectivas de objetos, algo sobre funtores deriva-
dos, categorias de Grothendieck, nociones sobre objetos simples, artinianos y
noetherianos, existencia y propiedades de resoluciones inyectivas (resp. proyec-
tivas) minimales.

En el capitulo 1, introducimos la nocién de categoria y algunos ejemplos. Se
da la nocion de equivalencia natural entre categorias, la cual se ha vuelto muy
importante en el algebra. Trabajamos con las categorias de sub-objetos y obje-
tos cociente de un objeto A de una categoria 7; y se demuestra que, en el caso
en el que & tiene kerneles, cokerneles, es normal y conormal las categorias de
sub-objetos y objetos cociente resultan ser equivalentes. Asimismo, enunciamos
y demostramos algunos resultados sobre categorias exactas, como el primer y
segundo teorema de isomorfismo de E. Noether. Se presenta el teorema de S.
MacLane, el cual afirma que toda categoria con biproductos tiene una tnica es-
tructura semiaditiva. El capitulo finaliza con el concepto de categoria abeliana
el cual es fundamental en todo el trabajo.

En el capitulo 2, se presenta la categoria de representaciones de una categoria
&/ sobre un diagrama Y. Se introduce la nocién de limite y colimite de una
representacion - la cual serd fundamental en el camino a la prueba del teorema
de inmersién - asi como las condiciones suficientes para la existencia de limites.
Presentamos también las propiedades que cumplen los funtores fieles, debidas a
P. Freyd, que nos guiaran a los metateoremas del capitulo 4. Se estudia la cat-
egorfa [«7, %] de funtores covariantes de & en %, cuando &/ es una categoria
pequena; y se dan sus principales propiedades derivadas de 2.

Se introduce el funtor limy, y se demuestra que en el caso en que &/ es una cat-
egorfa Y-completa, tal funtor es un monofuntor. Asimismo, damos propiedades
de los objetos inyectivos y proyectivos y la nocién de generador que sera de vital
importancia en el capitulo 3.

El capitulo 3 es una de las partes centrales de ésta tesis. Se presentan a las
categorfas C3 (nocién que aparecié por primera vez, como el axioma AB5, en el
articulo [6] de A. Grothendieck). Se prueba que una categoria es Cj si sdlo si el
funtor limy, es exacto. Tratamos con la nocién de envolvente inyectiva que fue
descubierta por B. Eckmann y A. Schopf. Uno de los resultados principales de
este capitulo es el teorema que da las condiciones suficientes para la existencia
de envolventes inyectivas en categorias abelianas; el cual nos serd de ayuda la
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demostraciéon del primer teorema de inmersién.

El capitulo 4 comienza con el conocido Lema de Yoneda, el cual es fundamental
en el estudio de la categorfa de funtores aditivos (&, Ab) de &/ en £, cuan-
do &7 es pequena. Se demuestra que la categoria (&7, Ab) admite un generador
proyectivo. Es en éste capitulo donde se demuestra el primer teorema de inmer-
sién, dandose algunas consecuencias de dicho teorema, como por ejemplo, que
el Lema de la Serpiente es valido en cualquier categoria abeliana.

En el capitulo 5, se estudia la categoria de complejos en una categoria abeliana.
Se trabaja sobre categorias de Grothendieck y categorias con suficientes proyec-
tivos, en las cuales se puede hacer dlgebra homoldgica. Se introduce la nocién
de cohomologia y de funtores derivados. Se demuestran los teoremas clasicos del
algebra homoldgica y hace su aparicién el funtor Ext’ (uno de los funtores del
apocalipsis, segin una anecdota de Michael Barot). Se presenta la nocién de
dimensién proyectiva e inyectiva de un objeto, asi como las resoluciones min-
imales que nos ayudan en el cédlculo de tales dimensiones. Damos condiciones
suficientes para la existencia de objetos simples; y la nocién de objeto de lon-
gitud finita. Finalmente, presentamos la nocién de cubierta proyectiva y damos
condiciones suficientes para su existencia.

Cabe mencionar que la mayoria de los teoremas presentados en ésta tesis, se
demuestran con todo detalle, de tal manera que los tinicos prerrequisitos nece-
sarios para el entendimiento de ésta son los primeros tres cursos de &dlgebra
moderna de la Licenciatura en Matematicas. Al empezar a trabajar en ésta
tesis, uno de los objetivos principales, es que fuera autocontenida, espero que
en gran medida se haya logrado, pero lo dejamos a consideracién del lector.



Capitulo 1

Nociones basicas

Si tan sdlo entendiera la hermosa consecuencia
que se sigue de la proposicion concisa d? = 0.
Henry Cartan Laudatio.

1.1. Conjuntos y clases

A lo largo de esta tesis usaremos los conjuntos de manera intuitiva. Para
estudiar categorias, necesitaremos considerar colecciones de conjuntos. Sin em-
bargo, como lo ilustra la siguiente paradoja de B. Russell, hay problemas cuando
consideramos colecciones arbitrarias de conjuntos. En efecto, supongamos que
la coleccién % de todos los conjuntos es un conjunto. Entonces el subconjunto
A={X e | X ¢ X} de % tendria la siguiente propiedad: A € A si y s6lo
si A ¢ A, lo cual es absurdo. Para evitar tales paradojas, consideraremos una
nueva jerarquia en las colecciones de conjuntos, esto es, la nocién intuitiva de
clase.

Como vimos arriba, la coleccién % de todos los conjuntos no es mas un conjun-
to. Por lo tanto, diremos que % es una clase y la llamaremos la clase univer-
sal. Diremos que la coleccién &/ es una clase, si existe una propiedad P tal
que &/ tiene como miembros a los conjuntos que satisfacen P, esto es, &/ =
{X €% | P(X) esverdadera}, donde % es la clase universal. Por ejemplo, la
clase de grupos abelianos, la clase de anillos asociativos y la clase de espacios
topoldgicos. Como se acaba de ver, una clase es simplemente una subcoleccién
de la clase universal % .

Por conveniencia, los conjuntos se pueden pensar como tipos especiales de clases.
Esto es, un conjunto & es una clase </ tal que toda subclase Z de o es un
conjunto. Las clases que no son conjuntos se llaman clases propias. Muy fre-
cuentemente, los conjuntos son llamados clases pequenas, y las clases propias
son llamadas “clases grandes”. Observe que la clase universal % de todos los
conjuntos es una clase propia, pues % no es mas un conjunto. De esta manera,
la paradoja de Russell se traduce ahora en la prueba de que la clase universal
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% es una clase grande.

Andlogamente a como se hace en conjuntos, podemos hacer ciertas construc-
ciones con clases. Dadas las clases &/ y # podemos formar, por ejemplo, las
siguientes clases:

(1) la unién de clases ¥ UZB :={X | X e &/ 6 X € B},

(2) la interseccion de clases ¥ N B ={X | X e y X € A},

(3) la diferencia de clases & — Z:={X | X e« y X ¢& A},

(4) el producto cartesiano de clases & x & := {(a,b) | a € &/, b € B}
()

5) funciones de la clase &/ en la clase 4,

BY ={f: o — A |fes funcién}

1.2. Definicion de categoria

Definicién 1.2.1 Una categoria o/ estd dada por una clase Obj(&/) de objetos,
una clase Mgy de morfismos y una operacion parcial binaria o definida en Moy,
tales que:

(1) Mo =, Bycobj(or)x0bj(er) A Blar, donde [A, Bl es un conjunto para
todo par (A, B) € Obj(&/) x Obj(<f),

(2) [A,Bles = [C, D)o siysdlosiA=C yB=D,

(3) para cada triple (A, B,C) € Obj(ef) x Obj(ef) x Obj(<f), la operacion
parcial binaria o definida en M, induce por restriccion, una funcion

Q:[B,Cly X [A, Bl — [A, Ol

definida por Q(B, ) = o «, que satisface las siguientes propiedades:

(1) asociatividad: (yo 3) o = v o (B0 «) siempre que dicha composicion
esté definida,

(ii) existencia de identidades: VA € Obj(&f) existe 14 € [A, A] tal que Vo €
[B, Alos yVp € [A,Cly se tiene que laoa=a, foly=0.

Para simplificar la notacion, escribiremos Sa en lugar de Soa. Més aun, dado

un morfismo a € [A, B], lo representaremos por a : A — B 6 A——= B,
y diremos que A es el dominio de a y B es el codominio de «, en simbolos,
Dom(a) := Ay Codom(ca) := B. En particular, las propiedades (1) y (2) de la
definicién anterior, se traducen en lo siguiente: todo morfismo a € .#,, tiene
asociado un tinico dominio y codominio. Por otro lado, de (3) se tiene que la
identidad 14 asociada a un objeto A € &7 es tunica.

Observacién 1.2.2 A veces denotaremos al conjunto [A, B] o por Hom g (A, B).
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Definicién 1.2.3 Una categoria o/ es pequenia si la clase de objetos Obj(<)
es un conjunto.

Definicién 1.2.4 Diremos que &/’ es una subcategoria de </ si satisface lo
stguiente:

(1) Obj(") C Obj(),
(ii) [A, Bl C[A, Bl V(A, B) € Obj(«’) x Obj(’),
(#1) la composicion de morfismos en &/’ es la misma que en <,

(v) Si 1y € [A, Aly es la identidad en o7’ entonces 1y = 14, donde 14 €
[A, Al es la identidad en <.

Si ademds, [A, Bl = [A, Bla Y(A, B) € Obj(/') x Obj ("), diremos que o/’
es una subcategoria plena de <.

1.3. Ejemplos

En los ejemplos del (1) al (4), la composicién de morfismos es la composicién
usual de funciones.

(1) La categoria Sets cuya clase de objetos es la clase de todos los conjuntos
y donde [A, B]sets €s el conjunto de todas las funciones de A en B.

(2) La categoria Top cuyos objetos son todos los espacios topoldgicos, y los
morfismos del espacio A al espacio B son las funciones continuas de A en
B.

(3) La categoria Setsy cuyos objetos son parejas ordenadas (A,a), donde A
es un conjunto y @ € A. Un morfismo de (A,a) a (B,b) es una funcién
f:A— Btal que f(a) =b.

(4) La categoria Top, cuyos objetos son los espacios topolégicos con punto
base, esto es, parejas ordenadas (A,a) donde A es un espacio topoldgico
y a € A. Un morfismo f de (A,a) en (B,b) es una funcién continua de
f:A— Btal que f(a) =b.

(5) Sea G un semigrupo. Podemos pensar a G como una categoria con un solo
objeto, haciendo Obj(G) := {x}, #¢ := G y la composicién de morfismos
en g es la composicién en G. Reciprocamente, si o/ es una categoria
con un solo objeto entonces .#,s es un semigrupo.

(6) Sea o/ una clase y < un pre-orden en 27, esto es, < es una relacién re-
flexiva y transitiva en . La clase pre-ordenada (&7, <) se puede pensar
como una categoria en la siguiente forma:
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Obj(&) := & y el conjunto [z, y] tiene a lo més un elemento que deno-
taremos por f¥, esto es,

_ ]t siz<y
[, yler '_{ 0 sizdy.

La composicién o : [b,¢|o X [a,b]r — [a, | estd dada por fEfE:= fe.
Reciprocamente, supongamos que & es una categoria con la propiedad
de que [a, b tiene a lo sumo un elemento Va, b € Obj(</). Definimos un
pre-orden < en Obj(%/) como sigue: a < b siy sélo si [a,b] # 0.

Luego tenemos que (Obj(%7), <) es una clase pre-ordenada.

(7) Categorias cociente. Sea &/ una categoria y ~ una relacién de equiva-
lencia en la clase de morfismos .#,; de <. Diremos que ~ es compatible
con & si satisface lo siguiente:

(a) larestriccién de ~ a cada conjunto [A, B] . es una relacién de equiva-
lencia en dicho conjunto,

(b) Moy | ~=Ua,B)c0bj(er)x0bj(ar) [As Bl ~: ¥
(c) sif~fygr~ ¢ entonces fg ~ f'g’ cada vez que dicha composicién
esté definida en .

Dada una relacién de equivalencia ~ en .#,,, compatible con <7, podemos
construir la categorfa cociente 27/ ~ como sigue:

(i) Obj(/ ~) := Obj(),
(ii) [A,Blw/~ = [A,Bley/ ~ y la composicién en .#,.. estd definida
por
01 [B,Clojm X [A, By — [A, Clay/n

[B] ¢ [a] = [B o a], donde o es la composicién en .

1.4. Funtores

Definicién 1.4.1 Sean of y B categorias. Un funtor covariante T : of —
P es una asignacion de un objeto T(A) € B para cada objeto A € &7 y un
morfismo T'(«) € [T(A),T(A")]z para cada morfismo o € [A, A'] o, tal que:

1. preserva la composicion, esto es, si o/ a estd definida en &/ entonces

T(d/a) =T(a)T(a); y

2. preserva las identidades, esto es, para cada A € of se tiene que T(14) =
Observacién 1.4.2 Dado un funtor T : of — B, diremos que </ (resp. B)

es el dominio (resp. codominio) de T. En general, un funtor preserva ciertas
propiedades de los morfismos de su dominio.



1. Nociones Basicas )

Definicién 1.4.3 Un funtor contravariante T : o — B es una asig-
nacion de un objeto T(A) € B para cada objeto A € & y un morfismo T'(a) €
[T(A), T(A))z para cada morfismo «a € [A, A'] o, tal que:

1. invierte la composicidn, esto es, si &'« estd definida en <7, entonces

T(o/a) = T()T();

2. preserva las identidades, esto es, para cada A € o se tiene que T'(14) =

Ejemplos de funtores:

(1) El funtor covariante 1, : & — &, tal que 14(A) = A para toda
A€ oy ly(a) = a para todos los morfismos o € &, es llamado el
funtor identidad sobre 7.

(2) Sea &/’ una subcategoria de 7, el funtor covariante I : &/’ — & tal que:
I(A) = A para toda A € &' y I(a) = « para todos los morfismos a en
' es llamado el funtor inclusién de &/’ en &

(3) Sea /" una categoria cociente de 7, el funtor covariante 7 : & — 7"
tal que: m(A) = A paratodo A € &7 y () = [a] para todos los morfismos
a en &, es llamado el funtor proyeccién de & sobre .&".

(4) El funtor olvido F' : Ab — Sets, de la categoria de grupos abelianos a
la categoria de conjuntos, es el funtor que olvida la estructura de grupo
abeliano sobre los objetos de Ab. Es decir, si G es un grupo abeliano,
entonces F(G) = G como conjunto; y si « es un morfismo de grupos
abelianos entonces F'(«) = @ como funcién. De manera andloga, tenemos
un funtor olvido Fy : Ab — Setsg el cual le asigna a cada grupo abeliano
G el objeto (F(G),0) donde 0 es el cero de G.

Definicién 1.4.4 Sean T : o/ — B y S : B — € funtores. Definimos
la composicion ST : o/ — € por las reglas ST(A) = S(T(A)) y ST (o) =
S(T (). No es dificil ver que ocurre lo siguiente: si.S y T son ambos covariantes
0 contravariantes entonces ST es covariante; mientras que, si uno es covariante
y el otro contravariante entonces ST es contravariante.

Definicién 1.4.5 Sean S, T : o/ — A funtores covariantes. Una transforma-
cion natural n : S — T es una familia de morfismos n = {na : S(4) —
T(A)}acr en B tal que para todo morfismo o : A — A’ en o el siguiente
diagrama es conmutativo

S(A) —2 > T(A)

S(a)i lT(a)

nar

S(A") 2 (A,
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Observacién 1.4.6 1. Siny es un isomorfismo para cada A € <f, decimos
que 1 es una equivalencia natural. En este caso, tenemos una transfor-
macion naturaln™! : T — S definida por (n™1) 4 = (na)~t. Escribiremos
S ~ T para denotar que S y T son naturalmente equivalentes.

2.8n:8 —Typ:T — U son transformaciones naturales de fun-
tores, definimos la composicion pn : S — U por (pn)a = pana. Para
cualquier funtor T, la transformacion natural identidad 17 : T — T es
por definicion (11)a = lpcay para toda A € <.

8. Sean S, T : o — ByU : B — € funtores yn : S — T una
transformacion natural. Entonces, tenemos una transformacion natural
Un:US — UT definida por (Un)a = U(na) para toda A € o7 . Similar-
mente, siV : 9 — o es un funtor, entonces nV : SV — TV estd dada
por (nV)p = nv(p) para toda D € 9.

Definicién 1.4.7 Un funtor T : of — % es llamado fiel (resp. pleno) si para
todo par de objetos A, B € & la funcion inducida por T

(A, Bl — [T(A),T(B)]» (1.1)

es inyectiva (resp. suprayectiva).Un funtor fiel que manda objetos distintos en
objetos distintos es llamado una tnmersion. Decimos que T es denso si para
todo B € B existe un objeto A € 7, tal que T(A) es isomorfo a B.

Decimos que T : of — B es una equivalencia de categorias, si eriste un
funtor S : B — o tal que TS ~1g y ST ~ 1.

1.5. Categoria dual

Definicién 1.5.1 Dada una categoria <7, definimos la categoria dual o7 de
o/ como sigue: los objetos de o/* son los mismos de o7 y [B, Alor+ := [A, Bl .
La composicion fg en o/ estd definida como la composicion gf en <.

Notacién: Sea &7 una categoria y o7* la categoria dual. Para evitar confu-
siones, escribimos A* := A para A € Obj(«/); y diremos que f*: B* — A* es
un morfismo en &/ si y sélo si f: A — B es un morfismo en /. Usando ésta
convencion, la composicion de morfismos en o7* es:

ffg*=9f Vf€[A,Bly v Vg€ [B,(lw.

Observacién 1.5.2

(1) La asignacion Dy : of — o/*, donde D (A) = A* en objetos y Doy(f) =
f* en morfismos, es un funtor contravariante.

(2) (*)* = ; por lo tanto, la composicion de funtores Do : o — * y
Dy« : o — of satisface las igualdades Doy« Dyy = 17 y Doy D g = 1oy
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(3) Si T : of — B es un funtor covariante (resp. contravariante), entonces
tenemos un funtor contravariante (resp. covariante) Ty : o/* — B, donde
Ty := TDy~. Andlogamente, se tiene un funtor T* : of — PB*, donde T* :=
DgT. Ademdas, Ty = (T*). = (Tx)*.

Observacion 1.5.3 El principio de dualidad
La propiedad (2) de 1.5.2, nos permite definir para cada “concepto categérico”
y cada “enunciado categorico” sus respectivas versiones duales. Daremos sola-
mente una idea de los conceptos duales.
Supongamos que P es una propiedad que relaciona objetos y morfismos en una
categoria <, la propiedad dual P* en o/ se obtiene como sigue: primero se es-
cribe la propiedad P en términos de la categoria o/ y luego se aplica el funtor
Dy« : & — o a la propiedad P, es decir, P* es la propiedad obtenida de P
“dando vuelta” a las flechas.
Veamos un ejemplo, sea P(X) la siguiente propiedad asociada a un objeto X de
o :

P(X): VY € Obj(«) existe un unico f:Y — X en <.

Escribiendo la propiedad P(X) en términos de o/* se tiene: P(X) : VY* €
Obj(/*) existe un tdnico f* : Y* — X* en &*. Luego, aplicando el funtor
Dy : A — o a la propiedad anterior, se obtiene la propiedad dual:

P(X)*: VY € Obj() existe un unico f : X — Y en .

Muy frecuentemente, el concepto dual P* de un concepto categorico P se denota
por “co-P”. Como se verd mas adelante, tendremos objeto nulo y objeto co-nulo,
kernel y cokernel, producto y coproducto etc.

El hecho de que la dualidad sea muy importante, radica en la posibilidad de
que no solamente se pueden dualizar los conceptos sino también los enunciados,
lemas, teoremas, etc. Por ejemplo, si S es un enunciado relacionado con morfis-
mos y objetos de o/ entonces, por definicion, el enunciado dual S* es verdadero
en o/ siy solo si S es verdadero en o/*. Esto tltimo, junto con el hecho de
que Doy« Doy = 17 Yy Doy Doy« = 147+, implica el principio de dualidad para
categorias que dice lo siguiente:

Si S es un enunciado categorico que es verdadero para todas las categorias,
entonces S* también es verdadero para todas las categorias.

1.6. Morfismos y sub-objetos

Definicién 1.6.1 Un morfismo 0 : A — B es llamado un split-mono si
existe un morfismo 0’ : B — A tal que 0’6 = 1 4. Decimos que 6 es un split-epi
st existe un morfismo 0" : B — A tal que 00" = 1. Si 0 es split-mono y split-
epi decimos que 6 es un isomorfismo y que A es isomorfo a B, en simbolos
A~ B.

Observacion 1.6.2
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(1) Note que en el caso de un isomorfismo se tiene que:
0 =01 =0(00")= (00)0" = 140" =0".

Por lo tanto, se dice que ' = 0" es el inverso de 0 y se denota por 671,

(2) Es fdcil ver que si 6 € [A, Bl es un split-mono (resp. split-epi) y <" es
una categoria cociente de o7, entonces [0] es un split-mono (resp. split-epi) en
"

(8) El concepto dual de “split-mono” es “split-epi”, pues § : A — B es split-
mono en < si y sélo si 0% : B* — A* es split-epi en o/*.

Definicién 1.6.3 Un morfismo « € [A, Bl es un monomorfismo si af =
ag implica f = g para todo par de morfismos f y g con codomonio A. Un
morfismo « es un epitmorfismo si fa = ga implica que f = g para todo par
de morfismos f y g con dominio A.

La nocién de epimorfismo es dual a la de monomorfismo pues « es un epimor-
fismo en &7 si y s6lo si a* es un monomorfismo en o/*.

Es facil ver que si a y 8 son monomorfismos y Sa esta definida entonces Sa es
un monomorfismo. Por otro lado, si fa es un monomorfismo, entonces a es un
monomorfismo, pero no necesariamente 3 lo es.

Dualmente, se tiene que si « y [ son epimorfismos entonces a3 es un epi-
morfismo; y si af es un epimorfismo entonces « es un epimorfismo, pero no
necesariamente (3 lo es.

Por otro lado, un split-mono es necesariamente un monomorfismo y un split-epi
es necesariamente un epimorfismo.

Definicién 1.6.4 Una categoria o/ es balanceada si todo morfismo que es un
monomorfismo y epimorfismo es un isomorfismo.

Proposicion 1.6.5 Sia: A — B es un split-mono y también es un epimor-
fismo, entonces es un isomorfismo.

Demostracion. Tenemos que existe un morfismo 5 : B — A tal que o= 14.

Por lo tanto, (af)a = a(fa) = aly = a = 1pa, y como a es un epimorfismo,
entonces a3 = 1g. Por lo tanto a es un isomorfismo. [

La proposicién dual es la siguiente:

Proposicién 1.6.6 Sia: B — A es un split-epi y también es un monomor-
fismo, entonces es un isomorfismo.

Definicién 1.6.7 Sia: A’ — A es un monomorfismo, decimos que A’ es un
sub-objeto de A y que a es una inclusion de A’ en A.

A veces escribiremos A’ C A para indicar que A’ es un sub-objeto de A, y
diremos que A’ estd contenido en A 6 que A contiene a A’.
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Si el monomorfismo « : A’ — A no es un isomorfismo diremos que A’ es un
sub-objeto propio de A. La composicién de un monomorfismo o : A’ — A
con un morfismo f : A — B es denotado por f |4/ y se dice que f |4/ es una
restriccién de f a A’.

Definicién 1.6.8 Sea &/ una categoria y A un objeto de /. La categoria
de sub-objetos de A, que denotaremos por [of | A], se define como sigue.

Los objetos de [/, A] son pares (o, A) tales que a : Dom(a) — A es un
monomorfismo en o . Dados (o, A) y (o', A) en Obj([«, 4)), definimos

[(a, A), (&', A)](er, ) := {7 € [Dom(a), Dom( )] | &'y = a}.

La composicion de morfismos en [of , A] es la misma que en <7, pues como vimos
arriba [(o, A), (&', A)]jor,a) C [Dom(a), Dom(a’)]er. Se puede ver facilmente
que con estos datos [/, A] es en efecto una categoria.

Veamos algunas propiedades bésicas de la categoria [«7, A].
Lema 1.6.9 Sea & una categoria y A un objeto de o7 . Entonces

(a) [(o, A), (', A)][er, 4] tiene a lo sumo un elemento,

(b) si v € [(a,A),(c, A)]jor,4) entonces v : Dom(a) — Dom(ca’) es un
monomorfismo en <,

() si [(@, A), (o, A)]para # O  [(0', A), (@, )]y, # 0, entonces existe un
dnico isomorfismo v : (a, A) — (o/, A) en [/, A] .

Demostracion.

(a) Sean 7,7 € [(a, A), (o, A)][er, 4] Entonces o'y = a = o’y’. Luego, como
o’ es un monomorfismo, concluimos que v = v'.

(b) Sea vy € [(a, 4), (&', A)][ar,4)- Por lo tanto, o’y = o y entonces, como « es
un monomorfismo, se tiene que  es un monomorfismo.

(C) Sean v € [(OZ,A), (a/ﬂA)h@{,A] Yy 7/ € [(O/’A)a (OévA)][d,A]- Por lo tanto
7y € [( A), (@ A)](ur. 41, ¥ enttonces como 1y 4 € (0 A), (@, A)](r 4]
se tiene por (a) que 7'y = 1(4,4). Anadlogamente vy" = 1(4/ 4y. Entonces,
v : Dom(a) — Dom(a) es un isomorfismo y es tnico por (a).

U
Del lema anterior y del ejemplo (6) en la seccién 1.3. Se tiene lo siguiente.

Definicién 1.6.10 Definimos un pre-orden en [/, A] como sigue: (o, A) <
(o', A) siy solo si [(a, A), (o, A)]jer,a) # 0. Para simplificar la notacion, es-
cribiremos algunas veces a < o' en lugar de (a, A) < (o', A), siempre teniendo
en cuenta al objeto fijo A.
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Definicién 1.6.11 Una clase € de sub-objetos de A € &/ se dice que es una
clase representativa de sub-objetos de A, si todo sub-objeto de A es isomorfo
a un sub-objeto en €. Si todo A € of tiene una clase representativa la cual es
un conjunto, diremos que &7 es localmente pequena.

El concepto dual de sub-objeto es el de objeto cociente. A continuacién, enun-
ciaremos brevemente las propiedades duales de los sub-objetos.

Definicién 1.6.12 Sea o/ una categoria y A un objeto de <. La categoria
de objetos cociente de A, que denotaremos por [A, o], se define como sigue.
Los objetos de [A, /] son pares (A, «) tales que a : A — Codom(c) es un
epimorfismo en <. Dados (A,a) y (A, o) en Obj([A, #]), definimos

(4, 2), (A, )]ia,a = {7 € [Codom(a), Codom(a')] oy | yor = '}

La composicion de morfismos en [A, o] es la misma que en o, pues como
vimos arriba [(A, ), (A,d')|ja,z) C [Codom(a), Codom(a')]e. Se puede ver
fdcilmente que con estos datos [A, /] es en efecto una categoria.

Lema 1.6.13 Sea &/ una categoria y A un objeto de 7. Entonces
(a) [(A, @), (A,a')] i, tiene a lo sumo un elemento,

(b) siy € [(A ), (A )], entonces v : Codom(a) — Codom(ca’) es un
epimorfismo en <,

(c) si[(A ), (A " )jam #0y (A ), (A a)la.w #0, entonces existe un
dnico isomorfismo v : (A, o) — (A,d') en [A, o] .

Demostracion. Se obtiene de 1.6.9 por el principio de dualidad. O

Definicién 1.6.14 Definimos un pre-orden en [A,</] como sigue: (A,a) <
(A, ) siy solo si [(A, ), (A, a)lja,e # 0. Para simplificar la notacion, es-
cribiremos o < o en lugar de (A,a) < (A, '), siempre teniendo en cuenta al

objeto fijo A.

Observacién 1.6.15 La nocidn de pre-orden en [of, A] es autodual pues se
tiene que: o < B en [, A] si y sdlo si a* < 5% en [A, o).

Definicién 1.6.16 Decimos que o7 es colocalmente pequena si o/* es local-
mente pequena.

1.7. Equalizadores

Definicién 1.7.1 Sean «, B : A — B morfismos en una categoria <. Decimos
que i : K — A es un equalizador para o y 3, si

(a) ap=Bu, y
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(b) para cualquier morfismo p' : K' — A tal que ap’ = B/, existe un inico
morfismo v : K' — K que hace el siguiente diagrama conmutativo

K/

N

Proposicion 1.7.2 Si u : K — A es un equalizador para o,  : A —
B entonces u : K — A es un sub-objeto de A. Ademds, dos equalizadores
cualesquiera para o y 3 son sub-objetos isomorfos de A.

Demostracién. Veamos que p : K — A es un monomorfismo. Sean -,
Yo : K’ — K tales que puy; = pye. Consideremos § = py; : K' — A. Luego
tenemos que ad = a(uy1) = (ap)n = (Bu)y = B(um) = B6. Pero por la
definicién de equalizador, la factorizacién de § = uvy; a través de y: K — A
debe ser tnica; por lo tanto 3 = 2 pues uy; = py2, probandose que p es un
monomorfismo.

Supongamos que u’ : K/ — A es también un equalizador para o y 3. Entonces
existen v : K — K' y v : K' — K tales que: /v = uy uy = 1. Luego
uyy = p'y = p = plg. Como p es un monomorfismo, se tiene que vy = 1.
Andlogamente obtenemos que v’y = 1g/; y por lo tanto v es un isomorfismo
con inversa 7. O

Por la proposiciéon anterior tenemos que, si existe un equalizador para «,( :
A — B es unico hasta isomorfismos como sub-objeto de A.

El equalizador de o y (3 serd denotado por Fqu(a,8) — A. Si el equalizador
existe, para toda par de morfismos en &/ con el mismo dominio y el mismo
codominio, diremos que &/ tiene equalizadores. Notemos ademés que: o = (3
siy sélo si 14 es el equalizador de o y .

Dualmente, decimos que el objeto cociente f : B — Coequ(a, 3) es el co-
equalizador de a, 3 : A — B si y sblo si f* : Coequ(a,3)* — B* es el
equalizador de o, 3* : B* — A* en «/*. Por lo tanto &/* tiene equalizadores
si y sélo si &7 tiene co-equalizadores.

1.8. Pullbacks y pushouts

Definicién 1.8.1 Dados dos morfismos ay : Ay — A yag : A5 — A en una
categoria <f, diremos que el diagrama conmutativo es un pullback para oy y ao

P-4, (1.2)

AlT>A
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si se satisface lo siguiente: para todo par de morfismos By : P’ — Ay y 5} :
P — Ay tales que aq 8] = afh existe un dnico morfismo v : P/ — P tal que
By = Py y By = Pay. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

A1 T1>A-

En el siguiente lema, veremos que si el pullback existe éste es unico hasta
isomorfismos.

Lema 1.8.2 Sea

un pullback de ay y as. Si el siguiente diagrama

PI£A2

{ T

Al?A

es también en pullback de a1 y g, entonces existe un tnico isomorfismo 7' :
P — P’ tal que B1 = B17" y B2 = 337"

Demostracién. Por definicién de pullback, existe un tinico morfismo 7' :
P — P tal que B = B17 y B2 = B%'. De la misma manera, existe un
tnico morfismo v : P/ — P tal que 3] = 817 v 85 = [B27y. Entonces tenemos
que 51y = By = B1 = filp y similarmente 27y’ = B21p. Luego, por la
unicidad de las factorizacidénes a través del pullback, se tiene que vy = 1p.
Anélogamente, se obtiene que 7'y = 1p/, probéandose el lema. [

Proposicion 1.8.3 Consideremos el siguiente diagrama de pullback

PLA2

AlT)A

Siay 1 Ay — A es un monomorfismo entonces B2 : P — Ay es también un
monomorfismo.
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Demostracién. Sean f,g: B — P y supongamos que (32 f = (32g. Entonces
a181f = asfaf = asfag = ayB1g; por lo tanto, como « es un monomorfismo
tenemos que f1 f = B1g. Luego, por la unicidad de la factorizacién a través del
pullback (aplicada al par de morfismos 31 f = S1g y Bof = [a2g) se tiene que
f = g, probandose que (3 es un monomorfismo. [J

Proposicién 1.8.4 Si cada cuadrado en el diagrama

$Q$B/

P
ﬁll ﬁzl ﬁ3i
A 71 I Y2
es un pullback y B3 : B’ — B es un monomorfismo, entonces el siquiente
cuadrado

[eD>Ye
ZIBI

Bs

@
<"

—_—
Y271 B

es un pullback.

Demostracién. Sean 0 : X — A, ¢ : X — B’ morfismos tales que 72716 =
(3. Debemos encontrar un tnico morfismo p : X — P tal que Sip =6y
agaqp = Y. Ahora como el cuadrado del lado derecho es pullback, entonces
tenemos un morfismo ¢ : X — @ tal que 526 = v10 y asd = 1.

Usando ahora que el cuadrado del lado izquierdo es pullback, obtenemos un
morfismo 7 : X — P tal que 517 =0y a1n = . Entonces el morfismo 7 es el
morfismo buscado. Puesto que aplicando dos veces la proposicién anterior se ve
que (31 es un monomorfismo y de esto se sigue la unicidad del morfismo 7. En
efecto, si i : X — P es tal que By = 6 = (i1, entonces p = 1 ya que 31 es
un monomorfismo. [J

Lema 1.8.5 Sea o/ una categoria y supongamos que los siguientes dos cuadra-

dos conmutativos

P*Q>B/<LQ

B1 l 01 \L l92
f Y2

A——=B~<~—"1

son pullbacks. Si 01 y 2 son monomorfismos y existe y1 : A — I con f = v,
entonces eziste a1 : P — @ tal que asay = g y el siguiente diagrama

P
|
A

LQ

-
I

—_—
71
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es un pullback.

Demostracion. Supongamos que 6 y 2 son monomorfismos y que existe
v1: A— 1 tal que f = vo71.
Dado que 619 = 727181, de la propiedad del pullback, obtenemos el siguiente

diagrama conmutativo

g B

P
51‘ Q h%
02
A B

N

1 72

J
N

1.

Sean A\ : X — Q y Ay : X — A tales que 621 = y1A2. Veamos que ex-
iste un unico morfismo £ : X — P tal que 1§ = A1 y 1€ = A2. En efecto,
por la conmutatividad del diagrama anterior, obtenemos que 61 (A1) = fs.
Luego existe £ : X — P tal que g§¢ = asA\1 v A2 = (1€. Por otro lado,
ag(a1€) = g€ = as\1 y @z es un monomorfismo por 1.8.3, entonces A\; = a; €.
Finalmente, por 1.8.3, tenemos que [3; es un monomorfismo, pues 6 lo es. Esto
ultimo nos dice que s6lo podemos tener un tnico morfismo £ : X — P con las
propiedades requeridas. [

La nocién dual del pullback es el pushout. Esto es, dados los morfismos «; :

A— Ay ay : A — A,, el pushout de a1 y as es el siguiente diagrama
conmutativo

A—2s a4,

Ay ——P
B2
tal que para todo par de morfismos 31 : 44 — P’y 8, : Ay — P’ tales

que Biay = Phas existe un Unico morfismo v : P — P’ tal que 8] = 701 y
B4 = vP2. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

A—2s 4

N
a2 \L 51 i \
N\ s
Ay ——P \
B2
\N«\
* P
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Similarmente a como se hizo en el pullback, se prueba que si el pushout
existe, éste es tinico hasta isomorfismos.

1.9. Intersecciones

Definicién 1.9.1 Sea {u; : A; — A}icr una familia de sub-objetos de A.
Diremos que un morfismo u: A’ — A es la interseccion de dicha familia si
las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para cada i € I existe v; : A’ — A; tal que p = pyv;. Es decir, el
stquiente diagrama

|

17

A;
es conmutativo Vi € 1.

(b) Si6: B — A esun morfismo y existen n; : B — A; tal que el siguiente

diagrama
B2
i \L /
Hi
yy

7

A

conmuta Y1 € I, entonces existe un tinico morfismo n: B — A’ tal que
el siguiente diagrama

es conmutativo.

Observacién 1.9.2 (1) Los morfismos {v; : A’ — A, }icr tales que p = p;v;
son unicos. En efecto, si existen v} : A" — A; tal que p;v} = p, entonces
wiv; = = v}, Luego, v; = v Vi € I, ya que p; es un monomorfismo
Viel.

(2) p es un monomorfismo, ya que si pay = pae, consideremos f = paq :
A" — A, entonces f = pay = piv;oq Vi € I. Es decir, [ se factoriza a
través de los p; y por lo tanto f se debe factorizar a través de p de manera
dnica; pero f = pag = pag, por lo tanto oy = as. En particular, dado que
1 es un monomorfismo y 1 = pv; concluimos que v; es un monomorfismo
Viel.
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(8) En el siguiente diagrama

el tridngulo izquierdo, el derecho, y el exterior conmutan. Pero del hecho
de que p; es un monomorfismo, se ve facilmente que v;n = n;; y por lo
tanto todo el diagrama anterior conmuta. De la unicidad en el inciso (b),
se ve que cualesquiera dos intersecciones son sub-objetos isomorfos de A.
Denotaremos A’ por (\,c; Ai ¢ simplemente () A; cuando esté claro el
conjunto de indices I.

icl

(4) La interseccion de la familia vacia de sub-objetos de A es A. Si la inter-
seccion de la famila {u; : A; — A}icr existe, entonces p:(),c; A — A
es el sub-objeto mds grande de A tal que pu < p; en [, A].

i€l

Definicién 1.9.3 Dada una categoria <7, diremos que </ tiene intersecciones
si VA € Obj(«) y cualquier familia {u; : A; — A}ier de sub-objetos de A
existe la interseccion p : (\;c; Ai — A. Si las intersecciones existen sdlo para
conjuntos finitos, diremos que </ tiene intersecciones finitas.

Proposicion 1.9.4 Sia; : Ay — A y as : Ay — A son monomorfismos en
una categoria <, entonces el siguiente diagrama conmutativo

P-4 4,

A1T1>A

es un pullback si y solo si asfy : P — A es la interseccion de ay y aa. Por lo
tanto, si o/ tiene pullbacks entonces tiene intersecciones finitas.

Demostracion. Que el diagrama de arriba es un pullback si y sélo si es una
interseccién se sigue inmediatamante de la definicién de pullback y de intersec-
cién. Si o7 tiene pullbacks, entonces la interseccién de n sub-objetos se obtiene
inductivamente por la férmula

n n—1
(N Ai=([)A4)[)A4n
i=1 =1
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1.10. Uniones

Definicién 1.10.1 Sea & una categoria. Consideremos el siguiente diagrama
en of

A’—£>B’
ui lh
f
A—— B,

donde los morfismos verticales son monomorfismos. Decimos que el sub-objeto
u: A" — A esllevado a el sub-objeto h : B’ — B por [ si existe un morfismo
f'+ A — B’ tal que el diagrama de arriba conmuta.

El morfismo f’ es necesariamente tinico pues h : B — B es un monomor-
fismo.

Definicién 1.10.2 La union de una familia {u; : A; — A};cr de sub-objetos
de A es un sub-objeto u: A’ — A de A tal que:

(a) w; <wu para toda i € I,

(b) si f: A— B es un morfismo y cada u; : A; — A es llevado a algin
sub-objeto u : B — B de B por f, entonces también u : A’ — A es
llevado a p: B — B por f.

El objeto A’ serd denotado por U;crA; 6 por UA; si estd claro del contexto cual
es el conjunto de indices.

Observacion 1.10.3

(1) Dado que u; < u tenemos un tUnico monomorfismo v; : A; — A’ tal que
u; = uv;. De acuerdo a la definicion de union, en el siguiente diagrama

A/

\ f//
Vi
f/

A7.4>B/

NI, b
B

A———

u

tenemos que el tridngulo de la izquierda, el cuadrado central y el cuadrado exteri-
or conmutan. Mds ain, dado que p es un monomorfismo tenemos que ' = f"v;;
y por lo tanto, dicho diagrama es conmutativo.

(2) Sea u; < pu Vi€l conu: B — A un sub-objeto de A. Tomando f = 14,
se ve que entonces u < u, donde u : UA; — A es una union de {u; : A; —
Atier. En particular, cualesquiera dos sub-objetos de A que se comportan como
la unidn, deben ser isomorfos. En efecto, si u' : A” — A es otra unién de
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dicha familia, entonces como u; < u' para toda i, se tiene que u < u’, pues u es
una unidn de dicha familia, andlogamente se tiene que v’ < u, de donde u es
isomorfo a u' como sub-objeto de A.

Definicién 1.10.4 Sea o una categoria. Si la union existe para todo conjunto
de sub-objetos de cualquier objeto A € o/ decimos que </ tiene uniones.

Proposicién 1.10.5 Sean a, 3 : A — B morfismos en una categoria < con
equalizadores, y sea {p; : A; — A}ier una familia de sub-objetos de A. Si la
union eziste y o |a,= B |a, Vi € I, entonces o |ua,= B |ua,-

Demostracion. Sea u: U;crA; — A la unién de la familia {p; : A; — A}ier
de sub-objetos de A. Sea v : K — UA; el equalizador de los morfismos
Bu,ap : UA; — B. Para ver que Su = au es suficiente probar que v es
un isomorfismo. Como 1 es un monomorfismo tenemos que py : K — A es un
monomorfismo. Veamos que uy) : K — A satisface la definicién de unién de la
familia {u; : A; — A}icr. Para esto tenemos que verificar las propiedades (a)
y (b) de la definicién de unién.

(a) s < pp Vi€ I. Sea v; : A; — UA; el tnico morfismo tal que p; = po;
Vi € I. Usando que ap; = Bu; (pues o |4,= [ |4,) se tiene que apv; =
Buv; Vi € I. Por lo tanto, para cada i € I existe un dnico morfismo
h; : A; — K tal que el siguiente diagrama

A;

/]
v;
® Bu

KHUAiT)B

es conmutativo. Luego puh; = pv; = p; y entonces el siguiente diagrama

i,

AT

conmuta, probandose que p; < py Vi € I.

(b) La propiedad de ser llevado. Sean f: A — C'y 0 : C' — C morfismos
con # un monomorfismo, tales que el siguiente diagrama conmuta
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De la conmutatividad del diagrama de arriba se obtiene facilmente que el
siguiente diagrama es conmutativo

K !l
\Y f
A Lcl
pap ¢
\LM 6
f
A——C.

Por lo tanto, por la unicidad de la unién, obtenemos que existe un iso-
morfismo A : K — UA; tal que pA = ). Dado que a lo sumo existe un
morfismo A : K — UA; que hace conmutar el diagrama

obtenemos que A = v, y por lo tanto 1, es un isomorfismo.

O

1.11. Imagenes

Definicién 1.11.1 La imagen de un morfismo f : A — B se define, como el
sub-objeto mas pequeno de B que factoriza a f. Esto es, el sub-objeto y: I — B
de B es una imagen de f si:

(a) existe un morfismo morfismo f': A — I tal que f = uf', y

(b) si ' : I' — B es otro sub-objeto de B tal que existe f"' : A — I’
con f=u' " entonces p < p'. Es decir, el triangulo del lado derecho del

stguiente diagrama conmuta

Observacién 1.11.2 (1) Dado que p y (' son monomorfismos se tiene que
el diagrama de arriba conmuta.
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(2) La imagen, si existe, estd definida univocamente hasta isomorfismos de
sub-objetos de B. Se denotard por p: Im(f) — B a una eleccion de una
imagen de f: A — B.

(8) Si f: A— B es un monomorfismo entonces f es su imagen. En efecto,
considere la factorizacion trivial f = fl4.

Definicién 1.11.3 Si todo morfismo f : A — B en una categoria < tiene
imagen i : I — B se dice que la categoria tiene imdgenes. Si ademds, el
morfismo f' : A — I, tal que f = pf’, es siempre un epimorfismo, decimos
que o/ tiene tmdgenes epimdrficas.

Proposicién 1.11.4 Sea f : A — B un morfismo en una categoria con equal-

. . f! Iz o, , .
izadores. St A — [ — B es una factorizacion de f a través de su imagen,
entonces [’ es un epimorfismo.

Demostracién. Sean «, 3 : I — X tales que af’ = 8f'. Sea A : K — I el
equalizador de a y 3. Entonces se tiene un tnico morfismo h : A — K tal que
f" = Ah. Por lo tanto, el siguiente diagrama

conmuta, lo que implica en particular que pA < p. Ahora bien, por la propiedad
de la imagen, se tiene que existe un tnico monomorfismo 6 : I — K tal que
uA0 = p. Por lo tanto A0 = 1 pues p es un monomorfismo. Anédlogamente, de la
igualdad pAOX = p se tiene que A@X = A; y usando que A es un monomorfismo
obtenemos que OA = 1. Es decir, A es un isomorfismo. Finalmente, de S\ = aA
concluimos que a = 3, probdndose que f’ es un epimorfismo. [

Proposicién 1.11.5 Sea f : A — B un morfismo en una categoria balanceada

tal que f tiene una imagen. Si f se factoriza como A N I—2~B con I’
un epimorfismo y u un monomorfismo, entonces p es la imagen de f.

Demostracién. Sea A d Im(f) L

B la factorizacion de f a través
de su imagen. Por la propiedad de la imagen, existe un monomorfismo h :
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Im(f) — I tal que u’ = ph. Esto es, en el siguiente diagrama

G
7

Im(f)

T

1
A
\
\
\
\
\

el tridngulo de la derecha conmuta. El tridngulo de la izquierda, en el diagrama
de arriba también conmuta pues y : I — B es un monomorfismo. Por lo tanto
f' = hf"; y como f’ es epimorfismo, concluimos que h es también un epimorfis-
mo. Luego h es un isomorfismo, ya que la categoria es balanceada, probandose
que p: I — B es la imagen de f. [

Sean f : A — By u: A — A morfismos con g monomorfismo. Deno-

. ..y % !
taremos a la imagen de la composiciéon 4’ — A ——— B por f(A').
Como consecuencia inmediata de la proposicién anterior obtenemos el siguiente
corolario.

Corolario 1.11.6 Sea & una categoria balanceada con imagenes epimorficas,
f:A— Byg: B — C morfismos en &. Si u: A" — A es un sub-objeto
de A entonces

g(f(A") = gf(A).
Demostracion. [

Definicién 1.11.7 La coimagen de un morfismo f: A — B se define, como
el objeto cociente mas pequeno de A que factoriza a f. Esto es, el objeto cociente
p:A— J de A es una coimagen de f si:

(a) existe un morfismo ' : J — B tal que f = f'p, y

(b) sip’ : A— J' es otro objeto cociente de A tal que existe f"" : J' — B
con f = f"p' entonces p < p'. Es decir, el triangulo del lado izquierdo del
siguiente diagrama conmuta
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Observacién 1.11.8 p : A — J es una coimagen de f en o si y sélo si
p: J* — A* es la imagen de f* en &/*. En este caso, denotaremos por
qg: A — Coim(f) a una eleccion de una coimagen de f : A — B. En
categorias exactas veremos que Im(f) y Coim(f) son isomorfas, pero en general
esta relacion no se dd.

1.12. Imagenes inversas

Definicién 1.12.1 Sea f : A — B un morfismo en una categoria <. La
imagen inversa por f del sub-objeto a1 : B’ — B de B es el pullback

P p (1.3)

El objeto P es usualmente denotado por f~!(B’). Por 1.8.3, tenemos que [ :
fY(B’) — A es un sub-objeto de A, y ademaés, es el sub-objeto mas grande
de A que es llevado a a7 : B — B por f.

Lema 1.12.2 Sea f : A — B un morfismo y 1 : f~1(B') — A la imagen
inversa del sub-objeto oy : B’ — B. Consideremos el diagrama de pullback
(1.3) de arriba, donde P = f~Y(B'). Si By = uf’ donde f' : P — By es un
morfismo y p: By — B’ es un sub-objeto de B', entonces 31 : f~1(B') — A
es la imagen inversa por f del sub-objeto ayp: By — B de B.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

’

) =B

N

B1 B’

lal

A——B.

Sean g1 : X — By y g2 : X — A tales que fgo = a1ug;. Por lo tanto, existe
un tinico morfismo h : X — f~1(B’) tal que g» = B1h y Boh = pg;. Usando
ahora que B2 = uf’ se tiene que pf'h = ugr; pero como p es un monomorfismo
se tiene que f'h = g1, probandose que 31 : f~1(B’) — A es la imagen inversa
de aypu. O

Lema 1.12.3 Sea f : A — B un morfismo y i : I — B un sub-objeto de
B tal que existe un morfismo f': A — I con f = uf’. Si h: B® — B es
un sub-objeto de B y la imagen inversa f~1(B') y la interseccion I N B estdn
definidas, entonces f~1(I N B') estd definida y es igual a f~(B’).
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Demostracién. Consideremos los siguientes diagramas conmutativos

f*l(B’) LB/ INB LB/
ﬁli \Lh #1l ih
f I3

A B I —B.

Como [ = uf’ y el cuadrado de la derecha es un pullback por 1.9.4, tenemos
que existe 0 : f~1(B’) — I N B’ tal que B2 = v10. Luego, este lema se sigue
del anterior. O

Para simplicar la notacién, en lo que sigue diremos que A estd incluido en
B, en simbolos A C B, si A es un sub-objeto de B.

Proposicién 1.12.4 Sea f : A — B un morfismo. Consideremos las inclu-
siones Ay C Ay C A y By C By C B. Entonces, se satisfacen las siguientes
relaciones cada vez que ambos lados de dichas relaciones estén definidas.

(i) f(A1) C f(A2).
(i) f~H(B1) C f~H(Ba).
(i) Ay C f7H(f(Ar)).
(iv) f(f~'(B1) C Bi.
(v) (A1) = f(f7H(f(A)).
(vi) f~H(B1) = fH(f(fH(B)).

Demostraciéon. Probemos sélo (i) ya que el resto de los incisos se prueban
analogamente.

(i) Sean v; : Ay — A, v2: Ap — Aywv: Ay — A con vv = vy,
las inclusiones consideradas arriba. Supongamos que f(A1) := Im(fvy) y
f(Az) := Im(fvs) existen. Consideremos el siguiente diagrama conmuta-

/\
| A

24>fA2

Dado que psfov = fvi, obtenemos, por la propiedad de la imagen pq :
f(A1) — B, que existe un tnico monomorfismo v : f(4;) — f(As) tal
que p2y = pp. Por lo tanto f(A1) C f(A2).



24 Imégenes inversas
O

Proposicién 1.12.5 Sea f : A — B un morfismo en una categoria con

imdgenes e imdgenes inversas. Si { A; Ly} tier es una familia de sub-
objetos de A para la cual UA; estd definida, entonces Uf(A;) estd definida y
ademds Uf(A;) = f(UA;).

Demostracién. Supongamos que p : UA; — A es la unién de la familia
{ 4; | }ier de sub-objetos de A. Sean ) : A; — UA, tales que pu; = 1

Vi € I. Dado que f(UA;) = Im(fu)y f(A;) = Im(fu;), obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo

donde A : f(UA;)) — By 6; : f(A;)) — B son las imdgenes de fu 'y fu;
respectivamente.

Dado que fu; = At y f(A;) = Im(fu;), se tiene que existe \; : f(A;) —
f(UA;) tal que el siguiente diagrama es conmutativo

f(UA;)
A \
i Ai B
f(A).

Veamos que A : f(UA;) — B es la unién de la familia {6; : f(A4;) — Blier
de sub-objetos de B. Sea g : B — C un morfismo y supongamos que 0; :
f(A4;) — B es llevado por g a algin sub-objeto h : C' — C. Esto es, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo
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Luego, usando que la imagen inversa es un pullback, obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo

f(A:)
~ i
N
\ N
—1(wy 2 ’
N\ 9 @) —=cC
A
\\ 2\L lh
N\
B C.

Usando ahora que as es un monomorfismo y aey;0; = fu,. De la propiedad de
la unién p : UA; — A, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

Ahora bien, asf = fu = A\ y dado que f(UA;) = Im(fu); del diagrama

anterior, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo
f(UA)
2N
3 B
X /
-1 (C/)

UA;

Consideremos el morfismo a1 : f(UA;) — C’. De los diagramas anteriores,
tenemos que ha1€ = gasé = g. Esto significa que el siguiente diagrama con-

mu‘a
«
X 15

f(U4;)
\

N\
AN

f

\ (Ai)L)C/
A
\\\ QL h
S|
B——C.
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Del dltimo diagrama, se concluye que X\ : f(UA;) — B es una unién de la
familia de sub-objetos {6; : f(A4;) — B}ics de B. Esto es, Uf(A;) estd definida
v [(UA;) = UF(A;).

|

De forma anéloga se puede probar la siguiente proposicién.

Proposicion 1.12.6 Sea f : A — B un morfismo en una categoria con
imdgenes inversas, y sea {u; : B; — Bl}ier una familia de sub-objetos de B
para la cual la interseccion NB; estd definida. Entonces Nf~(B;) estd definida
y es igual a f~H(NDB;).

1.13. Objetos cero

Definicién 1.13.1 Un objeto 0 en una categoria es llamado objeto nulo si
existe un unico morfismo o : A — 0 para cada A € &/. Dualmente, 0/ es un
objeto conulo si existe un unico morfismo o : 0/ — AVA € .

Lema 1.13.2 Sila categoria o tiene un objeto nulo (resp. conulo) éste es inico
salvo isomorfismos.

Demostracién. Supongamos que 0 y 0’ son objetos nulos en 7. Entonces
[0,0"] e y [0/, 0] tienen cada uno un morfismo, digamos 6 y 6’ respectivamente.
Luego €6 = 1¢ pues [0, 0], tiene un solo elemento, y andlogamente 66’ = 1.
O

Definicién 1.13.3 Diremos que 0 es un objeto cero para < si es nulo y conu-
lo. En este caso, diremos que un morfismo o : A — B es el morfismo cero
si se factoriza a través del objeto cero.

Lema 1.13.4 Sea &/ una categoria con objeto cero. Entonces, cada conjunto
[A, Bl tiene precisamente un morfismo cero que se denotard por 0ap ¢ sim-
plemente por 0.

Demostracién. Sea 0 un objeto cero en 7. Luego, como 0 es nulo y conulo
existen morfismos v : A — 0y B : 0 — B en &; esto es, 04p := S es un
morfismo cero. Veamos que es tnico; en efecto, sea 0’ otro objeto cero en &7 y

g =p0d,donde’ : A — 0"y ' :0 — B son morfismos en «/. Por ser
0 y 0’ objetos cero en &7, existe un tinico morfismo h : 0/ — 0 tal que hace
conmutar al diagrama

Luego Oup = fa=p'd =05 O
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1.14. Kerneles

Definicién 1.14.1 Sea o/ una categoria con objeto cero y o : A — B un
morfismo en . Diremos que un morfismo p: K — A es un kernel de « si

(a) ap=0,y

(b) para todo morfismo ' : K' — A tal que ap’ = 0 existe un inico morfismo
~v: K' — K tal que puy = .

Equivalentemente, el kernel u : K — A de «a estd dado por el siguiente
diagrama de pullback

Observacion 1.14.2

(1) Dado que el kernel p: K — A de « estd dado por el diagrama de pullback
anterior, entonces K = a~*(0); por lo que en particular, ju es un monomorfis-
mo, y cualesquiera dos kerneles son sub-objetos isomorfos de A. El objeto K
serd denotado por Ker(a).

(2) Dada una categoria </ con objeto cero y un morfismo f : A — B, denotare-
mos por « : Ker(f) — A a una eleccién arbitraria, pero que consideraremos

fija, de un kernel de f.

Definicién 1.14.3 Decimos que una categoria </ tiene kerneles, si
(a) o tiene objeto cero

(b) todo morfismo de o/ tiene un kernel.

En el siguiente lema veremos que si o es un monomorfismo entonces Ker(a) =
0, pero el inverso no es cierto en general.

Lema 1.14.4 Sea &/ una categoria con objeto cero. Por lo tanto
(a) si o tiene equalizadores entonces tiene kerneles,
(b) sia: A— B es un monomorfismo entonces Ker(a) =0,

(c) sean o« : A — B y : B — C morfismos en /. Si existen Ker(a) y
Ker(Ba) entonces Ker(a) C Ker(Ba). Mds ain, si 3 es un monomorfis-
mo entonces Ker(a) = Ker(fBa).

Demostracion.

(a) Se sigue del hecho de que el kernel de un morfismo o : A — B es el
equalizador de « y el morfismo cero.
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(b) Sea p: K — A el kernel de o : A — B. En particular ap = 0. Si o es
un monomorfismo entonces p = 0.

(c) Sea p : K — A el kernel de fa y sea ' : K/ — A el kernel de .
Entonces (Sa)u’ = B(ap’) = 0 = 0. Luego, por la propiedad del kernel,
existe un tnico morfismo v : K’ — K tal que p/ = py, de donde v es
un monomorfismo pues g’ 1o es. Por lo tanto Ker(a) C Ker(Ba). Si 0 es
un monomorfismo, entonces ap = 0 pues SBau = 0. Por lo tanto, existe
un unico morfismo v’ : K — K’ tal que u = p’+'. Pero ya tenfamos que
' = py, de donde p = pyy'. Luego, como u es un monomorfismo tenemos
que 7y’ = 1g. Andlogamente, de ' = py = 'y, se tiene que vy = 1x-.
Por lo tanto, 7 es isomorfismo y entonces Ker(a) = Ker(fa).

O

Definicién 1.14.5 Sea &7/ una categoria con objeto cero y sea a: A — B un
morfismo en <. Diremos que un morfismo p: B — C' es un cokernel de o si

(a) pa =0,y
(b) para todo morfismo p’' : B — C' tal que p'a = 0 existe un dnico morfismo

~v:C — C' tal que yp=1p'.

En el caso en que todo morfismo de &/ tenga un cokernel, diremos que &/
tiene cokerneles.

Observacion 1.14.6

(1) p: B— C es el cokernel de v : A — B en &/ si y sdlo si p* es el kernel
de o en la categoria dual o7*.

(2) Dada una categoria </ con objeto cero y un morfismo f: A — B, denotare-
mos por p: B — Coker(f) a una eleccion arbitraria, pero que consideraremos
fija, de un cokernel de f.

Proposicion 1.14.7 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en una
categoria &/ con objeto cero

K——>p—524,

s

K "4, 24

Si el cuadrado del lado derecho es un pullback, p es el kernel de ay y v es el
morfismo inducido en el pullback por los morfismos p: K — A; y0: K —
As, entonces 7y es el kernel de (5.

Demostracion. Dado que 81y = p y i es un monomorfismo, concluimos que
~ es un monomorfismo. También [y = 0 por construccién de ~. Ahora, sea
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v : X — P tal que fov = 0. Entonces 0 = agf20 = a11v; y como u es el
kernel de aq, tenemos un morfismo w : X — K tal que pw = S1v. Por lo tanto,
Yyw = v ya que Siyw = B1v y Boyw = Pov. La unicidad de la factorizacién de
v a través de -y sale usando que v es un monomorfismo, probandose que 7y es el
kernel de B,. O

Proposicién 1.14.8 Consideremos el siguiente diagrama en una categoria </
con objeto cero

-y

lal

! 1"
B —>B—> B,

donde asg es el kernel as. Entonces, el diagrama anterior puede ser extendido a
un pullback si y solo si (B es el kernel de azay .

Demostracion. (<) Supongamos que 3 es el kernel de azay. Entonces agaq f =
0; y como as es el kernel de a3, existe un tinico morfismo v : A” — B’ que hace
al diagrama anterior conmutativo. Sean 6§ : X — Ay n: X — B’ morfismos
tales que a10 = agn. Luego aza10 = azasn = 0; por lo tanto existe un tnico
morfismo ¢ : X — A’ tal que 8§ = 6. Por otro lado, asvd = o186 = azn
y como ap es un monomorfismo obtenemos que vé = 7. Esto prueba que el
diagrama anterior puede ser extendido a un pullback.

(=) Ahora supongamos que el diagrama anterior puede ser extendido a un pull-
back via un morfismo v : A’ — B’. En particular, a1 8 = asy y como azas = 0,
esto implica que aza; 8 = azasy = 0. Ahora supongamos existe 6 : X — A tal
que aza16 = 0; pero como sy es el kernel de a3, entonces existe un morfismo
n: X — B’ tal que asn = a16. Usando ahora que el diagrama de arriba es un
pullback, obtenemos que existe un tnico morfismo ¢ : X — A’ tal que 6 = 34
y n = ~d. Finalmente, como § es un monomorfismo, concluimos que [ es el
kernel de azay. O

Proposicion 1.14.9 Sea o/ una categoria con objeto cero. Si yu: K — A es
el kernel de « : A — B yp: A — C es el cokernel de u, entonces p es un
kernel de p.

Demostracién. Sea K = Ker(a), C = Coker(u) y v: X — A con pv = 0.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

: A - B
AONA

X C,

donde g esté definido en virtud del hecho de que ap = 0y p es el cokernel de p.

Luego av = gpv = 0; y puesto que u es el kernel de «, entonces existe un tnico
morfismo v : X — K tal que puy = v, probandose que u es el kernel de p. [J

K
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1.15. Los funtores Ker y Coker

Supongamos que &7 es una categoria con cokerneles. Dado un objeto A € &7,
construiremos el funtor Coker : [&/, A] — [A, &].
Sean «; : A; — A con i = 1,2 sub-objetos de A y v € [(a1, A), (a2, )], 4]
un morfismo de sub-objetos de A. Esto es, tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo en &7

A —s g - Coker(ay)

IZEREN

A, Coker(as).

Dado que faa; = 0, existe un dnico morfismo 7 : Coker(ay) — Coker(as) tal
que yB1 = Ba.

Definicién 1.15.1 Dada una categoria con cokerneles y un objeto A € o, se
define la correspondencia

Coker : o, A] — [A, ]
como Sigue:

(a) Coker(a, A) := (A, 3), donde B : A — Coker(a) es el cokernel del sub-
objeto o : Dom(a) — A de A, y

(b) dado v : (a1, A) — (a2, A) un morfismo en [A, <],
Coker(y) : Coker(ay) — Coker(az) es el dnico morfismo tal que

Coker(v)p1 = Pa.

Observacién 1.15.2 De la unicidad del morfismo 7 : Coker(ay) — Coker(as)
con la propiedad 701 = B2, no es dificil ver que Coker : [of,A] — [A, #] es
en efecto un funtor.

Supongamos ahora que &7 es una categoria con kerneles. Dado un objeto
A € o construiremos el funtor Ker : [A, /] — [/, A]. Esta construccién es
la dual del funtor C'oker.
Sean 3; : A — B; con i = 1,2 dos objetos cociente de A. Dado un mor-
fismo ¢ : (A,31) — (A4, B2) de objetos cociente, existe un tnico morfismo

0 : Ker(1) — Ker(f2) que hace conmutar el siguiente diagrama en &/

Ker(f1) o o B;

PaN!

Ker(f2) Bs.
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Definicién 1.15.3 Dada una categoria con kerneles y un objeto A € o/. Se
define el funtor Ker : [A, o/ — [&, A] como sigue:

(a) Ker(A,B) = (a, A), donde o : Ker(8) — A es el kernel del objeto
cociente 3 : A — B,

(b) dado § : (A, 1) — (A, B2) un morfismo en [A, o], Ker(0) : Ker(f1) —
Ker(f2) es el dnico morfismo tal que agKer(d) = ay.

Observacion 1.15.4 Sea </ una categoria y A un objeto de < .

(1) Si of tiene cokerneles, entonces el funtor Coker : [of, A] — [A, <] in-
duce una funcién Coker : (Obj([«, A]),<) — (Obj([4, #]),<), la cual
wierte el orden; esto es,

(a1, A) < (g, A) = Coker(az, A) < Coker(aq, A).

(2) Dualmente, si o/ tiene kerneles, entonces el funtor Ker : [A, @] —
[¢, A] induce una funcién Ker : (Obj([A, #]), <) — (Obj([«, A]), <),
la cual invierte el orden; esto es,

(A,ﬂl) < (A,/BQ) = K@T(A,ﬁQ) < Ker(A,ﬂl).

1.16. Normalidad

Definicién 1.16.1 Decimos que una categoria </ es normal si
(a) o tiene objeto cero, y
(b) todo monomorfismo o en of es el kernel de algin morfismo de <.
Dualmente, & es conormal si
(a)* o tiene objeto cero, y
(b)* todo epimorfismo o en o es el cokernel de algin morfismo de < .

Proposicién 1.16.2 Sea o una categoria normal. Si o tiene kerneles, en-
tonces o/ tiene imdgenes inversas e intersecciones finitas.

Demostracién. Sea f: A — B un morfismo y p : B® — B un sub-objeto
de B. Como la categoria &7 es normal existe un morfismo o : B — C' tal que p
es el kernel de a. Ahora bien, podemos encontrar u’ : A — A que es el kernel
del morfismo af ya que la categoria &7 tiene kerneles; y luego, por 1.14.8, existe
un morfismo v tal que el siguiente diagrama es pullback

A A

)

B'T>B.
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Esto es, f~1(B’) = A’, probandose que la categoria <7 tiene imdgenes inversas.
Por otro lado, dado que la interseccion de dos sub-objetos es la imagen inversa
de uno de ellos, obtenemos que la categoria <7 tiene intersecciones finitas. [J

Proposicién 1.16.3 Sea o/ una categoria con kerneles y cokerneles. Consid-
eremos los funtores Coker : [/, A] — [A, ] y Ker : [A, o] — [, 4]
introducidos en la seccion anterior, donde A es un objeto de <7 .

(a) Si o/ es normal entonces Ker Coker ~ 114 ).

(b) Si o es conormal entonces Coker Ker ~ 1[4 4.

Demostracién. Probaremos sélo (a) ya que la prueba de (b) es dual. Supong-
amos que &/ es normal. Esto es, todo monomorfismo es el kernel de un morfismo.
Sea o : A — A un sub-objeto de A; por 1.14.9, existe un unico morfismo (el
cual es un isomorfismo) a : A’ — Ker(Coker(a)) en & que hace conmutar el
diagrama

A £ Coker(a)

Ker(p).

Definamos la transformacion
Na,a) : (a, A) — Ker(Coker(a, A)) = (¢, A)

donde 74, 4) := @ es el isomorfismo de arriba. Se puede ver facilmente que la
transformacion 7 : 1, 4) — Ker Coker es natural y por lo tanto una equiva-
lencia natural de funtores. [J

Sea &/ una categoria. Consideremos la clase Obj(<7) de objetos de & y la
relacién de equivalencia ~ en Obj(«7), donde A ~ B siy sélo si A es isomorfo
a B. Dado un funtor F : & — %, éste induce una funcién F : Obj(&)/ ~—
Obj(PB)/ ~ definida por F([A]) := [F(A)] para cada [A] € Obj(</)/ ~, donde
[A] :={A" € Obj() | A ~ A} y [F(A)] :={B € Obj(A) | B~ F(A)}.

Corolario 1.16.4 Sea </ una categoria con kerneles y cokerneles. Para cada
A € Obj() consideremos la funcion Coker : Obj([<Z, A])/ ~— Obj([A, )/ ~
inducida por el funtor Coker : [/, A] — [A, ].

(a) Si o es mormal entonces la funcion Coker es inyectiva. Mds ain, si
ademds 7 es colocalmente pequena entonces &/ es localmente pequena.

(b) Si o/ es normal y conormal entonces, el funtor Coker : [of , A] — [A, ]
es una equivalencia de categorias; en particular, la funcion Coker es biyec-
tiva.

Demostracion.



1. Nociones Bdsicas 33

(a) Sean (a1, A) y (ag,A) € [, A] tales que Coker(ay, A) ~ Coker(az, A).
Luego Ker Coker(ay, A) ~ Ker Coker(as, A); y entonces, por 1.16.3(a),
concluimos que (a1, A) ~ (aq, A).

(b) Por 1.16.3, tenemos que Coker : [o/, A] — [A, &/] es una equivalencia de
categorias. De aqui se concluye que la funcién Coker es biyectiva.

O
Proposicion 1.16.5 Toda categoria normal es balanceada.

Demostracién. Sea &7 una categoria normal y o : A — B un monomorfismo
que es un epimorfismo. Por 1.16.3(a), el sub-objeto a : A — B es isomorfo
a Ker(Coker(a)). Pero como el cokernel de un epimorfismo es 0, entonces el
kernel para este es 15 : B — B. De esto se sigue que existe un isomorfismo
v: A — B tal que 1py = «. Por lo tanto « es un isomorfismo. [

Lema 1.16.6 Sea </ una categoria con objeto cero y a: A — B un morfismo.
Supongamos que existen p : B — Coker(a) y v : Ker(p) — B que son el
cokernel de o y el kernel de p, respectivamente. Entonces

(a) existe un tinico morfismo q : A — Ker(p) tal que el siguiente diagrama
es conmutativo

A\“/B
(p)

Ker(p),

Coker(a)

(b) si of tiene cokerneles y es normal, entonces Im(a) = Ker(Coker(a)).
Mds ain, si ademds </ tiene equalizadores, entonces q : A — Ker(p) es
la coimagen de «.

Demostracion.

(a) La existencia y la unicidad de ¢ se sigue del hecho de que pa = 0 y de que
v es el kernel de p.

(b) Supongamos que &/ tiene cokerneles y es normal. Sea v : B — B un
sub-objeto de B a través del cual se factoriza .. Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo

B/
|
8!
A—% Ker(p) —2 B Coker(a)
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donde 6 es el cokernel de v (entonces v = Ker(d) puesto que Ker Coker ~
Lier,4]) y 1 estd definida ya que da = 0. Entonces dv = npv = 0 por lo tanto
existe ¢ : Ker(p) — B’ tal que y9 = v. Esto muestra que v es la imagen
de . Si & tiene equalizadores entonces, por 1.11.4, ¢ es un epimorfismo.
Consideremos cualquier factorizaciéon o = v'q’ de o con ¢’ un epimorfismo.
Luego pv’ = 0, y por lo tanto, existe un morfismo 6 : I’ — Ker(p) tal
que v’ = vf. Usando el hecho de que v es un monomorfismo, se ve que
g = 0q’. Por lo tanto g < ¢’, como objetos cociente de A, prob4andose que
q es la coimagen de a.

O

1.17. Categorias exactas

Definicién 1.17.1 Una categoria o/ es exacta si es normal, conormal, tiene
kerneles y cokerneles y si todo morfismo o : A — B en &/ puede ser escrito

q v .
como A—— ] —— B , donde q esun epzmorﬁsmo Yyuv esun monomorﬁsmo.

Lema 1.17.2 Sea &/ una categoria ezacta y A—L2s7-—">B la factor-
1zacion de o : A — B como en la definicion anterior. Consideremos el di-

agrama conmutativo
"4 = B
I,

donde i es el kernel de q y p es el cokernel de v. Entonces,

Ker(q)

Coker(v)

(a) < es balanceada y tiene imdgenes,
(b) Ker(a) = p, Coker(a) =p y Im(a) = v.
Demostracion.

(a) Como & es normal, de 1.16.5, se tiene que &7 es balanceada. Por otro
lado, de 1.16.6(b), concluimos que & tiene imégenes.

(b) Dado que v es un monomorfismo, por 1.14.4(c), se tiene que u = ker(q) =
Ker(vg) = Ker(a). Por otro lado, dado que 7 es balanceada y tiene
imagenes, se tiene, de 1.11.5 y 1.16.6(b), que v = Im(a) = Ker Coker(«).
Luego, por 1.16.3, p = Coker(v) = Coker(Ker(Coker(a))) = Coker(a).

O

Observacién 1.17.3 (1) Una categoria normal y conormal con kerneles, cok-
erneles y equalizadores es una categoria exacta. En efecto, es una conse-
cuencia inmediata de 1.16.6.
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(2) o es exacta si y sdlo si * es exacta. En particular, si &/ es exacta
entonces o tiene coimdgenes. Mds ain, Coim(a) = Coker Ker(a) = q,
donde o y q son los morfismos de 1.17.2.

Definicién 1.17.4 Sea o7 una categoria exacta. Consideremos la siguiente suce-
sion n de morfismos en <f

Qj—1

a; Qit1
n: e A1 A; A1 Aito

(a) Decimos que 1 es una sucesion exacta en o/ si Ker(a;11) = Im(oy)
como sub-objetos de A;+1 para todo i.

(b) Si enn se tiene que ciy104 =0 (equivalentemente, Im(a;) C Ker(aiy1))
Vi, se dice que 1 es un complejo en < .

Proposicion 1.17.5 Las siguientes condiciones son equivalentes en una cate-
goria exacta < .

(1) A*a>Bi>C es exacta en </ si y sélo si A<LB<LC es
exacta en *.

« . , .
(2) 0——= A——= B es exacta en & si y sélo si a es un monomorfismo.

(3) A—2>B——=0 es exacta en o siy sélo si a es un epimorfismo.

(6% . , . .
(4) 0 A B 0 es exacta en & siy sélo si a es un isomor-
fismo.
Demostracion.

(1) Por obs 1.17.3(2), basta con probar una de las implicaciones. Consideremos

. . .2 q v T w
la siguiente sucesién de morfismos A 1 B J c,

donde v es la imagen de v y w es la imagen de (5. Entonces r es la coim-

agen de 3. Si A—>>pB LN C es exacta, se tiene que v es el ker-
nel de B y por lo tanto también el kernel de r. Luego, r es el cokernel
de v. Veamos que r = Coker(a). En efecto, Coker(a) = Coker(v) =
Coker Ker() = Coim() = r. Luego, r = Coker(a) y r = Coim(3), en
la categorfa dual &/*, nos ddn r* = Ker(a*) y r* = Im(8*); y por lo

*

tanto A <>— B DL C es exacta, probdndose (1).

(2) Si « es un monomorfismo entonces su kernel es cero; y claramente,

(03
0——= A——=(C es exacta.
z . « .
Reciprocamente, si ) — A —— (' es exacta entonces « tiene kernel

q v . -z ,
cero. Sea A — Im(a) — B una factorizacién de o a través de su

imagen. Luego, ¢ = Coker(Ker(a)) y Ker(a) = 0. Pero Coker( 0 — A )
es un isomorfismo y por lo tanto g es un isomorfismo. Por lo tanto a = vg
es un monomorfismo.
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(3) Se sigue de (1) y (2).
(4) Como la categorfa o es balanceada, (4) se sigue de (2) y (3).
g

Observacion 1.17.6 Una sucesion exacta corta, en una categoria exacta
, es una sucesion exacta

)

n:o0 A—>p- . 0.

Por 1.17.5, tenemos qu 1 es exacta si y sdlo si o es un monomorfismo, [ es
un epimorfismo y « es el kernel de 3. En tal caso, denotaremos al objeto C por
B/A.

Lema 1.17.7 Consideremos el siguiente diagrama en una categoria exacta <f

0 aA—2-p 7’ B/A——0
Y
o B’ Y
0 A B’ B'/A ——0,

donde la primera y sequnda fila son sucesiones exactas cortas. Entonces, existe
un morfismo 0 : A — A’ tal que hace al diagrama anterior conmutativo si
y sdlo si existe un morfismo 6 : B/A — B'/A’ que hace conmutar a dicho
diagrama. Mds aun, la existencia de uno de tales morfismos determina al otro
de manera unica.

Demostracién. Probaremos sélo una implicacién ya que la otra es dual.
Supongamos que existe § : B/A — B’/A’ tal que §3 = ('v. Por lo tanto,
B'va = 6Ba = 0; y como o es el kernel de (3, entonces existe un tinico morfis-
mo 0 : A— A’ tal que o/ = vya. O

Observaciéon 1.17.8 Haciendo B = B’ y v = 1 en el lema anterior. Vemos
que, a < o' como sub-objetos de B si y sélo si 3 < 3 como objetos cociente de
B.

Proposicién 1.17.9 Sea {a; : A; — Alicr una familia de sub-objetos de
A en una categoria exacta <7. Si 0 : A — AJA" es la cointerseccién de la
familia de objetos cocientes {; : A — Coker(a;) = AJ/A;}icr de A, entonces
A= Ker(0) — A es la union de la familia {a; : A; — A}ier.

Demostracién. Por ser § : A — A/A’ la cointerseccién de {3; : A —
A/Ai}ier, sabemos que existen 3; : A/A; — AJA’ tal que 3;3; = 0 Vi € I.
Luego por 1.15.4(2), existen p; : A; — A’ tal que pu; = «; Vi € I. Esto es,
p: A — A factoriza a cada «; : A; — A (que es la primera propiedad que
debe tener p: A’ — A para ser la unién de {«; : A; — A}icr). Veamos que
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el morfismo p : A — A satisface la propiedad de ser llevado. En efecto, sea
f: A — B un morfismo y h : B — B un sub-objeto de B tal que cada
a; : A; — A esllevado a h : B® — B por f. Luego, por 1.17.7, para cada
i €I existe 0; : A/A; — B/B’ tal que el siguiente diagrama conmuta

0 A= g aya, 0
lfi J{f l(h
!

0 B’ > B— B/B 0.

Dado que 6 : A — A/A’ es la cointerseccién de {3; : A — A/A;}icr y 6f se
factoriza a través de (3;, existe 6 : A/A’ — B/B’ tal que el siguiente diagrama
conmuta

0 At a2 aya 0
!
/

0 B’ B — B/B 0.

De 1.17.7, obtenemos un morfismo 7 : A” — B’ que hace conmutar al diagrama
anterior. Esto significa precisamente que p: A’ — A esllevadoa h: B — B
por f, probandose que p : A” — A es la unién de la familia de sub-objetos
{ai : Al — A}ie] de A. O

Corolario 1.17.10 Toda categoria exacta tiene uniones finitas.

Demostracién. Por el resultado dual de 1.16.2, toda categoria exacta tiene
cointersecciones finitas. Por lo tanto, de 1.17.9, se tiene el resultado. [

1.18. El lema del 9

Proposicion 1.18.1 Dado el siguiente diagrama conmutativo

0 0 0
A A A"
" 01 1
0 B —5>B—;>B" 0
V2 02 P2
0 ' —>=C—>C" 0
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en una categoria exacta <f, donde todas las filas y columnas son exactas. En-
tonces, eristen morfismos f : A\ — Ay g: A — A" que hacen conmutar el

diagrama anterior. Ademds, la sucesion 0 Al ! A—L g 0

es exacta.

Demostracién. Por 1.17.7, existen f : A’ — Ay g: A — A’ tales que hacen
al diagrama anterior conmutativo. Ademds, como «1y; es un monomorfismo, se
tiene que f es un monomorfismo. Por otro lado, tenemos que as6; f = asayy1 =
0. Veamos ahora, que la siguiente sucesion es exacta

(*) 0 AL g 2 g 2w 0.

Probaremos primero que Ker(agf;) = f. Sea p : X — A un morfismo tal
que az6ip = 0. Por lo tanto, usando que Ker(as) = aq, existe un morfismo
v: X — B’ tal que ayv = 0. Pero como (172 = faaq, entonces (B1vy2)v =
(f201)v = 02(61p) = 0. Dado que (1 es un monomorfismo, esto implica que
vov = 0. Por lo tanto, existe un morfismo w : X — A’ tal que v = yw
(esto por ser 7 el kernel de 7;). Esto nos dé la siguiente cadena de igualdades
0, fw = aimaw = ajv = O1u. Pero como #; es un monomorfismo, entonces
fw = p; ademds, como (asf)f = 0 se tiene que f : A’ — A es el kernel de

, ., f sl
anfy, probandose que la sucesiéon 0 A’ A—2% B es exacta. Por

. ., 0
dualidad, la sucesiéon A ket B v o 0 es exacta. Por lo tanto, la

sucesion () es exacta.
Consideremos ahora el siguiente diagrama en &/

A—"=ar

SN

I—>B"

P2
|’

c’.

Como apf; = g, entonces Ker(ag0,) = Ker(¢1g9) = Ker(g) pues ¥ es un
monomorfismo. Por lo tanto, de la sucesién (x), obtenemos que f = Im(f) =
Ker(az0,) = Ker(g). Veamos ahora que g es un epimorfismo. En efecto, sea
p2p1 una factorizacion de aaf; a través de su imagen. Como Ker (i) = Im(agb)
y Ker(i) = 11 (la sucesién () es exacta), obtenemos que 11 = Im(az6;). Es-
to implica que existe un isomorfismo 1 : A” — I tal que pon = 1. Luego,
usando que ps es un monomorfismo, concluimos que g = p;. Por lo tanto g es
un epimorfismo pues g = n~!p; y p1 es un epimorfismo. Por lo tanto tenemos
la exactitud de la siguiente sucesion

0 Ay NV 0.
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Corolario 1.18.2 (Primer Teorema de Isomorfismo de Noether). Sean B C
Ay C Aq sub-objetos en una categoria exacta < . Entonces, el siguiente diagrama

en o

0 A2 Al Al/AQHO
0 Ay/B A/B—— A /Ay —0

es conmutativo y con filas exactas.

Demostracion. La demostracion se sigue de aplicar el dual de 1.18.1 al sigu-
iente diagrama

0 0 0
0 B B 0 0
0 Ay Ay A /Ay —0
As/B A/B Ay /Ay
0 0 0

Corolario 1.18.3 Sea o/ una categoria exacta. Si el siguiente diagrama en <f

B 51; Vod

B——C

a2

es un pullback, aq es un monomorfismo y as es un epimorfismo, entonces dicho
diagrama puede ser extendido al siguiente diagrama conmutativo en </ con filas
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y columnas exactas

0 0
0 L L 0
0 A——=B——C 0
P ot
C// C//
0 0

Demostracion. Sea v el cokernel de v y 6 el kernel de ay. Entonces, por
1.14.8, (2 es el kernel de yag, y como ésta composiciéon es un epimorfismo,
entonces se tiene la exactitud de las columnas. Por otro lado, como yas3; = 0
y a1 = Ker(y), se tiene que 8; : B® — (' es el tnico morfismo tal que
a101 = agf2. Consideremos el siguiente diagrama, con filas y columnas exactas

0 0 0
A B’ ol

0 A—>B—>C 0
N

0 O C// C// 0
0 0 0.

Aplicando 1.18.1 al diagrama anterior, obtenemos morfismos 6 : A — B’ y
A: B’ — (' tales que el siguiente diagrama en &7

0 A—Lsp s 0
0 a2
0 A B C 0

es conmutativo y exacto. Dado que a1 A = asfs, concluimos por la unicidad
mencionada antes, que A = f31; y con esto se prueba el corolario. [J
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Corolario 1.18.4 Sea f : A — B un morfismo en una categoria exacta. Si
01 : B' — B es un sub-objeto de B, entonces se tiene un epimorfismo

f7UB) — Im(f)n B’
Yy una sucesion exacta corta
00— [~(B') —= A ——> Im(f)/Im(f) N B' —0.

Demostraciéon. Dado que los siguientes cuadrados conmutativos

fUB) B =—"Im(f)n B’

son pullbacks, obtenemos del lema 1.8.5, el siguiente pullback

§HB) = Im(f) N B

ﬁll |

Ahora, el resultado se sigue de aplicar 1.18.3, al pullback anterior. [J

Proposicion 1.18.5 En una categoria exacta &7 consideremos el siguiente di-
agrama

0 0 0
0 AL AT g 0
Y1 II 01 I Y1
0 B —>B—>DB" 0

donde la fila y la columna de enmedio son exactas. Entonces, el diagrama ante-
rior es conmutativo con filas y columnas exactas si y sélo si II es un pullback,
IV es un pushout, I y III son las factorizaciones de as61 y 021 a través de
sus respectivas imdgenes.
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Demostracién. (=) Supongamos que el diagrama anterior es conmutativo con
filas y columnas exactas. Como ¢ es un epimorfismo y 1 es un monomorfismo,
esto implica que [ es la factorizacién de asf; a través de su imagen. Andloga-
mente, I11 es la factorizacion de f2cr; a través de su imagen. Ahora, como 7, es
el kernel de 72 y (1 es un monomorfismo, entonces por 1.14.4; v, es también el
kernel de 31y, = 02a1; y por lo tanto por 1.14.8, I es un pullback. Dualmente,
IV es un pushout.

(<) Dadas la fila y la columna de enmedio exactas, construimos I7 como un
pullback, IV como un pushout, I y I11 como las factorizaciones a través de sus
imagenes. Ahora demostraremos que la fila superior es exacta; luego la columna
izquierda serd exacta por simetria, y la fila inferior y la columna derecha seréan
exactas por dualidad. Por 1.14.8, sabemos que f es el kernel de as61 = 91g; y
puesto que 1 es un monomorfismo, se tiene que f es el kernel de g. Dado que
g es un epimorfismo se sigue que la fila superior es exacta. [

Corolario 1.18.6 Si«a; : Ay — A y 0, : A5 — A son dos sub-objetos de A
en una categoria exacta <7, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo
con filas y columnas exactas.

0 0 0
0—=A1NA ! Ay gAQ/AlmAZHO
Y1 01 Y1
0 A o A - AJA; ———=0
Y2 02 P2

OHAl/AlﬂAQ 5 A/A2 5 A/A1UA2HO

0 0 0.

Demostracién. El pullback de los dos sub-objetos oy : Ay — A, 61 : Ay —
Aes Ay N As. Y entonces por 1.17.9, el pushout de dos objetos cociente «y :
A— AJ/A1 y by : A — AJ/Ay es A/A; U As. Luego el corolario se sigue de
1.18.5. O

Corolario 1.18.7 (Segundo Teorema de Isomorfismo de Noether). Sioy : Ay —
Ay 6 : Ay — A son sub-objetos de A en una categoria exacta, entonces ten-
emos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos

04>A10A2 A2 Ag/AlﬂAQHO

L

0 A1 A1 UAQHAlUAQ/Al — (.
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Demostracién. Se sigue, reemplazando A por A; U As en el diagrama del
corolario anterior. [J

Corolario 1.18.8 Consideremos el siguiente diagrama con fila y columna ex-

actas
0

en una categoria exacta <. Entonces
(a) O201 es un epimorfismo (rep. monomorfismo) si y sélo si az6; lo es.
(b) 031 es un isomorfismo si y sdlo si azfy lo es.

Demostracién.

(a) De acuerdo al diagrama de la proposicién 1.18.5, si fa1 es un epimorfismo
entonces B1 : C' — C es un epimorfismo; y por lo tanto C” = 0. Pero
esto implica que 11 : A” — B’ es un epimorfismo. Luego ayf; es un epi-
morfismo. La demostracién para el caso en que a1 es un monomorfismo
es dual.

(b) Dada que &/ es balanceada por 1.16.5, (b) se sigue de (a).
(]

1.19. Productos y coproductos

Definicién 1.19.1 Sea {A;}ic; una familia de objetos en una categoria arbi-
traria o . Un producto para {A;}icr es una familia de morfismos {p; : A —
Ai}ier con la siguiente propiedad: para cualquier familia {o; : A" — A;}ier
de morfismos existe un uUnico morfismo o : A’ — A que hace conmutar al
siguiente diagrama
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para todo v € I.

Las siguientes observaciones son faciles de verificar usando la definiciéon de pro-
ducto.

Observacién 1.19.2 (1) Si la familia {a; : A — A;}ier es también un
producto de {A;}icr, entonces el morfismo a : A’ — A del diagrama
anterior es un isomorfismo. Esto es, el producto, si existe, es unico salvo
isomorfismos. En el caso que erista, denotaremos por {p; : [[;c; Ai —
Aitier a uno de estos productos; y cada morfismo p; : Hiel A, — A
serd llamado la i-ésima proyeccion del producto sobre A;.

(2) Una familia {p; : A — A;}ic1 de morfismos es un producto de {A;}icr,
si y solo si la funcion

icl

definida por ¢p(8) = (pif)icr V8 € B, Al es biyectiva para todo objeto
B ¢ o, donde [[;c;[B, Ailes es el producto cartesiano de conjuntos.

(8) Un objeto 0 € &7, es un objeto nulo en o si y sdlo si sirve como producto
para la familia vacia.

(4) Supongamos que la categoria </ tiene objeto cero. Para cada i € I, defin-
imos el morfismo 0;; : A; — Aj, donde 0;5 = 0 si 1 # j y 6y = 1a,.
Si existe el producto de {A;}icr, entonces existen morfismos u; : A; —
[Lic; Ai, llamados inclusiones, tales que pjju; = 0;; Vi, j € 1. En particu-
lar, cada proyeccion p; es un split-ept y cada inclusion p; es un split-mono.

Proposicién 1.19.3 Sea o/ una categoria con objeto cero. Sip; : A1 [[ As —
A; y it Ay — A ] Az son respectivamente las proyecciones e inclusiones del
producto Ay [] Az, entonces Ker(p2) = p1.

Demostracién. Sea o : A" — A; [ As tal que poar = 0. Definimos a; = p1ay;
entonces tenemos que 11 = « puesto que p;(u1aq) = p;a con i = 1,2. Pero
como 1 es un monomorfismo y pop; = 0, se tiene que 7 es el kernel de py. [

Sea {A;}icr una familia de objetos en una categorfa & y sea I = Uxealy
una unién disjunta de conjuntos. Si el producto Ay = Hieh A; esté definido con
proyecciones {p; : Ax — A;}icr, paratoda A, y ademds [], ., Ax estd definido
con proyecciones {px : [[ycp Ax — Ax}aea. Entonces, la familia {p;py :
[Ihea Ax — As | i € I, A € A} dd al producto [],., Ax una estructura de
producto para {A;}icr.

Por otro lado, sea J un subconjunto de I y supongamos que los productos
[Lics Ai v I1;c;r Ai estdn definidos. Entonces, tenemos un morfismo

PJ15HA1—>HA1‘

i€l ieJ
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inducido por las proyecciones. Esto es, si lo componemos con la i-ésima proyec-
cién de [[,.; A; obtenemos la i-ésima proyeccién de [],.; A;. Si &7 tiene objeto
cero entonces pyr es un epimorfismo. De hecho py; puede ser interpretado co-
mo una de las proyecciones py relativa a una descomposicién conveniente del
conjunto I como en el parrafo anterior. Consideremos ahora una familia de mor-
fismos {f; : Ai — Bi}icr y supongamos que existen [[,.; A; y [[;c; Bi- En
este caso, definimos un morfismo

Hfi:HAi —>HBz',

i€l iel el

como el inico morfismo tal que para toda i € I el siguiente diagrama conmuta

HAZ-—>HBZ-

Pii ip;
fv

A; —— B;.

Ademaés, tenemos la siguientes relaciones

Hgi Hfi = H(gifi)a H La, =111, _, A,

el iel icl icl

Las cuales son validas siempre y cuando los productos estén definidos y las com-
posiciones tengan sentido. Esto nos dice precisamente, que si existe el producto
[1;c; Ai para cualquier familia {A;};c; de objetos de A (i.e, &/ tiene productos)
entonces [[,.; : & — &/ es un funtor.

La nocién dual de producto es el coproducto, el cual definimos a continuacion.

Definicién 1.19.4 Un coproducto de una familia {A;};cr de objetos en una
categoria <f , es un producto de dicha familia en la categoria dual. Esto es, un
coproducto es una familia de morfismos {u; : A; — A} llamados inclusiones,
con la siguiente propiedad: para cada familia {«; : A; — A’}ier existe un dnico
morfismo o : A — A’ que hace conmutar al siguiente diagrama

A2 - A
A;

para todo i € I.

Observacién 1.19.5

(a) Como en el caso del producto, si el coproducto existe éste es unico salvo
isomorfismos. En el caso que exista, denotaremos por {u; : Ay — @,c; Aitier
a uno de estos coproductos; y cada morfismo p; : Ay — @, Ai serd llamado
la i-éstma inclusion de A; en el coproducto.
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(b) Andlogamente, si o tiene objeto cero, se definen las proyecciones
pi: P,c; Ai — Ai tales que pjp; = 645 Vi, j € 1. En particular, cada proyeccion
p; es un split-epi y cada inclusion p; es un split-mono.

Proposicién 1.19.6 Si o tiene imdgenes, imdgenes inversas y coproductos
entonces o/ tiene uniones. De hecho, si {f; : Ai — A}licr es una familia
de sub-objetos de A, entonces su union estd dada por la imagen del morfismo
[ @B,cr Ai — A tal que para cada i, fu; es el sub-objeto f; : Ay — A de A.

Demostracién. Sea @;c; A L>Im(f) £ 5 4 la factorizacién de f a

través de su imagen. Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Ai fi A
N A
Im(f)

para todo i € I, donde p; : A; — P,c; Ai es la i-ésima inclusién en el
coproducto. Veamos que p : Im(f) — A es la unién de {f; : A; — A}icr.
En efecto, el diagrama anterior, muestra la primera propiedad de factorizacion
que debe tener la unién. Falta ver que satisface la propiedad de ser llevado. Sea
g: A — B un morfismo y h : B — B un sub-objeto de B. Supongamos
que cada f; : A; — A es llevado a h : B’ — B por g. Esto es, el siguiente
diagrama es conmutativo Vi € I

AiL> /
fi

g
A———

W<~—W
. >

Consideremos la imagen inversa de h : B’ — B por g. Es decir, tenemos el
siguiente pullback

donde, por ser h un monomorfismo, as también lo es. Dado que hg; = gf;, se
tiene por la propiedad del pullback la existencia de 7; : A; — g~ 1(B’) tal que
a1y = g; y aov; = fi Vi € I. Veamos que apy = f, donde v : P,; Ai —
g~ Y(B’) es el morfismo tal que yu; = ;. En efecto, (coy)pi = az(yi;) = agy; =
fi = fus; y por la unicidad de morfismos en el coproducto se tiene la igualdad
agy = f. Por lo tanto, dado que as es un monomorfismo, obtenemos que existe
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A Im(f) — g~ 1(B’) que hace conmutar al siguiente diagrama

Im(f)

)

Dicr A L>9_1 B') |»

Y

Consideremos el morfismo ayA : Im(f) — B’. Luego h(an ) = (hag)) =
gas A = gu. Estoes, u: Im(f) — A es llevado por g al sub-objeto h : B’ — B,
probéndose que p : Im(f) — A es la unién de la familia {f; : A; — A}ier.
O

Sea {A;}icr una familia de objetos de una categoria 7. Supongamos que para
toda i € I se tiene que A; = A. En éste caso, denotaremos al producto [],.; A;
por Al y al coproducto @, Ai por TA. Definimos el morfismo diagonal
A : A — Al definido por p;A = 14 para todo i € I; y dualmente, el
morfismo codiagonal V :A — A por Vu,; = 14 para todo i € I. Entonces,
A es un monomorfismo y V es un epimorfismo.

Lema 1.19.7 Sean {A;};cs y {Bi}icr familias de objetos en una categoria <7 .
Denotemos por Matry j(A, B) al conjunto de matrices I xJ de la forma (fi;)1x.0
con fij € [Aj, Bjlos. Entonces, la correspondencia

Y [@Aj,HBi]d — Matr« (A, B)

JjeJ el

definida por o(f) = (fij)ixg con fij == pifp;, donde p; es la j-ésima inclusion
en el coproducto y p; es la i-ésima proyeccion del producto, es una biyeccion.

Demostracién. Inyectividad: si ¢(f) = ¢(g) entonces p; fu; = pigu; Vi€ I'y
Vj € J. Fijando ¢ € I y dado que (p;f)p; = (pig)p; Vj € J; concluimos de la
unicidad de morfismos en el coproducto que p; f = p;g Vi € I. Esto ultimo a su
vez nos dice que f = g por la unicidad de morfismos en el producto.
Suprayectividad: sea (fij)rxs € Matrx (A, B). Haciendo f:=[[;c;(B;c; fij)
obtenemos que el siguiente diagrama conmuta

f
®j€J Aj - Hie] B;

MjT J{Pi
fij

Aj —>Bi~

Esto dltimo nos dice precisamente que ¢(f) = (fij)rxs. O



48 Productos y coproductos

Observacion 1.19.8 Identificaremos frecuentemente al morfismo
@ esAj — Ilies Ai con su matriz asociada, haciendo f = (fi;).

Definicién 1.19.9 Sea o/ una categoria con objeto cero y {A;}icr una familia
de objetos de o/. Decimos que @,.; A; es un biproducto si el morfismo 6 =
(045) : Bjer Ai — ;e Ais condiy =0 sii # j y by = 1a,, es un isomorfismo.

Lema 1.19.10 Sean a, §: A — B morfismos en una categoria </ . Considere-

mos los morfismos 01 = ( 1/;)4 ) :A— AJ[Byb: = ( 10’? ) :A— AJ]B.

Entonces, el siguiente diagrama

Ij B

— AlLB

es una interseccion si y solo si pu es el equalizador de o y 5.

Demostracién. Primeramente, es facil ver que en efecto 61 y 62 son monomor-
fismos.

(=) Supongamos que el diagrama anterior es una interseccién. En particular,
por 1.9.4, obtenemos que dicho diagrama es un pullback; y por lo tanto u es el
equalizador de a y .

(<) Supongamos ahora que pu es el equalizador de v y 8. Sean oy : X — A
v as : X — A tales que 011 = Oyas; lo cual implica que p161a1 = p162as,
pero como p16; = 14 = p16s, se tiene entonces que oy = as. Por lo tanto
a1 = 6y y entonces Bay = pabia; = pafaa; = aaq; luego como p es el
equalizador, existe un tnico 7 : X — K tal que un = a1 = as. Esto es, el
diagrama anterior es un pullback, de donde se sigue el lema. [

En el siguiente lema, veremos como construir el pullback usando productos
y equalizadores.

Lema 1.19.11 Dados dos morfismos a1 : Ay — A yas : Ay — A en una
categoria <7 ; consideremos el siguiente diagrama

p B2 A,
D2
x /
B Ay H As %3
>
Ay “ A,

donde py y pa son las proyecciones del producto Ay [ A2 y B; = pi3 parai = 1,2.
Entonces, el cuadrado anterior es un pullback si y solo si B es el equalizador de
los morfismos a1p1 Y aops.
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Demostracién. (<) Supongamos que § = Equ(aipy, aaps). Sean 3 : X —
Ay y B+ X — A tales que a13] = anfh. Por la propiedad del producto;
existe un tnico § : X — A [[ Az tal que p2d = S5 vy p16 = (1. Pero entonces
(a1p1)d = a1(p19) = a1 8] = @B = (agp2)d; y como G es el equalizador de
a1p1 ¥ aspsa, esto implica que existe un dnico morfismo 9 : X — P tal que
d = By. Por lo tanto 8] = p;d = p;(BY) = B¢ para i = 1,2. Ahora, si existiera
otro ¢ : X — P tal que B = B;¢)' = p; 8y’ esto implicaria, por la propiedad
del producto, que § = [v’; pero § = (3¢, por lo tanto B¢ = 5. Dado que § es
un monomorfismo, concluimos que 3 = 1)’. Entonces, el diagrama de arriba es
un pullback.

(=) Supongamos ahora que el diagrama de arriba es un pullback. Veamos que
0 = Equ(aipi, asps2). En efecto (aeps)f = asfa = @11 = (a1p1)S. Ahora sea
§: X — A ]] Az tal que (aap2)d = (a1p1)d. Usando la propiedad del pullback,
existe un unico morfismo 6 : X — P tal que ;0 = p;0 para i = 1, 2; entonces
pi30 = p;0 con i = 1,2 lo que implica que 80 = §. Veamos que la factorizacion
de ¢ a través de [ es tnica. En efecto, supongamos que existe ¢ : X — P tal
que (0" = §. Entonces se tiene que p; 50’ = p;d, lo cual implica que, (3;6' = p;6
parai = 1,2 y entonces 6 = ¢’. Por lo tanto /3 es el equalizador de a1p; y aaps.
O

Lema 1.19.12 Sea & una categoria con objeto nulo 0, y sean Ay y As objetos
de o/ . Entonces, el siguiente diagrama

Pi>A2

S

Al ——0
es un pullback si y sélo si P = Ay [[ Az con proyecciones p1 y pa.

Demostracién. (<) Supongamos que P = A; [] Az con proyecciones p; y pa.
Sia; : X — A; y ag : X — Ay son tales que 0y = Oas = 0 (es decir, no
hay restricciones sobre a y «3), entonces existe un tnico ¥ : X — P tal que
p2t) = ag ¥ p1¥ = ap. Por lo tanto el diagrama anterior es un pullback.

(=) Ahora supongamos que el diagrama anterior es un pullback. Sean «; :
X — Ay az : X — A, entonces 0a; = 0ap = 0. Por lo tanto, existe un
tnico morfismo ¢ : X — P tal que p;¢p = «; con i = 1,2. Luego P = A; [] 4s
con proyecciones py y pa. [

Proposicién 1.19.13 Sea o/ una categoria.

(1) Si of tiene un objeto nulo, entonces of tiene pullbacks si y sdlo si tiene
equalizadores y productos finitos.

(2) Si o/ tiene productos finitos, entonces &/ tiene intersecciones finitas si y
solo si tiene equalizadores.

Demostracion.
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(1) Supongamos que <7 tiene objeto nulo.
(=) Si & tiene pullbacks entonces, por 1.19.12, & tiene productos finitos.
Maés aun, de 1.19.10, concluimos que & tiene equalizadores.
(<) Consecuencia de 1.19.11.

(2) Supongamos que & tiene productos finitos. En particular, o/ tiene objeto
nulo (el producto de la familia vacia de objetos).
(=) Inmediato de 1.19.10.
(<) Si « tiene equalizadores entonces por (1), se tiene que & tiene pull-
backs. En particular, intersecciones finitas.

O

1.20. Categorias aditivas

Definicién 1.20.1 Una categoria &/ es semiaditiva si tiene objeto cero y cada
conjunto de morfismos [A, Blo tiene una estructura de monoide abeliano tal
que:

1. la composicion de funciones [B,Cly X [A, Bl — [A,Cla es bilineal.
Es decir, v(a+ 8) = ya+ 8 y (a + B)y = ay + By cada vez que las
composiciones anteriores estén definidas.

2. el elemento cero de cada monoide [A, Bly coincide con el morfismo cero
en [A, Bly.

Si ademds, cada monoide [A, Bl tiene inversos aditivos, es decir, es un grupo
abeliano, decimos que o/ es una categoria aditiva.

Observaciéon 1.20.2 Sea of una categoria aditiva.

1. La condicidn (2) de la definicion anterior se sigue de la (1). En efecto,
sea 0ap el neutro aditivo del grupo abeliano [A,Bly y 0 : A — A el
morfismo cero. Luego 040 = (0ap + 045)0 = 0450 + 0450, de donde
se stgue que 0ap = 0450. Por otro lado, sabemos que 0450 = 0. Por lo
tanto 0o = 0. También

a(=f) +af = a((=F) + ) = a0 =0,

poﬂr lo tanto a(—fB) = —(af). Similarmente (—a)B = —(af) y (—a)(—F) =

2. El kernel de o — 3 es el equalizador de o y B. Por lo tanto, una categoria
aditiva tiene kerneles si y solo si tiene equalizadores. Ademds, un morfismo
en una categoria aditiva es un monomorfismo si y solo si su kernel es 0.

3. Sea Endg (M) := [M, M) . Es fdcil ver que si o/ es una categoria aditiva,
entonces Endg (M) es un anillo asociativo con 1.
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Proposicién 1.20.3 Sea {A;}!" | una familia finita de objetos en una categoria
semiaditiva < . Entonces, una familia {p; : Ay — A}, es un coproducto para
{A;}1, si y sdlo si existe una familia de morfismos {p; : A — A;}", tales
que pift; =055 Y > op_y fkPk = la, donde 6;; =0 sii# j y 6y = 1a,.

Demostracién. (=) Supongamos que {y; : 4; — A} ; es un coproducto de
{A;}}_;. Luego, por 1.19.5, existen morfismos p; : A — A, tales que p;u; = J;;.
Por otro lado, tenemos que para cada

n n n
(D mwpi) i = Y (wpri) = Y pkdri = pi = Lag,
= k=1

k=1 1

entonces, por la definicién de coproducto, se tiene que Y ;_; pwrpr = La.
(<) Supongamos que tenemos los morfismos p; y p; satisfaciendo las condiciones
ity = 0ij ¥ ZZ:1 ukpr = la. Dada una familia de morfismos {f; : A; —

"}, definimos f = >, _; fipk. Entonces, se tiene que

Fui = frpri = fibki = fi-
k=1 k=1

Ademads, si f’ es otro morfismo que satisface la igualdad f'u; = f; para toda i,
entonces se tiene que

Fr=11a=1> =Y Fupr = fupk = f;
k=1 k=1

k=1

probédndose que f es unica, y por lo tanto {u; : A; — A}?_; es un coproducto
de {Al}Zl:l [l

Lema 1.20.4 Sea & una categoria aditiva. Consideremos morfismos j; : A; —
Aypi: A— Ay coni=1,2. Sipjp; =1a, parai=1,2 y p1p1 + pap2 = la,
entonces pap; = 0 = pya.

Demostraciéon. Como pip1 + pops = 14, entonces popiip1 + papiops = pe. Por
lo tanto pap1p1 + p2 = p2. De donde como &7 es aditiva, tenemos que pop1p1 =
0. Luego, como p; es un epimorfismo tenemos que pop; = 0. Andlogamente
obtenemos que pipus = 0. O

Corolario 1.20.5 En una categoria semiaditiva &7 todo coproducto finito es un
biproducto.

Demostracion. Por 1.20.3, tenemos que, si {u; : A; — A}, es el coproducto
de {A;}7-,, entonces existen morfismos {p;, : A — A;}I, tales que p;p; = d;;
y 22:1 urpr = 1a. Ahora, sea {a; : A” — A;}?; una familia de morfismos.
Definimos o : A’ — A como

n
a= E HEQk;
k=1
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lo que implica que

n n
P = pifior = Y Ok = ;.
k=1 k=1

Sia': A" — A es tal que p;a’ = «a;, entonces

n n
o =140 = (Z,ukpk)o/ = Z,ukak = a.
k=1 k=1

Por lo tanto {p; : A — A;}"; es un producto de {A4;}",. O

Observacion 1.20.6 Sea &7 una categoria semiaditiva. Por la proposicion an-
terior, en el caso de un conjunto finito de indices, podemos intercambiar [| por
. Luego, por 1.19.7, tenemos los siguientes morfismos vistos como matrices

= (fjx): @Ak%@Bﬁ

keK jeJ
9="(9:) P B — EPC,
jeJ iel

donde I, J y K son conjuntos finitos. Para h = fg tenemos que

hiw = p{ gf it = pS9( Y ulpl) fuit =
jeJ

c
=" 0 9u?) (0F fuit) = 9ij Fix-
JjeJ JjeJ
Es decir, la matriz correspondiente a la composicion gf es el producto de las

matrices (gi;)(fij)-

Proposicién 1.20.7 Sea o7 una categoria semiaditiva, A un objeto de o/ e I
un conjunto finito. Consideremos la familia {A;}ier con A; = A Vi € 1. Si
existe el coproducto TA = @, Ai, entonces la funcion

¢ : Endgy(TA) — Matyy(End(A))
definida por ¢o(f) = (fij)ix1 es un isomorfismo de anillos.

Demostracién. Se sigue de la observacion anterior y de 1.19.7. O

Lema 1.20.8 Si .« es una categoria semiaditiva con biproductos M @ M VM €
o, entonces la suma o + 3 de dos morfismos a y 3 : A — B estd dada por
cualquiera de las siguientes tres composiciones:

L A-2-a@a "5,
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2. A-"-B®B-Y>5B,

3. A#A@ALB@BLB,

donde 0, = ( ﬁ),92(g)y03(g 2)

Demostraciéon. Dado que A = ( 1‘4 ) y V= ( 1a 14 ), el resultado se
A

sigue de la multiplicacién de matrices. [J

Recordamos que un monoide (G,+) es cancelativo, si a + = a + v impli-
ca que (§ =~ para todo «, f € G.

Proposicion 1.20.9 Sea &7 una categoria con objeto cero.

(a) Si of tiene biproductos de la forma A@ A VA € o, entonces o ad-
mite una unica estructura semiaditiva. Si ademds, < es balanceada y cada
monoide [A, Bl es cancelativo, entonces la estructura semiaditiva de <7
es aditiva.

(b) Si o tiene biproductos de la forma A@ B VA, B € & y ademds </ es
balanceada y exacta, entonces &/ admite una unica estructura aditiva.

Demostracion.

(a) Para a, 8 : A — B tenemos los morfismos A —A>A@A@> B.

Definimos o + § := (@ B)A. Luego, si probamos que ([A, Bla,+) es
un monoide, obtendriamos de 1.20.8, que dicha estructura de monoide
en [A, Bl es unica. Definimos ahora a x 3 como la composicién (2) de
1.20.8. Entonces, si p; es la primera proyeccién de A€ A en A se tiene que
(o,0) = ap; puesto que (o,0)pu1 = a = apiug v («,0)uz = 0 = apyus.
Luego se sigue que a + 0 = «. Similarmente 0 + o = a; y dualmente,
ax0=ay0xa=a.

Ahora, sea v : B — B’, entonces tenemos que (o, 3) = (ya,vf3); de
donde se sigue la ecuacién

Y(a+pP) = (ye) + (v0). (1.4)
Dualmente, si p: A’ — A entonces se tiene la siguiente igualdad
(ax B)p = (ap)+ (Bp). (1.5)

Finalmente, sean 61, 62, 03 y 6, morfismos de A en B. Consideremos el
morfismo 1 = ( gl zg : ADA — B B. Veamos que se puede
2 b4

obtener la siguiente cadena de igualdades

(01 +05) x (02 + 04) = V(YA) = (V)A = (61 x 02) + (63 x 04). (1.6)
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En efecto, la primera igualdad es debido a la siguiente igualdad
01 63)A
A= ( . 1.7
4 ( (02 04)A (17)

Para probar (1.7), basta ver que p1vA = (01,03)A vy patpA = (02,04)A.
Demostraremos la primera igualdad, pues la otra es andloga.

Como p1puy = 01 y p1ipe = 03, esto implica que p1¢) = (61, 03); y por lo
tanto p1 A = (01,05)A, de donde se sigue (1.7). Andlogamente se tiene
la dltima igualdad de (1.6).

Ahora bien, haciendo 3 = 0 = 65 en (1.6), obtenemos que 61 +604 = 01 x04;
y entonces las operaciones + y X son iguales. Por otro lado, haciendo
61 = 64 = 0 en (1.6), obtenemos que 03 + 3 = 605 + 65. Finalmente,
haciendo 63 = 0 en (1.6), obtenemos que

(014 03) + 04 = 01 + (05 + 04).

Por lo tanto ([A, B]w,+) es un monoide abeliano; y la bilinealidad de la
composicién de morfismos se sigue de (1.4) y (1.5) pues + = X. Supong-
amos que &/ es una categoria balanceada y que cada monoide ([4, B, +)
es cancelativo. Veamos que [4, Bl tiene inversos aditivos. En efecto, con-
sideremos el morfismo

9:AEBA_>A€BA

con 0 = ( (1) } > Sean a, o : A@A — B tales que af = 6.

Expresando a o y o/ como matrices y usando la propiedad cancelativa del
monoide [A@ A, B tenemos que o« = o’. Luego 6 es un epimorfismo;
y dualmente 6 es un monomorfismo. Usando ahora que <7 es balanceada,

obtenemos que 6 es un isomorfismo. Escribiendo 6! = ( Ccl Z >, la

relacién 716 = L0 ) nos da que 1+ b = 0. Entonces para cualquier

0 1
morfismo x : A — B se tiene que

z+ab=xl+zb=2(1+0)=20=0.
Probéandose que [A, B] es un grupo abeliano.

Por (a) tenemos que &/ admite una tnica estructura semiaditiva. Veamos

que ésta es aditiva. En efecto, sea @ : A — B un morfismo; y como A P B
14 0 )

a 1p ) : ApB —

APB. Sea f : X — AP B tal que f = 0. Veamos que f = 0.

Dado que f = (a

es un biproducto, tenemos el morfismo 6 =

cona: X — Ayb: X — B, se tiene que

b
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O

0 _ 14 0 a _ a -0 =
<0>_< o 1B)(b>_(aa+b).Porlotanto,a—O—b,y

entonces f = 0. Lo anterior, implica que Ker(0) existe y es igual a cero.
Anédlogamente Coker(6) = 0; y por ser o/ balanceada, 6 es un isomorfis-

-1 _ a b . -1 _ 1A 0
mo. Sea 6 _<c d),luegocom099 —< 0 1p

a + ¢ =0, probandose que ¢ : A — B es el inverso aditivo de a.

> se tiene que

Definicién 1.20.10 Sea o7 una categoria cualquiera y 0 : A — A un morfis-
mo. Decimos que 0 es idempotente si §° = 0.

Observacién 1.20.11 Si o7 es aditiva y 0 : A — A es un idempotente en-
tonces 14 — 0 también lo es.

Proposicion 1.20.12 Sea o/ una categoria aditiva.

(a) St pp : Ay — A ypr: A — Ay son tales que pypy = 1a,, entonces

-0
0 := p1p1 es un idempotente y Ker( A tag A)= A N

M1

(b) Si6: A — A es un idempotente yKer(AlA—_gA) = A — A,

Ker( A . A)= Ay A , entonces A = Ay @ As con inclusiones
p1 Y e

Demostracion.

(a)

Si pip1 = 14,, entonces se tiene la siguiente igualdad

00 = piprppr = p1la,pr = pipr = 0.

Sea o : X — A tal que (14 — 0)ar = 0, entonces tenemos que py(pra) =
O = «v. Puesto que pq es un monomorfismoy (14—60)p; = pr—papipr =0
concluimos que g es el kernel de 14 — 6.

Ahora supongamos que 6 es idempotente y que p1 vy pe son kerneles de
14 — 6 y 6 respectivamente. Puesto que (14 — 6)8 = 0, existe un unico
morfismo p; : A — A; tal que p1p; = 0. Entonces, tenemos que pypy i =
Ou1 = p1; y por lo tanto pip1 = 14, puesto que pq es un monomorfismo.
De igual manera se tiene py : A — As tal que pops = 14—0y papro = 1a4,.
Luego, como p11p1 + papa = 0+ (14 —0) = 14 se sigue, por 1.20.4 y 1.20.3,
que A = A; @ A, con inclusiones pq y po.
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1.21. Categorias exactas y aditivas

Definicién 1.21.1 Sea &7 una categoria exacta, decimos que una sucesion ex-

acta corta

a B

0 A B c 0 (1.8)

se parte si 3 es un split-epi.

Proposicién 1.21.2 Si en una categoria exacta y aditiva <7, la sucesion exacta

corta 0 A—2>pB ’ C 0 se parte, entonces existen v : C —

Byd:B— A tales que B=A@ C con inclusiones o, v y proyecciones 3, 4.

Demostracion. Como la sucesion anterior se parte, existe v : C — B tal
que 0y = l¢. Entonces, por 1.20.12, se tiene que § = ~( es idempotente y
v = Ker(lg — 0). Ademéds, como la sucesién anterior es exacta, tenemos que
a = Ker(f); pero como v es un monomorfismo, concluimos que Ker(8) =
Ker(y3) = Ker(#). Por lo tanto, por 1.20.12, se tiene que B = A@ C con
inclusiones o y 7. Sean § : B — Ay p : B — C las proyecciones del
coproducto. Dado que pa = 0 = fa y py = 1¢ = P, obtenemos que p= . O

Corolario 1.21.3 Sea o/ una categoria exacta y aditiva. Si
a B
A——B——C,

A<l -_p<l ¢

son sucesiones exactas tales que pac =14 y By = 1¢, entonces B= A C con
inclusiones «, v y proyecciones (3, p.

Demostracién. Como (3 es un split-epi, en particular es un epimorfismo.
Similarmente, a es un monomorfismo; y por lo tanto, la sucesion

0 A—=B o C 0 es exacta. Luego, por 1.21.2, a y y son las

inclusiones en el coproducto B = A@ C y [ es una de las proyecciones. Las
relaciones pa = 14 y py = 0 muestran que p es la otra proyeccion, puesto que
la otra proyeccién tendria que cumplir con estas condiciones, pero sélo hay una
ya que ambas salen del coproducto. [

Proposicién 1.21.4 Sean puy : Ay — A y p2 : Ay — A dos monomorfismos
en una categoria exacta <. Si A = Ay @@ Ay con inclusiones py y pa, entonces
AiNAy; =01y Ay UAy = A. Por otra parte, si o es aditiva, Ay N Ay =0 y
A1 U Ay = A, entonces A = A1 @ As con inclusiones py y .

Demostracién. Supongamos que A = A; @ A, con inclusiones p1, po y
proyecciones pi, ps. Por el dual de 1.19.3, se tiene que p; es el cokernel de
wo. Por lo tanto, tenemos la siguiente sucesion exacta

0 A2 H2 Al @AQ pP1 Al 0.
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Entonces Ay ~ A; @ As/As; y por 1.18.6, tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo

0 0 0
00— A ndy—1— 4, PV YR P—
o1 2 Y1
0 A1 m A1®AQTA1®A2/A14>O
Y2 p1 Pa
0——=A1/A1N Ay 5 Ay ﬁ2A1@A2/A1UA24>0
0 0 0.

Dado que B17y2 = pip1 = 14,, se tiene que 2 es un monomorfismo; pero 2 ya
es un epimorfismo y como & es exacta, en particular es balanceada, por lo que
concluimos que 7, es un isomorfismo. De donde A; N Ay = 0. Por otro lado,
como B1y2 = 14, ¥ 72 es un isomorfismo, obtenemos que 51 es un isomorfismo;
lo cual implica Ay @ A2/A; U Ay = 0. Esto es, la siguiente sucesién

0*>A1UA2*>A1@A2*>0

es exacta, probandose que A1 U A = A.

Ahora supongamos que &/ es una categoria exacta y aditiva, A3 N Ay = 0y
A1 U Ay = A. Pero como A; U As = A, entonces A/A; U Ay = 0; luego por
1.18.6, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 0 0
0 0 ! A g AyJAiN Ay —0
71 M2 P1
0 A1 m A v A/A1 —0
Y2 o P2
O4>A1/A1QA24>A/A2 0 0
B1 B2
0 0 0.

Entonces ajp; : Ay — A/As es un isomorfismo ya que v y (1 lo son. Por lo
tanto, existe 6 : A/Ay — A; tal que (yp1)f = a1(p10) = 14/4,; de donde
por 1.20.12, se tiene que A = A; €D A con inclusiones py y po. O
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Proposicién 1.21.5 Sea o/ una categoria exacta y aditiva. Si la siguiente suce-
ston
dl dz
n: A —= Ay —— A3
es tal que dody = 0 y existen morfismos s1 : Ao — Ay y so : A3 — Ao tales
que d1 51 + sada = 14,, entonces n es ezxacta.

Demostracion. Sea A; LN As la factorizacién de di a través de
su imagen. Entonces, tenemos que 0 = dady = doup y por lo tanto dop = 0
ya que p es un epimorfismo. Sea o : A — Ay tal que doa = 0. Usando que
d1s1 + sads = 14,, obtenemos que o = (dy81 + sada)a = upsia. Esto es, a se
factoriza a través de p y dicha factorizacién es tinica pues g es un monomorfismo.
Esto muestra que u es el kernel de ds vy por lo tanto n es exacta. [J

1.22. Categorias Abelianas

Definicién 1.22.1 Una categoria <7 es abeliana, si es exacta, aditiva y con
productos finitos.

Teorema 1.22.2 Las siguientes condiciones son equivalentes para una cate-
goria o .

(1) o es una categoria abeliana.

(2) o tiene kerneles, cokerneles, productos finitos, coproductos finitos, es nor-
mal y conormal.

(8) < tiene pushouts, pullbacks, es normal y conormal.

Demostracién. (1) = (2) Esta implicacién es inmediata de la definicién de
categoria exacta y de que el producto y coproducto finito son isomorfos en una
categoria aditiva.

(2) = (3) Por 1.16.2, & tiene interseciones finitas; y por lo tanto, por 1.19.13,
se tiene que & tiene pullbacks. Dualmente, <7 tiene pushouts.

(3) = (1) Por 1.19.13 y su dual, & tiene productos finitos, coproductos finitos,
equalizadores y coequalizadores. Entonces, por 1.16.6, </ es exacta y en partic-
ular balanceada por 1.16.5. Ahora veamos que .o/ es aditiva; para hacer esto,
es suficiente mostrar por 1.20.9, que el morfismo 6 : A B — AJ[B es un
isomorfismo para todo par de objetos A, B € /. Para esto, completamos 0 a
una sucesion exacta, es decir, sean K y K’ definidos por la siguiente sucesién
exacta

OHK*‘SLA@B#AHBLK/H()_

Sean p1, pa, p1, p2 las inclusiones y las proyecciones del coproducto A @D B;
v 1y, ph, D, ph las inclusiones y las proyecciones del producto A]] B. Por lo
tanto, dado que pipuy = 1a, prus = 0, pidpr = 14 y pidue = 0, entonces por
la propiedad del coproducto se tiene que p; = p}d. Luego p161 = pjdd = 0; y
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como 1o es el kernel de py, se tiene que existe un inico morfismo n: K — B
tal que 01 = pon. Pero como §; es un monomorfismo entonces 7 también lo es;
de donde i : K — B es un sub-objeto de B en A @ B. Similarmente se tiene
que K es un sub-objeto de A; y por lo tanto K € AN B pero AN B =0, de
donde concluimos que K = 0. Dualmente, K’ = 0. Por lo tanto, por 1.17.5, § es
un isomorfismo. [

Proposicion 1.22.3 Sea &/ una categoria abeliana. Si el siguiente diagrama

Pi)Ag

B1 \L loﬂ
A s 4
es un pullback y o es un epimorfismo, entonces B también lo es.
Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama

0

Ay

Qg
H1

0*>P*M>A1HA27>A
D2

B2
Az

0

con ¥ = a1p; — aapa, donde iy es la primera inclusién en el producto A; [] Az
y p2 es la segunda proyeccién del producto A; [] Az. La exactitud de la fila en
el diagrama se sigue del hecho que P es el equalizador de ai;py y aapa (esto por
1.19.11); y por lo tanto u es el kernel de ©. Ademds, como los triangulos del dia-
grama son conmutativos y o es un epimorfismo, entonces v es un epimorfismo.
Luego por 1.18.8, se tiene que (2 es un epimorfismo. [

Corolario 1.22.4 En una categoria abeliana <7, una sucesion exacta

0 A B C 0

y un morfismo v : C' — C pueden ser completados al siguiente diagrama
conmutativo

0 A B’ c’ 0
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donde la fila superior es exacta y el cuadrado derecho es un pullback.

Demostracién. Se sigue inmediatamente de 1.14.7 y de 1.22.3. O



Capitulo 2

Diagramas y funtores

2.1. Diagramas

Definicién 2.1.1 Un diagrama ¢ carcaj ¥ es un triple (3o, %1, d), donde X
(resp. 1) es un conjunto cuyos elementos son llamados vértices (resp. flechas)
yd: X — Yo X Xg es una funcion que asocia a cada flecha m € 31 el par
(o(m),t(m)) llamados origen o(m) y final t(m) de a.

Definicién 2.1.2 Dados un diagrama X y una categoria <7, una representa-
cion D de of sobre ¥ es una funcion D : ¥ — &/ que asocia a cada i € Yo un
objeto D; de o, y cada flecha m : i — j de ¥y un morfismo Dy, : D; — D;
de 7. Denotaremos por Reps (<) a la clase de todas las representaciones de
o sobre 3.

Observacién 2.1.3 (1) Repx (&) es una categoria cuyos objetos son las rep-
resentaciones de & sobre X, y un morfismo o : D — D’ entre representa-
ciones es una familia {c; : D; — D.}ies, de morfismos en o tales que:
para cada flecha m : i — j en X5 el siguiente diagrama conmuta

D,
D, —— Dj

D — = D".
Y, J

m

La composicion de morfismos D —%s —ﬁ> D" se define como la
familia {B;c; - D; — DY }ies,-

(2) Con el diagrama ¥ se puede construir la categoria de caminos P de
Y como sigue (jésta es la forma de pensar a ¥ como una categoria!). Los
objetos de Y. son los vértices Yy y los morfismos de LY. son todos los
caminos posibles de X. Los caminos de 3 son de dos tipos:

61
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(2a) los triviales 6 de longitud nula son de la forma e; = (i||i) para i € Lo, y
se identifican con el vértice 1.

(b) delongitudn conn > 1. Estos son de la formam = (j | my, mp—1,...,m1 |
i) donde
i = o(m;) —> o(my) —— t(ma—1) = o(my) — j.

Observemos que la longitud de un camino en X es exactamente el ndmero
de flechas que lo componen. Por ejemplo, el camino trivial e; = (i||7)
del vértice i al i tiene longitud cero (jno hay flechas, es solo un punto!),
y el m anterior va del vértice i (el origen de m) al j (el final de m).
La composicion de dos caminos se hace por concatenacion cuando esto

es posible. Es decir, si m = (j | mp,mp—1,...,m1 | ) ym' = (§' |
mj,mj_y,...,my | i) son caminos de ¥, la composicion m’'m estd definida
sélo si j =1i'. Si éste es el caso, m'm = (§' | mj,...,my,my,...,mq | i)

es el camino del vértice i al j' de longitud n + 1. La composicion anterior
se puede ver diagramaticamente como sigue

mi Mn .

q j=1 i .

Es claro que ¥ C PX y que el camino trivial e; = (i||i) es la identidad
del vértice i, esto es e; = 1; Vi € Y.

La categoria de representaciones se puede interpretar, via una equivalencia,
como una categoria de funtores (ver seccién 2.11). En lo que sigue, daremos més
detalles de dicha conexién.

Proposicién 2.1.4 Sea ¥ un diagrama y </ una categoria. Entonces, la re-
striccion ¢ : [PE, o] — Reps () definida por o(F) = F |s VF € [PX%, o]
es un isomorfismo de categorias, donde [PL, o] es la categoria de funtores de
P en A .

Demostraciéon. Definamos la extensién ¢ : Reps (o) — [PX, /] como
sigue. Dado D € Repx (), definimos D en los caminos e; = (i]|i) de longi-
tud cero como D(e;) := 1p,; y extendemos D de las flechas de ¥; a todos
los caminos de . Si m = (§ | mn, mp—1,...,m1 | i) € Homapx(i,j), defin-
imos ¢(D)(m) = D(myp)D(my—1)...D(my). Ahora bien, dado un morfismo
a: D — D’ de representaciones, usando la conmutatividad de cada cuadrado
en la observacién 2.1.3(1), tenemos que « : (D) — ¥ (D’) es una transfor-
macién natural. Finalmente, es cuestion de rutina ver que ¢ = lipx o) ¥

QD’(/} = 1Repg(£{)~ O

Definicién 2.1.5 Sea X un diagrama. Diremos que ~ es una relacion de
conmutatividad en X, si ~ es una relacion de equivalencia en la clase de mor-
fismos de X compatible con LY (ver capitulo 1). Esto es, ~ es una relacion
de equivalencia en los caminos de ¥ tal que
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(a) sicyc son caminos en’ ¥ y ¢ ~ ¢, entonces el origen de ¢ y ¢’ coinciden
y también tienen el mismo final,

(b) sic, d, dyd son caminos en ¥ conc~c yd~ d, entonces cd ~ c'd
cada vez que dicha composicion esté definida.

Definicién 2.1.6 Sea &/ una categoria, ¥ un diagrama y ~ una relacion de
conmutatividad en X. Dada la extension 1 : Reps (o) — [PE, o], construida
en la prueba de 2.1.4, definimos a Reps, (/) como la subcategoria plena de
Reps () cuyos objetos son los D € Reps (&) tales que: Ym,m’ caminos en
Y, si m ~ m’ entonces Y(D)(m) = ¥(D)(m'). Por otro lado, la proyeccién
candnica ™ : L — PY/ ~ induce un funtor O : [PL/ ~, | — [P, |
definido por ®,(F) = Frn VF € [2%/ ~, ] que es fiel y pleno.

No es dificil probar la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.7 Si o7 es una categoria, 3 es un diagrama y ~ una relacion
de conmutatividad en Y, entonces

@, : [PE) ~, ] — RepZ/N(JZ/)

es una equivalencia de categorias, donde ¢ es el funtor de 2.1.4 y ©, es el de
2.1.6.

La relacién de conmutatividad mas pequena para X es la que identifica dos
caminos de ¥ si y s6lo llegan a ser los mismos después de quitar las flechas
identidades de sus composiciones. En este caso, se tiene que [X, 7] = [Z/ ~
,«]. La relacién de conmutatividad mds grande para ¥ es la cual identifica
cualesquiera dos caminos en ¥ que tienen el mismo origen y el mismo final; en
este caso, los objetos de Repsx: /N(d ) son llamados diagramas conmutativos
en of sobre Y.

2.2. Limites

Definicién 2.2.1 Sea &7 una categoria y > un diagrama. Definamos el funtor
I: 9 — Reps(#)
como sigue:

(a) para cada X € of, (X) :=1x : ¥ — & estd definido para cada i € ¥
porlx(i) = X, ysim:i — j esuna flecha en ¥y definimosIx(m) = 1x,

(b) sia: X — Y es un mofismo de o, I(a) :=1, : Ix — Iy es tal que
H(Oé)l =aVie 20.

Es fécil ver que [ : & — Repx (/) es un funtor fiel y pleno; y es la manera
de ver al objeto A € 47 como una representacién (llamada representacién trivial)
I4 en Reps (o).
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Definicién 2.2.2 Sea D € Repx (), una familia f = {f; : X — D;}iex,
de morfismos en o/ es compatible para D si f : Ix — D es un morfismo en
Repx (7). Esto es, para todo m € X1 el siguiente diagrama en o/ es conmutativo

Definicién 2.2.3 Un morfismo [ : Ix — D en Repx (&) se dice que es un
limite para D, si para cualquier otro morfismo « : Iy — D en Reps () existe
un dnico morfismo Iz : Iy — Ix en Reps (%) tal que oo = flg. Esto es, el
siguiente diagrama en < es conmutativo

Observacién 2.2.4 Si f : Ix — D y f' : Iy — D son limites para D,
entonces el morfimo Ig : Iy — Ix tal que f' = flg, es un isomorfismo.
Esto es, el limite, si existe, es unico salvo isomorfismos. Dada D € Repy (&),
denotaremos por f : imD — D a una eleccion de un limite para D. Si por
alguna razon necesitamos del diagrama X, escribiremos lim;ex,, D; en lugar de
lim D.

Proposicion 2.2.5 Si f : Ix — D es un limite para D y Iy : Iy — Ix es
un isomorfismo en Reps (&) (es decir, 0 : Y — X es un isomorfismo en o ),
entonces flg : Iy — D es un limite para D.

Demostracién. Sea f’:1; — D un morfismo en Repy (7). Entonces, existe
I, : Iz — Ix tal que fI, = f’. Luego, 6 'a: Z — Y es el tinico morfismo
en « tal que fIy(Ip-1,) = f'. O

Proposicién 2.2.6 Sea 0 : D — D’ un isomorfismo en Repx (o) (es decir,
para cada i, 0; : D; — D/ es un isomorfismo en &7 ). Si f : Ix — D es un

limite para D, entonces 0f : Iy — D' es un limite para D’.

Demostracién. Aniéloga a la anterior. [
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Definicién 2.2.7 Una categoria o/ es ¥-completa si toda D € Repx (o) tiene
limite. Si &7 es X-completa para todo diagrama X, <7 serd llamada completa. Si
o es Y-completa para todos los diagramas finitos 33, &7 se llamard finitamente
completa.

Proposicién 2.2.8 Si &7 es finitamente completa entonces < tiene pullbacks.
Si o/ es completa entonces o/ tiene intersecciones y productos.

Demostracién. Consideremos el diagrama ¥ = ¢ —— ¢ <—— o . Kl limite
de la siguiente representacién D sobre X

As

|

A14>A

es el pullback. Por otro lado, la interseccién de una familia {u; : A; — A}ier
de sub-objetos de A estd dada por el limite de la siguiente representacién D
sobre un diagrama ¥ que se construye como sigue. ¥y = I U {p}, donde p es
un elemento que no esta en I y hay exactamente una flecha de ¢ a p para cada
i € I. La representacion D es: D; = A;, D, = A, y si m es la flecha que va de
¢ a p entonces D(m) es la inclusién de u; : A; — A. Finalmente, el producto
de una familia de objetos {A;};cr es el limite de la representacién D sobre el
diagrama cuyo conjunto de vértices es el conjunto I y cuyo conjunto de flechas
es el vacio, definiendo D; = A; para toda i € I. [J

Sea D una representaciéon en o/ sobre Y. En la busqueda de un limite para
D, podemos suponer que X tiene la siguiente propiedad: si ¢ es cualquier vértice
de X, entonces existe una flecha m € £, tal que o(m) = i, es decir, ¥ no tiene
pozos. En efecto, supongamos que X tiene un pozo en ¢ € ¥j. Consideremos el

nuevo diagrama ¥/, donde X = LgU{v} conv ¢ gy ) =X, U{ ~5 v }.

Es claro que en X/ el vértice ¢ no es un pozo y ademas no agregamos nuevos po-
zos en Y. Extendemos D € Repx (&) a D' € Repy (/) como sigue: D) = D,
D{, = 1p, = Dj;. Claramente, si o : [x — D’ es un limite para D', la restric-
cién « |x: Ix |[s— D es un limite para D.

Supongamos ahora que ¥ no tiene pozos y que & tiene productos; dada una
representacién D € Reps (), definamos P = [[;cy, Di, y sea p; : P — D;
la i-ésima proyeccién. También para m € ¥ sea ¢, : P¥'* — P la m-ésima
proyeccién. Pero a P¥' lo podemos ver como el producto de la siguiente fa-
milia de productos {DlE "}ies,; por lo tanto las proyecciones de P*1 a los D;
estdan dadas por la siguiente familia {p;q,, : P** — D; | i € Xog,m € ¥1}.
Consideremos el siguiente morfismo en &

w:P— p¥
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definido como sigue. Para cada flecha m : j — k de X, u satisface las condi-
ciones:

(a) Pegmp = D(m)p;, y

(b) pigmp = p; para i # k.
Teorema 2.2.9 Sea o/ una categoria con productos, ¥ un diagrama sin pozos,
D € Repx () y u : P — P¥ el morfismo definido arriba. Entonces p es

un monomorfismo. Ademds, si A : P — P>' es el morfismo diagonal y el
siguiente diagrama en </

L—">p (2.1)

s s

P—"> p=

es un pullback (interseccion), entonces plx : Iy — D es un limite para D,
dondep : Ip — D estd dado por la familia de proyecciones {p; : P — D, }iex, -
Reciprocamente, si « : I, — D es un limite para D y v : L — P es el
morfismo inducido en el producto P = Hiezo D; por la familia {o; : L —
D;}iex,, entonces reemplazando a A y i por v en (2.1) se obtiene un diagrama
de pullback.

Demostracion. Veamos primero que p es un monomorfismo. Sean «, [ :
X — P tales que pua = puf. Sea i € ¥y y m € 31 una flecha que no termina
en i. Entonces, por definicién de i, tenemos las siguientes igualdades

PiQ = PiGm et = PiGm i3 = p;i 3.

Por lo tanto, p;a = p;8 Vi € ¥g y de la unicidad de morfismos en el producto
P = Hiezo D; tenemos que a = . Luego p es un monomorfismo.

Ahora demostraremos que A = fi. Otra vez, para cada i € ¥ escogemos una
flecha m € 31 que no termine en i. Entonces, se tienen las siguientes igualdades

il = PigmpA = pigm AR = p;lpfi = pifi.

Por lo tanto A = i. Ahora veamos que plx : I, — D, con p : [p — D dado
por {p; : P — D, };cx,, es un morfismo en Repx(«7). Consideremos una flecha
m:j — k en X;. Entonces, tenemos los siguientes igualdades

D(m)p; A = prgmpd = prgmAfi = prlpii = ppii = prA.

Por lo tanto plx : I, — D es un morfismo en Repy ().

Finalmente, veamos que el morfismo anterior es un limite para D. Sea f : Ix —
D un morfismo de representaciones. Luego, por la propiedad del producto, ten-
emos un morfismos f : X — P tal f; = p;f. Ahora demostraremos que
Af = puf : X —s P>, En efecto, sea m : j — k en ;. Entonces, para
i # k tenemos que

pigmif = pif =pilpf = pigmAf,
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y para i = k, usaremos que f : Iy — D es un morfismo en Repy (/) para
obtener las igualdades

prgmif = D(m)p; f = D(m)fj = fr. = puf = prlpf = peamAf.

Por lo tanto Af = uf; luego por la propiedad de pullback, existe un tnico
morfismo f’ que hace conmutar el siguiente diagrama en &/

A B
— P

L
5| R
N\

P —>= P>

Entonces Af’ = f, es decir, p;Af’ = f; para toda i. En particular, el siguiente
diagrama en &/ conmuta

VR

probandose que plz : I, — D es un limite de D.

Reciprocamente, supongamos que « : Iy — D es un limite para D. Reem-
plazando A y ji en el diagrama (2.1) por el morfismo v : L — P el cual es
inducido por la familia {a; : L — D, };cx, en el producto, es decir, v es tal
que a; = p;y Vi € Xp. Entonces, como se hizo anteriormente, se demuestra que
A~ = py. Ahora sean f: X — Py g: X — P tales que uf = Ag. También
reemplazando A y fi por f y g en lo hecho anteriormente para demostrar que
A = [i, se obtiene que f = g y que la familia {p;f : X — D;};ex, induce
un morfismo Ix — D en Repx (). Por lo tanto, existe un tdnico morfismo
f'+ X — L tal que el siguiente diagrama en ./ conmuta
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Es decir p;vf' = «;f' = p;f; por lo tanto vf’ = f, y entonces el siguiente
diagrama en 7

I — s p
l A
P 0 2!
es un pullback. [J

Corolario 2.2.10 Una categoria of es (resp. finitamente) completa si y sdlo si
tiene intersecciones finitas y productos (resp. finitos).

Demostracién. Es consecuencia de 2.2.9 y de la discusién previa a dicho
teorema. [

Corolario 2.2.11 Sea & una categoria aditiva 6 normal. Entonces, &/ es (re-
sp. finitamente) completa si y sélo si tiene kerneles y productos (resp. finitos).

Demostracién. Si & es completa entonces tiene kerneles y productos, ya
que son casos especiales de limites. Reciprocamente, supongamos que que .2/ es
aditiva y tiene kerneles y productos; entonces, &7 tiene equalizadores y por lo
tanto, por 1.19.13(2), & tiene intersecciones finitas. De igual manera, en el caso
en que &/ sea normal y con kerneles y productos, se tiene por 1.16.2, que &/
tiene intersecciones finitas. Luego, se sigue de 2.2.10, que &7 es completa. O

Definicién 2.2.12 Sea D € Reps (o), decimos que f = {f; : D; — X}iex,
es una familia cocompatible para D si f : D — Ix es un morfismo en Repx ().
Esto es, para todo m € X1 el siguiente diagrama en </ es conmutativo

Definicién 2.2.13 Un morfismo f: D — Ix en Repx () se dice que es un
colimite para D, si para cualquier otro morfismo « : D — Iy en Repy (&)
existe un dnico morfismo Ig : Ix — Iy en Repx (&) tal que oo =g f. Esto es,
el siguiente diagrama en o/ es conmutativo
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Observaciéon 2.2.14 Si f : D — Ix y f' : D — Iy son colimites para
D, entonces el morfismo Iz : Ix — Iy tal que f' = 1Igf, es un isomorfismo.
Esto es, el colimite, si existe, es unico salvo isomorfismos. Dada D € Reps (),
denotaremos por f : D — colim D a una eleccion de un colimite para D. Si por
alguna razon necesitamos del diagrama X, escribiremos colim;ex,, D; en lugar de
colim D.

Definicién 2.2.15 Una categoria o/ es X-cocompleta si toda D € Repy ()
tiene colimite. Si o/ es ¥-cocompleta para todo diagrama X, </ serd llamada
cocompleta. Si o/ es Y-cocompleta para todos los diagramas finitos X, o7 se
llamard finitamente cocompleta.

Observacién 2.2.16 f : Ix — D es un limite para D € Reps (&) si y sdlo
si f* 1 D* — Ix+ es un colimite para D* € Reps(«7*). Por lo tanto, o es
Y-cocompleta si y sélo si o/* es L-completa.

Corolario 2.2.17 Una categoria es abeliana si y solo si es finitamente completa
y cocompleta, normal y conormal.

Demostracion. Se sigue de 1.22.2; del corolario 2.2.11 y su dual. O

Proposicion 2.2.18 Sea o/ una categoria con imdgenes e imdgenes inversas,
y sea q : D — I el colimite de una D € Reps (/). Si f : D — T4 es un
morfismo de representaciones y f : L — A es el morfismo en & tal que el
siguiente diagrama en Repx(4) conmuta

D—1— 1,

N A

entonces J;ex, Im(fi) estd definida y es igual a la imagen de f.

’

Demostracién. Sea I — 2> [ m(f) —— A la factorizacion de f a través de

/

su imagen. Para cada i € X¢, sea D; —> Im(f;) 2 A la factorizacién de

/i a través de su imagen. Dado que flai = fai = fi = i f1, entonces existe
& Im(f;) — Im(f) tal que el siguiente diagrama en o

7 1z

Im(f) A

\ i
I

m(fi)

es conmutativo Vi € Yo, es decir, p; < p Vi € 2. Veamos que p : Im(f) — A
es la unién de {u; : Im(f;) — A}ies,. La primera propiedad de la unién
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estd dada por el diagrama anterior.
Chequemos ahora la propiedad de ser llevado. Sea g : A — B un morfismo

y sea B’ "o B un sub-objeto de B tal que p; : Im(f;) — A es llevado a
h : B — B por g para cada i € Y, entonces tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

D; —> Im(fi) 2 B
T
1223 h
D(m) A—

Esto implica que hg; f{ = guif] = gfi = 9f;D(m) = gp; fiD(m) = hg; f;D(m);
pero como h es un monomorfismo, se tiene que g; f; = gjf]{D(m). Por lo tanto,
haciendo «; := g¢;f : D; — B’, obtenemos un morfismo o : D — Ips de rep-
resentaciones. Ahora bien, de la definicién de colimite, existe un tinico morfismo
0 : L — B’ tal que g, f] = 0q; para toda i € .

Por otro lado, consideremos I, f : D — I en Reps (/). Pero gf; = hg; f;, por
lo tanto (9f)q; = gf; = hgif, = (h)gq; Yi € So. De la unicidad del morfismo
inducido en el colimite se tiene que gf = hf. Luego, por la definicién de im-
agen inversa, existe un tnico morfismo v : L — ¢g~1(B’) tal que el siguiente
diagrama en ./ conmuta

L
\ ,
A (B) =B
lwz lh
A——B

Esto implica que f = wy1) y entonces existe un morfismo X : Im(f) — g~ (B’)

tal que p = waA. Consideremos el morfismo wy A : Im(f) — B’. Luego hwi A =

gwa\ = gp. Por lo tanto, p : Im(f) — A es llevado por g a h : B — B,
probandose que u: Im(f) — A es la unién de {u; : Im(f;) — Alies,. O

Proposicién 2.2.19 Sea o una categoria con productos e intersecciones y sea
D € Repx (). Entonces, el limite para D estd dado por la familia de composi-
ciones

(Vi j—kes, Equ(pe, D(m)p;) C [jes, Dn 2. D,

donde p; : Hhezo Dy, — D; es la i-ésima proyeccion del producto.
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Demostracién. Sea P = Hhexo Dpym:j— ken X;. Consideremos el
equalizador de los siguientes morfismos de py, D(m)p; : P — Dj,

Ay = Equ(pr, D(m)p;) — - P

y sea Nmes, Am . P la interseccién de la familia {g,, : Ay — Plmes,
de sub-objetos de P. Veamos que ¢ = {pif : (,,cx, Am — Di}liexn, es un
morfismo q : ]Imm621 a,, — D en Repx (7). Como 0 = pi,,v,, para toda m €
31 (esto por la definicién de interseccién de los ., ), entonces se tienen las
igualdades

D(m)pj9 = D(m)pj,umvm = (D(m)pj,um)vm = (Pkfbm)Vm

donde la ultima igualdad es por la definicién de equalizador. Pero como 6 =
[imVm, se sigue que D(m)p;0 = pif. Por lo tanto ¢ : In 4, — D, con g; la
mex]

.. < ey 0 Pi
siguiente composicién NA,, — P —— Dj, es un morfismo de representa-

ciones.

Consideremos ahora un morfismo f : Iy — D en Repyx (). Entonces, por la
propiedad del producto P = Hhezo Dy, existe un tnico morfismo f : X — P
tal que p;f = f; para toda i € ¥g. Luego, para m : j — k en X; tenemos que
D(m)p;f = D(m)f; = fr = pir.f. Por lo tanto, existe un morfismo v/, tal que
el siguiente diagrama en &/ es conmutativo

AmL)P

\ lum lD(m)m

P?Dk.

Es decir, el morfismo f se factoriza a través de los j,, y entonces, por definicién
de interseccién, existe un tnico morfismo g : X — NA,, tal que f = fg; lo
que implica que p;#g = pif = f; Vi € Xo. Esto es, el siguiente diagrama es
conmutativo en Repys (%)

In A, ——>D

P

Ix.

La unicidad de g se comprueba facilmente, probandose la proposicién. [

Corolario 2.2.20 Sea & una categoria abeliana cocompleta y D € Repx (/).
Entonces, el colimite para D estd dado por la familia de composiciones

D; i> @hezo Dy —— @hezo Dh/Umikﬁ]’GZl ]m<Mk - MJD(m)) ’
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donde p; es la inclusion en el coproducto.

Demostracion. Dualizando la proposicién anterior, se tiene que el colimite de
D es la siguiente familia

Di —> @hes, Dh — Mk jex, Coequipg, i D(m)) |

donde (" denota a la nocién dual de [, es decir, la cointerseccién. Ahora bien,
en una categoria aditiva se tiene que

Coequ(py, pjD(m)) = Coker(uy — p;D(m)).
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en .o/

pre— 5 D(m)

D(k) @pex, Dn — Coker(juy — p; D(m))

\/

Im(p, — 1 D(m)).

Luego, Coker(ux — p;jD(m)) = @pex, Dn/Im(pu, — piD(m)); y por lo tan-
to, se tiene que (), oy Coequ(py, pujD(m)) = ﬂ:nezl(@hezo Dy /Im(u, —
ujD(m))). Finalmente, por 1.17.9, sabemos que el lado derecho de la igual-

dad anterior es @, cx, Dn/ Upmes, Im(pr — pD(m)), probandose el corolario.
O

2.3. Limites inversos y directos

Definicién 2.3.1 Sea (I,<) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que
(I,<) es dirigido, si Vi,j € I existet € I tal que i <t y j <t. Recordamos
quei < j siysolosii<jeisj.

Definicién 2.3.2 Dado un conjunto parcialmente ordenado (I,<), denotare-
mos por Ord(I) al siguiente diagrama:

(a) (Ord(I))o =1,

(b) por cada par de vértices i,j € I con i < j, colocamos exactamente una
dnica flecha m i — j en Ord(I).

Definicién 2.3.3 Sea (I, <) dirigido. Consideremos en Ord(I) la mayor relacion
de conmutatividad ~. Esto es, dos caminos -y, § estan relacionados v ~ § si y
sélo si sus extremos (inicial y final) son iguales. Un sistema directo D en
o sobre I, es simplemente una representacion D de o/ sobre Ord(I)/ ~. Da-
da una representacion D € Repo,q(r) (&), la conmutatividad del diagrama

Ord(I)/ ~ implica que: sii < j existe un tinico morfismo w7} : Dy — Dj en o/
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(para simplificar, escribiremos m;; en lugar de 72 cuando no haya ambiguedad)

ij
tal que Wﬁﬂg :ﬂfz parai < j <k wai’ =1p, Vi € I. El colimite g : D — 1,
serd llamado el limite directo para el sistema directo {D;, 7" };c1, y el objeto
L serd denotado por Hi>niel D; ¢ simplemente por @D. Esto es, por definicion,

tenemos que lim D = colim D.
—

Dualmente, un sistema inverso en &7 sobre I, es un sistema directo en /™.
Entonces, un sistema inverso es una familia de objetos {D;};c; y de morfismos
{mij : Dj — D;};<j en o« tales que para ¢ < j < k se tiene que m;; 7, = Tir ¥
i = 1p, paratoda i € I. En este caso, el limite es llamado el limite inverso de
D, y seré denotado por lim. _D;. Esto es, por definicién, tenemos que lim D =
«——iel —

lim (D).

Recordemos que un subconjunto J de un conjunto dirigido (I, <) es llamado
cofinal si Vi € I existe j € J tal que i < j. Si el conjunto J es cofinal, entonces
J es dirigido. De esta manera, si D es un sistema directo en &7 sobre I, entonces
la restriccién D |7 de D sobre J es un sistema directo en &7 sobre .J. No es dificil
probar la siguiente propiedad de los subconjuntos cofinales.

Proposicién 2.3.4 Sea D un sistema directo en &/ sobre I y sea J un subcon-
junto cofinal de I. Si {m; : D; — L};c1 es el limite directo para D, entonces
{m;: D; — L};cj es el limite directo para D |;.

En otras palabras, el limite directo de un sistema estd determinado por los
valores del sistema en cualquier subconjunto cofinal. En particular, si <7 tiene

objeto cero y si D; = 0 para toda ¢ en un conjunto cofinal de I, entonces

Proposicion 2.3.5 Sea & una categoria abeliana. Entonces, </ es cocompleta
si y solo si tiene limites directos.

Demostracién. (=) Es trivial puesto que el limite directo es un tipo especial
de colimite

(<) Veamos que & tiene coproductos arbitrarios. Sea {Ax}rea un conjunto
de objetos en una categoria o7. Sea I = {FF C A | F' es finito}. Definimos un
orden parcial <en I: F < G siy sélosi F' C G. Con este orden, I es un conjunto
dirigido pues FUG € I, F C FUG y G C F UG. Consideremos el diagrama
Ord(I). Dado que existe m : F' — G en Ord(I) si y sélo si F' < G. Entonces,
definimos un sistema directo D sobre I como:

(a) D(F) = @yep A\ VF €1,

(b) para m : F — G definimos D(m) = urq, donde upg : Pycp Ax —
@D Ax es el morfismo inducido por las inclusiones en el coproducto.

Como & tiene limites directos, consideremos el limite directo lii>nD de D. Es
facil ver que lim D = @@, Ax. Por lo tanto & tiene coproductos arbitrarios.
Luego, por el dual de 2.2.11, &/ es cocompleta. [J
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Definicién 2.3.6 Sea {p; : A; — A}ier una familia de sub-objetos de A en
una categoria 7. Definimos un orden parcial < en I como sigue: i < j si y sélo
ST i < py-

Diremos que la familia anterior es una familia dirigida de sub-objetos de
A, si (I,<) es un conjunto dirigido. Definimos el sistema directo D asociado a
la familia dirigida {u; : A; — A}ier como D(i) = A; Vi € I yparam : i — j,
D(m) = m;;, donde m;; es el tinico morfismo en [(pi, A), (11, A)][er, 4]-

Observacién 2.3.7 Sea {u; : A; — B}licr una familia dirigida de sub-objetos
de B en una categoria <. En particular, tenemos que p : D — Ig es un
morfismo en Reporq(ry/~ (), donde p = {pitier y D es el sistema directo
asociado a la familia dirigida {u; : A; — B}. Por lo tanto, si existe li_rr)liel A;
entonces se obtiene un dnico morfismo i : h_r)nAl- — B tal que el siguiente
diagrama en <of

m

g 4,
A,

conmuta para todo i € I. En general [i : lii)nAZ— — B no es un monomorfismo.
Lo mds que se puede decir, es que, si &/ tiene imdgenes e imdgenes inversas
entonces Im(fi) = Ujer A; (ver 2.2.18).

B

2.4. Funtores aditivos

Definicién 2.4.1 Un funtor covariante T : of — A es aditivo si satisface
las siguientes dos condiciones:

(a) o y P son categorias aditivas,
(b) Y(A, B) € Obj(«) x Obj(«), el morfismo inducido por T
(A, Bloy — [T(A),T(B)]2

es un morfismo de grupos abelianos.

Recordemos que siT : & — By S : B — € son funtores, la composicién
ST : of — € se define por las reglas ST(A) = S(T(A)) y ST(a) = S(T()).
Maés atn, si S y T son ambos covariantes 6 contravariantes entonces ST es
covariante; mientras que, si uno es covariante y el otro controvariante entonces
ST es contravariante. Si S y T son funtores aditivos entonces ST es aditivo.
Por otro lado, si T : & — 2 es un funtor covariante ( resp. contravariante)
entonces tenemos un funtor contravariante (resp. covariante) T : &* — £
donde Ty = T'D o+ con D+ : &/* — o el funtor dualidad. De igual manera,
obtenemos un funtor contravariante (resp. covariante) T* : o — %B* por
composicion de T con el funtor de dualidad Dg : B — £B*. Ademas, podemos
escribir T = (T*). = (T.)*.
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Definicién 2.4.2 Sea o/ una categoria y A un objeto de <. El funtor Hom
covariante H? : o/ — Sets, con respecto a A, se define como sigue: HA(B) :=
[A,Blos VB € #, y si a: B— C es un morfismo en < entonces la funcion

H*%(a) : [A,B] — [A,C]
estd dada por la regla H*(a)(f) = af.

Observacién 2.4.3 (1) Si.o/ es una categoria aditiva entonces H*(B) es un
grupo abeliano y H(a)) es un morfismo de grupos abelianos. Por lo tanto,
HA puede ser considerado como un funtor aditivo de < en la categoria
Ab de grupos abelianos.

(2) Andlogamente, tenemos el funtor Hom contravariante Ha : &/ — Sets
definido por Ha(B) = [B, Al VB € o y Ha(a)(f) = fa para o €
[B,Cly y f € [C,A]ly. Notemos que lo hecho para H* cuando < es
aditiva, vale para Hy. Ademds (H?), = Ha~, es decir, HAD z« = Ha-.
Para ver esto, notemos que en objetos valen las siquientes igualdades

H"Dy-(B*) = H*(B) = [A, Bl = [B*, A"] - = Ha-(B),

y en morfismos HAD - (o*) () = HA(a)(B) = af.
Por lo tanto (H*).(a*)(8*) = HA(a)(B). Por otro lado, Ha-(a*)(8*) =
B*a* = afB, probindose que (HA), = Ha-.

2.5. Propiedades que preservan los funtores

Definicién 2.5.1 Sea T : &/ — P un funtor covariante.

(a) Decimos que T es un momnofuntor (resp. epifuntor) si T(a) es un
monomorfismo (resp. epimorfismo) en B siempre que « lo sea en .

i o/ y B son categorias con cero, se dice que T preserva objetos (resp.

b) Sio y B tegori di T bjet
morfismos) cero si T(0) es un objeto (resp. morfismo) cero en B siempre
que 0 lo sea en <.

T (p)

T4y = Ker( T(A) 1

(c¢) T preserva kerneles si T(K) ——=T(B))
siempre que K—>4 = Ker( A——=B).
Lema 2.5.2 Sea T : o — A un funtor covariante. Entonces

(a) T es un epifuntor si y sélo si T} es un monofuntor,

(b) T preserva objetos cero si y solo si T preserva morfismos cero. En partic-
ular, si T es aditivo entonces T preserva ceros,

(c) si T preserva kerneles entonces preserva objetos cero,
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(d) si T preserva kerneles y &/ es normal, entonces T' es un monofuntor.

Demostracion.

(a) Dado que T} = DgT Dy~ con Do+ @ A* — o y Dy : B — B*
los funtores dualidad, usando que dichos funtores mandan epimorfismos a
monomorfismos (y viceversa) se obtiene (a).

(b) Es consecuencia de que un objeto en una categoria estd caracterizado por
su morfismo identidad.

(¢) Supongamos que T preserva kerneles. Dado que

1 1
0——>0 =Ker(0——>0)
y el kernel del morfismo identidad es cero, se tiene que T preserva ceros.

(d) Sea a : A — B un monomorfismo. Si & es normal, sabemos que o =
Ker(f) para algin 8 : B — C en . Luego, si T preserva kerneles
entonces preserva monomorfismos.

O

Definicién 2.5.3 Sean of y B categorias exactas. Decimos que el funtor T :

o — B es exacto, si T(A) Tie) T(B) )

T(C) es una sucesidn exacta
., a B
en % para toda sucesion exacta A— B—(C en .

Proposicién 2.5.4 Sean of y P categorias exactas y T : of — B un funtor
covariante. Entonces,

(a) T preserva kerneles si y sélo si para toda sucesion exacta corta

0 A—-p.c 0 (2.2)
T(«x T
en o, la sucesion ( T(A) ©) T(B) ) T(C) es exacta en B.
(b) T preserva cokerneles si y sdlo si para toda sucesion exacta corta (2.2), la
T(«x T
sucesion T(A) () T(B) @) T(C) 0 es exacta en A.

(¢) T es exacto si y sélo si para toda sucesion exacta corta (2.2) en &, la
sucesion

T(c) T(B)

0 T(A)

T(B) T(C) —=0

es exacta en AB.

Demostracion.
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(a) (=) SiT preserva kerneles entonces, por 2.5.2(d), obtenemos que T preser-
va monomorfismos. Luego, como a = Ker(f), concluimos que la sucesién

0——=T(A) el T(B) e, T(C) es exacta en A.

(<) Veamos que T preserva kerneles. En efecto, sea a : 41 — A un
morfismo en /. Consideremos las siguientes sucesiones exactas cortas en

o
[e5] a9

0 K Ay 1 0

0 7 B1 A, B2 K 0,

donde a; es el kernel de a, (2 es el cokernel de o y a = [ras es la
factorizacién de « a través de su imagen. La condicién sobre T', nos dice
que

T(a1 T (a2
0 ——7(K) 2 peay) L pp

T(B1) T T(B2)

0 —T(1) (42) 2L (k)

son sucesiones exactas. Entonces, T'(«1) es el kernel de T'(a2) vy T(01) es
un monomorfismo. Luego T'(ay) es el kernel de T'(31)T(a2) y por lo tanto
de T'(a), pues fraz = a.

(b) Se sigue por dualidad de (a); y (c) se prueba andlogamente a (a).
U

Definicién 2.5.5 Sea ¥ un diagrama y T : o/ — P un funtor (covariante).
Por composicion punto a punto, T induce un funtor, que denotaremos también
por T, T : Repx(«/) — Repx(B) como sigue: Para D € Repx (&), (TD); :=
T(D;) Vi € g y (TD)y, := T(D(m)) Ym € X1. Dado un morfismo de repre-
sentaciones « : D — D' definimos el morfismo T(«) : TD — TD’, donde
T(a) = {T(e) : T(D;) — T(D})}iex,- Decimos que T preserva limites, si
T(a) : Ipxy — T(D) es un limite para TD siempre que o : Ix — D lo
sea de D, esto es, T(lim D) = lim (T'D). Dualmente, T preserva colimites si
T(colim D) = colim (T'D).

Observacién 2.5.6 (1) T preserva limites si y sdlo si T preserva colimites.
(2) Si T preserva limites entonces preserva pullbacks y productos.

Lema 2.5.7 Sea T : o — B un funtor que preserva ceros. Si T preserva
limites entonces,

(a) T preserva imdgenes inversas y kerneles,

(b) si & es normal entonces T es un monofuntor.

Demostracion.
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(a) Dado que T preserva pullbacks (un tipo de limite), y que el kernel y la
imagen inversa son pullbacks, entonces son preservados.

(b) Es inmediato de (a) y de 2.5.2(d).
O

Ejemplos:

(1) El funtor olvido F' : Ab — Sets es un monofuntor, epifuntor, preserva
limites, también es denso y fiel; pero no es pleno ni preserva colimites.

(2) Sea &7 una categoria y &/’ una subcategoria de /. Entonces, el funtor
inclusién I : &/’ — &/ es una inmersién; pero no necesariamente es un
monofuntor, epifuntor, ni necesariamente preserva limites 6 colimites. Si
/' es completa e I : &/ — &/ preserva limites entonces diremos que
&/’ es una subcategoria completa de 7. Equivalentemente, 2/’ es una
subcategoria completa de &7, si toda representacion D en &/’ tiene limite
en &/ y éste limite estd en &7,

Definicién 2.5.8 Si &/’ y & son categorias exactas y el funtor inclusién I :
o' — o es exacto, decimos que /' es una subcategoria exacta de < ; y
si I es aditivo, diremos que /' es una subcategoria aditiva de /. Si I es
una equivalencia, /' serd llamada una subcategoria equivalente de <. De
esta manera, /' es una subcategoria equivalente de & si y sélo si &/ es una

subcategoria plena de <7 tal que todo objeto en </ es isomorfo a un objeto de
.

Las propiedades de funtores definidas en esta seccion son llamadas propiedades
que preservan los funtores. SiT : o — By S : B — € son funtores covari-
antes teniendo ambos la misma propiedad de preservacion, entonces ST preserva
dicha propiedad.

Definicién 2.5.9 Diremos que un funtor contravariante T : of — A tiene
una propiedad de preservacion si y solo si el funtor covariante Ty : o/ — B
tiene tal propiedad, donde Ty := T Dy~ .

2.6. Propiedades del funtor Hom

Proposicién 2.6.1 Sea o/ una categoria. Entonces

(a) 0 : B — C es un monomorfismo en o/ si y sélo si HA(0) : HA(B) —
HA(C) lo es en Sets VA € o,

(b) una familia F = {f; : L — D, },cx, de morfismos en </ es un limite para
D € Repx (o) si y sélo si HA(F) = {HA(f;) : HA(L) — H”(D;)}iex,
es un limite para HAD € Repx(Sets) YA € <. En particular, si el limite
existe, se tiene que HA(lim D) = lim H*(D).
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(c) Si o/ es aditiva entonces la categoria Sets puede reemplazarse, en (a) y

(b), por la categoria de grupos abelianos Ab.

Demostracion.

(a)

Por definicién, el morfismo 6 : B — C' es un monomorfismo si y sélo
si para cada A € & el morfismo inducido HA(0) : [A, B] — [A,C] es
inyectivo. Pero un morfismo en la categoria de conjuntos es inyectivo si y
sélo si es un monomorfismo, probandose la primera afirmacién.

(=) Sea F' = {fi; : L — D, }iex, un limite para D € Repx (). Consid-
eremos un morfismo a : Iy — HAD en Repx(Sets). Entonces, para cada
x € X, tenemos un morfismo «(z) : 14 — D en Repx (/) dado por la
familia de morfismos {a;(z) : A — D, }ies, en &7. Por ser F un limite
para D, para cada x € X, existe un tinico morfismo a(z) : A — L en &
que hace conmutar el siguiente diagrama

HAﬂ)D

I[&m
<>l%

I,

en Repyx (/). Ahora bien, como X es un conjunto, el morfismo a(z) :
A — L con x € X induce un tnico morfismo a : X — H4(L) en Sets.
Veamos que el diagrama

Ix —>= HAD

Is
l A“)

]IHA(L)

conmuta en Repx(Sets). En efecto, sabemos que Fl,) = a(z) Vo €
X. Por otro lado, (HA(F)Iz)(z) = Fls) Yo € X, probéndose que
HA(F)lz = a. Esto tltimo, implica que HA(F) : Igar) — HAD es
un limite para H4D.

(<) Sea HA(F) : Iya(r,y — H*D unlimite para H*D VA € /. Supong-
amos que F' no es el limite para D. Entonces, tenemos tres posibilidades:

F : I, — D no es un morfismo en Repy (/). Por lo tanto, existe una
flecha m : i — j en X7 tal que el siguiente diagrama
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no conmuta en 7. Tomando 15, € HL (L), se tiene que el siguiente dia-
grama

no conmuta en Sets. Por lo tanto H*(F) no es un limite para HZD,
contradiciendo la hipétesis.

(2) Existe un morfismo 7 : Ix — D en Repx (%) y dos morfismos distintos
¥, 7'+ X — L en « tales que v = FI5; = Fl5.. En particular,

H¥XM)(1x)=3#7 =H ") (1x);

y en consecuencia H~ (I5) y H* (I5/) son dos factorizaciones distintas del
morfismo HX (7) : Iyx(xy — H* D en Repx(Sets). Entonces HX (F) no
es el limite para HX D, contradiccién.

(3) Para algin morfismo v : Ix — D, no existe factorizacién I : Ix —
I, tal que v = F1I. Luego, no existe I, : Iyxx) — Igx () tal que
HX(y) = HX(F)IL,. En efecto, supongamos que existe I, tal que H~ (y) =
HX(F)L,. Pero HX (F)I,(1x) = H* (F)L, 1) = Fl,a ). Por otro lado,

HX (1) (1x) = HX (0, (1) = HX O 0 = 7y (1) =

Yix =17

Entonces I,(1,) : Ix — [ es una factorizacién de v : [x — D, con-
tradiccién. Luego no existe tal I, por lo tanto H*(F) no es un limite
para H*X (D), contradiccién.

Por lo tanto, dado que las tres posibilidades anteriores nos llevan a una
contradiccién, concluimos que F es el limite para D.

(¢) Si Sets es reemplazado por Ab, la dnica diferencia en la demostracién de
(a) y (b) es en el punto en que se tiene que demostrar que H*4(F) es un
limite para H*(D). Aqui, lo que se debe checar es que el morfismo & es
un morfismo de grupos abelianos; pero eso se sigue de que los morfismos
«; son asi.

O
Usando la igualdad (Ha). = HA" | probada en 2.4.3, se obtiene la siguiente
proposicién dual a la anterior.

Proposicién 2.6.2 Sea of una categoria. Entonces
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(a) Un morfismo 6 : C — B es un epimorfismo en o si y solo si Ha(0) :
HA(B) — Ha(C) es un monomorfismo en Sets VA € o7 .

(b) Una familia F' = {f; : D; — L};cx, de morfismos en o/ es un colimite de
D € Reps () si y sélo st HA(F) = {Ha(f;) : Ha(L) — Ha(D;)}ies,
es un limite para HaD € Repyx,(Sets) VA € 7. En particular, si el colimite
existe, se tiene que H4(colim D) = lim (Hx(D)).

(c) Si o/ es aditiva entonces la categoria Sets puede reemplazarse, en (a) y
(b), por la categoria de grupos abelianos Ab.

2.7. Funtores que preservan limites

Definicién 2.7.1 Un funtor T : o/ — A preserva intersecciones finitas
si cada vez que T preserva dos monomorfismos, para los cuales su interseccion
estd definida, entonces T preserva su interseccion.

Note que la definiciéon anterior no requiere que T sea un monofuntor ni que 7'
preserve pullbacks.

Proposicién 2.7.2 Sean of y B categorias. Si o/ tiene productos, entonces el
funtor T : of — 9B preserva limites si y sélo si preserva productos e intersec-
ciones finitas.

Demostracién. SiT preserva limites, puesto que los productos e intersecciones
son casos especiales de limites, se sigue que T preserva productos e intersecciones
finitas.

Reciprocamente, supongamos que T' preserva productos e intersecciones finitas.
Sea f = {fi : L — D,};ex, €l limite para D € Repx (). Consideremos el
diagrama de 2.2.9

L——=Pp (2.3)

vl |
P—— p*,

Como es usual, sin perdida de generalidad, podemos asumir que ¥ no tiene
pozos. Por lo tanto, de 2.2.9 se tiene que el diagrama (2.3) es un diagrama de
intersecciéon. Ahora T'(A) : T(P) — T(P*) = T(P)** es otra vez el morfismo
diagonal pues T preserva productos. Similarmente, T(u) satisface las mismas
relaciones para T'D que las que satisface p para D. En particular, esto quiere
decir que T'(A) y T'(x) son monomorfismos; y en consecuencia, si aplicamos T al
diagrama (2.3), se tiene un diagrama de interseccién (por la hipdtesis sobre T').
Por lo tanto, al aplicar el teorema 2.2.9 se tiene que T'(f) = {T(f;) : T(L) —
T(D;)}ies, s un limite para TD. O

Corolario 2.7.3 Sea &/ una categoria con productos y B una categoria arbi-
traria. Entonces, el funtor T : of — B preserva limites si y solo si T preserva
productos y equalizadores.
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Demostracién. Si T preserva limites entonces preserva equalizadores, pues
los equalizadores son un tipo de limites.

Reciprocamente, si T' preserva productos y equalizadores entonces por 1.19.11 se
tiene que T preserva pullbacks; y en particular, intersecciones finitas. Entonces,
por 2.7.2; se tiene que T preserva limites. [J

Corolario 2.7.4 Sea o/ una categoria normal con productos. Si T : of — A
es un funtor que preserva ceros, entonces T preserva limites si y solo si preserva
productos y kerneles.

Demostracién. Ya hemos visto, en 2.7.2, que si T preserva limites, entonces
T preserva productos y kerneles, ya que el kernel es un tipo de limite.
Reciprocamente, se tiene, de 1.14.8 que si T preserva kerneles entonces T preser-
va intersecciones finitas. Luego, si T' también preserva productos, entonces, por
2.7.2, concluimos que T preserva limites. [

Proposicién 2.7.5 Sea o7 una categoria aditiva con productos finitos y sea B
cualquier otra categoria aditiva. Entonces, T : &/ — 9B preserva productos
finitos si y solo si T es aditivo.

Demostracién. Si T preserva productos finitos entonces se sigue de 1.20.8,
que T es aditivo. Reciprocamente, si T' es aditivo se tiene, por 1.20.3, que T
preserva productos finitos. [

Corolario 2.7.6 Sea &/ una categoria aditiva con productos finitos y sea PB
cualquier categoria aditiva. Entonces, T : of — 9B preserva limites de repre-
sentaciones sobre diagramas finitos si y solo si T es aditivo y preserva kerneles.

Demostracion. SiT es aditivo y preserva kerneles, entonces T' preserva equal-
izadores. Por lo tanto se tiene, por 2.7.5 y 2.7.3 aplicados a representaciones
sobre diagramas finitos, que T preserva los limites de representaciones sobre
diagramas finitos si y sélo si T' es aditivo y preserva kerneles. [J

Definicién 2.7.7 Sean of y A categorias exactas. Decimos que un funtor T :
o — B es medio exacto si para toda sucesion exacta corta en of

0 A—>p-sc 0,
la sucesion T(A) el T(B) G T(C) es exacta en AB.

Proposicion 2.7.8 Si o/ es una categoria abeliana, B es exacta y'T : o/ —>
B un funtor medio exacto, entonces T es aditivo.

Demostracién. Se sigue de 1.21.3, que T preserva productos finitos; y por lo
tanto, por 2.7.5, se tiene que T es aditivo. [

Corolario 2.7.9 Sea &/ una categoria abeliana y % una categoria exacta y
aditiva. Entonces, un funtor T : of — B preserva limites de representaciones
sobre diagramas finitos si y sélo si preserva kerneles.
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Demostracién. (=) Es consecuencia inmediata de 2.7.6.
(<) Si T preserva kerneles entonces, por 2.5.4, es medio exacto. Luego, de 2.7.6

y 2.7.8, se sigue que preserva limites de representaciones sobre diagramas finitos.
O

Observacién 2.7.10 (1) De 2.7.9 y su dual, se tiene que si &/ y B son cat-
egorias abelianas, entonces el funtor T : of — P es exacto si y sélo si T
preserva limites y colimites de todas las representaciones sobre diagramas
finitos.

(2) SiT es lainclusion de una categoria abeliana o/ en una categoria abeliana
B yT es exacto, diremos que </ es una subcategoria abeliana de A.

2.8. Propiedades de los funtores fieles

Definicién 2.8.1 Se dice que un funtor T : o/ — AB refleja una propiedad de
una representacion D € Repx (&), si la condicion de que TD € Repx(#) tiene
tal propiedad implica que D también. De esta manera, por ejemplo, T refleja
limites si para D € Reps(), o : I, — D es un limite para D siempre que
T(«) :Ir, — TD lo sea para TD € Reps(AB).

Teorema 2.8.2 (P.Freyd). Sea T : o — B un funtor fiel con of y B cate-
gorias arbitrarias. Entonces

(a) T refleja monomorfismos, epimorfismos y diagramas conmutativos,
(b) si o y B son categorias con cero, entonces T refleja objetos cero,
(c) si o y B son categorias exactas, entonces T refleja sucesiones exactas,

(d) si &/ es una categoria abeliana, B es una categoria aditiva y T es aditivo,
entonces T refleja limites y colimites de representaciones sobre diagramas
finitos. Finalmente, si T es pleno entonces, sin ninguna condicion sobre
o y B, T refleja limites y colimites.

Demostracion.

(a) Consideremos un morfismo « en &7 y supongamos que T'(c) es un monomor-

fismo. Si aof = ag, entonces T'(a)T(f) = T(«)T(g9); y como T () es un
monomorfismo, se tiene que T'(f) = T(g). Luego, como T es fiel, entonces
f = g, probandose que a es un monomorfismo. Por lo tanto, T refleja
monomorfismos y dualmente T refleja epimorfismos.
Por otro lado, recordemos que un diagrama conmutativo es uno en el
cual dos composiciones con el mismo origen y el mismo final son iguales.
Pero como T preserva composiciones es claro que T lleva diagramas no
conmutativos en diagramas no conmutativos; en otras palabras, T refleja
diagramas conmutativos.
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(b)

Propiedades de los funtores fieles

Supongamos que T(X) es cero en A. Sean a, 3 : A — X morfismos en
f; como T(X) es cero, entonces T'(a) = T(f3). Luego « = (3 por ser T
fiel, esto implica que X es un objeto nulo en /. Dualmente, tomando
morfismos de X en A, se tiene que X es conulo; y por lo tanto, cero en
o

, B .,
Sean &7 y A categorias exactas A —2> A —"> A” una sucesién
b

T() T(B) T

en &7 tal que T(A’) T(A) (A”) es exacta en . Dado que
T(Ba) =T(B)T (o) =0y T es fiel, se tiene que fa = 0.

Supongamos que Ker(3) no es un sub-objeto de I'm(«). Consideremos
los morfismos 4 : K — Ay p: A — F conpu = Ker(f) yp =
Coker(a). Veamos que pu # 0. En efecto, factorizando a « a través de

w

su imagen A’ ! Im(a) A se tiene que p = Ker(p) (esto por
que & es exacta y p = Coker(y')). Por lo tanto, si pu = 0, existe un
tnico monomorfismo v : K — I'm(a) tal que p = ' de donde Ker(f)
es un sub-objeto de I'm(«), lo cual es una contradiccién; probdndose que
pp # 0. Por otro lado, como Bu = 0 se tiene que T'(u) se factoriza a
través de Ker(T'((3)); similarmente, dado que pa = 0, concluimos que T'(p)
se factoriza a través de Coker(T(«)). Por lo tanto, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

KerT(8) <2— T(K)
02 0
T(w)
N
(A) T(A")

S

T(F) < CokerT ().

T(A"

Como la sucesién horizontal, en el diagrama anterior, es exacta, tenemos
que Im(T(a)) = Ker(T(0)); esto es, Ker(;) = 65. En particular, la
composicion

02 Y1

Ker(T(3))

es cero. Por lo tanto, T'(pu) = T'(p)T (1) = 0; contradiciendo la fidelidad
de T

T(A) Coker(T(«))

Sin condiciones sobre </ y %, supongamos que T'(F) : Iy — TD es
un limite para TD € Repx(#). Por (a), sabemos que T refleja diagramas
conmutativos; por lo tanto F' : I, — D es un morfismo en Repy (). Por
otro lado, por (a), sabemos que si existe un morfismo en Reps (/) el cual
se factoriza a través de F', dicha factorizacion es tnica ya que T es fiel.

Finalmente, supongamos que existe un morfismo F’ : Iy, — D en
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Repx(4) que no se factoriza a través de F. Si T es pleno, es claro en
este caso que T(F’) no puede ser factorizado a través de T'(F); y por lo
tanto, T'(F') no es el limite para T'D.

Si T no es pleno, asumimos que <7 es abeliana, # y T son aditivos y X es
un diagrama finito. Consideremos el producto HiEZO D; y los morfismos
0:L— [lics, Diy 0" : L' — [l;ex, Di inducidos por F'y F' respecti-
vamente. Esto es, F' = {p;0 : L — D; }iex, vy F' = {pit' : L' — D, }ics,
donde p; : Hiezo D; — Dj es la proyeccién natural del producto. Se
puede ver facilmente que F’ se factoriza a través de F si y sdlo si 6 se
factoriza a través de 6. Ademads 6 es un monomorfismo. En efecto, sean
a,B: X — L tales que 6o = 013, luego T'(F)lp(q) : Ip(x)y — T'D es un
morfismo en Repy, (#), por lo tanto existe un tinico morfismo & : T'(X) —
T(L) en A tal que el siguiente diagrama conmuta en Repsy, (%)

T(F
It o TD

THE%;T@)

Por lo tanto, & = ay T(F)lz(a = {T(p)T(O)T(a) : T(X) — T(D)}ics,,
pero T'(p;)T(0)T (o) = T(ps)T(0)T(B) Vi € Xo, de donde T(F)lp) =
T(F)lp) y entonces £ = T(3) lo que implica que T'(o) = T(3). Luego
como T es fiel, tenemos que o = 3, probandose que 6 es un monomorfis-
mo. En particular, se tiene que 66" # 0, donde 0 : [];cs,, Di — Coker(f)
es el cokernel de 6. Ahora bien, dado que T preserva productos finitos
(por ser un funtor aditivo), se tiene que T'(F') = {T(p;)T(0) : T(L) —
T(Di)}ies, y T(F') = {T(p:)T(0") : T(L") — T(D;)}iex,, donde T (p;) :
[Lies, T(Di) — T(Dj) es la proyeccién natural del producto. Usando
ahora que T(F) es un limite para TD, obtenemos que existe un tnico
w o T(L) — T(L) en £ tal que el siguiente diagrama conmuta en

Repx (%)
T(F
Iy —E% (D)
TH“ T(F")

HT(L/) .

De la conmutatividad del diagrama anterior y de la propiedad de la unici-
dad en el producto [] T(D;), se concluye la conmutatividad del sigu-
iente diagrama

1€X0

T(9)
T(L) — €30 T(D;)

T” /
(')

T(L).
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Por lo tanto, T(00") = T(0)T(0)u = T(60)u = 0, lo cual contradice la
fidelidad de T pues 09’ # 0. Esto permite concluir que todo morfismo
F' : Iy, — D en Repx () se factoriza a través de F. Finalmente, la
prueba de que T refleja colimites se obtiene por dualidad.

O

Proposicién 2.8.3 Sea &/ una categoria abeliana y $B una categoria aditiva.
SiT: o — AB es un funtor exacto que refleja objetos cero, entonces T es fiel.

Demostracion. Por 2.7.8, T es aditivo; y por lo tanto, es suficiente probar
que si a # 0 entonces T'(a) # 0. Ahora, si a # 0 entonces I'm(a) # 0, ya que
si Im(a) fuera cero entonces « serfa cero. Luego, como T refleja objetos cero,
tenemos que T'(Im(a)) # 0. Por la exactitud de T, sabemos que T (Im(a)) =
Im(T(«)); probandose que T'(«) # 0. O

2.9. Bifuntores

En esta seccién introduciremos la nocién de producto de categorias y la de
funtores en dos variables, es decir, bifuntores.

Definicién 2.9.1 Sean o7 y B categorias. El producto of X B es una categoria
cuyos objetos son todos los pares ordenados (A, B) de objetos de of y 9. El
conjunto de morfismos entre dos pares estd definido por pares ordenados de
morfismos

[(A7 B), (Alv B/)]WX@ = [A7 Al]ﬁf X [B, B/]@7

y la composicion de pares de morfismos es componente a componente; esto es,
si (f,g9): (A,B) — (A,B") y (f',¢") : (A,B") — (A", B") son morfismos
en of x B, se define (f,9)(f.9) : (A, B) — (A", B") como (f',¢)(f.9) =
(f'f,d'g). Se puede ver facilmente que con el producto asi definido, o/ x % es
en efecto una categoria donde el morfismo identidad 1.4,y es el par (14,1p).

Definicién 2.9.2 Un bifuntor es un funtor covariante cuyo dominio es el pro-
ducto de dos categorias; esto es, uno de la forma T : o/ X B — €.

Ejemplos:

(I)siR:% — &y S: 2 — 2 son funtores, entonces la asignacién
(f,9) — (R(f),S(g)) induce un bifuntor R x S : ¢ X I — o X B,

(2) sea R un anillo, el producto tensorial Mg ® g gN es un bifuntor

—® —: Mod(R)* x Mod(R) — Ab.

Observacién 2.9.3 Sea T : &/*XB — € un bifuntor. Definiendo T' (A, B) :=
T(A*, B) en objetos y T'(f,q) := T(f*,g) en morfismos, el funtor T se puede
ver como un funtor en dos variables T' : &/ X BB — €, que es contravariante



2. Diagramas y funtores 87

en la primera coordenada y covariante en la sequnda, pues T'(f,q)T"(h,t) =
T((hf)*,gt) = T'(hf,gt); estrictamente hablando, T' no es un bifuntor de
o X B en € ya que T'(f,9)T (h,t) #T'(fh,gt).

Reciprocamente, todo funtor en dos variables T' : & X B8 — € que sea
contra-covariante (es decir, tal que T'(f,9)T'(h,t) =T'(hf,gt) y T'(1a,15) =
L7/ (a,B)) se puede ver como un bifuntor T : o/* x B — €. En general, se iden-
tifican T con T' y se escoge uno de ellos dependiendo de lo que se quiera: ver
a T como bifuntor ¢ como funtor en dos variables. Andlogamente, se tienen
las versiones: co-contravariante T : of X B* — €, contra-contravariante
T : % x B* — € y co-covariante T : o X BB — € (esta iltima es ex-
actamente la de bifuntor T : o/ X B — € ).

Ejemplo: el Hom-bifuntor. Dada una categoria &7, el Hom-bifuntor F =
[, =)o : &* x &/ — Sets (es decir, contra-covariante) estd definido como
sigue.

(a) F(A*,B) =[A, Bl Y(A*,B) € o* x <.

(b) Dado un morfismo (f*,g) : (A*, B) — (A", B’) en &* x &, F(f*,q) :
(A, Bloy — [A, B}y os tal que F(f*,g)(u) = guf u € [, Bl..

Haciendo f =14 (en F') se obtiene un funtor covariante [A, ]z = [1%, —]u :
@/ — Sets (no es mas que el funtor Hom-covariante H* introducido en la
seccién 2.4). Andlogamente, haciendo g = 1p en F, se obtiene un funtor con-
travariante [—, Bly = [—, 1]y : &* — Sets (se trata del funtor Hom-
contravariante Hp introducido en la seccién 2.4). Por otro lado, se tiene que
V5, 9l [f 5 1Bl = [ 9l = [f*, 1B/]ar[1%, gler- Esto es, el siguiente diagra-
ma conmuta en Sets

A, Bl 29 (4,1,

[faB]mf\L i[va,]m‘

[A",Bloy — [A!, B’ .
[Alvg]d

Definicién 2.9.4 Dado un bifuntor T : of x B — €, en analogia con el ejem-
plo anterior, se define T(A, g) :=T(1a,q9) yT(f,B) :=T(f,15). En particular,
T induce dos funtores parciales T(A,—): B — € yT(—,B): o/ — €.

Teorema 2.9.5 Sean o/, B y € categorias. Supongamos que para cada objeto
A e of (resp. B € B) tenemos un funtor Fa : B — € (resp. Gg : o/ — F).
Si las condiciones siguientes (a) y (b) se satisfacen:

(a) Fa(B) = Gp(A) Y(A,B) € o x B,

(b) para cada par de morfismos (f,u) € o x B, con f: A— A en o y
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u: B — B’ en B, el siguiente diagrama conmuta

Fa(B) = Gp(A) —2YL Gp(a') = Fai(B)

FA(U)\L FA/(u)\L

Fo(B') = Gp/(A) ——= Gp/(A') = Fa (B'),
Gpr(f)

entonces, haciendo T(A,B) := F4(B) y T(f,u) = Gp/(f)Fa(u), se obtiene un
bifuntor T : o X B — F .

Demostracion. T(lA, 13) = GB(lA)FA(lB) = 1GB(A)1FA(B) = 1T(A,B)-
Veamos que T preserva la composicién de morfismos. En efecto, sean f; : A; —
Alyu; : B — Bl coni=1,2y A] = A, B] = Bs. Del diagrama conmutativo
en (b), se tiene que

T(f2,u2)T(f1,u1) = Gy (fa) (Fa,(u2)Gpy (f1)) Fa, (u1)
= Gpy(f2)(Gpy(f1)Fa, (u2)) Fa, (u1)
= Gpy(faf1)Fa, (uguy)
= T(faf1,uuy).

O

Observacién 2.9.6 (1) Sea T : € x 9 — & un bifuntor. Dados los morfis-
mosf:A— Bentyu:X —Y en?, setiene que T(f,1y)T(1a,u) =
T(f,u) =T(1p,u)T(f, 1x). Esto es, el siguiente diagrama en & conmuta

A
7(4, X) 24 4,y

T(fu)

T(fyX)l J{T(LY)

T(B,X) ;5= T(B.Y).

El diagrama anterior, nos dice precisamente, que los morfismos f y u in-
ducen las siguientes transformaciones naturales en los respectivos funtores
parciales

T(f7_) :T(A7_) _)T(B7_) Y T(_7u) :T(_7X) —)T(_7Y)
(2) Sean S, T : € x P — & bifuntores. Sia: S — T es una transformacion

natural, entonces para f: A — B en€ yu: X — Y en D los siguientes
dos diagramas en & conmutan

QA X) A(B,X)

S(A4, X) 22 74, X) S(B, X)X 7(B, X)
S(f,X)l iT(f,X) S(B,u)l \LT(B,u)
S(B.X) ;== T(B.X) S(B,Y) —=T(B,Y).

’ (B.Y)
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Reciprocamente, para cada par (A, X) € Obj(¥) x Obj(2), supongamos
que tenemos un morfismo aa x) : S(A, X) — T(A,X) en & tal que el
par de diagramas anterior conmutan. Componiendo estos dos diagramas,
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo en &

XA, X)

S(A, X) 22 7(4, X)
S(B,u)S(f,X)i lT(B,u)T(f,X)
S(B,Y) —= T(B,Y).

A(B,Y)
Por lo tanto, la asignacion (A, X) —— o4 x), es una transformacion
natural o+ S — T,

2.10. Equivalencia de categorias

Recordemos que un funtor T': &/ — 2 es fiel (resp. pleno) si para todo
par de objetos A, B € & la funcién inducida por T'

[A, Bl — [T(A), T(B)]2

es inyectiva (resp. suprayectiva).Un funtor fiel que manda objetos distintos en
objetos distintos es una inmersion. Decimos que T es denso si para todo
B € % existe un objeto A € o7, tal que T'(A) es isomorfo a B.

Decimos que T : &/ — 2 es una equivalencia, si existe un funtor S :  — &
talque TS ~ 14y ST ~ 1. Una equivalencia la cual induce una corresponden-
cia biyectiva entre los objetos de &7 y % es un isomorfismo de categorias.
Por otro lado, si S,T : & — 2 son funtores covariantes, una transformacién
natural  : § — T es una familia de morfismos n = {n4 : S(A) — T(A)} scer
en % tal que, para todo morfismo o : A — A’ en & el siguiente diagrama es
conmutativo

S(A) —2 5 T(A)

S(oz)i J{T(a)

S(A) Y T(A").

Si na es un isomorfismo para cada A € &7, decimos que 7 es una equivalencia
natural. En este caso, tenemos una transformacién natural n=! : T — S defini-
da por (n71a = (na)~t. Sin: S — Typ: T — U son transformaciones
naturales de funtores, definimos la composicién pn : S — U por (pn)a = pana.
Para cualquier funtor 7', la transformaciéon natural identidad 17 : T — T es
por definicién (17)a = 1pa) para toda A € <.

La composicién de funtores y transformaciones naturales es como sigue. Sean .S,
T:of — ByU: B — € funtoresy  : S — T una transformacion natural.
Entonces, tenemos una transformacion natural Un : US — UT definida por



90 Equivalencia de categorias

(Un)a = U(na) para toda A € &/. Similarmente, si V : 9 — &/ es un funtor,
entonces NV : SV — TV estd dada por (nV)p = ny(p) para toda D € 2.

Definicién 2.10.1 Sea n : S — T una transformacion natural. Si para cada
A € o, el morfismo ng : S(A) — T(A) es monomorfismo n serd llama-
da monomorfismo punto a punto. Por dualidad, se tiene la definicion de
epimorfismo punto a punto.

Observacién 2.10.2 Sin: S — T es un monomorfismo punto a punto y T
es un funtor aditivo, entonces S es aditivo. Dualmente, sin es un epimorfismo
punto a punto y S es aditivo, entonces T' es aditivo.

Proposicién 2.10.3 Un funtor T : o/ — B es fiel, pleno y denso si y sdlo si
existe un funtor S : B — o junto con equivalencias naturales

p:lg —TS Y Y: ST — 1.

Si este es el caso, entonces siempre podemos escoger v tal que T = (T) L y

Sp = (S)~".

Demostracién. (<) Sea S : B — o un funtor, ¢ : 1y — TSy : ST —
1. equivalencias naturales. Entonces, el isomorfismo ¢p : B — T(S(B)) para
toda B € % muestra que T es denso. Dado un morfismo o : A — A’ en &/
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

ST(A) A

A
ST (e) la

ST(A") Yar Al

(2.4)

Sean f,g € [A, A'| tales que T(f) = T(g). Luego ST(f) = ST(g); y por
lo tanto, como g = z/JA/ST(g)wgl y f = wA/ST(f)i/)Zl, se tiene que g =
’Q[JA/ST(g)ll}Zl = @[JA/ST(f)lb;l = f. Luego, T es fiel y por simetria S es fiel.
Un morfismo 8 : T(A) — T(A’) induce un morfismo o : A — A’ donde
o = wAfS(ﬁ)wgl. Veamos que 8 = T(«); para hacer esto, consideremos el
siguiente diagrama conmutativo

ST(A) Y4 s 4 2 S5T(A)

S(ﬂ)l ia iST(a%

ST(A") —— A — ST(A",

b ar =

de donde se tiene que ST(a) = S(f3); pero como S es fiel se sigue que § = T'(«),
probandose que T es pleno.
(=) Supongamos que T es fiel, pleno y denso. Como T es denso, para cada objeto
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B € # fijamos un objeto S(B) € &/ y un isomorfismo ¢p : B — TS(B).
Ahora, sea 3 : B — B’ un morfismo en 4%, entonces éste induce un morfismo
op'Beg' : TS(B) — TS(B'). Como T es fiel y pleno, existe un tinico morfismo
S(B) : S(B) — S(B') tal que pp/Bpyz' = T(S(B)). En otras palabras, para
cada 8 : B — B’ existe un tunico morfismo S(8) : S(B) — S(B’) en & tal
que el siguiente diagrama conmuta

B —2 TS(B) (2.5)

ﬁi lTS(ﬁ)

B —=TS(B).

Veamos que S es un funtor. Haciendo 5 = 15 en el diagrama anterior, existe un
tnico S(1p) : S(B) — S(B) tal que T'S(1p) = 1p; pero como T es un funtor
pleno se tiene que S(1p) = 1g(p).

Probemos ahora que S preserva la composicién de 4. En efecto, sean 3 : B —
B’y a: B" — B” morfismos en %4, como T es pleno y fiel, existe un tinico
morfismo S(af) : S(B) — S(B") en o tal que g~ (afB)pyz' = T(S(ap)); pero
también se tiene que ppr(aB)pyz' = T(S(a))T(S(B)). Por lo que T(S(af)) =
T(S(@)T(S(B)) =T(S(«x)S(B)). Por lo tanto S(af) = S(«)S(B) pues T es fiel,
probandose que S : & — &/ es un funtor.

Por otro lado, de (2.5), se ve que ¢ : 14 — T'S es una equivalencia natural.
Entonces, para cada A € &/ tenemos un isomorfismo ¢p(4) : T(A) — T'ST(A)
en %; en particular, existe ¢y : A — ST(A) tal que T'(¢y) = @r(a)- Por otro
lado, como @74 es un isomorfismo, existe <p;(1A) : TST(A) — T(A) tal que

<p;(1A)g0T(A) = lp(a); y como T' es pleno, existe 14 : ST(A) — A tal que

T(a) = o7ia)- (2.6)

Por lo tanto T'(¢a%y) = 1p(a); y como T es fiel, entonces ¢4v’; = 14. Andloga-
mente 1414 = Lgp(a), por lo que 4 es isomorfismo. Veamos que el siguiente
diagrama

ST(A) 22~ 4

ST(a)i la

ST(A) —— A’
Yar
conmuta en /. En efecto, aplicandole T' al diagrama anterior obtenemos el
siguiente diagrama

TST(A) A

T(A)
TST(a)i \LT(Q)
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Dado que T(v4) = go;(lA) y T(Wa) = gp;(lA,), reemplazando a 3 por T(«)
en (2.5) obtenemos que el diagrama anterior conmuta. Pero como T es fiel,
entonces T refleja diagramas conmutativos; por lo tanto ¢ : ST — 14 es una
equivalencia natural.

Finalmente, observemos que (T%)5" = (T(¥4))™! = ¢ra) = (¢T)a, lo que
implica que Tv¢ = (¢T)~!. Probemos ahora que (Sp)p = ¢§(1B) para toda
B € . Para hacer esto, como T es fiel, es suficiente demostrar que T'S(pp) =
deg(lB). Por (2.6), se tiene que ng(lB) = @rs5(B), ¥y reemplazando 3 por ¢p en
(2.5), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

B—22 > TS(B)

V’Bl lTS(SDB)
TS(B) ——=TS(TS(B)).

PTS(B)

Por lo tanto, como ¢p es un isomorfismo, se tiene que T'S(¢B) = Yrg(p); luego
TS(pp) = T(zbg(lB)). De donde S(pp) = 1/15?(13) y entonces S¢ = (¢S)~1. O

Observacién 2.10.4 Sean S, T : o/ — A funtores covariantes y 0 : S — T
una equivalencia natural. Si D € Repx (&), entonces SD y TD son representa-
ciones isomorfas en Reps(Z). Ahora supongamos que S preserva limites, y sea
[ 1y — D el limite para D. Entonces, S(f) : Igzy — SD es el limite para
SD. Luego, por 2.2.6, 0S(f) : S(L) — T(D) es el limite para TD. Consider-
emos 071 : T(L) — S(L), por 2.2.5, tenemos que 05(]”)]1021 = T(f)]IgL]Iezl =
T(f) es el lémite para TD.

En otras palabras, si T es naturalmente equivalente a S y S preserva limites,
entonces T también preserva limites. En una forma similar, se puede demostrar
que si T tiene alguna propiedad de preservacion, entonces S también la tiene.

Proposicién 2.10.5 Sea T : o — P una equivalencia de categorias. En-
tonces

(a) T es un monofuntor, epifuntor, preserva limites y preserva colimites,

(b) o es completa, cocompleta, normal, conormal 6 exacta si y sdlo si B tiene
la correspondiente propiedad,

(c) si alguna de las dos categorias es aditiva, entonces existe una dnica es-
tructura aditiva sobre la otra que hace a T un funtor aditivo.

Demostracién.
Sea S : B — o la equivalencia de 2.10.3.

(a) Para mostrar que T' preserva limites, sea v : I, — D el limite de una
representacién D € Repx(«/). Si T'(y) : Ipy — TD no es el limite
para T'D en Repx (%), entonces por 2.8.2, ST(v) : Igpy — ST(D) no
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es el limite para ST(D) en Repx (/). Pero por 2.10.4, esto implica que
~v : I — D no es el limite para D, esto en vista de la equivalencia natural
1 : ST — 1. Esta contradicciéon, muestra que T preserva limites. Las
otras propiedades de preservacion se demuestran de manera analoga.

(b) Supongamos que Z es completa. Sea D € Repx (), como A es completa,
podemos encontrar el limite v : Ix — T'D para TD € Reps(Z). Pero
por (a), S preserva limites, esto significa que S(v) : Ig(x)y — ST(D) es el
limite para STD € Repx (/). Entonces, por 2.2.6, ¢S(7) : Ig(x) — D es
el limite para D € Repx(#); probdndose que 7 es completa. Las demds
propiedades se demuestran de manera analoga.

(¢) Por 2.10.3, T es fiel, pleno y denso. En particular, para cada par (X,Y) de
objetos de &, el funtor T induce una biyeccién [X, Y]y — [T(X), T(Y)]%-
Usando tal biyeccién es que se traslada, de manera unica, la estructura
aditiva de tal forma que T resulte ser un funtor aditivo.

O

Si definimos la imagen I'm(T) de un funtor T : & — 2 como la clase
{T'(A) | A € &} de objetos junto con la clase {T'(a) | @ € &/} de morfismos,
se tiene que I'm(T) no necesariamente es una subcategoria de 4. El problema
es que T podria no ser inyectivo en objetos. Si a1 : A1 — Ay as : A — A,
son morfismos en & tales que T(A) = T(A’) pero A # A’| entonces T(a1) y
T(a2) estén en Im(T), pero T(aq)T (az) no necesariamente estd en Im(T). Sin
embargo, si T es inyectivo en objetos entonces Im(T) es una subcategoria de
A. La siguiente proposicion, nos dice que, sin perdida de generalidad, podemos
asumir que T es inyectivo en objetos.

Proposicion 2.10.6 Sea T : &/ — ZB un funtor. Entonces, existe una cat-
egoria A, la cual contiene a B como subcategoria equivalente, y un funtor
T : of — B que es inyectivo en objetos y naturalmente equivalente a IT,
donde I : B — H' es el funtor inclusion.

Demostracién. Ver [9]. O

La siguiente proposicion, la cual se usard mas adelante, muestra que si reem-
plazamos a A, en 2.10.6, por la categoria de grupos abelianos Ab, entonces se
puede suponer que &’ = Ab.

Proposicién 2.10.7 Si T : o/ — Ab es un funtor cualquiera, entonces T es
naturalmente equivalente a un funtor T' : &/ — Ab el cual es inyectivo en
objetos.

Demostraciéon. Para A € &7, definimos T"(A) = {(A,z) | v € T(A)}. La
suma en T’(A) estd definida por (A, z) + (A, y) = (A, z +y). Para un morfismo
a:A— A en o, definimos T () (A4, z) = (A, T(a)(x)). No es dificil ver que
que la aplicacién 6 : T — T’, dada por O4(x ) = (A4, ), es una equivalencia
natural de funtores. [J
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2.11. Categorias de funtores

Definicién 2.11.1 Para cualesquiera dos categorias & y % denotaremos por
[/, B] a la clase de todos los funtores covariantes de &/ a AB. Dados S, T €
[/, B], denotaremos por [S,T] la clase de todas las transformaciones naturales
de S aT.

Observacion 2.11.2 Con la regla de composicion de transformaciones natu-
rales de funtores dada en 1.4.6, tenemos que [/, B estd muy cerca de ser una
categoria. El inico requerimiento que hace falta es que [S,T] sea un conjunto.

Lema 2.11.3 Si & es una categoria pequena, entonces la clase Mor(</) de
morfismos de <7, y el producto de morfismos H(A B)€Obj () x Obj () [A, Bl son
conjuntos.

Demostraciéon. Dado que la clase de objetos de <7, Obj(</), es un conjunto y
Mor(e/) = U 4,)c0bj(s7)x0bj(ar) [As Bl concluimos que Mor(&/) es un con-
junto. De la misma manera, [[ 4 p)conj(er)x0nj(ar) A Blar €s un conjunto pues
cada [A, Bl loes. O

Proposicion 2.11.4 Sea o/ una categoria pequena y B una categoria arbi-
traria. Entonces

(a) los funtores de [of , B son los objetos, y las transformaciones naturales

de dichos funtores son los morfismos, de una categoria que serd denotada
por [, B,

(b) si B es pequena entonces [/, B) también lo es.

Demostracién. Dada dos clases cualesquiera % y ¥, denotaremos por [, ¥ sets
a la clase de todas las funciones de % en 7.

(a) Sean S,T € [«, ). Como & es pequena, obtenemos que las siguientes
clases
fs = U [S(A), S(B)la vy
(A,B)EObj(A)xObj ()

sy =[] [S(A),T(4)]
A€Obj(f)

son conjuntos. Més atn, de 2.11.3, la clase €(g 1) = [Mor(</), pis]sets *
[Mor(e/), pir]sets X 1(s,r) €s un conjunto. Ahora bien, cada funtor S €
[o, ), define una funcién ®g : Mor(«) — pg, donde ®g(f) = S(f);
claramente, el funtor S estd completamente determinado por ®g €
[Mor(&), ps]sets- Por otro lado, una transformacién natural « : S — T
es un elemento & := (@A) acobj(sr) del conjunto 7¢g 7. Por lo tanto, cada
a € [S,T] se puede ver como cierto triple (®g, 7, a) € €(g,1). Entonces,
[S,T] es una subclase de %(gs 1) la cual es un conjunto; y esto implica que
[S,T] es un conjunto.
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(b)

O

Supongamos que % es pequena.

Usando la notacién de (a), tenemos que para cada S € &7, %], necesari-
amente Og € [Mor(), pis)sets C [Mor(«/), Mor(%)]sets- Por lo tanto,
dado que Mor(«?) y Mor(Z) son conjuntos (por 2.11.3), se obtiene que
la clase de funtores de &/ a % es un conjunto.

Observacién 2.11.5 (1) El funtor D : [/, B] — [, B*], definido en

(2)

(3)

(4)

(5)

objetos por D(T) = T VT € [/, PB] y en morfismos o : T — S por
D(a) = af : Sf — T, es un isomorfismo contravariante de categorias,

donde T es la composicion de funtores of* o T B B

y (af)a- == o’y VA € Obj(&). Esto es, la categoria dual de funtores
[, B* es isomorfa a [F*, B*].

Dado un morfismo o : T — S en [of, B, tenemos que o es un isomor-
fismo en [, B] siy sélo si s : T(A) — S(A) también lo es en B para
todo objeto A € <.

Sea o : T — S un morfismo en [/, B). Si as : T(A) — S(A) es un
monomorfismo en B YA € Obj(&), entonces a es un monomorfismo en
[, B). En efecto, si no fuera asi tendriamos que ap = atp para algunos
@ # . Por lo tanto, para algin objeto A € o, pa # V4. Pero como
aapa = aa Yy aa es un monomorfismo, entonces pa = Ya, lo cual
contradice que o # 1; probdndose que o es un monomorfismo.

Si B tiene objeto cero, el funtorT : o/ — P tal que T(A) = 0VA € o es
un objeto cero en [, AB). En este caso, el funtor T serd también denotado
por 0.

Si B es aditiva entonces [, B) también lo és. En efecto, la estructura de
grupo abeliano en [S(A),T(A)]|z induce una estructura aditiva en [S,T);
y por lo tanto en [/, PB], haciendo (¢ + )4 = pa + Y4 para todo A €
Obj ().

En lo que sigue, veremos que el limite de D € Repx([«7, %)) se puede cal-
cular si conocemos el limite de D(A) € Reps (%) para cada objeto A € &/ La
representacién D(A) se define como sigue.

Definicién 2.11.6 Dados D € Reps([«/, B)) y A € o, hacemos

D(A)(i) := D;(A) Vi € 5o,

D(A)(m) :=D(m)a : D;(A) — D;(A) VYm:i— j € X.

Usando que D(m) : D; — Dj es un morfismo en (o, 5|, y evaluando en A,
concluimos que D(A) € Repx(%).

Lema 2.11.7 Las siguientes correspondencias entre categorias son funtores.
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(a) El funtor evaluacion en objetos E4 : Repx([«7,HB]) — Repx(B) con
A € Obj(«), definido por:
(i) Ea(D) = D(A) VD € Obj(Repx([«/, %)),
(ii) sia: D — D' es un morfismo en Repx([<, HB)), el morfismo  Ex(a):
EA(D) — E4(D') en Repx(£) estd definido como
Ea(e) = {(ai)a : Di(A) — Dj(A)}iex,-

(b) El funtor evaluacion en representaciones EP : o/ — Reps(%) con D €
Obj (Repg([d,%’])) definido por:

(i) EP(A) = D(A) VA € Obj (),

(ii) si f: A — A" es un morfismo en o, el morfismo EP(f): EP(A) —
EP(A") en Reps(B) estd definido como

EP(f) ={Di(f) : D;(A) — D;(A)}ies, -
Demostracién. Son cilculos de rutina. O

Los funtores del lema anterior se conocen como funtores evaluacién. El primero
de ellos, tiene la propiedad de conmutar con limites.

Teorema 2.11.8 Sea D € Reps([«Z, HB)]). Si existe im E5(D) VA € o, en-
tonces existe lim D y ademds E4(lim D) = lim E4(D) VA € .

Demostracién. Supongamos que existe L(A) := lim F4(D) VA € &, y sea
a? 1 T4y — D(A) en Reps(2) el limite para cada A € . Sea f: A — A
en o/. Usando que EP(f) : D(A) — D(A’) es un morfismo en Repx (%) (ver
2.11.7), de la propiedad universal del limite, existe un tinico morfismo L(f) :
L(A) — L(A’) tal que el siguiente diagrama en Repx (%) conmuta

A
I1,(4) —— D(A) (2.7)

HL(f)\L lED(f)

Ir(an — D(A").

Por la unicidad del morfismo L(f) : L(A) — L(A’), que hace conmutar el
diagrama (2.7), se obtiene que L € [/, %]. Por otro lado, de (2.7), se obtiene
que Vi € X9 y VA € &, el siguiente diagrama en % conmuta

A

L(A) — D;(A)

L(f)J/ lDi(f)

L(A') — Di(4).
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Por lo tanto, «; : L — D; es un morfismo en [/, %] para cada i € ¥, donde
a; = {aft : L(A) — D;(A)} acer. Veamos que « : I, — D es el limite para
D € Repx([«,4H)]), donde o = {o; : L — D, };cx,. Probemos primero que
«a : I, — D es un morfismo de representaciones; en efecto, sean m : i — j
en ¥y A € o/. Dado que a? : Iy 4 — D(A) es un morfismo en Reps(%),
se tiene que D(m)aaf = 0434; por lo tanto D(m)a; = «;, probandose que
a € Repx([7, A)).

Sea (3 : I — D un morfismo en Repy;([«7, #)]). Aplicando el funtor evaluacién
E4 al morfismo 3, obtenemos que E4(f3) : [g(4) — D(A) es un morfismo en
Repx(4). Por lo tanto, existe un unico morfismo 14 : S(4) — L(A) tal que
EA(B) = a?ly,. Definimos ¢ : S — L como ¥ = {4 : S(A) — L(A)} rcur-
Resta probar que 1 es una transformacién natural. En efecto, sea f: A — A’
un morfismo en &, de la composicién de morfismos en Repys (%)

I, oA EP(f
Is(a) —2> Iz (a) D(A)—(>)D

(49,
se tiene que existe un tnico morfismo h : S(A) — L(A’) en £ tal que
o', = EP(£)a?l,. (2.8)

Usando ahora que a; : L — D; es transformaciéon natural, se tiene que
alA,L(f)wA = D;(f)a1pa; y entonces por el diagrama (2.7), concluimos que
h'= L{f)ba.

Por otro lado, dado que E4(3) = oLy, vy B; : S — D; es una transformacién
natural, obtenemos las igualdades

o harS(f) = (BEar(8))iS(f) = Di(f)(Ea(B))s = Di(f)ai*va.

Luego, por (2.8), se obtiene que h = ¥4 S(f). Esto es, L(f)a = ¥a S(f);
probéndose que @ : S — L es un morfismo en [«7,%]. Por lo tanto, « :
I, — D es el limite para D € Repx([«7, #]). Si denotamos al funtor L como
lim D, identificando a L con su representacion trivial I, se tiene facilmente que
EA(limD) = limEA(D). O

Corolario 2.11.9 Sea o/ una categoria pequena, B una categoria arbitraria y
> un diagrama.

(a) Si B es L-completa entonces [, B es L-completa.

(b) Si & tiene productos, entonces el producto [[;c; Ti de una familia {T;}icr
en (o, B existe; y ademds, ([],c; Ti)(A) es el producto [],c; Ti(A) en A,
y la proyeccion py, : [[,c; Ts — Ty es la transformacion natural inducida
por cada proyeccion pit : [1;c; Ti(A) — Ti(A) en & para cada A € o .

(c) Si B tiene kerneles y ¢ : S — T es un morfismo en (o, HB), entonces
existe  : K — S con Ker(yp) = 0 en [/, PB]; y ademds, 04 : K(A) —
S(A) es el kernel de 4 : S(A) — T(A) en B.
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(d) Si B es exacta (resp. abeliana) entonces [/ , B también lo es.

Demostracion.

(a) Se sigue inmediatamente de 2.11.8, ya que el limite se calcula punto a
punto.

(b) Se sigue de 2.11.8, ya que el producto es un tipo de limite.
(c) Se sigue de 2.11.8, ya que el kernel es un tipo de limite.

(d) Supongamos que Z es una categoria exacta. Sea ¢ : T — T un monomor-
fismo en [, Z]. Entonces ¢ tiene kernel cero; por lo tanto ¢ 4 tiene kernel
cero en A para toda A € o/, y como A es exacta, esto implica que ¢4
es un monomorfismo para toda A € &7. Sea F' : T — T" el cokernel
de ¢ en [of, A, por el dual de (¢), Fa : T(A) — T"(A) es el cokernel
de ¢4 para toda A € /. Luego, de la normalidad de %, p4 es el ker-
nel de Fy; entonces ¢ es el kernel de F. De donde [«7, %] es normal y
dualmente es conormal. Sea n : S — T una transformacién natural y
I' : I — T el kernel de su cokernel. Luego 'y : I(A) — T(A) es la
imagen de 4 : S(A) — T(A), y por lo tanto tenemos un epimorfismo
Ya : S(A) — I(A) tal que na = T'a1ha para toda A € &7. No es dificil
verificar, del hecho que I' : I — T es monomorfismo punto a punto, que
Ya: S(A) — I(A) se levanta a una transformacién natural ¢ : S — I.
Hemos mostrado que todo morfismo en [47, %] se escribe como un epimor-
fismo seguido de un monomorfismo, y por lo tanto [7, %] es una categoria
exacta. Entonces, por (b) y (¢) y por 2.11.5(5), se ve que si & es abeliana
entonces &7, %] también lo es.

O

Lema 2.11.10 Sean X y Y/ diagramas, y sea = una relacién de conmutatividad
en X (ver seccion 2.1). Si B es una categoria X' -completa y ~ es una relacion
de conmutatividad en X tal que ~ es una subrelacion de =, entonces Reps, /= (%)
es una subcategoria ¥'-completa de Repy /. (%).

Demostracién. Supongamos que %4 es Y'-completa, y sea ~ una relacién de
conmutatividad en ¥ tal que ~ es una subrelaciéon de =. Por 2.1.6, tenemos
que Repy;/ (%) es la subcategoria plena de Reps(#) cuyos objetos son los
objetos D € Repx (%) que satisfacen la relacién ~, esto es, tales que ¢(D)(m) =
Y(D)(m') si m ~m/'. Por 2.1.7, Repy; /. (B) ~ [PX/ ~, HB]; y por lo tanto; por
2.11.9, Repys /(%) es ¥'-completa. Sea D € Repy/=(#), dado que ~ es una
subrelacién de = y D satisface la relacién =, se tiene que D satisface la relacion
~; por lo tanto D € Repy,(#). Entonces, Repy/=(%) es una subcategoria
plena de Repy, . (#).

Sea ahora D € Repy/(Reps;/=(%)), y sea lim D el limite en Repsx,/~.(%). Hay que
ver que lim D € Repy,/=(%#). Para esto, usamos que Repy/~ (%) es equivalente
a la categoria de funtores [PX/ ~, H]. Identificando estas categorias, podemos
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asumir que D € Repy ([ZE/~, B)]). En el teorema 2.11.8, estd la receta para
calcular lim D, lo cual nos dice que hay que calcularlo “punto a punto”, es decir,
calcular lim D(i) en Repsy (%) para cada vértice i € ¥y. Usando que ~ es una
subrelacién de =, tenemos que lim D € Repy,/=(%), probandose el lema. [

Corolario 2.11.11 Sea & una categoria pequena y % una categoria X' -completa.
Si o' es una categoria cociente de o, entonces [/, B| es una subcategoria X' -
completa de [/, B).

Demostracion. Como &7 es pequena, se puede probar que existe un diagrama
Y y una relacién de conmutatividad ~ en 3 tales que & = #%./ ~. Dado que
&/’ es un cociente de <7, entonces es de la forma &7’ = &7/ ~p, donde ~ es una
relacién compatible con 7. Luego, &' = (% /~)/~q y con esto definimos una
relacién = de conmutatividad en ¥ como sigue. Dados m, m’ € £%, decimos

que m = m' siy sélo si [m]. ~¢ [m']~, donde [m]. = {z € T | z ~ m}.
Ahora veamos que ~ es una subrelacién de =. En efecto, se tiene que si m ~ m/’
entonces [m]. = [m'].. De donde se tiene que [m]. ~q¢ [m']~; y por lo tanto

m = m’. Esto es, ~ es una subrelacién de =; y ademds &/’ = £¥/ =. Dado
que, por 2.1.7, sabemos que [&/', %] ~ Repy/=(#) v (&, %] ~ Repx,~.(#),
entonces el corolario se sigue del lema anterior. [J

2.12. El Funtor limy

Definicién 2.12.1 Sea & una categoria X-completa. En este caso, se define el
funtor limy, : Reps(B) — B como sigue. Sea o : D — D' un morfismo en
Reps(#) yn:Ipp — D (resp. ' : Ippr — D’) el limite de D (resp. D’).
Por definicion de limite, existe un unico morfismo & : LD — LD’ en A tal
que el siguiente diagrama

I.p ——D

’
1o T) D

conmuta en Repx(%). Haciendo limy (D) := LD y limy(«a) := &, es claro que
se obtiene un funtor limy, : Reps (%) — 2.

Observacién 2.12.2 Sea ¥’ un diagrama, por composicion punto a punto (ver
2.5.5), limy, : Reps(#B) — B induce un funtor, que serd denotado tam-
bién por limy, limy : Reps/(Reps(#B)) — Reps/ (B). Suponiendo que existe
limyy (limy D) para D € Reps:(Reps (%)), svale la igualdad limy, (limg D) =
lims,(limyy D) ? Mds adelante veremos que si vale.

Definicién 2.12.3 Sea # una categoria 3-completa. Consideremos las sigu-
ientes correspondencias.
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(a) Los bifuntores T = [I_,—], S = [—,limx—] : B* x Repxn(#H) — Sets,
donde:

(i) para cada par (B, D) € Obj(#B* x Repx(A)), se define T'(B, D) := [Ig, D]
y S(B, D) := [B,limy D],

(ii) dados los morfismos a* : B — B’ en $B* y 3: D — D’ en Repx (%),
se define
T(a*, B)(f) = Bfla vfeT(B,D),

S(e”, B)(g) :=limxs(B)ga Vg € S(B, D).

(b) Una correspondencia 1 g,py : T(B, D) — S(B, D), definida como sigue.
Sea B € T(B,D) y 7 : limy(py — D el limite de D. Por definicion de
limite, sabemos que existe un unico § : B — limyD en £ tal que el
siguiente diagrama conmuta en Reps (%)

N
Limgp —= D

%

Ip
Hacemos, por definicion, 1g,p)(3) := .

Lema 2.12.4 Sea % una categoria X-completa, T, S : B* x Reps,(B) — Sets
y 1ns,p) : T(B,D) — S(B, D) las correspondencias de la definicion anterior.
Entonces n: T — S es una equivalencia natural.

Demostracién. Veamos primero que 7(g py : T(B, D) — S(B, D) es biyecti-
vo. En efecto, consideremos p(p py : S(B, D) — T(B, D) con pp p)(f) := I,
donde v : Ijjmp — D es el limite de D. Por la definiciéon de 1(B,D), S€ Ve
facilmente que 77(_Bl7D) = p(B,D)-

Finalmente, probemos que 17 : T — S es natural. En efecto, sean o* : B — B’
en B*, 3: D — D' en Reps(#) v : limgp — D’ el limite de D’. Hay que
ver que el siguiente diagrama en Sets conmuta

N(B,D)

[]IB, D] _— [B, llsz}
T(a*,ﬁ)l iS(a*-ﬂ)
[HB/, D/} —_—> LB,, hng,].

N(B’,D"
Por definicién, tenemos las siguientes igualdades, donde f € [Ig, D]

Yoo oy =fo By = Y Tims (8) ’)/HU(B,’D,)(,B]’]IQ) = Bfl,. (2.9)

Ahora bien, S(a*, 8)(ns,p)(f)) = lims(B)ns,p)(fla y T(a®, B)(f) = Bfla.
Por otro lado, por (2.9), se tiene que

V' lims (8)Incs, oy () la = By py (1)l = Bfla-
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Aplicando (2.9), también tenemos que ’YI]I"](B’,D’).(ﬁfHa) = BfI,. Por lo tanto
Lims (815, 0y (e = L s pr) (8f1)» de donde concluimos que

lims: (8)ns,p)(f)a = 1,0y (BfLa),
probandose que S(a*, 8)ns,p)(f) = nw,.p)T(a*, B)(f) Vf € [Ip, D]. U

La siguiente definicién es fundamental en la prueba de las propiedades bésicas,
del funtor limy,, dados en el teorema 2.12.8.

Definicién 2.12.5 SeanT : of — B y S : B — o funtores covariantes con
Ay P categorias arbitrarias. Consideremos los bifuntores, inducidos por T' y
S, T,S:9%* x o — Sets donde:

(a) para cada par (B, A) € Obj(#* x <)
T(B,A) :=[B,T(A)]=,

S(B,A) :=[S(B), Alw,
(b) dados los morfismos a* : B— B’ en #* yv: A— A’ en o,

T(a*,v)(f) =T(y)fo VfeT(B,A).

S(a*,7)(g) := vgS(a) Vg € S(B, A).
Decimos que T' es un adjunto de S 6 que S es un coadjunto para T, si existe
una equivalencia natural n: S — T.

Corolario 2.12.6 Si # es X-completa entonces limy, : Reps(#) — A es un
adjunto de I : 8 — Repx(4A).

Demostracién. Se sigue de 2.12.4. [J

Proposicién 2.12.7 Si T : of — PB es un adjunto de S : B — o, entonces
T es un monofuntor que preserva limites.

Demostracién. Sea F = {v; : L — D, };ex, una familia de morfismos en &/
tal que F' : I, — D es un limite para D € Repx (/). Por 2.6.1, se tiene que
H3B)(F) : Tysoy )y — H%PB)(D) es un limite de H3B)(D) € Reps(Sets)
VB € #. Como T es un adjunto de S, sea 1(p,4) : [S(B),Aley — [B,T(A)]#
la equivalencia natural en las variables (B, A) € #* x /. En particular, se tiene
el siguiente diagrama conmutativo en Sets

(B,D;)
e ——

[S(B), D;]er [B,T(D
[3(13),D(m)]i i[l

[S(B), Dj]er T (B, T(Dj)] %,

’L)]

i) B
B,TD(m)]

donde m : i — j es una flecha en Y7 y las flechas horizontales son isomorfismos.
Por lo tanto, la familia 0z py := {n(s,p,) : HS(B)(DZ-) — HB(TD;)}ies, es un
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isomorfismo 7 p) : H¥®) (D) — HPB(TD) en Reps(Sets). Luego, de 2.2.6,
se tiene que la siguiente composicién en Repy(Sets)

ﬁ(B,D)HS(B)(F) : HHS(B)(L) - HB(TD)

es un limite para HZ(T D). Por otro lado, aplicando la naturalidad de n(B,—) &
cada morfismo ~; : L — D; en F, se tiene el siguiente diagrama conmutativo
en Sets

HS(B)(Di>n<B’Di) HB(TD;)
HS(B)(’)%)T THB(T(%‘))
S(B B
HSBN(L) 5= HP(TL),

donde las flechas horizontales son isomorfismos. El diagrama anterior, nos dice
que el siguiente diagrama en Repyx(Sets) conmuta

HHS(B>(L)

wmm

iy HE(TD)
Igsrr)-
Entonces, de 2.2.5, se tiene que VB € Obj(#), el morfismo
HB(T(F)) dgsrp) — HB(TD)
es un limite para H?(TD) € Repx(Sets). Luego, por 2.6.1,
T(F):Ippy) — TD

es un limite para TD € Reps(%); probdndose que T preserva limites. De manera
analoga se prueba que T es un monofuntor. [J

Teorema 2.12.8 Sean % una categoria Y-completa y X' un diagrama. En-
tonces

(a) si D € Repss(Reps(A)) y existe limyy (limy D), entonces lims (limg D) =
limz (limg/ D) B

(b) limy, : Reps (%) — £ es un monofuntor.
Demostracién. Se sigue de 2.12.7 y 2.12.6. O

Corolario 2.12.9 Sea B una categoria con productos y {u; : A; — Bitier
una familia de monomorfismos en .
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(a) Siu; es un monomorfismo Vi € I, entonces [[,c; u; es un monomorfismo.
(b) Siu; = Ker(f;) con f; - By — C; Vi € I, entonces [[,c;ui = Ker([;c; fi)-
Demostracion.

(a) Supongamos que u; es un monomorfismo Vi € I. Consideremos el diagrama
YconXg=TITy>X =0 Seaa: D — D' en Reps(Z#), donde D; = A;,
a; =u; y D) = B; Vi € I. Dado que u; es un monomorfismo en & Vi € I,
se tiene que « es un monomorfismo en Repx(Z#). Luego, por 2.12.8(b),
[I;c; ui = lims () es un monomorfismo.

(b) Sea ¥ el diagrama de (a) y ¥’ = { 1 ——= 2 }. Supongamos que u; =
Ker(f;) Vi € I. Definimos D € Reps(Reps/(Z#)) como sigue. Para cada

fi
i € I, ponemos D; = { B; — C; }. Es claro que limsy D; = Ker(f;);

por lo tanto, de 2.12.8(a), se tienen las siguientes igualdades

H Ker(f;) = limy(limy/ D)
iel
= limzl (hng)

= 1im2'(H fi)
iel
= Ker(H 1)

i€l

O

2.13. Categorias de funtores aditivos

Definicién 2.13.1 Sean o7 y B categorias aditivas con </ pequena. Denotare-
mos por (2, %) a la subcategoria plena de [/, B cuyos objetos son todos los
funtores aditivos de </ a B.

Lema 2.13.2 Sean o/ y A categorias aditivas con </ pequena. Si B es -
completa (resp. B-cocompleta) entonces (o, B) es una subcategoria X-completa
(resp. X-cocompleta) de [, B).

Demostracion. Supongamos que A es Y-completa. Sabemos, por 2.11.9, que
[«f, AB] es T-completa. Sea D € Repx((#7,%)) v v : Limp — D el limite
de D en [«7,%B]. Veamos que lim D € (&7, %). Sean a,3: A — A" en o y
consideremos la suma a + 3 : A — A’. Dado que D € Repx((</, A)), se tiene
que el funtor EP : &/ — Repx (%), dado en 2.11.7, es aditivo.

Por otro lado, de 2.11.8, sabemos que 74 : liim p(ay — D(A) es el limite
de D(A) en Repx(4), para cada A € Obj(«/). Por lo tanto, existe un tnico
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morfismo lim D(a+ 3) : lim D(A) — lim D(A’) que hace conmutar el siguiente
diagrama en Repx (%)

A
Lim p(A) ——> D(A)

HlimD(a+ﬁ)i \LED(CH-ﬁ)

Lim D4y — D(A).
s

De igual manera, existen tnicos morfismos lim D(«),lim D(3) : lim D(A) —
lim D(A’) en Repx(4) tales que

EP(@)y* =" limbp@ ¥ EPB)7v* =7 Tim pes)-

Luego, usando la aditividad del funtor EP : & — Reps (%), se tiene:

VA/]IlimD(aW) = EP(a+B)y* = EP(a)y* + EP(B)y* = 'YA/HIimD(a)-‘rlimD(ﬂ)

Por lo tanto Lim p(a+8) = liim D(a)+1im D(8); ¥ entonces lim D(a+3) = lim D(a)+
lim D(3), probéndose que lim D € (&7, %). O

Lema 2.13.3 Sean & y B categorias. Si B es abeliana y <f es aditiva vy
pequena, entonces (&, AB) es una subcategoria abeliana de [/, A].

Demostracién. Por 2.13.2, tenemos que, como 4 es abeliana, entonces (<7, )
tiene kerneles, cokerneles, productos finitos y coproductos finitos, ya que es-
tos son limites sobre diagramas especiales. Veamos que (&7, %) es normal. Sea
¢ : S — T un monomorfismo en (7, %), entonces el kernel de este monomor-
fismo en (&7, %) es 0:0 — S. Ahorasean : K — S el kernel de ¢ en &, 4],
en particular 7 es el kernel de ¥ en (<7, 8). Por lo tanto, 7 es isomorfo al morfis-
mo 0. Es decir, ¥ tiene kernel cero en [«7, %], de donde ¢ es un monomorfismo
en [of, %]. Como [/, es abeliana, sea ¢ : T — T tal que Ker(y) = ¢ en

(o, B). Sea T — O o 1% 77 la factorizacién de ¢ a través de su imagen.

Entonces v es el kernel de 6 en [, B]. Veamos que 0 € (7, %), para esto es su-
ficiente ver que I es un funtor aditivo. En efecto, sean o, 3 : A — B morfismos
en o/ ya+f:A— Bsusuma. Luego I(a+5)04 = 0T (a+3); pero T es adi-
tivo, por lo tanto 0T (a+ ) = 05T () + 0T (6) = I()04 + 1(5)0.4. Es decir,
Ia+B3)04 = (I(a)+1(8))04; pero 8 es un epimorfismo en [&, B, por lo tanto
604 es un epimorfismo en B VA € &/. De donde se sigue I(a+ 3) = I(a) + I1(B)
y entonces I es un funtor aditivo; probandose que 6 : T — [ es un morfismo
en (&7, A) tal que Ker(f) = 1), y entonces (&7, %) es normal. Dualmente es
(o, B) conormal; luego, concluimos por 1.22.2, que (&7, %) es abeliana. O

En lo que sigue, el término anillo significa: anillo asociativo con 1. Recordemos
que un anillo R, se puede ver como una categoria aditiva con un sélo objeto.
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Definicién 2.13.4 Sea R un anillo y & una categoria aditiva. La categoria
de R-objetos izquierdos en %, es la categoria de funtores aditivos (R, B),
que serd denotada también por BB. Si R°P es el anillo opuesto de R, como
categorias R°? = R*, la categoria de R-objetos derechos en % es (R*, $).

Observacion 2.13.5 Dado que R es una categoria con un sélo objeto, la cat-
egoria (R, PB) se puede ver como sigue.

(a) Objetos de (R, RB): pares (B, p), donde B € Obj(A) yp: R — Endz(B)
es un morfismo de anillos. En este caso, diremos que p induce una estruc-
tura de R-objeto izquierdo en B.

(b) Morfismos en (R,%): un morfismo n : (B,p) — (B’,p’) de R-objetos
izquierdos, es un morfismo 3 : B — B’ en % tal que para toda v € R el
siguiente diagrama en $B conmuta

B

B——D

p(T)J/ lp'(r)
B8

B——PB.

Sean B y B’ R-objetos izquierdos, el grupo de morfismos de B a B’
serd denotado por *|B, B']. Si B y B’ son R-objetos derechos, el grupo de
morfismos de B a B’ serd denotado por [B, B'|E

Definicién 2.13.6 Sea R un anillo y Ab la categoria de grupos abelianos. A
la categoria (R, Ab) se le conoce también como la categoria de R-mddulos
izquierdos y se denota usualmente por Mod(R).

De acuerdo con la observacién 2.13.5, tenemos que un R-moédulo izquierdo es
una pareja ordenada (G, p), donde G es un grupo abelianoy p : R — Enda,(G)
es un morfismo de anillos. Si escribimos p(r)(z) = rz para todar € Ry z € G,
tenemos que un R-moédulo izquierdo satisface las siguientes reglas:

1) lx =z Vz € G,

)

2) r(x1 + x2) = ray +ras Vr € RVzy, 29 € G,

3) (r1+ro)x =rix+rox Vry,ro € RVz € G,
)

(
(
(
(4) ri(rez) = (rire)z Vri,m2 € RVz € G.

Para un R-moédulo derecho, las primeras tres reglas son iguales pero la cuarta
es reemplazada por ri(rex) = (rar1)z. Por ésta razén, para R-mdédulo derechos
se escribe xr en lugar de rz; en este caso, la regla (4) se escribe como (xr2)r; =
z(rery). Finalmente, notemos que por el diagrama de 2.13.5, un morfismo de
R-moédulos izquierdos es un morfismo « : A — B de grupos abelianos tal que
a(rxz) =ra(x) paratodor € Ry x € A.
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Corolario 2.13.7 La categoria Mod(R) es una categoria abeliana completa y
cocompleta.

Demostracion. Se sigue de 2.13.2 y de 2.13.3, ya que Ab es una categoria
abeliana completa y cocompleta. [

2.14. Objetos Proyectivos e Inyectivos

Definicién 2.14.1 Sea o/ una categoria. Decimos que P € o/ es proyectivo
st para todo diagrama en of
P

|1

A—pF A
con o un epimorfismo, existe un morfismo f': P — A tal que f = af’.

Observacién 2.14.2 (1) P es proyectivo si y solo si HY : o/ — Sets es un
epifuntor.

(2) Sea o/ una categoria exacta y aditiva. Entonces, por 2.6.1, se tiene que
HP . of — Ab es un funtor exacto si y sélo si P es proyectivo.

Lema 2.14.3 Si a: P — P’ es un split-mono con P’ proyectivo, entonces P
es proyectivo.

Demostracién. Sea 3 : P/ — P tal que fa = 1p. Sea v : A — A’ un
epimorfismo y f: P — A’ un morfismo cualquiera. Consideremos el morfismo
fB: P — A’. Como P’ es proyectivo se tiene que existe f' : P/ — A tal
que vf' = ffB3, de donde se sigue que vf'a = fBa = f. Por lo tanto, tomando
f" = f'a se tiene v f” = f, probandose que P es proyectivo. [

Definicién 2.14.4 Una categoria &/ tiene suficientes proyectivos si para
cada A € o, existe un epimorfismo v : P — A con P proyectivo.

Proposicién 2.14.5 Si P es un proyectivo en <, entonces todo epimorfismo
a: A — P es un split-epi. Reciprocamente, sea </ una categoria con suficientes
proyectivos ¢ abeliana, si P € o es tal que todo epimorfismo a: A — P es un
split-ept entonces P es proyectivo.

Demostracién. Si P es un proyectivo y a« : A — P es un epimorfismo,
considerando el siguiente diagrama en o/
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se tiene que existe 5 : P — A tal que a8 = 1,; esto es, o es un split-epi.
Reciprocamente, supongamos que todo epimorfismo o : A — P es un split-epi.
Si .« tiene suficientes proyectivos, entonces existe un split-epi a : P/ — P con
P’ proyectivo. Sea 3 : P — P’ tal que a8 = 1p. Luego, 8 es un split-mono
con P’ proyectivo; y por 2.14.3, se tiene que P es proyectivo. Por otra parte,
si & es abeliana entonces, dado un epimorfismo f : A — A’ y un morfismo
u: P — A’, podemos formar el siguiente diagrama de pullback

x—2-p

lfl

A——= A

de donde, por 1.22.3, g es un epimorfismo. Entonces, por hipdtesis, g es un
split-epi. Por lo tanto, existe h : P — X tal que gh = 1p. Luego, tenemos que
fvh = ugh = u. Esto prueba que P es proyectivo. [

Proposicién 2.14.6 Sea {P;};c; una familia de objetos en una categoria of
tal que P = @, Pi.

(a) Si P; es proyectivo Vi € I, entonces P es proyectivo.

(b) Si g tiene objeto cero y P es proyectivo, entonces P; es proyectivo Vi € I.

Demostracion.

(a) Supongamos que P; es proyectivo para cada i, y sea « : A — A’ un epi-
morfismo. Sea f : P — A’ un morfismo, por lo que tenemos la siguiente
familia de morfismos {fu; : P, — A’};er, donde u; : P, — P es la
inclusién de P; en el coproducto. Dado que P; es proyectivo para cada i,
existe 0; : P, — A tal que af; = fu,;. Ademas, por la propiedad universal
del coproducto, existe un unico morfismo ¥ : P — A tal que 3; = vYu;
para toda i € I. Ahora, como atpu; = af8; = fu; para toda i, entonces se
tiene que aty = f. Por lo tanto, P es proyectivo.

(b) Se sigue de 2.14.3, puesto que en una categoria con cero cada u; : P; — P
es un split-mono.

O

Definicién 2.14.7 Un objeto Q, en una categoria <7, es inyectivo si para todo
diagrama en of

A—2= A

};

con a un monomorfismo, existe un morfismo f': A" — Q tal que f = f'a.
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Observaciéon 2.14.8 Sea o/ una categoria exacta y aditiva. Entonces, @ es
inyectivo si y sdlo si el funtor Hg 1= [—, Qe : &/ — Ab es exacto.

Definicién 2.14.9 Una categoria </ tiene suficientes inyectivos, si para
cada A € of existe un monomorfismo 3 : A — Q con Q inyectivo.

Definicién 2.14.10 Sea .o/ una categoria exacta. Una resolucion proyectiva,
para A € o, es una sucesion eracta en </

a2 aq

P, . P, P A 0 (2.10)

tal que cada P; es proyectivo para toda i > 0.

Proposicién 2.14.11 Una categoria exacta < tiene resoluciones proyectivas
para cada uno de sus objetos si y solo si < tiene suficientes proyectivos.

Demostracién. Si A € & tiene una resolucién proyectiva, entonces en par-
ticular ag : Py — A es un epimorfismo con P, proyectivo. Por lo tanto, si &/
tiene resoluciones proyectivas para cada uno de sus objetos, entonces &7 tiene
suficientes proyectivos.

Reciprocamente, supongamos que & tiene suficientes proyectivos. Entonces, da-
do A € &7, podemos encontrar un epimorfismo «ag : Py — A con P, proyectivo.
Sea 31 : K1 — P el kernel de oy, luego existe un epimorfismo v, : P, — K3
tal que P; es proyectivo. Definimos oy : Py — Py como a3 = [(171; v luego,
definimos inductivamente «; = 3;y; donde 3; : K; — P;_1 es el kernel de «;_1
v v : P, — K; es un epimorfismo tal que P; es proyectivo. Por lo tanto, la
siguiente sucesion exacta en .o/

a2 a1

Py Py

es una resolucién proyectiva de A. O

2.15. Generadores

Definicién 2.15.1 Una familia de objetos {U; }icr en una categoria <7, se dice
que es una familia de generadores, si dados o, 3 : A — B con a # 3 existe
un morfismo u : U; — A para algin i € I tal que au # [u.

Observacién 2.15.2 Sea o/ una categoria aditiva. Entonces, {U;}icr es una
familia de generadores si y sélo si para cada morfismo 0 # o : A — B eriste
u:U; — A en & tal que au # 0.

Proposicion 2.15.3 Si &7 es una categoria balanceada, con intersecciones fini-
tas y una familia de generadores {U;}icr, entonces of es localmente pequena.
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Demostracién. Consideremos la clase ¥4 cuyos elementos son representantes
de las clases de equivalencia de sub-objetos de A. Consideremos la siguiente
funcion
T:54 — 2(JWUi Al),
iel
entre una clase y un conjunto, donde Z(|J;;[Ui, A]) es el conjunto de todos
los subconjuntos de | J;c;[U;, Al . Por definicién, hacemos

T(u) := {u; € [Uj, Al | Jv; € [Us, Dom(u)]ey con  w; = uv;}.

Veamos que T es inyectiva. En efecto, sean u; : Ay — A y ug : Ay — A sub-
objetos no isomorfos de A. En particular uq ﬁ ug 0 bien us £ uy. Sin pérdida de

generalidad, podemos asumir que u; £ us. Consideremos el siguiente diagrama
de pullback en &7

A NA, 22 s A,

A1T>A.

Veamos que a; no puede ser un epimorfismo. En efecto, si a; fuera un epimor-
fismo entonces us (0420(1_1) = uy (pues & es balanceada). Esto es u; < ug, que
contradice que u; £ us. Ahora bien, como a1 no es un epimorfismo, entonces
existen o, 3 : Ay — B con a # [ tales que aa; = [ay. Por otra parte, como
{U,;}ier es una familia de generadores, existe u : U; — A; tal que au # fu. En-
tonces u no puede ser factorizada a través de o, pues si lo fuera, se tendria que
au = Pu. Luego uiu no puede ser factorizado a través de us, en caso contrario
se tendria que uju = ug f para algin f : U; — As. De donde, por la propiedad
del pullback, se tendria que existe v : U; — A; N A tal que u = a3, lo cual
ya habiamos dicho que no era posible. Por lo tanto uju es tal que se factoriza
a través de u; pero no a través de uy. Esto es, el morfismo ¢ := uju € [U;, Al o
satisface que ¢ € T'(u1) y ¢ ¢ T(uz). De donde T(u1) # T (u2), y entonces T es
inyectivo. Luego T induce una biyeccion entre la clase .#4 de representantes de
sub-objetos de A y el conjunto Im(T), probdndose que .#4 es un conjunto. [

Observacién 2.15.4 (a) Un objeto U € &/ es un generador si la familia
con un solo objeto {U} es una familia de generadores. Notemos que, U es
un generador si y sélo si el funtor HY : o/ — Sets es una inmersion.

(b) Sea U =@, Us tal que cada [U;, Aly # O para todos losi e I y A€ .
Entonces, U es un generador para o si y sélo si {U;}ier es una familia
de generadores para < .

Definicién 2.15.5 Un objeto C' en o/ es un cogenerador si para o, 3 : A —
B con a # (3, existe un morfismo u: B — C tal que ua # uB. Es decir, C es
un cogenerador en o7 si y solo si C* es un generador en o7 *.



110 Generadores

Proposicién 2.15.6 Sea o/ una categoria con coproductos. Entonces, U es un
generador para </ si vy solo si para cada A € 7, existe un epimorfismo v 1U —
A, para algin conjunto I. Ademds, en éste caso, podemos tomar I = [U, Al
con v el morfismo cuya u-ésima coordenada es u para toda u € [U, A] .

Demostracion. Supongamos que U es un generador. Tomando v como arriba,
es inmediato que 7 es un epimorfismo. En efecto, sean «, 5 : A — B tales que
ay = Bv. Si p; : U —1U es la i-ésima inclusién en el coproducto, entonces
avyp; = Pypg; pero por definicién de ~y, se tiene que vyu; = u; para algin u; :
U — A. Es decir, au; = fu; para toda u; € [U, A]; de donde oo = 8 puesto que
U es un generador (si o # [ entonces existiria u : U — A tal que au # fu, lo
cual no es posible). Por lo tanto v es un epimorfismo.

Reciprocamente, supongamos que 7 :!U — A es un epimorfismo y sean o, 3 :
A — B dos morfismos distintos; luego ay # [7v. Por lo tanto existe una
inclusion g : U —! U de U en el coproducto tal que ayu # Byu; y asi,
tomando u = yu : U — A se tiene que au # fu. Esto prueba que U es un
generador. [

Definicién 2.15.7 Un objeto A € o7, es finitamente generado con respec-
to a una familia de generadores {U;}icr si existe J C I, con J finito, y un
epimorfismo vy : @, ;Ui — A. Un objeto A es libre, con respecto a una fa-
milia de generadores {Us}icr, si A ~ @,cx Us para algin K C I (K no es
necesariamente finito).

Observacién 2.15.8 Si U es un generador en una categoria o y~y: P — U
es un epimorfismo, entonces P es un generador. De donde se sigue que, si o/
es una categoria con un generador y suficientes proyectivos, entonces existe un
generador proyectivo. Por otra parte, si &/ es una categoria con coproductos
y un generador proyectivo, entonces se sigue, de 2.14.6 y 2.15.6, que < tiene
suficientes proyectivos.

Proposicién 2.15.9 Sea o/ una categoria abeliana y U un objeto proyectivo
en o . Si|U, Al # 0 para todo A € of con A # 0, entonces U es un generador.

Demostracion. Como U es proyectivo, entonces por 2.14.2; se tiene que el
funtor HY : &7/ — Ab es exacto. Ademas por hipétesis HY preserva objetos no
cero, luego por 2.8.3, HY es fiel; y por lo tanto HY es una inmersién. De donde,
por 2.15.4, se tiene que U es un generador. []

Corolario 2.15.10 Si R es un anillo, entonces R es un generador proyectivo
en la categoria Mod(R). En particular, Mod(R) tiene suficientes proyectivos.

Demostracion. Usando la multiplicacién del anillo, podemos considerar a R
como un R-médulo a izquierda. Sea A un R-mddulo. Entonces, los morfismos
de R a A estan en biyeccién con los elementos de A. Es decir, para cada a € A
tenemos el morfismo ¢, : R — A definido por ¢, (r) = ra para toda r € R. En
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el siguiente diagrama en Mod(R)

R

|

A—2= A,

donde « es un epimorfismo, consideramos a € A tal que a(a) = b. Luego el
morfismo ¢, : R — A es tal que ap, = ;. Esto demuestra que R es un objeto
proyectivo en Mod(R). Ahora sea A # 0 en Mod(R), entonces existe a € A tal
que a # 0. Por lo tanto, el morfismo ¢, # 0, de donde #[R, A] # 0; y entonces,
por 2.15.9, R es un generador proyectivo. En particular, por 2.15.8, se tiene que
Mod(R) tiene suficientes proyectivos. [

Definicién 2.15.11 Un grupo abeliano D es divisible si para todo d € D y
todo entero n distinto de cero, existe x € D tal que nx = d.

Lema 2.15.12 Si D es un grupo abeliano divisible, entonces D es un objeto
inyectivo en la categoria de grupos abelianos Ab.

Demostracion. Sea D un grupo abeliano divisible. Consideremos el siguiente
diagrama de grupos abelianos

A’$'A

d

D,

donde u es un monomorfismo. Podemos suponer que w es la inclusién como
subconjunto de A. Sea € el conjunto formado por los pares {(B,g)} tal que B
es un subgrupo de A que contiene a A’ y g : B — D extiende a f. Primero
observemos que € # () puesto que (A4, f) € €. Definamos un orden < en ¢ como
(B1,91) < (Ba,92) si By C By y g2 extiende a g;. Consideremos {(B;, g;) }ier
una cadena en €, luego claramente (UB;,Ug;) es una cota superior para la
cadena. Entonces, por el lema de Zorn, ¢ tiene un elemento maximal (By, go).
Supongamos que By # A, y sea a € A — By. Consideremos el subgrupo de A

B ' ={b+na|be By,n €L},

el cual contiene propiamente a By. Si na ¢ By para todo entero distinto de cero,
entonces B’ = By € Za; y por lo tanto g puede ser extendido a ¢’ : B — D,
definiendo ¢'(b + na) = go(b). Supongamos que existe ng # 0 tal que npa € By
y sea m el minimo entero positivo tal que ma € By. Haciendo d := go(ma),
definimos ¢’ : B — D como ¢’ (b + na) = go(b) + nx, donde x € D es tal que
max = d (tal z existe ya que D es divisible). Veamos que g’ estd bien definida.
Si by +n1a = be +nsa con by, by € By, entonces go(b1) +n1x = go(ba) + nax. En
efecto, por el algoritmo de Euclides, existen k,r € Z tales que no —ny = km+r
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con 0 < r < m. Luego como by —by = (ne —ny)a = kma+ra, entonces ra € By;
y por la minimalidad de m, concluimos que r = 0. Entonces go(by — b2) =
kgo(ma) = kd = kma = (n2 — ny)x; probdndose que ¢’ estd bien definida. Por
otro lado, es fécil ver que ¢’ extiende a gg. Por lo tanto (B’,¢') € € y ademds
(Bo,90) < (B',¢') puesto que By # B’. Esto contradice la maximalidad de
(Bo, g0) y por lo tanto By = A, probandose que D es inyectivo. [

Lema 2.15.13 FEl grupo Q/Z es un cogenerador inyectivo en la categoria Ab.

Demostracion. Como el grupo de numeros racionales Q es un grupo divisible,
y como todo cociente de un divisible es divisible, entonces Q/Z es divisible.
Luego, por 2.15.12, tenemos que Q/Z es un objeto inyectivo. Ahora sea M # 0
un grupo abeliano y m € M con m # 0. Si m tiene orden infinito, definimos
f:{m) — Q/Z por f(m) = % +Z, donde (m) denota a el grupo generado por
m. Por el contrario, si m tiene orden finito n, definimos f : (m) — Q/Z por
f(m) = L +Z. En los dos casos f(m) # 0, entonces por la inyectividad de Q/Z,
existe [/ : M — Q/Z con f" # 0 tal que f = f'a donde a : {m) — M es
la inclusién de subgrupo. Entonces [M,Q/Z] # 0 y por lo tanto, por el dual de
2.15.9, se tiene que Q/Z es un cogenerador inyectivo para Ab. O

Observacion 2.15.14 Sea R un anillo y G un grupo abeliano. Entonces, el
grupo abeliano [R,G|ap tiene una estructura natural de R-mddulo izquierdo:
dador € Ry f € [R,Glap se define rf € [R,G)ap como (rf)(x) = f(ar).

Lema 2.15.15 Sea G un grupo abeliano, R un anillo y F : Mod(R) — Ab
el funtor olvido; esto es, F olvida la estructura de R-mddulo izquierdo con-

servando la de grupo abeliano. Consideremos los funtores Hp c),,, HaF(—) :
Mod(R)* — Ab, donde

Higaa (=) ="[-"[R,Gla] vy HaF(—):=[F(="),Ga.

Entonces, a : Hirq),,(A) — HgF(A), definida como ¢a(a)(a) := a(a)(1)
Va € A, es una equivalencia natural ¢ : Hig c,, — Hal'.

Demostracion. Veamos que el siguiente diagrama en Ab conmuta, con o
A — B en Mod(R)*

PA

R[Aa [Ra G]Ab] - [F(A)a G}Ab
H[R,G]Ab(a)l iHcF(a)

YB

BB, [R, Gl ap) — [F(B), G] ap.
En efecto, sea 8 €% [A, [R, G] a]; luego tenemos que

He(F(a)pa(B) = pa(B)F(a) = pa(B)a.
Por otro lado, ¢pHg q),,()(B8) = @p(Ba). Ahora bien, si x € B entonces

p5(80)(x) = (Bal))(1) = Blale))(1) = pa(B)(a(x)) = (pa(B)a)(@).
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probandose que el diagrama anterior conmuta. Esto es, ¢ : Hig q),, — Hgl’
es una transformacién natural. No es dificil ver que ¢~ ! es la transformacién
natural ¢ : HgF — Higq),,, definida como sigue: ¥4(8)(a)(r) := B(ra)
V3 e [F(A),G]Ab, VYae A, Vre R. O

Proposicién 2.15.16 Si R es un anillo, entonces [R, Q/Z] ap es un cogenerador
inyectivo en la categoria Mod(R).

Demostracién. Por 2.15.12, tenemos que G := Q/Z es inyectivo en Ab; y luego,
de 2.14.8, concluimos que el funtor Hg es exacto. Entonces, dado que el funtor
olvido F' es exacto, se tiene que la composicién de funtores HgF es un funtor
exacto. Por la equivalencia natural de funtores ¢ : Hig g),, — HgF', se tiene
que B[— [R,Q/Z] 4] es un funtor exacto. Luego I := [R,Q/Z] 5 es un objeto
inyectivo en Mod(R). Ahora bien, si 0 # A € Mod(R) se sabe, por 2.15.13, que
[F(A),Q/Z] ap # 0. Entonces, de la equivalencia natural ¢ : Hip ¢1,, — HaF,
probada en 2.15.15, obtenemos que %[A, [R,Q/Z]ap] # 0. Por lo tanto, por el
resultado dual de 2.15.9, se tiene que I = [R, Q/Z)] ap es un cogenerador inyectivo
de Mod(R). O

2.16. Objetos pequenos

Definicién 2.16.1 Un objeto A € </ es pequenio si Vo € [A,D,c; Ailo ex-
isten un conjunto finito J C I y un B € [A,@,c; Al tales que a = uyrf,
donde uys : @,;c; Ai — B, Ai es el morfismo inducido por las inclusiones
naturales {u; : A; — @, Aitics-

Lema 2.16.2 Sea &/ una categoria aditiva. Entonces, a : A — @,c; A; se
factoriza a través de uyr : @,c; Ai — @,cp Ai con J C 1 finito si y sélo
sia =Y, upic, donde p; : @, Ai — A yu; 0 Aj — P, Ai es la
proyeccion e inclusion natural respectivamente.

Demostracién. Denotemos por @; (resp. p;) la i-ésima inclusién (resp. proyec-
cién) natural en el coproducto €, ; A;. Entonces, uyr : @, ; Ai — @,c; Ai
es el inico morfismo tal que uru; = u; Vi € J. Pero el morfismoy : @, ; 4i —
@,c; Ai, donde v = > uip;, es tal que yu; = u; Vi € J. Por lo tanto, se
tiene que uyr = ) ;¢ ; UiP;-
(=) Supongamos que « se factoriza a través de u;;. Luego existe @ : A —
D, s Ai tal que o = u @, es decir,

a=> upa. (2.11)

i€J

De donde, componiendo con py, se tiene que pra = ppa para toda k € J. Por
lo tanto, a la ecuacién (2.11) la podemos escribir como a =, ; u;p;a.
(<) Supongamos que o = » . ; u;p;c. Entonces, definamos & : A — @, ; 4;
como & := Y w;p;ce. Asi tenemos que

U = Z Uk Pk Z Uipiov = Z uipi = Q.

keJ ieJ ieJ

i€J
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O

Proposicién 2.16.3 Sea &/ una categoria aditiva con coproductos. Entonces,
un objeto A € o/ es pequeno si y solo si el funtor H* : o/ — Ab preserva
coproductos.

Demostracién. Sea P, ; A; un coproducto en &7 con u; y p;, respectivamente,
la i-ésima inclusién y proyeccién. Consideremos la familia de morfismos en Ab
{HA(w;) : H*(A;) — H*(@®,c; Ai)Yier, la cual induce un morfismo en Ab

o: @ HAA) — HAEP A)

icl icl

tal que aw; = H*(u;) para todo i € I, donde @; : HA(A;) — @,c; HA(A;) es
la i-ésima inclusién en el coproducto. Entonces, que H* preserve coproductos
es equivalente a que « sea un isomorfismo. Primero demostremos que « siempre
es un monomorfismo. En efecto, como se sabe en la categoria Ab, un elemento
B € @icr HA(A;) puede ser considerado como una familia {3; : A — A, }ier
tal que el conjunto {i € I | 3; # 0} es finito. También como es sabido, a(8) =
> icr wiffi (notemos que la suma estd bien definida pues s6lo un nimero finito
de f; son distintos de cero). Por lo tanto, si 3 # 0, entonces (; # 0 para algin
k € I; y luego
pra(f) = pk(z uif;) = Br # 0,
iel
probandose que () # 0, esto es, a es un monomorfismo.
Supongamos que « : @, ; H*(4;) — H*(@,c; Ai) es un epimorfismo. En
particular, es suprayectivo pues a es un morfismo en Ab. Sea v € [A, @, ; Al
y 0 = {6;}icr € @,c; H*(A:) tal que a(f) = ~. Por lo tanto, el conjunto
J={icl|0; #0}esfinitoyy =72, ;ub;. Luego ppy = > ,c;pruith = O
Vk € J, de donde se tiene que v = 3, ; u;p;y. Entonces, por 2.16.2,  se fac-
toriza por el coproducto finito €, ; A;, probdndose que A es pequeiio.
Reciprocamente, supongamos que A es pequeno y sea § € HA(EBZEI A;) =
[A, D, Ai]l. Luego, por 2.16.2, existe un conjunto finito J C I tal que § =
> icy wipid. En particular, definiendo ¢; = pid si i € J y ¢y = 0 en ca-
so contrario, se tiene que ¢ = {¢;}icr € @,c; H*(A;). Calculando a(y) =
Y ier Withi = ;e yuipid = 0, y asi se prueba que « es un epimorfismo.
O



Capitulo 3

Categorias completas

3.1. Categorias C;

Dada una categoria & con objeto cero, recordamos que si una familia {4; };cr
de objetos de & tiene producto y coproducto, los morfismos: la inclusién natural
uj : Aj — @, Ai y la proyeccién natural p; : [[,c; Ai — Aj, permiten
escribir a cualquier morfismo f : @,.; Ai — [[;c; Ai en forma de matriz

f = (fi;), donde f;; = pifu;.

Definicién 3.1.1 Una categoria </ es una categoria Cy si
(a) tiene coproductos, y

(b) para toda familia de monomorfismos {p; : Ai — Bi}icr en &, el morfis-
mo @D,y i Djcr Ai — D, Bi es un monomorfismo.

o/ es una categoria Co si

(a) tiene productos, coproductos, objeto cero y

(b) el morfismo & = (04;) : P;c; Ai — [l;cr Ais con 0y = 1a, y 055 = 0 si
i # j, es un monomorfismo para toda familia de objetos {A;}icr en <.

Proposicion 3.1.2 Toda categoria Cs es Cy.

Demostraciéon. Consideremos una familia {p; : A; — B;}ier de monomor-
fismos en una categoria Cs.

Luego tenemos los morfismos, 0 = @, i : @ic; Ai — D Bi vy ¥ =

) : ; o Loly —
[Licr i 2 [lies Ai — Il Bi los cuales satisfacen: Ou; = wjp; y pitp = pip;
Vi € I, donde u;, u} son las inclusiones en sus respectivos coproductos y p;, p}
las proyecciones en sus respectivos productos. También tenemos los morfismos
. , . ’. . 4

0: @i Ai — [lics Ai v 0"+ @B,c; Bi — [l Bi, que son monomorfismos

115
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por hipétesis. Veamos que el siguiente diagrama conmuta

DA~ B

al lg,

En efecto, pld'0u; = pid'ulp; = 1p,u; = u; ¥i € I. Por otro lado, pidu; =
wipidp; = pila, = p; Vi € I. Entonces, se tiene que §’0 = d; y como ¢ es un
monomorfismo por 2.12.9, se concluye que ¢ = @, ; p; es un monomorfismo.
]

Observacién 3.1.3 Sea &/ una categoria Co y @, ; A;i un coproducto con
proyecciones p; : P, Ai — Ai. Si f,g 0 A — @,c; Ai son tales que
pif = pig para toda i € I, entonces f =g.

La ley distributiva para conjuntos
(UA;)N B =U(4; N B), (3.1)

no se satisface en general en la categoria de grupos abelianos. Sin embargo, si
suponemos que {p; : A; — A};cr es una familia dirigida (ver 2.3.6) de subgru-
pos abelianos de un grupo abeliano A y B es otro subgrupo de A. Entonces, se
puede ver que la relacién (3.1) se satisface. La relacién (3.1) es muy importante
y fué considerada primeramente por A. Grothendieck en [6].

Definicién 3.1.4 Una categoria o/ es una categoria Cg si
(a) o es una categoria abeliana y cocompleta, y

(b) dada una familia dirigida {p; : A; — A}icr de sub-objetos de un objeto A
y cualquier otro sub-objeto v: B — A de A, se tiene que los sub-objetos
inducidos g : (UjerA;)NB — A y h: Uje;(A;NB) — A son isomorfos.

Definicién 3.1.5 Sea o/ una categoria cocompleta y (I, <) un conjunto dirigi-
do. En este caso, se define el funtorlii)n : Repord(r)/~ (&) — & como sigue: sea
a:D — D" en Reporaqy/~(#); y sean q : D — ]I]i_r>nD yq : D — Hli_r)nD’;
respectivamente, los limites directos. Por definicion, existe un unico morfis-
mo & : li_H)lD — lim D’ en &, que hace conmutar al siguiente diagrama en
Reporam /~ ()

[0

D D’
ql \Lq/
I Ia T
lim D —— ilim D’-
— —
Haciendo, 1'&)11(01) = @, no es dificil ver que se obtiene un funtor

lim : Reporar)/~ (&) — .
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Lema 3.1.6 Sea & una categoria cocompleta y {p; : C; — A}icr una familia
dirigida de sub-objetos de A € &7 . Denotemos por c;; al morfismo de sub-objetos
cij © (Hiy A) — (pj, A) cada vez que p; < pj. Sea {v; : B — Ci}ier una
familia de monomorfismos en </, y para (i,j) € I x I con p; < pj, sea b :
B; — Bj tal que el siguiente diagrama conmuta en &/

B; —C;

bij i lcjj

Esto es, v B = {Bi;bij}i,jel — C = {Civcij}i,jGI € Repord(l)/,\,(ﬂ). Si el
limite directo de cualquier familia dirigida de sub-objetos de A es la union de
dicha familia, entonces lim(v) : lim(B) — lim(C) es un monomorfismo en <.

Demostracion. Como cada v; es un monomorfismo y v : B — C es un
morfismo en Repo,qry/~ (&), la composicion pv = {piv; : Bi — Al}icr es una
familia dirigida de sub-objetos de Ay pv : B — I € Reporaq)/~(47). Sean
{mi : Bi — UjerB;}icr vy {7} : C; — U,e1Ci}ier, respectivamente, los limites
directos de las familias dirigidas {uv; : B; — Ablier v {wi : C; — Alier.
Esto es, el siguiente diagrama en & conmuta

Veamos que 9 es un monomorfismo. En efecto, por definicién de unién, tenemos
morfismos 0 : UB; — Ay h: UC; — A tales que que 0m; = pv; y hrl = p;
Vi € 1. En particular, el siguiente diagrama en /' conmuta

’
N

Bi — UCi

AT>A.

Luego, por la definiciéon de unién, existe un morfismo ¢ : UB; — UC; tal que
el siguiente diagrama en 2/ conmuta

UBZ‘ L> UCi

el ih

A A.

1a
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Notemos que ¢ es un monomorfismo pues hpy = 6 y 6 es un monomorfismo.
Ahora bien, hom; = 0m; = pv; = hrlv; Vi € I. Es decir, hom; = hjv; Vi € 1,
y como h es un monomorfismo, entonces om; = mwv; Vi € 1. De donde 9 = ¢,
probandose que v es un monomorfismo. [

El siguiente, es un lema técnico que serd muy 1util en la prueba de los prin-
cipales resultados de esta seccién.

Lema 3.1.7 Sea &7 una categoria cocompleta, {u; : A; — A}ier una familia
dirigida de sub-objetos de A € of yn: B — A un sub-objeto de A. Denotemos
por f;; al morfismo de sub-objetos pi; : (i, A) — (pj, A) cada vez que p; < ;.
Esto es, = {pi} : {As, pij} — Ia es un morfismo en Reporary/~ (/). Para
cada v € I, consideremos:

(a) el siguiente diagrama conmutativo en <f

Ai

1270

donde ¢; : A; UB — A es la unidn de la familia {p; : A; — A,n :
B — A} de sub-objetos de A, y v;,m; son los monomorfismos inducidos
por dicha union,

Aq

)

(b) el siguiente diagrama de pullback («; y B; son monomorfismos pues 1 y
wi lo son)

AnB-Lop

Entonces, para cada par (i,7) € IxI con p; < pj, existe un inico monomorfismo
Yij : A;UB — A;UB y un tdnico monomorfismo y;; : A;N B — A;N B tales
que, los siguientes diagramas son conmutativos y sus flechas son monomorfismos
en Reporar/~ ().

(i) Diagrama de la unién

={u:}
{Ai, pij} S LS )

“/—{w}l M Tﬂn

{AiU B, ¢} <———— 1.
n'={n;}
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(i) Diagrama de la interseccion

{AiN B, i;} ﬂ>]IB

O‘—{az}l \LHW

Ai, pij} ———(——— 4.
(i g} n={p:} A

Demostracién. Sea (i,7) € I x I tal que p; < p;.

(i) Diagrama de la unién: Dado que pjp;; = pi, del diagrama conmutativo
en (a), se obtiene que los siguientes dos diagramas conmutan en &/

/

AUB<t_p_— " A;UB A UB<2 A, A UB
Nﬁl wjl " #il ld)j
14>A A A.
A 1a

Luego, por la propiedad de la unién, existe un tnico morfismo w;; :
A;UB — A; U B tal que, si agregamos el morfismo v;; a los dos di-
agramas anteriores, obtenemos de nuevo dos diagramas conmutativos. De
aqui, resulta que 1;; es un monomorfismo (pues ¥;1;; = 1; y ¥; es un
monomorfismo) y ademds se obtienen los diagramas en Reporq(ry/~ (),
del inciso (i).

(ii) Diagrama de la interseccién. Dado que pjpi; = p;, del diagrama de pull-
back en (b), se obtiene el siguiente diagrama conmutativo en &/

A;NB
\

\ B
\
\ 3;

\ A:NB i B
l’wﬂjai\ I
Ut
N\
Aj— = A

Por propiedad del pullback, existe un inico morfismo ¢;; : 4, N B —
A; N B tal que, si agregamos el morfismo ¢;; al diagrama anterior, obten-
emos un diagrama conmutativo. De este diagrama, obtenemos el diagrama
conmutativo de (ii) en Repo,qar)/~(4), y ademas que ¢;; es un monomor-
fismo pues Bjpi; = f; ¥y B; es un monomorfismo.
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Teorema 3.1.8 Sea &7 una categoria abeliana y cocompleta. Entonces, las sigu-
ientes condiciones son equivalentes.

(a) o es Cs.
(b) Si{u;: B; — A}ier es una familia dirigida de sub-objetos de A € o,
entonces 0 : lii)nB — A =U;ie;B; — A, donde 7 = {m;} : B— Hli—'>nB

es el limite directo de B = {B;, bij} € Reporaq)/~ () y 0 es el inico mor-
fismo en <, que hace conmutar el siguiente diagrama en Reporq(ry/~ ()

B={(B, bij} p={p:} I,

r={m.} %

L B-
—

Demostracién. (a) = (b) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo
en .of

S

—=A
e
9/

T

-

Hi

li

|8

donde 6 = 00 es la factorizacién de 6 a través de su imagen. Dado que y; es un
monomorfismo Vi € I, de 2.2.18, se tiene que el monomorfismo ¢’ : Im(0) — A
es la unién U;eB; — A de la familia {u; : B; — A};er. Luego, si probamos
que 6 es un monomorfismo se tendria que f es un monomorfismo; y por lo tanto
6 serfa un isomorfismo pues 6 ya es un epimorfismo y <7 es balanceada. Siendo
§ un isomorfismo, se tendria que 6 : li_H)lB — A = UjerB; — A. Veamos que
0 es un monomorfismo. En efecto, m; = u; y p; es un monomorfismo Vi € I, en
particular m; es un monomorfismo Vi € I. Consideremos el siguiente diagrama
conmutativo en &/

’
&;

Ker(@) N B,L Bi
TN
KGT(G) T‘h_H}B ? A,

donde el cuadrado es un pullback y Ker( lim B s A)= Ker(h) —>> lim B.
Veamos que J;c {7} : Ker(#) N B; — Ker(6)} = Ker(0). En efecto, dado que
7; es un monomorfismo Vi € I, de 2.2.18, se tiene que U, {mi : B; — lim B} =
li_n}lB. Luego, usando que <7 es C3, obtenemos que

Ker(0) = Ker(0) Nlim B = Ker(0) N (UierB;) = Uier(Ker(0) N B;).
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Por otro lado, aplicando 1.14.8 al diagrama anterior, obtenemos que Ker(f) N
B; = Ker(u;); y como u; es un monomorfismo, entonces Ker(6) = U;er(Ker(6)N
B;)=0.

(b) = (a) Usaremos la notacion de 3.1.7. Sea {u; : A; — A};c; una familia
dirigida de sub-objetos de Ay n: B — A un monomorfismo. Luego, por 3.1.7,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en Repora(r)/~(#)

0—={A;NB,y;j} a;{ai {4, i} e Coker(a) —=0

B_{Bi}l lv—{w} iﬁ

0 Ip ——— {A; UB,¢;;} —— Coker(n') ——0,
n'={n;} 7

donde v es un monomorfismo y 4 es un isomorfismo. En efecto, de los dia-
gramas (i) y (ii) de 3.1.7, obtenemos que Yya = pa = 1,8 = ¢Yn'5, y co-
mo ¢ es un monomorfismo se tiene que ya = 1’'3. Por otro lado, el morfismo
¥ ={{%:4;/A;N B — A, U B/B}icr es un isomorfismo punto a punto (es
decir, cada ; con i € I es un isomorfismo) por 1.18.7.

Ahora bien, aplicando el funtor L := lim : Repoa(r /() — o al diagra-
ma anterior, obtenemos por 3.1.6 y el dual de 2.12.8(b), el siguiente diagrama
conmutativo y exacto en &7

L() L(&)

OHU(AZ'HB) UA; h_II)lAZ/AZﬂB4>0
lL(ﬁ) lL(W) lL(V)
o) ( ) o /

donde L(7) es un monomorfismo y L(¥) es un isomorfismo en /. Dado que
L(a) = Ker(L(a)) = Ker(L(y)L(a)) = Ker(L(n')L(v)) y L(7) es un monomor-
fismo, concluimos de 1.14.8, que el cuadrado de la izquierda en el diagrama
anterior es un pullback, al cual nos referiremos como el primer diagrama de
pullback. Consideremos ahora el segundo diagrama de pullback

BnUA) L~

.-

UA;
L(p)

Veamos que los sub-objetos L(p)g : BN(UA;) — Ay L(pa) : U(A;NB) — A
son isomorfos; para lo cual usaremos los dos diagramas de pullback.

Aplicando el funtor L := lim al diagrama (ii) de 3.1.7, obtenemos que L(p)L(cr) =
nL(B); y del segundo diagrama de pullback se tiene que existe un tnico mor-
fismo f' : U(A; N B) — BN (UA;) tal que L(B) = ff' v L(a) = gf’. Por
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otro lado, aplicando el funtor L := lim al diagrama (i) de 3.1.7, obtenemos el
siguiente diagrama conmutativo en o7

UA, L(p)

A
L

L(v)l y Tn

B,

U(Ai U B) <~
L(n")

donde todos los morfismos, en dicho diagrama, son monomorfismos.

Luego L()L(n)f = nf = L(u)g = L(®)L(y)g, y como L(¢) es un monomor-
fismo, se tiene que L(n’) f = L(7)g. De esto, y del primer diagrama de pullback,
existe un tnico morfismo ¢’ : BN (UA4;) — U(A; N B) tal que L(a)g =gy
f = L(B)g- En particular L(n)gf' = L(u)L(a) y L(u)L(a)g’ = L(u)g, esto cs
el siguiente diagrama de monomorfismos

B (UA) % 4

A

U(A7 N B)
conmuta en &7, y por lo tanto, como sub-objetos de A, son isomorfos. [J

Corolario 3.1.9 Sea o/ una categoria completa. Si o/ es C3 entonces es Cs.

Demostraciéon. Sea {A;};c; una familia de objetos de & y #(I) = {F C
I| F esfinito}. Sean uf, pf (resp. [i;, P;) las inclusiones y proyecciones en
el coproducto @, A; (resp. en el producto [[,c; Ai) y ur : @;cp di —
[1;c; Ai el morfismo inducido por las inclusiones {fi;}icr. Es facil ver que up
es un monomorfismo y ademas que {ur : @,;cp Ai — [l;c; Ai}rez 1) es una
familia dirigida de sub-objetos de [],.; A;. Luego por la demostracién de 2.3.5,
sabemos que im (P, A; = €D,y Ai- Por lo tanto existe un tinico morfismo
0 : @;c; Ai — [Lics As, tal que el siguiente diagrama es conmutativo siempre
que F C G

EBieG A;.
En particular, para cada ¢ € I se tiene que Ou; = [i;, es decir, p;0u; = 1a, y
p;iOp; = 0 para i # j, donde p; : A; — €P;c; Ai es la inclusién canénica. Por lo
tanto 0 = (d;5) = 6. Luego, por 3.1.8 y 3.1.6, tenemos que ¢ es un monomorfismo,

probandose que & es Cs.
O
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Corolario 3.1.10 Sea </ una categoria Cs, con una familia de generadores.
Si A es un objeto de of; entonces los sub-objetos de A que son finitamente

generados forman una familia dirigida de sub-objetos de A cuyo limite directo
es A.

Demostracién. Sea {U;};ca una familia de generadores de <, por 2.15.3,
o/ es localmente pequena; y por lo tanto, la clase de todos los sub-objetos
finitamente generados de A forman un conjunto. Ahora sean A; y Ay dos sub-
objetos finitamente generados, es decir, existen q1 : @ Ux — A2y q2 ¢
@jeJ U; — As con qi, g2 epimorfismos y K, J finitos. Entonces, por el dual
de 2.12.9, se tiene que q : @,.; Ui — A1 Az es un epimorfismo donde
I = K UJ (unién disjunta). Pero por 1.19.6, se tiene que A; U Ay es la imagen
del morfismo f : A1 P As — A, donde fu; es la inclusién de A; en A. De
donde se sigue que A; U A, es finitamente generado. Por lo tanto, la familia de
sub-objetos finitamente generados de A forman una familia dirigida. Por 3.1.8,
el limite directo 6 : L — A de ésta familia es un sub-objeto de A. Supongamos
que 6 no es un epimorfismo. Por lo tanto, existen h,g : A — B tales que
g = hO y g # h. Luego existen i € Ay u : Uy — A tales que hu # gu.
Entonces, 1 no se factoriza a través de 6, puesto si lo hiciera, se tendria que
@ = O para algin o : U; — L; de donde hy = gu lo cual es una contradiccion.
Sea p = n la factorizacién de p a través de su imagen, donde 7 : Im(u) — A.
En particular Im(u) es, por definicién, finitamente generado. Por lo tanto, existe
un monomorfismo v : I'm(u) — L tal que n = Ov, yaque § : L — A es la
union de los sub-objetos de A que son finitamente generados. Luego p = 6vi,
lo cual es una contradicciéon pues p no se puede factorizar a través de 8. Por lo
tanto 6 es un epimorfismo, y en consecuencia un isomorfismo. [J

Lema 3.1.11 Sea o/ una categoria abeliana cocompleta y {p; : A; — Alicr
una familia dirigida de sub-objetos de A € /. Denotemos por pi;; al morfismo
de sub-objetos pij : (i, A) — (uj, A) cada vez que p; < pj. Para cada i € 1,
consideremos A —= AJA; = Coker( A; g ); Yy para p; < g, seq fii;
AJA; — AJA; el morfismo inducido por p;; en los cocientes. Esto es, se tiene
la siguiente sucesion evacta en Repora()/~ ()

0— {Ai iy} == T Coker(u) = {A/ Ay, jiiy} — 0,

Si 0 : UierA; — A es la union de la familia {p; : A; — A}icr, entonces
tenemos la siguiente sucesion exacta en </

0 lim(7)

OHU'L‘EIAZ' HA;hL}DA/AZ — (.

Demostracién. Por el dual de 2.12.8, el funtor lim : Reporamy/~ (&) — o
es exacto a derecha. Luego, se tiene la siguiente sucesiéon exacta en .o
lim()  lim(r)
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Sea ¢ : Im(lim(pu)) — A la imagen del morfismo lim(u). Por 2.2.18, sabemos
- -

que el monomorfismo ¢ : Im(lim(u)) — A es la unién de la familia {; : A; —

A}ier, probéndose el lema. [

Proposicion 3.1.12 Sea &/ una categoria abeliana cocompleta. Entonces, of
es C3 si y sdlo si para toda familia dirigida {p; : A; — A}ics de sub-objetos
de A € o y para todo morfismo f: B — A se tiene que

FHUA) = ufH(A). (3.2)

Demostraciéon. (<) Sea n : UA; — A la unién de {u; : 4; — Alies v
i B — A un monomorfismo. Consideremos el siguiente diagrama de pullback

Bn (UAZ) — UA;

| Lr

B——— A

Entonces, se tiene que u~1(UA;) = BN (UA;). Por otro lado, por hipétesis, ten-
emos que la unién es preservada por imdgenes inversas; por lo tanto =1 (UA;) =
Up~1(A;) = U(A4; N B), probandose que < es Cs.

(=) Supongamos que &7 es una categoria C3 y sea B N I AN A la fac-
torizacion de f a través de su imagen. Entonces, por 1.18.3 y 1.8.4 tenemos el
siguiente diagrama conmutativo y exacto en &/

0 0
O—>Ker(’y¢)*>f_1(Ai)L>AiﬂI*>O
Bi b
0—— Ker(f) B ! I 0
Vi q;
I/ AinI—1/A;N1
0 0.

No es dificil ver que, si yu; < p; entonces existe un tnico 6;; : f~1(A;) —
F7H(A;) y un dnico ¢y : I/A; N1 — I/A; N T tales que el siguiente diagrama

00— f1(A) 2B 1A NT —>0

OHfﬁl(Aj)LBﬁl/AijHO
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es conmutativo y exacto en /. También es facil ver que si p; < pj, entonces
existe un tnico &; : A;NI — A; N1 tal que el siguiente diagrama

R

es conmutativo y exacto en 7. En particular, {8; : f~1(A;) — Bl}ics es una
familia dirigida de sub-objetos de B; y ademas, de los tres diagramas anteriores,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en Repora(y/~ ()

0— {f (A 05} =1 T A 0 1y ——0

iw—{w} J/Hf

n={m:} q={a:}

Dado que {n; : A; NI — I};c; es una familia dirigida de sub-objetos de I,
aplicando el funtor L := h_n)l al diagrama anterior obtenemos, por 3.1.8 y 3.1.11,
el siguiente diagrama conmutativo y exacto en &/

OHUfil(Ai)ﬂB L(w)I/U A;nl)——0
L(v)l if
n

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en .o/

FHUA) —L= T (UA;) —= U4,

Al Al lum

B I — A,
f

|

donde los cuadrados izquierdo y derecho son pullbacks (ver en 1.8.4). Veamos
que los sub-objetos de B: (L(S3), B) y (A, B) son isomorfos. En efecto, por 1.18.3,
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tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en o/

0 0
0 —— Ker(g) —— f~H(UA)) — 7 .In (UA;) 0
A A
0—— Ker(f) B 7 I 0
P 7T
I/In(UA) == 1/IN(UA)
0 0.

Por ser &7 una categoria Cs5, tenemos que f'L(n) y f'A son isomorfos como sub-
objetos de A. Luego como f’ es un monomorfismo, entonces (L(n),I) ~ (A, I)
como sub-objetos de /. Luego, existe un isomorfismo § tal que {7 = L(q). Por lo

tanto Ker(p) = Ker(rf) ~ Ker({nf) = Ker(L()), probdndose que (L(8), B)
y (A, B) son sub-objetos isomorfos de B. O

Proposicién 3.1.13 Sea &7 una categoria Cs y {A;, m;j}ijer un sistema di-
recto en o/ sobre I. Si m = {m} : {A;,m;} — I es el limite directo de
{Ai,mij} € Reporaq)/~(#) entonces Ky = U<, Kip, donde Ky := Ker(myp)
para k <p y Ky, := Ker(my).

Demostracién. Para cada k fijo, consideremos el siguiente diagrama conmu-
tativo en &7

L&Ak

N

A

-
Entonces, como m = mpmkyp, se tiene que Ker(my,) C Ker(mpmy,) = Ker(my);
por lo que Uy, Kip C K.

Ahora probaremos la otra inclusién. Sea R := {(i,j) € I xI | i < j} vy
A = @, Ai con p + Ay — @,y Ai la inclusion en el coproducto. Si
S C R, sea Ag = U(m)es Im(p; — pjmi;) C A. Luego, por 2.2.20, se tiene
que L = h_n}iel A; = A/Ag. Pero Agp = UpAp, donde F corre sobre todos los
subconjuntos finitos de R. Consideremos el siguiente diagrama en &/

_ B
i (Ap) —— Ay

0 AR e @it A — > Dy AiJ AR — 0,
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donde el cuadrado es un pullback y la fila inferior es una sucesién exacta corta.
Por 1.14.8, se tiene que [ es el kernel de nug. Pero por 2.2.20 7, = nuk, por
lo que (3 : ,u,;l(AR) — Ay, es el kernel de 7. Luego, por 3.1.12, se tiene que
Ky = p;, " (Ar) = Up 1, ' (Ar). Por lo tanto, basta demostrar que ;' (Ar) C
K}, para algin p > k. Dado F, sea p un indice tal que:

(a) p>k,y
(b) si (i,5) € F entoncesp > iy p>j.
También tenemos el siguiente diagrama de pullback en &7

_ B
M, 1(AF) — Ay

AF rFE A nr A/AF.

Por lo tanto, 31 : u;l(AF) — Ay, es el kernel de nppuy. Definamos f: A — A,
como fu; =m;, para i <py fu; =0 en el otro caso. Entonces, para (,j) € F'
se tiene que

fi = pymiz) = fri — fugmiy = mip — Tjpmij = Tip — i = 0.
éij 0ij . <2
Veamos que fup = 0. Sea A; —— C;j —— A la factorizacién de p1; — ;75 :
A; — A através de su imagen con Cj; = I'm(p; — p 7). Luego fﬁijéij =0;y
como 6;; es un epimorfismo, tenemos que f6;; = 0y entonces f(C;;) = 0. Como
pr : Ap — A es la unién de la familia {6;; : Ci; — A}(; j)er, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

Luego por 1.12.5, tenemos que f(Ar) = f(Uqu)erCij) = Uujerf(Cij) =
0, es decir, Im(fur) = 0 y por lo tanto fur = 0. Por otro lado, como
np = Coker(up), existe § : A/Ap — A, tal que f = Onp. Por lo tanto

fuBr = O(mpprB1) = 0; y usando 1.11.6, se tiene que 0 = Im(furfr) =
f (i (AF))). Entonces, concluimos que

0= f(ur(uy  (Ar))) = mup (s, (Ar)).
Esto prueba que ,u,;l(AF) C Kip, que es lo que se querfa. [

Teorema 3.1.14 Sea &/ una categoria abeliana cocompleta. Entonces, &7 es
C3 si y sdlo si para cualquier conjunto dirigido I, el funtor

L :=lim : Repora(r)/~ (o) — o

es exacto.
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Demostracién. Tenemos que el funtor L := lim : Reporaq)/~ (&) — o
preserva cokerneles por el dual de 2.12.8. Por lo tanto, basta probar que .o/ es
C3 siy sélo si L preserva monomorfismos.

(<) Supongamos que L preserva monomorfismos. Sea {u; : 4; — A};c; una
familia dirigida de sub-objetos de A y pi; : (pi, A) — (15, A) el morfismo
de sub-objetos de A. Esto es, u = {u;} : {Ai, ij} — L4 es un monomorfis-
mo en Repoyq(r)/~(#). Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en
Repora(r)/~ ()

I

Ia
\ A}
{Ai, iz}
donde L(p) : lim A; — A es un monomorfismo en .«7. En particular, Im(L(u)) =
L(p), y por 2.2.18, obtenemos que L(p) : lim A; — A es la unién de la familia
{pi : A; — A};cr de sub-objetos de A. Esto es, &7 es C3 por 3.1.8.

(=) Supongamos que & es Cs3. Sea (I, <) un conjunto parcialmente ordenado
y dirigido. Consideremos un monomorfismo en Repo.q(r)/~ (<)

w={u;} : {As, mi5} — {Bi, pij }-

Dado que Reporqy~ (/) =~ [Ord(I)/ ~, <] obtenemos por 2.11.9, que u; :
A; — B; es un monomorfismo en &/ Vi € I. Por otro lado, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo en Repoyq(ry/~ ()

Dim A,
—

u={u;}
{Ai, 7} —————{Bi, pij}

{m}l J/{M}

I o Ip

L(u)

donde A :=1limA; y B := limB;. Sea (K ——>A) = Ker(A—>B), y

A; %Im(m) 7Tz‘*>A la factorizacién de m; : A; — A a través de su
imagen, hagamos A} := I'm(m;). Luego, por 2.2.18, se tiene que A = Im(14) =
UierIm(m;) = U;er AL, Usando ahora que &7 es una categorfa Cs, se tiene que

K = KN (UierAl) = Uier (A, N K).

Supongamos que K # 0. Entonces existe k € I tal que A) N K # 0. Sea M :=
7. (A, N K). Luego, por 1.8.4, tenemos que existe un diagrama conmutativo
en o/

wgl(K)LA%ﬂKLK

A
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tal que
(a) m '(K) = M, (por 1.12.3)
(b) 72, @' y & son monomorfismos, y
(¢) 71 es un epimorfismo.

Veamos que 7w, (M) # 0. En efecto, supongamos que 7, (M) = 0. Luego por
1.11.6, 0 = (M) = mra" = aryay1; y como ayz es un monomorfismo, entonces
v = 0. En particular, 0 = Im(vy1) = A}, N K pues 7 es un epimorfismo, lo cual
contradice que A, N K # 0; probandose que 7, (M) # 0. Ahora bien, usando
1.11.6 y 1.12.4, obtenemos

pk (ug (M) =L(u) (7 (M))
=L(u)(m (' (A}, N K)))
CLW)(AL N K) C L(u)(K) = 0.

Entonces, por 3.1.13, uy (M) es un sub-objeto de U, <, Lip, donde Lyp:= Ker(pkp).
De nuevo, usando que o7 es C3, se tiene que -

u(M) = | J (Lip N ug(M)).

k<p

Por lo tanto

M = uiH (un(M)) = w (| Ly N (M) = [ w Ly N (M), (3.3)

k<p k<p

En efecto, la primera igualdad es cierta por que wuj es un monomorfismo y
la tercera por 3.1.12. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en &/
cuando k < p

uH (Ng) == N

!

AkT>Bk

lﬂ'kp iﬂkp

A, — B,
donde Ny, = Ly, Nuy(M). Ahora, como pgpBknr = 0 (puesto que Ny, C Lyy,), se
tiene que u, Ty = 0; pero como u,, es un monomorfismo, entonces my,oy = 0.
Por lo tanto 0 = Im(mpay) = mep(uy ' (Lip Nug(M))) para p > k. Pero como
Tk = TpThp, concluimos que 7 (u;, ' (Li, Nug(M))) = 0 para p > k.
Usando la ecuacién (3.3) y por 1.12.5, se tiene que 7, (M) = 0. Esta contradic-
cién prueba que K = 0; y por lo tanto, L(u) es un monomorfismo. O
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3.2. Envolventes inyectivas

Definicién 3.2.1 Una extension esencial de un objeto A’ en una categoria
abeliana, es un monomorfismo u: A’ — A tal que para todo sub-objeto A1 # 0
de A se tiene que u=(A1) # 0. Una extension esencial p: A" — A se dice que
es propia si [t no es un isomorfismo.

Observacién 3.2.2

(a) Al monomorfismo pn: A" — A de la definicidn anterior, se le conoce también
como monomorfismo esencial.

(b) Una inclusion A" C A es una extension esencial en Mod(R) si y sdlo si para
toda a € A con a # 0 existe r € R tal que ra € A’ yra #0.

Lema 3.2.3 Sea i : A/ — A un monomorfismo en una categoria abeliana < .
Son equivalentes

(a) p: A" — A es una extension esencial;

(b) si fu es un monomorfismo, entonces f lo es.

Demostracién. (a) = (b). Sea f: A — B tal que fu es un monomorfismo.
Supongamos que o : K — Aeselkernelde f : A — By K # 0. Consideremos
el siguiente diagrama de pullback

Por ser p esencial y por 1.14.8, se tiene que 0 # p~1(K) = Ker(fu); lo cual
contradice que fp es un monomorfismo. Luego f tiene que ser un monomorfismo.
(b) = (a) Supongamos que p : A” — A no es esencial. Luego, existe un sub-
objeto 0 # py : Ay — A de A tal que p=1(A;) = 0. Sea p: A — B tal que
Coker(u1) = p. Luego, por 1.14.8, tenemos que 0 = pu~1(A;) = Ker(pu); sin
embargo 0 # A; = Ker(p). O

Lema 3.2.4 Sea & una categoria abeliana y Q € <.

(a) Si Q es inyectivo entonces todo monomorfismo esencial « : Q — A es
un isomorfismo.

(b) Si & es Cs, localmente pequenia y Q@ no admite extensiones esenciales
propias, entonces Q es inyectivo.

Demostracion.
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(a)

Supongamos que @ es inyectivo. Sea p : Q — A una extensién esencial.
Sip: @ — A no es un isomorfismo, entonces existe una sucesion exacta

corta
Iz B

0 Q A Q' 0,
con Q' # 0 pues i no es un isomorfismo. Como Q es inyectivo, se tiene que
1 es un split-mono y por lo tanto, de 1.21.2, se tiene que existe v : Q' — A
tal que B3y = 1¢g/. Luego, por 1.14.8, tenemos que u~1(Q’) = Ker(3y) =
Ker(lg/) = 0; lo cual contradice que p es una extensién esencial. Por lo
tanto p : @ — A tiene que ser un isomorfismo.

Supongamos que (Q no admite extensiones esenciales propias. Para ver
que @ es inyectivo, por el resultado dual de 2.14.5, es suficiente probar
lo siguiente: si 4 : Q — A es un monomorfismo entonces p es un split-
mono.

Supongamos que p : @ — A es un monomorfismo que no es un split-
mono; en particular tenemos que @ # 0 y A # 0. Por otro lado, como &
es localmente pequena, se tiene que la siguiente clase de sub-objetos de A

¢ ={(v,A) € [, A]| Dom(v) #0 'y p~'(Dom(v)) = 0}

es un conjunto. Se tiene que € # () pues Q no admite extensiones esenciales
propias. Consideremos el orden parcial < en % inducido por el pre-orden
natural de sub-objetos de A. Sea & = {u; : A; — A}icr C € tal que
(Z, <) es linealmente ordenado. Veamos que .Z tiene cota superior en 6.
En efecto, consideremos la unién u : U;e;A; — A de la familia .Z. Dado
que &/ es C3, obtenemos que

1 (Uierdi) = (UierAi) N Q = Uier (4 N Q) = Userp™ ' (Dom(u;)) = 0.

Luego (u,A) es una cota superior de £ en %. Por lo tanto, del lema
del Zorn, concluimos que existe un elemento maximal vy : Ag — A en
(¢, <). Consideremos el siguiente diagrama de pullback

0=p"1(4) —Q

b

07£A0 A P A/AOa

Vo

donde p = Coker(vy). Luego pp es un monomorfismo (pues Ker(pu) =
u t(Ag) = 0) que no es un epimorfismo (si lo fuera, como ya es un
monomorfismo, tendriamos que pp es un isomorfismo; en particular p es un
split-mono, contradiciendo que p no es un split-mono). Ahora bien, como
pu: @ — AJ/Ap es un monomorfismo que no es isomorfismo, concluimos
que pp no puede ser una extensién esencial. Luego, existe un monomor-
fismo 6 : B — A/Ag, con B # 0, tal que (pu)"Y(B) = QN B = 0.
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Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en .o

onBL~p—" .3

1

QT>A4P>A/AO,

donde los dos cuadrados son pullbacks. Entonces, por 1.8.4, se tiene que el
rectangulo formado por los dos cuadrados es un pullback; y ademds, por
1.22.3, tenemos que p es un epimorfismo. En particular, QNB = QNB =0
y B # 0 (en efecto, como 6 # 0 y p es un epimorfismo entonces pd’ # 0;
y por lo tanto B # 0). Por otro lado, de 1.18.3, obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo y exacto en o/

Ao - B
|
Ay —"> A
Luego, como B # 0, se tiene que (vg, A) < (¢, A) y ademds (0, A) € €

(pues =1 (B) = QN B = 0); lo cual contradice que (v, A) es maximal en
(¢, <). Por lo tanto, p : Q — A tiene que ser un split-mono.

B
la
P A/A,

Definicién 3.2.5 Sea o/ una categoria abeliana. Un sub-objeto u : B — A
de A es una extension esencial de otro sub-objeto v’ : A/ — A de A, si
eziste un monomorfismo esencial v : A\ — B que hace conmutar al siquiente
diagrama

Ay

| A

B.

Al morfismo v : A’ — B le llamaremos el morfismo esencial asociado a
B.

Lema 3.2.6 Sea & una categoria Cs, {u; : A; — A}icr una familia dirigida
de sub-objetos de A yu: A’ — A un sub-objeto de A. Si cada u; : A; — A es
una extension esencial de u: A’ — A, entonces se tiene el siguiente diagrama
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conmutativo Vi € 1

Uier A;
% i "
N\
\
AN u;
N\ Ai — A
AN
AN
\M«iT /
N

A/

donde: p; es el morfismo esencial asociado a A;, Y y 1; son los monomorfismos
inducidos por la union y @ es un monomorfismo esencial que no depende de
1el.

Demostracion. Como cada u; : 4; — A es una extension esencial de u :
A’ — A se tiene que, Vi € I, existe un monomorfismo esencial p; : A — A;
que hace conmutar al siguiente diagrama

A/L>A
Hil /

A;.

En particular, se tiene que u;p; = uju; Vi, j € I. Por otro lado, de la definicién
de unién, tenemos que Vi € [ existe un monomorfismo v; : A; — U;cr A; tal
que el siguiente diagrama conmuta

Uq

A;

|| A

Uier 4.

A

Luego, ¥ p1; = uiph; = ujp; = ¥ipjus; y como 1 es un monomorfismo, entonces
Yipy = Yjp; Vi, j € 1. Por lo tanto, ¢ = ¥;u; : A — U;erA;, para algun ¢
fijo, es un monomorfismo que no depende de ¢ € I (es decir, ¢ = ¢;u; Vj € I)
y ademds hace conmutar al diagrama

Uier A;
Pt

Veamos que @ es un {nonomorﬁsmo esencial. En efecto, sea 6 : A — U;¢ [Ai_un
monomorfismo con A # 0. Por ser & una categoria Cs, tenemos que 0 # A =
Uier(A; N A); y por lo tanto, existe ig € I tal que A;; N A # 0. Consideremos
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ahora el siguiente diagrama conmutativo

(AjyNA)NA —= A, NA—— 4

| L

A’ A; UA;,

Hig © Yig

donde los dos cuadrados son pullbacks. Dado que ¢ = 1;, 1;,, obtenemos de 1.8.4
que o 1(A) = (4;,NA)NA = p;ol(Aio N A) # 0 pues f1;, es un monomorfismo
esencial, probandose que ¢ es esencial. [J

Lema 3.2.7 Seanu : A — B yv : B — C dos monomorfismos en una
categoria abeliana. Entonces, vu es esencial st y solo si u y v son esenciales.

Demostracién. Sea h: C — C un monomorfismo no nulo.

(=) Tenemos por 1.8.4, que (vu)~}(C) = u=(v=(C)), pues u y v son esen-
ciales; probandose que vu es esencial.

(<) De nuevo por 1.8.4, obtenemos un monomorfismo « : (vu)~}(C) —
v~1(C). Luego, como vu es esencial, entonces v~!(C) # 0; probandose que v es
esencial. Veamos ahora que u es esencial. Sea § : B — B un monomorfismo
con B # 0; luego el siguiente diagrama es un pullback

<t
QA=—w

—_—
v

Por lo tanto, por 1.8.4, obtenemos que v~ '(B) = (vu)~(B) # 0, probandose
que u es esencial. [

Definicién 3.2.8 Sea o7 una categoria abeliana. Una envolvente inyectiva
Q@ de un objeto A € o7, es una extension esencial u: A — Q con Q un objeto
inyectivo en < .

Proposicion 3.2.9 Sea &7 una categoria abeliana. Consideremosu: A — Q y
u' 1 A — Q' dos envolventes inyectivas de A. Entonces, existe un isomorfismo
0:0Q — Q' tal que Ou = u’.

Demostracién. Por la inyectividad de Q’ existe 6 : Q@ — @’ tal que v’ = u.
Luego, # es un monomorfismo ya que u es una extension esencial. Ahora, como
u’ es una extensién esencial, entonces se sigue inmediatamente de 3.2.7, que 6 es
una extension esencial. Finalmente, como @ es inyectivo, entonces por 3.2.4(a),
se tiene que 0 es un isomorfismo. [

Proposicién 3.2.10 Sea &7 una categoria C3 localmente pequeria. Siv : A —
Q es un sub-objeto de un objeto inyectivo Q, entonces A tiene envolvente inyec-
tiva.
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Demostracién. Supongamos que v : A — @ es un monomorfismo con ) un
objeto inyectivo. Dado que &7 es localmente pequena, tenemos que la siguiente
clase de pares de morfismos es un conjunto

€ ={(uj, i) |u; : Bi — Q 'y p;: A— B; son monomorfismos con

w; esencial y u;u; = v}

Es claro que € # 0 pues (v,14) € €. Definimos un orden parcial < en ¢ como
sigue:

(1) (ui, ps) < (uj, ) sty sélosi (us, Q) < (u;,Q),
(ii) (ws,pa) = (uj, puy) siy sélo si (us, Q) ~ (uj,Q).
Sea . = {(ui, ;) }icr una cadena en (%, <). Luego, {u; : B; — Q}icr es una

familia dirigida de sub-objetos de Q). De donde, por 3.2.6, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo para cada i € I

UierBi

AR SN
/ b
7
v

AN
\\
® B \\w
\
A Q.

donde v;, ¥ son monomorfismos y ¢ es un monomorfismo esencial. Por lo tanto
(1, ¢) es una cota superior en € de .Z. Entonces, por el lema de Zorn, existen
monomorfismos t : A — @1, w : Q1 — Q tales que (w,t) es un elemento
maximal en (%, <). Como ¢ es un monomorfismo esencial, veamos que @ es
inyectivo. En efecto, si 1 no es inyectivo entonces, por 3.2.4(b), existe una
extensién esencial propia ¢ : )7 — B; y como Q es inyectivo, existe w’' : B —
Q tal que w = w’g. En particular, w’ es un monomorfismo pues w lo es y g es
esencial. Ahora, notemos que (w’, gt) € € puesto gt es esencial (ya que g y t lo
son) y ademds w'gt = wt = v. Pero (w,t) < (w',gt) pues w = w'g y g no es
un isomorfismo. Esta contradicciéon muestra que t : A — @1 es la envolvente
inyectiva de A. O

3.3. Inyectivos en categorias abelianas

En esta seccién, probaremos la existencia de envolventes inyectivas en cier-
tos tipos especiales de categorias abelianas. La idea es trasladar la existencia
de inyectivos, en categorias de R°P-médulos a izquierda, a este tipo especial de
categorias abelianas.

Definicién 3.3.1 Sean o/ una categoria aditiva y U un objeto de of. Consid-
eremos el anillo Endg (U) de endomorfismos de U. El funtor

T := [U7 —]d A — NIOd(Endﬂy(U)Op)7



136 Inyectivos en categorias abelianas

se define como sigue. Dado un objeto A € <, la composicion de morfismos

U——=1U —f> A, induce una estructura de End g (U)-mddulo a derecha en
T(A). Por otro lado, si « : A — B es un morfismo en <, la composicion

U AN A—== B de morfismos, induce un morfismo de End (U)-mddulos
a derecha T(a) : T(A) — T(B) con T(a)(f) == af Vf € T(A).

Observacién 3.3.2 El funtor T : o/ — Mod(Endz (U)°P) tiene propiedades
muy especiales. Por ejemplo, preserva monomorfismos y limites (ver 2.6.1);
y ademds, si U es un generador entonces, de 2.15.4, se tiene que T es una
inmersion (es decir, T es fiel e inyectivo en objetos).

Lema 3.3.3 Sea &7 una categoria abeliana, U un generador de o y'T el funtor
definido arriba. Siu: A — B es una extension esencial, entonces T'(u) es una
extension esencial.

Demostraciéon. Sea u : A — B un monomorfismo esencial. Como T preserva
kerneles, se tiene que T'(u) es un monomorfismo. Supongamos f € [U, Bly =
T(B) y f # 0. Por la observacién 3.2.2, debemos encontrar r € Endg (U) tal
que 0 # fr € [U, Al (es decir, Im(fr) C Im(u)). Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo

V—IAn1-2>4
hl l \Lu
U—L 1 B,

donde el renglén inferior es la factorizacién de f a través de su imagen y los
dos cuadrados son pullbacks. Como f # 0 entonces I # 0, y puesto que u es
esencial, entonces A NI # 0. Ahora, como ¢ es un epimorfismo, entonces g es
un epimorfismo; y por lo tanto g # 0. Por lo tanto, dado que U es un generador
de &7, existe un morfismo k : U — V tal que gk # 0. Luego, como u y w son
monomorfismos se tiene que uwgk # 0. Entonces vghk = fhk # 0, por lo tanto
podemos tomar r = hk. Finalmente, como fr = uwgk con u monomorfismo, se
tiene que Im(fr) C Im(u). O

Teorema 3.3.4 Toda categoria Cs con generador admite envolventes inyectivas
para cada uno de sus objetos.

Demostracién. Sea o una categoria C3 y U un generador de 7. Consideremos
el funtor

T :=[U,—]o :— Mod(R),

donde R = End(U)°. Sea A un objeto de &/, veamos que A admite en-
volventes inyectivas. Por 2.15.16 y el dual de 2.15.6, sabemos que existe un
monomorfismo u : T(A) — M en Mod(R), con M inyectivo.

Sea € la clase de tripletas (B, p, f) tales que
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(i) u: A — B es un monomorfismo esencial en 7,

(ii) f:T(B) — M es un morfismo en Mod(R) que hace conmutar al siguiente
diagrama

Por otro lado, para cada (B, u, f) € € se tiene que f es un monomorfismo. En
efecto, por 3.3.3, sabemos que T'(11) es un monomorfismo esencial; luego, f es un
monomorfismo pues u lo es. Definamos ahora un preorden < en € como sigue:
(B, f) < (B, 1/, f') siy sélo si existe un morfismo v : B — B’ en & tal que
los siguientes diagramas conmutan

Cabe senalar, que el morfismo v : B — B’ anterior es unico. En efecto, si v/
fuera otro morfismo en las mismas condiciones que v, tendriamos que f'T'(v) =
f'T(v"). Luego, como f’ es un monomorfismo, se tiene que T'(v) = T(v'); y
entonces, v = v’ pues T es una inmersion.

Ahora bien, de la unicidad de v : B — B’, se sigue que: si (B, i, ) < (B, i/, f')
y (B, 1, f") < (B,u, f), entonces v : B — B’ es un isomorfismo. En este caso,
decimos que (B, u, )y (B', 1/, ') son equivalentes; y ademds tenemos que en la
clase %o (de clases de equivalencia inducidas por la relacién de equivalencia an-
terior de tripletas) el preorden < de % induce un orden parcial < en %p. Veamos
que la clase €p es un conjunto. En efecto, dado que (B, u, f) € €, sabemos que
f:T(B) — M es un monomorfismo; en particular, Card(T(B)) < Card(M).
Por otro lado, de 2.15.6, se tiene que existe un epimorfismo v :!U — B con
I =[U,B|u;y como Card(T(B)) < Card(M), podemos encontrar un epimor-
fismo v/ :MU — B. Esto es, B est4 determinado por la propiedad de ser objeto
cociente de MU; y usando que o7 es localmente pequefia (ver 2.15.3), se tiene
que %, es un conjunto.

Probemos ahora que (%0, <) es inductivo. Sea . = {(B;, fi, fi) }ier un subcon-
junto linealmente ordenado de (%, <). Veamos que .Z tiene cota superior en
(%0, <). El orden lineal (.Z, <) induce un orden lineal en I como sigue: dados
i,j € I, definimos @ < j si y sélo si, (Bj, s, fi) < (Bj, 15, fj). En particu-
lar, tenemos que (I,<) es dirigido. Dados ¢,5 € I con i < j, denotemos por
v;j : Bi — Bj al tinico morfismo (pues p; es un monomorfismo esencial) que
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hace conmutar los diagramas

T Vij
T(B) ——"

A (o) T(By)
i X
B~ B M.

Vi

Luego p = {pi} : [a — {Bj,vi;} es un morfismo en Reporq(ry/~ (7). Sea

@ ={u;} : {Bi,vij} — Lim B, €l limite directo de {B;,v;j}icr v it := h_rr)l(,u) :
—

A— 11L>nBz Esto es, el siguiente diagrama conmuta en Repoq(r)/~ (%)

I, &{Bi’%}

donde B := lim B; y ademds [ : A — B es un monomorfismo por 3.1.14.
Veamos que [i es esencial; en efecto, u;u; = i Vi € I y p; es esencial. Luego,
como [ es un monomorfismo, se tiene que %; es un monomorfismo Vi € I. Sea
¥ : UjerB; — B la unién de la familia de sub-objetos {iu; : B; — B}ics de

B. Luego tenemos el siguiente diagrama conmutativo en <7

donde ¢ es un monomorfismo esencial por 3.2.6. Por 3.1.8, tenemos que ¥ es un
isomorfismo. Luego, [i es esencial pues ¢ lo es y i1 = ¥yp.

Por otro lado, el funtor de inmersiéon T' : &/ — Mod(R) induce por composicién
punto a punto, el funtor T'o — : Repora(r)/~(«/) — Reporam)/~(Mod(R)).
Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en Repoq(ry/~(Mod(R))

T(p)={T(ps)}
PR

I7(a) T(B;), T(vij)}

. iT(ﬁ)_{T(ﬂi)}
T(R)
Ir(B)

donde T'(u;), T(w;) y T'(ir) son monomorfismos. Sea L :=lmT'(B;) y 0 = {6;} :

{T'(B;),T(v;j)} — I, el limite directo, luego existen morfismos f: L — My
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0 : L — T(B) en Mod(R), que hacen conmutar al siguiente diagrama

f={fi} T(a)
Iy = {T(B;), T(vij)} ——— (5

0

Ir

en Reporq(r)/~(Mod(R)). Ahora bien, como Mod(R) es C3, tenemos que 0 :
L — T(B) es la unién de la familia dirigida {7'(w;) : T(B;) — T(B)}ier

de sub-objetos de T'(B). En particular, 6 y ; son monomorfismos Vi € I. Por

otro lado, como M es inyectivo, tenemos que existe ' : T(B) — M tal que el
siguiente diagrama

|

L——=T(B)

conmuta. Veamos que (B, fi, f’) € €. En efecto, hay que verificar las condiciones
(i) y (ii) de la definicién de tripleta en €.

(i) f1: A — B es esencial: ya fué probado,
(ii) f'T(ix) = u, en efecto, tenemos las siguientes igualdades
FT() = fT(@)T (i) = f'00:T (i) = FO:T (i) = fiT (i) = .

Veamos ahora que (B;, i, f;) < (B, [i, f') Vi € I. En efecto, ya probamos que

el siguiente diagrama
A
X
B

u

B;

conmuta Vi € I. Falta ver que el siguiente diagrama

) (B)
N
M

también conmuta Vi € I; y este es el caso, pues f'T(@;) = f'00; = f0; = fi. De
este forma, hemos probado que (%), <) es inductivo (es decir, todo subconjunto
linealmente ordenado tiene cota superior). Por lo tanto, por el lema de Zorn,
existe un elemento maximal (Q,w, h) de €p. Si @ no es inyectivo, entonces, por
3.2.4, existe un monomorfismo esencial propio g : Q — Q1; es decir g no es un

T(B;
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isomorfismo. Entonces, por 3.2.7, se tiene que gw es un monomorfismo esencial.
Ahora, como T es una inmersién, concluimos que T'(g) : T(Q) — T(Q1) es
un monomorfismo. Luego, por la inyectividad de M, existe un morfismo h; :
T(Q1) — M tal que el siguiente diagrama conmuta

T(9)

T(Q) —=T(Q1)
e

De donde u = hT(w) = MT(g9)T(w) = hiT(gw). Por lo tanto (Q1,gw,h1)
estd en &, y ademds, (Q,w,h) < (Q1,9w,h1) pues h = h1T(g) y g no es un
isomorfismo. Pero esto contradice la maximalidad de (Q,w, h); probandose que
Q es inyectivo y que w : A — @ es la envolvente inyectiva de A. [

Proposicién 3.3.5 Sea o/ una categoria abeliana completa (resp. cocompleta)
con un generador U y suficientes inyectivos. Entonces, </ tiene un cogenerador
myectivo.

Demostraciéon. Sea % la clase formada eligiendo un representante (o, U) de
cada clase de equivalencia de sub-objetos de U. Por 2.15.3, sabemos que % es
un conjunto. Sea C' = [], 1ryeq Coker(a) (resp. C' = @B, 1r)eq Coker(a)).
Por hipétesis, existe un monomorfismo f : C — @ con @ inyectivo. Por el
resultado dual de 2.15.9, basta probar que para cada 0 # A € &/ se tiene que
[A, Q] # 0. Dado que U es un generador, existe 0 # g : U — A. Consideremos

la factorizacién U7 — = Im(g) ——= A de g a través de su imagen. Dado que
¢’ es un epimorfismo, existe (o, U) € % y un isomorfismo g, : Coker(a) —
Im(g). Sea i, : Coker(a) — C' la inclusién en el producto (resp. coproducto).
Dado que g # 0, tenemos que i, es un monomorfismo no nulo; y por lo tanto
fia # 0. Luego, por la inyectividad de @, existe w : A — @ que hace conmutar
al diagrama

Coker(a) ~225 4

s

Q.

Esto es, wugs, = fia # 0. Entonces, 0 # w € [A, Q] ; probandose que @ es un
cogenerador inyectivo. O

Corolario 3.3.6 Si.</ es una categoria Cs con un generador, entonces &7 tiene
un cogenerador inyectivo.

Demostracién. Se sigue inmediatamente de 3.3.4 y 3.3.5. O



Capitulo 4

El teorema de inmersion

4.1. El teorema de inmersion

Vamos a demostrar en esta seccién el famoso teorema de P. Freyd que dice:
toda categoria abeliana pequena .o, admite una inmersién exacta y covariante
en la categoria de grupos abelianos. La prueba se hara estudiando la categoria
abeliana pequena (&7, Ab) de funtores covariantes aditivos de o/ en Ab. Los
siguientes lemas seran cruciales.

Definicién 4.1.1 Sea &7 una categoria abeliana pequeria. El funtor (contravari-
ante) de representacion H : of — (o7, Ab) se define como sigue:

(a) Dado un objeto A € of, H(A) es el funtor aditivo
HA = [A, ] : o — Ab,

(b) dado un morfismo o: A — B en o/, H(a)) : HB — H? es la transfor-
macion natural (o, —| oz, esto es, H(a)o(8) = Ba donde § € [B,Cly.

Lema 4.1.2 FEI funtor de representacion H : o — (o, Ab) es contravari-
ante y exacto a derecha, es decir, H manda sucesiones exactas a derecha en
sucesiones exactas a izquierda.

.. a B .,
Demostracién. Sea A’ A A 0 una sucesion exacta en 7.

Veamos que la siguiente sucesién es exacta en (<7, Ab)

H(pB)

0o " (o)

HA HA

Empezaremos probando que H(8) es un monomorfismo. Sean 6 : T — H A"
vy : T — HA" dos transformaciones naturales tales que H(B)0 = H(B)y;
esto quiere decir que H(5)pfp = H(B)pyp para toda B € o/ con H(5)p0p :
T(B) — [A, Bly. Sea x € T(B), luego H(B)p(0p(x)) = H(B)s(v5(x)), y por
lo tanto Op(x)B = ¢¥p(x)B. Como B es un epimorfismo, se tiene que Op(z) =

141
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Yp(z), es decir, 0 = ¢p para toda B € &/. Entonces § = 1; y por lo tanto
H(B) es un monomorfismo.

Ahora demostremos que H(3) es el kernel de H(«). Como Sa = 0, entonces
H(Ba) = H(a)H(B) = 0. Sea n: T — H* tal que H(a)n = 0. Lo que quiere
decir que H(«o)pnp = 0 para toda B € & con H(a)gnp : T(B) — [A, Blu.
Por lo tanto, para cada z € T(B) se tiene que H(a)pnp(r) = np(z)a = 0

con ng(r) € [A, B]y. Pero como la sucesién A’ — A y A" 0 es

exacta, se puede completar a la siguiente sucesién exacta corta

0 Ry Y 0,

donde u : I — A es la imagen de a. Luego, como ng(x)a = 0, se tiene que
npu = 0. Pero como f es el cokernel de u, entonces existe un tnico morfismo
0p(x) : A” — B tal que np(x) = 0p(x)5. Definamos ¢ : T — HA” para cada
B € o/ como la funcién ¢p : T(B) — [A”, Bl que estd definida para cada
x € T(B) como pp(x) = 0p(z). Entonces, H(3)p es tal que, para cada B € &,
la funciéon H(B)pypp : T(B) — [A, B]y estd definida para cada = € T(B)
€omo
H(B)pyp(z) = H(B)(0p(x)) = 05(2)8 = np(2).

Es decir, H(3)p = n y la ¢ asi construida es unica ya que H () es un monomor-
fismo; por lo tanto H () es el kernel de H(«). O

El siguiente resultado es conocido como el “Lema de Yoneda” y tiene muchas
aplicaciones importantes.

Lema 4.1.3 Sea o7 una categoria cualquiera. Entonces

(a) para cada funtor covariante T : of — Sets y cada objeto A € o, existe
una funcidn biyectiva (llamada isomorfismo de Yoneda)

0=0ar:[H*T] — T(A)
cuya nuersa es
61 =63t T(A) — [H,T),
donde Oa7() := aa(la) y 03 7(x)s(f) = T(f)(z) con f € [A, Bl y
x € T(A);

(b) para cada transformacion natural ¢ : T — F y cada morfismo f: A —
B en o, el siguiente diagrama en Sets es conmutativo (es decir, 6 es
natural en cada variable)

HE,
A, 2 g ) g s

GA,T\L leB,T ies,F

T(A) T(B) F(B),

[(H(f),T]
—_—

T(f) B

donde [H(f), T)(n) = nH(f) y [H®,¢](§) = ¢&;
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(c) si & es aditiva y el funtor covariante T : o — Ab es aditivo, entonces

el isomorfismo de Yoneda 6 = 04 1 : [HA, T] — T(A) es un isomorfismo
de grupos abelianos.

Demostracion.

(a)

Para cada 2 € T(A), consideremos la funcién ¢'(x) : HA — T definida
por la siguiente regla:

0'(x)5(f) = T(f)(z) Vfe[ABly, VYBed.

Usando que T es un funtor covariante, se obtiene ficilmente que 8'(z) :
H#* — T es una transformacién natural. Por lo tanto ¢ : T(A) —
[HA,T] es una funcién (del conjunto T'(A) a la clase [H#,T] de transfor-
maciones naturales). Veamos que 8’6 : [HA,T] — [HA, T] es la identidad.
En efecto, sean B € &/, f € HA(B) = [A, Bl.y y n € [HA,T); luego, de la
naturalidad de 7, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en Sets

(A, Al y —2 > T(A) (4.1)

HA(f)i iT(ﬂ
[A7 B]&Zf L T(B)

En particular, T(f)na(14) = ngHA(f)(14) = na(f). Por otro lado, de la
definicién de @', tenemos que

©'0)(m)(f) =0"(6n)s(f) =T(F)OM) =T(f)(na(la)).

De donde, (0'0)(n)s(f) =n5(f) VB € & y Vf € H*(B), probandose que
0’6 es la identidad sobre [H4, T]. Veamos ahora, que 00 : T(A) — T(A)
es la identidad. Sea x € T(A); luego 00’ (z) = 0'(x) a(14) = T(14)(z) = x;
probéndose que 60" = 17(4).

Sea f: A— Ben &y ¢ :T — F una transformacién natural (de
funtores covariantes). Probemos la siguiente igualdad

Op.r[H(f), T]=T(f)0ar.

En efecto, para ) € [H*, T] tenemos que (T'(f)0.4,7)(n) = T(f)(n4(1a)) =
ng(f), donde la tltima igualdad vale por el diagrama (4.1). Por otro lado,
Op,r[H(f), T|(n) = 0p,r(nH(f)) =ns(H(f)s(1s)) = ns(1sf) = ns(f),
probandose la conmutatividad del primer cuadrado en (b).

Finalmente, probemos que ¢pfp 1 = 0p p[HP,¢]. Sea p € [HP,T], luego
O0p,r[H”,¢|(p) = 08,r(vp) = (¢p)B(1B) = ¢v5(pB(1B)) = ¢BOBT(P);
probandose la conmutatividad del segundo cuadrado en (b).

Es suficiente ver que 6 = 047 : [HA,T] — T(A) es un morfismo de
grupos abelianos cuando &7 es aditiva y T aditivo.

Sean a, 3 € [HA,T), luego O(a+ ) = (a+8)a(1a) = aa(la)+Ba(ls) =
O(a) +0(B).
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O

Observacion 4.1.4 En el caso en que </ es pequena, tenemos que la clase
[/, Sets] de funtores covariantes de </ en Sets, es una categoria (ver 2.11.4);
y por lo tanto, el Lema de Yoneda se puede interpretar de la siguiente manera.
Consideremos los bifuntores S, FE : of x |of,Sets] — Sets definidos en f :
A— Bye:T — F como sigue:

(Z) S(A7T) = [HAvT] Y S(fv‘ao) : [HA,T] — [HBvF]? donde S(f#/’)(ﬁ) =
enH(f) vy € [HA,T];

)
(ii) E(A,T)=T(A) y E(f,¢) : T(A) — F(B), donde E(f,¢) := F(f)pa =
oBT(f).

Veamos que, el isomorfismo de Yoneda 047 : [H*,T] — T(A), es en realidad
un isomorfismo de bifuntores 0 : S — E. En efecto, para probarlo, usaremos la
igualdad T'(f)na(1a) = na(f) obtenida en (a) en la demostracion de 4.1.3. Esto
es, dados f : A— B en o, o: T — F en [, Sets| yn € [HA,T], veremos
que E(f, )04 1(n) =0 rS(f,¢)(n). Por un lado, tenemos las igualdades

E(f,¢)0ar(n) = E(f,¢)(na(1a)) = ¢B(T(f)(na(14))) = vB(n5(f));
por otro lado, tenemos que
08,7 S(f,¢)(n) = 0B,r(enH(f)) = (enH(f))B(18) = vB(N5(f)).
Esto ultimo, prueba que el siguente diagrama en Sets

AT

0
[HA,T] ——=T(4)
so&wl lE(f,so)

[HB,F| — F(B)

0B, F
es conmutativo.

Corolario 4.1.5 Sea o/ una categoria cualquiera. Consideremos la funcion
Be.a : [C, Aley — [HA, HC], donde Bo,a(g) = H(g) := [g, —]w. Entonces

(a) Bc.a es natural en las variables C' y A,
(b) Be,a es biyectiva con inversa ﬂalA(n) =na(la),
(c) si o es aditiva entonces Bc.a es un isomorfismo de grupos abelianos.

Demostracién. Veamos que Bc.a = Q,XIHC' En efecto, sea g € [C, Al y
h € HA(B) = [A, B]., entonces tenemos que

01 e (9)s(h) = HY(h)(9) = hg = [9, ] (h) = Bo,a(g) ().

Luego, el corolario es consecuencia del Lema de Yoneda. [J
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Proposicién 4.1.6 Sea of una categoria aditiva pequena y A € o . Entonces

(a) H? es un objeto proyectivo pequerio en (o, Ab),

(b) el funtor G := @ 4o, H* es una inmersién de o/ en Ab y un generador

proyectivo de (o, Ab).

Demostracion.

(a)

Primero veamos que H4 es proyectivo en (27, Ab). Consideremos el sigu-
iente diagrama en (<7, Ab)

HA

)

T ——1T

con 7 un epimorfismo, es decir, n4 : T(A) — T'(A) es un epimorfismo en
Ab para toda A € o7. De 4.1.4, tenemos el siguiente diagrama conmutativo
en Ab

(HA, 7] 227 7(A)

S(lA,n)l E(1a,mn)=na
a7

[HA, T' ——=T'(A).
Por lo tanto S(14,n) : [HA,T] — [HA,T'] es un epimorfismo. Pero en
este caso S(1a,n) = [HA, —] : (o7, Ab) — Ab y luego, por obs 2.14.2, se
tiene que H# es un objeto proyectivo. Por otro lado, como el coproducto
de proyectivos es proyectivo, entonces G = @ acw H A es proyectivo.
Ahora probemos que H4 es un objeto pequefio. Por 2.16.3, es suficiente ver
que [HA, -] : (&, Ab) — Ab preserva coproductos. Pero por 4.1.3, ten-
emos que [HA, P T;] = (P T;)(A) y por 2.11.8, se tiene que (P T;)(A) =
@ T:(A). De nuevo por 4.1.3, se tiene que T;(A) = [HA,T;]; por lo tanto
DT (A) = P[HA, T;]. Esto es,

1A, P 1] = P, 1),
y entonces H* es un objeto pequefio de (=7, Ab).

Ya que G es proyectivo, para ver que G es generador, es suficiente ver por
2.15.9, que T # 0 implica [G,T] # 0. Sea T # 0, usando 2.6.2, tenemos
que [G,T] = [B ey HAT) = [Taeny[HA, T); y por 4.1.3, se tiene que
[Macy/[HA T) =TT 4cy T(A). Por lo tanto

(D #4.11= [] T(4);

Aced Acad
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y entonces, como T'(A) # 0 para algin A € &7, se obtiene que

[P u. 1] #0,

Acd

probéndose que G = @ 4., H 4 es un generador.

Finalmente, veamos que G : &/ — Ab es una inmersién. Sea o : B — B’
un morfismo no cero en .«7. Entonces, el morfismo H?(a) : [B, B] —
[B, B'] es distinto de cero puesto que H?(a)(14) = a # 0.

Pero (@ 4., HA)(0) = D ey HA(0), por lo tanto (1., HA)(a) £ 0
y entonces G es fiel. Ahora veamos que G distingue objetos. En efecto,

sea A # B en 7, entonces [C, Al # [C,Blo VC € of; y por lo tanto
G(A) = Bee,y H(A) # Bpey HE(B) = G(B); probandose que G es

una inmersion.

O

Proposicion 4.1.7 Sea o7 una categoria pequena, exacta y aditiva. St T es un
objeto inyectivo en (of , Ab), entonces T es un funtor que preserva cokerneles.

.2 a €] .,
Demostracién. Sea A’ A A" 0 una sucesién exacta en <.

Entonces, por 4.1.2, obtenemos que la sucesién

0 ppan Oy @)

es exacta en (&7, Ab). Como T es inyectivo, se tiene que la siguiente sucesién

7 H(ax ,T H ﬁ ’T "
P E RN L Sy p—

es exacta en Ab. Aplicando 4.1.3 a la sucesién anterior y usando la naturalidad
de 6 en A, obtenemos que la sucesién

a)

T(B) T

7(A) 220 7(a) (A") —>0

es exacta en Ab. Es decir, T preserva cokerneles. [

Lema 4.1.8 Sea &/ una categoria abeliana y E € (o7, Ab). Fijemos A1 € o
y x € E(A1). Entonces, la asignacion F : of — Sets, definida en objetos
como F(A) :={y e E(A) |3 a: A — A tal que E(a)(x) = y}; yen
morfismos f : A — B como F(f) := E(f) |pay: F(A) — F(B) es un funtor
en (o, Ab).

Demostracién. Sea f: A — B un morfismo en 7. Por como estd definida
F| se tiene que F(f)(F(A)) C F(B); y por lo tanto F(f) es un morfismo bien
definido en Sets. También, se obtiene que F' es un funtor de la categoria &7 en
la categoria Sets. Veamos que F' € (&7, Ab). Para ver esto, es suficiente probar
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que cada F'(A), con A € &7, es un subgrupo de E(A).

Sean y1, y2 € F(A); por lo tanto, existen a; : A3 — Ay ag : Ay — A tales
que E(a1)(xz) = 11 y E(az)(x) = yo. Luego a3 + ag : Ay — A es tal que
E(a1 + a2)(z) = y1 + y2, probdndose que y; + y2 € F(A).

Sea v = —a; el inverso aditivo de «; en [A;, A]l. Por lo tanto 0 = E(0) =
Blay +7) = Flay +7) = Fla) + F(3). Luego Flay)(x) + F(1)(x) = 0; y
entonces z = F(v)(x) € F(A) es el inverso aditivo de y;, probédndose que F(A)
es un subgrupo de E(A). O

Observacion 4.1.9 FEl funtor F, definido en 4.1.8, es un sub-objeto de E en
la categoria (o, Ab); y serd llamado el subfuntor de E generado por x.
En efecto, sea n : F — T la transformacion tal que para cada A € o,
na : F(A) — E(A) es la inclusion natural de subgrupo. Esto es, el siguiente
diagrama

F(A) —— E(4)
F(a)l lE(a)
F(B) 2~ E(B)

conmuta en Ab para toda o : A — B. Luego, n: F — E es un monomorfismo

en (o, Ab).

Lema 4.1.10 Sea o/ una categoria abeliana pequena y ¥ : M — @ una ex-
tensidn esencial en (o, Ab). Si M es un monofuntor entonces Q lo es.

Demostracion. Supongamos que ) no es un monofuntor. Entonces, existe un
monomorfismo a: A — A’ en &7 tal que Q(a) no es un monomorfismo en Ab.
Por lo tanto, existe x € Q(A) tal que = # 0y Q(a)(z) = 0. Sea Q el subfuntor
de @ generado por z. Como Q(14/)(z) = = # 0, entonces Q(A’) # 0, es decir
Q #0.Sean: Q — @ la inclusién natural como subfuntor. Como v : M — Q
es una extensién esencial, entonces M N Q # 0. Luego, existe B € &/ tal que
M(B) N Q(B) # 0, es decir, existe 3 : A’ — B en & tal que Q(8)(z) #0y
Q(B)(x) € M(B). Consideremos el siguiente diagrama de pushout

A/L>A

ﬁl i@
B—2>P,

donde @ es un monomorfismo por el dual de 1.8.3. Aplicando @ al diagrama
anterior, tenemos que

0=Q(B)RQ(a)(x) = Q(a)Q(B)(x) = M(@)Q(S)(x).

Lo cual es una contradiccién pues Q(8)(z) # 0y M (@) es un monomorfismo ya
que M es un monofuntor. Por lo tanto ¢ es un monofuntor. [J
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Lema 4.1.11 Si o/ es una categoria abeliana pequena, entonces el funtor adi-
tivo G =@ 4c,y H* : & — Ab es un monofuntor.

Demostracion. Sea o : B — (' un monomorfismo en una categoria abeliana
pequeiia o/, Entonces, H*(a) : HA(B) — H*(C) es un monomorfismo en
Ab, VA € /. Ahora bien, Ab es una categoria Cj3; en particular es Cy, por lo
tanto @ 4oy HA () : @ 4ey HH(B) — P e,y HA(C) es un monomorfismo
en Ab. En otras palabras, G(«) es un monomorfismo; y por lo tanto G es un
monofuntor. [J

El siguiente resultado, es el conocido “Teorema de inmersién”de P. Freyd.

Teorema 4.1.12 Toda categoria abeliana pequeria <7 admite una inmersion
covariante y exacta en la categoria de grupos abelianos Ab.

Demostracién. La categoria (&7, Ab) es una categoria C3 que tiene, por 4.1.6,
como generador a G = P ,¢ HA. Por lo tanto, por 3.3.4, (27, Ab) tiene envol-
ventes inyectivas para cada uno de sus objetos. Sea i : G — ) una envolvente
inyectiva para G. Como @ es inyectivo se tiene por 4.1.7, que Q) preserva cokerne-
les. Ademsds, por 4.1.11, G es un monofuntor; y entonces, por 4.1.10, concluimos
que @ es un monofuntor. Por lo tanto, dado que @ es un monofuntor y preserva
cokerneles, entonces () es un funtor exacto. En vista de la conmutatividad del
siguiente diagrama
KB

G(B) — Q(B)

G(ﬁ)l l@(ﬁ)

G(B') 2~ Q(B)

para toda 3 : B — B’ en & se sigue que, si G preserva objetos no cero en-
tonces ) preserva objetos no cero. Por lo tanto, por 2.8.3, @ es un funtor fiel.
Ahora, por 2.10.7, se tiene que existe una equivalencia natural ¢ : Q — T, tal
que T € (&, Ab) y es inyectiva en objetos. Ademds, T : & — B, es un funtor
fiel y exacto en vista de la equivalencia natural . Luego, T es la inmersion
buscada. [J

El siguiente lema sera de mucha utilidad, en las aplicaciones que daremos del
Teorema de inmersion, en la siguiente seccion.

Lema 4.1.13 Sea o una subcategoria pequena de una categoria abeliana <7 .
Entonces, existe una subcategoria plena, pequena y abeliana </ de <, que tiene
a Ay como subcategoria.

Demostracién. Para cada n € N, definimos inductivamente una subcategoria
, de o/ como sigue. & es la primera de ellas; y dada 47,, definimos a .7, 1
como la subcategoria plena de o/ tal que:

(a) 41 tiene a todos los objetos de 47,
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(b) para cada morfismo o : A — B en 4,, agregamos a 7,1 morfismos
uw:K — Ayp:B — F donde u (resp. p) es un representante del
kernel (resp. cokernel) de av en &7, y

(c) para todo conjunto finito {A;};c; de objetos de 7, agregamos en 2%, 1
un representante de [[;.; A; en &7,

Como & es pequena, se tiene que &, es pequena Vn > 0. Por lo tanto, la
subcategoria @’ = |J,,~, %, de &/ es pequena y plena. Veamos que ./’ es una
subcategoria abeliana de <.

Sea @ : A — B un morfismo en «/’. Luego, existe n € N tal que a € <7,.
Por (b), tenemos que p = Ker(a),p = Coker(a) € o,+1 C &/’ donde Ker(a)
y Coker(a) son el kernel y el cokernel en o7 de «, respectivamente. Entonces,
Ker(a) es también el kernel de a calculado en 27’ (lo mismo pasa con Coker(«)).
En otras palabras, la subcategoria plena <7’/ de &/ es cerrada por kerneles y
cokerneles. Andlogamente, de (c), se concluye que &7’ es cerrada por productos
finitos (y también por coproductos finitos pues [[;—, A; = @), A; por ser o/
abeliana).

Veamos que &7’ es normal. En efecto, sea o : A — B un monomorfismo en &/”;
luego, como 7’ es cerrada por kerneles, se tiene que a es un monomorfismo en
. Sea 3 : B — C el cokernel de « en /. Por lo tanto, como &/’ es cerrada
por cokerneles, tenemos una sucesién en .7’

0 A—>p-L.c 0

que es exacta en .o/. Por ser &/ abeliana y &/’ cerrada por kerneles, entonces
a = Ker(f) en o'; probandose que 2/’ es normal. Andlogamente, se prueba
que &' es conormal. Luego, por 1.22.2, obtenemos que %7’ es una subcategoria
abeliana de &/ que contiene a «%,. [

4.2. Consecuencias del teorema de inmersion

Definicién 4.2.1 Diremos que un enunciado acerca de un diagrama, en una
categoria abeliana <7, es un enunciado categdrico si tal enunciado afirma:

(a) que ciertas partes del diagrama son conmutativos o no,
(b) que ciertas sucesiones en el diagrama son o no son exactas, y

(c) que ciertas partes del diagrama son o no son limites & colimites de cierta
parte finita de un diagrama.

Metateorema 4.2.2 Si un teorema es de la forma ”p implica q”, donde p y
q son enunciados categoricos acerca de un diagrama en una categoria abeliana
A que admite una inmersion exacta en la categoria Ab; y si el teorema puede
ser probado en la categoria de grupos abelianos Ab, entonces dicho teorema es
cierto en .
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Demostracién. Sea T : &/ — Ab una inmersién exacta, esto es, T es un
funtor (covariante) exacto y fiel que distingue objetos en &7. Sea p = ¢ un
enunciado categérico en 7. Entonces, como T es exacto, T preserva sucesiones
exactas y diagramas conmutativos; y como T' preserva kerneles, entonces por
2.7.9, T preserva limites y colimites de diagramas finitos. Luego p = T'(p) es
verdadero. Por otro lado, por 2.8.2, T refleja enunciados categoricos. Luego
T(q) = q es verdadero. Por lo tanto, si pudieramos demostrar T'(p) = T'(q) en
Ab, tendriamos que el teorema p = ¢ seria verdadero en .o7.

O

Observacion 4.2.3 Sea U un objeto en una categoria abeliana /. Si U es un
generador proyectivo, entonces HY : o/ — Ab es una inmersion covariante y
exacta (ver 2.14.2 y 2.15.4).

Definicién 4.2.4 Sea </ una subcategoria de la categoria de grupos abelianos
Ab. Un morfismo a : A — B en o/ es en particular una funcion la cual a
su vez es un tipo de relacidn especial entre los conjuntos A y B. Denotaremos
por a1 B — A a la relacidn inversa de o; en este caso, la relacion inversa
a~t: B — A podria no ser una funcion (y por lo mismo no necesariamente
un morfismo en Ab). Una relacién de la forma o=t : B — A, cona: A — B
un morfismo en &, serd llamada < -antimorfismo. Dada una relacion v :
A — B, decimos que 7y es una < -relacion siy = a,ap,_1 ... asay donde cada
a;, con 1 < i < n, es o bien un morfismo en </ o bien un < -antimorfismo.
Una of -relacion que resulta ser una funcion serd llamada < -funcion. Una
o/ -relacion simple v es una o/ -relacion de la forma v = aB~! donde o y
son morfismos en < .

Lema 4.2.5 Si.of es una subcategoria abeliana de Ab, entonces toda <f -relacion
es una < -relacion simple.

Demostraciéon. Es claro que toda «7-relacién es composicién de «7-relaciones
simples. Entonces, es suficiente probar que la composiciéon de dos «7-relaciones
simples es una .&7-relacién simple.

Consideremos la siguiente composicién (ayaz Y(azar!) de o7-relaciones simples
donde oz4a3_1 :D— By agal_l : A — D. Dicha composicién, se puede ver
en el siguiente diagrama

Mg (4.2)
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Consideremos el pullback en <7, y por lo tanto en Ab, de los morfismos ay :
C—Dyas:EFE— D
P C
ﬁal laZ

l?“gge'l).

B2

—_—

En la categoria de grupos abelianos, sabemos que P = {(x,y) € Cx E | ag(z) =
as(y)} v B2, B3 son tales que fa(z,y) =z y B3(x,y) = y. Veamos que las o7~
relaciones (3035 ly o Loy son iguales.
En efecto, sea ¢ € C entonces B33, '(c) = B3({(c,x) € C x E | as(c) =
a3(z)}) = {z € E | az(c) = az(x)}. Por otra parte a3 'as(c) = a3 '(as(c)) =
{x € E| az(z) = az(c)}. Por lo tanto B38; ' = a3 as. Luego asas  asa; ! =
as(agtan)art = as(B3f; ayt = auBs(a1 )"t Entonces, la o7-relacién dada
por (4.2), es la misma que la siguiente
B2

ay
P——C——A
a4a;1a2af1
Oc4l/

Es decir, la composicién de dos «7-relaciones simples es otra vez una «7-relacién
simple. Por lo tanto, toda o7-relacién es una o/-relacién simple.
O

Lema 4.2.6 Sea o/ una subcategoria abeliana de Ab. Entonces, toda <f -relacién
simple, que es una < -funcion, es un morfismo en <.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en Sets

c—5 A

a2
—1
Ot20¢1

B.

Dado que la relacion agal_l estd definida sobre todo A, se tiene que aj es
un epimorfismo. Sea p : K — C el kernel de a7 en & y por lo tanto en
Ab. Del diagrama conmutativo anterior, tenemos que asp = 0; ademds, como
Ker(ai) = p entonces Coker(u) = a. Por lo tanto, existe un morfismo « :
A — B en & tal que ay = ya;. Veamos que asa; ' = 7. Sea a € A, como a;
es un epimorfismo, luego existe un ¢ € C tal que a4 (c) = a. Entonces, tenemos
las siguientes igualdades

(a) = (a1(e)) = az(c) = az(ag () = azay ' (a).
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Esto es, agafl = ~y; y como 7 es un morfismo en &7, entonces agafl también
loes. O

Definicién 4.2.7 Una construccion por persecucion en un diagrama de Ab,
es el proceso de definir un morfismo en Ab por composicion de morfismos y
antimorfismos en dicho diagrama.

Metateorema 4.2.8 Sea o/ una categoria abeliana que admite una inmersion
exacta en la categoria Ab. Si un teorema es de la forma “p implica q”, donde

(a) p y q son enunciados categdricos acerca de un diagrama en <,

(b) q afirma la existencia de algunos morfismo adicionales entre ciertos obje-
tos en el diagrama y la validez de un enunciado categdrico en el diagrama
extendido, y

st el teorema puede ser probado en la categoria Ab, por construccion de morfis-
mos a través de persecuciones en el diagrama, entonces el teorema es cierto en

o .

Demostracién. Sea T : &/ — Ab la inmersién exacta de 7 en Ab. Entonces,
por 4.2.2, 4.2.5 y 4.2.6, es suficiente demostrar la existencia de tal morfismo en
el siguiente diagrama

c—>A

(le

B.
Supongamos que queremos probar que existe un morfismo 3 : A — B que hace
conmutar el diagrama anterior y que satisface un enunciado categérico q. Sea

i K — A el kernel de a1, aplicando T al diagrama anterior, obtenemos el
siguiente diagrama en Ab

T(a1)

T (p) T(C)

T(az)i

T(B),

T(K) T(4)

con T'(u) el kernel de T'(a) (puesto que T es un funtor exacto). Supongamos
que podemos demostrar la existencia de un morfismo «y : T(A) — T'(B) en Ab
que hace conmutar el diagrama anterior y que satisface el enunciado categérico
q. Esto, en particular, nos dice que T'(a1) es un epimorfismo y que T'(«2)T (1) =
T(ap) = 0 en Ab. Luego, como T es fiel, se tiene que T refleja epimorfismos
y morfismos cero. Por lo tanto, a; es un epimorfismo y asp = 0 en /. Ahora
bien, como Ker(oy) = py &/ es abeliana entonces Coker(y) = aj. Luego,
existe un unico morfismo 3 : A — B tal que Ba; = ao; y aplicando T a la
igualdad anterior, tenemos que T(Bay) = T(8)T (1) = T(ag). Por otra parte,
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ya tenfamos que YT'(a1) = T(ag); y como T(8)T (1) = T(a2), se tiene que
T(68)T(a1) = YT(aq). Pero T(a1) es un epimorfismo por lo que T(8) = 7.
Ahora bien, como ~ satisface el enunciado categorico ¢ y T es fiel, se tiene
entonces que 3 satisface el enunciado categorico g, probandose el metateorema.
O

Metateorema 4.2.9 Sea &/ una categoria abeliana. Si un teorema es de la
forma “p implica q”, donde

(a) p y q son enunciados categdricos acerca de un diagrama en <,

(b) q afirma la existencia de algunos morfismos adicionales entre ciertos obje-
tos en el diagrama y la validez de un enunciado categorico en el diagrama
extendido, y

si el teorema puede ser probado en la categoria Ab, por construccion de morfis-
mos a través de persecuciones en el diagrama, entonces el teorema es cierto en

o .

Demostracion. Sea D un diagrama en &7, y sea ) la subcategoria pequena y
plena generada por los objetos de D. Por 4.1.13, existe una subcategoria abeliana
pequenia y plena &/’ de &/ que contiene a 4% como subcategoria. Entonces, por
4.1.12, existe una inmersién exacta y contravariante T : &/’ — Ab. Luego, este
metateorema se sigue del metateorema 4.2.8. O

Dos aplicaciones muy importantes de 4.2.9, son el “Lema del 57 y el “Lema
de la serpiente”.

Proposicion 4.2.10 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en una
categoria abeliana of

Uy U2 us Ug

Ay Ay As Ay As
fll fzi f3l f4l fS\L
R (R (— ]

(a) Si fa y fa son monomorfismos y f1 es un epimorfismo, entonces f3 es un
monomorfismo.

(b) Si fa y fa son epimorfismos y fs es un monomorfismo, entonces f3 es un
epimorfismo.

Proposicién 4.2.11 Si el siguiente diagrama, en una categoria abeliana <7, es
conmutativo y exacto

A B c 0
b4
0 A —> B ',




154 Consecuencias del teorema de inmersion

entonces, dicho diagrama, induce la sucesion exacta larga en <of

Ker(f) vy Ker(g) s Ker(h) _o

— 0 Coker(f) v, Coker(g) v Coker(h).

Ademds si u es un monomorfismo, entonces U es un monomorfismo y si v’ es
un epimorfismo, entonces v' es un epimorfismo.



Capitulo 5

Elementos de Algebra
Homoloégica

5.1. La categoria de Complejos

Definicién 5.1.1 Sea &/ una categoria abeliana. La familia X® = {X'}icz,
de objetos en o, se le llama también objeto o7 -graduado. El conjunto de
morfismos graduados, de grado p € Z, de X*® en Y*® se denota por
HomP(X*,Y*); y un elemento v : X* — Y* de dicho conjunto, es de la
forma u := {u' € (X", Y|y }icz. La composicién de morfismos graduados es
la funcion

HomP(X*,Y*) x Hom%(Y*, Z*) — HomPTI(X*,Z*)

. i i+
tal que (u,v) — vu, donde (vu)® es la composicion Xt — = yi+p -~ S gitpta
de morfismos en /. Finalmente, para cada p € Z, tenemos que la estructura
aditiva de of induce una estructura de grupo abeliano en HomP(X*,Y*®) como

sigue: f g :={fi4+g': X' — YiP},cy.

Definicién 5.1.2 Un complejo en <7 es un par (X®,dxe), donde dx« €
Hom!'(X*, X*) y d%. = 0. El morfismo dxe« se le conoce como el diferencial
asociado al objeto o -graduado X y por simplicidad, escribiremos frecuente-
mente X* en lugar de (X®,dxs). Usualmente, el complejo X* se escribe como
la siguiente sucesion larga en of

dge d%e

X! XY Xt

en la cual d5tldy. =0 Vi € Z.
La categoria de complejos en o/ se denota por Com(</). Los objetos de Com(<?)
son los complejos en <, y un morfismo u : X®* — Y* de complejos es un

155
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morfismo 0-graduado tal que dyeu = udxe. Esto es, el siguiente diagrama

n

d%e
XN —— Xn+1

un l lun«#l

Y —— Yn+1
dye

es conmutativo en </ para todo n € 7.

Observacién 5.1.3 La categoria de complejos Com(<f) puede ser interpretada
en términos de ciertos funtores (covariantes) aditivos. Para ver esto, consider-
emos el siguiente diagrama X

3 mi—1 . mi Mi41
i—1 il — =i 2

Esto es, ¥ tiene como vértices a g := Z y como flechas a ¥ := {m; : i —
i+1}iez. Tomemos la categoria de caminos PL de 3 (ver en 2.1) y extendamos
P a una categoria aditiva, que denotaremos por Z2Y., como sigue:

(i) Obj(ZPX) := Xy U {0*}, donde 0* es el objeto cero de ZXY,
(it) [i,jlzos es el grupo abeliano libre generado por [i,j]los, y

(i1i) la composicion de morfismos en ZPY es la extension bilineal de la com-
posicion de morfismos en P,

Consideremos el ideal I :== ({m;y1m;}icz) generado, en ZPY, por el conjunto
de caminos {m;y1m;}icz de longitud dos. Luego tenemos la categoria cociente
ZPY/I (ver en seccion 1.3, ejemplo 7) que resulta ser aditiva y pequena; en
dicha categoria, la composicion de dos flechas consecutivas de 3 es cero. Consid-
eremos la categoria (ZPX/1,47) de funtores (covariantes) aditivos de ZPX 1
en /. Definamos el funtor

p: (22%]1, o) — Com(),

tal que: al objeto F' € (ZPX/I,4) le asociamos el complejo (o(F)®,dy(rys),
donde o(F)" := F(i) y dfp(F). = F(m;) Vi € Z; y ol morfismo p: F — G le
asociamos p(p) : p(F)* — ©(G)®, donde o(u) := p. No es dificil probar que
el funtor ¢ : (ZPX]I, /) — Com() es una equivalencia de categorias; y
por lo tanto, podemos identificar a Com(<) con (ZLPL/1, ). Luego, podemos
aplicar todo lo hecho en las secciones 2.11 y 2.13, a Com(</). En particular,

Com() es abeliana puesto que <7 lo es.

5.2. El funtor de cohomologia

Para poder definir el funtor de cohomologia, necesitamos primero introducir
los funtores aditivos llamados: el funtor de n-cociclos Z" : Com(«/) — o' y
el de n-cobordes B" : Com(&/) — .
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Definicién 5.2.1 Dado un objeto X* en Com(</), se definen:
(a) Z™(X*®) := Ker(d%.),
(b) B™(X*®) := Im(d%."),

n n

Uy o d .
(C) Zn(X.)XHXn = Ker( XnHX‘XwH»l )}

n—1 n
(d) xn-1 x5 B™"(X*) OLX" la factorizacidn de d}_.l a través de su

magen.

(e) el monomorfismo p%. : B*"(X*) — Z™(X*), en &, que hace conmutar
al diagrama (aqui estamos usando que d%. =0)

n—1
xe

anl Xn

ﬁzzll y Tu?{.

B(X*) ——> Z"(X*).

Hxe

Sea f : L* — K°* un morfismo en Com(</). Dado que dj.f"uf. =
frrdr,ut. = 0, existe un dnico morfismo Z"(f) : Z"(L*) — Z™(K®) en
o7 tal que el diagrama

n mn
Ure

d}e
Zn(Lo) L o n *L>Ln+1 (5]_)

Z"(f)l lf” lf"“

Zn(Ko) W K" 7) Kn+1
Ke® K*

conmuta.

un:l n:l
Por otro lado, como Coker( Z" 1(L*) ——= [n—1) = [n-1 —> B"(L*), ex-
iste un tnico morfismo B™(f) : B*(L*) — B™(K®) en &, que hace conmutar
al siguiente diagrama exacto en &/

—1 -1
T ﬁz.

0 5 Zn_l(L‘) Ure Lnfl Bn(Lo) 0

Z"_l(f)l f"‘ll J{B"(f)

0— 2" YK*) — K"»~! ——= B"(K*) —0.
Upe Ke®

De los dos diagramas anteriores, obtenemos que las asignaciones

Z", B" :Com(«) — o
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son en efecto funtores (covariantes) aditivos. Veamos finalmente, que el siguiente
diagrama en &7 es conmutativo

Mz-

Br(L*) £ z7(L0)

B"(f)l J/Z"(f)

B (K*) — > Z7(K®).
1237
En efecto, de la igualdad w7 Z"(f)pl. Z.‘l =ul. ;H}(.B"(f)ﬂz._l se concluye
que Z™(f)ute = e B"(f) pues ul. es un monomorfismo y ﬂZ?l es un epi-
morfismo.

Definicién 5.2.2 Dada una categoria abeliana <f, para cada n € Z, definimos
el funtor de cohomologia H" : Com (o) — &, de grado n, como sigue:

(a) H"(X*®) := Z"(X*)/B"(X*) para X* € Com(«/),

(b) dado f : L* — K*, en Com(«/), se define H"(f): H"(L®*) — H"(K*®)
como el dnico morfismo en & que hace conmutar al siguiente diagrama
exacto en of

0 —= B(L*) £ zn(L%) 2 g7 (L*) —0

B”(f)i lZ"(f) lH"(f)

0 B" (Ko) - gn (Ko) - Hn(Ko) 0.
Hie Pie

Observacién 5.2.3 El funtor H" : Com(«/) — & es aditivo pues B™ y Z™
lo son.

Definicién 5.2.4 Sean f,g € [X*,Y*|com(w); decimos que [ es homotdpico
a g, en simbolos f ~ g, si existe 6 € Hom™1(X*,Y*) tal que f — g = dy+0 +
Odxe. Esto es, 0 = {0™ : X" — Y"1}, 7 vy satisface la igualdad

ffr=g"=dyiton + 0" d%. nel.

Proposicién 5.2.5 Sean f,g € [L*, K®|com(w). St [ ~ g entonces H"(f) =
H™(g) para todo n € Z.

Demostracién. Primero notemos que f — g = {f™ — g" }nez es un morfismo
de complejos. Como H™ es un funtor aditivo, se tiene que H"(f —g) = H™(f) —
H™(g). Luego es suficiente ver que H*(f — g) = 0. De la definicién de H", se
tiene que H™(f — g) es el tinico morfismo en & tal que el siguente diagrama es
conmutativo

B™(L*) M. Zn(L*) P Z7(L*)/B™(L*)

B”(h)i lZ”(h) lH"(h)

Hice

B (K*) 255 zn (k) —2ES Zn(K%) /B (K*),
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donde h = f—g. Del diagrama (5.1) tenemos que u%. Z™(f —g) = (™ —g™)u7.,
pero como f ~ g, entonces f" — g™ = d?{.19" +6n+1q7, . Por lo tanto,
Whe Z™(f—g) = (di 0" +0" T d ) ute = A 0™ ut e +0" T A eute = AR 0 U
Por otro lado, sabemos que w4 s ?51 = d?(_.l. Luego

W Z7(f — g) = i 0" = feapfen B ",

y como ul. es un monomorfismo, entonces Z"(f — g) = plkefre 0" ut.. Por
lo tanto, pk.Z™(f — g) = p?(.u}’(.ﬂ?gl@"uz. = 0. De donde, el morfismo
0:2Z"(L*)/B™"(L*) — Z™(K*®)/B™(K*) hace conmutar el diagrama anteri-
or, entonces, por la unicidad, se sigue que H"(f —g) =0. O

5.3. Resoluciones

Sea X* € Com(&/). Decimos que X*® es positivo si X" = 0 Vn < 0;
dualmente, X*® es negativo si X =0 Vn > 0.

Definicién 5.3.1 Sea &/ una categoria abeliana y A un objeto de of. Una
resolucién a derecha de A es un par (K*®,¢), donde

(a) K* es un complejo positivo en &, y

(b) e : A — K° es un morfismo en o, llamado morfismo de aumentacion,
tal que la siguiente sucesion

0
€ dK'

K° K!

es exacta en <.

La resolucion (K*®,e) es exacta si H*(K®*) =0 Vn > 0, y es inyectiva si K"
es inyectivo en of ¥n > 0.

Observacion 5.3.2 Si la categoria abeliana o/ tiene suficientes inyectivos, en-
tonces todo objeto A € o tiene al menos una resolucion exacta e inyectiva.

Lema 5.3.3 Si en el siguiente diagrama, en una categoria abeliana <,

Ul U2
A —— Ay —— A3

y

Q

13 w1 u2 . .
la sucesion Ay — Ay ——> A3 es exacta, Q es inyectivo y pu; = 0, en-
tonces existe un morfismo ¢ : A3 — @Q tal que Yus = p.
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. s fi a; .
Demostracién. Sea A; ——= Im(u;) — A;11, con i = 1,2, la factor-
. . . . J2 . 9
izacién de u; a través de su imagen y Ay, —— Coim(uz) — A3z la factor-
izacion de us a través de su coimagen. Consideremos el siguiente diagrama en

o

Im(ur) 2> Ay — 22> Coim(us) 2> Imf(us) 22— As

)

donde 19 es un isomorfismo pues &7 es abeliana. Ahora bien, como 0 = pu; =
payfi y fi es un epimorfismo, entonces 0 = pay. Puesto que Coim(ug) =
Coker(ai) y 0 = pai, existe un tnico morfismo 6 : Coim(uz) — Q tal que
0ja = . Dado que @y es un isomorfismo, entonces 9@51 =1 : Im(ug) — Q
es tal que Y119j2 = ¢. Ahora, como @ es inyectivo y as es un monomorfismo,
existe ¥ : A3 — @ tal que Yas = 1. Luego, ¢ es el morfismo requerido. [

Proposicién 5.3.4 Sean A y B objetos en una categoria abeliana 7, (K*®,¢)
una resolucidn exacta de A y (L*,n) una resolucidn inyectiva de B. Siu: A —
B es un morfismo en </, entonces existe al menos un morfismo f : K® — L*®
en Com(&) tal que el siguiente diagrama en o/

A——= KO (5.2)

es conmutativo. Si g : K®* — L* es otro morfismo en Com(</) tal que g’ =
nu, entonces f es homotopico a g.

Demostracion. Definiremos al morfismo f : K* — L°® de tal manera que
las condiciones pedidas se satisfagan. La existencia de f© : KO — L9 tal que
el diagrama (5.2) es conmutativo, es consecuencia de que L% es inyectivo y
es un monomorfismo. Para definir el morfismo f!: K' — L', consideremos el
siguiente diagrama en &7

0
AHEKOLKl

d%.fol

L.
0 0 0 1 . . £ dc}(‘
Dado que d7.f°c =dj.nu =0, L" es inyectivoy A —> K0 ——> K1 es ex-

acta, entonces, por 5.3.3, existe f! : K' — L' tal que f'd%. = d%. f°. Supong-
amos, por induccién, que ya tenemos construidos los morfismos f°, f*,..., f*~!
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tales que fidi) = d.'f=! para 0 < i < n — 1. En particular f"~1d}.? =
d’LLTQf”_Q. Por lo tanto, podemos formar el diagrama en &/

o o
K2 —— gn-1 ——> Kn
dZ.lfnll
L’ﬂ

Como d} ! frtdi? = (d}o'd}o?) f"~2 = 0, entonces, por 5.3.3, existe f™ :
K™ — L™ tal que f”d?(_.1 = d%?lf"’l. Por lo tanto, por induccién, tenemos
probado la existencia de f: K®* — L*® tal que f%¢ = nu.

Sea g : K®* — L*® otro morfismo de complejos que satisface las mismas condi-
ciones que f. Para mostrar que f es homotépico a g, debemos construir morfis-
mos 6 : K* — L'~ con i > 1, tales que

=g =dp 0t 4 0 dige.
Para definir el morfismo #' : K' — L, consideremos el diagrama en .o/

d%e
A*E>KO*K>K1

fogol

LO.
Ahora bien, (f° — ¢%)e = f — g% = nu — nu = 0. Luego, por 5.3.3, existe 6" :
K' — L9 tal que f° — ¢° = 0'd%.. Para definir 62 : K> — L', consideremos
el diagrama en &/
d%e die
KO 4K> Kl 4K> K2
fl_gl_d%'all
Ll
y notemos que (f! —g* —d2.0M)d%. = f'd%. — g'd%. — d%.0'd%. = d%.(f° —
") — d%.(f° — ¢°) = 0. Entonces, por 5.3.3, existe 6% : K2 — L! tal que
fl—g' = dq.ﬂl —&_—92d14.. Supongamps ahora que hemos construido 6, 62,...,0"
tales que f* — g¢g' = dzL_.lﬁ’ + 0"t1d,, para i + 1 < n. En particular, tenemos
que fr — gnt = d7720" 1 + ondiLt. Para construir 97! KL — L1
consideremos el diagrama en .o/

dqn=t "
Ke® Ke®
Kn—1 ——= KN ———> [gn+l

fn_gn_dz'lenl
LTL

De nuevo, tenemos que en el diagrama anterior, se satisfacen las hipétesis de
5.3.3; y por lo tanto, existe 7! : K"t — L™ tal que f" — ¢g" = d} 10" +
6" 1d7.,. Entonces, por induccién, concluimos que f ~ g. O
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Observacién 5.3.5 El morfismo f € [K®, L®|com(w), de 5.3.4, que satisface
P = nu, se dice que es un levantamiento del morfismo u: A — B en /.
En términos de levantamientos, 5.5.4 dice simplemente que dos levantamientos,
de un mismo morfismo en & son homotopicos.

Lema 5.3.6 Si en el siguiente diagrama, dado en una categoria abeliana <f,

0 0
0 R =y 0
E/ E//
Pl P//
ag a2
LI L//
0 0

las columnas y la fila son exactas y ademds P’ es inyectivo, entonces el diagrama
anterior puede ser completado al siguiente diagrama conmutativo en of

0 0 0
0 U Ty 0
€/ 51 E//
0—>p > p-Lspr—sq
(e 5] [0 7%:1 a2
0 e e 0
0 0 0

con filas y columnas exactas y P = P’ @ P" con inclusiones ', i" y proyecciones

p’, p” candnicas.

Demostracién. Sean P = P'@ P”, i’, i" sus inclusiones y p’, p” sus proyec-
ciones candnicas. Como P’ es inyectivo, existe pg : A — P’ tal que &' = poe).
Definamos ¢ : A — P como ¢ = i'pg + i"’¢"p. Veamos que los cuadrados su-
periores del diagrama de anterior conmutan. En efecto, ey = (¢/pg + """ o)1) =

i’pow = e y ple = p”(i’po + i”&”(p) — p”i”s”gp — 1P”€H<P — 5//()0. Veamos
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ahora que € es un monomorfismo. Sea v : X — A tal que eu = 0, entonces
p"eu = £”’pu = 0; pero como £’ es un monomorfismo, tenemos que @u = 0.
Como ¢ = Ker(p), existe ' : X — A’ tal que u = ¥u’. Por lo tanto, tenemos
las siguientes igualdades

0=cu=cypu = (i'po+1i"e"p)Yu’ =i porpu’ = i'e'v'.

Luego v = 0, ya que i’¢’; es un monomorfismo; y entonces u = u’ = 0. Por

lo tanto, & es un monomorfismo. Ahora, sea P ——> [, = Coker( A—— P ).
De esta manera, la existencia de 7; y 72 tal que el diagrama de arriba es con-
mutativo, se sigue del dual de 1.18.1. O

Proposicién 5.3.7 (Lema de la Herradura) Sean

0 Ly Sy 0

una sucesion exacta en una categoria abeliana <7, (L*, ") una resolucion exacta
e inyectiva de A" y (K*,e") una resolucion exacta de A”. Entonces, eriste una
resolucion exacta (X®,€) de A con las siguientes propiedades:

(a) existen morfismos de complejos ipe : L® — X® y pre : X* — K* tales
que, la sucesion de complejos

ire Pie

0 L® X* K* 0

es exacta en Com(<),

(b) para cada n € Z, tenemos que X" = L" P K™ en &/ y ademds i}, :
L" — X" y ple : X — K" son, respectivamente, la inclusion y la
proyeccion natural del coproducto L™ @ K™, y

(c) el siguiente diagrama en <f

A’L>A—‘P>A”

Eli Ei E”l
LO T) XO T> KO
ire Pie

es conmutativo.

Demostracion. Dado un complejo Z°® en &, consideremos la factorizacion

n—1 n

ze ze — , . .
zn=1 —Z> B"(Z*) 2 7z dedj." através de suimagen. Ahora bien, como
(L*,&") y (K*,€"”) son resoluciones exactas, se tiene que af. = Ker(d}.) y
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oo = Ker(d}.). Por lo tanto Z™(L*) = B™"(L*) y Z"(K*) = B"(K*) para
n > 1. Consideremos el siguiente diagrama en .o/

0 0
0 A A 0
E/ E//
Lo KO
50, %
ZM(L*) ZH(K®)
0 0

Entonces, por 5.3.6, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en
o

0 0 0
0 /(S A 0
E/ 15 EN
i%. p?(c
0 Lo X0 KO° 0
B 8% Bice
00— Z'(L*) —> Coker(c) ——> Z'(K*) —> 0
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donde X° = L°P K° y i%., p%. son la inclusién y proyeccién en el coproducto,
respectivamente. Ahora, aplicando 5.3.6 al diagrama

0 0
00— ZY(L*) —2> Coker(s) —— Z'(K*) —> 0
aje Qe
L K!
ﬁio ﬁ}(‘

Z2(L*) Z2(K*)

0 0

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en .o/

0 0 0
00— ZY(L*) — > Coker(e) ——= ZY(K*) —>0
al Ocl al
Le xe® Ke®
ii. pk.
0 Lt X! K! 0
Ble Bxe Bice
00— Z2(L*) —% Coker(ak.) = Z2(K*) —>0

0 0 0

donde X' = L' P K' y il., pk. son la inclusién y proyeccién en el coproducto,
respectivamente. Entonces, como d%. = at.f% y d%. = ak.p%., definimos
d%. := ak.f%.. Procediendo por induccién, podemos definir d%. := o'v4' %,
para n > 1, con f%. = Coker(a%.) y a¥t' : Coker(a%k.) — X" es el
morfismo encontrado utilizando el lema 5.3.6. De esta manera, hemos encontrado
una resolucién (X*® e) de A con las propiedades deseadas. [

Definicién 5.3.8 Una resolucion exacta (X°®,¢) de A, que satisface (a), (b) y
(c) de 5.3.7, se dice que es una resolucion normal de A.

Proposicion 5.3.9 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo, con filas
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exactas,
0 A s g 0
0 B ——B——>DB" 0
b ®

en una categoria abeliana <7 . Sean (L®,€’), (X°*,¢) y (K°®,€") resoluciones ex-
actas de A', A y A", respectivamente; y (M®,€’), (Y*,e) y (W*,e") resoluciones
ezactas de B', B y B" respectivamente. Supongamos ademds que se satisface lo
siguiente:

(a) (X*, &)y (Y*, e) son resoluciones normales,
b) (We*,e") es una resolucion inyectiva de B”,
) y 7

(c) existen f € [L®, M®|com(ar) Y 9 € [K*, W*|com(a) tales que los siguientes
cuadrados en & conmutan

A % 1,0 A EH”. KO

a/l J(fo a//i \Lgo

B —— MO B —=W?9.
e e

Entonces, existe h € [X*,Y*|com(ar) tal que los siguientes diagramas conmutan

A—Ss x0 0 Lo —2s xeo DK e 0
e I
B——>Y0 0 M® =Y = W* 0.

Demostracién. Ver proposicién 7.8 de [2]. O

5.4. Funtores derivados

Definicién 5.4.1 Sea &7 una categoria abeliana con suficientes inyectivos. Sabe-
mos que todo objeto A € & admite al menos una resolucion exacta e inyecti-
va. Por lo tanto, para cada objeto A € o, elegiremos una resolucion exac-
ta e inyectiva de A que denotaremos por (I%,e4). Dado un funtor (covari-
ante) aditivo F : of — B, donde X es una categoria abeliana, tenemos que
F(I%) € Com(2) es un complejo positivo, que se puede ver como la siguiente
sucesion larga en B

F(d?:‘) F(d}:‘)
0 F(I3) P(I}) —= F(I3) — -
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Definicién 5.4.2 Sea &7 una categoria abeliana con suficientes inyectivos, %
una categoria abeliana y F : of — B un funtor covariante aditivo. Para cada
n € Z, el n-ésimo funtor derivado a derecha de F, que denotaremos por
R"F : of — A, se define como sigue:

(a) para cada A € o/, (R"F)(A) :== H"(F(I})) donde H™ : Com(#B) — A
es el n-ésimo funtor de cohomologia,

(b) dadou: A — B en o/, por 5.3.4, existe al menos un f € [I%, Ig]com(w)
tal que el siguiente diagrama en </

A—2-19

L lfo

B—>1I}

es conmutativo. Si g € [I%,I}]com(er) €s otro morfismo tal que =
egu, entonces, por 5.53.4, sabemos que f ~ g; de donde, por ser F adi-
tivo, tenemos que F(f) ~ F(g). Por lo tanto, de 5.2.5, concluimos que
H™(F(f)) = H™(F(g)). Luego, definimos (R"F)(u) := H™(F(f)); y de la
discusion anterior, tenemos que (R"F)(u) estd bien definido.

Observacion 5.4.3 La asignacion R"F : of — A, construida en 5.4.2, es en
efecto un funtor aditivo. Para ver esto, notemos primero que el funtor aditivo
F: o — A induce un funtor aditivo (jque denotaremos con la misma letra!)
F : Com(o/) — Com(ZAB), que se obtiene al aplicar punto a punto el funtor
F:o — B en Com(). Esto es, M®* = F(X*) € Com(%B) se define como
M™ = F(X") y dye == F(d%.) Yn € Z, y F(f) : F(X*) — F(Y*) como
F(f) = {F(f") : F(X") — F(Y")}pez. Sea A——>B——>=C en o y

Iy I Iy, 9. 12 en Com() tales que fPeq = epu y g%ep = ecv; luego

gf + I — I satisface que ¢°f%c4 = ecvu. Por lo tanto, (R"F)(vu) =
HY(F(gf)) = H'(F(g)F(f)) = H"(F(g)H"(F(f)) = (R"F)(u)(R"F)(u);
probdndose que R™F' es un funtor.

Veamos, que R"F es aditivo. Sean ui,uz € [A,Bloy y f,9 € I, Ig]lcom(w)
tales que fY4 = epuy, ¢4 = cpus. Luego f+g € % IB]com(er); ¥ ademds
satisface la igualdad (f° + ¢g°)ea = ep(uy +uz). Por lo tanto, R"F(uy + us) =
H"(F(f +g)) = H"(F(f) + F(g)) = H"(F(f)) + H"(F(g)) = (R"F)(u1) +
(R"F)(u2).

En lo que sigue, veremos que la construccién del funtor derivado, esencialmente,
no depende de la eleccién de una resolucién exacta e inyectiva.

Supongamos que para cada objeto A € &/ hemos escogido otra resolucién exacta
e inyectiva (I%,£4). Entonces, tenemos otro funtor derivado R"F : &/ — %
para cada n € Z.
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Proposicién 5.4.4 Sea I': &/ — % un funtor covariante y aditivo. Entonces,
para todo n € Z, los funtores derivados derechos R™F y R"F son naturalmente
equivalentes.

Demostracion. Sea A € «f; por 5.3.4, existe f € [I,Zj;;]com(,q{) tal que
fP4 = al4. Dado que F(f) : F(I%) — F(I%) es un morfismo en Com(%), se
obtiene un morfismo en %, 74 : (R"F)(A) — (R"F)(A) con na := H"(F(f));
y por lo discutido en 5.4.2(b), tenemos que 14 estd bien definido. Veamos que
n: R"F — R"F es una equivalencia natural. Probaremos primero que 74 es
invertible. De 5.3.4, tenemos que existe g € [I%, I%]com(w) tal que g4 = e4l4.
Por lo tanto, gf € [I%,I%]com(ew) levanta a 14 : A — Ay lo mismo hace
11 € (1%, I3]com(ar)- Luego, de 5.3.4, concluimos que gf ~ 17 ; andlogamente
se prueba que fg ~ 1 Ts- En particular, aplicando 5.2.5, se tiene que

naH"(F(g)) = H"(F(fg)) = H*(F(11s)) = 1(znr)(a);

H"(F(g))na = H"(F(gf)) = H"(F(11y)) = L(rnr)(a);

probandose que 7721 = H"(F(g)).
Finalmente, checaremos la naturalidad de n4. Sea u : A — B en &7; luego,

de 5.3.4, tenemos morfismos 1% . Iy —hs Iy y Iy o . I en

Com(4/), que hacen conmutar al diagrama

Por lo tanto, fh ~ hf y entonces F(f)th) ~ F(h)F(f) por ser F aditivo.
De donde H™(F(f))H"™(F(h)) = H™(F(h))H™(F(f)), probdndose la conmuta-
tividad del siguiente diagrama

(R"F)A —> (R"F)A

<R”F><u>l i(é“m(u)
(R"F)B —2> (R"F)B.
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Observacién 5.4.5 (1) Dado que I% es un complejo positivo, tenemos que
(R"F)(A) =0Vn <0.

(2) Si Q es inyectivo en <, entonces (R"F)(Q) =0 Vn # 0 pues

0 020 0

es una resolucion exacta e inyectiva de Q.

Lema 5.4.6 Si F : &/ — % es un funtor exacto a izquierda, entonces ROF
es isomorfo a F. Si F es exacto, entonces (R"F)(A) = 0 para todo A € o y
Vn > 1.

Demostracién. Sea (I%,c4) una resolucién exacta e inyectiva de A. Si F es
exacto a izquierda, entonces la sucesién en &

S P
F(I3) F(I4)

F(ea)

0 F(A)
es exacta, y as{ F(A) L;AQ €T(F(d92)) = H%(F(I%)) = (R°F)(A). Luego,

para toda u : A — B, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo en %

F(A) 24 Rop(a)
F(u) \L(ROF)(u)
F(B) = R°F(B).

Por lo tanto, R°F es naturalmente equivalente a F. Si ademds F es exacto, la
sucesion

F(d% ) F(d}e )

o) APy —E F(13) — -

0 F(A) F(I3)

es exacta; y por lo tanto (R"F)(A) = H"(F(I%))=0Vn>1. O

5.5. El morfismo de conexion A

Teorema 5.5.1 Sea &/ una categoria abeliana y

E: 0 Lo —t s xe T ke 0

una sucesion exacta en Com(</). Entonces, existe una familia {A%L : HY(K®) —
HTY(L®*)}iez de morfismos en <7, tal que la sucesion larga

HTL(f) "™ (g) At

() ¢ o (K)o it o) T i (o) T

es exacta en .

H”l(K') B .
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El morfismo de conexién A

Demostracién. Consideremos el siguiente diagrama en .o/

Ker(di.) . Ker(di.) — Ker(di..) (5.3)
uiL. ’Uzé(. ui(o
) 1t ) 9' )

0 L X K 0

dis dice dice

f’i+1 gb+1

0 Li+1 Xi+1 Ki+1 0

qiL- qé(o ‘1%-

Coker(ds.) s Coker(d.) AN Coker(dis)

donde, para simplificar, hemos puesto Z(f) = v’ y Z*(g) = w'. Entonces, por
el Lema de la serpiente, (ver 4.2.11) se tiene que las siguientes sucesiones

0 —— Ker(d:.) s Ker(di.) S Ker(di..)

Coker(d:.) LN Coker(di..) SN Coker(dise) — 0

i+1

) X Ke . . s i
son exactas. Sea [itl —> Bit2(K*) —— Ki+2 la factorizacién de d}?‘.l a

través de su imagen. Como dl)'di. = 0, entonces o'l dse = 0; pero gk :

K1 — Coker(di.) es el cokernel de di...

Por lo tanto, existe vice + Coker(dize) — Bi-:Z(K-) tal que altl = 7iugic;
ademds 7jc. es un epimorfismo puesto que a?. lo es. 4 ' '
Ahora, sea pifl : B7P2(K*) — Z'2(K*) la inclusion tal que ufll il = 187,

3 2 J—
Consideremos . = p

es abeliana, p%l?
i+2
que /e

142
Ke

Yige  Coker(di.) — Z'"?(K*). Luego, como </

es un monomorfismo y 7. es un epimorfismo, se concluye

: BT2(K®) — Z™2(K*®) es la imagen de ¢%.. Andlogamente, se

costruyen ¢’ . y ¢%.. Veamos que el siguiente diagrama en </

Coker(d%.) o, Coker(d.) AN Coker(die) —0

‘Pi-i

0 o Zi+2(Lo)

v
e

LP;.\L

Zi+2 (X.)

w'
_—

‘Pji(-l

Zi+2 (K.)
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es conmutativo. En efecto,

2, i+2 2 42 i+2 i+l
w2t ot = u?. v” u” a’LJC

2 2 2 1
_ fl+2/6n+2 7.+1
_ pit2 i1,
- f dLO 9

de manera similar, se demuestra que u @X.GZ 1L. = d”llfi*l. Pero leﬁ1 fitl =

Fi2dY por lo tanto w22t oqh. = Uil pi0iqh.. Pero como uill es
un monomorfismo y ¢t. es un epimorfismo, tenemos que v*2pi, = i 6%

Andlogamente, se prueba que w2, = pi.1p’. Por lo tanto, el diagrama de
arriba conmuta.

Ahora bien, como u) : Z7F1(K®) — K+l es el kernel de dif) = Bitl2a’dl
y B2 es un monomorﬁsmo entonces utl) : Z7H(K®) — K es el kernel
de a”’l KL — B“‘Z(K'). Pero como ol : K'*' — BF2(K*) es un
eplmorﬁsmo, entonces tenemos la siguiente sucesién exacta en .o

i+1 i+1
00— ZHI(K') K Kitl L B'L+2(Ko) .0

)

es decir, B2(K*®) ~ KT /Z+1(K*). Luego, 1.18.2, tenemos el siguiente dia-
grama en &7, que es conmutativo y exacto

0 0
Bi+1 (K.) . Bi+1 (K')
?.1 Bz+1

0 —— ZiTY(K*)

KH_I ﬁ' Bi+2(K.) —0

00— Zi-i—l (Ko)/BH-l(Ko) f) KH_I/BH_l(K.)ﬁ Bi+2(Ko) — 0.
Ske Ke

,.1
u?. OLK.
) v

¢ @ice

(5.4)
Por lo que stee es el kernel de ti .y O/K+.1 = ZK.qK. pero también a?.1 =
7K~ qK.. Por lo tanto tK. Qo = Vicollca y COIMO (e €5 UN eplmorﬁbmo entonces
vie = tho. Es decir, sb. es el kernel de 7. y como @b = ;LK. Ve, COL u?.z
un monomorfismo, entonces st.. : ZFY(K®)/BHH(K®) — Kt!/BHL(K®)

es el kernel de ¢%.. Ahora bien, Coker(¢i.) = Coker(1}?) ya que vi. es

un epimorfismo. Por lo tanto, sea il : ZiT2(K*) — Zi+2(K*®)/B"2(K*) el
cokernel de /ﬂ“. Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto
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en o/

Hi—i—l(Lo) ha! 5 Hi—l—l(XO) P2 5 Hi+1(Ko) (55)
Coker(ds.) o, Coker(d..) AN Coker(die) —=0
©he ©he ©hce

0 -~ Zi2(L) v Zi+2(X) w't? ZH2 ()

i+2 i+2 P42
A A PNAK

Hi+2(Lo) s S Hi+2(Xo) \1143 Hi+2(K.).

Veamos que ¥, = HFL(f). En efecto, por los diagramas (5.3), (5.4) y (5.5)
tenemos las siguientes igualdades
S G = s} (i
=0'qtoutt!
= e f
e qux. ui);-"_.lvi+l
= s G,

y dado que s’ es un molnomcl)rflismo;v erlltonces Uit = it = ¢! ZH—l (f).
Luego, como (ii' = pi! y (L = p’dl, por definicién de cohomologia, H'*1(f)
es el inico morfismo tal que

HTH ()G =GR 2.

Por lo tanto ¥ = H'T!(f). Andlogamente, se demuestra que Uy = H'*1(g),
U3 = H2(f) y Uy = H2(g). Entonces, de nuevo por el Lema de la serpiente
(ver 4.2.11), tenemos que existe A : HTY(K®) — H*2(L*) tal que la
sucesioén larga (%) es exacta. [

5.6. Otras propiedades de los funtores derivados

Proposicién 5.6.1 Sea o7 una categoria abeliana con suficientes inyectivos,
una categoria abeliana, F : of — B un funtor aditivo, covariante y exacto a
izquierda, y

E: 0 A A2 A7 0

una sucesion exacta en /. Entonces, para cada i > 0, existe un morfismo
AL (RIF)(A”) — (R™IF)(A') en B tal que
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(a) la sucesidn larga

0—— (RF)(AY L R0 ) () T Ry (4) S (R (1)
o R Ry (af T iy (4 25 (R ) () —
es exacta en A,
(b) si
F: 0 B’ b B b B 0

es otra sucesion exacta en <, y existen morfismos f': A — B, f: A— B
y f": A" — B" en o tales que el siquiente diagrama en o/

’ "

0 Y . 0
f’l fl f//l
0 gL spopn 0

es conmutativo, entonces el siguiente diagrama en B

(RIF)(A") 5 (RH1F)(4)
(R"'F)(f")i l(Ri“F)(f’)
(RIF)(B") " (R*1F)(B)
es conmutativo para todo i > 0.

Demostracion.

(a) Consideremos las resoluciones exactas e inyectivas (I%,,e4/) y (I%/,€4)
de A’ y A” respectivamente. Por el lema de la herradura, existe una res-
olucién exacta de complejos

P

0 I8, —= 1% Is, 0,

tal que: (I%,€4) es una resolucién exacta de A, Iy = I}, @ 1%, Vn € Z,
Iy, — It y p™ « I} — I7, son la inclusién y la proyeccién nat-
urales del coproducto y también levantamientos de o’ y o”, respectiva-
mente. Dado que el funtor F' : &/ — £ es aditivo, tenemos que preserva
coproductos finitos. Por lo tanto, la siguiente sucesién en Com(%)

F(q)

0 — F(I2,) (p)

F(I3) F(I3,) —=0

es exacta. Aplicando ahora 5.5.1 a la sucesion anterior, obtenemos la suce-
sién exacta larga de (a).
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(b) Ver la proposicion 7.11 de [2]
0

Observacién 5.6.2 Por 5.4.6, sabemos que ROF ~ F; y por lo tanto, podemos
reemplazar, en 5.6.1, a R°F por F.

5.7. Funtores cohomoldgicos

Definicién 5.7.1 Sean &7 y AB categorias abelianas. Un funtor cohomoldgico
covariante de </ en B, es una familia {T" : o — B};>0 de funtores covari-
antes aditivos tales que, para toda sucesion exacta en o/

’ 12
[e3

E: 0 A’ A" 0,

existen morfismos AL, : (T?)(A”) — (T1)(A") coni > 0; los cuales satisfacen
las siguientes condiciones:

(a) la sucesion

0 o/ 0 a// A(])E
0 — (79)(4") 2% (70 (4) XS oy (ay 22

e (1)) S () () TSy (4) S () (A1)
es exacta en B,
(b) si
F 0—p—>pLop——0
es otra sucesion exacta en @, y existen morfismos f' : A’ — B, f :
A— By f": A" — B tales que el siguiente diagrama en </

’ "

« «

0 A A A" 0
L
0 B’ i B i B” 0
es conmutativo, entonces el diagrama
()(A") 5 (i) (A1) (5.7)

i(T”l)(f’)

(Ti)(f”)i
(T9)(B") —=5 (T#+1)(B')

i

es conmutativo en B para todo i > 0.
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Notacién: al funtor cohomolégico {T" : & — B}i>0 lo denotaremos también
por {Ti, AiE}iZO-

Definicién 5.7.2 Sean {T%, Al }i>o y {S°, Aj‘f}izo dos funtores cohomoldgicos
covariantes de o/ en %B. Un morfismo ¢ : {T", A'}is>o — {5, Al }i>0, entre
funtores cohomoldgicos covariantes, es una familia de transformaciones natu-
rales p = {p" : T" — S'};>0 tales que, para toda sucesion exacta en </

’ "

E 0 A’ A=

A 0,
el diagrama en B
TH(A") i THH(AN
soi(A”)l J/so”l(A’)
Si(A™) i SiFL(AN
es conmutativo.

Definicién 5.7.3 Un funtor cohomoldgico covariante {T*, A% };>0, de o/ en
AB, es universal si para todo funtor cohomoldgico covariante {Si,AfE}izo de
o en B y para toda transformacion natural ¢ : T® — S°, existe un tinico mor-
fismo ¢ = {'}iso : {TH, AL iso — {S%, AL }i>0 de funtores cohomoldgicos
covariantes tal que ¥° = .

Observacién 5.7.4 (1) La definicion de funtor cohomoldgico contravariante
es similar a la de funtor cohomoldgico covariante. Esto es, para toda
sucesion exacta E, como en 5.7.1, existen morfismos Ay : TH(A) —
TH1(A") con i > 0 tales que la sucesion

0

(TO)(A") —=E (T1)(A") — -

T%) (") (T%) (")
E—— E——

0 — (10)(A4") L2 (19) (a)

(TH) (") (TH)(")
—_—

— (T)(A") —(T")(4) (T)(A") s (T (A") —— -

es exacta, y una condicion de conmutatividad similar o la de 5.7.1(b) se
satisface.

(2) Para la nocién de funtor homoldgico covariante, la diferencia consiste
en que los morfismos A%, decrecen en 1, esto es, Ay, : TH(A") — T71(A');
y la sucesion 5.7.1(a), se reemplaza por la siguiente sucesion exacta en B

e i) 2 ey (a2 e a2 ey 4y

oAb A(TO)() (T%)(a") ,
- ——= T (A") — (T°)(A) —(T°)(A) —— (T°)(A") — 0.

La nocion de funtor homoldgico contravariante es similar.
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(3) Si {T% A% }i>0 es un funtor cohomoldgico de o/ en B, ya sea covariante
o contravariante, entonces T : of — 9B es un funtor exacto a izquierda.

(4) Si {T%, A%}i>0 es un funtor homoldgico de </ en B, ya sea covariante o
contravariante, entonces T® : o — 9B es un funtor exacto a derecha.

Ejemplo 5.7.5 Supongamos que o/ es una categoria con suficientes inyectivos.
Por ejemplo, si o/ es de Grothendieck sabemos (ver 5.10.12) que tiene suficientes
inyectivos. Sea F' : of — P un funtor aditivo, covariante y exacto a izquierda.
Entonces, por 5.6.1, los funtores derivados a derecha de F, {R'F : o — B}i>¢
definen un funtor cohomoldgico.

Mads ain, como lo afirma la siguiente proposicion, definen un funtor cohomoldgi-
co universal.

Proposicion 5.7.6 Sea o/ una categoria abeliana con suficientes inyectivos y
{T", A%y }iso0 un funtor cohomoldgico covariante de </ en una categoria abeliana
HB. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) {T%, A% }i>0 es universal,
(b) TH(Q) =0 Vi > 1 y para todo objeto inyectivo Q de <.
Demostracién. Ver la proposicion 7.12 de [2]. O

Corolario 5.7.7 Sea o/ una categoria abeliana con suficientes inyectivos, X
una categoria abeliana y F : of — B un funtor aditivo, covariante y exac-
to a izquierda. Entonces, existe un funtor cohomoldgico covariante universal
{T%, A%} iso tal que T ~ F. Ademds, {T*, A%, }i>0 es unico salvo isomorfismos
de funtores cohomoldgicos.

Corolario 5.7.8 Sea &/ una categoria abeliana con suficientes proyectivos, %
una categoria abeliana y F : of — A un funtor aditivo, covariante y exacto a
derecha. Entonces, existe un funtor homoldgico covariante universal {T*, A% }i>0
tal que T® ~ F. Ademds, {T*, A%, };>0 es tunico salvo isomorfismos de funtores
homoldgicos.

Corolario 5.7.9 Sea &/ una categoria abeliana con suficientes proyectivos, %
una categoria abeliana y F : o/ — P un funtor aditivo, contravariante y exacto
a 1zquierda. Entonces, existe un funtor cohomoldgico contravariante universal
{T?, A% }iso tal que TO ~ F. Ademds, {T*, Ai}i>o es inico salvo isomorfismos
de funtores cohomoldgicos.

Corolario 5.7.10 Sea &7 una categoria abeliana con suficientes inyectivos, X
una categoria abeliana y F : of — P un funtor aditivo, contravariante y ex-
acto a derecha. Entonces, existe un funtor homolégico contravariante universal
{T" A%} iso tal que T ~ F. Ademds, {T*, A%, }i>0 es inico salvo isomorfismos
de funtores homoldgicos.
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5.8. Otra propiedad de los funtores cohomologi-
COSs
La siguiente, es una propiedad muy importante de los funtores cohomolégi-

cos, se le conoce como la “propiedad del corrimiento”de los indices y serd muy
util en la seccién 5.10.

Proposicién 5.8.1 Sea {T*, Afg}izo un funtor cohomoldgico contravariante de
o en B. Entonces, para toda sucesion exacta larga en o/

S: 0 B x, S Xo -2 4 0,

y para cada i > 0, existe un morfismo D% : T(B) — T A) en B que
satisface las siguientes condiciones:

(a) si tenemos otra sucesion exacta en </

7o

U: 0 B1 i Yn I ce )/0 A1 0

y morfismos f : A — Ay, g: B— By, fi : X; — Y; con 0 < i < n,
tales que el siguiente diagrama en of

B €n £o

0 B Xn Xo A 0
gl f'ni fO\L fl
0 B, 51 Y, M Y, 7o A, 0

es conmutativo, entonces el diagrama en B

i

Ti(B) i Ti+n+1(A)
Ti(g)T TT”"“(J")
Ti(By) —L T (4
es conmutativo Vi > 0;

(b) si en la sucesion S, los objetos X; con 0 < i < n son tales que T?(X;) =0
Vj > 1, entonces los morfismos DYy son isomorfismos para toda ¢ > 1; y
ademds, la sucesion en %B

T°(B) DY
—_—

T9(X,) T°(B) —— T"'(A) —=0

es eracta;
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(c) si {R',A%};>0 es otro funtor cohomoldgico contravariante de & en A y
o ={¢'}iso : {T", Al }iso — {R", A% }i>0 es un morfismo de funtores
cohomoldgicos contravariantes, entonces el diagrama en B

) DL
TI(B) 5 Titn+1 (A)
w(mi iW"“(A)
) Dy .
RZ(B) 3 Rz+n+1(A)

conmuta Vi > 0, donde los morfismos D% son los andlogos a los morfismos
DY para el caso del funtor cohomoldgico contravariante {R', A% }i>o.

Demostracién. Ver la proposicion 7.17 de [2] O

5.9. Los funtores Ext’

Sea o/ una categoria abeliana con suficientes inyectivos y A un objeto fijo
de /. Consideremos el funtor aditivo H4 := [A,~], : & — Ab el cual es
covariante y exacto a izquierda. Entonces, por 5.7.7, existe un tnico funtor
cohomolégico {T%, A%} tal que T° ~ H#. De hecho, T es el i-ésimo funtor
derivado a derecha de H*, esto es, T* = R*'HA.

Definicién 5.9.1 Sea </ una categoria abeliana con suficientes inyectivos y A
un objeto fijo en /. Definimos el funtor covariante y aditivo Ext},(A,—) :
o — Ab como Ext'/(A,—) = R'HA.

Ahora, sea B un objeto fijo de .2/'. Consideremos el funtor aditivo, contravariante
y exacto a izquierda Hp := [—, Bl : & — Ab.

Definicién 5.9.2 Sea o7 una categoria abeliana con suficientes proyectivos y B
un objeto fijo en o7 . Definimos el funtor contravariante y aditivo ext’,(—, B) :

o — Ab como ext',(—, B) := R'Hp.

Proposicién 5.9.3 Si &/ es una categoria abeliana con suficientes inyectivos y
proyectivos, entonces Ext}, (A, B) ~ ext’,(A, B) para toda A,B € <.

Demostracién. Construyamos un funtor contravariante T4 : & — Ab de la
siguiente manera. Supongamos que hemos fijado un objeto B en .« luego

1. para cada objeto C' € 7, definimos T (C) = Ext’,(C,B),y
2. para u: Ay — A en &/, definimos un morfismo
Th(u) : Ext', (A, B) — Ext’, (A1, B)
como sigue: sea (If,ep) una resolucién exacta e inyectiva de B, donde

d% de d2e
B B B

Iz =(-- ]% I}j:; [% S )




5. Elementos de Algebra Homolégica 179

Luego HA(I%) y HA1(I3) son complejos en la categorfa Ab. Ahora bien,
el siguiente diagrama en Ab

HA(d7, )
HA(Ig) T A
[uJﬁlwl J{[u,I};“]ﬂ
HA(IR) HAI(""?;;) HA ([gﬂ)
conmuta ya que [—, —] o« €s un bifuntor. Entonces, tenemos un morfismo

de complejos f : HA(IY) — HA1(Ip) con fm = Hippn (u) para toda n > 0.
Por lo tanto, definimos T (u) := H*(f) donde H? es el i-ésimo funtor de
cohomologia. De esta manera, hemos definido una sucesién de funtores
aditivos y contravariantes {15 : & — Ab};>¢. Ahora, sea

’ "

A [e4

[e3%

E: 0 A

A" 0

una sucesion exacta en .oZ. Como la resolucién I} es inyectiva, entonces la
sucesién F induce la siguiente sucesion exacta de complejos en Ab

0 —— B4 (1) —> HA(I) — H (1) — 0.

Luego, por 5.5.1, existen Ak, : Th(A’) — T (A”) tales que la sucesién
larga

HB(Oé”) HB(OL/)
—_—

A0
00— Hp(A") 22 frp () 2 prary 25 7 ar) —

Tp(a”)

—> Th(A") —=Tj(4)

TS (A) S T )

es exacta en Ab.

Si A es un objeto proyectivo en o7, entonces el funtor H4 : o7 — Ab es exacto;
y por lo tanto, Ext’, (A, B) = 0 para todo objeto B de </ y Vi > 1.

Si .« tiene suficientes proyectivos, T% se anula en todos los objetos proyec-
tivos de &/ Vi > 1. Por lo tanto, por el resultado dual de 5.7.6, la familia
{T}, A% };>0 es un funtor cohomolégico contravariante universal con T ~ Hp.
Pero {R'Hp, A% };>0 también es un funtor cohomoldgico contravariante univer-
sal con RYHp ~ Hpg. Luego, por 5.7.9, tenemos que R'Hp ~ Tk Vi > 0. En
particular, Ext’, (A, B) ~ ext’, (A, B) para toda A,B € & y Vi > 0. O

Observacién 5.9.4 (a) Como ejemplo de una categoria abeliana que tiene
suficientes inyectivos y proyectivos, tenemos a la categoria Mod(R) de
R-mdédulos a izquierda sobre un anillo R con unidad (ver 3.3.4).

(b) Si R es un anillo conmutativo con unidad, entonces cada Ext', (A, B) tiene
una estructura natural de R-mddulo a izquierda (ver [11] pag.200).
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5.10. La dimensién proyectiva e inyectiva

Definicién 5.10.1 Sea & una categoria abeliana y A un objeto de <. Una
resolucion exacta y proyectiva de A es un par (P®,¢), donde

(a) P* es un complejo negativo en o/ (es decir, P* = 0 Vi > 0) y P es
proyectivo en o Vi < 0.

(b) €: P® — A es un morfismo tal que la sucesién larga en <

—2 —1
dpe dpe 3

p—2 P! P A 0

es exacta.

Sea X*® un complejo negativo en o, definimos £(X*®) la longitud de dicho com-
plejo como sigue.

SiVn > 0, existe k > n tal que X% # 0, diremos que X*® tiene longitud infinita,
en simbolos ¢{(X*®) = co; en caso contrario, tiene longitud finita y ésta es

(X®) :=min{n >0| X =0 Vk>n}.

Recordemos (ver 5.3.1) que una resolucidn exacta e inyectiva de A es un par
(I°,0), donde

(a)* I*® es un complejo positivo en </ (i.e, I' =0 Vi <0) y I' es inyectivo en
o Ni > 0.

(b)* §: A — I° es un morfismo tal que la sucesion larga en </

5 die dje

0 A 1° It

I2
es exacta.

Sea Y* un complejo positivo en o, definimos £(Y*) la longitud del complejo
como sigue: si ¥n > 0, existe k > n con Y* # 0, decimos que £(Y*®) = oo; en
caso contrario se define

(Y*) :=min{n>0|Y*=0 Vk>n}.

Definicién 5.10.2 Sea of una categoria abeliana y A un objeto de <. La
dimension proyectiva de A, pd A, se define como sigue: si no hay resolu-
ciones exactas y proyectivas de A, ponemos pd A := oo, en caso contrario,

pd A :=min{l(P®) | (P®,e) es una resolucién exacta y proyectiva de A}.

Andlogamente, la dimension inyectiva de A, id A, se define como id A = oo
si no hay resoluciones exactas e inyectivas de A; en caso contrario ponemos

id A :=min{l(I®%) | (I°,d) es una resolucion exacta e inyectiva de A}.
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Proposicién 5.10.3 Sea &/ una categoria abeliana con suficientes proyectivos.
Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) pd A <mn,

(b) Ext'y(A,C)=0Vi>n yVC € o,

(¢) Ext"F1(A,C) =0 VO € o,

(d) el funtor Ext’y, (A, —) : o/ — Ab es exacto a derecha,
(e) si en la sucesion exacta en <

a Qp—1 ap

S 00— X, — X, X, A 0,

los objetos X, con k < n son proyectivos, entonces X, también es proyec-
tivo.

Demostracién. (a) = (b) Como pd A < n, tenemos que existe una resolucién
exacta y proyectiva de A, (P§,c4), tal que £(P}) < n. Luego, por 5.9.2, tenemos
que Ext’,(A,C) = H'(Hg(P%)) = 0 para i > n.

(b) = (c) Es trivial.

(¢) = (d) Es consecuencia de 5.7.4 (1) y 5.7.9.

(d) = (e) Si~y:C — C” es un morfismo, entonces el diagrama en Ab

0

D
HXn-1(C) —— HXn(C) —> Ext™(A,C) — 0

Hxnlml Hxnmi cl

HY2(O1) o H¥0 () 5 Bty (4,C7) ——= 0
S

es conmutativo, donde los morfismos verticales son los inducidos por  (ver
5.8.1). Las filas del diagrama de arriba son exactas por el resultado andlogo
a 5.8.1(b), para el caso covariante. Supongamos que 7 es un epimorfismo, en-
tonces es suficiente demostrar que HX"(y) es también un epimorfismo. En efec-
to, HX»=1(y) es un epimorfismo pues X,,_ es proyectivo y ¢ es un epimorfismo
ya que Ext”, (A, —) es un funtor exacto a derecha. Luego, H*X"(v) es un epi-
morfismo y por lo tanto X,, es proyectivo en 7.

(e) = (a). Como & tiene suficientes proyectivos, entonces existe una sucesién
exacta en .of

Qp Qp—1 [e75)

Xn—1 Xo A 0

0 Xn

tal que Xy es proyectivo con k < n. Pero esto implica, por (e), que X, es
proyectivo. Luego pd A < n. O

Corolario 5.10.4 Sea &/ una categoria abeliana con suficientes inyectivos y
A € of. Las siguientes condiciones son equivalentes:
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(a) A es proyectivo,
(b) Ext'y(A,B)=0Vi>0yVBc o,
(¢c) Ext},(A,B) =0VB € .
Demostracién. Sale de 5.10.3 pues A es proyectivo si y sélo si pd A =0. O

Dualizando 5.10.3 tenemos la siguiente proposicién y su corolario.

Proposicién 5.10.5 Sea & una categoria abeliana con suficientes inyectivos.
Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) id A <mn,

(b) Ext’,(C,A)=0Vi>nyVC € ,

(¢) Ext™(C,A) =0 VC € o,

(d) el funtor Ext",(—, A): o — Ab es exacto a derecha,
(e) si en la sucesion exacta en o/

S : O A 2o X() o on

Xn—l Xn 07

los objetos Xy, con k < n son inyectivos, entonces X,, también es inyectivo.

Corolario 5.10.6 Sea o/ una categoria abeliana con suficientes inyectivos y
A € /. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) A es inyectivo,
(b) Ext'y(B,A)=0Vi>0yVB € o,
(¢c) Extl,(B,A)=0VB € .

Definicién 5.10.7 Sea o/ una categoria abeliana. La dimension proyectiva
de of espd o/ :=sup{pd A | A € &'}. Andlogamente, la dimensién inyectiva
de o esidof :=sup{id A | A e &/}.

Proposicién 5.10.8 Si.gof es una categoria abeliana con suficientes proyectivos
e inyectivos, entonces pd &/ =id <.

Demostracion. Supongamos que pd &/ = n < co. Luego, pd A < n VA € &
y entonces, por 5.10.3, concluimos que Ext?jl(A,B) =0VA,B € &. Por lo
tanto, de 5.10.5, se tiene que id &/ < n = pd &. Andlogamente, usando primero
5.10.5 y luego 5.10.3, se obtiene que pd &/ < id .«/. Por lo tanto pd &/ = id &/
Asumamos ahora que pd &/ = co. Entonces, Vn € N existe A,, € &/ con pd 4,, >
n. Luego, de 5.10.3, existe C,, € & tal que Eth;l(An,Cn) # 0; y aplicando
5.10.5, concluimos que id C,, > n. Por lo tanto, id &/ = co = pd&/. O
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Observacién 5.10.9 Sea R un anillo con 1 y Mod(R) la categoria de R-mddu-
los a izquierda. Dado que Mod(R) es una categoria abeliana con suficientes
proyectivos e inyectivos, tenemos que pd Mod(R) = id Mod(R); y éste nimero
se conoce como la dimension global (a izquierda) de R. Esto es, gldim(R) :=
pd Mod(R).

Corolario 5.10.10 Sea &7 una categoria abeliana con suficientes proyectivos e
inyectivos. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) pd o/ <mn,

(b) pd A < n para todo objeto A de o,

(c) id A < n para todo objeto A de <,

(d) Ext')(X,Y)=0Vi>n yVY(X,Y) € o x o,

(e) Ext™ (X, Y) =0 V(X,Y) € o x .

Demostracién. Se sigue de 5.10.8, 5.10.5 y 5.10.3 . O

El siguiente lema, apareci6 por primera vez en el articulo [6] de A. Grothendieck,
y es la generalizacién del “Lema de Baer”para ciertos tipos especiales de cate-
gorias abelianas.

Lema 5.10.11 Sea & una categoria C3 con un generador U. Entonces, M € o
es inyectivo si y solo si para todo sub-objeto u: V — U de U y todo morfismo
n:V — M exziste : U — M tal que ju = .

Definicién 5.10.12 Una categoria de Grothendieck es una categoria Cj
con generador. Por 3.3.4, sabemos que una categoria de Grothendieck admite
envolventes inyectivas; y por lo tanto, tiene suficientes inyectivos.

Proposicion 5.10.13 Sea &/ una categoria de Grothendieck con suficientes
proyectivos y U un generador de <7. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) id A <mn,
(b) Ext',(U/B,A) =0Vi>nYu: B — U sub-objeto de U,
(c) Ext™ ' (U/B,A) =0 Vu: B — U sub-objeto de U.

Demostracién. (a) = (b) Se sigue de 5.10.5.

(b) = (c) Es trivial.

(¢) = (a) La demostracién se hard por induccién sobre n. Sea n = 0; luego
Extl, (U/B,A) = 0 Yu : B — U sub-objeto de U. Veamos que idA = 0, esto
es, que A es inyectivo. Para esto, de acuerdo con 5.10.11, es suficiente probar que
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Ha(u) : Ha(U) — Ha(B) es un epimorfismo (recordar que Hy = [—, Al ).
De la sucesién exacta en o/
E: 0 B—>U—~U/B 0,

se obtiene la siguiente sucesién exacta en Ab (ver 5.7.4(1), 5.7.9 y 5.9.3)

H Ha(u A%
0—— HAU/B) ™% 1) T () 25 Bxtl (U/B, A).

Ahora bien, como Extl,(U/B, A) = 0, se tiene que H4(u) es un epimorfismo;
probandose que A es inyectivo.

Supongamos ahora que n > 1 y que el resultado es cierto para n — 1. Como
&/ tiene suficientes inyectivos, existe un monomorfismo p : A — @Q con @Q
inyectivo en 7. En particular, tenemos la siguiente sucesién exacta en o7

F . 0 AM Q

Y

Q/A 0.

Aplicando 5.7.4(1), 5.7.9 y 5.9.3 a F', y del hecho que @ es inyectivo (ver 5.10.6),

se tiene que Ext’, (U/B,Q/A) ~ Ext"I'(U/B, A) = 0 Vi > 0.

Como, por hipétesis, Ext”,™ (U/B, A) = 0, concluimos que Ext?, (U/B,Q/A) =
0 Yu : B — U sub-objeto de U. Entonces, por hipétesis de inducciéon, se
tiene que idQ/A < n — 1. Luego, de la sucesién exacta F, concluimos que
idA<idQ/A+1<n. O

Corolario 5.10.14 Sea <7 una categoria de Grothendieck con suficientes proyec-
tivos y U un generador de A. Entonces

pd &/ =sup{pd (U/B) |u: B — U es un sub-objeto de U}.

Demostracién. Para cada (M, N) € & x &/, definimos d(M, N) := sup{n €
N — {0} | Ext"y, (M, N) # 0}. Luego, de 5.10.3 y 5.10.5, concluimos que

pd M = supye{d(M, N)},
idN = supyc{d(M,N)}.
Anélogamente, de 5.10.13, obtenemos que
id N =sup{d(U/B,N) |u: B— U es un sub-objeto de U}.
Por lo tanto, aplicando 5.10.8, obtenemos que

pd & = supyc{idN}
= SUPNew{SuPU/B{d(U/Bv N}
= SHPU/B{SUPNed{d(U/Bv N)}}
= SUPU/B{Pd (U/B)}.
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O

Las resoluciones minimales, que introduciremos a continuacién, son una her-
ramienta importante que permite calcular, en ejemplos concretos de categorias
de Grothendieck, la dimensién inyectiva (ver 5.10.8). En tal situacién, basta con
saber, la longitud de una resolucién minimal.

Definicién 5.10.15 Sea &/ una categoria abeliana y A € &. Una resolucion

(I°,0) exacta e inyectiva de A se dice que es minimal, si la sucesion exacta larga
en o

0 1

0 A § IO die Il dre

12
satisface lo siguiente:
(a) 6 : A — I° es la envolvente inyectiva de A, y

(b) la inclusién candnica v’ : Im(dis) — I'™! es la envolvente inyectiva de
Im(dy.) Vi > 0.

Lema 5.10.16 Sea o/ una categoria abeliana, A € & yu : A — I una

envolvente inyectiva de A. Si f: I — I yh: A — A, con h un isomorfismo,
son tales que el siguiente diagrama en &/ conmuta

I
|s
I

u )

u
_

LI

entonces f es un isomorfismo.

Demostracion. Como h es un isomorfismo y u es un monomorfismo esencial,
se tiene que uh es esencial. Luego fu es esencial, con f un monomorfismo (ya que
u es esencial). Por lo tanto, de 3.2.7, tenemos que f : I — I, con I inyectivo,
es un monomorfismo esencial. Entonces, de 3.2.4(a), concluimos que f es un
isomorfismo. O

Proposicién 5.10.17 Sea of una categoria de Grothendieck. Entonces,

(a) todo objeto de o admite al menos una resolucidn exacta e inyectiva min-
mal,

(b) sean (I*,0) y (I*,68) resoluciones evactas e inyectivas de A € o si (I°,9)
es minimal, entonces existe un morfismo de complejos f: 1* — I® tal
que fO%5 =0 Y f7 : I™ — I™ es un split-mono Vn,

(c) si (I*,6) y (I*,8) son resoluciones exactas e inyectivas minimales, en-
tonces el morfismo de complejos f : I* — I* de (b) es un isomorfismo.
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Demostracién. (a) Sea A € &/; como & es de Grothendieck, se sabe que
&/ tiene envolventes inyectivas (ver 3.3.4). Vamos a construir, paso a paso, una
resolucién exacta e inyectiva minimal (7°,§) de A. Comenzamos tomando a
d: A — I° como la envolvente inyectiva de A. El siguiente paso es tomar el
cokernel p° : I — Coker () de § y la envolvente inyectiva 6* : Coker(§) — I*
del Coker(d); luego se define d%, : I° — I' como d% := §'p°. Siguiendo este
procedimiento, con d%. en lugar de §, se va construyendo una resolucién exacta
e inyectiva minimal de A.

(b) y (c¢) Usando que I° y I° son inyectivos, existen morfismos f° : 10 — I°
y ¢° : I° — IO tales que f%5 = 8 y ¢% = 0, en particular, ¢°f% = 6 y
f%¢% = 6. Por lo tanto, del lema anterior, ¢° f° es un isomorfismo (y luego f°
es un split-mono); y en el caso en que (I*,§) sea minimal, se tendria que f°g°
es también un isomorfismo. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo y
con filas exactas en &/

0 A I°

bS]

0 A 10

i .
u?

donde i —> Im(di.) —— [+l es la factorizacién de dje : I' — 't a
través de su imagen. Por el “Lema del 57 (ver 4._2.19), se tiene que g°f° es un
isomorfismo pues g% f¢ lo es. Observar que si (/°,0) fuera minimal, andloga-
mente, tendriamos que f°g° es también un isomorfismo. Dado que I' y I' son
inyectivos, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo y con filas exactas en

o

0 — Im(d%) —— 11 —> Im(dl.) —= 0

Ahora bien, como (I°,4) es minimal y g°f° es un isomorfismo, obtenemos del
lema anterior que g! f! es un isomorfismo (y luego f! es un split-mono). Anéloga-
mente, si (I°*,§) fuera minimal tendriamos que f'g' es un isomorfismo. Por otro
lado, por el “Lema del 5” y el diagrama anterior, se obtiene que g' f! es un iso-
morfismo. Luego, éste procedimiento puede repetirse, obteniendose un morfismo
de complejos f : I* — I* con las propiedades requeridas en (b) y (c). [
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Corolario 5.10.18 Sea </ una categoria de Grothendieck, A € o7 y (I°,5) una
resolucion exacta e inyectiva de A. Si (I*,8) es minimal, entonces id A = £(I°).

i

Demostracion. Sea (J°®, ) una resolucién exacta e inyectiva de A.

Por 5.10.17(b), tenemos un morfismo f : I* — J*® de complejos tal que f™ :
I — J™ es un split-mono Vn € N. Por lo tanto, se tiene que ¢(I®) < ¢(J*);
probandose que id A = ¢(I°). O

5.11. Objetos de longitud finita

Definicién 5.11.1 Sea o una categoria abeliana y M un objeto de of . Decimos
que M es simple si

(a) M #0,

(b) los tnicos sub-objetos de M salvo isomorfismos son 0 y M.

Definicién 5.11.2 Un sub-objeto w: M' — M de M es mazimal si

(a) u no es un epimorfismo, y

(b) dado un diagrama conmutativo

M v M
M

siu' yu’ son monomorfismos, entonces uno de los morfismos u', u' es
un epimorfismo.

Lema 5.11.3 Sea & una categoria abeliana y M un objeto de o7 . Siu : M/ —
M es un sub-objeto maximal de M, entonces M/M' es simple.

Demostraciéon. Supongamos que M /M’ no es simple. Por lo tanto, existe un
monomorfismo i : U — M/M’ que no es un epimorfismo. Luego, por 1.18.3,
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tenemos el siguiente diagrama conmutativo en 7

0 0
u’ 1 B1
0 M’ 7 HU) U 0
0 M ———> M ———> M /M’ 0
Y Y
Coker(i") == Coker(i)
0 0

En particular, v = ¢/v/ donde v’ no es un epimorfismo pues U # 0; y ademds 7’
no es un epimorfismo pues Coker(i') = Coker(i) # 0. Contradiciendo la maxi-
malidad de w : M’ — M. Por lo tanto M /M’ es simple. O

El siguiente resultado es un criterio importante para la existencia de objetos
simples en categorias abelianas.

Teorema 5.11.4 Sea &/ una categoria abeliana con coproductos y una familia
de generadores. Supongamos que </ tiene un objeto R # 0 que es proyectivo y
pequeno. Siu : M' — R es un sub-objeto de R tal que u no es un epimorfismo,
entonces existe un sub-objeto mazimal v : M — R de R y un monomorfismo
u M — M" tal que vu' = u.

Demostracién. Consideremos la siguiente clase de pares de morfismos ¢ =
{(W ) |uv: M — M" 4" : M'"— R son monomorfismos tales que

u” 1o es un epimorfismo y w”u’ = u}. Definimos una relacién < de pre-orden
en € como sigue: decimos que (uf,uy) < (uh,uy) siy sélo si existe vy : M —

Ms tal que hace conmutar el siguiente diagrama
M,

! 1"
Uy Uy

M’ v1 R

! 17
k 4

M.

Ahora bien, por 2.15.3, sabemos que & es localmente pequeinia. Luego, la clase
¢ cuyos elementos son las clases de equivalencia de ¢ es un conjunto. Més atin,
el pre-orden (%, <) induce un orden parcial < en €. Esto es, si (u},u) € €
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con i = 1,2 tenemos que (u},u)) = (uh,uy) si y sélo si el morfismo vy, en el
diagrama anterior, es un isomorfismo. Tenemos que € # 0, pues (15/,u) € €.
b b
Sea = {(uj,u})}icr una cadena en . Si (uj,u;') < (u},u) entonces existe
: M; — M que hace conmutar el diagrama en .o/
J j

En particular, {u] : M; — M};cr es una familia dirigida de sub-objetos de
R, y por 1.19.6, existe la uniéon @ : U;e;M; — R de dicha familia. Por la
propiedad de la unién, tenemos que existen 6; : M; — U;crM; tal que el
siguiente diagrama en &/ conmuta

UiertM; ——— R

\/

Sea ig € I fijo, veamos que (0;,u; ,u) € % . Para esto, tenemos que ver que
%4 no es un epimorfismo. Supongamos que @ es un epimorfismo; considere-
mos las inclusiones y proyecciones en el coproducto p; : M; — @,c; M;,
pi : @;c;r Mi — M;, respectivamente. Sea u” : @,.; M; — R el morfismo
inducido por la familia de morfismos {u; : M; — R};cs. Luego, por 1.19.6,

tenemos el siguiente diagrama conmutativo en 7

Im(u") = Ujer M;

Dicr M; R;

y como % es un epimorfismo, entonces u” también lo es. Por lo tanto, dado que
R es proyectivo obtenemos que existe A : R — @,; M; tal que v\ = 1p.
Usando ahora que R es pequeno, obtenemos de 2.16.2 , que existe un subconjunto
J={j1,J2,---,Jn} de I tal que

A= Z M P A
k=1

Dado que ¢ es una cadena en (¢, <), podemos suponer que

(U;dau]l) < ( ;2,’11;;) <. < (u;‘n’u;{n).
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Luego, usando las igualdades

u]kvjk 1k = u;'/,c,la (5.8)

n
A= Zlujkpjk)‘v u’\ = 1, (5.9)
obtenemos que 1z = Y,y u”pjpj X = Yoi_juf pj A = uf (BA) con B :
@Dicr Mi — M, ; lo cual implica que uj es un epimorfismo, obteniendose
una contradiccién pues (u ,u? ) € €. Por lo tanto (0;,u; ,u) € €. Veamos

ahora que (ug,u]) < (0;,u; ,u) Vi € I. Para ver esto, es suficiente probar que el
siguiente diagrama donde ( Hug) < (u},uf), conmuta

M;
SN
0;
UierM; R
0;
u; u;/

.

En efecto, u0;u); = u;’u; = u = uu} = ub;ul; y como @ es un monomorfismo,
entonces Hju = ;u}. Es decir, OZOulO = Q;u; Vi € I, lo cual prueba que (910“20, )
es cota superior de £. Por el lema de Zorn, € tiene un elemento maximal (u’, u")
conu' : M — M" v : M" — Ry v'u = u. Veamos que u” : M" — R es
un sub-objeto maximal de R. Para esto hay que checar (a) y (b) de la definicién
de sub-objeto maximal.

i€
M;

(a) u” no es un epimorfismo, puesto que (u’,u”) € €.

(b) Sean uf : M" — M y % : M — R monomorfismos tales que u’ = uuf.
Supongamo& que @ y u} no son epimorfismos. Luego, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

M
2N
u u
M’ uy R
w’u' %
M.

De donde se sigue que (u',u") § (u’l’u’ u) con (ufu',u) € €, puesto que u no

es un epimorfismo y vufu’ = v”u’ = u. Ademds, (uv/,u") # (ufu/,0) ya que uf
no es un epimorfismo; contradiciendo que (u/,u") es maximal en (%, <). Por lo

tanto, u” es un sub-objeto maximal de R, probdndose el teorema. [
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Corolario 5.11.5 En una categoria de Grothendieck, con proyectivos pequenos
no triviales (i.e. distintos de cero), existen objetos simples.

Demostracién. Se sigue de 5.11.3 y de 5.11.4. O

Corolario 5.11.6 Sea &/ una categoria aditiva y pequenia con <f # 0. En-
tonces, la categoria (7, Ab), de funtores aditivos de o7 en Ab, satisface lo sigu-
lente:

a) es de Grothendieck, con G := H4 un generador proyectivo,
Acd
(b) tiene envolventes inyectivas y suficientes proyectivos, y
(c) tiene objetos simples.
Demostracion.

(a) Se sigue de 2.13.2 y 2.13.3 que (&, Ab) es abeliana, ademds es C5 ya
que Ab lo es. Y por 4.1.6 tenemos que G' = P, , H* es un generador
proyectivo de (&7, Ab). Por lo tanto (7, Ab) es de Grothendieck.

(b) Como G es un generador proyectivo, obtenemos de 2.15.6 y 2.15.8, que
(<7, Ab) tiene suficientes proyectivos. La existencia de envolventes inyec-
tivas es por 3.3.4.

(c) Para toda 0 # A € &/, tenemos por 4.1.6, que H4 es un proyectivo
pequeiio no trivial. Luego (c) se sigue del corolario anterior.

O

Definicién 5.11.7 Sea &7 una categoria abeliana con objetos simples y M € of .
Decimos que M es de longitud finita si existe una filtracion finita F de sub-
objetos {p; : My — M}, de M, esto es

F: (1M,M):(M0>M)Z(:UflaM)Z(M%M)ZZ(NnvM)a

tal que: M, =0 y M;/M; 11 es cero & simple para 0 < i <n — 1. Tal filtracién
F de M serd llamada serie generalizada de composicion; y a los objetos
cociente M;/M;1, factores de composicion de F. Si ningin M;/M;,, es
cero, F' serd llamada serie de composicion de M.

Definicién 5.11.8 Dada una serie generalizada de composicion F de M € <,
definimos

(a) la multiplicidad mk (M) del simple S en M, con respecto a la filtracion
F, como el numero de factores de composicion de F' que son isomorfos al
simple S,

(b) la longitud £r(M) de M, con respecto a la filtracién F, como {p(M) =
SomE (M), donde la suma es tomada sobre todos los elementos de la clase
formada por los objetos simples de o/ que mo son isomorfos dos a dos.
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Definicién 5.11.9 Dada una categoria abeliana </ con objetos simples, deno-
tamos por fL.() a la subcategoria plena de o/ cuyos objetos son los objetos
de of de longitud finita. Se definen las funciones multiplicidad y longitud:

ms, £:Obj(f.4(s7)) — N,
donde
ms(M) := min{m& (M) | F es una serie generalizada de composicion de M},
LM) :=min{lp(M) | F es una serie generalizada de composicion de M}.

Observacion 5.11.10 Sea o/ una categoria abeliana y

f g . .
0 A B C 0 wuna sucesion exacta en </ . Consideremos

una filtracion finita

F: (lBaB):(,L"OaB)z(uhB)Z(N%B)Z'”Z(NTMB)

de sub-objetos {p; : B — B} de B. Usando 1.12.4, podemos construir
filtraciones (asociadas a F) F' y F" de A y C, respectivamente:

F . (14,A) = (up,A) > (u1,B) > (ug,B) > -+ > (up, A), y

F" (10,0) = (ﬂQ,C) > (’17,1,0) > (@270) >z (ﬁn,C),

donde, para cada i, u; : f~1(B;) — A es la imagen inversa de p; : B; — B;
y u; : g(B;) — C es la imagen de gu; : B; — C.

Proposicién 5.11.11 Sea of una categoria abeliana con objetos simples y

0 A ! B—>c 0 wuna sucesion exacta en /. Dada la fil-

tracion F, de 5.11.10, consideremos las filtraciones F' y F" de A y C respecti-
vamente, inducidas por F', como en 5.11.10. St F es una serie generalizada de
composicion, entonces

(a) las filtraciones F' y F" son series generalizadas de composicion,

(b) para cada objeto simple S € & se tiene que
m§ (4) +m§ (C) =m§(B),
(¢) Lp(A) + Lpn(C) = Lp(B).
Demostracién. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en o

B L B, — 2> g(By)
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donde I es un pullback y II es la factorizacion de gpu; a través de su imagen. En
particular, f; es un monomorfismo y g; es un epimorfismo. Ahora, como f es el
kernel de g y I es un pullback, entonces por 1.14.8, f; es el kernel de gu; = u;g;.
Luego, como u; es un monomorfismo, entonces f; es el kernel de g;. De esta

manera, para cada i = 0,1,...n, tenemos la siguiente sucesién exacta en o7
0 A; & B —=C; 0,
donde A; = f~1(B;) y C; = g(B;). Por el Lema del 9 (ver 1.18.1), obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo y exacto en & parai=0,1,...,n—1
0 0 0
0 Aipq firt Bt g Cit1 0
0 0; 0y
0 A—T B g 0
o i o
00— Ai/Aip B Bi/Bit1 s Ci/Ciy1 —=0

donde 0 : A;y1 — A; y 0; : B;11 — B; son los unicos morfismos en o tales
que U1 = uzﬁg Y Hi+1 = [1491 Ahora bien, Bi/Bi+1 =0si y sélo si Ai/Ai+1 =
0 = C;/Ciy1. Por otro lado, si B;/B;+1 es simple entonces 7; es un isomorfismo
6 A;/A;1+1 = 0. Si n; es un isomorfismo, se tiene que A;/A;11 ~ B;/Biy1y
C;/Civ1 =0.Si A;/A; 41 = 0 entonces B;/B;y1 ~ C;/C;41. Por lo tanto (a) y
(b) se siguen de esta discusién. Finalmente, (¢) es consecuencia de (b). O

Teorema 5.11.12 Sea &/ una categoria abeliana con objetos simples, B un
objeto de longitud finita y F, G dos series generalizadas de composicion para
B. Entonces, para cada objeto simple S de <7, se tiene que mE(B) = m§(B) =

ms(B) y Lr(B) = {a(B) = ((B).

Demostracién. La demostracion se hard por induccién sobre la longitud. Si
¢(B) < 1, entonces B es simple 6 cero; y en este caso, el teorema es trivial.
Supongamos que ¢(B) > 1 y que el resultado vale para todo B’ € f.4(</) tal
que ¢(B’) < ¢(B). Dado que ¢(B) > 1, existe un sub-objeto u: A — B de B
con A # 0 y tal que u no es un isomorfismo. Consideremos la siguiente sucesién

exacta en &
U q

0 A B B/A 0.

Veamos que £(A) + ((B/A) < {(B). En efecto, sea F una filtracién de B tal que
(#(B) = {(B). Luego, por 5.11.11, tenemos que {3, (A) + {3, (B/A) = {7(B),
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donde F' y F" son las filtraciones de A y C inducidas por F. Luego, como
l(A) < Lz, (A) y U(BJA) < £5,(B/A), entonces £(A) 4 £(B/A) < {(B). Ahora
bien, como A # 0y B/A # 0, tenemos que ¢(A) > 0y ¢(B/A) > 0; por lo tanto,
£(A) < U(B) y £(B/A) < £(B) pues £(A) + £(B/A) < £(B).

Sean F' y G dos series generalizadas de composicién para B; y F', G’ (resp.
F’, G") las filtraciones inducidas en A (resp. B/A). Entonces, por hipétesis de
induccién y por 5.11.11(a), tenemos que

m§ (B/A) =m§ (B/A).
Luego, por 5.11.11(b), tenemos las igualdades
m§(B) =m§ (A) +m§ (B/A) =m§ (A) +m¢" (B/A) = m§(B).
En particular, {p(B) = {g(B) = ¢(B). O
Corolario 5.11.13 Sea o/ una categoria abeliana con objetos simples.

(a) Si F: (1p,B) = (po, B) > (1, B) > (p2,B) > -+ > (un, B) es una
serie de composicion para B € f.l.(/), entonces mg(B) = mE(B) y

(b) Si 0 A B C 0 es una sucesion exacta en o/ con
Be fl.(o), entonces A,C € fL.(o) y ademds se tienen las igualdades

ms(B) = mS(A) + ms(C),
((B) = ((A) + £(C).

Demostracién. (a) Es consecuencia de 5.11.12, pues todos los factores de
composiciéon de F' son no nulos y por lo tanto simples.

(b) Sea B € f.l.(o/) y F una serie generalizada de composicién de B. Con-
sideremos las filtraciones F’ de A y F” de C inducidas por F. De 5.11.11,
obtenemos que F’ y F" son series generahzadas de composicién (jpor lo cual
Ay C son de longltud finital); y ademés, m5 (A) + mE (C) = mE(B) y
KF/(A) + {p(C) = €p(B). Luego, por 5.11.12, obtenemos (b). O

Proposicién 5.11.14 Sea & una categoria abeliana con objetos simples, A €
fl()y f: A— A un morfismo en of. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) [ es un isomorfismo,
(b) f es un monomorfismo,

(c) f es un epimorfismo.
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Demostracién. (a) = (b) Es trivial.
(b) = (c¢) Si f es un monomorfismo, tenemos la siguiente sucesién exacta en &/

0 A—To 4 Coker(f) —= 0.

Por lo tanto, de 5.11.13, tenemos que £(A) = £(A) + £(Coker(f)). Esto es,
£(Coker(f)) = 0y entonces Coker(f) = 0; probandose que f es un epimorfismo.
(¢) = (a) Consideremos la siguiente sucesién exacta en o7

0 —— Ker(f) A ! A 0.

Luego, ¢(A) = L(A)+{(Ker(f)); de donde £(Ker(f)) =0y por lo tanto f es un
monomorfismo. Dado que & es balanceada, tenemos que f es un isomorfismo.
Il

Definicién 5.11.15 Sea M wun objeto en una categoria abeliana <7 . Decimos
que M es noetheriano (resp. artiniano) si para toda cadena ascendente (resp.
descendente) de sub-objetos de M

(1, M) < (pg, M) < -+ < (pn, M) < ..

(resp. (vaM) > (NQvM) 22 (NnvM) > )
existe ng € N tal que (ug, M) =~ (uo, M) Vk > ny.

Proposicién 5.11.16 Sea o/ una categoria abeliana y

0 K—">M 7 M/K 0 una sucesion exacta en of . Entonces,

M es noetheriano (resp. artiniano) si y sélo si M/K y K lo son.

Demostracion. Solo haremos el caso noetheriano, pues el artiniano es analogo.
=) Supongamos que M es noetheriano. Sea

una cadena ascendente de sub-objetos de K. Luego,
(aMhM) < (Oé,LLQ,M) << (a,un,M) <...

es una cadena ascente de sub-objetos de M; y como M es noetheriano, existe
no € N tal que (aug, M) ~ (apn,, M) Yk > ng. Entonces (pig, K) =~ (ting, K)
Vk > ng. Por lo tanto K es noetheriano.

Ahora sea

(p1, M/K) < (p2, M/K) < -+ < (pn, M/K) < ...

una cadena ascendente de sub-objetos de M/K, con M; = Dom(p;) v v; :
M; — M1 el tinico morfismo tal que p; = p;+1v; para cada i. Consideremos
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el siguiente diagrama de pullback

Y (M) —— M;
T
M M/K

para i > 0, donde wu; es un monomorfismo puesto p; lo es. Por lo tanto

%

Bu; = pifi = Pit+iviPi;

de donde, por la definicién de pullback, existe un tinico morfismo 6; : 371 (M;) —
B~ My 1) tal que u; = uiy10; y vif3i = Bir16;. Es decir, hemos formado la ca-
dena ascendente

(ur, M) < (ug, M) < -+ < (up, M) < ...

de sub-objetos de M. Luego, existe ng € N tal que 6; es un isomorfismo Vi > ny.
Ahora bien, como v;3; = 8;410; y 8; v Bi+1 son epimorfismos, se concluye que
si i > ng entonces v; es un epimorfismo. Por lo tanto, como v; también es un
monomorfismo, tenemos que v; es un isomorfismo Vi > ng. Esto es, (p;, M/K) ~
(Png, M/ K) Yi > ng; probéandose que M /K es noetheriano.

<) Supongamos que M/K y K son noetherianos. Sea

(1, M) < (pg, M) < -+ < (pn, M) < ...

una cadena ascendente de sub-objetos de M. Sea L, = Dom(u;) y v; : Ly —
Li+1 el inico morfismo tal que p; = p;41v;. Para cada ¢ > 1, consideremos la
unién 6; : L; U K — M de los sub-objetos pu; : Ly — My a: K — M.
Entonces, por la definicién de unién (ver en 1.10), existen los morfismos 7; :
K— L, UKys;:Li— L;UK tales que a = 6;1; y p; = 0;s;. Consideremos
el siguiente diagrama conmutativo y exacto en &7

0 0 0 (5.10)
0—K K 0 0
ni «@ l
0; P
0——L,UK M M/L;UK —=0
Bi B
0 4
0— > LiUK/K 2 M/K - M/L;UK —> 0

0 0 0
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donde los morfismos 6, : L; UK/K — M/K y ¢, : M/K — M/L; U K, que
hacen conmutar el diagrama de arriba, existen por el Lema del 9 (ver 1.18.1).
Ahora, puesto que los siguientes diagramas

MNi+1 Si+1V4

K*>Li+1UK LzHLZJrlUK
al \Lai+1 Hi+1V4 \Lei+1
M Y M M———M

M 1m

son conmutativos, entonces por definicién de unién, existe un morfismo -y; :
L; UK — L;+1 UK tal que el siguiente diagrama conmuta en </

LUK — L UK

Gil leﬂ-l

M —— M.
M

Es claro que ; es un monomorfismo pues 6; y ;11 lo son. Por lo tanto, hemos
formado una cadena ascendente

(01, M) < (02, M) < ... (00, M) < ...

de sub-objetos de M. Ahora bien, tenemos que ;111,11 = a = 0;1; = 0;417:1:;
pero como 6,11 es un monomorfismo, entonces 7;+1 = y;7;. Entonces, de nuevo
por el Lema del 9 (ver 1.18.1), tenemos el siguiente diagrama conmutativo y
exacto en &/

OS=<——-29O

0— K ————
" - l
0— > LUK —" > Ly UK —% o L UK/LiUK —> 0
6 .
0— > LiUK/K "> Liy UK/K "> Lisy UK/L; UK —> 0

|

0 0 0.

(5.11)
Luego, de (5.10) y (5.11), tenemos que

0;,10:8; = 0; 1 Biv1vi = Bbiv1vi = BY; = 0;;.
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Pero como f3; es un epimorfismo, entonces ; 0; = ¢;. Es decir, hemos formado
una cadena ascendente

(07, M/K) < (05, M/K) < --- < (0,, M/K) < ...

de sub-objetos de M/K. Como M/K es noetheriano, existe n; € N tal que
(0, M/K) ~ (0, ,M/K) Vk > n;. Es decir, ¢; es un isomorfismo Vk > n;. Por
lo tanto, del diagrama anterior, se obtiene que 7; es un isomorfismo Vk > n;.
Es decir, en la cadena

(01, M) < (03, M) < ... (0, M) < ...

se tiene que (0, M) ~ (0,,,, M) Vk > ny. Ahora consideremos, para cada i, la
interseccién ; : LiN K — M de p; : Ly — M y o : K — M. Luego, de la
definicién de interseccion, existen q; : L;NK — L; y (; : L;NK — K tales que
i = Wi y @i = ag;. Pero como p; = piy1v;, entonces ¢; = p;q; = fi+1v:G;. Es
decir, p; se factoriza a través de p; 1 y a. Luego, por definicién de la interseccién
wi+1 : Liy1 N K — M, existe un morfismo ¢; : L; N K — L;11 N K tal que el
siguiente diagrama conmuta

L1 NK.
Por otro lado, como ¢; = al; y wi+1 = al;+1, se tiene que

al; = ©; = Pi41€; = QG415

Luego, como a es un monomorfismo, tenemos que (; = (;4+15;. Por lo tanto,
tenemos la siguiente cadena ascendente

(1, K) < (¢, K)<...(Cu, K) <. ..

de sub-objetos de K. Entonces, como K es noetheriano, existe ny € N tal que ¢;
es un isomorfismo Vk > ny. Sea s = max{ni,ns}; luego, para m > s, tenemos
que

Ly~ LpU(L,NK)
>~ Ly U (Lypy1 N K)
~ (L1 N L) U (L1 N K)
~ L1 N (L UK)
~ L1 N (Lymy1 UK)
~ Loy

Es decir, vy, es un isomorfismo para todo m > s. Por lo tanto, (ug, M) ~ (s, M)
Vk > s; probandose que M es noetheriano. [
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Lema 5.11.17 Sea &/ una categoria abeliana localmente pequena y M un objeto
de of . Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) M es noetheriano (resp. artiniano),

(b) todo conjunto S # 0 de clases de equivalencia de sub-objetos de M, con
el orden parcial < inducido por los sub-objetos de M, tiene elementos
maximales (resp. minimales).

Demostracién. (a) = (b) Sea M noetheriano y supongamos que () # S no
tiene elementos maximales. Luego, existe (uo, M) € S que no es maximal; por lo
tanto existe (1, M) € S tal que (po, M) < (1, M). Dado que (p1, M) tampoco
es maximal, existe (u2, M) € S tal que (u1, M) < (u2, M). Continuando de esta
forma, construimos una cadena infinita

(M07M) < (/-LMM) < (ﬂQ’M) < < (MnaM) <...

tal que (u;, M) € S Vi € Ny nunca se estabiliza (pues (u;, M) % (tit1, M)
Vi € N), contradiciendo que M es noetheriano.
(b) = (a) Consideremos una cadena ascendente

(p1, M) < (p2, M) < - < (pn, M) < ...

de sub-objetos de M. Sea S := {(ttn, M) }nen ¥ (finy, M) un elemento maximal
de S. Luego, dado que (piny, M) < (fing+i, M) ¥i > 0, obtenemos que (g, M) ~
(ttng, M) Vn > ng; probandose que M es noetheriano.

O

Lema 5.11.18 Dada una categoria abeliana </ y una sucesion exacta en o/

0 M~ M —2 MM — .

Si: K — M/M' es un sub-objeto de M/M’, entonces K ~ 3~1(K)/M’.

Demostracion. Por 1.18.3, tenemos el siguiente diagrama conmutativo y ex-
acto en &/

0—— M —— B371K) K 0
0 [V R AN V ) (—)

Por lo tanto K ~ 3~ Y(K)/M’'. O

Definicién 5.11.19 Sea o7 una categoria abeliana y B una subcategoria plena
de o/ . Decimos que % es cerrada por extensiones, si para toda sucesion exracta
0 A B C 0 ena con AyC en A se tiene que B € A.

Definicién 5.11.20 Sea o/ una categoria abeliana. Decimos que una subcate-
goria plena € de o7 es de Serre si:
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(a) 0 € €, donde 0 es el objeto cero de o, y

(b) dada una sucesién exacta 0 A B C 0 en o se
tiene que A,C € € si y sélo si B € 6.

Recordemos que f.¢(<7) denota a la subcategoria plena de &/ cuyos objetos son
los objetos de &7 de longitud finita. Dicha categoria tiene la siguiente caracter-
izacion en términos de subcategorias de Serre.

Proposicion 5.11.21 Sea o/ una categoria abeliana localmente pequena y con
objetos simples. Entonces:

(a) M € o es de longitud finita si y sélo si M es artiniano y noetheriano,

(b) fL() es la subcategoria de Serre mas pequena de o/ que contiene a los
objetos simples de <7 .

Demostracion.

(a) Sea M € . Supongamos que M € f.(«/). Probaremos por induccién,
sobre ¢(M), que M es artiniano y noetheriano. En efecto, si /(M) < 1
entonces M = 0 6 M es simple y en ambos casos M es trivialmente
artiniano y noetheriano.

Supongamos que ¢(M) > 1. Luego, tenemos una sucesién exacta en o7

() 0 S M M/S ——=0
con S simple. Entonces, por 5.11.13(b), obtenemos que
LM/S) =£(M) — 1.

Por hipédtesis inductiva, se tiene que M/S es artiniano y noetheriano; de
donde, por la sucesién (x) y 5.11.16, concluimos que M es artiniano y
noetheriano.

Asumamos ahora que M es artiniano y noetheriano. Por ser M noethe-
riano, de 5.11.17, tenemos que M tiene un sub-objeto maximal (pq, M)
de M. Si pu; = 0 tenemos una serie generalizada de composiciéon y por lo
tanto M € f.l(<7). Si py # 0, tenemos por 5.11.16, que My := Dom(u1)
es noetheriano y por lo tanto tiene un sub-objeto maximal (g, M) de M.
Claramente, este procedimiento nos lleva a una cadena infinita

(Lag, M) > (p1, M) > (pg, M) > ---
o bien a una cadena finita
(1MvM) > (:ulaM) > > (NnvM) =0,

en cada una de las cuales los respectivos cocientes son objetos simples.
Como M es artiniano, solamente la iltima opcién es posible; por lo tanto
M e fi(o).
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(b) Es claro que los objetos simples y el cero de o tienen longitud finita. Por
otro lado, de (a) y 5.11.16, se tiene que f.¢(<) es una subcategoria de
Serre de &7. Sea %€ una subcategoria de Serre de &/ que contiene a los
objetos simples de «/. Sea M € f.{(</); probaremos, por induccién en
M), que M € F.

Si ¢(M) < 1 entonces M = 0 6 M es simple; y por lo tanto M € €.
Supongamos que ¢(M) > 1. Luego, por 5.11.13, tenemos una sucesién
exacta

() 0 S M M/S >0

tal que S es simple y £(M/S) = £(M) — 1. Dado que M/S € € (por
induccién) y S € € (por ser S simple), se tiene de la sucesién (xx) que
Me<%.

O

Definicién 5.11.22 Sea &7 una categoria abeliana y C' un objeto de <7. Defin-
imos a la categoria </ /C cuyos objetos son los morfismos f : B — C en 4,
y un morfismo g: f — ' en o /C, con f : B— Cy f' : B — C, es un
morfismo g : B — B’ en & tal que el siguiente diagrama en o/

B—1-c

es conmutativo. Decimos que un morfismo f : B — C en o/ es minimal a
derecha si todo morfismo g: f — [ en &/ /C es un isomorfismo.

Observacién 5.11.23 g : f — [’ es un isomorfismo en o/ /C si y sdlo si el
morfismo asociado g : B — B’ es un isomorfismo en < .

Definicién 5.11.24 Sea o/ una categoria abeliana. Definimos, en los objetos
de o |C, la siguiente relacion de equivalencia:

f~f = £ flawc?0 v [f flajc #0.
Denotaremos por [f] a la clase de equivalencia de f en «7/C.

Proposicion 5.11.25 Sea &7 una categoria abeliana con objetos simples y C €
. Si [f] es una clase de equivalencia en < /C tal que existe g : B — C con
g € [f] v B de longitud finita, entonces existe f': B — C minimal a derecha
con [ € [f] y es tnico salvo isomorfismos.

Demostracion. Sea g: B — C, en la clase de equivalencia de f, tal que ¢(B)

es el minimo posible. Sea h : ¢ — g un morfismoen &/ /C'y B M I—=B
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la factorizacién de h a través de su imagen. Consideremos el siguiente diagrama

conmutativo en &
B C
S
I B.

Dado que h' € [g,9ulu/c ¥y u € [gu,glw/c se tiene que g ~ gu. Si u no es
un isomorfismo, entonces ¢(I) < ¢(B) ya que £(B) = ¢(I) + ¢(B/I). Luego, el
morfismo gu : I — C contradiciria la minimalidad de g : B — C. Entonces,
u es un isomorfismo; y por lo tanto h : B — B es un epimorfismo. Pero como
B es de longitud finita, entonces, por 5.11.14, tenemos que h es un isomorfismo;
probandose que g : B — C' es minimal a derecha.

Veamos que g es unico salvo isomorfismos. En efecto, supongamos que f' :
B’ — C es otro morfismo minimal a derecha tal que f’ ~ f. Luego [’ ~ g; y
entonces, existen morfismos a: g — f'y 8: f/ — g en &7 /C. Utilizando que
g v f' son minimales a derecha, se tiene que Sa y a3 son isomorfismos en .7,
probéndose que g es isomorfo a f’ en o/ /C.

|

g
R

—_—
u

Definicién 5.11.26 Sea o/ una categoria abeliana con objetos simples y f :
B — C un morfismo en &/ con B de longitud finita. Por 5.11.25, sabemos que
existe un unico (salvo isomorfismos) f' : B — C' en &/ minimal a derecha y tal
que f ~ f'. En tal caso, diremos que [’ es la versién minimal a derecha de

f.

Teorema 5.11.27 Sea &7 una categoria abeliana con objetos simples, C' € of
yg:X — C un objeto en o /C con X de longitud finita. Entonces, existe una
descomposicion X = X' @ X" tal que g |x: X' — C es minimal a derecha y
g |lxm: X" — C es el morfismo cero. Ademds, el morfismo g |x/ es la versién
minimal a derecha de g.

Demostracién. De acuerdo con 5.11.26, sea f : B — C' la versién minimal
a derecha de g. Por lo tanto, existen s : B— X y t: X — B en &/ tales que
el siguiente diagrama en ./ conmuta

f

_

B
|
x 2
{
B

QA=—QqQ=—2==0Q

!
—_—

Por lo tanto f = f(ts); y entonces, como f es minimal a derecha, se tiene que
ts es un isomorfismo. En particular, s es un monomorfismo, ¢t un epimorfismo y
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existe 1 : B — B tal que (ts)) = 1p. Sea u : K — X el kernel de ¢, entonces
tenemos la siguiente sucesién exacta en &7

u t

0 K X B 0.

Luego, como sy : B — X es tal que t(s¢) = 1, la sucesién anterior se parte.
Por lo tanto por 1.21.2, tenemos que X = K ) B. Entonces g |g:= gs = f es
minimal a derecha y ¢ |x:= gu = ftu = 0. Ademds, como f ~ g, se tiene que
g |B= f es la versién minimal a derecha de g. O

Definicién 5.11.28 Un epimorfismo f : A — B, en una categoria </, es
esencial si g : X — A es un epimorfismo siempre que fg: X — B sea un
epimorfismo.

Definicién 5.11.29 Sea A un objeto en una categoria < .
Una cubierta proyectiva de A es un epimorfismo esencial v: P — A con P
un objeto proyectivo en < .

Proposicion 5.11.30 Sea &/ una categoria abeliana, P un objeto proyectivo y
f: P — A un epimorfismo. Entonces, f es una cubierta proyectiva de A si y
solo si f es minimal a derecha.

Demostracién. = Sea f : P — A una cubierta proyectivade Ay g: P —
P un morfismo tal que el siguiente diagrama conmuta

)

v

P.

Como [ es esencial se tiene que g es un epimorfismo; y por lo tanto, existe
h : P — P tal que gh = 1p; en particular, h es un monomorfismo. Luego,
tenemos que fh = (fg)h = f(gh) = flp = f; y como [ es esencial, tenemos
que h es un epimorfismo; probandose que h es un isomorfismo. Luego, como
gh = 1p, entonces g es un isomorfismo. Por lo tanto f es minimal a derecha.
<= Ahora supongamos f es minimal a derecha. Sea g : X — P tal que fg es
un epimorfismo. Como P es proyectivo, existe h : P — X tal que el siguiente
diagrama en /' conmuta
f
P——A
hl
f
X—">A
gl
!
pP——A.
Luego, como f es minimal a derecha, se tiene que gh es un isomorfismo y por
lo tanto g es un epimorfismo. Entonces, f es un epimorfismo esencial, esto es, f
es una cubierta proyectiva de A. [
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Corolario 5.11.31 Sea &/ una categoria abeliana y A € o/. Si f : P — A,
f': P — A son cubiertas proyectivas de A y p : A — A es un isomorfismo,
entonces existe un isomorfismo @ : P — P’ que hace conmutar al diagrama

P A
@l lw
P —— A
Demostracién. Como fy f’ son epimorfismos, usando que Py P’ son proyec-

f/
tivos, tenemos que existen morfismos ¢ : P — P’ y ¢ : P/ — P tales que

f'e = of vy fi = ¢ ' f". Luego, se tiene que fyyp = fy f'¢yp = f'. Por lo
tanto, como f’ y f son minimales a derecha por 5.11.30, se tiene que ¥@ y @u
son isomorfismos; probandose el corolario. [

f

e

Observaciéon 5.11.32 Si &/ es una categoria abeliana con objetos simples y
suficientes proyectivos de longitud finita, entonces fAU(«/) = /. En efecto,
supongamos que </ tiene suficientes proyectivos de longitud finita. Luego, dado
un objeto A € of, existe un epimorfismo 8 : P — A con P proyectivo de
longitud finita. Consideremos la siguiente sucesion exacta en o/

0—> Ker(8) > p—"> 4 0.

Como P es de longitud finita entonces, por 5.11.13(b), A es de longitud finita.

Teorema 5.11.33 Sea o/ una categoria abeliana con objetos simples. Si o/
tiene suficientes proyectivos de longitud finita, entonces todo objeto de <f tiene
cubterta proyectiva.

Demostracién. Supongamos que 7 tiene suficientes proyectivos de longitud
finita y sea A € /. Luego, existe un epimorfismo f : P — A con P proyectivo
y de longitud finita. Entonces por 5.11.27, existen P, y P> en &/ tales que
P = P @P; con f|p minimal a derecha y f |p,= 0; ademds, por 2.14.6,
Py, y P; son proyectivos. Veamos que f |p, es un epimorfismo. En efecto, sean
u : P — Pyp;: P — P, coni = 1,2, las inclusiones y proyecciones
naturales en el coproducto. Luego uip; + usps = 1p, de donde se sigue que
fuipr + fusps = f; y como fus = 0, entonces fuip; = f. Por lo tanto, como
f es un epimorfismo, tenemos que f |p,:= fuj es un epimorfismo. Luego, por
5.11.30, se concluye que f |p,: PA — A es una cubierta proyectiva de A. 0O

Corolario 5.11.34 Sea R un anillo con 1 y mod(R) la categoria de R-mddulos
a izquierda finitamente generados. Si R es artiniano a izquierda, entonces todo
objeto de mod(R) tiene cubierta proyectiva.

Demostracién. </ := mod(R) es una categoria abeliana con objetos simples.
Por otro lado, como R es artiniano se sabe que tiene que ser noetheriano; y por
lo tanto, R es de longitud finita. Esto implica que 7 tiene suficientes proyectivos
de longitud finita. Luego, el corolario se sigue de 5.11.33. [
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Definicién 5.11.35 Sea o/ una categoria abeliana y A € /. Una resolucion
(P°®,¢e) exacta y proyectiva de A se dice que es minimal, si la sucesion exacta
larga en of

dpe dre

p—2 p-! P

g

A 0
satisface lo siguiente:

(a) €: P° — A es la cubierta proyectiva de A, y

(b) el epimorfismo candnico ¢~*7' : P71 — Im(dpi!) es la cubierta

proyectiva de Im(dpi™ ") Vi > 0.

Usando el corolario 5.11.31, andlogamente como se hizo en 5.10.17 y 5.10.18, se
puede probar el siguiente teorema.

Teorema 5.11.36 Sea <7 una categoria abeliana, (P*®,¢) y (P*, &) resoluciones
exactas y proyectivas de A € &7. Si (P*®,¢e) es minimal, entonces

(a) existe un mqrﬁsmo de complejos f : P* — P*® tal que ef® =&y f~':
P™" — P7" es un split-epi Vi > 0,

(b) pdA=L£(P*), y

(c¢) en el caso en que (P*,&) sea también minimal, se tiene que el morfismo
de complejos f : P* — P*® de (a) es un isomorfismo.
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