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ciones que haćıa; a Isaac por ser un buen amigo y compartir el gusto por las
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Introducción

A mediados del siglo XX, S. Eilenberg y S. MacLane (ver [3] y [4]) introdu-
jeron las nociones de categoŕıa, funtor, transformaciones naturales y dualidad.
S. MacLane describió, en 1948, condiciones sobre una categoŕıa, de tal manera
que muchos teoremas que se valen para la categoŕıa de grupos abelianos, fuer-
an ciertos en tal categoŕıa. Además, identificó ciertos tipos de enunciados que
eran ciertos si y sólo si su dual lo era; y llamó a tales categoŕıas con el nom-
bre de categoŕıas abelianas. En 1957, Grothendieck descubrió que ciertos tipos
de categoŕıas de gavillas eran abelianas y con base en esto le dió una funda-
mentación categoŕıca a la geometŕıa algebraica, revolucionándola por completo.
Aunque inicialmente hubo resistencia a aceptar éste enfoque, no tomó mucho
tiempo para reconocer que éste era un enfoque natural para el estudio de la
geometŕıa algebraica. La noción de categoŕıa abeliana llegó a ser importante
y ampliamente aceptada en matemáticas. A partir de ese momento, las ideas
categóricas y holomógicas crecieron rápidamente para tomar finalmente forma
en el famoso libro de “álgebra homológica”, escrito por H. Cartan y S. Eilenberg.

Haćıa 1960, (ver [5] y [8]) los matemáticos se empezaron a dar cuenta de cier-
tos tipos de enunciados que si eran ciertos en la categoŕıa de grupos abelianos
entonces eran ciertos en una categoŕıa abeliana. Fué en ésta dirección, donde
Lubkin, Heron y Freyd demostraron independientemente el famoso teorema de
inmersión que dice: “toda categoŕıa abeliana pequeña admite una inmersión
fiel, covariante y exacta en la categoŕıa de grupos abelianos”. Este primer teo-
rema de inmersión es muy importante, pues de él se sigue que todo enunciado
concerniente a exactitud y conmutatividad de un diagrama en una categoŕıa
abeliana es cierto, si se prueba que es cierto en la categoŕıa de grupos abelianos.
Sin embargo, dado que en el teorema anterior la inmersión no es necesariamente
plena, se tienen dificultades con los enunciados que involucran la existencia de
morfismos en un diagrama. Unos años después, en [10], B. Mitchell, resuelve
dicho problema probando el conocido teorema de “Inmersión completa” el cual
afirma que: “toda categoŕıa abeliana pequeña admite una inmersión fiel, plena,
exacta y covariante en una categoŕıa de R-módulos para algún anillo R”.

Esta tesis tiene dos objetivos. Por un lado, se pretende presentar las bases nece-
sarias para entender y demostrar el primer teorema de inmersión; y por otro,
se pretende escribir de manera clara y precisa los temas básicos de categoŕıas
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x Introducción

y álgebra homológica que son necesarios para introducirse en el estudio de la
teoŕıa de Representaciones de Álgebras. Se ha tomado como base el libro [9] de
“Theory of categories”de B. Mitchell, completando los huecos en las demostra-
ciones de dicho libro al introducir los lemas o proposiciones necesarias; aśı como
también, se han redactado de mejor manera muchas de las definiciones y cam-
biado el orden de exposición, con el fin de hacer más accesible el contenido.
De manera similar, se han usado varias fuentes (ver [1], [2], [6], [7] y [11]) para
escribir el contenido de álgebra homológica en ésta tesis, para lo cual, se han
introducido en el lenguaje de las categoŕıas abelianas: la categoŕıa de complejos,
las dimensiones proyectivas e inyectivas de objetos, algo sobre funtores deriva-
dos, categoŕıas de Grothendieck, nociones sobre objetos simples, artinianos y
noetherianos, existencia y propiedades de resoluciones inyectivas (resp. proyec-
tivas) minimales.

En el caṕıtulo 1, introducimos la noción de categoŕıa y algunos ejemplos. Se
dá la noción de equivalencia natural entre categoŕıas, la cual se ha vuelto muy
importante en el álgebra. Trabajamos con las categoŕıas de sub-objetos y obje-
tos cociente de un objeto A de una categoŕıa A; y se demuestra que, en el caso
en el que A tiene kerneles, cokerneles, es normal y conormal las categoŕıas de
sub-objetos y objetos cociente resultan ser equivalentes. Asimismo, enunciamos
y demostramos algunos resultados sobre categoŕıas exactas, como el primer y
segundo teorema de isomorfismo de E. Noether. Se presenta el teorema de S.
MacLane, el cual afirma que toda categoŕıa con biproductos tiene una única es-
tructura semiaditiva. El caṕıtulo finaliza con el concepto de categoŕıa abeliana
el cual es fundamental en todo el trabajo.

En el caṕıtulo 2, se presenta la categoŕıa de representaciones de una categoŕıa
A sobre un diagrama Σ. Se introduce la noción de ĺımite y coĺımite de una
representación - la cual será fundamental en el camino a la prueba del teorema
de inmersión - aśı como las condiciones suficientes para la existencia de ĺımites.
Presentamos también las propiedades que cumplen los funtores fieles, debidas a
P. Freyd, que nos guiarán a los metateoremas del caṕıtulo 4. Se estudia la cat-
egoŕıa [A ,B] de funtores covariantes de A en B, cuando A es una categoŕıa
pequeña; y se dan sus principales propiedades derivadas de B.
Se introduce el funtor limΣ y se demuestra que en el caso en que A es una cat-
egoŕıa Σ-completa, tal funtor es un monofuntor. Asimismo, damos propiedades
de los objetos inyectivos y proyectivos y la noción de generador que será de vital
importancia en el caṕıtulo 3.

El caṕıtulo 3 es una de las partes centrales de ésta tesis. Se presentan a las
categoŕıas C3 (noción que apareció por primera vez, como el axioma AB5, en el
art́ıculo [6] de A. Grothendieck). Se prueba que una categoŕıa es C3 si sólo si el
funtor limΣ es exacto. Tratamos con la noción de envolvente inyectiva que fue
descubierta por B. Eckmann y A. Schopf. Uno de los resultados principales de
este caṕıtulo es el teorema que dá las condiciones suficientes para la existencia
de envolventes inyectivas en categoŕıas abelianas; el cual nos será de ayuda la
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demostración del primer teorema de inmersión.

El caṕıtulo 4 comienza con el conocido Lema de Yoneda, el cual es fundamental
en el estudio de la categoŕıa de funtores aditivos (A , Ab) de A en B, cuan-
do A es pequeña. Se demuestra que la categoŕıa (A , Ab) admite un generador
proyectivo. Es en éste caṕıtulo donde se demuestra el primer teorema de inmer-
sión, dándose algunas consecuencias de dicho teorema, como por ejemplo, que
el Lema de la Serpiente es válido en cualquier categoŕıa abeliana.

En el caṕıtulo 5, se estudia la categoria de complejos en una categoŕıa abeliana.
Se trabaja sobre categoŕıas de Grothendieck y categoŕıas con suficientes proyec-
tivos, en las cuales se puede hacer álgebra homológica. Se introduce la noción
de cohomoloǵıa y de funtores derivados. Se demuestran los teoremas clásicos del
álgebra homológica y hace su aparición el funtor Exti (uno de los funtores del
apocalipsis, según una anecdota de Michael Barot). Se presenta la noción de
dimensión proyectiva e inyectiva de un objeto, aśı como las resoluciones min-
imales que nos ayudan en el cálculo de tales dimensiones. Damos condiciones
suficientes para la existencia de objetos simples; y la noción de objeto de lon-
gitud finita. Finalmente, presentamos la noción de cubierta proyectiva y damos
condiciones suficientes para su existencia.

Cabe mencionar que la mayoŕıa de los teoremas presentados en ésta tesis, se
demuestran con todo detalle, de tal manera que los únicos prerrequisitos nece-
sarios para el entendimiento de ésta son los primeros tres cursos de álgebra
moderna de la Licenciatura en Matemáticas. Al empezar a trabajar en ésta
tesis, uno de los objetivos principales, es que fuera autocontenida, espero que
en gran medida se haya logrado, pero lo dejamos a consideración del lector.



Caṕıtulo 1

Nociones básicas

Si tan sólo entendiera la hermosa consecuencia
que se sigue de la proposición concisa d2 = 0.

Henry Cartan Laudatio.

1.1. Conjuntos y clases

A lo largo de esta tesis usaremos los conjuntos de manera intuitiva. Para
estudiar categoŕıas, necesitaremos considerar colecciones de conjuntos. Sin em-
bargo, como lo ilustra la siguiente paradoja de B. Russell, hay problemas cuando
consideramos colecciones arbitrarias de conjuntos. En efecto, supongamos que
la colección U de todos los conjuntos es un conjunto. Entonces el subconjunto
A = {X ∈ U | X /∈ X} de U tendŕıa la siguiente propiedad: A ∈ A si y sólo
si A /∈ A, lo cual es absurdo. Para evitar tales paradojas, consideraremos una
nueva jerarqúıa en las colecciones de conjuntos, esto es, la noción intuitiva de
clase.
Como vimos arriba, la colección U de todos los conjuntos no es mas un conjun-
to. Por lo tanto, diremos que U es una clase y la llamaremos la clase univer-
sal. Diremos que la colección A es una clase, si existe una propiedad P tal
que A tiene como miembros a los conjuntos que satisfacen P , esto es, A =
{X ∈ U | P (X) es verdadera}, donde U es la clase universal. Por ejemplo, la
clase de grupos abelianos, la clase de anillos asociativos y la clase de espacios
topológicos. Como se acaba de ver, una clase es simplemente una subcolección
de la clase universal U .
Por conveniencia, los conjuntos se pueden pensar como tipos especiales de clases.
Esto es, un conjunto A es una clase A tal que toda subclase B de A es un
conjunto. Las clases que no son conjuntos se llaman clases propias. Muy fre-
cuentemente, los conjuntos son llamados clases pequeñas, y las clases propias
son llamadas “clases grandes”. Observe que la clase universal U de todos los
conjuntos es una clase propia, pues U no es mas un conjunto. De esta manera,
la paradoja de Russell se traduce ahora en la prueba de que la clase universal
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2 Definición de categoŕıa

U es una clase grande.
Análogamente a como se hace en conjuntos, podemos hacer ciertas construc-
ciones con clases. Dadas las clases A y B podemos formar, por ejemplo, las
siguientes clases:

(1) la unión de clases A ∪B := {X | X ∈ A ó X ∈ B},

(2) la intersección de clases A ∩B := {X | X ∈ A y X ∈ B},

(3) la diferencia de clases A −B := {X | X ∈ A y X /∈ B},

(4) el producto cartesiano de clases A ×B := {(a, b) | a ∈ A , b ∈ B}

(5) funciones de la clase A en la clase B,

BA = {f : A −→ B | f es función}

1.2. Definición de categoŕıa

Definición 1.2.1 Una categoŕıa A está dada por una clase Obj(A ) de objetos,
una clase MA de morfismos y una operación parcial binaria ◦ definida en MA ,
tales que:

(1) MA =
⋃

(A,B)∈Obj(A )×Obj(A )[A,B]A , donde [A,B]A es un conjunto para
todo par (A,B) ∈ Obj(A )×Obj(A ),

(2) [A,B]A = [C,D]A si y sólo si A = C y B = D,

(3) para cada triple (A,B,C) ∈ Obj(A ) × Obj(A ) × Obj(A ), la operación
parcial binaria ◦ definida en MA , induce por restricción, una función

Ω : [B,C]A × [A,B]A −→ [A,C]A

definida por Ω(β, α) = β ◦ α, que satisface las siguientes propiedades:

(i) asociatividad: (γ ◦ β) ◦ α = γ ◦ (β ◦ α) siempre que dicha composición
esté definida,

(ii) existencia de identidades: ∀A ∈ Obj(A ) existe 1A ∈ [A,A]A tal que ∀α ∈
[B,A]A y ∀β ∈ [A,C]A se tiene que 1A ◦ α = α, β ◦ 1A = β.

Para simplificar la notación, escribiremos βα en lugar de β◦α. Más aún, dado
un morfismo α ∈ [A,B]A lo representaremos por α : A −→ B ó A

α // B ,
y diremos que A es el dominio de α y B es el codominio de α, en śımbolos,
Dom(α) := A y Codom(α) := B. En particular, las propiedades (1) y (2) de la
definición anterior, se traducen en lo siguiente: todo morfismo α ∈ MA tiene
asociado un único dominio y codominio. Por otro lado, de (3) se tiene que la
identidad 1A asociada a un objeto A ∈ A es única.

Observación 1.2.2 A veces denotaremos al conjunto [A,B]A por HomA (A,B).
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Definición 1.2.3 Una categoŕıa A es pequeña si la clase de objetos Obj(A )
es un conjunto.

Definición 1.2.4 Diremos que A ′ es una subcategoŕıa de A si satisface lo
siguiente:

(i) Obj(A ′) ⊂ Obj(A ),

(ii) [A,B]A ′ ⊂ [A,B]A ∀(A,B) ∈ Obj(A ′)×Obj(A ′),

(iii) la composición de morfismos en A ′ es la misma que en A,

(iv) Si 1′A ∈ [A,A]A ′ es la identidad en A ′ entonces 1′A = 1A, donde 1A ∈
[A,A]A es la identidad en A.

Si además, [A,B]A ′ = [A,B]A ∀(A,B) ∈ Obj(A ′)×Obj(A ′), diremos que A ′

es una subcategoŕıa plena de A.

1.3. Ejemplos

En los ejemplos del (1) al (4), la composición de morfismos es la composición
usual de funciones.

(1) La categoŕıa Sets cuya clase de objetos es la clase de todos los conjuntos
y donde [A,B]Sets es el conjunto de todas las funciones de A en B.

(2) La categoŕıa Top cuyos objetos son todos los espacios topológicos, y los
morfismos del espacio A al espacio B son las funciones continuas de A en
B.

(3) La categoŕıa Sets0 cuyos objetos son parejas ordenadas (A, a), donde A
es un conjunto y a ∈ A. Un morfismo de (A, a) a (B, b) es una función
f : A −→ B tal que f(a) = b.

(4) La categoŕıa Top0 cuyos objetos son los espacios topológicos con punto
base, esto es, parejas ordenadas (A, a) donde A es un espacio topológico
y a ∈ A. Un morfismo f de (A, a) en (B, b) es una función continua de
f : A −→ B tal que f(a) = b.

(5) Sea G un semigrupo. Podemos pensar a G como una categoŕıa con un solo
objeto, haciendo Obj(G) := {?}, MG := G y la composición de morfismos
en MG es la composición en G. Rećıprocamente, si A es una categoŕıa
con un solo objeto entonces MA es un semigrupo.

(6) Sea A una clase y ≤ un pre-orden en A , esto es, ≤ es una relación re-
flexiva y transitiva en A . La clase pre-ordenada (A ,≤) se puede pensar
como una categoŕıa en la siguiente forma:



4 Funtores

Obj(A ) := A y el conjunto [x, y]A tiene a lo más un elemento que deno-
taremos por fyx , esto es,

[x, y]A :=
{
fyx si x ≤ y
∅ si x � y.

La composición ◦ : [b, c]A × [a, b]A −→ [a, c]A está dada por fcb f
b
a := fca.

Rećıprocamente, supongamos que A es una categoŕıa con la propiedad
de que [a, b]A tiene a lo sumo un elemento ∀a, b ∈ Obj(A ). Definimos un
pre-orden ≤ en Obj(A ) como sigue: a ≤ b si y sólo si [a, b]A 6= ∅.
Luego tenemos que (Obj(A ),≤) es una clase pre-ordenada.

(7) Categoŕıas cociente. Sea A una categoŕıa y ∼ una relación de equiva-
lencia en la clase de morfismos MA de A . Diremos que ∼ es compatible
con A si satisface lo siguiente:

(a) la restricción de ∼ a cada conjunto [A,B]A es una relación de equiva-
lencia en dicho conjunto,

(b) MA / ∼=
⋃

(A,B)∈Obj(A )×Obj(A )[A,B]B/ ∼, y

(c) si f ∼ f ′ y g ∼ g′ entonces fg ∼ f ′g′ cada vez que dicha composición
esté definida en MA .

Dada una relación de equivalencia ∼ en MA , compatible con A, podemos
construir la categoŕıa cociente A / ∼ como sigue:

(i) Obj(A / ∼) := Obj(A ),

(ii) [A,B]A /∼ := [A,B]A / ∼ y la composición en MA /∼ está definida
por

� : [B,C]A /∼ × [A,B]A /∼ −→ [A,C]A /∼

[β] � [α] = [β ◦ α], donde ◦ es la composición en A.

1.4. Funtores

Definición 1.4.1 Sean A y B categoŕıas. Un funtor covariante T : A −→
B es una asignación de un objeto T (A) ∈ B para cada objeto A ∈ A y un
morfismo T (α) ∈ [T (A), T (A′)]B para cada morfismo α ∈ [A,A′]A , tal que:

1. preserva la composición, esto es, si α′α está definida en A entonces

T (α′α) = T (α′)T (α); y

2. preserva las identidades, esto es, para cada A ∈ A se tiene que T (1A) =
1T (A).

Observación 1.4.2 Dado un funtor T : A −→ B, diremos que A (resp. B)
es el dominio (resp. codominio) de T . En general, un funtor preserva ciertas
propiedades de los morfismos de su dominio.
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Definición 1.4.3 Un funtor contravariante T : A −→ B es una asig-
nación de un objeto T (A) ∈ B para cada objeto A ∈ A y un morfismo T (α) ∈
[T (A′), T (A)]B para cada morfismo α ∈ [A,A′]A , tal que:

1. invierte la composición, esto es, si α′α está definida en A, entonces

T (α′α) = T (α)T (α′); y

2. preserva las identidades, esto es, para cada A ∈ A se tiene que T (1A) =
1T (A).

Ejemplos de funtores:

(1) El funtor covariante 1A : A −→ A, tal que 1A (A) = A para toda
A ∈ A y 1A (α) = α para todos los morfismos α ∈ A, es llamado el
funtor identidad sobre A.

(2) Sea A ′ una subcategoŕıa de A, el funtor covariante I : A ′ −→ A tal que:
I(A) = A para toda A ∈ A ′ y I(α) = α para todos los morfismos α en
A ′, es llamado el funtor inclusión de A ′ en A .

(3) Sea A ′′ una categoŕıa cociente de A, el funtor covariante π : A −→ A ′′

tal que: π(A) = A para todo A ∈ A y π(α) = [α] para todos los morfismos
α en A, es llamado el funtor proyección de A sobre A ′′.

(4) El funtor olvido F : Ab −→ Sets, de la categoŕıa de grupos abelianos a
la categoŕıa de conjuntos, es el funtor que olvida la estructura de grupo
abeliano sobre los objetos de Ab. Es decir, si G es un grupo abeliano,
entonces F (G) = G como conjunto; y si α es un morfismo de grupos
abelianos entonces F (α) = α como función. De manera análoga, tenemos
un funtor olvido F0 : Ab −→ Sets0 el cual le asigna a cada grupo abeliano
G el objeto (F (G), 0) donde 0 es el cero de G.

Definición 1.4.4 Sean T : A −→ B y S : B −→ C funtores. Definimos
la composición ST : A −→ C por las reglas ST (A) = S(T (A)) y ST (α) =
S(T (α)). No es dif́ıcil ver que ocurre lo siguiente: si S y T son ambos covariantes
ó contravariantes entonces ST es covariante; mientras que, si uno es covariante
y el otro contravariante entonces ST es contravariante.

Definición 1.4.5 Sean S, T : A −→ B funtores covariantes. Una transforma-
ción natural η : S −→ T es una familia de morfismos η = {ηA : S(A) −→
T (A)}A∈A en B tal que para todo morfismo α : A −→ A′ en A el siguiente
diagrama es conmutativo

S(A)
ηA //

S(α)

��

T (A)

T (α)

��
S(A′)

ηA′ // T (A′).
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Observación 1.4.6 1. Si ηA es un isomorfismo para cada A ∈ A, decimos
que η es una equivalencia natural. En este caso, tenemos una transfor-
mación natural η−1 : T −→ S definida por (η−1)A = (ηA)−1. Escribiremos
S ' T para denotar que S y T son naturalmente equivalentes.

2. Si η : S −→ T y ρ : T −→ U son transformaciones naturales de fun-
tores, definimos la composición ρη : S −→ U por (ρη)A = ρAηA. Para
cualquier funtor T , la transformación natural identidad 1T : T −→ T es
por definición (1T )A = 1T (A) para toda A ∈ A.

3. Sean S, T : A −→ B y U : B −→ C funtores y η : S −→ T una
transformación natural. Entonces, tenemos una transformación natural
Uη : US −→ UT definida por (Uη)A = U(ηA) para toda A ∈ A . Similar-
mente, si V : D −→ A es un funtor, entonces ηV : SV −→ TV está dada
por (ηV )D = ηV (D) para toda D ∈ D .

Definición 1.4.7 Un funtor T : A −→ B es llamado fiel (resp. pleno) si para
todo par de objetos A, B ∈ A la función inducida por T

[A,B]A −→ [T (A), T (B)]B (1.1)

es inyectiva (resp. suprayectiva).Un funtor fiel que manda objetos distintos en
objetos distintos es llamado una inmersión. Decimos que T es denso si para
todo B ∈ B existe un objeto A ∈ A, tal que T (A) es isomorfo a B.
Decimos que T : A −→ B es una equivalencia de categoŕıas, si existe un
funtor S : B −→ A tal que TS ' 1B y ST ' 1A .

1.5. Categoŕıa dual

Definición 1.5.1 Dada una categoŕıa A, definimos la categoŕıa dual A ∗ de
A como sigue: los objetos de A ∗ son los mismos de A y [B,A]A ∗ := [A,B]A .
La composición fg en A ∗ está definida como la composición gf en A .

Notación: Sea A una categoŕıa y A ∗ la categoŕıa dual. Para evitar confu-
siones, escribimos A∗ := A para A ∈ Obj(A ); y diremos que f∗ : B∗ −→ A∗ es
un morfismo en A ∗ si y sólo si f : A −→ B es un morfismo en A . Usando ésta
convención, la composición de morfismos en A ∗ es:

f∗g∗ := gf ∀f ∈ [A,B]A y ∀g ∈ [B,C]A .

Observación 1.5.2

(1) La asignación DA : A −→ A ∗, donde DA (A) = A∗ en objetos y DA (f) =
f∗ en morfismos, es un funtor contravariante.

(2) (A ∗)∗ = A ; por lo tanto, la composición de funtores DA : A −→ A ∗ y
DA ∗ : A ∗ −→ A satisface las igualdades DA ∗DA = 1A y DADA ∗ = 1A ∗ .
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(3) Si T : A −→ B es un funtor covariante (resp. contravariante), entonces
tenemos un funtor contravariante (resp. covariante) T∗ : A ∗ −→ B, donde
T∗ := TDA ∗ . Análogamente, se tiene un funtor T ∗ : A −→ B∗, donde T ∗ :=
DBT . Además, T ∗∗ := (T ∗)∗ = (T∗)∗.

Observación 1.5.3 El principio de dualidad
La propiedad (2) de 1.5.2, nos permite definir para cada “concepto categórico”
y cada “enunciado categórico” sus respectivas versiones duales. Daremos sola-
mente una idea de los conceptos duales.
Supongamos que P es una propiedad que relaciona objetos y morfismos en una
categoŕıa A, la propiedad dual P ∗ en A se obtiene como sigue: primero se es-
cribe la propiedad P en términos de la categoŕıa A ∗ y luego se aplica el funtor
DA ∗ : A ∗ −→ A a la propiedad P , es decir, P ∗ es la propiedad obtenida de P
“dando vuelta” a las flechas.
Veamos un ejemplo, sea P (X) la siguiente propiedad asociada a un objeto X de
A :

P (X) : ∀Y ∈ Obj(A ) existe un único f : Y −→ X en A .

Escribiendo la propiedad P (X) en términos de A ∗ se tiene: P (X) : ∀Y ∗ ∈
Obj(A ∗) existe un único f∗ : Y ∗ −→ X∗ en A ∗. Luego, aplicando el funtor
DA ∗ : A ∗ −→ A a la propiedad anterior, se obtiene la propiedad dual:

P (X)∗ : ∀Y ∈ Obj(A ) existe un único f : X −→ Y en A .

Muy frecuentemente, el concepto dual P ∗ de un concepto categórico P se denota
por “co-P”. Como se verá más adelante, tendremos objeto nulo y objeto co-nulo,
kernel y cokernel, producto y coproducto etc.
El hecho de que la dualidad sea muy importante, radica en la posibilidad de
que no solamente se pueden dualizar los conceptos sino también los enunciados,
lemas, teoremas, etc. Por ejemplo, si S es un enunciado relacionado con morfis-
mos y objetos de A entonces, por definición, el enunciado dual S∗ es verdadero
en A si y sólo si S es verdadero en A ∗. Esto último, junto con el hecho de
que DA ∗DA = 1A y DADA ∗ = 1A ∗ , implica el principio de dualidad para
categoŕıas que dice lo siguiente:
Si S es un enunciado categórico que es verdadero para todas las categoŕıas,
entonces S∗ también es verdadero para todas las categoŕıas.

1.6. Morfismos y sub-objetos

Definición 1.6.1 Un morfismo θ : A −→ B es llamado un split-mono si
existe un morfismo θ′ : B −→ A tal que θ′θ = 1A. Decimos que θ es un split-epi
si existe un morfismo θ′′ : B −→ A tal que θθ′′ = 1B. Si θ es split-mono y split-
epi decimos que θ es un isomorfismo y que A es isomorfo a B, en śımbolos
A ' B.

Observación 1.6.2
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(1) Note que en el caso de un isomorfismo se tiene que:

θ′ = θ′1B = θ′(θθ′′) = (θ′θ)θ′′ = 1Aθ′′ = θ′′.

Por lo tanto, se dice que θ′ = θ′′ es el inverso de θ y se denota por θ−1.

(2) Es fácil ver que si θ ∈ [A,B]A es un split-mono (resp. split-epi) y A ′′ es
una categoŕıa cociente de A, entonces [θ] es un split-mono (resp. split-epi) en
A ′′.

(3) El concepto dual de “split-mono” es “split-epi”, pues θ : A −→ B es split-
mono en A si y sólo si θ∗ : B∗ −→ A∗ es split-epi en A ∗.

Definición 1.6.3 Un morfismo α ∈ [A,B]A es un monomorfismo si αf =
αg implica f = g para todo par de morfismos f y g con codomonio A. Un
morfismo α es un epimorfismo si fα = gα implica que f = g para todo par
de morfismos f y g con dominio A.

La noción de epimorfismo es dual a la de monomorfismo pues α es un epimor-
fismo en A si y sólo si α∗ es un monomorfismo en A ∗.
Es fácil ver que si α y β son monomorfismos y βα está definida entonces βα es
un monomorfismo. Por otro lado, si βα es un monomorfismo, entonces α es un
monomorfismo, pero no necesariamente β lo es.
Dualmente, se tiene que si α y β son epimorfismos entonces αβ es un epi-
morfismo; y si αβ es un epimorfismo entonces α es un epimorfismo, pero no
necesariamente β lo es.
Por otro lado, un split-mono es necesariamente un monomorfismo y un split-epi
es necesariamente un epimorfismo.

Definición 1.6.4 Una categoŕıa A es balanceada si todo morfismo que es un
monomorfismo y epimorfismo es un isomorfismo.

Proposición 1.6.5 Si α : A −→ B es un split-mono y también es un epimor-
fismo, entonces es un isomorfismo.

Demostración. Tenemos que existe un morfismo β : B −→ A tal que βα = 1A.
Por lo tanto, (αβ)α = α(βα) = α1A = α = 1Bα, y como α es un epimorfismo,
entonces αβ = 1B . Por lo tanto α es un isomorfismo. �

La proposición dual es la siguiente:

Proposición 1.6.6 Si α : B −→ A es un split-epi y también es un monomor-
fismo, entonces es un isomorfismo.

Definición 1.6.7 Si α : A′ −→ A es un monomorfismo, decimos que A′ es un
sub-objeto de A y que α es una inclusión de A′ en A.

A veces escribiremos A′ ⊂ A para indicar que A′ es un sub-objeto de A, y
diremos que A′ está contenido en A ó que A contiene a A′.
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Si el monomorfismo α : A′ −→ A no es un isomorfismo diremos que A′ es un
sub-objeto propio de A. La composición de un monomorfismo α : A′ −→ A
con un morfismo f : A −→ B es denotado por f |A′ y se dice que f |A′ es una
restricción de f a A′.

Definición 1.6.8 Sea A una categoŕıa y A un objeto de A . La categoŕıa
de sub-objetos de A, que denotaremos por [A , A], se define como sigue.
Los objetos de [A , A] son pares (α,A) tales que α : Dom(α) −→ A es un
monomorfismo en A . Dados (α,A) y (α′, A) en Obj([A , A]), definimos

[(α,A), (α′, A)][A ,A] := {γ ∈ [Dom(α), Dom(α′)]A | α′γ = α}.

La composición de morfismos en [A , A] es la misma que en A , pues como vimos
arriba [(α,A), (α′, A)][A ,A] ⊂ [Dom(α), Dom(α′)]A . Se puede ver fácilmente
que con estos datos [A , A] es en efecto una categoŕıa.

Veamos algunas propiedades básicas de la categoŕıa [A , A].

Lema 1.6.9 Sea A una categoŕıa y A un objeto de A . Entonces

(a) [(α,A), (α′, A)][A ,A] tiene a lo sumo un elemento,

(b) si γ ∈ [(α,A), (α′, A)][A ,A] entonces γ : Dom(α) −→ Dom(α′) es un
monomorfismo en A,

(c) si [(α,A), (α′, A)][A ,A] 6= ∅ y [(α′, A), (α,A)][A ,A] 6= ∅, entonces existe un
único isomorfismo γ : (α,A) −→ (α′, A) en [A , A] .

Demostración.

(a) Sean γ, γ′ ∈ [(α,A), (α′, A)][A ,A]. Entonces α′γ = α = α′γ′. Luego, como
α′ es un monomorfismo, concluimos que γ = γ′.

(b) Sea γ ∈ [(α,A), (α′, A)][A ,A]. Por lo tanto, α′γ = α y entonces, como α es
un monomorfismo, se tiene que γ es un monomorfismo.

(c) Sean γ ∈ [(α,A), (α′, A)][A ,A] y γ′ ∈ [(α′, A), (α,A)][A ,A]. Por lo tanto
γ′γ ∈ [(α,A), (α,A)][A ,A], y entonces como 1(α,A) ∈ [(α,A), (α,A)][A ,A],
se tiene por (a) que γ′γ = 1(α,A). Análogamente γγ′ = 1(α′,A). Entonces,
γ : Dom(α) −→ Dom(α′) es un isomorfismo y es único por (a).

�
Del lema anterior y del ejemplo (6) en la sección 1.3. Se tiene lo siguiente.

Definición 1.6.10 Definimos un pre-orden en [A , A] como sigue: (α,A) ≤
(α′, A) si y sólo si [(α,A), (α′, A)][A ,A] 6= ∅. Para simplificar la notación, es-
cribiremos algunas veces α ≤ α′ en lugar de (α,A) ≤ (α′, A), siempre teniendo
en cuenta al objeto fijo A.
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Definición 1.6.11 Una clase C de sub-objetos de A ∈ A se dice que es una
clase representativa de sub-objetos de A, si todo sub-objeto de A es isomorfo
a un sub-objeto en C . Si todo A ∈ A tiene una clase representativa la cual es
un conjunto, diremos que A es localmente pequeña.

El concepto dual de sub-objeto es el de objeto cociente. A continuación, enun-
ciaremos brevemente las propiedades duales de los sub-objetos.

Definición 1.6.12 Sea A una categoŕıa y A un objeto de A . La categoŕıa
de objetos cociente de A, que denotaremos por [A,A ], se define como sigue.
Los objetos de [A,A ] son pares (A,α) tales que α : A −→ Codom(α) es un
epimorfismo en A . Dados (A,α) y (A,α′) en Obj([A,A ]), definimos

[(A,α), (A,α′)][A,A ] := {γ ∈ [Codom(α), Codom(α′)]A | γα = α′}.

La composición de morfismos en [A,A ] es la misma que en A , pues como
vimos arriba [(A,α), (A,α′)][A,A ] ⊂ [Codom(α), Codom(α′)]A . Se puede ver
fácilmente que con estos datos [A,A ] es en efecto una categoŕıa.

Lema 1.6.13 Sea A una categoŕıa y A un objeto de A . Entonces

(a) [(A,α), (A,α′)][A,A ] tiene a lo sumo un elemento,

(b) si γ ∈ [(A,α), (A,α′)][A,A ] entonces γ : Codom(α) −→ Codom(α′) es un
epimorfismo en A,

(c) si [(A,α), (A,α′)][A,A ] 6= ∅ y [(A,α′), (A,α)][A,A ] 6= ∅, entonces existe un
único isomorfismo γ : (A,α) −→ (A,α′) en [A,A ] .

Demostración. Se obtiene de 1.6.9 por el principio de dualidad. �

Definición 1.6.14 Definimos un pre-orden en [A,A ] como sigue: (A,α) ≤
(A,α′) si y sólo si [(A,α′), (A,α)][A,A ] 6= ∅. Para simplificar la notación, es-
cribiremos α ≤ α′ en lugar de (A,α) ≤ (A,α′), siempre teniendo en cuenta al
objeto fijo A.

Observación 1.6.15 La noción de pre-orden en [A , A] es autodual pues se
tiene que: α ≤ β en [A , A] si y sólo si α∗ ≤ β∗ en [A,A ∗].

Definición 1.6.16 Decimos que A es colocalmente pequeña si A ∗ es local-
mente pequeña.

1.7. Equalizadores

Definición 1.7.1 Sean α, β : A −→ B morfismos en una categoŕıa A. Decimos
que µ : K −→ A es un equalizador para α y β, si

(a) αµ = βµ, y
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(b) para cualquier morfismo µ′ : K ′ −→ A tal que αµ′ = βµ′, existe un único
morfismo γ : K ′ −→ K que hace el siguiente diagrama conmutativo

K ′

γ

��

µ′

!!B
BB

BB
BB

B

K µ
// A.

Proposición 1.7.2 Si µ : K −→ A es un equalizador para α, β : A −→
B entonces µ : K −→ A es un sub-objeto de A. Además, dos equalizadores
cualesquiera para α y β son sub-objetos isomorfos de A.

Demostración. Veamos que µ : K −→ A es un monomorfismo. Sean γ1,
γ2 : K ′ −→ K tales que µγ1 = µγ2. Consideremos δ = µγ1 : K ′ −→ A. Luego
tenemos que αδ = α(µγ1) = (αµ)γ1 = (βµ)γ1 = β(µγ1) = βδ. Pero por la
definición de equalizador, la factorización de δ = µγ1 a través de µ : K −→ A
debe ser única; por lo tanto γ1 = γ2 pues µγ1 = µγ2, probándose que µ es un
monomorfismo.
Supongamos que µ′ : K ′ −→ A es también un equalizador para α y β. Entonces
existen γ′ : K −→ K ′ y γ : K ′ −→ K tales que: µ′γ′ = µ y µγ = µ′. Luego
µγγ′ = µ′γ′ = µ = µ1K . Como µ es un monomorfismo, se tiene que γγ′ = 1K .
Análogamente obtenemos que γ′γ = 1K′ ; y por lo tanto γ es un isomorfismo
con inversa γ′. �

Por la proposición anterior tenemos que, si existe un equalizador para α, β :
A −→ B es único hasta isomorfismos como sub-objeto de A.
El equalizador de α y β será denotado por Equ(α, β) −→ A. Si el equalizador
existe, para toda par de morfismos en A con el mismo dominio y el mismo
codominio, diremos que A tiene equalizadores. Notemos además que: α = β
si y sólo si 1A es el equalizador de α y β.
Dualmente, decimos que el objeto cociente f : B −→ Coequ(α, β) es el co-
equalizador de α, β : A −→ B si y sólo si f∗ : Coequ(α, β)∗ −→ B∗ es el
equalizador de α∗, β∗ : B∗ −→ A∗ en A ∗. Por lo tanto A ∗ tiene equalizadores
si y sólo si A tiene co-equalizadores.

1.8. Pullbacks y pushouts

Definición 1.8.1 Dados dos morfismos α1 : A1 −→ A y α2 : A2 −→ A en una
categoŕıa A, diremos que el diagrama conmutativo es un pullback para α1 y α2

P

β1

��

β2 // A2

α2

��
A1 α1

// A

(1.2)
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si se satisface lo siguiente: para todo par de morfismos β′1 : P ′ −→ A1 y β′2 :
P ′ −→ A2 tales que α1β

′
1 = α2β

′
2 existe un único morfismo γ : P ′ −→ P tal que

β′1 = β1γ y β′2 = β2γ. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

P ′

β′1

��

γ

  B
B

B
B β′2

$$
P

β1

��

β2 // A2

α2

��
A1 α1

// A.

En el siguiente lema, veremos que si el pullback existe éste es único hasta
isomorfismos.

Lema 1.8.2 Sea

P

β1

��

β2 // A2

α2

��
A1 α1

// A

un pullback de α1 y α2. Si el siguiente diagrama

P ′

β′1
��

β′2 // A2

α2

��
A1 α1

// A

es también en pullback de α1 y α2, entonces existe un único isomorfismo γ′ :
P −→ P ′ tal que β1 = β′1γ

′ y β2 = β′2γ
′.

Demostración. Por definición de pullback, existe un único morfismo γ′ :
P −→ P ′ tal que β1 = β′1γ

′ y β2 = β′2γ
′. De la misma manera, existe un

único morfismo γ : P ′ −→ P tal que β′1 = β1γ y β′2 = β2γ. Entonces tenemos
que β1γγ

′ = β′1γ
′ = β1 = β11P y similarmente β2γγ

′ = β21P . Luego, por la
unicidad de las factorizaciónes a través del pullback, se tiene que γγ′ = 1P .
Análogamente, se obtiene que γ′γ = 1P ′ , probándose el lema. �

Proposición 1.8.3 Consideremos el siguiente diagrama de pullback

P

β1

��

β2 // A2

α2

��
A1 α1

// A.

Si α1 : A1 −→ A es un monomorfismo entonces β2 : P −→ A2 es también un
monomorfismo.
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Demostración. Sean f, g : B −→ P y supongamos que β2f = β2g. Entonces
α1β1f = α2β2f = α2β2g = α1β1g; por lo tanto, como α1 es un monomorfismo
tenemos que β1f = β1g. Luego, por la unicidad de la factorización a través del
pullback (aplicada al par de morfismos β1f = β1g y β2f = β2g) se tiene que
f = g, probándose que β2 es un monomorfismo. �

Proposición 1.8.4 Si cada cuadrado en el diagrama

P
α1 //

β1

��

Q
α2 //

β2

��

B′

β3

��
A γ1

// I γ2
// B

es un pullback y β3 : B′ −→ B es un monomorfismo, entonces el siguiente
cuadrado

P
α2α1 //

β1

��

B′

β3

��
A γ2γ1

// B

es un pullback.

Demostración. Sean θ : X −→ A, ψ : X −→ B′ morfismos tales que γ2γ1θ =
β3ψ. Debemos encontrar un único morfismo µ : X −→ P tal que β1µ = θ y
α2α1µ = ψ. Ahora como el cuadrado del lado derecho es pullback, entonces
tenemos un morfismo δ : X −→ Q tal que β2δ = γ1θ y α2δ = ψ.
Usando ahora que el cuadrado del lado izquierdo es pullback, obtenemos un
morfismo η : X −→ P tal que β1η = θ y α1η = δ. Entonces el morfismo η es el
morfismo buscado. Puesto que aplicando dos veces la proposición anterior se ve
que β1 es un monomorfismo y de esto se sigue la unicidad del morfismo η. En
efecto, si µ : X −→ P es tal que β1µ = θ = β1η, entonces µ = η ya que β1 es
un monomorfismo. �

Lema 1.8.5 Sea A una categoŕıa y supongamos que los siguientes dos cuadra-
dos conmutativos

P
g //

β1

��

B′

θ1

��

Q
α2oo

θ2

��
A

f // B I
γ2oo

son pullbacks. Si θ1 y γ2 son monomorfismos y existe γ1 : A −→ I con f = γ2γ1,
entonces existe α1 : P −→ Q tal que α2α1 = g y el siguiente diagrama

P
α1 //

β1

��

Q

θ2

��
A γ1

// I
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es un pullback.

Demostración. Supongamos que θ1 y γ2 son monomorfismos y que existe
γ1 : A −→ I tal que f = γ2γ1.
Dado que θ1g = γ2γ1β1, de la propiedad del pullback, obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo

P
g //

α1 ��?
??

??
??

β1

��

B′

θ1

��

Q

α2

>>~~~~~~~~

θ2

��

A //

γ1 ��@
@@

@@
@@

B

I.

γ2

>>}}}}}}}}

Sean λ1 : X −→ Q y λ2 : X −→ A tales que θ2λ1 = γ1λ2. Veamos que ex-
iste un único morfismo ξ : X −→ P tal que α1ξ = λ1 y β1ξ = λ2. En efecto,
por la conmutatividad del diagrama anterior, obtenemos que θ1(α2λ1) = fλ2.
Luego existe ξ : X −→ P tal que gξ = α2λ1 y λ2 = β1ξ. Por otro lado,
α2(α1ξ) = gξ = α2λ1 y α2 es un monomorfismo por 1.8.3, entonces λ1 = α1ξ.
Finalmente, por 1.8.3, tenemos que β1 es un monomorfismo, pues θ1 lo es. Esto
último nos dice que sólo podemos tener un único morfismo ξ : X −→ P con las
propiedades requeridas. �

La noción dual del pullback es el pushout. Esto es, dados los morfismos α1 :
A −→ A1 y α2 : A −→ A2, el pushout de α1 y α2 es el siguiente diagrama
conmutativo

A
α1 //

α2

��

A1

β1

��
A2

β2

// P

tal que para todo par de morfismos β′1 : A1 −→ P ′ y β′2 : A2 −→ P ′ tales
que β′1α1 = β′2α2 existe un único morfismo γ : P −→ P ′ tal que β′1 = γβ1 y
β′2 = γβ2. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

A
α1 //

α2

��

A1

β1

�� β′1

��

A2
β2

//

β′2 ++

P
γ

!!C
CC

CC
CC

C

P ′.
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Similarmente a como se hizo en el pullback, se prueba que si el pushout
existe, éste es único hasta isomorfismos.

1.9. Intersecciones

Definición 1.9.1 Sea {µi : Ai −→ A}i∈I una familia de sub-objetos de A.
Diremos que un morfismo µ : A′ −→ A es la intersección de dicha familia si
las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para cada i ∈ I existe vi : A′ −→ Ai tal que µ = µivi. Es decir, el
siguiente diagrama

A′
µ //

vi

��

A

Ai

µi

??~~~~~~~~

es conmutativo ∀i ∈ I.

(b) Si θ : B −→ A es un morfismo y existen ηi : B −→ Ai tal que el siguiente
diagrama

B
θ //

ηi

��

A

Ai

µi

>>~~~~~~~

conmuta ∀i ∈ I, entonces existe un único morfismo η : B −→ A′ tal que
el siguiente diagrama

B
θ //

η

��

A

A′

µ

>>~~~~~~~

es conmutativo.

Observación 1.9.2 (1) Los morfismos {vi : A′ −→ Ai}i∈I tales que µ = µivi
son únicos. En efecto, si existen v′i : A′ −→ Ai tal que µiv′i = µ, entonces
µivi = µ = µiv

′
i. Luego, vi = v′i ∀i ∈ I, ya que µi es un monomorfismo

∀i ∈ I.

(2) µ es un monomorfismo, ya que si µα1 = µα2, consideremos f = µα1 :
A′′ −→ A, entonces f = µα1 = µiviα1 ∀i ∈ I. Es decir, f se factoriza a
través de los µi y por lo tanto f se debe factorizar a través de µ de manera
única; pero f = µα1 = µα2, por lo tanto α1 = α2. En particular, dado que
µ es un monomorfismo y µ = µivi concluimos que vi es un monomorfismo
∀i ∈ I.
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(3) En el siguiente diagrama

A′

vi

  A
AA

AA
AA

A

µ

��0
00

00
00

00
00

00
00

B
ηi

~~~~
~~

~~
~~

θ

����
��
��
��
��
��
��
�

ηoo

Ai

µi

��
A

el triángulo izquierdo, el derecho, y el exterior conmutan. Pero del hecho
de que µi es un monomorfismo, se ve fácilmente que viη = ηi; y por lo
tanto todo el diagrama anterior conmuta. De la unicidad en el inciso (b),
se ve que cualesquiera dos intersecciones son sub-objetos isomorfos de A.
Denotaremos A′ por

⋂
i∈I Ai ó simplemente

⋂
Ai cuando esté claro el

conjunto de ı́ndices I.

(4) La intersección de la familia vaćıa de sub-objetos de A es A. Si la inter-
sección de la famila {µi : Ai −→ A}i∈I existe, entonces µ :

⋂
i∈iAi −→ A

es el sub-objeto más grande de A tal que µ ≤ µi en [A , A].

Definición 1.9.3 Dada una categoŕıa A, diremos que A tiene intersecciones
si ∀A ∈ Obj(A ) y cualquier familia {µi : Ai −→ A}i∈I de sub-objetos de A
existe la intersección µ :

⋂
i∈I Ai −→ A. Si las intersecciones existen sólo para

conjuntos finitos, diremos que A tiene intersecciones finitas.

Proposición 1.9.4 Si α1 : A1 −→ A y α2 : A2 −→ A son monomorfismos en
una categoŕıa A, entonces el siguiente diagrama conmutativo

P
β2 //

β1

��

A2

α2

��
A1 α1

// A

es un pullback si y sólo si α2β2 : P −→ A es la intersección de α1 y α2. Por lo
tanto, si A tiene pullbacks entonces tiene intersecciones finitas.

Demostración. Que el diagrama de arriba es un pullback si y sólo si es una
intersección se sigue inmediatamante de la definición de pullback y de intersec-
ción. Si A tiene pullbacks, entonces la intersección de n sub-objetos se obtiene
inductivamente por la fórmula

n⋂
i=1

Ai = (
n−1⋂
i=1

Ai)
⋂
An.

�
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1.10. Uniones

Definición 1.10.1 Sea A una categoŕıa. Consideremos el siguiente diagrama
en A

A′

u

��

f ′ //___ B′

h

��
A

f // B,

donde los morfismos verticales son monomorfismos. Decimos que el sub-objeto
u : A′ −→ A es llevado a el sub-objeto h : B′ −→ B por f si existe un morfismo
f ′ : A′ −→ B′ tal que el diagrama de arriba conmuta.

El morfismo f ′ es necesariamente único pues h : B′ −→ B es un monomor-
fismo.

Definición 1.10.2 La unión de una familia {ui : Ai −→ A}i∈I de sub-objetos
de A es un sub-objeto u : A′ −→ A de A tal que:

(a) ui ≤ u para toda i ∈ I,

(b) si f : A −→ B es un morfismo y cada ui : Ai −→ A es llevado a algún
sub-objeto µ : B′ −→ B de B por f , entonces también u : A′ −→ A es
llevado a µ : B′ −→ B por f .

El objeto A′ será denotado por ∪i∈IAi ó por ∪Ai si está claro del contexto cual
es el conjunto de ı́ndices.

Observación 1.10.3

(1) Dado que ui ≤ u tenemos un único monomorfismo vi : Ai −→ A′ tal que
ui = uvi. De acuerdo a la definición de unión, en el siguiente diagrama

A′
f ′′

##
u

��

Ai

vi

``AAAAAAAA

ui

��

f ′ // B′

µ

��
A

f // B

tenemos que el triángulo de la izquierda, el cuadrado central y el cuadrado exteri-
or conmutan. Más aún, dado que µ es un monomorfismo tenemos que f ′ = f ′′vi;
y por lo tanto, dicho diagrama es conmutativo.

(2) Sea ui ≤ µ ∀i ∈ I con µ : B −→ A un sub-objeto de A. Tomando f = 1A,
se ve que entonces u ≤ µ, donde u : ∪Ai −→ A es una unión de {ui : Ai −→
A}i∈I . En particular, cualesquiera dos sub-objetos de A que se comportan como
la unión, deben ser isomorfos. En efecto, si u′ : A′′ −→ A es otra unión de
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dicha familia, entonces como ui ≤ u′ para toda i, se tiene que u ≤ u′, pues u es
una unión de dicha familia, análogamente se tiene que u′ ≤ u, de donde u es
isomorfo a u′ como sub-objeto de A.

Definición 1.10.4 Sea A una categoŕıa. Si la unión existe para todo conjunto
de sub-objetos de cualquier objeto A ∈ A decimos que A tiene uniones.

Proposición 1.10.5 Sean α, β : A −→ B morfismos en una categoŕıa A con
equalizadores, y sea {µi : Ai −→ A}i∈I una familia de sub-objetos de A. Si la
unión existe y α |Ai= β |Ai ∀i ∈ I, entonces α |∪Ai= β |∪Ai .

Demostración. Sea µ : ∪i∈IAi −→ A la unión de la familia {µi : Ai −→ A}i∈I
de sub-objetos de A. Sea ψ : K −→ ∪Ai el equalizador de los morfismos
βµ, αµ : ∪Ai −→ B. Para ver que βµ = αµ es suficiente probar que ψ es
un isomorfismo. Como ψ es un monomorfismo tenemos que µψ : K −→ A es un
monomorfismo. Veamos que µψ : K −→ A satisface la definición de unión de la
familia {µi : Ai −→ A}i∈I . Para esto tenemos que verificar las propiedades (a)
y (b) de la definición de unión.

(a) µi ≤ µψ ∀i ∈ I. Sea vi : Ai −→ ∪Ai el único morfismo tal que µi = µvi
∀i ∈ I. Usando que αµi = βµi (pues α |Ai= β |Ai) se tiene que αµvi =
βµvi ∀i ∈ I. Por lo tanto, para cada i ∈ I existe un único morfismo
hi : Ai −→ K tal que el siguiente diagrama

Ai
hi

}}{{
{{

{{
{{

vi

��
K

ψ // ∪Ai
βµ //
αµ
// B

es conmutativo. Luego µψhi = µvi = µi y entonces el siguiente diagrama

Ai
hi

~~}}
}}

}}
}}

µi

��
K

µψ
// A

conmuta, probándose que µi ≤ µψ ∀i ∈ I.

(b) La propiedad de ser llevado. Sean f : A −→ C y θ : C ′ −→ C morfismos
con θ un monomorfismo, tales que el siguiente diagrama conmuta

∪Ai
f ′′

$$
µ

��

Ai

vi

aaCCCCCCCC

µi

��

f ′ // C ′

θ

��
A

f // C.
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De la conmutatividad del diagrama de arriba se obtiene fácilmente que el
siguiente diagrama es conmutativo

K
f ′′ψ

##

µψ

��

Ai

hi

``AAAAAAAA

µi

��

f ′ // C ′

θ

��
A

f // C.

Por lo tanto, por la unicidad de la unión, obtenemos que existe un iso-
morfismo λ : K −→ ∪Ai tal que µλ = µψ. Dado que a lo sumo existe un
morfismo λ : K −→ ∪Ai que hace conmutar el diagrama

K //

µψ ��@
@@

@@
@@

@ ∪Ai

µ
}}{{

{{
{{

{{

A

obtenemos que λ = ψ, y por lo tanto ψ, es un isomorfismo.

�

1.11. Imágenes

Definición 1.11.1 La imagen de un morfismo f : A −→ B se define, como el
sub-objeto mas pequeño de B que factoriza a f . Esto es, el sub-objeto µ : I −→ B
de B es una imagen de f si:

(a) existe un morfismo morfismo f ′ : A −→ I tal que f = µf ′, y

(b) si µ′ : I ′ −→ B es otro sub-objeto de B tal que existe f ′′ : A −→ I ′

con f = µ′f ′′ entonces µ ≤ µ′. Es decir, el triangulo del lado derecho del
siguiente diagrama conmuta

I ′

µ′

��@
@@

@@
@@

A //

f ′ ��@
@@

@@
@@

@

f ′′
??�������

B

I

µ

??~~~~~~~~

OO�
�
�
�
�
�
�

Observación 1.11.2 (1) Dado que µ y µ′ son monomorfismos se tiene que
el diagrama de arriba conmuta.
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(2) La imagen, si existe, está definida univocamente hasta isomorfismos de
sub-objetos de B. Se denotará por µ : Im(f) −→ B a una elección de una
imagen de f : A −→ B.

(3) Si f : A −→ B es un monomorfismo entonces f es su imagen. En efecto,
considere la factorización trivial f = f1A.

Definición 1.11.3 Si todo morfismo f : A −→ B en una categoŕıa A tiene
imagen µ : I −→ B se dice que la categoŕıa tiene imágenes. Si además, el
morfismo f ′ : A −→ I, tal que f = µf ′, es siempre un epimorfismo, decimos
que A tiene imágenes epimórficas.

Proposición 1.11.4 Sea f : A −→ B un morfismo en una categoŕıa con equal-

izadores. Si A
f ′ // I

µ // B es una factorización de f a través de su imagen,
entonces f ′ es un epimorfismo.

Demostración. Sean α, β : I −→ X tales que αf ′ = βf ′. Sea λ : K −→ I el
equalizador de α y β. Entonces se tiene un único morfismo h : A −→ K tal que
f ′ = λh. Por lo tanto, el siguiente diagrama

K
µλ

  A
AA

AA
AA

λ

��

A //

f ′   @
@@

@@
@@

@

h

>>~~~~~~~
B

I

µ

>>~~~~~~~~

conmuta, lo que implica en particular que µλ ≤ µ. Ahora bien, por la propiedad
de la imagen, se tiene que existe un único monomorfismo θ : I −→ K tal que
µλθ = µ. Por lo tanto λθ = 1I pues µ es un monomorfismo. Análogamente, de la
igualdad µλθλ = µλ se tiene que λθλ = λ; y usando que λ es un monomorfismo
obtenemos que θλ = 1K . Es decir, λ es un isomorfismo. Finalmente, de βλ = αλ
concluimos que α = β, probándose que f ′ es un epimorfismo. �

Proposición 1.11.5 Sea f : A −→ B un morfismo en una categoŕıa balanceada

tal que f tiene una imagen. Si f se factoriza como A
f ′ // I

µ // B con f ′

un epimorfismo y µ un monomorfismo, entonces µ es la imagen de f .

Demostración. Sea A
f ′′ // Im(f)

µ′ // B la factorización de f a través
de su imagen. Por la propiedad de la imagen, existe un monomorfismo h :
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Im(f) −→ I tal que µ′ = µh. Esto es, en el siguiente diagrama

I
µ

##F
FFFFFFFF

A //

f ′′ ""E
EEEEEEE

f ′
;;xxxxxxxxx

B

Im(f)
µ′

<<yyyyyyyy

h

OO�
�
�
�
�
�
�

el triángulo de la derecha conmuta. El triángulo de la izquierda, en el diagrama
de arriba también conmuta pues µ : I −→ B es un monomorfismo. Por lo tanto
f ′ = hf ′′; y como f ′ es epimorfismo, concluimos que h es también un epimorfis-
mo. Luego h es un isomorfismo, ya que la categoŕıa es balanceada, probándose
que µ : I −→ B es la imagen de f . �

Sean f : A −→ B y µ : A′ −→ A morfismos con µ monomorfismo. Deno-

taremos a la imagen de la composición A′
µ // A

f // B por f(A′).
Como consecuencia inmediata de la proposición anterior obtenemos el siguiente
corolario.

Corolario 1.11.6 Sea A una categoŕıa balanceada con imagenes epimórficas,
f : A −→ B y g : B −→ C morfismos en A . Si µ : A′ −→ A es un sub-objeto
de A entonces

g(f(A′)) = gf(A′).

Demostración. �

Definición 1.11.7 La coimagen de un morfismo f : A −→ B se define, como
el objeto cociente mas pequeño de A que factoriza a f . Esto es, el objeto cociente
p : A −→ J de A es una coimagen de f si:

(a) existe un morfismo f ′ : J −→ B tal que f = f ′p, y

(b) si p′ : A −→ J ′ es otro objeto cociente de A tal que existe f ′′ : J ′ −→ B
con f = f ′′p′ entonces p ≤ p′. Es decir, el triangulo del lado izquierdo del
siguiente diagrama conmuta

J
f ′

  B
BB

BB
BB

B

A //

p′   A
AA

AA
AA

A

p
>>}}}}}}}}

B

J ′.

f ′′

>>}}}}}}}}

OO�
�
�
�
�
�
�



22 Imágenes inversas

Observación 1.11.8 p : A −→ J es una coimagen de f en A si y sólo si
p : J∗ −→ A∗ es la imagen de f∗ en A ∗. En este caso, denotaremos por
q : A −→ Coim(f) a una elección de una coimagen de f : A −→ B. En
categoŕıas exactas veremos que Im(f) y Coim(f) son isomorfas, pero en general
esta relación no se dá.

1.12. Imágenes inversas

Definición 1.12.1 Sea f : A −→ B un morfismo en una categoŕıa A . La
imagen inversa por f del sub-objeto α1 : B′ −→ B de B es el pullback

P
β2 //

β1

��

B′

α1

��
A

f
// B.

(1.3)

El objeto P es usualmente denotado por f−1(B′). Por 1.8.3, tenemos que β1 :
f−1(B′) −→ A es un sub-objeto de A, y además, es el sub-objeto más grande
de A que es llevado a α1 : B′ −→ B por f .

Lema 1.12.2 Sea f : A −→ B un morfismo y β1 : f−1(B′) −→ A la imagen
inversa del sub-objeto α1 : B′ −→ B. Consideremos el diagrama de pullback
(1.3) de arriba, donde P = f−1(B′). Si β2 = µf ′ donde f ′ : P −→ B1 es un
morfismo y µ : B1 −→ B′ es un sub-objeto de B′, entonces β1 : f−1(B′) −→ A
es la imagen inversa por f del sub-objeto α1µ : B1 −→ B de B.

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

f−1(B′)
f ′ //

β2 ##H
HH

HH
HH

HH

β1

��

B1

µ

��
B′

α1

��
A

f
// B.

Sean g1 : X −→ B1 y g2 : X −→ A tales que fg2 = α1µg1. Por lo tanto, existe
un único morfismo h : X −→ f−1(B′) tal que g2 = β1h y β2h = µg1. Usando
ahora que β2 = µf ′ se tiene que µf ′h = µg1; pero como µ es un monomorfismo
se tiene que f ′h = g1, probándose que β1 : f−1(B′) −→ A es la imagen inversa
de α1µ. �

Lema 1.12.3 Sea f : A −→ B un morfismo y µ : I −→ B un sub-objeto de
B tal que existe un morfismo f ′ : A −→ I con f = µf ′. Si h : B′ −→ B es
un sub-objeto de B y la imagen inversa f−1(B′) y la intersección I ∩ B′ están
definidas, entonces f−1(I ∩B′) está definida y es igual a f−1(B′).
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Demostración. Consideremos los siguientes diagramas conmutativos

f−1(B′)
β2 //

β1

��

B′

h

��
A

f // B

I ∩B′
γ1 //

µ1

��

B′

h

��
I

µ // B.

Como f = µf ′ y el cuadrado de la derecha es un pullback por 1.9.4, tenemos
que existe θ : f−1(B′) −→ I ∩ B′ tal que β2 = γ1θ. Luego, este lema se sigue
del anterior. �

Para simplicar la notación, en lo que sigue diremos que A está incluido en
B, en śımbolos A ⊂ B, si A es un sub-objeto de B.

Proposición 1.12.4 Sea f : A −→ B un morfismo. Consideremos las inclu-
siones A1 ⊂ A2 ⊂ A y B1 ⊂ B2 ⊂ B. Entonces, se satisfacen las siguientes
relaciones cada vez que ambos lados de dichas relaciones estén definidas.

(i) f(A1) ⊂ f(A2).

(ii) f−1(B1) ⊂ f−1(B2).

(iii) A1 ⊂ f−1(f(A1)).

(iv) f(f−1(B1) ⊂ B1.

(v) f(A1) = f(f−1(f(A1))).

(vi) f−1(B1) = f−1(f(f−1(B1))).

Demostración. Probemos sólo (i) ya que el resto de los incisos se prueban
análogamente.

(i) Sean v1 : A1 −→ A, v2 : A2 −→ A y v : A1 −→ A2 con v2v = v1,
las inclusiones consideradas arriba. Supongamos que f(A1) := Im(fv1) y
f(A2) := Im(fv2) existen. Consideremos el siguiente diagrama conmuta-
tivo

f(A1)
µ1

""E
EE

EE
EE

EE

A1
v1 //

v

��

f1
;;xxxxxxxx
A

f // B

A2

v2

;;xxxxxxxxx

f2

// f(A2).

µ2

<<yyyyyyyyy

Dado que µ2f2v = fv1, obtenemos, por la propiedad de la imagen µ1 :
f(A1) −→ B, que existe un único monomorfismo γ : f(A1) −→ f(A2) tal
que µ2γ = µ1. Por lo tanto f(A1) ⊂ f(A2).
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�

Proposición 1.12.5 Sea f : A −→ B un morfismo en una categoŕıa con

imágenes e imágenes inversas. Si { Ai
µi // A }i∈I es una familia de sub-

objetos de A para la cual ∪Ai está definida, entonces ∪f(Ai) está definida y
además ∪f(Ai) = f(∪Ai).

Demostración. Supongamos que µ : ∪Ai −→ A es la unión de la familia

{ Ai
µi // A }i∈I de sub-objetos de A. Sean µ′i : Ai −→ ∪Ai tales que µµ′i = µi

∀i ∈ I. Dado que f(∪Ai) = Im(fµ) y f(Ai) = Im(fµi), obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo

f(∪Ai)
λ

""F
FF

FF
FF

FF

∪Ai
µ //

λ̄
;;vvvvvvvvv
A

f // B

Ai

µi

;;vvvvvvvvvv

θ′i

//

µ′i

OO

f(Ai)
θi

<<xxxxxxxxx

donde λ : f(∪Ai) −→ B y θi : f(Ai) −→ B son las imágenes de fµ y fµi
respectivamente.
Dado que fµi = λλ̄µ′i y f(Ai) = Im(fµi), se tiene que existe λi : f(Ai) −→
f(∪Ai) tal que el siguiente diagrama es conmutativo

f(∪Ai)
λ

""F
FF

FF
FF

FF

Ai

λ̄µ′i
;;xxxxxxxxx

θ′i ##F
FF

FF
FF

FF
B

f(Ai).
θi

<<xxxxxxxxx

λi

OO

Veamos que λ : f(∪Ai) −→ B es la unión de la familia {θi : f(Ai) −→ B}i∈I
de sub-objetos de B. Sea g : B −→ C un morfismo y supongamos que θi :
f(Ai) −→ B es llevado por g a algún sub-objeto h : C ′ −→ C. Esto es, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

f(Ai)
gi //

θi

��

C ′

h

��
B g

// C.
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Luego, usando que la imagen inversa es un pullback, obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo

f(Ai)

θi

!!

γi

$$I
I

I
I

I gi

&&
g−1(C ′)

α2

��

α1 // C ′

h

��
B g

// C.

Usando ahora que α2 es un monomorfismo y α2γiθ
′
i = fµi. De la propiedad de

la unión µ : ∪Ai −→ A, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

∪Ai
f̄

%%

µ

��

Ai

µ′i

aaBBBBBBBB

µi

��

γiθ
′
i // g−1(C ′)

α2

��
A

f // B.

Ahora bien, α2f̄ = fµ = λλ̄ y dado que f(∪Ai) = Im(fµ); del diagrama
anterior, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

f(∪Ai)
λ

##G
GGGGGGGG

ξ

��

∪Ai

λ̄
::uuuuuuuuu

f̄ $$I
IIIIIIII B

g−1(C ′).

α2

;;wwwwwwwww

Consideremos el morfismo α1ξ : f(∪Ai) −→ C ′. De los diagramas anteriores,
tenemos que hα1ξ = gα2ξ = gλ. Esto significa que el siguiente diagrama con-
muta

f(∪Ai)
α1ξ

%%

λ

!!

f(Ai)

λi

ddIIIIIIIII

θi

��

gi // C ′

h

��
B

g // C.
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Del último diagrama, se concluye que λ : f(∪Ai) −→ B es una unión de la
familia de sub-objetos {θi : f(Ai) −→ B}i∈I de B. Esto es, ∪f(Ai) está definida
y f(∪Ai) = ∪f(Ai).

�
De forma análoga se puede probar la siguiente proposición.

Proposición 1.12.6 Sea f : A −→ B un morfismo en una categoŕıa con
imágenes inversas, y sea {µi : Bi −→ B}i∈I una familia de sub-objetos de B
para la cual la intersección ∩Bi está definida. Entonces ∩f−1(Bi) está definida
y es igual a f−1(∩Bi).

1.13. Objetos cero

Definición 1.13.1 Un objeto 0 en una categoŕıa es llamado objeto nulo si
existe un único morfismo α : A −→ 0 para cada A ∈ A . Dualmente, 0′ es un
objeto conulo si existe un único morfismo α : 0′ −→ A ∀A ∈ A .

Lema 1.13.2 Si la categoŕıa A tiene un objeto nulo (resp. conulo) éste es único
salvo isomorfismos.

Demostración. Supongamos que 0 y 0′ son objetos nulos en A . Entonces
[0, 0′]A y [0′, 0]A tienen cada uno un morfismo, digamos θ y θ′ respectivamente.
Luego θ′θ = 10 pues [0, 0]A tiene un solo elemento, y análogamente θθ′ = 10′ .
�

Definición 1.13.3 Diremos que 0 es un objeto cero para A si es nulo y conu-
lo. En este caso, diremos que un morfismo α : A −→ B es el morfismo cero
si se factoriza a través del objeto cero.

Lema 1.13.4 Sea A una categoŕıa con objeto cero. Entonces, cada conjunto
[A,B]A tiene precisamente un morfismo cero que se denotará por 0AB ó sim-
plemente por 0.

Demostración. Sea 0 un objeto cero en A . Luego, como 0 es nulo y conulo
existen morfismos α : A −→ 0 y β : 0 −→ B en A ; esto es, 0AB := βα es un
morfismo cero. Veamos que es único; en efecto, sea 0′ otro objeto cero en A y
0′AB = β′α′, donde α′ : A −→ 0′ y β′ : 0′ −→ B son morfismos en A . Por ser
0 y 0′ objetos cero en A , existe un único morfismo h : 0′ −→ 0 tal que hace
conmutar al diagrama

0′
β′

��@
@@

@@
@@

��

A

α′
??�������

α
��@

@@
@@

@@
B

0.
β

>>~~~~~~~

Luego 0AB = βα = β′α′ = 0′AB . �
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1.14. Kerneles

Definición 1.14.1 Sea A una categoŕıa con objeto cero y α : A −→ B un
morfismo en A . Diremos que un morfismo µ : K −→ A es un kernel de α si

(a) αµ = 0, y

(b) para todo morfismo µ′ : K ′ −→ A tal que αµ′ = 0 existe un único morfismo
γ : K ′ −→ K tal que µγ = µ′.

Equivalentemente, el kernel µ : K −→ A de α está dado por el siguiente
diagrama de pullback

K //

µ

��

0

��
A α

// B.

Observación 1.14.2

(1) Dado que el kernel µ : K −→ A de α está dado por el diagrama de pullback
anterior, entonces K = α−1(0); por lo que en particular, µ es un monomorfis-
mo, y cualesquiera dos kerneles son sub-objetos isomorfos de A. El objeto K
será denotado por Ker(α).

(2) Dada una categoŕıa A con objeto cero y un morfismo f : A −→ B, denotare-
mos por α : Ker(f) −→ A a una elección arbitraria, pero que consideraremos
fija, de un kernel de f .

Definición 1.14.3 Decimos que una categoŕıa A tiene kerneles, si

(a) A tiene objeto cero

(b) todo morfismo de A tiene un kernel.

En el siguiente lema veremos que si α es un monomorfismo entoncesKer(α) =
0, pero el inverso no es cierto en general.

Lema 1.14.4 Sea A una categoŕıa con objeto cero. Por lo tanto

(a) si A tiene equalizadores entonces tiene kerneles,

(b) si α : A −→ B es un monomorfismo entonces Ker(α) = 0,

(c) sean α : A −→ B y β : B −→ C morfismos en A . Si existen Ker(α) y
Ker(βα) entonces Ker(α) ⊂ Ker(βα). Más aún, si β es un monomorfis-
mo entonces Ker(α) = Ker(βα).

Demostración.

(a) Se sigue del hecho de que el kernel de un morfismo α : A −→ B es el
equalizador de α y el morfismo cero.
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(b) Sea µ : K −→ A el kernel de α : A −→ B. En particular αµ = 0. Si α es
un monomorfismo entonces µ = 0.

(c) Sea µ : K −→ A el kernel de βα y sea µ′ : K ′ −→ A el kernel de α.
Entonces (βα)µ′ = β(αµ′) = β0 = 0. Luego, por la propiedad del kernel,
existe un único morfismo γ : K ′ −→ K tal que µ′ = µγ, de donde γ es
un monomorfismo pues µ′ lo es. Por lo tanto Ker(α) ⊂ Ker(βα). Si β es
un monomorfismo, entonces αµ = 0 pues βαµ = 0. Por lo tanto, existe
un único morfismo γ′ : K −→ K ′ tal que µ = µ′γ′. Pero ya teńıamos que
µ′ = µγ, de donde µ = µγγ′. Luego, como µ es un monomorfismo tenemos
que γγ′ = 1K . Análogamente, de µ′ = µγ = µ′γ′γ, se tiene que γ′γ = 1K′ .
Por lo tanto, γ es isomorfismo y entonces Ker(α) = Ker(βα).

�

Definición 1.14.5 Sea A una categoŕıa con objeto cero y sea α : A −→ B un
morfismo en A . Diremos que un morfismo p : B −→ C es un cokernel de α si

(a) pα = 0, y

(b) para todo morfismo p′ : B −→ C ′ tal que p′α = 0 existe un único morfismo
γ : C −→ C ′ tal que γp = p′.

En el caso en que todo morfismo de A tenga un cokernel, diremos que A
tiene cokerneles.

Observación 1.14.6

(1) p : B −→ C es el cokernel de α : A −→ B en A si y sólo si p∗ es el kernel
de α∗ en la categoŕıa dual A ∗.

(2) Dada una categoŕıa A con objeto cero y un morfismo f : A −→ B, denotare-
mos por p : B −→ Coker(f) a una elección arbitraria, pero que consideraremos
fija, de un cokernel de f .

Proposición 1.14.7 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en una
categoŕıa A con objeto cero

K
γ // P

β2 //

β1

��

A2

α2

��
K

µ // A1
α1 // A.

Si el cuadrado del lado derecho es un pullback, µ es el kernel de α1 y γ es el
morfismo inducido en el pullback por los morfismos µ : K −→ A1 y 0 : K −→
A2, entonces γ es el kernel de β2.

Demostración. Dado que β1γ = µ y µ es un monomorfismo, concluimos que
γ es un monomorfismo. También β2γ = 0 por construcción de γ. Ahora, sea
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v : X −→ P tal que β2v = 0. Entonces 0 = α2β2v = α1β1v; y como µ es el
kernel de α1, tenemos un morfismo w : X −→ K tal que µw = β1v. Por lo tanto,
γw = v ya que β1γw = β1v y β2γw = β2v. La unicidad de la factorización de
v a través de γ sale usando que γ es un monomorfismo, probándose que γ es el
kernel de β2. �

Proposición 1.14.8 Consideremos el siguiente diagrama en una categoŕıa A
con objeto cero

A′
β // A

α1

��
B′ α2

// B α3
// B′′,

donde α2 es el kernel α3. Entonces, el diagrama anterior puede ser extendido a
un pullback si y sólo si β es el kernel de α3α1.

Demostración. (⇐) Supongamos que β es el kernel de α3α1. Entonces α3α1β =
0; y como α2 es el kernel de α3, existe un único morfismo γ : A′ −→ B′ que hace
al diagrama anterior conmutativo. Sean θ : X −→ A y η : X −→ B′ morfismos
tales que α1θ = α2η. Luego α3α1θ = α3α2η = 0; por lo tanto existe un único
morfismo δ : X −→ A′ tal que βδ = θ. Por otro lado, α2γδ = α1βδ = α2η
y como α2 es un monomorfismo obtenemos que γδ = η. Esto prueba que el
diagrama anterior puede ser extendido a un pullback.
(⇒) Ahora supongamos que el diagrama anterior puede ser extendido a un pull-
back via un morfismo γ : A′ −→ B′. En particular, α1β = α2γ y como α3α2 = 0,
esto implica que α3α1β = α3α2γ = 0. Ahora supongamos existe θ : X −→ A tal
que α3α1θ = 0; pero como α2 es el kernel de α3, entonces existe un morfismo
η : X −→ B′ tal que α2η = α1θ. Usando ahora que el diagrama de arriba es un
pullback, obtenemos que existe un único morfismo δ : X −→ A′ tal que θ = βδ
y η = γδ. Finalmente, como β es un monomorfismo, concluimos que β es el
kernel de α3α1. �

Proposición 1.14.9 Sea A una categoŕıa con objeto cero. Si µ : K −→ A es
el kernel de α : A −→ B y p : A −→ C es el cokernel de µ, entonces µ es un
kernel de p.

Demostración. Sea K = Ker(α), C = Coker(µ) y v : X −→ A con pv = 0.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

K
µ // A

α //

p
��@

@@
@@

@@
B

X

v

??��������
C,

q

>>~~~~~~~

donde q está definido en virtud del hecho de que αµ = 0 y p es el cokernel de µ.
Luego αv = qpv = 0; y puesto que µ es el kernel de α, entonces existe un único
morfismo γ : X −→ K tal que µγ = v, probándose que µ es el kernel de p. �
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1.15. Los funtores Ker y Coker

Supongamos que A es una categoŕıa con cokerneles. Dado un objeto A ∈ A,
construiremos el funtor Coker : [A , A] −→ [A,A ].
Sean αi : Ai −→ A con i = 1, 2 sub-objetos de A y γ ∈ [(α1, A), (α2, A)][A ,A]

un morfismo de sub-objetos de A. Esto es, tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo en A

A1
α1 //

γ

��

A
β1//

β2 $$I
IIIIIIIII Coker(α1)

A2

α2

??��������
Coker(α2).

Dado que β2α1 = 0, existe un único morfismo γ̄ : Coker(α1) −→ Coker(α2) tal
que γ̄β1 = β2.

Definición 1.15.1 Dada una categoŕıa con cokerneles y un objeto A ∈ A, se
define la correspondencia

Coker : [A , A] −→ [A,A ]

como sigue:

(a) Coker(α,A) := (A, β), donde β : A −→ Coker(α) es el cokernel del sub-
objeto α : Dom(α) −→ A de A, y

(b) dado γ : (α1, A) −→ (α2, A) un morfismo en [A,A ],
Coker(γ) : Coker(α1) −→ Coker(α2) es el único morfismo tal que
Coker(γ)β1 = β2.

Observación 1.15.2 De la unicidad del morfismo γ̄ : Coker(α1) −→ Coker(α2)
con la propiedad γ̄β1 = β2, no es dif́ıcil ver que Coker : [A , A] −→ [A,A ] es
en efecto un funtor.

Supongamos ahora que A es una categoŕıa con kerneles. Dado un objeto
A ∈ A construiremos el funtor Ker : [A,A ] −→ [A , A]. Esta construcción es
la dual del funtor Coker.
Sean βi : A −→ Bi con i = 1, 2 dos objetos cociente de A. Dado un mor-
fismo δ : (A, β1) −→ (A, β2) de objetos cociente, existe un único morfismo
δ̄ : Ker(β1) −→ Ker(β2) que hace conmutar el siguiente diagrama en A

Ker(β1)
α1 //

δ̄

��

A
β1 //

β2 ��@
@@

@@
@@

@ B1

δ

��
Ker(β2)

α2

;;xxxxxxxxx
B2.
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Definición 1.15.3 Dada una categoŕıa con kerneles y un objeto A ∈ A . Se
define el funtor Ker : [A,A ] −→ [A , A] como sigue:

(a) Ker(A, β) := (α,A), donde α : Ker(β) −→ A es el kernel del objeto
cociente β : A −→ B,

(b) dado δ : (A, β1) −→ (A, β2) un morfismo en [A,A ], Ker(δ) : Ker(β1) −→
Ker(β2) es el único morfismo tal que α2Ker(δ) = α1.

Observación 1.15.4 Sea A una categoŕıa y A un objeto de A .

(1) Si A tiene cokerneles, entonces el funtor Coker : [A , A] −→ [A,A ] in-
duce una función Coker : (Obj([A , A]),≤) −→ (Obj([A,A ]),≤), la cual
invierte el orden; esto es,

(α1, A) ≤ (α2, A)⇒ Coker(α2, A) ≤ Coker(α1, A).

(2) Dualmente, si A tiene kerneles, entonces el funtor Ker : [A,A ] −→
[A , A] induce una función Ker : (Obj([A,A ]),≤) −→ (Obj([A , A]),≤),
la cual invierte el orden; esto es,

(A, β1) ≤ (A, β2)⇒ Ker(A, β2) ≤ Ker(A, β1).

1.16. Normalidad

Definición 1.16.1 Decimos que una categoŕıa A es normal si

(a) A tiene objeto cero, y

(b) todo monomorfismo α en A es el kernel de algún morfismo de A .

Dualmente, A es conormal si

(a)∗ A tiene objeto cero, y

(b)∗ todo epimorfismo α en A es el cokernel de algún morfismo de A .

Proposición 1.16.2 Sea A una categoŕıa normal. Si A tiene kerneles, en-
tonces A tiene imágenes inversas e intersecciones finitas.

Demostración. Sea f : A −→ B un morfismo y µ : B′ −→ B un sub-objeto
de B. Como la categoŕıa A es normal existe un morfismo α : B −→ C tal que µ
es el kernel de α. Ahora bien, podemos encontrar µ′ : A′ −→ A que es el kernel
del morfismo αf ya que la categoŕıa A tiene kerneles; y luego, por 1.14.8, existe
un morfismo γ tal que el siguiente diagrama es pullback

A′
µ′ //

γ

��

A

f

��
B′ µ

// B.
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Esto es, f−1(B′) = A′, probándose que la categoŕıa A tiene imágenes inversas.
Por otro lado, dado que la intersección de dos sub-objetos es la imagen inversa
de uno de ellos, obtenemos que la categoŕıa A tiene intersecciones finitas. �

Proposición 1.16.3 Sea A una categoŕıa con kerneles y cokerneles. Consid-
eremos los funtores Coker : [A , A] −→ [A,A ] y Ker : [A,A ] −→ [A , A]
introducidos en la sección anterior, donde A es un objeto de A .

(a) Si A es normal entonces Ker Coker ' 1[A ,A].

(b) Si A es conormal entonces CokerKer ' 1[A,A ].

Demostración. Probaremos sólo (a) ya que la prueba de (b) es dual. Supong-
amos que A es normal. Esto es, todo monomorfismo es el kernel de un morfismo.
Sea α : A′ −→ A un sub-objeto de A; por 1.14.9, existe un único morfismo (el
cual es un isomorfismo) ᾱ : A′ −→ Ker(Coker(α)) en A que hace conmutar el
diagrama

A′
α //

ᾱ ##G
GGGGGGGG A

β // Coker(α)

Ker(β).
α′

;;xxxxxxxxx

Definamos la transformación

η(α,A) : (α,A) −→ Ker(Coker(α,A)) = (α′, A)

donde η(α,A) := ᾱ es el isomorfismo de arriba. Se puede ver fácilmente que la
transformación η : 1[A ,A] −→ Ker Coker es natural y por lo tanto una equiva-
lencia natural de funtores. �

Sea A una categoŕıa. Consideremos la clase Obj(A ) de objetos de A y la
relación de equivalencia ∼ en Obj(A ), donde A ∼ B si y sólo si A es isomorfo
a B. Dado un funtor F : A −→ B, éste induce una función F : Obj(A )/ ∼−→
Obj(B)/ ∼ definida por F ([A]) := [F (A)] para cada [A] ∈ Obj(A )/ ∼, donde
[A] := {A′ ∈ Obj(A ) | A′ ∼ A} y [F (A)] := {B ∈ Obj(B) | B ∼ F (A)}.

Corolario 1.16.4 Sea A una categoŕıa con kerneles y cokerneles. Para cada
A ∈ Obj(A ) consideremos la función Coker : Obj([A , A])/ ∼−→ Obj([A,A ])/ ∼
inducida por el funtor Coker : [A , A] −→ [A,A ].

(a) Si A es normal entonces la función Coker es inyectiva. Más aún, si
además A es colocalmente pequeña entonces A es localmente pequeña.

(b) Si A es normal y conormal entonces, el funtor Coker : [A , A] −→ [A,A ]
es una equivalencia de categoŕıas; en particular, la función Coker es biyec-
tiva.

Demostración.
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(a) Sean (α1, A) y (α2, A) ∈ [A , A] tales que Coker(α1, A) ' Coker(α2, A).
Luego Ker Coker(α1, A) ' Ker Coker(α2, A); y entonces, por 1.16.3(a),
concluimos que (α1, A) ' (α2, A).

(b) Por 1.16.3, tenemos que Coker : [A , A] −→ [A,A ] es una equivalencia de
categoŕıas. De aqúı se concluye que la función Coker es biyectiva.

�

Proposición 1.16.5 Toda categoŕıa normal es balanceada.

Demostración. Sea A una categoŕıa normal y α : A −→ B un monomorfismo
que es un epimorfismo. Por 1.16.3(a), el sub-objeto α : A −→ B es isomorfo
a Ker(Coker(α)). Pero como el cokernel de un epimorfismo es 0, entonces el
kernel para este es 1B : B −→ B. De esto se sigue que existe un isomorfismo
γ : A −→ B tal que 1Bγ = α. Por lo tanto α es un isomorfismo. �

Lema 1.16.6 Sea A una categoŕıa con objeto cero y α : A −→ B un morfismo.
Supongamos que existen p : B −→ Coker(α) y v : Ker(p) −→ B que son el
cokernel de α y el kernel de p, respectivamente. Entonces

(a) existe un único morfismo q : A −→ Ker(p) tal que el siguiente diagrama
es conmutativo

A
α //

q
""F

FFFFFFFF B
p // Coker(α)

Ker(p),

v

<<xxxxxxxxx

(b) si A tiene cokerneles y es normal, entonces Im(α) = Ker(Coker(α)).
Más aún, si además A tiene equalizadores, entonces q : A −→ Ker(p) es
la coimagen de α.

Demostración.

(a) La existencia y la unicidad de q se sigue del hecho de que pα = 0 y de que
v es el kernel de p.

(b) Supongamos que A tiene cokerneles y es normal. Sea γ : B′ −→ B un
sub-objeto de B a través del cual se factoriza α. Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo

B′

γ

��
A

q //

q′
""E

EE
EE

EE
EE

E

β

44jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj Ker(p) v // B
p //

δ

��

Coker(α)
η

xxqqqqqqqqqqq

I ′

θ

OO

v′

88rrrrrrrrrrrrr
Coker(γ),
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donde δ es el cokernel de γ (entonces γ = Ker(δ) puesto que Ker Coker '
1[A ,A]) y η está definida ya que δα = 0. Entonces δv = ηpv = 0 por lo tanto
existe ψ : Ker(p) −→ B′ tal que γψ = v. Esto muestra que v es la imagen
de α. Si A tiene equalizadores entonces, por 1.11.4, q es un epimorfismo.
Consideremos cualquier factorización α = v′q′ de α con q′ un epimorfismo.
Luego pv′ = 0, y por lo tanto, existe un morfismo θ : I ′ −→ Ker(p) tal
que v′ = vθ. Usando el hecho de que v es un monomorfismo, se ve que
q = θq′. Por lo tanto q ≤ q′, como objetos cociente de A, probándose que
q es la coimagen de α.

�

1.17. Categoŕıas exactas

Definición 1.17.1 Una categoŕıa A es exacta si es normal, conormal, tiene
kerneles y cokerneles y si todo morfismo α : A −→ B en A puede ser escrito

como A
q // I

v // B , donde q es un epimorfismo y v es un monomorfismo.

Lema 1.17.2 Sea A una categoŕıa exacta y A
q // I

v // B la factor-
ización de α : A −→ B como en la definición anterior. Consideremos el di-
agrama conmutativo

Ker(q)
µ // A

α //

q
��>

>>
>>

>>
> B

p // Coker(v)

I,

v

@@��������

donde µ es el kernel de q y p es el cokernel de v. Entonces,

(a) A es balanceada y tiene imágenes,

(b) Ker(α) = µ, Coker(α) = p y Im(α) = v.

Demostración.

(a) Como A es normal, de 1.16.5, se tiene que A es balanceada. Por otro
lado, de 1.16.6(b), concluimos que A tiene imágenes.

(b) Dado que v es un monomorfismo, por 1.14.4(c), se tiene que µ = ker(q) =
Ker(vq) = Ker(α). Por otro lado, dado que A es balanceada y tiene
imágenes, se tiene, de 1.11.5 y 1.16.6(b), que v = Im(α) = Ker Coker(α).
Luego, por 1.16.3, p = Coker(v) = Coker(Ker(Coker(α))) = Coker(α).

�

Observación 1.17.3 (1) Una categoŕıa normal y conormal con kerneles, cok-
erneles y equalizadores es una categoŕıa exacta. En efecto, es una conse-
cuencia inmediata de 1.16.6.
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(2) A es exacta si y sólo si A ∗ es exacta. En particular, si A es exacta
entonces A tiene coimágenes. Más aún, Coim(α) = CokerKer(α) = q,
donde α y q son los morfismos de 1.17.2.

Definición 1.17.4 Sea A una categoŕıa exacta. Consideremos la siguiente suce-
sión η de morfismos en A

η : . . . // Ai−1
αi−1 // Ai

αi // Ai+1
αi+1 // Ai+2

// . . . .

(a) Decimos que η es una sucesión exacta en A si Ker(αi+1) = Im(αi)
como sub-objetos de Ai+1 para todo i.

(b) Si en η se tiene que αi+1αi = 0 (equivalentemente, Im(αi) ⊂ Ker(αi+1))
∀i, se dice que η es un complejo en A .

Proposición 1.17.5 Las siguientes condiciones son equivalentes en una cate-
goŕıa exacta A .

(1) A
α // B

β // C es exacta en A si y sólo si A B
α∗oo C

β∗oo es
exacta en A ∗.

(2) 0 // A
α // B es exacta en A si y sólo si α es un monomorfismo.

(3) A
α // B // 0 es exacta en A si y sólo si α es un epimorfismo.

(4) 0 // A
α // B // 0 es exacta en A si y sólo si α es un isomor-

fismo.

Demostración.

(1) Por obs 1.17.3(2), basta con probar una de las implicaciones. Consideremos

la siguiente sucesión de morfismos A
q // I

v // B
r // J

w // C ,
donde v es la imagen de α y w es la imagen de β. Entonces r es la coim-

agen de β. Si A
α // B

β // C es exacta, se tiene que v es el ker-
nel de β y por lo tanto también el kernel de r. Luego, r es el cokernel
de v. Veamos que r = Coker(α). En efecto, Coker(α) = Coker(v) =
CokerKer(β) = Coim(β) = r. Luego, r = Coker(α) y r = Coim(β), en
la categoŕıa dual A ∗, nos dán r∗ = Ker(α∗) y r∗ = Im(β∗); y por lo

tanto A B
α∗oo C

β∗oo es exacta, probándose (1).

(2) Si α es un monomorfismo entonces su kernel es cero; y claramente,

0 // A
α // C es exacta.

Rećıprocamente, si 0 // A
α // C es exacta entonces α tiene kernel

cero. Sea A
q // Im(α) v // B una factorización de α a través de su

imagen. Luego, q = Coker(Ker(α)) yKer(α) = 0. Pero Coker( 0 // A )
es un isomorfismo y por lo tanto q es un isomorfismo. Por lo tanto α = vq
es un monomorfismo.
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(3) Se sigue de (1) y (2).

(4) Como la categoŕıa A es balanceada, (4) se sigue de (2) y (3).

�

Observación 1.17.6 Una sucesión exacta corta, en una categoŕıa exacta
A, es una sucesión exacta

η : 0 // A
α // B

β // C // 0.

Por 1.17.5, tenemos qu η es exacta si y sólo si α es un monomorfismo, β es
un epimorfismo y α es el kernel de β. En tal caso, denotaremos al objeto C por
B/A.

Lema 1.17.7 Consideremos el siguiente diagrama en una categoŕıa exacta A

0 // A
α // B

β //

γ

��

B/A // 0

0 // A′
α′ // B′

β′ // B′/A′ // 0,

donde la primera y segunda fila son sucesiones exactas cortas. Entonces, existe
un morfismo θ : A −→ A′ tal que hace al diagrama anterior conmutativo si
y sólo si existe un morfismo δ : B/A −→ B′/A′ que hace conmutar a dicho
diagrama. Más aún, la existencia de uno de tales morfismos determina al otro
de manera única.

Demostración. Probaremos sólo una implicación ya que la otra es dual.
Supongamos que existe δ : B/A −→ B′/A′ tal que δβ = β′γ. Por lo tanto,
β′γα = δβα = 0; y como α′ es el kernel de β′, entonces existe un único morfis-
mo θ : A −→ A′ tal que α′θ = γα. �

Observación 1.17.8 Haciendo B = B′ y γ = 1B en el lema anterior. Vemos
que, α ≤ α′ como sub-objetos de B si y sólo si β′ ≤ β como objetos cociente de
B.

Proposición 1.17.9 Sea {αi : Ai −→ A}i∈I una familia de sub-objetos de
A en una categoŕıa exacta A . Si θ : A −→ A/A′ es la cointersección de la
familia de objetos cocientes {βi : A −→ Coker(αi) = A/Ai}i∈I de A, entonces
µ : A′ = Ker(θ) −→ A es la unión de la familia {αi : Ai −→ A}i∈I .

Demostración. Por ser θ : A −→ A/A′ la cointersección de {βi : A −→
A/Ai}i∈I , sabemos que existen β̄i : A/Ai −→ A/A′ tal que β̄iβi = θ ∀i ∈ I.
Luego por 1.15.4(2), existen µi : Ai −→ A′ tal que µµi = αi ∀i ∈ I. Esto es,
µ : A′ −→ A factoriza a cada αi : Ai −→ A (que es la primera propiedad que
debe tener µ : A′ −→ A para ser la unión de {αi : Ai −→ A}i∈I). Veamos que



1. Nociones Básicas 37

el morfismo µ : A′ −→ A satisface la propiedad de ser llevado. En efecto, sea
f : A −→ B un morfismo y h : B′ −→ B un sub-objeto de B tal que cada
αi : Ai −→ A es llevado a h : B′ −→ B por f . Luego, por 1.17.7, para cada
i ∈ I existe θi : A/Ai −→ B/B′ tal que el siguiente diagrama conmuta

0 // Ai
αi //

fi

��

A
βi //

f

��

A/Ai //

θi

��

0

0 // B′
h
// B

δ
// B/B′ // 0.

Dado que θ : A −→ A/A′ es la cointersección de {βi : A −→ A/Ai}i∈I y δf se
factoriza a través de βi, existe θ̄ : A/A′ −→ B/B′ tal que el siguiente diagrama
conmuta

0 // A′
µ // A

θ //

f

��

A/A′ //

θ̄

��

0

0 // B′
h
// B

δ
// B/B′ // 0.

De 1.17.7, obtenemos un morfismo η : A′ −→ B′ que hace conmutar al diagrama
anterior. Esto significa precisamente que µ : A′ −→ A es llevado a h : B′ −→ B
por f , probándose que µ : A′ −→ A es la unión de la familia de sub-objetos
{αi : Ai −→ A}i∈I de A. �

Corolario 1.17.10 Toda categoŕıa exacta tiene uniones finitas.

Demostración. Por el resultado dual de 1.16.2, toda categoŕıa exacta tiene
cointersecciones finitas. Por lo tanto, de 1.17.9, se tiene el resultado. �

1.18. El lema del 9

Proposición 1.18.1 Dado el siguiente diagrama conmutativo

0

��

0

��

0

��
A′

γ1

��

A

θ1

��

A′′

ψ1

��
0 // B′ α1

//

γ2

��

B α2
//

θ2

��

B′′ //

ψ2

��

0

0 // C ′
β1

//

��

C
β2

//

��

C ′′ //

��

0

0 0 0
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en una categoŕıa exacta A, donde todas las filas y columnas son exactas. En-
tonces, existen morfismos f : A′ −→ A y g : A −→ A′′ que hacen conmutar el

diagrama anterior. Además, la sucesión 0 // A′
f // A

g // A′′ // 0
es exacta.

Demostración. Por 1.17.7, existen f : A′ −→ A y g : A −→ A′′ tales que hacen
al diagrama anterior conmutativo. Además, como α1γ1 es un monomorfismo, se
tiene que f es un monomorfismo. Por otro lado, tenemos que α2θ1f = α2α1γ1 =
0. Veamos ahora, que la siguiente sucesión es exacta

(∗) 0 // A′
f // A

α2θ1 // B′′
ψ2 // C ′′ // 0.

Probaremos primero que Ker(α2θ1) = f . Sea µ : X −→ A un morfismo tal
que α2θ1µ = 0. Por lo tanto, usando que Ker(α2) = α1, existe un morfismo
v : X −→ B′ tal que α1v = θ1µ. Pero como β1γ2 = θ2α1, entonces (β1γ2)v =
(θ2α1)v = θ2(θ1µ) = 0. Dado que β1 es un monomorfismo, esto implica que
γ2v = 0. Por lo tanto, existe un morfismo w : X −→ A′ tal que v = γ1w
(esto por ser γ1 el kernel de γ2). Esto nos dá la siguiente cadena de igualdades
θ1fw = α1γ1w = α1v = θ1µ. Pero como θ1 es un monomorfismo, entonces
fw = µ; además, como (α2θ1)f = 0 se tiene que f : A′ −→ A es el kernel de

α2θ1, probándose que la sucesión 0 // A′
f // A

α2θ1 // B′′ es exacta. Por

dualidad, la sucesión A
α2θ1 // B′′

ψ2 // C ′′ // 0 es exacta. Por lo tanto, la
sucesión (∗) es exacta.
Consideremos ahora el siguiente diagrama en A

A
g //

α2θ1

!!B
BB

BB
BB

B

ρ1

��

A′′

ψ1

��
I ρ2

// B′′

ψ2

��
C ′′.

Como α2θ1 = ψ1g, entonces Ker(α2θ1) = Ker(ψ1g) = Ker(g) pues ψ1 es un
monomorfismo. Por lo tanto, de la sucesión (∗), obtenemos que f = Im(f) =
Ker(α2θ1) = Ker(g). Veamos ahora que g es un epimorfismo. En efecto, sea
ρ2ρ1 una factorización de α2θ1 a través de su imagen. ComoKer(ψ2) = Im(α2θ1)
y Ker(ψ2) = ψ1 (la sucesión (∗) es exacta), obtenemos que ψ1 = Im(α2θ1). Es-
to implica que existe un isomorfismo η : A′′ −→ I tal que ρ2η = ψ1. Luego,
usando que ρ2 es un monomorfismo, concluimos que ηg = ρ1. Por lo tanto g es
un epimorfismo pues g = η−1ρ1 y ρ1 es un epimorfismo. Por lo tanto tenemos
la exactitud de la siguiente sucesión

0 // A′
f // A

g // A′′ // 0.

�
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Corolario 1.18.2 (Primer Teorema de Isomorfismo de Noether). Sean B ⊂
A2 ⊂ A1 sub-objetos en una categoŕıa exacta A . Entonces, el siguiente diagrama
en A

0 // A2
//

��

A1
//

��

A1/A2
// 0

0 // A2/B // A1/B // A1/A2
// 0

es conmutativo y con filas exactas.

Demostración. La demostración se sigue de aplicar el dual de 1.18.1 al sigu-
iente diagrama

0

��

0

��

0

��
0 // B //

��

B //

��

0 //

��

0

0 // A2
//

��

A1
//

��

A1/A2
//

��

0

A2/B

��

A1/B

��

A1/A2

��
0 0 0.

�

Corolario 1.18.3 Sea A una categoŕıa exacta. Si el siguiente diagrama en A

B′
β1 //

β2

��

C ′

α1

��
B α2

// C

es un pullback, α1 es un monomorfismo y α2 es un epimorfismo, entonces dicho
diagrama puede ser extendido al siguiente diagrama conmutativo en A con filas
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y columnas exactas

0

��

0

��
0 // A

δ // B′
β1 //

β2

��

C ′ //

α1

��

0

0 // A
θ
// B α2

//

ψ

��

C //

γ

��

0

C ′′

��

C ′′

��
0 0.

Demostración. Sea γ el cokernel de α1 y θ el kernel de α2. Entonces, por
1.14.8, β2 es el kernel de γα2, y como ésta composición es un epimorfismo,
entonces se tiene la exactitud de las columnas. Por otro lado, como γα2β2 = 0
y α1 = Ker(γ), se tiene que β1 : B′ −→ C ′ es el único morfismo tal que
α1β1 = α2β2. Consideremos el siguiente diagrama, con filas y columnas exactas

0

��

0

��

0

��
A B′

β2

��

C ′

α1

��
0 // A

θ
//

��

B α2
//

ψ

��

C //

γ

��

0

0 // 0 //

��

C ′′

��

C ′′

��

// 0

0 0 0.

Aplicando 1.18.1 al diagrama anterior, obtenemos morfismos δ : A −→ B′ y
λ : B′ −→ C ′ tales que el siguiente diagrama en A

0 // A
δ // B′

λ //

β2

��

C ′ //

α1

��

0

0 // A
θ // B

α2 // C // 0

es conmutativo y exacto. Dado que α1λ = α2β2, concluimos por la unicidad
mencionada antes, que λ = β1; y con esto se prueba el corolario. �
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Corolario 1.18.4 Sea f : A −→ B un morfismo en una categoŕıa exacta. Si
θ1 : B′ −→ B es un sub-objeto de B, entonces se tiene un epimorfismo

f−1(B′) −→ Im(f) ∩B′

y una sucesión exacta corta

0 // f−1(B′) // A // Im(f)/Im(f) ∩B′ // 0.

Demostración. Dado que los siguientes cuadrados conmutativos

f−1(B′)
g //

β1

��

B′

θ1

��

Im(f) ∩B′α2oo

θ2

��
A

f // B Im(f)
γ2oo

son pullbacks, obtenemos del lema 1.8.5, el siguiente pullback

f−1(B′)
α1 //

β1

��

Im(f) ∩B′

θ2

��
A γ1

// Im(f)

Ahora, el resultado se sigue de aplicar 1.18.3, al pullback anterior. �

Proposición 1.18.5 En una categoŕıa exacta A consideremos el siguiente di-
agrama

0

��

0

��

0

��
0 // A′

f //

γ1

��
II

A
g //

θ1

��
I

A′′ //

ψ1

��

0

0 // B′ α1
//

γ2

��
III

B α2
//

θ2

��
IV

B′′ //

ψ2

��

0

0 // C ′
β1

//

��

C
β2

//

��

C ′′ //

��

0

0 0 0,

donde la fila y la columna de enmedio son exactas. Entonces, el diagrama ante-
rior es conmutativo con filas y columnas exactas si y sólo si II es un pullback,
IV es un pushout, I y III son las factorizaciones de α2θ1 y θ2α1 a través de
sus respectivas imágenes.
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Demostración. (⇒) Supongamos que el diagrama anterior es conmutativo con
filas y columnas exactas. Como g es un epimorfismo y ψ1 es un monomorfismo,
esto implica que I es la factorización de α2θ1 a través de su imagen. Análoga-
mente, III es la factorización de θ2α1 a través de su imagen. Ahora, como γ1 es
el kernel de γ2 y β1 es un monomorfismo, entonces por 1.14.4, γ1 es también el
kernel de β1γ2 = θ2α1; y por lo tanto por 1.14.8, II es un pullback. Dualmente,
IV es un pushout.
(⇐) Dadas la fila y la columna de enmedio exactas, construimos II como un
pullback, IV como un pushout, I y III como las factorizaciones a través de sus
imágenes. Ahora demostraremos que la fila superior es exacta; luego la columna
izquierda será exacta por simetŕıa, y la fila inferior y la columna derecha serán
exactas por dualidad. Por 1.14.8, sabemos que f es el kernel de α2θ1 = ψ1g; y
puesto que ψ1 es un monomorfismo, se tiene que f es el kernel de g. Dado que
g es un epimorfismo se sigue que la fila superior es exacta. �

Corolario 1.18.6 Si α1 : A1 −→ A y θ1 : A2 −→ A son dos sub-objetos de A
en una categoŕıa exacta A, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo
con filas y columnas exactas.

0

��

0

��

0

��
0 // A1 ∩A2

f //

γ1

��

A2
g //

θ1

��

A2/A1 ∩A2
//

ψ1

��

0

0 // A1 α1
//

γ2

��

A α2
//

θ2

��

A/A1
//

ψ2

��

0

0 // A1/A1 ∩A2
β1

//

��

A/A2
β2

//

��

A/A1 ∪A2
//

��

0

0 0 0.

Demostración. El pullback de los dos sub-objetos α1 : A1 −→ A, θ1 : A2 −→
A es A1 ∩ A2. Y entonces por 1.17.9, el pushout de dos objetos cociente α2 :
A −→ A/A1 y θ2 : A −→ A/A2 es A/A1 ∪A2. Luego el corolario se sigue de
1.18.5. �

Corolario 1.18.7 (Segundo Teorema de Isomorfismo de Noether). Si α1 : A1 −→
A y θ1 : A2 −→ A son sub-objetos de A en una categoŕıa exacta, entonces ten-
emos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos

0 // A1 ∩A2
//

��

A2
//

��

A2/A1 ∩A2
// 0

0 // A1
// A1 ∪A2

// A1 ∪A2/A1
// 0.
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Demostración. Se sigue, reemplazando A por A1 ∪ A2 en el diagrama del
corolario anterior. �

Corolario 1.18.8 Consideremos el siguiente diagrama con fila y columna ex-
actas

0

��
A

θ1

��
0 // B′ α1

// B α2
//

θ2

��

B′′ // 0

C

��
0

en una categoŕıa exacta A . Entonces

(a) θ2α1 es un epimorfismo (rep. monomorfismo) si y sólo si α2θ1 lo es.

(b) θ2α1 es un isomorfismo si y sólo si α2θ1 lo es.

Demostración.

(a) De acuerdo al diagrama de la proposición 1.18.5, si θ2α1 es un epimorfismo
entonces β1 : C ′ −→ C es un epimorfismo; y por lo tanto C ′′ = 0. Pero
esto implica que ψ1 : A′′ −→ B′′ es un epimorfismo. Luego α2θ1 es un epi-
morfismo. La demostración para el caso en que θ2α1 es un monomorfismo
es dual.

(b) Dada que A es balanceada por 1.16.5, (b) se sigue de (a).

�

1.19. Productos y coproductos

Definición 1.19.1 Sea {Ai}i∈I una familia de objetos en una categoŕıa arbi-
traria A . Un producto para {Ai}i∈I es una familia de morfismos {pi : A −→
Ai}i∈I con la siguiente propiedad: para cualquier familia {αi : A′ −→ Ai}i∈I
de morfismos existe un único morfismo α : A′ −→ A que hace conmutar al
siguiente diagrama

A′
α //_______

αi   A
AA

AA
AA

A A

pi��~~
~~

~~
~~

Ai
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para todo i ∈ I.

Las siguientes observaciones son fáciles de verificar usando la definición de pro-
ducto.

Observación 1.19.2 (1) Si la familia {αi : A′ −→ Ai}i∈I es también un
producto de {Ai}i∈I , entonces el morfismo α : A′ −→ A del diagrama
anterior es un isomorfismo. Esto es, el producto, si existe, es único salvo
isomorfismos. En el caso que exista, denotaremos por {pi :

∏
i∈I Ai −→

Ai}i∈I a uno de estos productos; y cada morfismo pi :
∏
i∈I Ai −→ Ai

será llamado la i-ésima proyección del producto sobre Ai.

(2) Una familia {pi : A −→ Ai}i∈I de morfismos es un producto de {Ai}i∈I ,
si y sólo si la función

ϕB : [B,A]A −→
∏
i∈I

[B,Ai]A

definida por ϕB(β) = (piβ)i∈I ∀β ∈ [B,A]A es biyectiva para todo objeto
B ∈ A , donde

∏
i∈I [B,Ai]A es el producto cartesiano de conjuntos.

(3) Un objeto 0 ∈ A , es un objeto nulo en A si y sólo si sirve como producto
para la familia vaćıa.

(4) Supongamos que la categoŕıa A tiene objeto cero. Para cada i ∈ I, defin-
imos el morfismo δij : Ai −→ Aj, donde δij = 0 si i 6= j y δii = 1Ai .
Si existe el producto de {Ai}i∈I , entonces existen morfismos µi : Ai −→∏
i∈I Ai, llamados inclusiones, tales que pjµi = δij ∀i, j ∈ I. En particu-

lar, cada proyección pi es un split-epi y cada inclusión µi es un split-mono.

Proposición 1.19.3 Sea A una categoŕıa con objeto cero. Si pi : A1

∏
A2 −→

Ai y µi : Ai −→ A1

∏
A2 son respectivamente las proyecciones e inclusiones del

producto A1

∏
A2, entonces Ker(p2) = µ1.

Demostración. Sea α : A′ −→ A1

∏
A2 tal que p2α = 0. Definimos α1 = p1α;

entonces tenemos que µ1α1 = α puesto que pi(µ1α1) = piα con i = 1, 2. Pero
como µ1 es un monomorfismo y p2µ1 = 0, se tiene que µ1 es el kernel de p2. �

Sea {Ai}i∈I una familia de objetos en una categoŕıa A y sea I = ∪λ∈ΛIλ
una unión disjunta de conjuntos. Si el producto Aλ =

∏
i∈Iλ Ai está definido con

proyecciones {pi : Aλ −→ Ai}i∈Iλ para toda λ, y además
∏
λ∈ΛAλ está definido

con proyecciones {pλ :
∏
λ∈ΛAλ −→ Aλ}λ∈Λ. Entonces, la familia {pipλ :∏

λ∈ΛAλ −→ Ai | i ∈ I, λ ∈ Λ} dá al producto
∏
λ∈ΛAλ una estructura de

producto para {Ai}i∈I .
Por otro lado, sea J un subconjunto de I y supongamos que los productos∏
i∈J Ai y

∏
i∈I Ai están definidos. Entonces, tenemos un morfismo

pJI :
∏
i∈I

Ai −→
∏
i∈J

Ai
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inducido por las proyecciones. Esto es, si lo componemos con la i-ésima proyec-
ción de

∏
i∈J Ai obtenemos la i-ésima proyección de

∏
i∈I Ai. Si A tiene objeto

cero entonces pJI es un epimorfismo. De hecho pJI puede ser interpretado co-
mo una de las proyecciones pλ relativa a una descomposición conveniente del
conjunto I como en el parrafo anterior. Consideremos ahora una familia de mor-
fismos {fi : Ai −→ Bi}i∈I y supongamos que existen

∏
i∈I Ai y

∏
i∈I Bi. En

este caso, definimos un morfismo∏
i∈I

fi :
∏
i∈I

Ai −→
∏
i∈I

Bi,

como el único morfismo tal que para toda i ∈ I el siguiente diagrama conmuta∏
Ai //

pi

��

∏
Bi

p′i
��

Ai
fi // Bi.

Además, tenemos la siguientes relaciones∏
i∈I

gi
∏
i∈I

fi =
∏
i∈I

(gifi),
∏
i∈I

1Ai = 1∏
i∈I Ai

.

Las cuales son válidas siempre y cuando los productos estén definidos y las com-
posiciones tengan sentido. Esto nos dice precisamente, que si existe el producto∏
i∈I Ai para cualquier familia {Ai}i∈I de objetos de A (i.e, A tiene productos)

entonces
∏
i∈I : A −→ A es un funtor.

La noción dual de producto es el coproducto, el cual definimos a continuación.

Definición 1.19.4 Un coproducto de una familia {Ai}i∈I de objetos en una
categoŕıa A , es un producto de dicha familia en la categoŕıa dual. Esto es, un
coproducto es una familia de morfismos {µi : Ai −→ A} llamados inclusiones,
con la siguiente propiedad: para cada familia {αi : Ai −→ A′}i∈I existe un único
morfismo α : A −→ A′ que hace conmutar al siguiente diagrama

A
α //_______ A′

Ai

µi

``@@@@@@@@ αi

>>}}}}}}}}

para todo i ∈ I.

Observación 1.19.5

(a) Como en el caso del producto, si el coproducto existe éste es único salvo
isomorfismos. En el caso que exista, denotaremos por {µi : Ai −→

⊕
i∈I Ai}i∈I

a uno de estos coproductos; y cada morfismo µi : Ai −→
⊕

i∈I Ai será llamado
la i-ésima inclusión de Ai en el coproducto.
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(b) Análogamente, si A tiene objeto cero, se definen las proyecciones
pi :

⊕
i∈I Ai −→ Ai tales que pjµi = δij ∀i, j ∈ I. En particular, cada proyección

pi es un split-epi y cada inclusión µi es un split-mono.

Proposición 1.19.6 Si A tiene imágenes, imágenes inversas y coproductos
entonces A tiene uniones. De hecho, si {fi : Ai −→ A}i∈I es una familia
de sub-objetos de A, entonces su unión está dada por la imagen del morfismo
f :

⊕
i∈I Ai −→ A tal que para cada i, fµi es el sub-objeto fi : Ai −→ A de A.

Demostración. Sea
⊕

i∈I Ai
f̄ // Im(f)

µ // A la factorización de f a
través de su imagen. Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Ai
fi //

f̄µi ""F
FFFFFFF A

Im(f)

µ

<<yyyyyyyyy

para todo i ∈ I, donde µi : Ai −→
⊕

i∈I Ai es la i-ésima inclusión en el
coproducto. Veamos que µ : Im(f) −→ A es la unión de {fi : Ai −→ A}i∈I .
En efecto, el diagrama anterior, muestra la primera propiedad de factorización
que debe tener la unión. Falta ver que satisface la propiedad de ser llevado. Sea
g : A −→ B un morfismo y h : B′ −→ B un sub-objeto de B. Supongamos
que cada fi : Ai −→ A es llevado a h : B′ −→ B por g. Esto es, el siguiente
diagrama es conmutativo ∀i ∈ I

Ai
gi //

fi

��

B′

h

��
A

g // B.

Consideremos la imagen inversa de h : B′ −→ B por g. Es decir, tenemos el
siguiente pullback

g−1(B′)
α1 //

α2

��

B′

h

��
A g

// B,

donde, por ser h un monomorfismo, α2 también lo es. Dado que hgi = gfi, se
tiene por la propiedad del pullback la existencia de γi : Ai −→ g−1(B′) tal que
α1γi = gi y α2γi = fi ∀i ∈ I. Veamos que α2γ = f , donde γ :

⊕
i∈iAi −→

g−1(B′) es el morfismo tal que γµi = γi. En efecto, (α2γ)µi = α2(γµi) = α2γi =
fi = fµi; y por la unicidad de morfismos en el coproducto se tiene la igualdad
α2γ = f . Por lo tanto, dado que α2 es un monomorfismo, obtenemos que existe
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λ : Im(f) −→ g−1(B′) que hace conmutar al siguiente diagrama

Im(f)

λ

��
µ

��

⊕
i∈I Ai

f̄
99ssssssssss

γ //

f
%%LLLLLLLLLLL

g−1(B′)

α2

��
A.

Consideremos el morfismo α1λ : Im(f) −→ B′. Luego h(α1λ) = (hα1)λ =
gα2λ = gµ. Esto es, µ : Im(f) −→ A es llevado por g al sub-objeto h : B′ −→ B,
probándose que µ : Im(f) −→ A es la unión de la familia {fi : Ai −→ A}i∈I .
�

Sea {Ai}i∈I una familia de objetos de una categoŕıa A. Supongamos que para
toda i ∈ I se tiene que Ai = A. En éste caso, denotaremos al producto

∏
i∈I Ai

por AI y al coproducto
⊕

i∈I Ai por IA. Definimos el morfismo diagonal
∆ : A −→ AI definido por pi∆ = 1A para todo i ∈ I; y dualmente, el
morfismo codiagonal ∇ :IA −→ A por ∇µi = 1A para todo i ∈ I. Entonces,
∆ es un monomorfismo y ∇ es un epimorfismo.

Lema 1.19.7 Sean {Aj}j∈J y {Bi}i∈I familias de objetos en una categoŕıa A .
Denotemos por MatI×J(A,B) al conjunto de matrices I×J de la forma (fij)I×J
con fij ∈ [Aj , Bi]A . Entonces, la correspondencia

ϕ : [
⊕
j∈J

Aj ,
∏
i∈I

Bi]A −→MatI×J(A,B)

definida por ϕ(f) = (fij)I×J con fij := pifµj, donde µj es la j-ésima inclusión
en el coproducto y pi es la i-ésima proyección del producto, es una biyección.

Demostración. Inyectividad: si ϕ(f) = ϕ(g) entonces pifµj = pigµj ∀i ∈ I y
∀j ∈ J . Fijando i ∈ I y dado que (pif)µj = (pig)µj ∀j ∈ J ; concluimos de la
unicidad de morfismos en el coproducto que pif = pig ∀i ∈ I. Esto último a su
vez nos dice que f = g por la unicidad de morfismos en el producto.
Suprayectividad: sea (fij)I×J ∈MatI×J(A,B). Haciendo f :=

∏
i∈I(

⊕
j∈J fij)

obtenemos que el siguiente diagrama conmuta

⊕
j∈J Aj

f //
∏
i∈I Bi

pi

��
Aj

µj

OO

fij // Bi.

Esto último nos dice precisamente que ϕ(f) = (fij)I×J . �



48 Productos y coproductos

Observación 1.19.8 Identificaremos frecuentemente al morfismo
f :

⊕
j∈J Aj −→

∏
i∈I Ai con su matriz asociada, haciendo f = (fij).

Definición 1.19.9 Sea A una categoŕıa con objeto cero y {Ai}i∈I una familia
de objetos de A . Decimos que

⊕
i∈I Ai es un biproducto si el morfismo δ =

(δij) :
⊕

i∈I Ai −→
∏
i∈I Ai, con δij = 0 si i 6= j y δii = 1Ai , es un isomorfismo.

Lema 1.19.10 Sean α, β : A −→ B morfismos en una categoŕıa A . Considere-

mos los morfismos θ1 =
(

1A
β

)
: A −→ A

∏
B y θ2 =

(
1A
α

)
: A −→ A

∏
B.

Entonces, el siguiente diagrama

K
µ //

µ

��

A

θ1
��

A
θ2

// A
∏
B

es una intersección si y sólo si µ es el equalizador de α y β.

Demostración. Primeramente, es fácil ver que en efecto θ1 y θ2 son monomor-
fismos.
(⇒) Supongamos que el diagrama anterior es una intersección. En particular,
por 1.9.4, obtenemos que dicho diagrama es un pullback; y por lo tanto µ es el
equalizador de α y β.
(⇐) Supongamos ahora que µ es el equalizador de α y β. Sean α1 : X −→ A
y α2 : X −→ A tales que θ1α1 = θ2α2; lo cual implica que p1θ1α1 = p1θ2α2,
pero como p1θ1 = 1A = p1θ2, se tiene entonces que α1 = α2. Por lo tanto
θ1α1 = θ2α1 y entonces βα1 = p2θ1α1 = p2θ2α1 = αα1; luego como µ es el
equalizador, existe un único η : X −→ K tal que µη = α1 = α2. Esto es, el
diagrama anterior es un pullback, de donde se sigue el lema. �

En el siguiente lema, veremos como construir el pullback usando productos
y equalizadores.

Lema 1.19.11 Dados dos morfismos α1 : A1 −→ A y α2 : A2 −→ A en una
categoŕıa A ; consideremos el siguiente diagrama

P
β2 //

β ##H
HHHHHHHH

β1

��

A2

α2

��

A1

∏
A2

p2

;;vvvvvvvvv

p1

{{vvvvvvvvv

A1
α1 // A,

donde p1 y p2 son las proyecciones del producto A1

∏
A2 y βi = piβ para i = 1, 2.

Entonces, el cuadrado anterior es un pullback si y sólo si β es el equalizador de
los morfismos α1p1 y α2p2.
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Demostración. (⇐) Supongamos que β = Equ(α1p1, α2p2). Sean β′2 : X −→
A2 y β′1 : X −→ A1 tales que α1β

′
1 = α2β

′
2. Por la propiedad del producto;

existe un único δ : X −→ A1

∏
A2 tal que p2δ = β′2 y p1δ = β′1. Pero entonces

(α1p1)δ = α1(p1δ) = α1β
′
1 = α2β

′
2 = (α2p2)δ; y como β es el equalizador de

α1p1 y α2p2, esto implica que existe un único morfismo ψ : X −→ P tal que
δ = βψ. Por lo tanto β′i = piδ = pi(βψ) = βiψ para i = 1, 2. Ahora, si existiera
otro ψ′ : X −→ P tal que β′i = βiψ

′ = piβψ
′ esto implicaŕıa, por la propiedad

del producto, que δ = βψ′; pero δ = βψ, por lo tanto βψ = βψ′. Dado que β es
un monomorfismo, concluimos que ψ = ψ′. Entonces, el diagrama de arriba es
un pullback.
(⇒) Supongamos ahora que el diagrama de arriba es un pullback. Veamos que
β = Equ(α1p1, α2p2). En efecto (α2p2)β = α2β2 = α1β1 = (α1p1)β. Ahora sea
δ : X −→ A1

∏
A2 tal que (α2p2)δ = (α1p1)δ. Usando la propiedad del pullback,

existe un único morfismo θ : X −→ P tal que βiθ = piδ para i = 1, 2; entonces
piβθ = piδ con i = 1, 2 lo que implica que βθ = δ. Veamos que la factorización
de δ a través de β es única. En efecto, supongamos que existe θ′ : X −→ P tal
que βθ′ = δ. Entonces se tiene que piβθ′ = piδ, lo cual implica que, βiθ′ = piδ
para i = 1, 2 y entonces θ = θ′. Por lo tanto β es el equalizador de α1p1 y α2p2.
�

Lema 1.19.12 Sea A una categoŕıa con objeto nulo 0, y sean A1 y A2 objetos
de A . Entonces, el siguiente diagrama

P
p2 //

p1

��

A2

��
A1

// 0

es un pullback si y sólo si P = A1

∏
A2 con proyecciones p1 y p2.

Demostración. (⇐) Supongamos que P = A1

∏
A2 con proyecciones p1 y p2.

Si α1 : X −→ A1 y α2 : X −→ A2 son tales que 0α1 = 0α2 = 0 (es decir, no
hay restricciones sobre α1 y α2), entonces existe un único ψ : X −→ P tal que
p2ψ = α2 y p1ψ = α1. Por lo tanto el diagrama anterior es un pullback.
(⇒) Ahora supongamos que el diagrama anterior es un pullback. Sean α1 :
X −→ A1 y α2 : X −→ A2, entonces 0α1 = 0α2 = 0. Por lo tanto, existe un
único morfismo ψ : X −→ P tal que piψ = αi con i = 1, 2. Luego P = A1

∏
A2

con proyecciones p1 y p2. �

Proposición 1.19.13 Sea A una categoŕıa.

(1) Si A tiene un objeto nulo, entonces A tiene pullbacks si y sólo si tiene
equalizadores y productos finitos.

(2) Si A tiene productos finitos, entonces A tiene intersecciones finitas si y
sólo si tiene equalizadores.

Demostración.
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(1) Supongamos que A tiene objeto nulo.
(⇒) Si A tiene pullbacks entonces, por 1.19.12, A tiene productos finitos.
Más aún, de 1.19.10, concluimos que A tiene equalizadores.
(⇐) Consecuencia de 1.19.11.

(2) Supongamos que A tiene productos finitos. En particular, A tiene objeto
nulo (el producto de la familia vaćıa de objetos).
(⇒) Inmediato de 1.19.10.
(⇐) Si A tiene equalizadores entonces por (1), se tiene que A tiene pull-
backs. En particular, intersecciones finitas.

�

1.20. Categoŕıas aditivas

Definición 1.20.1 Una categoŕıa A es semiaditiva si tiene objeto cero y cada
conjunto de morfismos [A,B]A tiene una estructura de monoide abeliano tal
que:

1. la composición de funciones [B,C]A × [A,B]A −→ [A,C]A es bilineal.
Es decir, γ(α + β) = γα + γβ y (α + β)γ = αγ + βγ cada vez que las
composiciones anteriores estén definidas.

2. el elemento cero de cada monoide [A,B]A coincide con el morfismo cero
en [A,B]A .

Si además, cada monoide [A,B]A tiene inversos aditivos, es decir, es un grupo
abeliano, decimos que A es una categoŕıa aditiva.

Observación 1.20.2 Sea A una categoŕıa aditiva.

1. La condición (2) de la definición anterior se sigue de la (1). En efecto,
sea 0AB el neutro aditivo del grupo abeliano [A,B]A y 0 : A −→ A el
morfismo cero. Luego 0AB0 = (0AB + 0AB)0 = 0AB0 + 0AB0, de donde
se sigue que 0AB = 0AB0. Por otro lado, sabemos que 0AB0 = 0. Por lo
tanto 0AB = 0. También

α(−β) + αβ = α((−β) + β) = α0 = 0,

por lo tanto α(−β) = −(αβ). Similarmente (−α)β = −(αβ) y (−α)(−β) =
αβ.

2. El kernel de α− β es el equalizador de α y β. Por lo tanto, una categoŕıa
aditiva tiene kerneles si y sólo si tiene equalizadores. Además, un morfismo
en una categoŕıa aditiva es un monomorfismo si y sólo si su kernel es 0.

3. Sea EndA (M) := [M,M ]A . Es fácil ver que si A es una categoŕıa aditiva,
entonces EndA (M) es un anillo asociativo con 1.
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Proposición 1.20.3 Sea {Ai}ni=1 una familia finita de objetos en una categoŕıa
semiaditiva A . Entonces, una familia {µi : Ai −→ A}ni=1 es un coproducto para
{Ai}ni=1 si y sólo si existe una familia de morfismos {pi : A −→ Ai}ni=1 tales
que piµj = δij y

∑n
k=1 µkpk = 1A, donde δij = 0 si i 6= j y δii = 1Ai .

Demostración. (⇒) Supongamos que {µi : Ai −→ A}ni=1 es un coproducto de
{Ai}ni=1. Luego, por 1.19.5, existen morfismos pi : A −→ Ai tales que piµj = δij .
Por otro lado, tenemos que para cada i

( n∑
k=1

µkpk
)
µi =

n∑
k=1

(µkpkµi) =
n∑
k=1

µkδki = µi = 1Aµi,

entonces, por la definición de coproducto, se tiene que
∑n
k=1 µkpk = 1A.

(⇐) Supongamos que tenemos los morfismos pi y µi satisfaciendo las condiciones
piµj = δij y

∑n
k=1 µkpk = 1A. Dada una familia de morfismos {fi : Ai −→

A′}ni=1, definimos f =
∑n
k=1 fkpk. Entonces, se tiene que

fµi =
n∑
k=1

fkpkµi =
n∑
k=1

fkδki = fi.

Además, si f ′ es otro morfismo que satisface la igualdad f ′µi = fi para toda i,
entonces se tiene que

f ′ = f ′1A = f ′
n∑
k=1

µkpk =
n∑
k=1

f ′µkpk =
n∑
k=1

fkpk = f ;

probándose que f es única, y por lo tanto {µi : Ai −→ A}ni=1 es un coproducto
de {Ai}ni=1. �

Lema 1.20.4 Sea A una categoŕıa aditiva. Consideremos morfismos µi : Ai −→
A y pi : A −→ Ai con i = 1, 2. Si piµi = 1Ai para i = 1, 2 y µ1p1 + µ2p2 = 1A,
entonces p2µ1 = 0 = p1µ2.

Demostración. Como µ1p1 + µ2p2 = 1A, entonces p2µ1p1 + p2µ2p2 = p2. Por
lo tanto p2µ1p1 + p2 = p2. De donde como A es aditiva, tenemos que p2µ1p1 =
0. Luego, como p1 es un epimorfismo tenemos que p2µ1 = 0. Análogamente
obtenemos que p1µ2 = 0. �

Corolario 1.20.5 En una categoŕıa semiaditiva A todo coproducto finito es un
biproducto.

Demostración. Por 1.20.3, tenemos que, si {µi : Ai −→ A}ni=1 es el coproducto
de {Ai}ni=1, entonces existen morfismos {pi : A −→ Ai}ni=1 tales que piµj = δij
y

∑n
k=1 µkpk = 1A. Ahora, sea {αi : A′ −→ Ai}ni=1 una familia de morfismos.

Definimos α : A′ −→ A como

α =
n∑
k=1

µkαk;
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lo que implica que

piα =
n∑
k=1

piµkαk =
n∑
k=1

δikαk = αi.

Si α′ : A′ −→ A es tal que piα′ = αi, entonces

α′ = 1Aα′ =
( n∑
k=1

µkpk
)
α′ =

n∑
k=1

µkαk = α.

Por lo tanto {pi : A −→ Ai}ni=1 es un producto de {Ai}ni=1. �

Observación 1.20.6 Sea A una categoŕıa semiaditiva. Por la proposición an-
terior, en el caso de un conjunto finito de ı́ndices, podemos intercambiar

∏
por⊕

. Luego, por 1.19.7, tenemos los siguientes morfismos vistos como matrices

f = (fjk) :
⊕
k∈K

Ak −→
⊕
j∈J

Bj ,

g = (gij) :
⊕
j∈J

Bj −→
⊕
i∈I

Ci,

donde I, J y K son conjuntos finitos. Para h = fg tenemos que

hik = pCi gfµ
A
k = pCi g

( ∑
j∈J

µBj p
B
j

)
fµAk =

=
∑
j∈J

(
pCi gµ

B
j

)(
pBj fµ

A
k

)
=

∑
j∈J

gijfjk.

Es decir, la matriz correspondiente a la composición gf es el producto de las
matrices (gij)(fij).

Proposición 1.20.7 Sea A una categoŕıa semiaditiva, A un objeto de A e I
un conjunto finito. Consideremos la familia {Ai}i∈I con Ai = A ∀i ∈ I. Si
existe el coproducto IA =

⊕
i∈I Ai, entonces la función

ϕ : EndA (IA) −→MatI×I(EndA (A))

definida por ϕ(f) = (fij)I×I es un isomorfismo de anillos.

Demostración. Se sigue de la observación anterior y de 1.19.7. �

Lema 1.20.8 Si A es una categoŕıa semiaditiva con biproductos M
⊕
M ∀M ∈

A, entonces la suma α + β de dos morfismos α y β : A −→ B está dada por
cualquiera de las siguientes tres composiciones:

1. A
∆ // A

⊕
A

θ1 // B ,
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2. A
θ2 // B

⊕
B

∇ // B ,

3. A
∆ // A

⊕
A

θ3 // B
⊕
B

∇ // B ,

donde θ1 =
(
α β

)
, θ2 =

(
α
β

)
y θ3 =

(
α 0
0 β

)
.

Demostración. Dado que ∆ =
(

1A
1A

)
y ∇ =

(
1A 1A

)
, el resultado se

sigue de la multiplicación de matrices. �

Recordamos que un monoide (G,+) es cancelativo, si α + β = α + γ impli-
ca que β = γ para todo α, β ∈ G.

Proposición 1.20.9 Sea A una categoŕıa con objeto cero.

(a) Si A tiene biproductos de la forma A
⊕
A ∀A ∈ A, entonces A ad-

mite una única estructura semiaditiva. Si además, A es balanceada y cada
monoide [A,B]A es cancelativo, entonces la estructura semiaditiva de A
es aditiva.

(b) Si A tiene biproductos de la forma A
⊕
B ∀A,B ∈ A y además A es

balanceada y exacta, entonces A admite una única estructura aditiva.

Demostración.

(a) Para α, β : A −→ B tenemos los morfismos A
∆ // A

⊕
A

α
⊕
β // B .

Definimos α + β := (α
⊕
β)∆. Luego, si probamos que ([A,B]A ,+) es

un monoide, obtendŕıamos de 1.20.8, que dicha estructura de monoide
en [A,B]A es única. Definimos ahora α × β como la composición (2) de
1.20.8. Entonces, si p1 es la primera proyección de A

⊕
A en A se tiene que

(α, 0) = αp1 puesto que (α, 0)µ1 = α = αp1µ1 y (α, 0)µ2 = 0 = αp1µ2.
Luego se sigue que α + 0 = α. Similarmente 0 + α = α; y dualmente,
α× 0 = α y 0× α = α.
Ahora, sea γ : B −→ B′, entonces tenemos que γ(α, β) = (γα, γβ); de
donde se sigue la ecuación

γ(α+ β) = (γα) + (γβ). (1.4)

Dualmente, si ρ : A′ −→ A entonces se tiene la siguiente igualdad

(α× β)ρ = (αρ) + (βρ). (1.5)

Finalmente, sean θ1, θ2, θ3 y θ4 morfismos de A en B. Consideremos el

morfismo ψ =
(
θ1 θ3
θ2 θ4

)
: A

⊕
A −→ B

⊕
B. Veamos que se puede

obtener la siguiente cadena de igualdades

(θ1 + θ3)× (θ2 + θ4) = ∇(ψ∆) = (∇ψ)∆ = (θ1 × θ2) + (θ3 × θ4). (1.6)
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En efecto, la primera igualdad es debido a la siguiente igualdad

ψ∆ =
(

(θ1 θ3)∆
(θ2 θ4)∆

)
. (1.7)

Para probar (1.7), basta ver que p1ψ∆ = (θ1, θ3)∆ y p2ψ∆ = (θ2, θ4)∆.
Demostraremos la primera igualdad, pues la otra es análoga.
Como p1ψµ1 = θ1 y p1ψµ2 = θ3, esto implica que p1ψ = (θ1, θ3); y por lo
tanto p1ψ∆ = (θ1, θ3)∆, de donde se sigue (1.7). Análogamente se tiene
la última igualdad de (1.6).
Ahora bien, haciendo θ2 = 0 = θ3 en (1.6), obtenemos que θ1+θ4 = θ1×θ4;
y entonces las operaciones + y × son iguales. Por otro lado, haciendo
θ1 = θ4 = 0 en (1.6), obtenemos que θ3 + θ2 = θ2 + θ3. Finalmente,
haciendo θ2 = 0 en (1.6), obtenemos que

(θ1 + θ3) + θ4 = θ1 + (θ3 + θ4).

Por lo tanto ([A,B]A ,+) es un monoide abeliano; y la bilinealidad de la
composición de morfismos se sigue de (1.4) y (1.5) pues + = ×. Supong-
amos que A es una categoŕıa balanceada y que cada monoide ([A,B]A ,+)
es cancelativo. Veamos que [A,B]A tiene inversos aditivos. En efecto, con-
sideremos el morfismo

θ : A
⊕

A −→ A
⊕

A

con θ =
(

1 1
0 1

)
. Sean α, α′ : A

⊕
A −→ B tales que αθ = α′θ.

Expresando a α y α′ como matrices y usando la propiedad cancelativa del
monoide [A

⊕
A,B]A tenemos que α = α′. Luego θ es un epimorfismo;

y dualmente θ es un monomorfismo. Usando ahora que A es balanceada,

obtenemos que θ es un isomorfismo. Escribiendo θ−1 =
(
a b
c d

)
, la

relación θ−1θ =
(

1 0
0 1

)
nos dá que 1 + b = 0. Entonces para cualquier

morfismo x : A −→ B se tiene que

x+ xb = x1 + xb = x(1 + b) = x0 = 0.

Probándose que [A,B]A es un grupo abeliano.

(b) Por (a) tenemos que A admite una única estructura semiaditiva. Veamos
que ésta es aditiva. En efecto, sea α : A −→ B un morfismo; y como A

⊕
B

es un biproducto, tenemos el morfismo θ =
(

1A 0
α 1B

)
: A

⊕
B −→

A
⊕
B. Sea f : X −→ A

⊕
B tal que θf = 0. Veamos que f = 0.

Dado que f =
(
a
b

)
con a : X −→ A y b : X −→ B, se tiene que
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0
0

)
=

(
1A 0
α 1B

) (
a
b

)
=

(
a

αa+ b

)
. Por lo tanto, a = 0 = b, y

entonces f = 0. Lo anterior, implica que Ker(θ) existe y es igual a cero.
Análogamente Coker(θ) = 0; y por ser A balanceada, θ es un isomorfis-

mo. Sea θ−1 =
(
a b
c d

)
; luego como θθ−1 =

(
1A 0
0 1B

)
se tiene que

α+ c = 0, probándose que c : A −→ B es el inverso aditivo de α.

�

Definición 1.20.10 Sea A una categoŕıa cualquiera y θ : A −→ A un morfis-
mo. Decimos que θ es idempotente si θ2 = θ.

Observación 1.20.11 Si A es aditiva y θ : A −→ A es un idempotente en-
tonces 1A − θ también lo es.

Proposición 1.20.12 Sea A una categoŕıa aditiva.

(a) Si µ1 : A1 −→ A y p1 : A −→ A1 son tales que p1µ1 = 1A1 , entonces

θ := µ1p1 es un idempotente y Ker( A
1A−θ // A ) = A1

µ1 // A .

(b) Si θ : A −→ A es un idempotente y Ker( A
1A−θ // A ) = A1

µ1 // A ,

Ker( A
θ // A ) = A2

µ2 // A , entonces A = A1

⊕
A2 con inclusiones

µ1 y µ2.

Demostración.

(a) Si p1µ1 = 1A1 , entonces se tiene la siguiente igualdad

θθ = µ1p1µ1p1 = µ11A1p1 = µ1p1 = θ.

Sea α : X −→ A tal que (1A − θ)α = 0, entonces tenemos que µ1(p1α) =
θα = α. Puesto que µ1 es un monomorfismo y (1A−θ)µ1 = µ1−µ1p1µ1 = 0
concluimos que µ1 es el kernel de 1A − θ.

(b) Ahora supongamos que θ es idempotente y que µ1 y µ2 son kerneles de
1A − θ y θ respectivamente. Puesto que (1A − θ)θ = 0, existe un único
morfismo p1 : A −→ A1 tal que µ1p1 = θ. Entonces, tenemos que µ1p1µ1 =
θµ1 = µ1; y por lo tanto p1µ1 = 1A1 puesto que µ1 es un monomorfismo.
De igual manera se tiene p2 : A −→ A2 tal que µ2p2 = 1A−θ y p2µ2 = 1A2 .
Luego, como µ1p1 +µ2p2 = θ+(1A−θ) = 1A se sigue, por 1.20.4 y 1.20.3,
que A = A1

⊕
A2 con inclusiones µ1 y µ2.

�
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1.21. Categoŕıas exactas y aditivas

Definición 1.21.1 Sea A una categoŕıa exacta, decimos que una sucesión ex-
acta corta

0 // A
α // B

β // C // 0 (1.8)

se parte si β es un split-epi.

Proposición 1.21.2 Si en una categoŕıa exacta y aditiva A, la sucesión exacta

corta 0 // A
α // B

β // C // 0 se parte, entonces existen γ : C −→
B y δ : B −→ A tales que B = A

⊕
C con inclusiones α, γ y proyecciones β, δ.

Demostración. Como la sucesión anterior se parte, existe γ : C −→ B tal
que βγ = 1C . Entonces, por 1.20.12, se tiene que θ = γβ es idempotente y
γ = Ker(1B − θ). Además, como la sucesión anterior es exacta, tenemos que
α = Ker(β); pero como γ es un monomorfismo, concluimos que Ker(β) =
Ker(γβ) = Ker(θ). Por lo tanto, por 1.20.12, se tiene que B = A

⊕
C con

inclusiones α y γ. Sean δ : B −→ A y p : B −→ C las proyecciones del
coproducto. Dado que pα = 0 = βα y pγ = 1C = βγ, obtenemos que p = β. �

Corolario 1.21.3 Sea A una categoŕıa exacta y aditiva. Si

A
α // B

β // C,

A B
ρoo C

γoo

son sucesiones exactas tales que ρα = 1A y βγ = 1C , entonces B = A
⊕
C con

inclusiones α, γ y proyecciones β, ρ.

Demostración. Como β es un split-epi, en particular es un epimorfismo.
Similarmente, α es un monomorfismo; y por lo tanto, la sucesión

0 // A
α // B

β // C // 0 es exacta. Luego, por 1.21.2, α y γ son las
inclusiones en el coproducto B = A

⊕
C y β es una de las proyecciones. Las

relaciones ρα = 1A y ργ = 0 muestran que ρ es la otra proyección, puesto que
la otra proyección tendŕıa que cumplir con estas condiciones, pero sólo hay una
ya que ambas salen del coproducto. �

Proposición 1.21.4 Sean µ1 : A1 −→ A y µ2 : A2 −→ A dos monomorfismos
en una categoŕıa exacta A . Si A = A1

⊕
A2 con inclusiones µ1 y µ2, entonces

A1 ∩ A2 = 0 y A1 ∪ A2 = A. Por otra parte, si A es aditiva, A1 ∩ A2 = 0 y
A1 ∪A2 = A, entonces A = A1

⊕
A2 con inclusiones µ1 y µ2.

Demostración. Supongamos que A = A1

⊕
A2 con inclusiones µ1, µ2 y

proyecciones p1, p2. Por el dual de 1.19.3, se tiene que p1 es el cokernel de
µ2. Por lo tanto, tenemos la siguiente sucesión exacta

0 // A2
µ2 // A1

⊕
A2

p1 // A1
// 0 .
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Entonces A1 ' A1

⊕
A2/A2; y por 1.18.6, tenemos el siguiente diagrama con-

mutativo

0

��

0

��

0

��
0 // A1 ∩A2

f //

γ1

��

A2
g //

µ2

��

A2/A1 ∩A2
//

ψ1

��

0

0 // A1 µ1
//

γ2

��

A1

⊕
A2 p2

//

p1

��

A1

⊕
A2/A1

//

ψ2

��

0

0 // A1/A1 ∩A2
β1

//

��

A1
β2

//

��

A1

⊕
A2/A1 ∪A2

//

��

0

0 0 0.

Dado que β1γ2 = p1µ1 = 1A1 , se tiene que γ2 es un monomorfismo; pero γ2 ya
es un epimorfismo y como A es exacta, en particular es balanceada, por lo que
concluimos que γ2 es un isomorfismo. De donde A1 ∩ A2 = 0. Por otro lado,
como β1γ2 = 1A1 y γ2 es un isomorfismo, obtenemos que β1 es un isomorfismo;
lo cual implica A1

⊕
A2/A1 ∪A2 = 0. Esto es, la siguiente sucesión

0 // A1 ∪A2
// A1

⊕
A2

// 0

es exacta, probándose que A1 ∪A2 = A.
Ahora supongamos que A es una categoŕıa exacta y aditiva, A1 ∩ A2 = 0 y
A1 ∪ A2 = A. Pero como A1 ∪ A2 = A, entonces A/A1 ∪ A2 = 0; luego por
1.18.6, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0

��

0

��

0

��
0 // 0

f //

γ1

��

A2
g //

µ2

��

A2/A1 ∩A2
//

ψ1

��

0

0 // A1 µ1
//

γ2

��

A α2
//

α1

��

A/A1
//

ψ2

��

0

0 // A1/A1 ∩A2
β1

//

��

A/A2
β2

//

��

0 //

��

0

0 0 0.

Entonces α1µ1 : A1 −→ A/A2 es un isomorfismo ya que γ2 y β1 lo son. Por lo
tanto, existe θ : A/A2 −→ A1 tal que (α1µ1)θ = α1(µ1θ) = 1A/A2 ; de donde
por 1.20.12, se tiene que A = A1

⊕
A2 con inclusiones µ1 y µ2. �



58 Categoŕıas abelianas

Proposición 1.21.5 Sea A una categoŕıa exacta y aditiva. Si la siguiente suce-
sión

η : A1
d1 // A2

d2 // A3

es tal que d2d1 = 0 y existen morfismos s1 : A2 −→ A1 y s2 : A3 −→ A2 tales
que d1s1 + s2d2 = 1A2 , entonces η es exacta.

Demostración. Sea A1
p // I

µ // A2 la factorización de d1 a través de
su imagen. Entonces, tenemos que 0 = d2d1 = d2µp y por lo tanto d2µ = 0
ya que p es un epimorfismo. Sea α : A −→ A2 tal que d2α = 0. Usando que
d1s1 + s2d2 = 1A2 , obtenemos que α = (d1s1 + s2d2)α = µps1α. Esto es, α se
factoriza a través de µ y dicha factorización es única pues µ es un monomorfismo.
Esto muestra que µ es el kernel de d2 y por lo tanto η es exacta. �

1.22. Categoŕıas Abelianas

Definición 1.22.1 Una categoŕıa A es abeliana, si es exacta, aditiva y con
productos finitos.

Teorema 1.22.2 Las siguientes condiciones son equivalentes para una cate-
goŕıa A .

(1) A es una categoŕıa abeliana.

(2) A tiene kerneles, cokerneles, productos finitos, coproductos finitos, es nor-
mal y conormal.

(3) A tiene pushouts, pullbacks, es normal y conormal.

Demostración. (1) ⇒ (2) Esta implicación es inmediata de la definición de
categoŕıa exacta y de que el producto y coproducto finito son isomorfos en una
categoŕıa aditiva.
(2) ⇒ (3) Por 1.16.2, A tiene interseciones finitas; y por lo tanto, por 1.19.13,
se tiene que A tiene pullbacks. Dualmente, A tiene pushouts.
(3)⇒ (1) Por 1.19.13 y su dual, A tiene productos finitos, coproductos finitos,
equalizadores y coequalizadores. Entonces, por 1.16.6, A es exacta y en partic-
ular balanceada por 1.16.5. Ahora veamos que A es aditiva; para hacer esto,
es suficiente mostrar por 1.20.9, que el morfismo δ : A

⊕
B −→ A

∏
B es un

isomorfismo para todo par de objetos A,B ∈ A . Para esto, completamos δ a
una sucesión exacta, es decir, sean K y K ′ definidos por la siguiente sucesión
exacta

0 // K
δ1 // A

⊕
B

δ // A
∏
B

δ2 // K ′ // 0.

Sean µ1, µ2, p1, p2 las inclusiones y las proyecciones del coproducto A
⊕
B;

y µ′1, µ′2, p′1, p′2 las inclusiones y las proyecciones del producto A
∏
B. Por lo

tanto, dado que p1µ1 = 1A, p1µ2 = 0, p′1δµ1 = 1A y p′1δµ2 = 0, entonces por
la propiedad del coproducto se tiene que p1 = p′1δ. Luego p1δ1 = p′1δδ1 = 0; y
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como µ2 es el kernel de p1, se tiene que existe un único morfismo η : K −→ B
tal que δ1 = µ2η. Pero como δ1 es un monomorfismo entonces η también lo es;
de donde η : K −→ B es un sub-objeto de B en A

⊕
B. Similarmente se tiene

que K es un sub-objeto de A; y por lo tanto K ⊂ A ∩ B pero A ∩ B = 0, de
donde concluimos que K = 0. Dualmente, K ′ = 0. Por lo tanto, por 1.17.5, δ es
un isomorfismo. �

Proposición 1.22.3 Sea A una categoŕıa abeliana. Si el siguiente diagrama

P
β2 //

β1

��

A2

α2

��
A1

α1 // A

es un pullback y α1 es un epimorfismo, entonces β2 también lo es.

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama

0

��
A1

µ1

��

α1

##G
GG

GG
GG

GG
G

0 // P
µ //

β2 ##G
GG

GG
GG

GG
G A1

∏
A2

ψ
//

p2

��

A

A2

��
0

con ψ = α1p1 − α2p2, donde µ1 es la primera inclusión en el producto A1

∏
A2

y p2 es la segunda proyección del producto A1

∏
A2. La exactitud de la fila en

el diagrama se sigue del hecho que P es el equalizador de α1p1 y α2p2 (esto por
1.19.11); y por lo tanto µ es el kernel de ψ. Además, como los triangulos del dia-
grama son conmutativos y α1 es un epimorfismo, entonces ψ es un epimorfismo.
Luego por 1.18.8, se tiene que β2 es un epimorfismo. �

Corolario 1.22.4 En una categoŕıa abeliana A, una sucesión exacta

0 // A // B // C // 0

y un morfismo γ : C ′ −→ C pueden ser completados al siguiente diagrama
conmutativo

0 // A // B′ //

��

C ′ //

γ

��

0

0 // A // B // C // 0,
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donde la fila superior es exacta y el cuadrado derecho es un pullback.

Demostración. Se sigue inmediatamente de 1.14.7 y de 1.22.3. �



Caṕıtulo 2

Diagramas y funtores

2.1. Diagramas

Definición 2.1.1 Un diagrama ó carcaj Σ es un triple (Σ0,Σ1, d), donde Σ0

(resp. Σ1) es un conjunto cuyos elementos son llamados vértices (resp. flechas)
y d : Σ1 −→ Σ0 × Σ0 es una función que asocia a cada flecha m ∈ Σ1 el par
(o(m), t(m)) llamados origen o(m) y final t(m) de α.

Definición 2.1.2 Dados un diagrama Σ y una categoŕıa A, una representa-
ción D de A sobre Σ es una función D : Σ −→ A que asocia a cada i ∈ Σ0 un
objeto Di de A, y cada flecha m : i −→ j de Σ1 un morfismo Dm : Di −→ Dj

de A . Denotaremos por RepΣ(A ) a la clase de todas las representaciones de
A sobre Σ.

Observación 2.1.3 (1) RepΣ(A ) es una categoŕıa cuyos objetos son las rep-
resentaciones de A sobre Σ, y un morfismo α : D −→ D′ entre representa-
ciones es una familia {αi : Di −→ D′

i}i∈Σ0 de morfismos en A tales que:
para cada flecha m : i −→ j en Σ1 el siguiente diagrama conmuta

Di
Dm //

αi

��

Dj

αj

��
D′
i

D′
m

// D′
j .

La composición de morfismos D
α // D′ β // D′′ se define como la

familia {βiαi : Di −→ D′′
i }i∈Σ0 .

(2) Con el diagrama Σ se puede construir la categoŕıa de caminos PΣ de
Σ como sigue (¡ésta es la forma de pensar a Σ como una categoŕıa!). Los
objetos de PΣ son los vértices Σ0 y los morfismos de PΣ son todos los
caminos posibles de Σ. Los caminos de Σ son de dos tipos:

61
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(2a) los triviales ó de longitud nula son de la forma ei = (i‖i) para i ∈ Σ0, y
se identifican con el vértice i.

(b) de longitud n con n ≥ 1. Estos son de la forma m = (j | mn,mn−1, . . . ,m1 |
i) donde

i = o(m1)
m1 // o(m2)

m2 // . . . // t(mn−1) = o(mn)
mn // j.

Observemos que la longitud de un camino en Σ es exactamente el número
de flechas que lo componen. Por ejemplo, el camino trivial ei = (i‖i)
del vértice i al i tiene longitud cero (¡no hay flechas, es solo un punto!),
y el m anterior va del vértice i (el origen de m) al j (el final de m).
La composición de dos caminos se hace por concatenación cuando esto
es posible. Es decir, si m = (j | mn,mn−1, . . . ,m1 | i) y m′ = (j′ |
m′
l,m

′
l−1, . . . ,m

′
1 | i′) son caminos de Σ, la composición m′m está definida

sólo si j = i′. Si éste es el caso, m′m = (j′ | m′
l, . . . ,m

′
1,mn, . . . ,m1 | i)

es el camino del vértice i al j′ de longitud n+ l. La composición anterior
se puede ver diagramaticamente como sigue

i
m1 // . . . mn // j = i′

m′
1 // . . .

m′
l // j′ .

Es claro que Σ ⊂ PΣ y que el camino trivial ei = (i‖i) es la identidad
del vértice i, esto es ei = 1i ∀i ∈ Σ0.

La categoŕıa de representaciones se puede interpretar, via una equivalencia,
como una categoŕıa de funtores (ver sección 2.11). En lo que sigue, daremos más
detalles de dicha conexión.

Proposición 2.1.4 Sea Σ un diagrama y A una categoŕıa. Entonces, la re-
stricción ϕ : [PΣ,A ] −→ RepΣ(A ) definida por ϕ(F ) = F |Σ ∀F ∈ [PΣ,A ]
es un isomorfismo de categoŕıas, donde [PΣ,A ] es la categoŕıa de funtores de
PΣ en A .

Demostración. Definamos la extensión ψ : RepΣ(A ) −→ [PΣ,A ] como
sigue. Dado D ∈ RepΣ(A ), definimos D en los caminos ei = (i‖i) de longi-
tud cero como D(ei) := 1Di ; y extendemos D de las flechas de Σ1 a todos
los caminos de Σ. Si m = (j | mn,mn−1, . . . ,m1 | i) ∈ HomPΣ(i, j), defin-
imos ψ(D)(m) = D(mn)D(mn−1) . . . D(m1). Ahora bien, dado un morfismo
α : D −→ D′ de representaciones, usando la conmutatividad de cada cuadrado
en la observación 2.1.3(1), tenemos que α : ψ(D) −→ ψ(D′) es una transfor-
mación natural. Finalmente, es cuestión de rutina ver que ψϕ = 1[PΣ,A ] y
ϕψ = 1RepΣ(A ). �

Definición 2.1.5 Sea Σ un diagrama. Diremos que ∼ es una relación de
conmutatividad en Σ, si ∼ es una relación de equivalencia en la clase de mor-
fismos de PΣ compatible con PΣ (ver caṕıtulo 1). Esto es, ∼ es una relación
de equivalencia en los caminos de Σ tal que
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(a) si c y c′ son caminos en Σ y c ∼ c′, entonces el origen de c y c′ coinciden
y también tienen el mismo final,

(b) si c, c′, d y d′ son caminos en Σ con c ∼ c′ y d ∼ d′, entonces cd ∼ c′d′

cada vez que dicha composición esté definida.

Definición 2.1.6 Sea A una categoŕıa, Σ un diagrama y ∼ una relación de
conmutatividad en Σ. Dada la extensión ψ : RepΣ(A ) −→ [PΣ,A ], construida
en la prueba de 2.1.4, definimos a RepΣ/∼(A ) como la subcategoŕıa plena de
RepΣ(A ) cuyos objetos son los D ∈ RepΣ(A ) tales que: ∀m,m′ caminos en
Σ, si m ∼ m′ entonces ψ(D)(m) = ψ(D)(m′). Por otro lado, la proyección
canónica π : PΣ −→PΣ/ ∼ induce un funtor Φπ : [PΣ/ ∼,A ] −→ [PΣ,A ]
definido por Φπ(F ) = Fπ ∀F ∈ [PΣ/ ∼,A ] que es fiel y pleno.

No es dif́ıcil probar la siguiente proposición.

Proposición 2.1.7 Si A es una categoŕıa, Σ es un diagrama y ∼ una relación
de conmutatividad en Σ, entonces

ϕΦπ : [PΣ/ ∼,A ] −→ RepΣ/∼(A )

es una equivalencia de categoŕıas, donde ϕ es el funtor de 2.1.4 y Φπ es el de
2.1.6.

La relación de conmutatividad más pequeña para Σ es la que identifica dos
caminos de Σ si y sólo llegan a ser los mismos después de quitar las flechas
identidades de sus composiciones. En este caso, se tiene que [Σ,A ] = [Σ/ ∼
,A ]. La relación de conmutatividad más grande para Σ es la cual identifica
cualesquiera dos caminos en Σ que tienen el mismo origen y el mismo final; en
este caso, los objetos de RepΣ/∼(A ) son llamados diagramas conmutativos
en A sobre Σ.

2.2. Ĺımites

Definición 2.2.1 Sea A una categoŕıa y Σ un diagrama. Definamos el funtor

I : A −→ RepΣ(A )

como sigue:

(a) para cada X ∈ A, I(X) := IX : Σ −→ A está definido para cada i ∈ Σ0

por IX(i) = X, y si m : i −→ j es una flecha en Σ1 definimos IX(m) = 1X ,

(b) si α : X −→ Y es un mofismo de A , I(α) := Iα : IX −→ IY es tal que
I(α)i = α ∀i ∈ Σ0.

Es fácil ver que I : A −→ RepΣ(A ) es un funtor fiel y pleno; y es la manera
de ver al objeto A ∈ A como una representación (llamada representación trivial)
IA en RepΣ(A ).
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Definición 2.2.2 Sea D ∈ RepΣ(A ), una familia f = {fi : X −→ Di}i∈Σ0

de morfismos en A es compatible para D si f : IX −→ D es un morfismo en
RepΣ(A ). Esto es, para todo m ∈ Σ1 el siguiente diagrama en A es conmutativo

Di

D(m)

��

X

fi
==||||||||

fj   B
BB

BB
BB

B

Dj .

Definición 2.2.3 Un morfismo f : IX −→ D en RepΣ(A ) se dice que es un
ĺımite para D, si para cualquier otro morfismo α : IY −→ D en RepΣ(A ) existe
un único morfismo Iβ : IY −→ IX en RepΣ(A ) tal que α = fIβ. Esto es, el
siguiente diagrama en A es conmutativo

X
fi

!!B
BB

BB
BB

B

fj

��1
11

11
11

11
11

11
11

Y
αi

}}||
||

||
||

αj

����
��
��
��
��
��
��
�

βoo_ _ _ _ _ _ _

Di

D(m)

��
Dj .

Observación 2.2.4 Si f : IX −→ D y f ′ : IY −→ D son ĺımites para D,
entonces el morfimo Iβ : IY −→ IX tal que f ′ = fIβ, es un isomorfismo.
Esto es, el ĺımite, si existe, es único salvo isomorfismos. Dada D ∈ RepΣ(A ),
denotaremos por f : limD −→ D a una elección de un ĺımite para D. Si por
alguna razón necesitamos del diagrama Σ, escribiremos limi∈Σ0Di en lugar de
limD.

Proposición 2.2.5 Si f : IX −→ D es un ĺımite para D y Iθ : IY −→ IX es
un isomorfismo en RepΣ(A ) (es decir, θ : Y −→ X es un isomorfismo en A ),
entonces fIθ : IY −→ D es un ĺımite para D.

Demostración. Sea f ′ : IZ −→ D un morfismo en RepΣ(A ). Entonces, existe
Iα : IZ −→ IX tal que fIα = f ′. Luego, θ−1α : Z −→ Y es el único morfismo
en A tal que fIθ(Iθ−1α) = f ′. �

Proposición 2.2.6 Sea θ : D −→ D′ un isomorfismo en RepΣ(A ) (es decir,
para cada i, θi : Di −→ D′

i es un isomorfismo en A ). Si f : IX −→ D es un
ĺımite para D, entonces θf : IX −→ D′ es un ĺımite para D′.

Demostración. Análoga a la anterior. �
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Definición 2.2.7 Una categoŕıa A es Σ-completa si toda D ∈ RepΣ(A ) tiene
ĺımite. Si A es Σ-completa para todo diagrama Σ, A será llamada completa. Si
A es Σ-completa para todos los diagramas finitos Σ, A se llamará finitamente
completa.

Proposición 2.2.8 Si A es finitamente completa entonces A tiene pullbacks.
Si A es completa entonces A tiene intersecciones y productos.

Demostración. Consideremos el diagrama Σ = • // • •oo . El ĺımite
de la siguiente representación D sobre Σ

A2

��
A1

// A

es el pullback. Por otro lado, la intersección de una familia {µi : Ai −→ A}i∈I
de sub-objetos de A está dada por el ĺımite de la siguiente representación D
sobre un diagrama Σ que se construye como sigue. Σ0 = I ∪ {p}, donde p es
un elemento que no está en I y hay exactamente una flecha de i a p para cada
i ∈ I. La representación D es: Di = Ai, Dp = A, y si m es la flecha que va de
i a p entonces D(m) es la inclusión de µi : Ai −→ A. Finalmente, el producto
de una familia de objetos {Ai}i∈I es el ĺımite de la representación D sobre el
diagrama cuyo conjunto de vértices es el conjunto I y cuyo conjunto de flechas
es el vaćıo, definiendo Di = Ai para toda i ∈ I. �

Sea D una representación en A sobre Σ. En la busqueda de un ĺımite para
D, podemos suponer que Σ tiene la siguiente propiedad: si i es cualquier vértice
de Σ, entonces existe una flecha m ∈ Σ1 tal que o(m) = i, es decir, Σ no tiene
pozos. En efecto, supongamos que Σ tiene un pozo en i ∈ Σ0. Consideremos el

nuevo diagrama Σ′, donde Σ′0 = Σ0 ∪{v} con v /∈ Σ0 y Σ′1 = Σ1 ∪{ i
α //

v
β
oo }.

Es claro que en Σ′ el vértice i no es un pozo y además no agregamos nuevos po-
zos en Σ′. Extendemos D ∈ RepΣ(A ) a D′ ∈ RepΣ′(A ) como sigue: D′

v = Di,
D′
α = 1Di = D′

β . Claramente, si α : IX −→ D′ es un ĺımite para D′, la restric-
ción α |Σ: IX |Σ−→ D es un ĺımite para D.

Supongamos ahora que Σ no tiene pozos y que A tiene productos; dada una
representación D ∈ RepΣ(A ), definamos P =

∏
i∈Σ0

Di, y sea pi : P −→ Di

la i-ésima proyección. También para m ∈ Σ1 sea qm : PΣ1 −→ P la m-ésima
proyección. Pero a PΣ1 lo podemos ver como el producto de la siguiente fa-
milia de productos {DΣ1

i }i∈Σ0 ; por lo tanto las proyecciones de PΣ1 a los Di

están dadas por la siguiente familia {piqm : PΣ1 −→ Di | i ∈ Σ0,m ∈ Σ1}.
Consideremos el siguiente morfismo en A

µ : P −→ PΣ1
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definido como sigue. Para cada flecha m : j −→ k de Σ, µ satisface las condi-
ciones:

(a) pkqmµ = D(m)pj , y

(b) piqmµ = pi para i 6= k.

Teorema 2.2.9 Sea A una categoŕıa con productos, Σ un diagrama sin pozos,
D ∈ RepΣ(A ) y µ : P −→ PΣ1 el morfismo definido arriba. Entonces µ es
un monomorfismo. Además, si ∆ : P −→ PΣ1 es el morfismo diagonal y el
siguiente diagrama en A

L
µ̄ //

∆̄

��

P

∆

��
P

µ // PΣ1

(2.1)

es un pullback (intersección), entonces pI∆̄ : IL −→ D es un ĺımite para D,
donde p : IP −→ D está dado por la familia de proyecciones {pi : P −→ Di}i∈Σ0 .
Rećıprocamente, si α : IL −→ D es un ĺımite para D y γ : L −→ P es el
morfismo inducido en el producto P =

∏
i∈Σ0

Di por la familia {αi : L −→
Di}i∈Σ0 , entonces reemplazando a ∆̄ y µ̄ por γ en (2.1) se obtiene un diagrama
de pullback.

Demostración. Veamos primero que µ es un monomorfismo. Sean α, β :
X −→ P tales que µα = µβ. Sea i ∈ Σ0 y m ∈ Σ1 una flecha que no termina
en i. Entonces, por definición de µ, tenemos las siguientes igualdades

piα = piqmµα = piqmµβ = piβ.

Por lo tanto, piα = piβ ∀i ∈ Σ0 y de la unicidad de morfismos en el producto
P =

∏
i∈Σ0

Di tenemos que α = β. Luego µ es un monomorfismo.
Ahora demostraremos que ∆̄ = µ̄. Otra vez, para cada i ∈ Σ0 escogemos una
flecha m ∈ Σ1 que no termine en i. Entonces, se tienen las siguientes igualdades

pi∆̄ = piqmµ∆̄ = piqm∆µ̄ = pi1P µ̄ = piµ̄.

Por lo tanto ∆̄ = µ̄. Ahora veamos que pI∆̄ : IL −→ D, con p : IP −→ D dado
por {pi : P −→ Di}i∈Σ0 , es un morfismo en RepΣ(A ). Consideremos una flecha
m : j −→ k en Σ1. Entonces, tenemos los siguientes igualdades

D(m)pj∆̄ = pkqmµ∆̄ = pkqm∆µ̄ = pk1P µ̄ = pkµ̄ = pk∆̄.

Por lo tanto pI∆̄ : IL −→ D es un morfismo en RepΣ(A ).
Finalmente, veamos que el morfismo anterior es un ĺımite para D. Sea f : IX −→
D un morfismo de representaciones. Luego, por la propiedad del producto, ten-
emos un morfismos f̄ : X −→ P tal fi = pif̄ . Ahora demostraremos que
∆f̄ = µf̄ : X −→ PΣ1 . En efecto, sea m : j −→ k en Σ1. Entonces, para
i 6= k tenemos que

piqmµf̄ = pif̄ = pi1P f̄ = piqm∆f̄ ,
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y para i = k, usaremos que f : IX −→ D es un morfismo en RepΣ(A ) para
obtener las igualdades

pkqmµf̄ = D(m)pj f̄ = D(m)fj = fk = pkf̄ = pk1P f̄ = pkqm∆f̄ .

Por lo tanto ∆f = µf ; luego por la propiedad de pullback, existe un único
morfismo f ′ que hace conmutar el siguiente diagrama en A

X
f̄

##

f ′

  @
@

@
@

f̄

��

L
µ̄ //

∆̄

��

P

∆

��
P µ

// PΣ1 .

Entonces ∆̄f ′ = f̄ , es decir, pi∆̄f ′ = fi para toda i. En particular, el siguiente
diagrama en A conmuta

L
pi∆̄

  B
BB

BB
BB

B

pj∆̄

��0
00

00
00

00
00

00
00

X
f ′oo

fi

}}||
||

||
||

fj

��























Di

��
Dj ,

probándose que pI∆̄ : IL −→ D es un ĺımite de D.
Rećıprocamente, supongamos que α : IL −→ D es un ĺımite para D. Reem-
plazando ∆̄ y µ̄ en el diagrama (2.1) por el morfismo γ : L −→ P el cual es
inducido por la familia {αi : L −→ Di}i∈Σ0 en el producto, es decir, γ es tal
que αi = piγ ∀i ∈ Σ0. Entonces, como se hizo anteriormente, se demuestra que
∆γ = µγ. Ahora sean f : X −→ P y g : X −→ P tales que µf = ∆g. También
reemplazando ∆̄ y µ̄ por f y g en lo hecho anteriormente para demostrar que
∆̄ = µ̄, se obtiene que f = g y que la familia {pif : X −→ Di}i∈Σ0 induce
un morfismo IX −→ D en RepΣ(A ). Por lo tanto, existe un único morfismo
f ′ : X −→ L tal que el siguiente diagrama en A conmuta

L
αi

  B
BB

BB
BB

B

αj

��0
00

00
00

00
00

00
00

X
pif

}}||
||

||
||

pjf

��























f ′oo

Di

��
Dj .
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Es decir piγf ′ = αif
′ = pif ; por lo tanto γf ′ = f , y entonces el siguiente

diagrama en A

L
γ //

γ

��

P

∆

��
P µ

// PΣ1

es un pullback. �

Corolario 2.2.10 Una categoŕıa A es (resp. finitamente) completa si y sólo si
tiene intersecciones finitas y productos (resp. finitos).

Demostración. Es consecuencia de 2.2.9 y de la discusión previa a dicho
teorema. �

Corolario 2.2.11 Sea A una categoŕıa aditiva ó normal. Entonces, A es (re-
sp. finitamente) completa si y sólo si tiene kerneles y productos (resp. finitos).

Demostración. Si A es completa entonces tiene kerneles y productos, ya
que son casos especiales de ĺımites. Rećıprocamente, supongamos que que A es
aditiva y tiene kerneles y productos; entonces, A tiene equalizadores y por lo
tanto, por 1.19.13(2), A tiene intersecciones finitas. De igual manera, en el caso
en que A sea normal y con kerneles y productos, se tiene por 1.16.2, que A
tiene intersecciones finitas. Luego, se sigue de 2.2.10, que A es completa. �

Definición 2.2.12 Sea D ∈ RepΣ(A ), decimos que f = {fi : Di −→ X}i∈Σ0

es una familia cocompatible para D si f : D −→ IX es un morfismo en RepΣ(A ).
Esto es, para todo m ∈ Σ1 el siguiente diagrama en A es conmutativo

Di

D(m)

��

fi

}}||
||

||
||

X

Dj .

fj

``BBBBBBBB

Definición 2.2.13 Un morfismo f : D −→ IX en RepΣ(A ) se dice que es un
coĺımite para D, si para cualquier otro morfismo α : D −→ IY en RepΣ(A )
existe un único morfismo Iβ : IX −→ IY en RepΣ(A ) tal que α = Iβf . Esto es,
el siguiente diagrama en A es conmutativo

X
β //_______ Y

Di

D(m)

��

fi

aaBBBBBBBB
αi

==||||||||

Dj .

fj

XX111111111111111

αj

FF���������������
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Observación 2.2.14 Si f : D −→ IX y f ′ : D −→ IY son coĺımites para
D, entonces el morfismo Iβ : IX −→ IY tal que f ′ = Iβf , es un isomorfismo.
Esto es, el coĺımite, si existe, es único salvo isomorfismos. Dada D ∈ RepΣ(A ),
denotaremos por f : D −→ colimD a una elección de un coĺımite para D. Si por
alguna razón necesitamos del diagrama Σ, escribiremos colimi∈Σ0Di en lugar de
colimD.

Definición 2.2.15 Una categoŕıa A es Σ-cocompleta si toda D ∈ RepΣ(A )
tiene coĺımite. Si A es Σ-cocompleta para todo diagrama Σ, A será llamada
cocompleta. Si A es Σ-cocompleta para todos los diagramas finitos Σ, A se
llamará finitamente cocompleta.

Observación 2.2.16 f : IX −→ D es un ĺımite para D ∈ RepΣ(A ) si y sólo
si f∗ : D∗ −→ IX∗ es un coĺımite para D∗ ∈ RepΣ(A ∗). Por lo tanto, A es
Σ-cocompleta si y sólo si A ∗ es Σ-completa.

Corolario 2.2.17 Una categoŕıa es abeliana si y sólo si es finitamente completa
y cocompleta, normal y conormal.

Demostración. Se sigue de 1.22.2, del corolario 2.2.11 y su dual. �

Proposición 2.2.18 Sea A una categoŕıa con imágenes e imágenes inversas,
y sea q : D −→ IL el coĺımite de una D ∈ RepΣ(A ). Si f : D −→ IA es un
morfismo de representaciones y f̄ : L −→ A es el morfismo en A tal que el
siguiente diagrama en RepΣ(A ) conmuta

D
q //

f   A
AA

AA
AA

A IL

If̄~~}}
}}

}}
}}

IA,

entonces
⋃
i∈Σ0

Im(fi) está definida y es igual a la imagen de f̄ .

Demostración. Sea L
f ′ // Im(f̄)

µ // A la factorización de f̄ a través de

su imagen. Para cada i ∈ Σ0, sea Di

f ′i // Im(fi)
µi // A la factorización de

fi a través de su imagen. Dado que µf ′qi = f̄ qi = fi = µif
′
i , entonces existe

ξi : Im(fi) −→ Im(f̄) tal que el siguiente diagrama en A

Im(f̄)
µ // A

Im(fi)
ξi

ddIIIIIIIII µi

<<zzzzzzzzz

es conmutativo ∀i ∈ Σ0, es decir, µi ≤ µ ∀i ∈ Σ0. Veamos que µ : Im(f̄) −→ A
es la unión de {µi : Im(fi) −→ A}i∈Σ0 . La primera propiedad de la unión
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está dada por el diagrama anterior.
Chequemos ahora la propiedad de ser llevado. Sea g : A −→ B un morfismo

y sea B′
h // B un sub-objeto de B tal que µi : Im(fi) −→ A es llevado a

h : B′ −→ B por g para cada i ∈ Σ0, entonces tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

Di

D(m)

��

fi

##G
GG

GG
GG

GG
G

f ′i // Im(fi)
gi //

µi

��

B′

h

��
A

g // B

Dj

fj

;;wwwwwwwww

f ′j

// Im(fj) gj
//

µj

OO

B′.

h

OO

Esto implica que hgif ′i = gµif
′
i = gfi = gfjD(m) = gµjf

′
jD(m) = hgjf

′
jD(m);

pero como h es un monomorfismo, se tiene que gif ′i = gjf
′
jD(m). Por lo tanto,

haciendo αi := gif
′
i : Di −→ B′, obtenemos un morfismo α : D −→ IB′ de rep-

resentaciones. Ahora bien, de la definición de coĺımite, existe un único morfismo
θ : L −→ B′ tal que gif ′i = θqi para toda i ∈ Σ0.
Por otro lado, consideremos Igf : D −→ IB en RepΣ(A ). Pero gfi = hgif

′
i , por

lo tanto (gf̄)qi = gfi = hgif
′
i = (hθ)qi ∀i ∈ Σ0. De la unicidad del morfismo

inducido en el coĺımite se tiene que gf̄ = hθ. Luego, por la definición de im-
agen inversa, existe un único morfismo ψ : L −→ g−1(B′) tal que el siguiente
diagrama en A conmuta

L

f̄

��4
44

44
44

44
44

44
44

4
ψ

##G
GG

GG
GG

GG
θ

))SSSSSSSSSSSSSSSSSSS

g−1(B′)
w1 //

w2

��

B′

h

��
A g

// B.

Esto implica que f̄ = w2ψ y entonces existe un morfismo λ : Im(f̄) −→ g−1(B′)
tal que µ = w2λ. Consideremos el morfismo w1λ : Im(f̄) −→ B′. Luego hw1λ =
gw2λ = gµ. Por lo tanto, µ : Im(f̄) −→ A es llevado por g a h : B′ −→ B,
probándose que µ : Im(f̄) −→ A es la unión de {µi : Im(fi) −→ A}i∈Σ0 . �

Proposición 2.2.19 Sea A una categoŕıa con productos e intersecciones y sea
D ∈ RepΣ(A ). Entonces, el ĺımite para D está dado por la familia de composi-
ciones ⋂

m:j−→k∈Σ1
Equ(pk, D(m)pj) ⊂

∏
h∈Σ0

Dh
pi // Di ,

donde pi :
∏
h∈Σ0

Dh −→ Di es la i-ésima proyección del producto.
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Demostración. Sea P =
∏
h∈Σ0

Dh y m : j −→ k en Σ1. Consideremos el
equalizador de los siguientes morfismos de pk, D(m)pj : P −→ Dk

Am = Equ(pk, D(m)pj)
µm // P,

y sea ∩m∈Σ1Am
θ // P la intersección de la familia {µm : Am −→ P}m∈Σ1

de sub-objetos de P . Veamos que q = {piθ :
⋂
m∈Σ1

Am −→ Di}i∈Σ0 es un
morfismo q : I⋂

m∈Σ1
Am −→ D en RepΣ(A ). Como θ = µmvm para toda m ∈

Σ1 (esto por la definición de intersección de los µm), entonces se tienen las
igualdades

D(m)pjθ = D(m)pjµmvm = (D(m)pjµm)vm = (pkµm)vm

donde la última igualdad es por la definición de equalizador. Pero como θ =
µmvm, se sigue que D(m)pjθ = pkθ. Por lo tanto q : I⋂

m∈Σ1
Am −→ D, con qj la

siguiente composición ∩Am
θ // P

pi // Dj , es un morfismo de representa-
ciones.
Consideremos ahora un morfismo f : IX −→ D en RepΣ(A ). Entonces, por la
propiedad del producto P =

∏
h∈Σ0

Dh, existe un único morfismo f̄ : X −→ P

tal que pif̄ = fi para toda i ∈ Σ0. Luego, para m : j −→ k en Σ1 tenemos que
D(m)pj f̄ = D(m)fj = fk = pkf̄ . Por lo tanto, existe un morfismo v′m tal que
el siguiente diagrama en A es conmutativo

X

f̄

��

v′m

!!B
BB

BB
BB

B f̄

$$
Am

µm

��

µm // P

D(m)pj

��
P pk

// Dk.

Es decir, el morfismo f̄ se factoriza a través de los µm y entonces, por definición
de intersección, existe un único morfismo g : X −→ ∩Am tal que f̄ = θg; lo
que implica que piθg = pif̄ = fi ∀i ∈ Σ0. Esto es, el siguiente diagrama es
conmutativo en RepΣ(A )

I⋂
Am

q // D

IX .

Ig

OO

f

<<zzzzzzzzz

La unicidad de g se comprueba fácilmente, probándose la proposición. �

Corolario 2.2.20 Sea A una categoŕıa abeliana cocompleta y D ∈ RepΣ(A ).
Entonces, el coĺımite para D está dado por la familia de composiciones

Di
µi //

⊕
h∈Σ0

Dh //
⊕

h∈Σ0
Dh/

⋃
m:k−→j∈Σ1

Im(µk − µjD(m)) ,
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donde µi es la inclusión en el coproducto.

Demostración. Dualizando la proposición anterior, se tiene que el coĺımite de
D es la siguiente familia

Di
µi //

⊕
h∈Σ0

Dh //
⋂∗
m:k−→j∈Σ1

Coequ(µk, µjD(m)) ,

donde
⋂∗ denota a la noción dual de

⋂
, es decir, la cointersección. Ahora bien,

en una categoŕıa aditiva se tiene que

Coequ(µk, µjD(m)) = Coker(µk − µjD(m)).

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en A

D(k)
µk−µjD(m) //

''OOOOOOOOOOOO
⊕

h∈Σ0
Dh // Coker(µk − µjD(m))

Im(µk − µjD(m)).

66mmmmmmmmmmmmm

Luego, Coker(µk − µjD(m)) =
⊕

h∈Σ0
Dh/Im(µk − µjD(m)); y por lo tan-

to, se tiene que
⋂∗
m∈Σ1

Coequ(µk, µjD(m)) =
⋂∗
m∈Σ1

( ⊕
h∈Σ0

Dh/Im(µk −

µjD(m))
)

. Finalmente, por 1.17.9, sabemos que el lado derecho de la igual-
dad anterior es

⊕
h∈Σ0

Dh/
⋃
m∈Σ1

Im(µk − µjD(m)), probándose el corolario.
�

2.3. Ĺımites inversos y directos

Definición 2.3.1 Sea (I,≤) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que
(I,≤) es dirigido, si ∀i, j ∈ I existe t ∈ I tal que i ≤ t y j ≤ t. Recordamos
que i < j si y sólo si i ≤ j e i 6= j.

Definición 2.3.2 Dado un conjunto parcialmente ordenado (I,≤), denotare-
mos por Ord(I) al siguiente diagrama:

(a) (Ord(I))0 := I,

(b) por cada par de vértices i, j ∈ I con i < j, colocamos exactamente una
única flecha m : i −→ j en Ord(I).

Definición 2.3.3 Sea (I,≤) dirigido. Consideremos en Ord(I) la mayor relación
de conmutatividad ∼. Esto es, dos caminos γ, δ están relacionados γ ∼ δ si y
sólo si sus extremos (inicial y final) son iguales. Un sistema directo D en
A sobre I, es simplemente una representación D de A sobre Ord(I)/ ∼. Da-
da una representación D ∈ RepOrd(I)/∼(A ), la conmutatividad del diagrama
Ord(I)/ ∼ implica que: si i ≤ j existe un único morfismo πDij : Di −→ Dj en A
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(para simplificar, escribiremos πij en lugar de πDij cuando no haya ambiguedad)
tal que πDjkπ

D
ij = πDik para i ≤ j ≤ k y πDii = 1Di ∀i ∈ I. El coĺımite q : D −→ IL

será llamado el ĺımite directo para el sistema directo {Di, π
D}i∈I , y el objeto

L será denotado por lim−→i∈I Di ó simplemente por lim−→D. Esto es, por definición,
tenemos que lim−→D = colimD.

Dualmente, un sistema inverso en A sobre I, es un sistema directo en A ∗.
Entonces, un sistema inverso es una familia de objetos {Di}i∈I y de morfismos
{πij : Dj −→ Di}i≤j en A tales que para i ≤ j ≤ k se tiene que πijπjk = πik y
πii = 1Di para toda i ∈ I. En este caso, el ĺımite es llamado el ĺımite inverso de
D, y será denotado por lim←−i∈I Di. Esto es, por definición, tenemos que lim←−D =
lim (D).
Recordemos que un subconjunto J de un conjunto dirigido (I,≤) es llamado
cofinal si ∀i ∈ I existe j ∈ J tal que i ≤ j. Si el conjunto J es cofinal, entonces
J es dirigido. De esta manera, si D es un sistema directo en A sobre I, entonces
la restricción D |J de D sobre J es un sistema directo en A sobre J . No es dif́ıcil
probar la siguiente propiedad de los subconjuntos cofinales.

Proposición 2.3.4 Sea D un sistema directo en A sobre I y sea J un subcon-
junto cofinal de I. Si {πi : Di −→ L}i∈I es el ĺımite directo para D, entonces
{πi : Di −→ L}i∈J es el ĺımite directo para D |J .

En otras palabras, el ĺımite directo de un sistema está determinado por los
valores del sistema en cualquier subconjunto cofinal. En particular, si A tiene
objeto cero y si Di = 0 para toda i en un conjunto cofinal de I, entonces
lim−→Di = 0.

Proposición 2.3.5 Sea A una categoŕıa abeliana. Entonces, A es cocompleta
si y sólo si tiene ĺımites directos.

Demostración. (⇒) Es trivial puesto que el ĺımite directo es un tipo especial
de coĺımite
(⇐) Veamos que A tiene coproductos arbitrarios. Sea {Aλ}λ∈Λ un conjunto
de objetos en una categoŕıa A . Sea I = {F ⊂ Λ | F es finito}. Definimos un
orden parcial ≤ en I: F ≤ G si y sólo si F ⊂ G. Con este orden, I es un conjunto
dirigido pues F ∪ G ∈ I, F ⊂ F ∪ G y G ⊂ F ∪ G. Consideremos el diagrama
Ord(I). Dado que existe m : F −→ G en Ord(I) si y sólo si F < G. Entonces,
definimos un sistema directo D sobre I como:

(a) D(F ) =
⊕

λ∈F Aλ ∀F ∈ I,

(b) para m : F −→ G definimos D(m) = uFG, donde uFG :
⊕

λ∈F Aλ −→⊕
λ∈GAλ es el morfismo inducido por las inclusiones en el coproducto.

Como A tiene ĺımites directos, consideremos el ĺımite directo lim−→D de D. Es
fácil ver que lim−→D =

⊕
λ∈ΛAλ. Por lo tanto A tiene coproductos arbitrarios.

Luego, por el dual de 2.2.11, A es cocompleta. �
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Definición 2.3.6 Sea {µi : Ai −→ A}i∈I una familia de sub-objetos de A en
una categoŕıa A. Definimos un orden parcial ≤ en I como sigue: i ≤ j si y sólo
si µi ≤ µj.
Diremos que la familia anterior es una familia dirigida de sub-objetos de
A, si (I,≤) es un conjunto dirigido. Definimos el sistema directo D asociado a
la familia dirigida {µi : Ai −→ A}i∈I como D(i) = Ai ∀i ∈ I y para m : i −→ j,
D(m) = πij, donde πij es el único morfismo en [(µi, A), (µj , A)][A ,A].

Observación 2.3.7 Sea {µi : Ai −→ B}i∈I una familia dirigida de sub-objetos
de B en una categoŕıa A . En particular, tenemos que µ : D −→ IB es un
morfismo en RepOrd(I)/∼(A ), donde µ = {µi}i∈I y D es el sistema directo
asociado a la familia dirigida {µi : Ai −→ B}. Por lo tanto, si existe lim−→i∈I Ai
entonces se obtiene un único morfismo µ̄ : lim−→Ai −→ B tal que el siguiente
diagrama en A

lim−→Ai
µ̄ // B

Ai

bbEEEEEEEE µi

??��������

conmuta para todo i ∈ I. En general µ̄ : lim−→Ai −→ B no es un monomorfismo.
Lo más que se puede decir, es que, si A tiene imágenes e imágenes inversas
entonces Im(µ̄) = ∪i∈IAi (ver 2.2.18).

2.4. Funtores aditivos

Definición 2.4.1 Un funtor covariante T : A −→ B es aditivo si satisface
las siguientes dos condiciones:

(a) A y B son categoŕıas aditivas,

(b) ∀(A,B) ∈ Obj(A )×Obj(A ), el morfismo inducido por T

[A,B]A −→ [T (A), T (B)]B

es un morfismo de grupos abelianos.

Recordemos que si T : A −→ B y S : B −→ C son funtores, la composición
ST : A −→ C se define por las reglas ST (A) = S(T (A)) y ST (α) = S(T (α)).
Más aún, si S y T son ambos covariantes ó contravariantes entonces ST es
covariante; mientras que, si uno es covariante y el otro controvariante entonces
ST es contravariante. Si S y T son funtores aditivos entonces ST es aditivo.
Por otro lado, si T : A −→ B es un funtor covariante ( resp. contravariante)
entonces tenemos un funtor contravariante (resp. covariante) T∗ : A ∗ −→ B
donde T∗ = TDA ∗ con DA ∗ : A ∗ −→ A el funtor dualidad. De igual manera,
obtenemos un funtor contravariante (resp. covariante) T ∗ : A −→ B∗ por
composición de T con el funtor de dualidad DB : B −→ B∗. Además, podemos
escribir T ∗∗ = (T ∗)∗ = (T∗)∗.
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Definición 2.4.2 Sea A una categoŕıa y A un objeto de A. El funtor Hom
covariante HA : A −→ Sets, con respecto a A, se define como sigue: HA(B) :=
[A,B]A ∀B ∈ A, y si α : B −→ C es un morfismo en A entonces la función

HA(α) : [A,B] −→ [A,C]

está dada por la regla HA(α)(f) = αf .

Observación 2.4.3 (1) Si A es una categoŕıa aditiva entonces HA(B) es un
grupo abeliano y HA(α) es un morfismo de grupos abelianos. Por lo tanto,
HA puede ser considerado como un funtor aditivo de A en la categoŕıa
Ab de grupos abelianos.

(2) Análogamente, tenemos el funtor Hom contravariante HA : A −→ Sets
definido por HA(B) = [B,A]A ∀B ∈ A y HA(α)(f) = fα para α ∈
[B,C]A y f ∈ [C,A]A . Notemos que lo hecho para HA cuando A es
aditiva, vale para HA. Además (HA)∗ = HA∗ , es decir, HADA ∗ = HA∗ .
Para ver esto, notemos que en objetos valen las siguientes igualdades

HADA ∗(B∗) = HA(B) = [A,B]A = [B∗, A∗]A ∗ = HA∗(B∗),

y en morfismos HADA ∗(α∗)(β) = HA(α)(β) = αβ.
Por lo tanto (HA)∗(α∗)(β∗) = HA(α)(β). Por otro lado, HA∗(α∗)(β∗) =
β∗α∗ = αβ, probándose que (HA)∗ = HA∗ .

2.5. Propiedades que preservan los funtores

Definición 2.5.1 Sea T : A −→ B un funtor covariante.

(a) Decimos que T es un monofuntor (resp. epifuntor) si T (α) es un
monomorfismo (resp. epimorfismo) en B siempre que α lo sea en A .

(b) Si A y B son categoŕıas con cero, se dice que T preserva objetos (resp.
morfismos) cero si T (0) es un objeto (resp. morfismo) cero en B siempre
que 0 lo sea en A .

(c) T preserva kerneles si T (K)
T (µ) // T (A) = Ker( T (A)

T (α) // T (B) )

siempre que K
µ // A = Ker( A

α // B ).

Lema 2.5.2 Sea T : A −→ B un funtor covariante. Entonces

(a) T es un epifuntor si y sólo si T ∗∗ es un monofuntor,

(b) T preserva objetos cero si y sólo si T preserva morfismos cero. En partic-
ular, si T es aditivo entonces T preserva ceros,

(c) si T preserva kerneles entonces preserva objetos cero,
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(d) si T preserva kerneles y A es normal, entonces T es un monofuntor.

Demostración.

(a) Dado que T ∗∗ = DBTDA ∗ con DA ∗ : A ∗ −→ A y DB : B −→ B∗

los funtores dualidad, usando que dichos funtores mandan epimorfismos a
monomorfismos (y viceversa) se obtiene (a).

(b) Es consecuencia de que un objeto en una categoŕıa está caracterizado por
su morfismo identidad.

(c) Supongamos que T preserva kerneles. Dado que

0
10 // 0 = Ker( 0

10 // 0 )

y el kernel del morfismo identidad es cero, se tiene que T preserva ceros.

(d) Sea α : A −→ B un monomorfismo. Si A es normal, sabemos que α =
Ker(β) para algún β : B −→ C en A . Luego, si T preserva kerneles
entonces preserva monomorfismos.

�

Definición 2.5.3 Sean A y B categoŕıas exactas. Decimos que el funtor T :

A −→ B es exacto, si T (A)
T (α) // T (B)

T (β) // T (C) es una sucesión exacta

en B para toda sucesión exacta A
α // B

β // C en A .

Proposición 2.5.4 Sean A y B categoŕıas exactas y T : A −→ B un funtor
covariante. Entonces,

(a) T preserva kerneles si y sólo si para toda sucesión exacta corta

0 // A
α // B

β // C // 0 (2.2)

en A, la sucesión 0 // T (A)
T (α) // T (B)

T (β) // T (C) es exacta en B.

(b) T preserva cokerneles si y sólo si para toda sucesión exacta corta (2.2), la

sucesión T (A)
T (α) // T (B)

T (β) // T (C) // 0 es exacta en B.

(c) T es exacto si y sólo si para toda sucesión exacta corta (2.2) en A, la
sucesión

0 // T (A)
T (α) // T (B)

T (β) // T (C) // 0

es exacta en B.

Demostración.
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(a) (⇒) Si T preserva kerneles entonces, por 2.5.2(d), obtenemos que T preser-
va monomorfismos. Luego, como α = Ker(β), concluimos que la sucesión

0 // T (A)
T (α) // T (B)

T (β) // T (C) es exacta en B.
(⇐) Veamos que T preserva kerneles. En efecto, sea α : A1 −→ A2 un
morfismo en A . Consideremos las siguientes sucesiones exactas cortas en
A

0 // K
α1 // A1

α2 // I // 0

0 // I
β1 // A2

β2 // K ′ // 0,

donde α1 es el kernel de α, β2 es el cokernel de α y α = β1α2 es la
factorización de α a través de su imagen. La condición sobre T , nos dice
que

0 // T (K)
T (α1) // T (A1)

T (α2) // T (I)

y

0 // T (I)
T (β1) // T (A2)

T (β2) // T (K ′)

son sucesiones exactas. Entonces, T (α1) es el kernel de T (α2) y T (β1) es
un monomorfismo. Luego T (α1) es el kernel de T (β1)T (α2) y por lo tanto
de T (α), pues β1α2 = α.

(b) Se sigue por dualidad de (a); y (c) se prueba análogamente a (a).

�

Definición 2.5.5 Sea Σ un diagrama y T : A −→ B un funtor (covariante).
Por composición punto a punto, T induce un funtor, que denotaremos también
por T , T : RepΣ(A ) −→ RepΣ(B) como sigue: Para D ∈ RepΣ(A ), (TD)i :=
T (Di) ∀i ∈ Σ0 y (TD)m := T (D(m)) ∀m ∈ Σ1. Dado un morfismo de repre-
sentaciones α : D −→ D′, definimos el morfismo T (α) : TD −→ TD′, donde
T (α) = {T (αi) : T (Di) −→ T (D′

i)}i∈Σ0 . Decimos que T preserva ĺımites, si
T (α) : IT (X) −→ T (D) es un ĺımite para TD siempre que α : IX −→ D lo
sea de D, esto es, T (limD) = lim (TD). Dualmente, T preserva coĺımites si
T (colimD) = colim (TD).

Observación 2.5.6 (1) T preserva ĺımites si y sólo si T ∗∗ preserva coĺımites.

(2) Si T preserva ĺımites entonces preserva pullbacks y productos.

Lema 2.5.7 Sea T : A −→ B un funtor que preserva ceros. Si T preserva
ĺımites entonces,

(a) T preserva imágenes inversas y kerneles,

(b) si A es normal entonces T es un monofuntor.

Demostración.
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(a) Dado que T preserva pullbacks (un tipo de ĺımite), y que el kernel y la
imagen inversa son pullbacks, entonces son preservados.

(b) Es inmediato de (a) y de 2.5.2(d).

�

Ejemplos:

(1) El funtor olvido F : Ab −→ Sets es un monofuntor, epifuntor, preserva
ĺımites, también es denso y fiel; pero no es pleno ni preserva coĺımites.

(2) Sea A una categoŕıa y A ′ una subcategoŕıa de A . Entonces, el funtor
inclusión I : A ′ −→ A es una inmersión; pero no necesariamente es un
monofuntor, epifuntor, ni necesariamente preserva ĺımites ó coĺımites. Si
A ′ es completa e I : A ′ −→ A preserva ĺımites entonces diremos que
A ′ es una subcategoŕıa completa de A . Equivalentemente, A ′ es una
subcategoŕıa completa de A , si toda representación D en A ′ tiene ĺımite
en A y éste ĺımite está en A ′.

Definición 2.5.8 Si A ′ y A son categoŕıas exactas y el funtor inclusión I :
A ′ −→ A es exacto, decimos que A ′ es una subcategoŕıa exacta de A ; y
si I es aditivo, diremos que A ′ es una subcategoŕıa aditiva de A . Si I es
una equivalencia, A ′ será llamada una subcategoŕıa equivalente de A . De
esta manera, A ′ es una subcategoŕıa equivalente de A si y sólo si A ′ es una
subcategoŕıa plena de A tal que todo objeto en A es isomorfo a un objeto de
A ′.

Las propiedades de funtores definidas en esta sección son llamadas propiedades
que preservan los funtores. Si T : A −→ B y S : B −→ C son funtores covari-
antes teniendo ambos la misma propiedad de preservación, entonces ST preserva
dicha propiedad.

Definición 2.5.9 Diremos que un funtor contravariante T : A −→ B tiene
una propiedad de preservación si y sólo si el funtor covariante T∗ : A ∗ −→ B
tiene tal propiedad, donde T∗ := TDA ∗ .

2.6. Propiedades del funtor Hom

Proposición 2.6.1 Sea A una categoŕıa. Entonces

(a) θ : B −→ C es un monomorfismo en A si y sólo si HA(θ) : HA(B) −→
HA(C) lo es en Sets ∀A ∈ A,

(b) una familia F = {fi : L −→ Di}i∈Σ0 de morfismos en A es un ĺımite para
D ∈ RepΣ(A ) si y sólo si HA(F ) = {HA(fi) : HA(L) −→ HA(Di)}i∈Σ0

es un ĺımite para HAD ∈ RepΣ(Sets) ∀A ∈ A . En particular, si el ĺımite
existe, se tiene que HA(limD) = limHA(D).
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(c) Si A es aditiva entonces la categoŕıa Sets puede reemplazarse, en (a) y
(b), por la categoŕıa de grupos abelianos Ab.

Demostración.

(a) Por definición, el morfismo θ : B −→ C es un monomorfismo si y sólo
si para cada A ∈ A el morfismo inducido HA(θ) : [A,B] −→ [A,C] es
inyectivo. Pero un morfismo en la categoŕıa de conjuntos es inyectivo si y
sólo si es un monomorfismo, probándose la primera afirmación.

(b) (⇒) Sea F = {fi : L −→ Di}i∈Σ0 un ĺımite para D ∈ RepΣ(A ). Consid-
eremos un morfismo α : IX −→ HAD en RepΣ(Sets). Entonces, para cada
x ∈ X, tenemos un morfismo α(x) : IA −→ D en RepΣ(A ) dado por la
familia de morfismos {αi(x) : A −→ Di}i∈Σ0 en A . Por ser F un ĺımite
para D, para cada x ∈ X, existe un único morfismo ᾱ(x) : A −→ L en A
que hace conmutar el siguiente diagrama

IA
α(x) //

Iᾱ(x)

��

D

IL
F

??~~~~~~~~

en RepΣ(A ). Ahora bien, como X es un conjunto, el morfismo ᾱ(x) :
A −→ L con x ∈ X induce un único morfismo ᾱ : X −→ HA(L) en Sets.
Veamos que el diagrama

IX
α //

Iᾱ
��

HAD

IHA(L)

HA(F )

::uuuuuuuuu

conmuta en RepΣ(Sets). En efecto, sabemos que F Iᾱ(x) = α(x) ∀x ∈
X. Por otro lado, (HA(F )Iᾱ)(x) = F Iᾱ(x) ∀x ∈ X, probándose que
HA(F )Iᾱ = α. Esto último, implica que HA(F ) : IHA(L) −→ HAD es
un ĺımite para HAD.
(⇐) Sea HA(F ) : IHA(L) −→ HAD un ĺımite para HAD ∀A ∈ A . Supong-
amos que F no es el ĺımite para D. Entonces, tenemos tres posibilidades:

(1) F : IL −→ D no es un morfismo en RepΣ(A ). Por lo tanto, existe una
flecha m : i −→ j en Σ1 tal que el siguiente diagrama

Di

D(m)

��

L

fi
>>}}}}}}}}

fj   @
@@

@@
@@

Dj
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no conmuta en A . Tomando 1L ∈ HL(L), se tiene que el siguiente dia-
grama

HL(Di)

��

HL(L)

HL(fi)
99ttttttttt

HL(fj) $$JJJJJJJJJ

HL(Dj)

no conmuta en Sets. Por lo tanto HL(F ) no es un ĺımite para HLD,
contradiciendo la hipótesis.

(2) Existe un morfismo γ : IX −→ D en RepΣ(A ) y dos morfismos distintos
γ̄, γ̄′ : X −→ L en A tales que γ = F Iγ̄ = F Iγ̄′ . En particular,

HX(γ̄)(1X) = γ̄ 6= γ̄′ = HX(γ̄′)(1X);

y en consecuencia HX(Iγ̄) y HX(Iγ̄′) son dos factorizaciones distintas del
morfismo HX(γ) : IHX(X) −→ HXD en RepΣ(Sets). Entonces HX(F ) no
es el ĺımite para HXD, contradicción.

(3) Para algún morfismo γ : IX −→ D, no existe factorización Iψ : IX −→
IL tal que γ = F Iψ. Luego, no existe Iu : IHX(X) −→ IHX(L) tal que
HX(γ) = HX(F )Iu. En efecto, supongamos que existe Iu tal que HX(γ) =
HX(F )Iu. Pero HX(F )Iu(1X) = HX(F )Iu(1X) = F Iu(1X). Por otro lado,

HX(γ)(1X) = HX(γ)I1HX (X)
(1X) = HX(γ)I1HX (X)(1X) = γI1HX (X)(1X) =

γI1X = γ.
Entonces Iu(1X) : IX −→ IL es una factorización de γ : IX −→ D, con-
tradicción. Luego no existe tal Iu, por lo tanto HX(F ) no es un ĺımite
para HX(D), contradicción.
Por lo tanto, dado que las tres posibilidades anteriores nos llevan a una
contradicción, concluimos que F es el ĺımite para D.

(c) Si Sets es reemplazado por Ab, la única diferencia en la demostración de
(a) y (b) es en el punto en que se tiene que demostrar que HA(F ) es un
ĺımite para HA(D). Aqúı, lo que se debe checar es que el morfismo ᾱ es
un morfismo de grupos abelianos; pero eso se sigue de que los morfismos
αi son aśı.

�
Usando la igualdad (HA)∗ = HA∗ , probada en 2.4.3, se obtiene la siguiente

proposición dual a la anterior.

Proposición 2.6.2 Sea A una categoŕıa. Entonces
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(a) Un morfismo θ : C −→ B es un epimorfismo en A si y sólo si HA(θ) :
HA(B) −→ HA(C) es un monomorfismo en Sets ∀A ∈ A .

(b) Una familia F = {fi : Di −→ L}i∈Σ0 de morfismos en A es un coĺımite de
D ∈ RepΣ(A ) si y sólo si HA(F ) = {HA(fi) : HA(L) −→ HA(Di)}i∈Σ0

es un ĺımite para HAD ∈ RepΣ(Sets) ∀A ∈ A . En particular, si el coĺımite
existe, se tiene que HA(colimD) = lim (HA(D)).

(c) Si A es aditiva entonces la categoŕıa Sets puede reemplazarse, en (a) y
(b), por la categoŕıa de grupos abelianos Ab.

2.7. Funtores que preservan ĺımites

Definición 2.7.1 Un funtor T : A −→ B preserva intersecciones finitas
si cada vez que T preserva dos monomorfismos, para los cuales su intersección
está definida, entonces T preserva su intersección.

Note que la definición anterior no requiere que T sea un monofuntor ni que T
preserve pullbacks.

Proposición 2.7.2 Sean A y B categoŕıas. Si A tiene productos, entonces el
funtor T : A −→ B preserva ĺımites si y sólo si preserva productos e intersec-
ciones finitas.

Demostración. Si T preserva ĺımites, puesto que los productos e intersecciones
son casos especiales de ĺımites, se sigue que T preserva productos e intersecciones
finitas.
Rećıprocamente, supongamos que T preserva productos e intersecciones finitas.
Sea f = {fi : L −→ Di}i∈Σ0 el ĺımite para D ∈ RepΣ(A ). Consideremos el
diagrama de 2.2.9

L
γ //

γ

��

P

∆

��
P

µ // PΣ1 .

(2.3)

Como es usual, sin perdida de generalidad, podemos asumir que Σ no tiene
pozos. Por lo tanto, de 2.2.9 se tiene que el diagrama (2.3) es un diagrama de
intersección. Ahora T (∆) : T (P ) −→ T (PΣ1) = T (P )Σ1 es otra vez el morfismo
diagonal pues T preserva productos. Similarmente, T (µ) satisface las mismas
relaciones para TD que las que satisface µ para D. En particular, esto quiere
decir que T (∆) y T (µ) son monomorfismos; y en consecuencia, si aplicamos T al
diagrama (2.3), se tiene un diagrama de intersección (por la hipótesis sobre T ).
Por lo tanto, al aplicar el teorema 2.2.9 se tiene que T (f) = {T (fi) : T (L) −→
T (Di)}i∈Σ0 es un ĺımite para TD. �

Corolario 2.7.3 Sea A una categoŕıa con productos y B una categoŕıa arbi-
traria. Entonces, el funtor T : A −→ B preserva ĺımites si y sólo si T preserva
productos y equalizadores.
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Demostración. Si T preserva ĺımites entonces preserva equalizadores, pues
los equalizadores son un tipo de ĺımites.
Rećıprocamente, si T preserva productos y equalizadores entonces por 1.19.11 se
tiene que T preserva pullbacks; y en particular, intersecciones finitas. Entonces,
por 2.7.2, se tiene que T preserva ĺımites. �

Corolario 2.7.4 Sea A una categoŕıa normal con productos. Si T : A −→ B
es un funtor que preserva ceros, entonces T preserva ĺımites si y sólo si preserva
productos y kerneles.

Demostración. Ya hemos visto, en 2.7.2, que si T preserva ĺımites, entonces
T preserva productos y kerneles, ya que el kernel es un tipo de ĺımite.
Rećıprocamente, se tiene, de 1.14.8 que si T preserva kerneles entonces T preser-
va intersecciones finitas. Luego, si T también preserva productos, entonces, por
2.7.2, concluimos que T preserva ĺımites. �

Proposición 2.7.5 Sea A una categoŕıa aditiva con productos finitos y sea B
cualquier otra categoŕıa aditiva. Entonces, T : A −→ B preserva productos
finitos si y sólo si T es aditivo.

Demostración. Si T preserva productos finitos entonces se sigue de 1.20.8,
que T es aditivo. Rećıprocamente, si T es aditivo se tiene, por 1.20.3, que T
preserva productos finitos. �

Corolario 2.7.6 Sea A una categoŕıa aditiva con productos finitos y sea B
cualquier categoŕıa aditiva. Entonces, T : A −→ B preserva ĺımites de repre-
sentaciones sobre diagramas finitos si y sólo si T es aditivo y preserva kerneles.

Demostración. Si T es aditivo y preserva kerneles, entonces T preserva equal-
izadores. Por lo tanto se tiene, por 2.7.5 y 2.7.3 aplicados a representaciones
sobre diagramas finitos, que T preserva los ĺımites de representaciones sobre
diagramas finitos si y sólo si T es aditivo y preserva kerneles. �

Definición 2.7.7 Sean A y B categoŕıas exactas. Decimos que un funtor T :
A −→ B es medio exacto si para toda sucesión exacta corta en A

0 // A
α // B

β // C // 0,

la sucesión T (A)
T (α) // T (B)

T (β) // T (C) es exacta en B.

Proposición 2.7.8 Si A es una categoŕıa abeliana, B es exacta y T : A −→
B un funtor medio exacto, entonces T es aditivo.

Demostración. Se sigue de 1.21.3, que T preserva productos finitos; y por lo
tanto, por 2.7.5, se tiene que T es aditivo. �

Corolario 2.7.9 Sea A una categoŕıa abeliana y B una categoŕıa exacta y
aditiva. Entonces, un funtor T : A −→ B preserva ĺımites de representaciones
sobre diagramas finitos si y sólo si preserva kerneles.
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Demostración. (⇒) Es consecuencia inmediata de 2.7.6.
(⇐) Si T preserva kerneles entonces, por 2.5.4, es medio exacto. Luego, de 2.7.6
y 2.7.8, se sigue que preserva ĺımites de representaciones sobre diagramas finitos.
�

Observación 2.7.10 (1) De 2.7.9 y su dual, se tiene que si A y B son cat-
egoŕıas abelianas, entonces el funtor T : A −→ B es exacto si y sólo si T
preserva ĺımites y coĺımites de todas las representaciones sobre diagramas
finitos.

(2) Si T es la inclusión de una categoŕıa abeliana A en una categoŕıa abeliana
B y T es exacto, diremos que A es una subcategoŕıa abeliana de B.

2.8. Propiedades de los funtores fieles

Definición 2.8.1 Se dice que un funtor T : A −→ B refleja una propiedad de
una representación D ∈ RepΣ(A ), si la condición de que TD ∈ RepΣ(B) tiene
tal propiedad implica que D también. De esta manera, por ejemplo, T refleja
ĺımites si para D ∈ RepΣ(A ), α : IL −→ D es un ĺımite para D siempre que
T (α) : ITL −→ TD lo sea para TD ∈ RepΣ(B).

Teorema 2.8.2 (P.Freyd). Sea T : A −→ B un funtor fiel con A y B cate-
goŕıas arbitrarias. Entonces

(a) T refleja monomorfismos, epimorfismos y diagramas conmutativos,

(b) si A y B son categoŕıas con cero, entonces T refleja objetos cero,

(c) si A y B son categoŕıas exactas, entonces T refleja sucesiones exactas,

(d) si A es una categoŕıa abeliana, B es una categoŕıa aditiva y T es aditivo,
entonces T refleja ĺımites y coĺımites de representaciones sobre diagramas
finitos. Finalmente, si T es pleno entonces, sin ninguna condición sobre
A y B, T refleja ĺımites y coĺımites.

Demostración.

(a) Consideremos un morfismo α en A y supongamos que T (α) es un monomor-
fismo. Si αf = αg, entonces T (α)T (f) = T (α)T (g); y como T (α) es un
monomorfismo, se tiene que T (f) = T (g). Luego, como T es fiel, entonces
f = g, probándose que α es un monomorfismo. Por lo tanto, T refleja
monomorfismos y dualmente T refleja epimorfismos.
Por otro lado, recordemos que un diagrama conmutativo es uno en el
cual dos composiciones con el mismo origen y el mismo final son iguales.
Pero como T preserva composiciones es claro que T lleva diagramas no
conmutativos en diagramas no conmutativos; en otras palabras, T refleja
diagramas conmutativos.
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(b) Supongamos que T (X) es cero en B. Sean α, β : A −→ X morfismos en
A; como T (X) es cero, entonces T (α) = T (β). Luego α = β por ser T
fiel, esto implica que X es un objeto nulo en A . Dualmente, tomando
morfismos de X en A, se tiene que X es conulo; y por lo tanto, cero en
A .

(c) Sean A y B categoŕıas exactas, y A′
α // A

β // A′′ una sucesión

en A tal que T (A′)
T (α) // T (A)

T (β) // T (A′′) es exacta en B. Dado que
T (βα) = T (β)T (α) = 0 y T es fiel, se tiene que βα = 0.
Supongamos que Ker(β) no es un sub-objeto de Im(α). Consideremos
los morfismos µ : K −→ A y p : A −→ F con µ = Ker(β) y p =
Coker(α). Veamos que pµ 6= 0. En efecto, factorizando a α a través de

su imagen A′
f // Im(α)

µ′ // A, se tiene que µ′ = Ker(p) (esto por
que A es exacta y p = Coker(µ′)). Por lo tanto, si pµ = 0, existe un
único monomorfismo γ : K −→ Im(α) tal que µ = µ′γ de donde Ker(β)
es un sub-objeto de Im(α), lo cual es una contradicción; probándose que
pµ 6= 0. Por otro lado, como βµ = 0 se tiene que T (µ) se factoriza a
través de Ker(T (β)); similarmente, dado que pα = 0, concluimos que T (p)
se factoriza a través de Coker(T (α)). Por lo tanto, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

KerT (β)
θ2

%%JJJJJJJJJ
T (K)

θ1oo

T (µ)

��

0

&&LLLLLLLLLL

T (A′)
T (α) //

0

%%JJJJJJJJJ
T (A)

ψ1

&&LLLLLLLLLL
T (β) //

T (p)

��

T (A′′)

T (F ) CokerT (α).
ψ2oo

Como la sucesión horizontal, en el diagrama anterior, es exacta, tenemos
que Im(T (α)) = Ker(T (β)); esto es, Ker(ψ1) = θ2. En particular, la
composición

Ker(T (β))
θ2 // T (A)

ψ1 // Coker(T (α))

es cero. Por lo tanto, T (pµ) = T (p)T (µ) = 0; contradiciendo la fidelidad
de T .

(d) Sin condiciones sobre A y B, supongamos que T (F ) : IT (L) −→ TD es
un ĺımite para TD ∈ RepΣ(B). Por (a), sabemos que T refleja diagramas
conmutativos; por lo tanto F : IL −→ D es un morfismo en RepΣ(A ). Por
otro lado, por (a), sabemos que si existe un morfismo en RepΣ(A ) el cual
se factoriza a través de F , dicha factorización es única ya que T es fiel.
Finalmente, supongamos que existe un morfismo F ′ : IL′ −→ D en
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RepΣ(A ) que no se factoriza a través de F . Si T es pleno, es claro en
este caso que T (F ′) no puede ser factorizado a través de T (F ); y por lo
tanto, T (F ) no es el ĺımite para TD.
Si T no es pleno, asumimos que A es abeliana, B y T son aditivos y Σ es
un diagrama finito. Consideremos el producto

∏
i∈Σ0

Di y los morfismos
θ : L −→

∏
i∈Σ0

Di y θ′ : L′ −→
∏
i∈Σ0

Di inducidos por F y F ′ respecti-
vamente. Esto es, F = {piθ : L −→ Di}i∈Σ0 y F ′ = {piθ′ : L′ −→ Di}i∈Σ0

donde pj :
∏
i∈Σ0

Di −→ Dj es la proyección natural del producto. Se
puede ver fácilmente que F ′ se factoriza a través de F si y sólo si θ′ se
factoriza a través de θ. Además θ es un monomorfismo. En efecto, sean
α, β : X −→ L tales que θα = θβ, luego T (F )IT (α) : IT (X) −→ TD es un
morfismo en RepΣ(B), por lo tanto existe un único morfismo ξ : T (X) −→
T (L) en B tal que el siguiente diagrama conmuta en RepΣ(B)

IT (L)
T (F ) // TD

IT (X).

Iξ

OO

T (F )IT (α)

<<xxxxxxxxx

Por lo tanto, ξ = α y T (F )IT (α) = {T (pi)T (θ)T (α) : T (X) −→ T (Di)}i∈Σ0 ,
pero T (pi)T (θ)T (α) = T (pi)T (θ)T (β) ∀i ∈ Σ0, de donde T (F )IT (α) =
T (F )IT (β) y entonces ξ = T (β) lo que implica que T (α) = T (β). Luego
como T es fiel, tenemos que α = β, probándose que θ es un monomorfis-
mo. En particular, se tiene que θ̄θ′ 6= 0, donde θ̄ :

∏
i∈Σ0

Di −→ Coker(θ̄)
es el cokernel de θ. Ahora bien, dado que T preserva productos finitos
(por ser un funtor aditivo), se tiene que T (F ) = {T (pi)T (θ) : T (L) −→
T (Di)}i∈Σ0 y T (F ′) = {T (pi)T (θ′) : T (L′) −→ T (Di)}i∈Σ0 , donde T (pj) :∏
i∈Σ0

T (Di) −→ T (Dj) es la proyección natural del producto. Usando
ahora que T (F ) es un ĺımite para TD, obtenemos que existe un único
µ : T (L′) −→ T (L) en B tal que el siguiente diagrama conmuta en
RepΣ(B)

IT (L)
T (F ) // T (D)

IT (L′).

Iµ

OO

T (F ′)

;;vvvvvvvvv

De la conmutatividad del diagrama anterior y de la propiedad de la unici-
dad en el producto

∏
i∈Σ0

T (Di), se concluye la conmutatividad del sigu-
iente diagrama

T (L)
T (θ) //

∏
i∈Σ0

T (Di)

T (L′).

µ

OO

T (θ′)

88qqqqqqqqqq
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Por lo tanto, T (θ̄θ′) = T (θ̄)T (θ)µ = T (θ̄θ)µ = 0, lo cual contradice la
fidelidad de T pues θ̄θ′ 6= 0. Esto permite concluir que todo morfismo
F ′ : IL′ −→ D en RepΣ(A ) se factoriza a través de F . Finalmente, la
prueba de que T refleja coĺımites se obtiene por dualidad.

�

Proposición 2.8.3 Sea A una categoŕıa abeliana y B una categoŕıa aditiva.
Si T : A −→ B es un funtor exacto que refleja objetos cero, entonces T es fiel.

Demostración. Por 2.7.8, T es aditivo; y por lo tanto, es suficiente probar
que si α 6= 0 entonces T (α) 6= 0. Ahora, si α 6= 0 entonces Im(α) 6= 0, ya que
si Im(α) fuera cero entonces α seŕıa cero. Luego, como T refleja objetos cero,
tenemos que T (Im(α)) 6= 0. Por la exactitud de T , sabemos que T (Im(α)) =
Im(T (α)); probándose que T (α) 6= 0. �

2.9. Bifuntores

En esta sección introduciremos la noción de producto de categoŕıas y la de
funtores en dos variables, es decir, bifuntores.

Definición 2.9.1 Sean A y B categoŕıas. El producto A ×B es una categoŕıa
cuyos objetos son todos los pares ordenados (A,B) de objetos de A y B. El
conjunto de morfismos entre dos pares está definido por pares ordenados de
morfismos

[(A,B), (A′, B′)]A×B := [A,A′]A × [B,B′]B,

y la composición de pares de morfismos es componente a componente; esto es,
si (f, g) : (A,B) −→ (A′, B′) y (f ′, g′) : (A′, B′) −→ (A′′, B′′) son morfismos
en A × B, se define (f ′, g′)(f, g) : (A,B) −→ (A′′, B′′) como (f ′, g′)(f, g) =
(f ′f, g′g). Se puede ver fácilmente que con el producto aśı definido, A ×B es
en efecto una categoŕıa donde el morfismo identidad 1(A,B) es el par (1A, 1B).

Definición 2.9.2 Un bifuntor es un funtor covariante cuyo dominio es el pro-
ducto de dos categoŕıas; esto es, uno de la forma T : A ×B −→ C .

Ejemplos:

(1) si R : C −→ A y S : D −→ B son funtores, entonces la asignación
(f, g) 7−→ (R(f), S(g)) induce un bifuntor R× S : C ×D −→ A ×B,

(2) sea R un anillo, el producto tensorial MR ⊗R RN es un bifuntor

−⊗− : Mod(R)∗ ×Mod(R) −→ Ab.

Observación 2.9.3 Sea T : A ∗×B −→ C un bifuntor. Definiendo T ′(A,B) :=
T (A∗, B) en objetos y T ′(f, g) := T (f∗, g) en morfismos, el funtor T se puede
ver como un funtor en dos variables T ′ : A ×B −→ C, que es contravariante
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en la primera coordenada y covariante en la segunda, pues T ′(f, g)T ′(h, t) =
T ((hf)∗, gt) = T ′(hf, gt); estrictamente hablando, T ′ no es un bifuntor de
A ×B en C ya que T ′(f, g)T ′(h, t) 6= T ′(fh, gt).
Rećıprocamente, todo funtor en dos variables T ′ : A × B −→ C que sea
contra-covariante (es decir, tal que T ′(f, g)T ′(h, t) = T ′(hf, gt) y T ′(1A, 1B) =
1T ′(A,B)) se puede ver como un bifuntor T : A ∗×B −→ C . En general, se iden-
tifican T con T ′ y se escoge uno de ellos dependiendo de lo que se quiera: ver
a T como bifuntor ó como funtor en dos variables. Análogamente, se tienen
las versiones: co-contravariante T : A × B∗ −→ C , contra-contravariante
T : A ∗ × B∗ −→ C y co-covariante T : A × B −→ C (esta última es ex-
actamente la de bifuntor T : A ×B −→ C ).

Ejemplo: el Hom-bifuntor. Dada una categoŕıa A, el Hom-bifuntor F =
[−,−]A : A ∗ × A −→ Sets (es decir, contra-covariante) está definido como
sigue.

(a) F (A∗, B) = [A,B]A ∀(A∗, B) ∈ A ∗ ×A .

(b) Dado un morfismo (f∗, g) : (A∗, B) −→ (A′∗, B′) en A ∗ × A , F (f∗, g) :
[A,B]A −→ [A′, B′]A es tal que F (f∗, g)(u) = guf ∀u ∈ [A,B]A .

Haciendo f = 1A (en F ) se obtiene un funtor covariante [A,−]A := [1∗A,−]A :
A −→ Sets (no es más que el funtor Hom-covariante HA introducido en la
sección 2.4). Análogamente, haciendo g = 1B en F , se obtiene un funtor con-
travariante [−, B]A := [−, 1B ]A : A ∗ −→ Sets (se trata del funtor Hom-
contravariante HB introducido en la sección 2.4). Por otro lado, se tiene que
[1∗A′ , g]A [f∗, 1B ]A = [f∗, g]A = [f∗, 1B′ ]A [1∗A, g]A . Esto es, el siguiente diagra-
ma conmuta en Sets

[A,B]A
[A,g]A //

[f,B]A

��

[A,B′]A

[f,B′]A

��
[A′, B]A

[A′,g]A

// [A′, B′]A .

Definición 2.9.4 Dado un bifuntor T : A ×B −→ C , en analoǵıa con el ejem-
plo anterior, se define T (A, g) := T (1A, g) y T (f,B) := T (f, 1B). En particular,
T induce dos funtores parciales T (A,−) : B −→ C y T (−, B) : A −→ C .

Teorema 2.9.5 Sean A , B y C categoŕıas. Supongamos que para cada objeto
A ∈ A (resp. B ∈ B) tenemos un funtor FA : B −→ C (resp. GB : A −→ C ).
Si las condiciones siguientes (a) y (b) se satisfacen:

(a) FA(B) = GB(A) ∀(A,B) ∈ A ×B,

(b) para cada par de morfismos (f, u) ∈ A ×B, con f : A −→ A′ en A y
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u : B −→ B′ en B, el siguiente diagrama conmuta

FA(B) = GB(A)
GB(f) //

FA(u)

��

GB(A′) = FA′(B)

FA′ (u)

��
FA(B′) = GB′(A)

GB′ (f)
// GB′(A′) = FA′(B′),

entonces, haciendo T (A,B) := FA(B) y T (f, u) = GB′(f)FA(u), se obtiene un
bifuntor T : A ×B −→ C .

Demostración. T (1A, 1B) = GB(1A)FA(1B) = 1GB(A)1FA(B) = 1T (A,B).
Veamos que T preserva la composición de morfismos. En efecto, sean fi : Ai −→
A′i y ui : Bi −→ B′i con i = 1, 2 y A′1 = A2, B′1 = B2. Del diagrama conmutativo
en (b), se tiene que

T (f2, u2)T (f1, u1) = GB′
2
(f2)

(
FA2(u2)GB′

1
(f1)

)
FA1(u1)

= GB′
2
(f2)

(
GB′

2
(f1)FA1(u2)

)
FA1(u1)

= GB′
2
(f2f1)FA1(u2u1)

= T (f2f1, u2u1).

�

Observación 2.9.6 (1) Sea T : C ×D −→ E un bifuntor. Dados los morfis-
mos f : A −→ B en C y u : X −→ Y en D , se tiene que T (f, 1Y )T (1A, u) =
T (f, u) = T (1B , u)T (f, 1X). Esto es, el siguiente diagrama en E conmuta

T (A,X)
T (A,u) //

T (f,u)

&&LLLLLLLLLL

T (f,X)

��

T (A, Y )

T (f,Y )

��
T (B,X)

T (B,u)
// T (B, Y ).

El diagrama anterior, nos dice precisamente, que los morfismos f y u in-
ducen las siguientes transformaciones naturales en los respectivos funtores
parciales

T (f,−) : T (A,−) −→ T (B,−) y T (−, u) : T (−, X) −→ T (−, Y ).

(2) Sean S, T : C ×D −→ E bifuntores. Si α : S −→ T es una transformación
natural, entonces para f : A −→ B en C y u : X −→ Y en D los siguientes
dos diagramas en E conmutan

S(A,X)
α(A,X) //

S(f,X)

��

T (A,X)

T (f,X)

��
S(B,X)

α(B,X)
// T (B,X)

S(B,X)
α(B,X) //

S(B,u)

��

T (B,X)

T (B,u)

��
S(B, Y )

α(B,Y )
// T (B, Y ).
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Rećıprocamente, para cada par (A,X) ∈ Obj(C ) × Obj(D), supongamos
que tenemos un morfismo α(A,X) : S(A,X) −→ T (A,X) en E tal que el
par de diagramas anterior conmutan. Componiendo estos dos diagramas,
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo en E

S(A,X)
α(A,X) //

S(B,u)S(f,X)

��

T (A,X)

T (B,u)T (f,X)

��
S(B, Y )

α(B,Y )
// T (B, Y ).

Por lo tanto, la asignación (A,X) 7−→ α(A,X), es una transformación
natural α : S −→ T .

2.10. Equivalencia de categoŕıas

Recordemos que un funtor T : A −→ B es fiel (resp. pleno) si para todo
par de objetos A, B ∈ A la función inducida por T

[A,B]A −→ [T (A), T (B)]B

es inyectiva (resp. suprayectiva).Un funtor fiel que manda objetos distintos en
objetos distintos es una inmersión. Decimos que T es denso si para todo
B ∈ B existe un objeto A ∈ A , tal que T (A) es isomorfo a B.
Decimos que T : A −→ B es una equivalencia, si existe un funtor S : B −→ A
tal que TS ' 1B y ST ' 1A . Una equivalencia la cual induce una corresponden-
cia biyectiva entre los objetos de A y B es un isomorfismo de categoŕıas.
Por otro lado, si S, T : A −→ B son funtores covariantes, una transformación
natural η : S −→ T es una familia de morfismos η = {ηA : S(A) −→ T (A)}A∈A

en B tal que, para todo morfismo α : A −→ A′ en A el siguiente diagrama es
conmutativo

S(A)
ηA //

S(α)

��

T (A)

T (α)

��
S(A′)

ηA′ // T (A′).

Si ηA es un isomorfismo para cada A ∈ A, decimos que η es una equivalencia
natural. En este caso, tenemos una transformación natural η−1 : T −→ S defini-
da por (η−1)A = (ηA)−1. Si η : S −→ T y ρ : T −→ U son transformaciones
naturales de funtores, definimos la composición ρη : S −→ U por (ρη)A = ρAηA.
Para cualquier funtor T , la transformación natural identidad 1T : T −→ T es
por definición (1T )A = 1T (A) para toda A ∈ A .
La composición de funtores y transformaciones naturales es como sigue. Sean S,
T : A −→ B y U : B −→ C funtores y η : S −→ T una transformación natural.
Entonces, tenemos una transformación natural Uη : US −→ UT definida por
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(Uη)A = U(ηA) para toda A ∈ A . Similarmente, si V : D −→ A es un funtor,
entonces ηV : SV −→ TV está dada por (ηV )D = ηV (D) para toda D ∈ D .

Definición 2.10.1 Sea η : S −→ T una transformación natural. Si para cada
A ∈ A, el morfismo ηA : S(A) −→ T (A) es monomorfismo η será llama-
da monomorfismo punto a punto. Por dualidad, se tiene la definición de
epimorfismo punto a punto.

Observación 2.10.2 Si η : S −→ T es un monomorfismo punto a punto y T
es un funtor aditivo, entonces S es aditivo. Dualmente, si η es un epimorfismo
punto a punto y S es aditivo, entonces T es aditivo.

Proposición 2.10.3 Un funtor T : A −→ B es fiel, pleno y denso si y sólo si
existe un funtor S : B −→ A junto con equivalencias naturales

ϕ : 1B −→ TS y ψ : ST −→ 1A .

Si este es el caso, entonces siempre podemos escoger ψ tal que Tψ = (ϕT )−1 y
Sϕ = (ψS)−1.

Demostración. (⇐) Sea S : B −→ A un funtor, ϕ : 1B −→ TS y ψ : ST −→
1A equivalencias naturales. Entonces, el isomorfismo ϕB : B −→ T (S(B)) para
toda B ∈ B muestra que T es denso. Dado un morfismo α : A −→ A′ en A
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

ST (A)
ψA //

ST (α)

��

A

α

��
ST (A′)

ψA′ // A′.

(2.4)

Sean f ,g ∈ [A,A′]A tales que T (f) = T (g). Luego ST (f) = ST (g); y por
lo tanto, como g = ψA′ST (g)ψ−1

A y f = ψA′ST (f)ψ−1
A , se tiene que g =

ψA′ST (g)ψ−1
A = ψA′ST (f)ψ−1

A = f . Luego, T es fiel y por simetŕıa S es fiel.
Un morfismo β : T (A) −→ T (A′) induce un morfismo α : A −→ A′ donde
α := ψA′S(β)ψ−1

A . Veamos que β = T (α); para hacer esto, consideremos el
siguiente diagrama conmutativo

ST (A)
ψA //

S(β)

��

A
ψ−1
A //

α

��

ST (A)

ST (α),

��
ST (A′)

ψA′
// A′

ψ−1
A′

// ST (A′),

de donde se tiene que ST (α) = S(β); pero como S es fiel se sigue que β = T (α),
probándose que T es pleno.
(⇒) Supongamos que T es fiel, pleno y denso. Como T es denso, para cada objeto
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B ∈ B fijamos un objeto S(B) ∈ A y un isomorfismo ϕB : B −→ TS(B).
Ahora, sea β : B −→ B′ un morfismo en B, entonces éste induce un morfismo
ϕB′βϕ−1

B : TS(B) −→ TS(B′). Como T es fiel y pleno, existe un único morfismo
S(β) : S(B) −→ S(B′) tal que ϕB′βϕ−1

B = T (S(β)). En otras palabras, para
cada β : B −→ B′ existe un único morfismo S(β) : S(B) −→ S(B′) en A tal
que el siguiente diagrama conmuta

B
ϕB //

β

��

TS(B)

TS(β)

��
B′ ϕB′

// TS(B′).

(2.5)

Veamos que S es un funtor. Haciendo β = 1B en el diagrama anterior, existe un
único S(1B) : S(B) −→ S(B) tal que TS(1B) = 1B ; pero como T es un funtor
pleno se tiene que S(1B) = 1S(B).
Probemos ahora que S preserva la composición de B. En efecto, sean β : B −→
B′ y α : B′ −→ B′′ morfismos en B, como T es pleno y fiel, existe un único
morfismo S(αβ) : S(B) −→ S(B′′) en A tal que ϕB′′(αβ)ϕ−1

B = T (S(αβ)); pero
también se tiene que ϕB′′(αβ)ϕ−1

B = T (S(α))T (S(β)). Por lo que T (S(αβ)) =
T (S(α))T (S(β)) = T (S(α)S(β)). Por lo tanto S(αβ) = S(α)S(β) pues T es fiel,
probándose que S : B −→ A es un funtor.
Por otro lado, de (2.5), se ve que ϕ : 1B −→ TS es una equivalencia natural.
Entonces, para cada A ∈ A tenemos un isomorfismo ϕT (A) : T (A) −→ TST (A)
en B; en particular, existe ψ′A : A −→ ST (A) tal que T (ψ′A) = ϕT (A). Por otro
lado, como ϕT (A) es un isomorfismo, existe ϕ−1

T (A) : TST (A) −→ T (A) tal que
ϕ−1
T (A)ϕT (A) = 1T (A); y como T es pleno, existe ψA : ST (A) −→ A tal que

T (ψA) = ϕ−1
T (A). (2.6)

Por lo tanto T (ψAψ′A) = 1T (A); y como T es fiel, entonces ψAψ′A = 1A. Análoga-
mente ψ′AψA = 1ST (A), por lo que ψA es isomorfismo. Veamos que el siguiente
diagrama

ST (A)
ψA //

ST (α)

��

A

α

��
ST (A′)

ψA′
// A′

conmuta en A . En efecto, aplicandole T al diagrama anterior obtenemos el
siguiente diagrama

TST (A)
T (ψA) //

TST (α)

��

T (A)

T (α)

��
TST (A)

T (ψA′ )
// T (A′).
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Dado que T (ψA) = ϕ−1
T (A) y T (ψA′) = ϕ−1

T (A′), reemplazando a β por T (α)
en (2.5) obtenemos que el diagrama anterior conmuta. Pero como T es fiel,
entonces T refleja diagramas conmutativos; por lo tanto ψ : ST −→ 1A es una
equivalencia natural.
Finalmente, observemos que (Tψ)−1

A = (T (ψA))−1 = ϕT (A) = (ϕT )A, lo que
implica que Tψ = (ϕT )−1. Probemos ahora que (Sϕ)B = ψ−1

S(B) para toda
B ∈ B. Para hacer esto, como T es fiel, es suficiente demostrar que TS(ϕB) =
Tψ−1

S(B). Por (2.6), se tiene que Tψ−1
S(B) = ϕTS(B), y reemplazando β por ϕB en

(2.5), tenemos el siguiente diagrama conmutativo

B
ϕB //

ϕB

��

TS(B)

TS(ϕB)

��
TS(B)

ϕTS(B)
// TS(TS(B)).

Por lo tanto, como ϕB es un isomorfismo, se tiene que TS(ϕB) = ϕTS(B); luego
TS(ϕB) = T (ψ−1

S(B)). De donde S(ϕB) = ψ−1
S(B) y entonces Sϕ = (ψS)−1. �

Observación 2.10.4 Sean S, T : A −→ B funtores covariantes y θ : S −→ T
una equivalencia natural. Si D ∈ RepΣ(A ), entonces SD y TD son representa-
ciones isomorfas en RepΣ(B). Ahora supongamos que S preserva ĺımites, y sea
f : IL −→ D el ĺımite para D. Entonces, S(f) : IS(L) −→ SD es el ĺımite para
SD. Luego, por 2.2.6, θS(f) : S(L) −→ T (D) es el ĺımite para TD. Consider-
emos θ−1

L : T (L) −→ S(L), por 2.2.5, tenemos que θS(f)Iθ−1
L

= T (f)IθLIθ−1
L

=
T (f) es el ĺımite para TD.
En otras palabras, si T es naturalmente equivalente a S y S preserva ĺımites,
entonces T también preserva ĺımites. En una forma similar, se puede demostrar
que si T tiene alguna propiedad de preservación, entonces S también la tiene.

Proposición 2.10.5 Sea T : A −→ B una equivalencia de categoŕıas. En-
tonces

(a) T es un monofuntor, epifuntor, preserva ĺımites y preserva coĺımites,

(b) A es completa, cocompleta, normal, conormal ó exacta si y sólo si B tiene
la correspondiente propiedad,

(c) si alguna de las dos categoŕıas es aditiva, entonces existe una única es-
tructura aditiva sobre la otra que hace a T un funtor aditivo.

Demostración.
Sea S : B −→ A la equivalencia de 2.10.3.

(a) Para mostrar que T preserva ĺımites, sea γ : IL −→ D el ĺımite de una
representación D ∈ RepΣ(A ). Si T (γ) : IT (L) −→ TD no es el ĺımite
para TD en RepΣ(B), entonces por 2.8.2, ST (γ) : IST (L) −→ ST (D) no
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es el ĺımite para ST (D) en RepΣ(A ). Pero por 2.10.4, esto implica que
γ : IL −→ D no es el ĺımite para D, esto en vista de la equivalencia natural
ψ : ST −→ 1A . Esta contradicción, muestra que T preserva ĺımites. Las
otras propiedades de preservación se demuestran de manera análoga.

(b) Supongamos que B es completa. Sea D ∈ RepΣ(A ), como B es completa,
podemos encontrar el ĺımite γ : IX −→ TD para TD ∈ RepΣ(B). Pero
por (a), S preserva ĺımites, esto significa que S(γ) : IS(X) −→ ST (D) es el
ĺımite para STD ∈ RepΣ(A ). Entonces, por 2.2.6, ψS(γ) : IS(X) −→ D es
el ĺımite para D ∈ RepΣ(A ); probándose que A es completa. Las demás
propiedades se demuestran de manera análoga.

(c) Por 2.10.3, T es fiel, pleno y denso. En particular, para cada par (X,Y ) de
objetos de A , el funtor T induce una biyección [X,Y ]A −→ [T (X), T (Y )]B.
Usando tal biyección es que se traslada, de manera única, la estructura
aditiva de tal forma que T resulte ser un funtor aditivo.

�

Si definimos la imagen Im(T ) de un funtor T : A −→ B como la clase
{T (A) | A ∈ A } de objetos junto con la clase {T (α) | α ∈ A } de morfismos,
se tiene que Im(T ) no necesariamente es una subcategoŕıa de B. El problema
es que T podŕıa no ser inyectivo en objetos. Si α1 : A1 −→ A y α2 : A′ −→ A2

son morfismos en A tales que T (A) = T (A′) pero A 6= A′, entonces T (α1) y
T (α2) están en Im(T ), pero T (α1)T (α2) no necesariamente está en Im(T ). Sin
embargo, si T es inyectivo en objetos entonces Im(T ) es una subcategoŕıa de
B. La siguiente proposición, nos dice que, sin perdida de generalidad, podemos
asumir que T es inyectivo en objetos.

Proposición 2.10.6 Sea T : A −→ B un funtor. Entonces, existe una cat-
egoŕıa B′, la cual contiene a B como subcategoŕıa equivalente, y un funtor
T ′ : A −→ B′ que es inyectivo en objetos y naturalmente equivalente a IT ,
donde I : B −→ B′ es el funtor inclusión.

Demostración. Ver [9]. �

La siguiente proposición, la cual se usará mas adelante, muestra que si reem-
plazamos a B, en 2.10.6, por la categoŕıa de grupos abelianos Ab, entonces se
puede suponer que B′ = Ab.

Proposición 2.10.7 Si T : A −→ Ab es un funtor cualquiera, entonces T es
naturalmente equivalente a un funtor T ′ : A −→ Ab el cual es inyectivo en
objetos.

Demostración. Para A ∈ A , definimos T ′(A) = {(A, x) | x ∈ T (A)}. La
suma en T ′(A) está definida por (A, x) + (A, y) = (A, x+ y). Para un morfismo
α : A −→ A′ en A, definimos T ′(α)(A, x) = (A′, T (α)(x)). No es dif́ıcil ver que
que la aplicación θ : T −→ T ′, dada por θA(x) = (A, x), es una equivalencia
natural de funtores. �



94 Categoŕıas de funtores

2.11. Categoŕıas de funtores

Definición 2.11.1 Para cualesquiera dos categoŕıas A y B denotaremos por
[A ,B] a la clase de todos los funtores covariantes de A a B. Dados S, T ∈
[A ,B], denotaremos por [S, T ] la clase de todas las transformaciones naturales
de S a T .

Observación 2.11.2 Con la regla de composición de transformaciones natu-
rales de funtores dada en 1.4.6, tenemos que [A ,B] está muy cerca de ser una
categoŕıa. El único requerimiento que hace falta es que [S, T ] sea un conjunto.

Lema 2.11.3 Si A es una categoŕıa pequeña, entonces la clase Mor(A ) de
morfismos de A, y el producto de morfismos

∏
(A,B)∈Obj(A )×Obj(A )[A,B]A son

conjuntos.

Demostración. Dado que la clase de objetos de A , Obj(A ), es un conjunto y
Mor(A ) =

⋃
(A,B)∈Obj(A )×Obj(A )[A,B]A concluimos que Mor(A ) es un con-

junto. De la misma manera,
∏

(A,B)∈Obj(A )×Obj(A )[A,B]A es un conjunto pues
cada [A,B]A lo es. �

Proposición 2.11.4 Sea A una categoŕıa pequeña y B una categoŕıa arbi-
traria. Entonces

(a) los funtores de [A ,B] son los objetos, y las transformaciones naturales
de dichos funtores son los morfismos, de una categoŕıa que será denotada
por [A ,B],

(b) si B es pequeña entonces [A ,B] también lo es.

Demostración. Dada dos clases cualesquiera U y V , denotaremos por [U ,V ]Sets
a la clase de todas las funciones de U en V .

(a) Sean S, T ∈ [A ,B]. Como A es pequeña, obtenemos que las siguientes
clases

µS =
⋃

(A,B)∈Obj(A )×Obj(A )

[S(A), S(B)]B y

η(S,T ) =
∏

A∈Obj(A )

[S(A), T (A)]B

son conjuntos. Más aún, de 2.11.3, la clase C(S,T ) = [Mor(A ), µS ]Sets ×
[Mor(A ), µT ]Sets × η(S,T ) es un conjunto. Ahora bien, cada funtor S ∈
[A ,B], define una función ΦS : Mor(A ) −→ µS , donde ΦS(f) = S(f);
claramente, el funtor S está completamente determinado por ΦS ∈
[Mor(A ), µS ]Sets. Por otro lado, una transformación natural α : S −→ T
es un elemento ᾱ := (αA)A∈Obj(A ) del conjunto η(S,T ). Por lo tanto, cada
α ∈ [S, T ] se puede ver como cierto triple (ΦS ,ΦT , ᾱ) ∈ C(S,T ). Entonces,
[S, T ] es una subclase de C(S,T ) la cual es un conjunto; y esto implica que
[S, T ] es un conjunto.
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(b) Supongamos que B es pequeña.
Usando la notación de (a), tenemos que para cada S ∈ [A ,B], necesari-
amente ΦS ∈ [Mor(A ), µS ]Sets ⊂ [Mor(A ),Mor(B)]Sets. Por lo tanto,
dado que Mor(A ) y Mor(B) son conjuntos (por 2.11.3), se obtiene que
la clase de funtores de A a B es un conjunto.

�

Observación 2.11.5 (1) El funtor D : [A ,B] −→ [A ∗,B∗], definido en
objetos por D(T ) = T ∗∗ ∀T ∈ [A ,B] y en morfismos α : T −→ S por
D(α) = α∗∗ : S∗∗ −→ T ∗∗, es un isomorfismo contravariante de categoŕıas,

donde T ∗∗ es la composición de funtores A ∗ // A
T // B // B∗

y (α∗∗)A∗ := α∗A ∀A ∈ Obj(A ). Esto es, la categoŕıa dual de funtores
[A ,B]∗ es isomorfa a [A ∗,B∗].

(2) Dado un morfismo α : T −→ S en [A ,B], tenemos que α es un isomor-
fismo en [A ,B] si y sólo si αA : T (A) −→ S(A) también lo es en B para
todo objeto A ∈ A .

(3) Sea α : T −→ S un morfismo en [A ,B]. Si αA : T (A) −→ S(A) es un
monomorfismo en B ∀A ∈ Obj(A ), entonces α es un monomorfismo en
[A ,B]. En efecto, si no fuera aśı tendŕıamos que αϕ = αψ para algunos
ϕ 6= ψ. Por lo tanto, para algún objeto A ∈ A , ϕA 6= ψA. Pero como
αAϕA = αψA y αA es un monomorfismo, entonces ϕA = ψA, lo cual
contradice que ϕ 6= ψ; probándose que α es un monomorfismo.

(4) Si B tiene objeto cero, el funtor T : A −→ B tal que T (A) = 0 ∀A ∈ A es
un objeto cero en [A ,B]. En este caso, el funtor T será también denotado
por 0.

(5) Si B es aditiva entonces [A ,B] también lo és. En efecto, la estructura de
grupo abeliano en [S(A), T (A)]B induce una estructura aditiva en [S, T ];
y por lo tanto en [A ,B], haciendo (ϕ + ψ)A = ϕA + ψA para todo A ∈
Obj(A ).

En lo que sigue, veremos que el ĺımite de D ∈ RepΣ([A ,B]) se puede cal-
cular si conocemos el ĺımite de D(A) ∈ RepΣ(B) para cada objeto A ∈ A . La
representación D(A) se define como sigue.

Definición 2.11.6 Dados D ∈ RepΣ([A ,B]) y A ∈ A, hacemos

D(A)(i) := Di(A) ∀i ∈ Σ0,

D(A)(m) := D(m)A : Di(A) −→ Dj(A) ∀m : i −→ j ∈ Σ1.

Usando que D(m) : Di −→ Dj es un morfismo en [A ,B], y evaluando en A,
concluimos que D(A) ∈ RepΣ(B).

Lema 2.11.7 Las siguientes correspondencias entre categoŕıas son funtores.
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(a) El funtor evaluación en objetos EA : RepΣ([A ,B]) −→ RepΣ(B) con
A ∈ Obj(A ), definido por:

(i) EA(D) = D(A) ∀D ∈ Obj
(
RepΣ([A ,B])

)
,

(ii) si α : D −→ D′ es un morfismo en RepΣ([A ,B]), el morfismo EA(α) :
EA(D) −→ EA(D′) en RepΣ(B) está definido como

EA(α) = {(αi)A : Di(A) −→ D′
i(A)}i∈Σ0 .

(b) El funtor evaluación en representaciones ED : A −→ RepΣ(B) con D ∈
Obj

(
RepΣ([A ,B])

)
definido por:

(i) ED(A) = D(A) ∀A ∈ Obj(A ),

(ii) si f : A −→ A′ es un morfismo en A , el morfismo ED(f) : ED(A) −→
ED(A′) en RepΣ(B) está definido como

ED(f) = {Di(f) : Di(A) −→ Di(A′)}i∈Σ0 .

Demostración. Son cálculos de rutina. �

Los funtores del lema anterior se conocen como funtores evaluación. El primero
de ellos, tiene la propiedad de conmutar con ĺımites.

Teorema 2.11.8 Sea D ∈ RepΣ([A ,B]). Si existe limEA(D) ∀A ∈ A, en-
tonces existe limD y además EA(limD) = limEA(D) ∀A ∈ A .

Demostración. Supongamos que existe L(A) := limEA(D) ∀A ∈ A, y sea
αA : IL(A) −→ D(A) en RepΣ(B) el ĺımite para cada A ∈ A . Sea f : A −→ A′

en A . Usando que ED(f) : D(A) −→ D(A′) es un morfismo en RepΣ(B) (ver
2.11.7), de la propiedad universal del ĺımite, existe un único morfismo L(f) :
L(A) −→ L(A′) tal que el siguiente diagrama en RepΣ(B) conmuta

IL(A)
αA //

IL(f)

��

D(A)

ED(f)

��
IL(A′)

αA
′
// D(A′).

(2.7)

Por la unicidad del morfismo L(f) : L(A) −→ L(A′), que hace conmutar el
diagrama (2.7), se obtiene que L ∈ [A ,B]. Por otro lado, de (2.7), se obtiene
que ∀i ∈ Σ0 y ∀A ∈ A , el siguiente diagrama en B conmuta

L(A)
αAi //

L(f)

��

Di(A)

Di(f)

��
L(A′)

αA
′

i

// Di(A′).
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Por lo tanto, αi : L −→ Di es un morfismo en [A ,B] para cada i ∈ Σ0, donde
αi = {αAi : L(A) −→ Di(A)}A∈A . Veamos que α : IL −→ D es el ĺımite para
D ∈ RepΣ([A ,B]), donde α = {αi : L −→ Di}i∈Σ0 . Probemos primero que
α : IL −→ D es un morfismo de representaciones; en efecto, sean m : i −→ j
en Σ1 y A ∈ A . Dado que αA : ILA −→ D(A) es un morfismo en RepΣ(B),
se tiene que D(m)AαAi = αAj ; por lo tanto D(m)αi = αj , probándose que
α ∈ RepΣ([A ,B]).
Sea β : IS −→ D un morfismo en RepΣ([A ,B]). Aplicando el funtor evaluación
EA al morfismo β, obtenemos que EA(β) : IS(A) −→ D(A) es un morfismo en
RepΣ(B). Por lo tanto, existe un único morfismo ψA : S(A) −→ L(A) tal que
EA(β) = αAIψA . Definimos ψ : S −→ L como ψ = {ψA : S(A) −→ L(A)}A∈A .
Resta probar que ψ es una transformación natural. En efecto, sea f : A −→ A′

un morfismo en A , de la composición de morfismos en RepΣ(B)

IS(A)

IψA // IL(A)
αA // D(A)

ED(f)// D(A′),

se tiene que existe un único morfismo h : S(A) −→ L(A′) en B tal que

αA
′
Ih = ED(f)αAIψA . (2.8)

Usando ahora que αi : L −→ Di es transformación natural, se tiene que
αA

′

i L(f)ψA = Di(f)αAi ψA; y entonces por el diagrama (2.7), concluimos que
h = L(f)ψA.
Por otro lado, dado que EA(β) = αAIψA y βi : S −→ Di es una transformación
natural, obtenemos las igualdades

αA
′

i ψA′S(f) = (EA′(β))iS(f) = Di(f)(EA(β))i = Di(f)αAi ψA.

Luego, por (2.8), se obtiene que h = ψA′S(f). Esto es, L(f)ψA = ψA′S(f);
probándose que ψ : S −→ L es un morfismo en [A ,B]. Por lo tanto, α :
IL −→ D es el ĺımite para D ∈ RepΣ([A ,B]). Si denotamos al funtor L como
limD, identificando a L con su representación trivial IL, se tiene fácilmente que
EA(limD) = limEA(D). �

Corolario 2.11.9 Sea A una categoŕıa pequeña, B una categoŕıa arbitraria y
Σ un diagrama.

(a) Si B es Σ-completa entonces [A ,B] es Σ-completa.

(b) Si B tiene productos, entonces el producto
∏
i∈I Ti de una familia {Ti}i∈I

en [A ,B] existe; y además, (
∏
i∈I Ti)(A) es el producto

∏
i∈I Ti(A) en B,

y la proyección pk :
∏
i∈I Ti −→ Tk es la transformación natural inducida

por cada proyección pAk :
∏
i∈I Ti(A) −→ Tk(A) en B para cada A ∈ A .

(c) Si B tiene kerneles y ψ : S −→ T es un morfismo en [A ,B], entonces
existe θ : K −→ S con Ker(ψ) = θ en [A ,B]; y además, θA : K(A) −→
S(A) es el kernel de ψA : S(A) −→ T (A) en B.
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(d) Si B es exacta (resp. abeliana) entonces [A ,B] también lo es.

Demostración.

(a) Se sigue inmediatamente de 2.11.8, ya que el ĺımite se calcula punto a
punto.

(b) Se sigue de 2.11.8, ya que el producto es un tipo de ĺımite.

(c) Se sigue de 2.11.8, ya que el kernel es un tipo de ĺımite.

(d) Supongamos que B es una categoŕıa exacta. Sea ϕ : T ′ −→ T un monomor-
fismo en [A ,B]. Entonces ϕ tiene kernel cero; por lo tanto ϕA tiene kernel
cero en B para toda A ∈ A , y como B es exacta, esto implica que ϕA
es un monomorfismo para toda A ∈ A . Sea F : T −→ T ′′ el cokernel
de ϕ en [A ,B], por el dual de (c), FA : T (A) −→ T ′′(A) es el cokernel
de ϕA para toda A ∈ A . Luego, de la normalidad de B, ϕA es el ker-
nel de FA; entonces ϕ es el kernel de F . De donde [A ,B] es normal y
dualmente es conormal. Sea η : S −→ T una transformación natural y
Γ : I −→ T el kernel de su cokernel. Luego ΓA : I(A) −→ T (A) es la
imagen de ηA : S(A) −→ T (A), y por lo tanto tenemos un epimorfismo
ψA : S(A) −→ I(A) tal que ηA = ΓAψA para toda A ∈ A . No es dif́ıcil
verificar, del hecho que Γ : I −→ T es monomorfismo punto a punto, que
ψA : S(A) −→ I(A) se levanta a una transformación natural ψ : S −→ I.
Hemos mostrado que todo morfismo en [A ,B] se escribe como un epimor-
fismo seguido de un monomorfismo, y por lo tanto [A ,B] es una categoŕıa
exacta. Entonces, por (b) y (c) y por 2.11.5(5), se ve que si B es abeliana
entonces [A ,B] también lo es.

�

Lema 2.11.10 Sean Σ y Σ′ diagramas, y sea ≡ una relación de conmutatividad
en Σ (ver seccion 2.1). Si B es una categoŕıa Σ′-completa y ∼ es una relación
de conmutatividad en Σ tal que ∼ es una subrelación de ≡, entonces RepΣ/≡(B)
es una subcategoŕıa Σ′-completa de RepΣ/∼(B).

Demostración. Supongamos que B es Σ′-completa, y sea ∼ una relación de
conmutatividad en Σ tal que ∼ es una subrelación de ≡. Por 2.1.6, tenemos
que RepΣ/∼(B) es la subcategoŕıa plena de RepΣ(B) cuyos objetos son los
objetos D ∈ RepΣ(B) que satisfacen la relación ∼, esto es, tales que ψ(D)(m) =
ψ(D)(m′) si m ∼ m′. Por 2.1.7, RepΣ/∼(B) ' [PΣ/∼,B]; y por lo tanto; por
2.11.9, RepΣ/∼(B) es Σ′-completa. Sea D ∈ RepΣ/≡(B), dado que ∼ es una
subrelación de ≡ y D satisface la relación ≡, se tiene que D satisface la relación
∼; por lo tanto D ∈ RepΣ/∼(B). Entonces, RepΣ/≡(B) es una subcategoŕıa
plena de RepΣ/∼(B).
Sea ahoraD ∈ RepΣ′(RepΣ/≡(B)), y sea limD el ĺımite en RepΣ/∼(B). Hay que
ver que limD ∈ RepΣ/≡(B). Para esto, usamos que RepΣ/∼(B) es equivalente
a la categoŕıa de funtores [PΣ/∼,B]. Identificando estas categoŕıas, podemos
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asumir que D ∈ RepΣ′([PΣ/∼,B]). En el teorema 2.11.8, está la receta para
calcular limD, lo cual nos dice que hay que calcularlo “punto a punto”, es decir,
calcular limD(i) en RepΣ′(B) para cada vértice i ∈ Σ0. Usando que ∼ es una
subrelación de ≡, tenemos que limD ∈ RepΣ/≡(B), probándose el lema. �

Corolario 2.11.11 Sea A una categoŕıa pequeña y B una categoŕıa Σ′-completa.
Si A ′ es una categoŕıa cociente de A, entonces [A ′,B] es una subcategoŕıa Σ′-
completa de [A ,B].

Demostración. Como A es pequeña, se puede probar que existe un diagrama
Σ y una relación de conmutatividad ∼ en Σ tales que A = PΣ/ ∼. Dado que
A ′ es un cociente de A , entonces es de la forma A ′ = A / ∼0, donde ∼0 es una
relación compatible con A . Luego, A ′ = (PΣ/∼)/∼0 y con esto definimos una
relación ≡ de conmutatividad en Σ como sigue. Dados m, m′ ∈ PΣ, decimos
que m ≡ m′ si y sólo si [m]∼ ∼0 [m′]∼, donde [m]∼ := {x ∈ PΣ | x ∼ m}.
Ahora veamos que ∼ es una subrelación de ≡. En efecto, se tiene que si m ∼ m′

entonces [m]∼ = [m′]∼. De donde se tiene que [m]∼ ∼0 [m′]∼; y por lo tanto
m ≡ m′. Esto es, ∼ es una subrelación de ≡; y además A ′ = PΣ/≡. Dado
que, por 2.1.7, sabemos que [A ′,B] ' RepΣ/≡(B) y [A ,B] ' RepΣ/∼(B),
entonces el corolario se sigue del lema anterior. �

2.12. El Funtor limΣ

Definición 2.12.1 Sea B una categoŕıa Σ-completa. En este caso, se define el
funtor limΣ : RepΣ(B) −→ B como sigue. Sea α : D −→ D′ un morfismo en
RepΣ(B) y η : ILD −→ D (resp. η′ : ILD′ −→ D′) el ĺımite de D (resp. D′).
Por definición de ĺımite, existe un único morfismo ᾱ : LD −→ LD′ en B tal
que el siguiente diagrama

ILD
η //

Iᾱ
��

D

α

��
ILD′

η′
// D′

conmuta en RepΣ(B). Haciendo limΣ(D) := LD y limΣ(α) := ᾱ, es claro que
se obtiene un funtor limΣ : RepΣ(B) −→ B.

Observación 2.12.2 Sea Σ′ un diagrama, por composición punto a punto (ver
2.5.5), limΣ : RepΣ(B) −→ B induce un funtor, que será denotado tam-
bién por limΣ, limΣ : RepΣ′(RepΣ(B)) −→ RepΣ′(B). Suponiendo que existe
limΣ′(limΣD) para D ∈ RepΣ′(RepΣ(B)), ¿vale la igualdad limΣ′(limΣD) =
limΣ(limΣ′D)? Más adelante veremos que si vale.

Definición 2.12.3 Sea B una categoŕıa Σ-completa. Consideremos las sigu-
ientes correspondencias.
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(a) Los bifuntores T = [I−,−], S = [−, limΣ−] : B∗ × RepΣ(B) −→ Sets,
donde:

(i) para cada par (B,D) ∈ Obj(B∗×RepΣ(B)), se define T (B,D) := [IB , D]
y S(B,D) := [B, limΣD],

(ii) dados los morfismos α∗ : B −→ B′ en B∗ y β : D −→ D′ en RepΣ(B),
se define
T (α∗, β)(f) := βfIα ∀f ∈ T (B,D),
S(α∗, β)(g) := limΣ(β)gα ∀g ∈ S(B,D).

(b) Una correspondencia η(B,D) : T (B,D) −→ S(B,D), definida como sigue.
Sea β ∈ T (B,D) y γ : IlimΣ(D) −→ D el ĺımite de D. Por definición de
ĺımite, sabemos que existe un único β̄ : B −→ limΣD en B tal que el
siguiente diagrama conmuta en RepΣ(B)

IlimΣD
γ // D

IB

Iβ̄

OO

β

<<yyyyyyyyy

Hacemos, por definición, η(B,D)(β) := β̄.

Lema 2.12.4 Sea B una categoŕıa Σ-completa, T, S : B∗×RepΣ(B) −→ Sets
y η(B,D) : T (B,D) −→ S(B,D) las correspondencias de la definición anterior.
Entonces η : T −→ S es una equivalencia natural.

Demostración. Veamos primero que η(B,D) : T (B,D) −→ S(B,D) es biyecti-
vo. En efecto, consideremos ρ(B,D) : S(B,D) −→ T (B,D) con ρ(B,D)(θ) := γIθ,
donde γ : IlimD −→ D es el ĺımite de D. Por la definición de η(B,D), se ve
fácilmente que η−1

(B,D) = ρ(B,D).
Finalmente, probemos que η : T −→ S es natural. En efecto, sean α∗ : B −→ B′

en B∗, β : D −→ D′ en RepΣ(B) y γ′ : IlimΣD′ −→ D′ el ĺımite de D′. Hay que
ver que el siguiente diagrama en Sets conmuta

[IB , D]
η(B,D)//

T (α∗,β)

��

[B, limΣD]

S(α∗,β)

��
[IB′ , D′]

η(B′,D′)
// [B′, limΣD

′].

Por definición, tenemos las siguientes igualdades, donde f ∈ [IB , D]

γIη(B,D)(f) = f, βγ = γ′IlimΣ(β), γ′Iη(B′,D′)(βfIα) = βfIα. (2.9)

Ahora bien, S(α∗, β)(η(B,D)(f)) = limΣ(β)η(B,D)(f)α y T (α∗, β)(f) = βfIα.
Por otro lado, por (2.9), se tiene que

γ′IlimΣ(β)Iη(B,D)(f)Iα = βγIη(B,D)(f)Iα = βfIα.
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Aplicando (2.9), también tenemos que γ′Iη(B′,D′)(βfIα) = βfIα. Por lo tanto
IlimΣ(β)η(B,D)(f)α = Iη(B′,D′)(βfIα), de donde concluimos que

limΣ(β)η(B,D)(f)α = η(B′,D′)(βfIα),

probándose que S(α∗, β)η(B,D)(f) = η(B′,D′)T (α∗, β)(f) ∀f ∈ [IB , D]. �

La siguiente definición es fundamental en la prueba de las propiedades básicas,
del funtor limΣ, dados en el teorema 2.12.8.

Definición 2.12.5 Sean T : A −→ B y S : B −→ A funtores covariantes con
A y B categoŕıas arbitrarias. Consideremos los bifuntores, inducidos por T y
S, T̄ , S̄ : B∗ ×A −→ Sets donde:

(a) para cada par (B,A) ∈ Obj(B∗ ×A )
T̄ (B,A) := [B, T (A)]B,
S̄(B,A) := [S(B), A]A ,

(b) dados los morfismos α∗ : B −→ B′ en B∗ y γ : A −→ A′ en A,
T̄ (α∗, γ)(f) := T (γ)fα ∀f ∈ T̄ (B,A).
S̄(α∗, γ)(g) := γgS(α) ∀g ∈ S̄(B,A).

Decimos que T es un adjunto de S ó que S es un coadjunto para T , si existe
una equivalencia natural η : S̄ −→ T̄ .

Corolario 2.12.6 Si B es Σ-completa entonces limΣ : RepΣ(B) −→ B es un
adjunto de I : B −→ RepΣ(B).

Demostración. Se sigue de 2.12.4. �

Proposición 2.12.7 Si T : A −→ B es un adjunto de S : B −→ A, entonces
T es un monofuntor que preserva ĺımites.

Demostración. Sea F = {γi : L −→ Di}i∈Σ0 una familia de morfismos en A
tal que F : IL −→ D es un ĺımite para D ∈ RepΣ(A ). Por 2.6.1, se tiene que
HS(B)(F ) : IHS(B)(L) −→ HS(B)(D) es un ĺımite de HS(B)(D) ∈ RepΣ(Sets)
∀B ∈ B. Como T es un adjunto de S, sea η(B,A) : [S(B), A]A −→ [B, T (A)]B
la equivalencia natural en las variables (B,A) ∈ B∗×A . En particular, se tiene
el siguiente diagrama conmutativo en Sets

[S(B), Di]A
η(B,Di) //

[S(1B),D(m)]

��

[B, T (Di)]B

[1B ,TD(m)]

��
[S(B), Dj ]A η(B,Dj)

// [B, T (Dj)]B,

donde m : i −→ j es una flecha en Σ1 y las flechas horizontales son isomorfismos.
Por lo tanto, la familia η(B,D) := {η(B,Di) : HS(B)(Di) −→ HB(TDi)}i∈Σ0 es un
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isomorfismo η(B,D) : HS(B)(D) −→ HB(TD) en RepΣ(Sets). Luego, de 2.2.6,
se tiene que la siguiente composición en RepΣ(Sets)

η(B,D)H
S(B)(F ) : IHS(B)(L) −→ HB(TD)

es un ĺımite para HB(TD). Por otro lado, aplicando la naturalidad de η(B,−) a
cada morfismo γi : L −→ Di en F , se tiene el siguiente diagrama conmutativo
en Sets

HS(B)(Di)
η(B,Di) // HB(TDi)

HS(B)(L)

HS(B)(γi)

OO

η(B,L)
// HB(TL),

HB(T (γi))

OO

donde las flechas horizontales son isomorfismos. El diagrama anterior, nos dice
que el siguiente diagrama en RepΣ(Sets) conmuta

IHS(B)(L)

η(B,D)H
S(B)(F )

&&LLLLLLLLLL

HB(TD)

IHB(TL).

HB(T (F ))

88rrrrrrrrrr

I
η
−1
(B,L)

OO

Entonces, de 2.2.5, se tiene que ∀B ∈ Obj(B), el morfismo

HB(T (F )) : IHB(TL) −→ HB(TD)

es un ĺımite para HB(TD) ∈ RepΣ(Sets). Luego, por 2.6.1,

T (F ) : IT (L) −→ TD

es un ĺımite para TD ∈ RepΣ(B); probándose que T preserva ĺımites. De manera
análoga se prueba que T es un monofuntor. �

Teorema 2.12.8 Sean B una categoŕıa Σ-completa y Σ′ un diagrama. En-
tonces

(a) si D ∈ RepΣ′(RepΣ(B)) y existe limΣ′(limΣD), entonces limΣ′(limΣD) =
limΣ(limΣ′D),

(b) limΣ : RepΣ(B) −→ B es un monofuntor.

Demostración. Se sigue de 2.12.7 y 2.12.6. �

Corolario 2.12.9 Sea B una categoŕıa con productos y {ui : Ai −→ Bi}i∈I
una familia de monomorfismos en B.
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(a) Si ui es un monomorfismo ∀i ∈ I, entonces
∏
i∈I ui es un monomorfismo.

(b) Si ui = Ker(fi) con fi : Bi −→ Ci ∀i ∈ I, entonces
∏
i∈I ui = Ker(

∏
i∈I fi).

Demostración.

(a) Supongamos que ui es un monomorfismo ∀i ∈ I. Consideremos el diagrama
Σ con Σ0 = I y Σ1 = ∅. Sea α : D −→ D′ en RepΣ(B), donde Di = Ai,
αi = ui y D′

i = Bi ∀i ∈ I. Dado que ui es un monomorfismo en B ∀i ∈ I,
se tiene que α es un monomorfismo en RepΣ(B). Luego, por 2.12.8(b),∏
i∈I ui = limΣ(α) es un monomorfismo.

(b) Sea Σ el diagrama de (a) y Σ′ = { 1
//// 2 }. Supongamos que ui =

Ker(fi) ∀i ∈ I. Definimos D ∈ RepΣ(RepΣ′(B)) como sigue. Para cada

i ∈ I, ponemos Di = { Bi
fi //
0
// Ci }. Es claro que limΣ′Di = Ker(fi);

por lo tanto, de 2.12.8(a), se tienen las siguientes igualdades∏
i∈I

Ker(fi) = limΣ(limΣ′D)

= limΣ′(limΣD)

= limΣ′(
∏
i∈I

fi)

= Ker(
∏
i∈I

fi).

�

2.13. Categoŕıas de funtores aditivos

Definición 2.13.1 Sean A y B categoŕıas aditivas con A pequeña. Denotare-
mos por (A ,B) a la subcategoŕıa plena de [A ,B] cuyos objetos son todos los
funtores aditivos de A a B.

Lema 2.13.2 Sean A y B categoŕıas aditivas con A pequeña. Si B es Σ-
completa (resp. Σ-cocompleta) entonces (A ,B) es una subcategoŕıa Σ-completa
(resp. Σ-cocompleta) de [A ,B].

Demostración. Supongamos que B es Σ-completa. Sabemos, por 2.11.9, que
[A ,B] es Σ-completa. Sea D ∈ RepΣ((A ,B)) y γ : IlimD −→ D el ĺımite
de D en [A ,B]. Veamos que limD ∈ (A ,B). Sean α, β : A −→ A′ en A y
consideremos la suma α+ β : A −→ A′. Dado que D ∈ RepΣ((A ,B)), se tiene
que el funtor ED : A −→ RepΣ(B), dado en 2.11.7, es aditivo.
Por otro lado, de 2.11.8, sabemos que γA : IlimD(A) −→ D(A) es el ĺımite
de D(A) en RepΣ(B), para cada A ∈ Obj(A ). Por lo tanto, existe un único
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morfismo limD(α+β) : limD(A) −→ limD(A′) que hace conmutar el siguiente
diagrama en RepΣ(B)

IlimD(A)
γA //

IlimD(α+β)

��

D(A)

ED(α+β)

��
IlimD(A′)

γA
′
// D(A′).

De igual manera, existen únicos morfismos limD(α), limD(β) : limD(A) −→
limD(A′) en RepΣ(B) tales que

ED(α)γA = γA
′
IlimD(α) y ED(β)γA = γA

′
IlimD(β).

Luego, usando la aditividad del funtor ED : A −→ RepΣ(B), se tiene:

γA
′
IlimD(α+β) = ED(α+ β)γA = ED(α)γA + ED(β)γA = γA

′
IlimD(α)+limD(β)

Por lo tanto IlimD(α+β) = IlimD(α)+limD(β); y entonces limD(α+β) = limD(α)+
limD(β), probándose que limD ∈ (A ,B). �

Lema 2.13.3 Sean A y B categoŕıas. Si B es abeliana y A es aditiva y
pequeña, entonces (A ,B) es una subcategoŕıa abeliana de [A ,B].

Demostración. Por 2.13.2, tenemos que, como B es abeliana, entonces (A ,B)
tiene kerneles, cokerneles, productos finitos y coproductos finitos, ya que es-
tos son ĺımites sobre diagramas especiales. Veamos que (A ,B) es normal. Sea
ψ : S −→ T un monomorfismo en (A ,B), entonces el kernel de este monomor-
fismo en (A ,B) es 0 : 0 −→ S. Ahora sea η : K −→ S el kernel de ψ en [A ,B],
en particular η es el kernel de ψ en (A ,B). Por lo tanto, η es isomorfo al morfis-
mo 0. Es decir, ψ tiene kernel cero en [A ,B], de donde ψ es un monomorfismo
en [A ,B]. Como [A ,B] es abeliana, sea ϕ : T −→ T ′ tal que Ker(ϕ) = ψ en

[A ,B]. Sea T
θ // I

θ′ // T ′ la factorización de ϕ a través de su imagen.
Entonces ψ es el kernel de θ en [A ,B]. Veamos que θ ∈ (A ,B), para esto es su-
ficiente ver que I es un funtor aditivo. En efecto, sean α, β : A −→ B morfismos
en A y α+β : A −→ B su suma. Luego I(α+β)θA = θBT (α+β); pero T es adi-
tivo, por lo tanto θBT (α+β) = θBT (α) + θBT (β) = I(α)θA+ I(β)θA. Es decir,
I(α+β)θA = (I(α)+ I(β))θA; pero θ es un epimorfismo en [A ,B], por lo tanto
θA es un epimorfismo en B ∀A ∈ A . De donde se sigue I(α+ β) = I(α) + I(β)
y entonces I es un funtor aditivo; probándose que θ : T −→ I es un morfismo
en (A ,B) tal que Ker(θ) = ψ, y entonces (A ,B) es normal. Dualmente es
(A ,B) conormal; luego, concluimos por 1.22.2, que (A ,B) es abeliana. �

En lo que sigue, el término anillo significa: anillo asociativo con 1. Recordemos
que un anillo R, se puede ver como una categoŕıa aditiva con un sólo objeto.
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Definición 2.13.4 Sea R un anillo y B una categoŕıa aditiva. La categoŕıa
de R-objetos izquierdos en B, es la categoŕıa de funtores aditivos (R,B),
que será denotada también por RB. Si Rop es el anillo opuesto de R, como
categoŕıas Rop = R∗, la categoŕıa de R-objetos derechos en B es (R∗,B).

Observación 2.13.5 Dado que R es una categoŕıa con un sólo objeto, la cat-
egoŕıa (R,B) se puede ver como sigue.

(a) Objetos de (R,B): pares (B, ρ), donde B ∈ Obj(B) y ρ : R −→ EndB(B)
es un morfismo de anillos. En este caso, diremos que ρ induce una estruc-
tura de R-objeto izquierdo en B.

(b) Morfismos en (R,B): un morfismo η : (B, ρ) −→ (B′, ρ′) de R-objetos
izquierdos, es un morfismo β : B −→ B′ en B tal que para toda r ∈ R el
siguiente diagrama en B conmuta

B
β //

ρ(r)

��

B′

ρ′(r)

��
B

β // B′.

Sean B y B′ R-objetos izquierdos, el grupo de morfismos de B a B′

será denotado por R[B,B′]. Si B y B′ son R-objetos derechos, el grupo de
morfismos de B a B′ será denotado por [B,B′]R

Definición 2.13.6 Sea R un anillo y Ab la categoŕıa de grupos abelianos. A
la categoŕıa (R,Ab) se le conoce también como la categoŕıa de R-módulos
izquierdos y se denota usualmente por Mod(R).

De acuerdo con la observación 2.13.5, tenemos que un R-módulo izquierdo es
una pareja ordenada (G, ρ), donde G es un grupo abeliano y ρ : R −→ EndAb(G)
es un morfismo de anillos. Si escribimos ρ(r)(x) = rx para toda r ∈ R y x ∈ G,
tenemos que un R-módulo izquierdo satisface las siguientes reglas:

(1) 1x = x ∀x ∈ G,

(2) r(x1 + x2) = rx1 + rx2 ∀r ∈ R ∀x1, x2 ∈ G,

(3) (r1 + r2)x = r1x+ r2x ∀r1, r2 ∈ R ∀x ∈ G,

(4) r1(r2x) = (r1r2)x ∀r1, r2 ∈ R ∀x ∈ G.

Para un R-módulo derecho, las primeras tres reglas son iguales pero la cuarta
es reemplazada por r1(r2x) = (r2r1)x. Por ésta razón, para R-módulo derechos
se escribe xr en lugar de rx; en este caso, la regla (4) se escribe como (xr2)r1 =
x(r2r1). Finalmente, notemos que por el diagrama de 2.13.5, un morfismo de
R-módulos izquierdos es un morfismo α : A −→ B de grupos abelianos tal que
α(rx) = rα(x) para todo r ∈ R y x ∈ A.
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Corolario 2.13.7 La categoŕıa Mod(R) es una categoŕıa abeliana completa y
cocompleta.

Demostración. Se sigue de 2.13.2 y de 2.13.3, ya que Ab es una categoŕıa
abeliana completa y cocompleta. �

2.14. Objetos Proyectivos e Inyectivos

Definición 2.14.1 Sea A una categoŕıa. Decimos que P ∈ A es proyectivo
si para todo diagrama en A

P

f

��
A α

// A′

con α un epimorfismo, existe un morfismo f ′ : P −→ A tal que f = αf ′.

Observación 2.14.2 (1) P es proyectivo si y sólo si HP : A −→ Sets es un
epifuntor.

(2) Sea A una categoŕıa exacta y aditiva. Entonces, por 2.6.1, se tiene que
HP : A −→ Ab es un funtor exacto si y sólo si P es proyectivo.

Lema 2.14.3 Si α : P −→ P ′ es un split-mono con P ′ proyectivo, entonces P
es proyectivo.

Demostración. Sea β : P ′ −→ P tal que βα = 1P . Sea γ : A −→ A′ un
epimorfismo y f : P −→ A′ un morfismo cualquiera. Consideremos el morfismo
fβ : P ′ −→ A′. Como P ′ es proyectivo se tiene que existe f ′ : P ′ −→ A tal
que γf ′ = fβ, de donde se sigue que γf ′α = fβα = f . Por lo tanto, tomando
f ′′ = f ′α se tiene γf ′′ = f , probándose que P es proyectivo. �

Definición 2.14.4 Una categoŕıa A tiene suficientes proyectivos si para
cada A ∈ A, existe un epimorfismo γ : P −→ A con P proyectivo.

Proposición 2.14.5 Si P es un proyectivo en A, entonces todo epimorfismo
α : A −→ P es un split-epi. Rećıprocamente, sea A una categoŕıa con suficientes
proyectivos ó abeliana, si P ∈ A es tal que todo epimorfismo α : A −→ P es un
split-epi entonces P es proyectivo.

Demostración. Si P es un proyectivo y α : A −→ P es un epimorfismo,
considerando el siguiente diagrama en A

P

1P

��
A α

// P,
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se tiene que existe β : P −→ A tal que αβ = 1p; esto es, α es un split-epi.
Rećıprocamente, supongamos que todo epimorfismo α : A −→ P es un split-epi.
Si A tiene suficientes proyectivos, entonces existe un split-epi α : P ′ −→ P con
P ′ proyectivo. Sea β : P −→ P ′ tal que αβ = 1P . Luego, β es un split-mono
con P ′ proyectivo; y por 2.14.3, se tiene que P es proyectivo. Por otra parte,
si A es abeliana entonces, dado un epimorfismo f : A −→ A′ y un morfismo
u : P −→ A′, podemos formar el siguiente diagrama de pullback

X
g //

v

��

P

u

��
A

f // A′;

de donde, por 1.22.3, g es un epimorfismo. Entonces, por hipótesis, g es un
split-epi. Por lo tanto, existe h : P −→ X tal que gh = 1P . Luego, tenemos que
fvh = ugh = u. Esto prueba que P es proyectivo. �

Proposición 2.14.6 Sea {Pi}i∈I una familia de objetos en una categoŕıa A
tal que P =

⊕
i∈I Pi.

(a) Si Pi es proyectivo ∀i ∈ I, entonces P es proyectivo.

(b) Si A tiene objeto cero y P es proyectivo, entonces Pi es proyectivo ∀i ∈ I.

Demostración.

(a) Supongamos que Pi es proyectivo para cada i, y sea α : A −→ A′ un epi-
morfismo. Sea f : P −→ A′ un morfismo, por lo que tenemos la siguiente
familia de morfismos {fui : Pi −→ A′}i∈I , donde ui : Pi −→ P es la
inclusión de Pi en el coproducto. Dado que Pi es proyectivo para cada i,
existe βi : Pi −→ A tal que αβi = fui. Además, por la propiedad universal
del coproducto, existe un único morfismo ψ : P −→ A tal que βi = ψui
para toda i ∈ I. Ahora, como αψui = αβi = fui para toda i, entonces se
tiene que αψ = f . Por lo tanto, P es proyectivo.

(b) Se sigue de 2.14.3, puesto que en una categoŕıa con cero cada ui : Pi −→ P
es un split-mono.

�

Definición 2.14.7 Un objeto Q, en una categoŕıa A, es inyectivo si para todo
diagrama en A

A
α //

f

��

A′

Q

con α un monomorfismo, existe un morfismo f ′ : A′ −→ Q tal que f = f ′α.
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Observación 2.14.8 Sea A una categoŕıa exacta y aditiva. Entonces, Q es
inyectivo si y sólo si el funtor HQ := [−, Q]A : A −→ Ab es exacto.

Definición 2.14.9 Una categoŕıa A tiene suficientes inyectivos, si para
cada A ∈ A existe un monomorfismo β : A −→ Q con Q inyectivo.

Definición 2.14.10 Sea A una categoŕıa exacta. Una resolución proyectiva,
para A ∈ A, es una sucesión exacta en A

. . . // Pi // . . . // P2
α2 // P1

α1 // P0
α0 // A // 0 (2.10)

tal que cada Pi es proyectivo para toda i ≥ 0.

Proposición 2.14.11 Una categoŕıa exacta A tiene resoluciones proyectivas
para cada uno de sus objetos si y sólo si A tiene suficientes proyectivos.

Demostración. Si A ∈ A tiene una resolución proyectiva, entonces en par-
ticular α0 : P0 −→ A es un epimorfismo con P0 proyectivo. Por lo tanto, si A
tiene resoluciones proyectivas para cada uno de sus objetos, entonces A tiene
suficientes proyectivos.
Rećıprocamente, supongamos que A tiene suficientes proyectivos. Entonces, da-
do A ∈ A, podemos encontrar un epimorfismo α0 : P0 −→ A con P0 proyectivo.
Sea β1 : K1 −→ P0 el kernel de α0, luego existe un epimorfismo γ1 : P1 −→ K1

tal que P1 es proyectivo. Definimos α1 : P1 −→ P0 como α1 = β1γ1; y luego,
definimos inductivamente αi = βiγi donde βi : Ki −→ Pi−1 es el kernel de αi−1

y γi : Pi −→ Ki es un epimorfismo tal que Pi es proyectivo. Por lo tanto, la
siguiente sucesión exacta en A

. . . // P2
α2 // P1

α1 // P0
α0 // A // 0

es una resolución proyectiva de A. �

2.15. Generadores

Definición 2.15.1 Una familia de objetos {Ui}i∈I en una categoŕıa A, se dice
que es una familia de generadores, si dados α, β : A −→ B con α 6= β existe
un morfismo u : Ui −→ A para algún i ∈ I tal que αu 6= βu.

Observación 2.15.2 Sea A una categoŕıa aditiva. Entonces, {Ui}i∈I es una
familia de generadores si y sólo si para cada morfismo 0 6= α : A −→ B existe
u : Ui −→ A en A tal que αu 6= 0.

Proposición 2.15.3 Si A es una categoŕıa balanceada, con intersecciones fini-
tas y una familia de generadores {Ui}i∈I , entonces A es localmente pequeña.
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Demostración. Consideremos la clase SA cuyos elementos son representantes
de las clases de equivalencia de sub-objetos de A. Consideremos la siguiente
función

T : SA −→P(
⋃
i∈I

[Ui, A]A ),

entre una clase y un conjunto, donde P(
⋃
i∈I [Ui, A]A ) es el conjunto de todos

los subconjuntos de
⋃
i∈I [Ui, A]A . Por definición, hacemos

T (u) := {ui ∈ [Ui, A]A | ∃vi ∈ [Ui, Dom(u)]A con ui = uvi}.

Veamos que T es inyectiva. En efecto, sean u1 : A1 −→ A y u2 : A2 −→ A sub-
objetos no isomorfos de A. En particular u1 � u2 o bien u2 � u1. Sin pérdida de
generalidad, podemos asumir que u1 � u2. Consideremos el siguiente diagrama
de pullback en A

A1 ∩A2
α2 //

α1

��

A2

u2

��
A1 u1

// A.

Veamos que α1 no puede ser un epimorfismo. En efecto, si α1 fuera un epimor-
fismo entonces u2(α2α

−1
1 ) = u1 (pues A es balanceada). Esto es u1 ≤ u2, que

contradice que u1 � u2. Ahora bien, como α1 no es un epimorfismo, entonces
existen α, β : A1 −→ B con α 6= β tales que αα1 = βα1. Por otra parte, como
{Ui}i∈I es una familia de generadores, existe u : Ui −→ A1 tal que αu 6= βu. En-
tonces u no puede ser factorizada a través de α1, pues si lo fuera, se tendŕıa que
αu = βu. Luego u1u no puede ser factorizado a través de u2, en caso contrario
se tendŕıa que u1u = u2f para algún f : Ui −→ A2. De donde, por la propiedad
del pullback, se tendŕıa que existe γ : Ui −→ A1 ∩ A2 tal que u = α1γ, lo cual
ya hab́ıamos dicho que no era posible. Por lo tanto u1u es tal que se factoriza
a través de u1 pero no a través de u2. Esto es, el morfismo ϕ := u1u ∈ [Ui, A]A
satisface que ϕ ∈ T (u1) y ϕ /∈ T (u2). De donde T (u1) 6= T (u2), y entonces T es
inyectivo. Luego T induce una biyección entre la clase SA de representantes de
sub-objetos de A y el conjunto Im(T ), probándose que SA es un conjunto. �

Observación 2.15.4 (a) Un objeto U ∈ A es un generador si la familia
con un solo objeto {U} es una familia de generadores. Notemos que, U es
un generador si y sólo si el funtor HU : A −→ Sets es una inmersión.

(b) Sea U =
⊕

i∈I Ui tal que cada [Ui, A]A 6= ∅ para todos los i ∈ I y A ∈ A.
Entonces, U es un generador para A si y sólo si {Ui}i∈I es una familia
de generadores para A .

Definición 2.15.5 Un objeto C en A es un cogenerador si para α, β : A −→
B con α 6= β, existe un morfismo u : B −→ C tal que uα 6= uβ. Es decir, C es
un cogenerador en A si y sólo si C∗ es un generador en A ∗.
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Proposición 2.15.6 Sea A una categoŕıa con coproductos. Entonces, U es un
generador para A si y sólo si para cada A ∈ A, existe un epimorfismo γ :IU −→
A, para algún conjunto I. Además, en éste caso, podemos tomar I = [U,A]A
con γ el morfismo cuya u-ésima coordenada es u para toda u ∈ [U,A]A .

Demostración. Supongamos que U es un generador. Tomando γ como arriba,
es inmediato que γ es un epimorfismo. En efecto, sean α, β : A −→ B tales que
αγ = βγ. Si µi : U −→IU es la i-ésima inclusión en el coproducto, entonces
αγµi = βγµi; pero por definición de γ, se tiene que γµi = ui para algún ui :
U −→ A. Es decir, αui = βui para toda ui ∈ [U,A]; de donde α = β puesto que
U es un generador (si α 6= β entonces existiŕıa u : U −→ A tal que αu 6= βu, lo
cual no es posible). Por lo tanto γ es un epimorfismo.
Rećıprocamente, supongamos que γ :IU −→ A es un epimorfismo y sean α, β :
A −→ B dos morfismos distintos; luego αγ 6= βγ. Por lo tanto existe una
inclusión µ : U −→I U de U en el coproducto tal que αγµ 6= βγµ; y aśı,
tomando u = γµ : U −→ A se tiene que αu 6= βu. Esto prueba que U es un
generador. �

Definición 2.15.7 Un objeto A ∈ A, es finitamente generado con respec-
to a una familia de generadores {Ui}i∈I si existe J ⊂ I, con J finito, y un
epimorfismo γ :

⊕
i∈J Ui −→ A. Un objeto A es libre, con respecto a una fa-

milia de generadores {Ui}i∈I , si A '
⊕

i∈K Ui para algún K ⊂ I (K no es
necesariamente finito).

Observación 2.15.8 Si U es un generador en una categoŕıa A y γ : P −→ U
es un epimorfismo, entonces P es un generador. De donde se sigue que, si A
es una categoŕıa con un generador y suficientes proyectivos, entonces existe un
generador proyectivo. Por otra parte, si A es una categoŕıa con coproductos
y un generador proyectivo, entonces se sigue, de 2.14.6 y 2.15.6, que A tiene
suficientes proyectivos.

Proposición 2.15.9 Sea A una categoŕıa abeliana y U un objeto proyectivo
en A . Si [U,A]A 6= 0 para todo A ∈ A con A 6= 0, entonces U es un generador.

Demostración. Como U es proyectivo, entonces por 2.14.2, se tiene que el
funtor HU : A −→ Ab es exacto. Además por hipótesis HU preserva objetos no
cero, luego por 2.8.3, HU es fiel; y por lo tanto HU es una inmersión. De donde,
por 2.15.4, se tiene que U es un generador. �

Corolario 2.15.10 Si R es un anillo, entonces R es un generador proyectivo
en la categoŕıa Mod(R). En particular, Mod(R) tiene suficientes proyectivos.

Demostración. Usando la multiplicación del anillo, podemos considerar a R
como un R-módulo a izquierda. Sea A un R-módulo. Entonces, los morfismos
de R a A están en biyección con los elementos de A. Es decir, para cada a ∈ A
tenemos el morfismo ϕa : R −→ A definido por ϕa(r) = ra para toda r ∈ R. En
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el siguiente diagrama en Mod(R)

R

ϕb

��
A

α // A′,

donde α es un epimorfismo, consideramos a ∈ A tal que α(a) = b. Luego el
morfismo ϕa : R −→ A es tal que αϕa = ϕb. Esto demuestra que R es un objeto
proyectivo en Mod(R). Ahora sea A 6= 0 en Mod(R), entonces existe a ∈ A tal
que a 6= 0. Por lo tanto, el morfismo ϕa 6= 0, de donde R[R,A] 6= 0; y entonces,
por 2.15.9, R es un generador proyectivo. En particular, por 2.15.8, se tiene que
Mod(R) tiene suficientes proyectivos. �

Definición 2.15.11 Un grupo abeliano D es divisible si para todo d ∈ D y
todo entero n distinto de cero, existe x ∈ D tal que nx = d.

Lema 2.15.12 Si D es un grupo abeliano divisible, entonces D es un objeto
inyectivo en la categoŕıa de grupos abelianos Ab.

Demostración. Sea D un grupo abeliano divisible. Consideremos el siguiente
diagrama de grupos abelianos

A′
u //

f

��

A

D,

donde u es un monomorfismo. Podemos suponer que u es la inclusión como
subconjunto de A. Sea C el conjunto formado por los pares {(B, g)} tal que B
es un subgrupo de A que contiene a A′ y g : B −→ D extiende a f . Primero
observemos que C 6= ∅ puesto que (A′, f) ∈ C . Definamos un orden≤ en C como
(B1, g1) ≤ (B2, g2) si B1 ⊂ B2 y g2 extiende a g1. Consideremos {(Bi, gi)}i∈I
una cadena en C , luego claramente (∪Bi,∪gi) es una cota superior para la
cadena. Entonces, por el lema de Zorn, C tiene un elemento maximal (B0, g0).
Supongamos que B0 6= A, y sea a ∈ A−B0. Consideremos el subgrupo de A

B′ = {b+ na | b ∈ B0, n ∈ Z},

el cual contiene propiamente a B0. Si na /∈ B0 para todo entero distinto de cero,
entonces B′ = B0

⊕
Za; y por lo tanto g0 puede ser extendido a g′ : B′ −→ D,

definiendo g′(b+ na) = g0(b). Supongamos que existe n0 6= 0 tal que n0a ∈ B0

y sea m el mı́nimo entero positivo tal que ma ∈ B0. Haciendo d := g0(ma),
definimos g′ : B′ −→ D como g′(b + na) = g0(b) + nx, donde x ∈ D es tal que
mx = d (tal x existe ya que D es divisible). Veamos que g′ está bien definida.
Si b1 +n1a = b2 +n2a con b1, b2 ∈ B0, entonces g0(b1) +n1x = g0(b2) +n2x. En
efecto, por el algoritmo de Euclides, existen k, r ∈ Z tales que n2−n1 = km+ r
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con 0 ≤ r < m. Luego como b1−b2 = (n2−n1)a = kma+ra, entonces ra ∈ B0;
y por la minimalidad de m, concluimos que r = 0. Entonces g0(b1 − b2) =
kg0(ma) = kd = kmx = (n2 − n1)x; probándose que g′ está bien definida. Por
otro lado, es fácil ver que g′ extiende a g0. Por lo tanto (B′, g′) ∈ C y además
(B0, g0) < (B′, g′) puesto que B0 6= B′. Esto contradice la maximalidad de
(B0, g0) y por lo tanto B0 = A, probándose que D es inyectivo. �

Lema 2.15.13 El grupo Q/Z es un cogenerador inyectivo en la categoŕıa Ab.

Demostración. Como el grupo de numeros racionales Q es un grupo divisible,
y como todo cociente de un divisible es divisible, entonces Q/Z es divisible.
Luego, por 2.15.12, tenemos que Q/Z es un objeto inyectivo. Ahora sea M 6= 0
un grupo abeliano y m ∈ M con m 6= 0. Si m tiene orden infinito, definimos
f : 〈m〉 −→ Q/Z por f(m) = 1

2 + Z, donde 〈m〉 denota a el grupo generado por
m. Por el contrario, si m tiene orden finito n, definimos f : 〈m〉 −→ Q/Z por
f(m) = 1

n + Z. En los dos casos f(m) 6= 0, entonces por la inyectividad de Q/Z,
existe f ′ : M −→ Q/Z con f ′ 6= 0 tal que f = f ′α donde α : 〈m〉 −→ M es
la inclusión de subgrupo. Entonces [M,Q/Z] 6= 0 y por lo tanto, por el dual de
2.15.9, se tiene que Q/Z es un cogenerador inyectivo para Ab. �

Observación 2.15.14 Sea R un anillo y G un grupo abeliano. Entonces, el
grupo abeliano [R,G]Ab tiene una estructura natural de R-módulo izquierdo:
dado r ∈ R y f ∈ [R,G]Ab se define rf ∈ [R,G]Ab como (rf)(x) = f(xr).

Lema 2.15.15 Sea G un grupo abeliano, R un anillo y F : Mod(R) −→ Ab
el funtor olvido; esto es, F olvida la estructura de R-módulo izquierdo con-
servando la de grupo abeliano. Consideremos los funtores H[R,G]Ab , HGF (−) :
Mod(R)∗ −→ Ab, donde

H[R,G]Ab(−) :=R[−∗, [R,G]Ab] y HGF (−) := [F (−∗), G]Ab.

Entonces, ϕA : H[R,G]Ab(A) −→ HGF (A), definida como ϕA(α)(a) := α(a)(1)
∀a ∈ A, es una equivalencia natural ϕ : H[R,G]Ab −→ HGF .

Demostración. Veamos que el siguiente diagrama en Ab conmuta, con α∗ :
A −→ B en Mod(R)∗

R[A, [R,G]Ab]
ϕA //

H[R,G]Ab
(α)

��

[F (A), G]Ab

HGF (α)

��
R[B, [R,G]Ab]

ϕB // [F (B), G]Ab.

En efecto, sea β ∈R [A, [R,G]Ab]; luego tenemos que

HG(F (α))ϕA(β) = ϕA(β)F (α) = ϕA(β)α.

Por otro lado, ϕBH[R,G]Ab(α)(β) = ϕB(βα). Ahora bien, si x ∈ B entonces
ϕB(βα)(x) = (βα(x))(1) = β(α(x))(1) = ϕA(β)(α(x)) = (ϕA(β)α)(x),



2. Diagramas y funtores 113

probándose que el diagrama anterior conmuta. Esto es, ϕ : H[R,G]Ab −→ HGF
es una transformación natural. No es dif́ıcil ver que ϕ−1 es la transformación
natural ψ : HGF −→ H[R,G]Ab , definida como sigue: ψA(β)(a)(r) := β(ra)
∀β ∈ [F (A), G]Ab, ∀a ∈ A, ∀r ∈ R. �

Proposición 2.15.16 Si R es un anillo, entonces [R,Q/Z]Ab es un cogenerador
inyectivo en la categoŕıa Mod(R).

Demostración. Por 2.15.12, tenemos queG := Q/Z es inyectivo enAb; y luego,
de 2.14.8, concluimos que el funtor HG es exacto. Entonces, dado que el funtor
olvido F es exacto, se tiene que la composición de funtores HGF es un funtor
exacto. Por la equivalencia natural de funtores ϕ : H[R,G]Ab −→ HGF , se tiene
que R[−, [R,Q/Z]Ab] es un funtor exacto. Luego I := [R,Q/Z]Ab es un objeto
inyectivo en Mod(R). Ahora bien, si 0 6= A ∈ Mod(R) se sabe, por 2.15.13, que
[F (A),Q/Z]Ab 6= 0. Entonces, de la equivalencia natural ϕ : H[R,G]Ab −→ HGF ,
probada en 2.15.15, obtenemos que R[A, [R,Q/Z]Ab] 6= 0. Por lo tanto, por el
resultado dual de 2.15.9, se tiene que I = [R,Q/Z]Ab es un cogenerador inyectivo
de Mod(R). �

2.16. Objetos pequeños

Definición 2.16.1 Un objeto A ∈ A es pequeño si ∀α ∈ [A,
⊕

i∈I Ai]A ex-
isten un conjunto finito J ⊂ I y un β ∈ [A,

⊕
i∈J Ai]A tales que α = uJIβ,

donde uJI :
⊕

i∈J Ai −→
⊕

i∈I Ai es el morfismo inducido por las inclusiones
naturales {ui : Ai −→

⊕
i∈I Ai}i∈J .

Lema 2.16.2 Sea A una categoŕıa aditiva. Entonces, α : A −→
⊕

i∈I Ai se
factoriza a través de uJI :

⊕
i∈J Ai −→

⊕
i∈I Ai con J ⊂ I finito si y sólo

si α =
∑
i∈J uipiα, donde pi :

⊕
i∈I Ai −→ Ai y ui : Ai −→

⊕
i∈I Ai es la

proyección e inclusión natural respectivamente.

Demostración. Denotemos por ūi (resp. p̄i) la i-ésima inclusión (resp. proyec-
ción) natural en el coproducto

⊕
i∈J Ai. Entonces, uJI :

⊕
i∈J Ai −→

⊕
i∈I Ai

es el único morfismo tal que uJI ūi = ui ∀i ∈ J . Pero el morfismo γ :
⊕

i∈J Ai −→⊕
i∈I Ai, donde γ =

∑
i∈J uip̄i, es tal que γiūi = ui ∀i ∈ J . Por lo tanto, se

tiene que uJI =
∑
i∈J uip̄i.

(⇒) Supongamos que α se factoriza a través de uJI . Luego existe ᾱ : A −→⊕
i∈J Ai tal que α = uJI ᾱ, es decir,

α =
∑
i∈J

uip̄iᾱ. (2.11)

De donde, componiendo con pk, se tiene que pkα = p̄kᾱ para toda k ∈ J . Por
lo tanto, a la ecuación (2.11) la podemos escribir como α =

∑
i∈J uipiα.

(⇐) Supongamos que α =
∑
i∈J uipiα. Entonces, definamos ᾱ : A −→

⊕
i∈J Ai

como ᾱ :=
∑
i∈J ūipiα. Aśı tenemos que

uJI ᾱ =
∑
k∈J

ukp̄k
∑
i∈J

ūipiα =
∑
i∈J

uipiα = α.
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Proposición 2.16.3 Sea A una categoŕıa aditiva con coproductos. Entonces,
un objeto A ∈ A es pequeño si y sólo si el funtor HA : A −→ Ab preserva
coproductos.

Demostración. Sea
⊕

i∈I Ai un coproducto en A con ui y pi, respectivamente,
la i-ésima inclusión y proyección. Consideremos la familia de morfismos en Ab
{HA(ui) : HA(Ai) −→ HA(

⊕
i∈I Ai)}i∈I , la cual induce un morfismo en Ab

α :
⊕
i∈I

HA(Ai) −→ HA(
⊕
i∈I

Ai)

tal que αūi = HA(ui) para todo i ∈ I, donde ūi : HA(Ai) −→
⊕

i∈I H
A(Ai) es

la i-ésima inclusión en el coproducto. Entonces, que HA preserve coproductos
es equivalente a que α sea un isomorfismo. Primero demostremos que α siempre
es un monomorfismo. En efecto, como se sabe en la categoŕıa Ab, un elemento
β ∈

⊕
i∈I H

A(Ai) puede ser considerado como una familia {βi : A −→ Ai}i∈I
tal que el conjunto {i ∈ I | βi 6= 0} es finito. También como es sabido, α(β) =∑
i∈I uiβi (notemos que la suma está bien definida pues sólo un número finito

de βi son distintos de cero). Por lo tanto, si β 6= 0, entonces βk 6= 0 para algún
k ∈ I; y luego

pkα(β) = pk(
∑
i∈I

uiβi) = βk 6= 0,

probándose que α(β) 6= 0, esto es, α es un monomorfismo.
Supongamos que α :

⊕
i∈I H

A(Ai) −→ HA(
⊕

i∈I Ai) es un epimorfismo. En
particular, es suprayectivo pues α es un morfismo en Ab. Sea γ ∈ [A,

⊕
i∈I Ai]A

y θ = {θi}i∈I ∈
⊕

i∈I H
A(Ai) tal que α(θ) = γ. Por lo tanto, el conjunto

J = {i ∈ I | θi 6= 0} es finito y γ =
∑
i∈J uiθi. Luego pkγ =

∑
i∈J pkuiθi = θk

∀k ∈ J , de donde se tiene que γ =
∑
i∈J uipiγ. Entonces, por 2.16.2, γ se fac-

toriza por el coproducto finito
⊕

i∈J Ai, probándose que A es pequeño.
Rećıprocamente, supongamos que A es pequeño y sea δ ∈ HA(

⊕
i∈I Ai) =

[A,
⊕

i∈I Ai]. Luego, por 2.16.2, existe un conjunto finito J ⊂ I tal que δ =∑
i∈J uipiδ. En particular, definiendo ψi = piδ si i ∈ J y ψi = 0 en ca-

so contrario, se tiene que ψ = {ψi}i∈I ∈
⊕

i∈I H
A(Ai). Calculando α(ψ) =∑

i∈I uiψi =
∑
i∈J uipiδ = δ, y aśı se prueba que α es un epimorfismo.

�



Caṕıtulo 3

Categoŕıas completas

3.1. Categoŕıas Ci

Dada una categoŕıa A con objeto cero, recordamos que si una familia {Ai}i∈I
de objetos de A tiene producto y coproducto, los morfismos: la inclusión natural
uj : Aj −→

⊕
i∈I Ai y la proyección natural pj :

∏
i∈I Ai −→ Aj , permiten

escribir a cualquier morfismo f :
⊕

i∈I Ai −→
∏
i∈I Ai en forma de matriz

f = (fij), donde fij = pifuj .

Definición 3.1.1 Una categoŕıa A es una categoŕıa C1 si

(a) tiene coproductos, y

(b) para toda familia de monomorfismos {µi : Ai −→ Bi}i∈I en A, el morfis-
mo

⊕
i∈I µi :

⊕
i∈I Ai −→

⊕
i∈I Bi es un monomorfismo.

A es una categoŕıa C2 si

(a) tiene productos, coproductos, objeto cero y

(b) el morfismo δ = (δij) :
⊕

i∈I Ai −→
∏
i∈I Ai, con δii = 1Ai y δij = 0 si

i 6= j, es un monomorfismo para toda familia de objetos {Ai}i∈I en A .

Proposición 3.1.2 Toda categoŕıa C2 es C1.

Demostración. Consideremos una familia {µi : Ai −→ Bi}i∈I de monomor-
fismos en una categoŕıa C2.
Luego tenemos los morfismos, θ =

⊕
i∈I µi :

⊕
i∈I Ai −→

⊕
i∈I Bi y ψ =∏

i∈I µi :
∏
i∈I Ai −→

∏
i∈I Bi los cuales satisfacen: θui = u′iµi y p′iψ = µipi

∀i ∈ I, donde ui, u′i son las inclusiones en sus respectivos coproductos y pi, p
′
i

las proyecciones en sus respectivos productos. También tenemos los morfismos
δ :

⊕
i∈I Ai −→

∏
i∈I Ai y δ′ :

⊕
i∈I Bi −→

∏
i∈I Bi, que son monomorfismos
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por hipótesis. Veamos que el siguiente diagrama conmuta⊕
Ai

θ //

δ

��

⊕
Bi

δ′

��∏
Ai

ψ
// ∏Bi.

En efecto, p′iδ
′θui = p′iδ

′u′iµi = 1Biµi = µi ∀i ∈ I. Por otro lado, p′iψδui =
µipiδµi = µi1Ai = µi ∀i ∈ I. Entonces, se tiene que δ′θ = ψδ; y como ψ es un
monomorfismo por 2.12.9, se concluye que θ =

⊕
i∈I µi es un monomorfismo.

�

Observación 3.1.3 Sea A una categoŕıa C2 y
⊕

i∈I Ai un coproducto con
proyecciones pi :

⊕
i∈I Ai −→ Ai. Si f, g : A −→

⊕
i∈I Ai son tales que

pif = pig para toda i ∈ I, entonces f = g.

La ley distributiva para conjuntos

(∪Ai) ∩B = ∪(Ai ∩B), (3.1)

no se satisface en general en la categoŕıa de grupos abelianos. Sin embargo, si
suponemos que {µi : Ai −→ A}i∈I es una familia dirigida (ver 2.3.6) de subgru-
pos abelianos de un grupo abeliano A y B es otro subgrupo de A. Entonces, se
puede ver que la relación (3.1) se satisface. La relación (3.1) es muy importante
y fué considerada primeramente por A. Grothendieck en [6].

Definición 3.1.4 Una categoŕıa A es una categoŕıa C3 si

(a) A es una categoŕıa abeliana y cocompleta, y

(b) dada una familia dirigida {µi : Ai −→ A}i∈I de sub-objetos de un objeto A
y cualquier otro sub-objeto v : B −→ A de A, se tiene que los sub-objetos
inducidos g : (∪i∈IAi)∩B −→ A y h : ∪i∈I(Ai ∩B) −→ A son isomorfos.

Definición 3.1.5 Sea A una categoŕıa cocompleta y (I,≤) un conjunto dirigi-
do. En este caso, se define el funtor lim−→ : RepOrd(I)/∼(A ) −→ A como sigue: sea
α : D −→ D′ en RepOrd(I)/∼(A ); y sean q : D −→ Ilim−→D y q′ : D′ −→ Ilim−→D′ ,
respectivamente, los ĺımites directos. Por definición, existe un único morfis-
mo ᾱ : lim−→D −→ lim−→D′ en A, que hace conmutar al siguiente diagrama en
RepOrd(I)/∼(A )

D
α //

q

��

D′

q′

��
Ilim−→D

Iᾱ // Ilim−→D′ .

Haciendo, lim−→(α) := ᾱ, no es dif́ıcil ver que se obtiene un funtor

lim−→ : RepOrd(I)/∼(A ) −→ A .
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Lema 3.1.6 Sea A una categoŕıa cocompleta y {µi : Ci −→ A}i∈I una familia
dirigida de sub-objetos de A ∈ A . Denotemos por cij al morfismo de sub-objetos
cij : (µi, A) −→ (µj , A) cada vez que µi ≤ µj. Sea {vi : Bi −→ Ci}i∈I una
familia de monomorfismos en A; y para (i, j) ∈ I × I con µi ≤ µj, sea bij :
Bi −→ Bj tal que el siguiente diagrama conmuta en A

Bi
vi //

bij

��

Ci

cij

��
Bj vj

// Cj .

Esto es, v : B = {Bi, bij}i,j∈I −→ C = {Ci, cij}i,j∈I ∈ RepOrd(I)/∼(A ). Si el
ĺımite directo de cualquier familia dirigida de sub-objetos de A es la unión de
dicha familia, entonces lim−→(v) : lim−→(B) −→ lim−→(C) es un monomorfismo en A.

Demostración. Como cada vi es un monomorfismo y v : B −→ C es un
morfismo en RepOrd(I)/∼(A ), la composición µv = {µivi : Bi −→ A}i∈I es una
familia dirigida de sub-objetos de A y µv : B −→ IA ∈ RepOrd(I)/∼(A ). Sean
{πi : Bi −→ ∪i∈IBi}i∈I y {π′i : Ci −→ ∪i∈ICi}i∈I , respectivamente, los ĺımites
directos de las familias dirigidas {µivi : Bi −→ A}i∈I y {µi : Ci −→ A}i∈I .
Esto es, el siguiente diagrama en A conmuta

∪Bi
ψ:=lim−→(v)

// ∪Ci

Bi

πi

aaDDDDDDDD
vi //

bij

��

Ci

π′i

<<zzzzzzzz

cij

��
Bj

πj

XX222222222222222

vj
// Cj .

π′j

FF���������������

Veamos que ψ es un monomorfismo. En efecto, por definición de unión, tenemos
morfismos θ : ∪Bi −→ A y h : ∪Ci −→ A tales que que θπi = µivi y hπ′i = µi
∀i ∈ I. En particular, el siguiente diagrama en A conmuta

Bi
π′ivi //

µivi

��

∪Ci
h

��
A

1A
// A.

Luego, por la definición de unión, existe un morfismo ϕ : ∪Bi −→ ∪Ci tal que
el siguiente diagrama en A conmuta

∪Bi
ϕ //

θ

��

∪Ci
h

��
A

1A
// A.
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Notemos que ϕ es un monomorfismo pues hϕ = θ y θ es un monomorfismo.
Ahora bien, hϕπi = θπi = µivi = hπ′ivi ∀i ∈ I. Es decir, hϕπi = hπ′ivi ∀i ∈ I,
y como h es un monomorfismo, entonces ϕπi = π′ivi ∀i ∈ I. De donde ψ = ϕ,
probándose que ψ es un monomorfismo. �

El siguiente, es un lema técnico que será muy útil en la prueba de los prin-
cipales resultados de esta sección.

Lema 3.1.7 Sea A una categoŕıa cocompleta, {µi : Ai −→ A}i∈I una familia
dirigida de sub-objetos de A ∈ A y η : B −→ A un sub-objeto de A. Denotemos
por µij al morfismo de sub-objetos µij : (µi, A) −→ (µj , A) cada vez que µi ≤ µj.
Esto es, µ = {µi} : {Ai, µij} −→ IA es un morfismo en RepOrd(I)/∼(A ). Para
cada i ∈ I, consideremos:

(a) el siguiente diagrama conmutativo en A

Ai
µi //

γi

��

A

Ai ∪B

ψi

;;wwwwwwwww
B,

η′i

oo

η

OO

donde ψi : Ai ∪ B −→ A es la unión de la familia {µi : Ai −→ A, η :
B −→ A} de sub-objetos de A, y γi, η′i son los monomorfismos inducidos
por dicha unión,

(b) el siguiente diagrama de pullback (αi y βi son monomorfismos pues η y
µi lo son)

Ai ∩B
βi //

αi

��

B

η

��
Ai

µi // A.

Entonces, para cada par (i, j) ∈ I×I con µi ≤ µj, existe un único monomorfismo
ψij : Ai∪B −→ Aj ∪B y un único monomorfismo ϕij : Ai∩B −→ Aj ∩B tales
que, los siguientes diagramas son conmutativos y sus flechas son monomorfismos
en RepOrd(I)/∼(A ).

(i) Diagrama de la unión

{Ai, µij}
µ={µi} //

γ={γi}
��

IA

{Ai ∪B,ψij}

ψ={ψi}

66lllllllllllllll
IB .

η′={η′i}
oo

Iη

OO
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(ii) Diagrama de la intersección

{Ai ∩B,ϕij}
β={βi} //

α={αi}
��

IB

Iη
��

{Ai, µij}
µ={µi}

// IA.

Demostración. Sea (i, j) ∈ I × I tal que µi ≤ µj .

(i) Diagrama de la unión: Dado que µjµij = µi, del diagrama conmutativo
en (a), se obtiene que los siguientes dos diagramas conmutan en A

Ai ∪B

ψi ##F
FF

FF
FF

FF
B

η′j //

η

��

η′ioo Aj ∪B

ψj

��
A

1A
// A

Ai ∪B

ψi ##G
GGGGGGGG Ai

γjµij//

µi

��

γioo Aj ∪B

ψj

��
A

1A
// A.

Luego, por la propiedad de la unión, existe un único morfismo ψij :
Ai ∪ B −→ Aj ∪ B tal que, si agregamos el morfismo ψij a los dos di-
agramas anteriores, obtenemos de nuevo dos diagramas conmutativos. De
aqúı, resulta que ψij es un monomorfismo (pues ψjψij = ψi y ψi es un
monomorfismo) y además se obtienen los diagramas en RepOrd(I)/∼(A ),
del inciso (i).

(ii) Diagrama de la intersección. Dado que µjµij = µi, del diagrama de pull-
back en (b), se obtiene el siguiente diagrama conmutativo en A

Ai ∩B

µijαi

!!

βi

&&
Aj ∩B

βj //

αj

��

B

η

��
Aj µj

// A.

Por propiedad del pullback, existe un único morfismo ϕij : Ai ∩ B −→
Aj ∩B tal que, si agregamos el morfismo ϕij al diagrama anterior, obten-
emos un diagrama conmutativo. De este diagrama, obtenemos el diagrama
conmutativo de (ii) en RepOrd(I)/∼(A ), y además que ϕij es un monomor-
fismo pues βjϕij = βi y βi es un monomorfismo.

�
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Teorema 3.1.8 Sea A una categoŕıa abeliana y cocompleta. Entonces, las sigu-
ientes condiciones son equivalentes.

(a) A es C3.

(b) Si {µi : Bi −→ A}i∈I es una familia dirigida de sub-objetos de A ∈ A,
entonces θ : lim−→B −→ A = ∪i∈IBi −→ A, donde π = {πi} : B −→ Ilim−→B

es el ĺımite directo de B = {Bi, bij} ∈ RepOrd(I)/∼(A ) y θ es el único mor-
fismo en A, que hace conmutar el siguiente diagrama en RepOrd(I)/∼(A )

B = {Bi, bij}
µ={µi} //

π={πi} &&MMMMMMMMMM
IA

Ilim−→B .

Iθ

=={{{{{{{{

Demostración. (a) ⇒ (b) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo
en A

Bi
µi //

πi

��

A

lim−→B

θ

::uuuuuuuuuu

θ̄

// Im(θ),

θ′

OO

donde θ = θ′θ̄ es la factorización de θ a través de su imagen. Dado que µi es un
monomorfismo ∀i ∈ I, de 2.2.18, se tiene que el monomorfismo θ′ : Im(θ) −→ A
es la unión ∪i∈IBi −→ A de la familia {µi : Bi −→ A}i∈I . Luego, si probamos
que θ es un monomorfismo se tendŕıa que θ̄ es un monomorfismo; y por lo tanto
θ̄ seŕıa un isomorfismo pues θ̄ ya es un epimorfismo y A es balanceada. Siendo
θ̄ un isomorfismo, se tendŕıa que θ : lim−→B −→ A = ∪i∈IBi −→ A. Veamos que
θ es un monomorfismo. En efecto, θπi = µi y µi es un monomorfismo ∀i ∈ I, en
particular πi es un monomorfismo ∀i ∈ I. Consideremos el siguiente diagrama
conmutativo en A

Ker(θ) ∩Bi
α′i //

π′i
��

Bi
µi

!!C
CC

CC
CC

CC

πi

��
Ker(θ)

α
// lim−→B

θ
// A,

donde el cuadrado es un pullback yKer( lim−→B θ // A ) = Ker(θ) α // lim−→B.

Veamos que
⋃
i∈I{π′i : Ker(θ)∩Bi −→ Ker(θ)} = Ker(θ). En efecto, dado que

πi es un monomorfismo ∀i ∈ I, de 2.2.18, se tiene que
⋃
i∈I{πi : Bi −→ lim−→B} =

lim−→B. Luego, usando que A es C3, obtenemos que

Ker(θ) = Ker(θ) ∩ lim−→B = Ker(θ) ∩ (∪i∈IBi) = ∪i∈I(Ker(θ) ∩Bi).
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Por otro lado, aplicando 1.14.8 al diagrama anterior, obtenemos que Ker(θ) ∩
Bi = Ker(µi); y como µi es un monomorfismo, entoncesKer(θ) = ∪i∈I(Ker(θ)∩
Bi) = 0.
(b) ⇒ (a) Usaremos la notacion de 3.1.7. Sea {µi : Ai −→ A}i∈I una familia
dirigida de sub-objetos de A y η : B −→ A un monomorfismo. Luego, por 3.1.7,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en RepOrd(I)/∼(A )

0 // {Ai ∩B,ϕij}
α={αi}//

β={βi}
��

{Ai, µij} ᾱ //

γ={γi}
��

Coker(α) //

γ̄

��

0

0 // IB
η′={η′i}

// {Ai ∪B,ψij}
η̄′
// Coker(η′) // 0,

donde γ es un monomorfismo y γ̄ es un isomorfismo. En efecto, de los dia-
gramas (i) y (ii) de 3.1.7, obtenemos que ψγα = µα = Iηβ = ψη′β, y co-
mo ψ es un monomorfismo se tiene que γα = η′β. Por otro lado, el morfismo
γ̄ = {γ̄i : Ai/Ai ∩ B −→ Ai ∪ B/B}i∈I es un isomorfismo punto a punto (es
decir, cada γ̄i con i ∈ I es un isomorfismo) por 1.18.7.
Ahora bien, aplicando el funtor L := lim−→ : RepOrd(I)/∼(A ) −→ A al diagra-
ma anterior, obtenemos por 3.1.6 y el dual de 2.12.8(b), el siguiente diagrama
conmutativo y exacto en A

0 // ∪(Ai ∩B)
L(α) //

L(β)

��

∪Ai
L(ᾱ) //

L(γ)

��

lim−→Ai/Ai ∩B //

L(γ̄)

��

0

0 // B
L(η′)

// ∪(Ai ∪B)
L(η̄′)

// lim−→Ai ∪B/B // 0,

donde L(γ) es un monomorfismo y L(γ̄) es un isomorfismo en A . Dado que
L(α) = Ker(L(ᾱ)) = Ker(L(γ̄)L(ᾱ)) = Ker(L(η̄′)L(γ)) y L(γ) es un monomor-
fismo, concluimos de 1.14.8, que el cuadrado de la izquierda en el diagrama
anterior es un pullback, al cual nos referiremos como el primer diagrama de
pullback. Consideremos ahora el segundo diagrama de pullback

B ∩ (∪Ai)
f //

g

��

B

η

��
∪Ai

L(µ)
// A.

Veamos que los sub-objetos L(µ)g : B∩ (∪Ai) −→ A y L(µα) : ∪(Ai∩B) −→ A
son isomorfos; para lo cual usaremos los dos diagramas de pullback.
Aplicando el funtor L := lim−→ al diagrama (ii) de 3.1.7, obtenemos que L(µ)L(α) =
ηL(β); y del segundo diagrama de pullback se tiene que existe un único mor-
fismo f ′ : ∪(Ai ∩ B) −→ B ∩ (∪Ai) tal que L(β) = ff ′ y L(α) = gf ′. Por
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otro lado, aplicando el funtor L := lim−→ al diagrama (i) de 3.1.7, obtenemos el
siguiente diagrama conmutativo en A

∪Ai
L(µ) //

L(γ)

��

A

∪(Ai ∪B)

L(ψ)

::uuuuuuuuuu
B,

L(η′)

oo

η

OO

donde todos los morfismos, en dicho diagrama, son monomorfismos.
Luego L(ψ)L(η′)f = ηf = L(µ)g = L(ψ)L(γ)g, y como L(ψ) es un monomor-
fismo, se tiene que  L(η′)f = L(γ)g. De esto, y del primer diagrama de pullback,
existe un único morfismo g′ : B ∩ (∪Ai) −→ ∪(Ai ∩ B) tal que L(α)g′ = g y
f = L(β)g′. En particular L(µ)gf ′ = L(µ)L(α) y L(µ)L(α)g′ = L(µ)g, esto es
el siguiente diagrama de monomorfismos

B ∩ (∪Ai)
L(µ)g //

g′

��

A

∪(Ai ∩B)
L(µα)

::vvvvvvvvvv
f ′

OO

conmuta en A; y por lo tanto, como sub-objetos de A, son isomorfos. �

Corolario 3.1.9 Sea A una categoŕıa completa. Si A es C3 entonces es C2.

Demostración. Sea {Ai}i∈I una familia de objetos de A y F (I) = {F ⊂
I | F es finito}. Sean µFi , pFi (resp. µ̄i, p̄i) las inclusiones y proyecciones en
el coproducto

⊕
i∈F Ai (resp. en el producto

∏
i∈I Ai) y uF :

⊕
i∈F Ai −→∏

i∈I Ai el morfismo inducido por las inclusiones {µ̄i}i∈F . Es fácil ver que uF
es un monomorfismo y además que {uF :

⊕
i∈F Ai −→

∏
i∈I Ai}F∈F(I) es una

familia dirigida de sub-objetos de
∏
i∈I Ai. Luego por la demostración de 2.3.5,

sabemos que lim−→
⊕

i∈F Ai =
⊕

i∈I Ai. Por lo tanto existe un único morfismo
θ :

⊕
i∈I Ai −→

∏
i∈I Ai, tal que el siguiente diagrama es conmutativo siempre

que F ⊂ G ⊕
i∈I Ai

θ //__________
∏
i∈I Ai

⊕
i∈F Ai

uFG

��

µF
eeLLLLLLLLLL

uF

99rrrrrrrrrr

⊕
i∈GAi.

µG

\\::::::::::::::::::

uG

BB������������������

En particular, para cada i ∈ I se tiene que θµi = µ̄i, es decir, p̄iθµi = 1Ai y
p̄jθµi = 0 para i 6= j, donde µi : Ai −→

⊕
i∈I Ai es la inclusión canónica. Por lo

tanto δ = (δij) = θ. Luego, por 3.1.8 y 3.1.6, tenemos que δ es un monomorfismo,
probándose que A es C2.

�
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Corolario 3.1.10 Sea A una categoŕıa C3, con una familia de generadores.
Si A es un objeto de A; entonces los sub-objetos de A que son finitamente
generados forman una familia dirigida de sub-objetos de A cuyo ĺımite directo
es A.

Demostración. Sea {Ui}i∈Λ una familia de generadores de A, por 2.15.3,
A es localmente pequeña; y por lo tanto, la clase de todos los sub-objetos
finitamente generados de A forman un conjunto. Ahora sean A1 y A2 dos sub-
objetos finitamente generados, es decir, existen q1 :

⊕
k∈K Uk −→ A2 y q2 :⊕

j∈J Uj −→ A2 con q1, q2 epimorfismos y K, J finitos. Entonces, por el dual
de 2.12.9, se tiene que q :

⊕
i∈I Ui −→ A1

⊕
A2 es un epimorfismo donde

I = K t J (unión disjunta). Pero por 1.19.6, se tiene que A1 ∪A2 es la imagen
del morfismo f : A1

⊕
A2 −→ A, donde fµi es la inclusión de Ai en A. De

donde se sigue que A1 ∪A2 es finitamente generado. Por lo tanto, la familia de
sub-objetos finitamente generados de A forman una familia dirigida. Por 3.1.8,
el ĺımite directo θ : L −→ A de ésta familia es un sub-objeto de A. Supongamos
que θ no es un epimorfismo. Por lo tanto, existen h, g : A −→ B tales que
gθ = hθ y g 6= h. Luego existen i ∈ Λ y µ : Ui −→ A tales que hµ 6= gµ.
Entonces, µ no se factoriza a través de θ, puesto si lo hiciera, se tendŕıa que
µ = θα para algún α : Ui −→ L; de donde hµ = gµ lo cual es una contradicción.
Sea µ = ηψ la factorización de µ a través de su imagen, donde η : Im(µ) −→ A.
En particular Im(µ) es, por definición, finitamente generado. Por lo tanto, existe
un monomorfismo v : Im(µ) −→ L tal que η = θv, ya que θ : L −→ A es la
unión de los sub-objetos de A que son finitamente generados. Luego µ = θvψ,
lo cual es una contradicción pues µ no se puede factorizar a través de θ. Por lo
tanto θ es un epimorfismo, y en consecuencia un isomorfismo. �

Lema 3.1.11 Sea A una categoŕıa abeliana cocompleta y {µi : Ai −→ A}i∈I
una familia dirigida de sub-objetos de A ∈ A. Denotemos por µij al morfismo
de sub-objetos µij : (µi, A) −→ (µj , A) cada vez que µi ≤ µj. Para cada i ∈ I,
consideremos A

π // A/Ai = Coker( Ai
µi // A ); y para µi ≤ µj, sea µ̄ij :

A/Ai −→ A/Aj el morfismo inducido por µij en los cocientes. Esto es, se tiene
la siguiente sucesión exacta en RepOrd(I)/∼(A )

0 // {Ai, µij}
µ={µi} // IA

π={πi} // Coker(µ) = {A/Ai, µ̄ij} // 0.

Si θ : ∪i∈IAi −→ A es la unión de la familia {µi : Ai −→ A}i∈I , entonces
tenemos la siguiente sucesión exacta en A

0 // ∪i∈IAi
θ // A

lim−→(π)
// lim−→A/Ai // 0.

Demostración. Por el dual de 2.12.8, el funtor lim−→ : RepOrd(I)/∼(A ) −→ A
es exacto a derecha. Luego, se tiene la siguiente sucesión exacta en A

lim−→Ai
lim−→(µ)

// A
lim−→(π)

// lim−→A/Ai // 0.
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Sea q : Im(lim−→(µ)) −→ A la imagen del morfismo lim−→(µ). Por 2.2.18, sabemos
que el monomorfismo q : Im(lim−→(µ)) −→ A es la unión de la familia {µi : Ai −→
A}i∈I , probándose el lema. �

Proposición 3.1.12 Sea A una categoŕıa abeliana cocompleta. Entonces, A
es C3 si y sólo si para toda familia dirigida {µi : Ai −→ A}i∈J de sub-objetos
de A ∈ A y para todo morfismo f : B −→ A se tiene que

f−1(∪Ai) = ∪f−1(Ai). (3.2)

Demostración. (⇐) Sea η : ∪Ai −→ A la unión de {µi : Ai −→ A}i∈J y
µ : B −→ A un monomorfismo. Consideremos el siguiente diagrama de pullback

B ∩ (∪Ai) //

��

∪Ai
η

��
B

µ // A.

Entonces, se tiene que µ−1(∪Ai) = B ∩ (∪Ai). Por otro lado, por hipótesis, ten-
emos que la unión es preservada por imágenes inversas; por lo tanto µ−1(∪Ai) =
∪µ−1(Ai) = ∪(Ai ∩B), probándose que A es C3.

(⇒) Supongamos que A es una categoŕıa C3 y sea B
f̄ // I

f ′ // A la fac-
torización de f a través de su imagen. Entonces, por 1.18.3 y 1.8.4 tenemos el
siguiente diagrama conmutativo y exacto en A

0

��

0

��
0 // Ker(γi) // f−1(Ai)

βi

��

γi // Ai ∩ I //

ηi

��

0

0 // Ker(f̄) // B
f̄ //

ψi

��

I //

qi

��

0

I/Ai ∩ I

��

I/Ai ∩ I

��
0 0.

No es dif́ıcil ver que, si µi ≤ µj entonces existe un único θij : f−1(Ai) −→
f−1(Aj) y un único ϕij : I/Ai ∩ I −→ I/Aj ∩ I tales que el siguiente diagrama

0 // f−1(Ai)
βi //

θij

��

B
ψi //

1B

��

I/Ai ∩ I //

ϕij

��

0

0 // f−1(Aj)
βj // B

ψj // I/Aj ∩ I // 0
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es conmutativo y exacto en A . También es fácil ver que si µi ≤ µj , entonces
existe un único ξij : Ai ∩ I −→ Aj ∩ I tal que el siguiente diagrama

0 // Ai ∩ I
ηi //

ξij

��

I
qi //

1I

��

I/Ai ∩ I //

ϕij

��

0

0 // Aj ∩ I
ηj // I

qj // I/Aj ∩ I // 0

es conmutativo y exacto en A . En particular, {βi : f−1(Ai) −→ B}i∈J es una
familia dirigida de sub-objetos de B; y además, de los tres diagramas anteriores,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en RepOrd(J)/∼(A )

0 // {f−1(Ai), θij}
β={βi}//

γ={γi}
��

IB
ψ={ψi}//

If̄
��

{I/Ai ∩ I, ϕij} // 0

0 // Ker(q)
η={ηi}

// II
q={qi}

// {I/Ai ∩ I, ϕij} // 0.

Dado que {ηi : Ai ∩ I −→ I}i∈J es una familia dirigida de sub-objetos de I,
aplicando el funtor L := lim−→ al diagrama anterior obtenemos, por 3.1.8 y 3.1.11,
el siguiente diagrama conmutativo y exacto en A

0 // ∪f−1(Ai)
L(β) //

L(γ)

��

B
L(ψ)//

f̄

��

I/ ∪ (Ai ∩ I) // 0

0 // ∪(Ai ∩ I)
L(η)

// I
L(q)
// I/ ∪ (Ai ∩ I) // 0.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en A

f−1(∪Ai)
ḡ //

λ̄

��

I ∩ (∪Ai) //

λ

��

∪Ai

L(µ)

��
B

f̄

// I
f ′

// A,

donde los cuadrados izquierdo y derecho son pullbacks (ver en 1.8.4). Veamos
que los sub-objetos de B: (L(β), B) y (λ̄, B) son isomorfos. En efecto, por 1.18.3,
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tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en A

0

��

0

��
0 // Ker(ḡ) // f−1(∪Ai)

ḡ //

λ̄

��

I ∩ (∪Ai) //

λ

��

0

0 // Ker(f) // B
f̄

//

ρ

��

I //

π

��

0

I/I ∩ (∪Ai)

��

I/I ∩ (∪Ai)

��
0 0.

Por ser A una categoŕıa C3, tenemos que f ′L(η) y f ′λ son isomorfos como sub-
objetos de A. Luego como f ′ es un monomorfismo, entonces (L(η), I) ' (λ, I)
como sub-objetos de I. Luego, existe un isomorfismo ξ tal que ξπ = L(q). Por lo
tanto Ker(ρ) = Ker(πf̄) ' Ker(ξπf̄) = Ker(L(ψ)), probándose que (L(β), B)
y (λ̄, B) son sub-objetos isomorfos de B. �

Proposición 3.1.13 Sea A una categoŕıa C3 y {Ai, πij}i,j∈I un sistema di-
recto en A sobre I. Si π = {πi} : {Ai, πij} −→ IL es el ĺımite directo de
{Ai, πij} ∈ RepOrd(I)/∼(A ) entonces Kk =

⋃
k≤pKkp, donde Kkp := Ker(πkp)

para k ≤ p y Kk := Ker(πk).

Demostración. Para cada k fijo, consideremos el siguiente diagrama conmu-
tativo en A

L Ak
πkoo

πkp

��
Ap.

πp

``@@@@@@@@

Entonces, como πk = πpπkp, se tiene que Ker(πkp) ⊂ Ker(πpπkp) = Ker(πk);
por lo que

⋃
k≤pKkp ⊂ Kk.

Ahora probaremos la otra inclusión. Sea R := {(i, j) ∈ I × I | i ≤ j} y
A =

⊕
i∈I Ai con µi : Ai −→

⊕
i∈I Ai la inclusión en el coproducto. Si

S ⊂ R, sea AS :=
⋃

(i,j)∈S Im(µi − µjπij) ⊂ A. Luego, por 2.2.20, se tiene
que L = lim−→i∈I Ai = A/AR. Pero AR = ∪FAF , donde F corre sobre todos los
subconjuntos finitos de R. Consideremos el siguiente diagrama en A

µ−1
k (AR)

β //

α

��

Ak

µk

��
0 // AR

µ //
⊕

i∈I Ai
η //

⊕
i∈I Ai/AR // 0,



3. Categoŕıas completas 127

donde el cuadrado es un pullback y la fila inferior es una sucesión exacta corta.
Por 1.14.8, se tiene que β es el kernel de ηµk. Pero por 2.2.20 πk = ηµk, por
lo que β : µ−1

k (AR) −→ Ak es el kernel de πk. Luego, por 3.1.12, se tiene que
Kk = µ−1

k (AR) =
⋃
F µ

−1
k (AF ). Por lo tanto, basta demostrar que µ−1

k (AF ) ⊂
Kkp para algún p ≥ k. Dado F , sea p un ı́ndice tal que:

(a) p ≥ k, y

(b) si (i, j) ∈ F entonces p ≥ i y p ≥ j.
También tenemos el siguiente diagrama de pullback en A

µ−1
k (AF )

β1 //

α1

��

Ak

µk

��
AF

µF // A
ηF // A/AF .

Por lo tanto, β1 : µ−1
k (AF ) −→ Ak es el kernel de ηFµk. Definamos f : A −→ Ap

como fµi = πip para i ≤ p y fµi = 0 en el otro caso. Entonces, para (i, j) ∈ F
se tiene que

f(µi − µjπij) = fµi − fµjπij = πip − πjpπij = πip − πip = 0.

Veamos que fµF = 0. Sea Ai
θ̄ij // Cij

θij // A la factorización de µi−µjπij :
Ai −→ A a través de su imagen con Cij = Im(µi−µjπij). Luego fθij θ̄ij = 0; y
como θ̄ij es un epimorfismo, tenemos que fθij = 0 y entonces f(Cij) = 0. Como
µF : AF −→ A es la unión de la familia {θij : Cij −→ A}(i,j)∈F , tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

Cij
θij //

γFij
��

A

AF .

µF

>>}}}}}}}}

Luego por 1.12.5, tenemos que f(AF ) = f(∪(i,j)∈FCij) = ∪(i,j)∈F f(Cij) =
0, es decir, Im(fµF ) = 0 y por lo tanto fµF = 0. Por otro lado, como
ηF = Coker(µF ), existe θ : A/AF −→ Ap tal que f = θηF . Por lo tanto
fµkβ1 = θ(ηFµkβ1) = 0; y usando 1.11.6, se tiene que 0 = Im(fµkβ1) =
f(µk(µ−1

k (AF ))). Entonces, concluimos que

0 = f(µk(µ−1
k (AF ))) = πkp(µ−1

k (AF )).

Esto prueba que µ−1
k (AF ) ⊂ Kkp, que es lo que se queŕıa. �

Teorema 3.1.14 Sea A una categoŕıa abeliana cocompleta. Entonces, A es
C3 si y sólo si para cualquier conjunto dirigido I, el funtor

L := lim−→ : RepOrd(I)/∼(A ) −→ A

es exacto.
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Demostración. Tenemos que el funtor L := lim−→ : RepOrd(I)/∼(A ) −→ A
preserva cokerneles por el dual de 2.12.8. Por lo tanto, basta probar que A es
C3 si y sólo si L preserva monomorfismos.
(⇐) Supongamos que L preserva monomorfismos. Sea {µi : Ai −→ A}i∈I una
familia dirigida de sub-objetos de A y µij : (µi, A) −→ (µj , A) el morfismo
de sub-objetos de A. Esto es, µ = {µi} : {Ai, µij} −→ IA es un monomorfis-
mo en RepOrd(I)/∼(A ). Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en
RepOrd(I)/∼(A )

Ilim−→Ai
IL(µ) // IA

{Ai, µij},
π

eeJJJJJJJJJ µ={µi}

;;wwwwwwwwww

donde L(µ) : lim−→Ai −→ A es un monomorfismo en A . En particular, Im(L(µ)) =
L(µ), y por 2.2.18, obtenemos que L(µ) : lim−→Ai −→ A es la unión de la familia
{µi : Ai −→ A}i∈I de sub-objetos de A. Esto es, A es C3 por 3.1.8.
(⇒) Supongamos que A es C3. Sea (I,≤) un conjunto parcialmente ordenado
y dirigido. Consideremos un monomorfismo en RepOrd(I)/∼(A )

u = {ui} : {Ai, πij} −→ {Bi, µij}.

Dado que RepOrd(I)/∼(A ) ' [Ord(I)/ ∼,A ] obtenemos por 2.11.9, que ui :
Ai −→ Bi es un monomorfismo en A ∀i ∈ I. Por otro lado, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo en RepOrd(I)/∼(A )

{Ai, πij}
u={ui} //

{πi}
��

{Bi, µij}

{µi}
��

IA
L(u)

// IB

donde A := lim−→Ai y B := lim−→Bi. Sea ( K
α // A ) = Ker( A

L(u) // B ), y

Ai
π′′i // Im(πi)

π′i // A la factorización de πi : Ai −→ A a través de su
imagen, hagamos A′i := Im(πi). Luego, por 2.2.18, se tiene que A = Im(1A) =
∪i∈IIm(πi) = ∪i∈IA′i. Usando ahora que A es una categoŕıa C3, se tiene que

K = K ∩ (∪i∈IA′i) = ∪i∈I(A′i ∩K).

Supongamos que K 6= 0. Entonces existe k ∈ I tal que A′k ∩K 6= 0. Sea M :=
π−1
k (A′k ∩ K). Luego, por 1.8.4, tenemos que existe un diagrama conmutativo

en A

π−1
k (K)

γ1 //

α′′

��

A′k ∩K
γ2 //

α′

��

K

α

��
Ak

π′′k // A′k
π′k // A
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tal que

(a) π−1
k (K) = M , (por 1.12.3)

(b) γ2, α′ y α′′ son monomorfismos, y

(c) γ1 es un epimorfismo.

Veamos que πk(M) 6= 0. En efecto, supongamos que πk(M) = 0. Luego por
1.11.6, 0 = πk(M) = πkα

′′ = αγ2γ1; y como αγ2 es un monomorfismo, entonces
γ1 = 0. En particular, 0 = Im(γ1) = A′k ∩K pues γ1 es un epimorfismo, lo cual
contradice que A′k ∩ K 6= 0; probándose que πk(M) 6= 0. Ahora bien, usando
1.11.6 y 1.12.4, obtenemos

µk(uk(M)) =L(u)(πk(M))

=L(u)(πk(π−1
k (A′k ∩K)))

⊂L(u)(A′k ∩K) ⊂ L(u)(K) = 0.

Entonces, por 3.1.13, uk(M) es un sub-objeto de
⋃
k≤p Lkp, donde Lkp:= Ker(µkp).

De nuevo, usando que A es C3, se tiene que

uk(M) =
⋃
k≤p

(Lkp ∩ uk(M)).

Por lo tanto

M = u−1
k (uk(M)) = u−1

k (
⋃
k≤p

(Lkp ∩ uk(M))) =
⋃
k≤p

u−1
k (Lkp ∩ uk(M)). (3.3)

En efecto, la primera igualdad es cierta por que uk es un monomorfismo y
la tercera por 3.1.12. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en A
cuando k ≤ p

u−1
k (Nk)

ηk //

αk

��

Nk

βk

��
Ak uk

//

πkp

��

Bk

µkp

��
Ap up

// Bp

donde Nk = Lkp ∩uk(M). Ahora, como µkpβkηk = 0 (puesto que Nk ⊂ Lkp), se
tiene que upπkpαk = 0; pero como up es un monomorfismo, entonces πkpαk = 0.
Por lo tanto 0 = Im(πkpαk) = πkp(u−1

k (Lkp ∩ uk(M))) para p ≥ k. Pero como
πk = πpπkp, concluimos que πk(u−1

k (Lkp ∩ uk(M))) = 0 para p ≥ k.
Usando la ecuación (3.3) y por 1.12.5, se tiene que πk(M) = 0. Esta contradic-
ción prueba que K = 0; y por lo tanto, L(u) es un monomorfismo. �
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3.2. Envolventes inyectivas

Definición 3.2.1 Una extensión esencial de un objeto A′ en una categoŕıa
abeliana, es un monomorfismo µ : A′ −→ A tal que para todo sub-objeto A1 6= 0
de A se tiene que µ−1(A1) 6= 0. Una extensión esencial µ : A′ −→ A se dice que
es propia si µ no es un isomorfismo.

Observación 3.2.2

(a) Al monomorfismo µ : A′ −→ A de la definición anterior, se le conoce también
como monomorfismo esencial.

(b) Una inclusión A′ ⊂ A es una extensión esencial en Mod(R) si y sólo si para
toda a ∈ A con a 6= 0 existe r ∈ R tal que ra ∈ A′ y ra 6= 0.

Lema 3.2.3 Sea µ : A′ −→ A un monomorfismo en una categoŕıa abeliana A .
Son equivalentes

(a) µ : A′ −→ A es una extensión esencial;

(b) si fµ es un monomorfismo, entonces f lo es.

Demostración. (a) ⇒ (b). Sea f : A −→ B tal que fµ es un monomorfismo.
Supongamos que α : K −→ A es el kernel de f : A −→ B yK 6= 0. Consideremos
el siguiente diagrama de pullback

µ−1(A′) //

��

A′

µ

��
K α

// A
f
// B.

Por ser µ esencial y por 1.14.8, se tiene que 0 6= µ−1(K) = Ker(fµ); lo cual
contradice que fµ es un monomorfismo. Luego f tiene que ser un monomorfismo.
(b) ⇒ (a) Supongamos que µ : A′ −→ A no es esencial. Luego, existe un sub-
objeto 0 6= µ1 : A1 −→ A de A tal que µ−1(A1) = 0. Sea p : A −→ B tal que
Coker(µ1) = p. Luego, por 1.14.8, tenemos que 0 = µ−1(A1) = Ker(pµ); sin
embargo 0 6= A1 = Ker(p). �

Lema 3.2.4 Sea A una categoŕıa abeliana y Q ∈ A .

(a) Si Q es inyectivo entonces todo monomorfismo esencial α : Q −→ A es
un isomorfismo.

(b) Si A es C3, localmente pequeña y Q no admite extensiones esenciales
propias, entonces Q es inyectivo.

Demostración.
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(a) Supongamos que Q es inyectivo. Sea µ : Q −→ A una extensión esencial.
Si µ : Q −→ A no es un isomorfismo, entonces existe una sucesión exacta
corta

0 // Q
µ // A

β // Q′ // 0,

con Q′ 6= 0 pues µ no es un isomorfismo. Como Q es inyectivo, se tiene que
µ es un split-mono y por lo tanto, de 1.21.2, se tiene que existe γ : Q′ −→ A
tal que βγ = 1Q′ . Luego, por 1.14.8, tenemos que µ−1(Q′) = Ker(βγ) =
Ker(1Q′) = 0; lo cual contradice que µ es una extensión esencial. Por lo
tanto µ : Q −→ A tiene que ser un isomorfismo.

(b) Supongamos que Q no admite extensiones esenciales propias. Para ver
que Q es inyectivo, por el resultado dual de 2.14.5, es suficiente probar
lo siguiente: si µ : Q −→ A es un monomorfismo entonces µ es un split-
mono.
Supongamos que µ : Q −→ A es un monomorfismo que no es un split-
mono; en particular tenemos que Q 6= 0 y A 6= 0. Por otro lado, como A
es localmente pequeña, se tiene que la siguiente clase de sub-objetos de A

C = {(v,A) ∈ [A , A] | Dom(v) 6= 0 y µ−1(Dom(v)) = 0}

es un conjunto. Se tiene que C 6= ∅ puesQ no admite extensiones esenciales
propias. Consideremos el orden parcial ≤ en C inducido por el pre-orden
natural de sub-objetos de A. Sea L = {ui : Ai −→ A}i∈I ⊂ C tal que
(L ,≤) es linealmente ordenado. Veamos que L tiene cota superior en C .
En efecto, consideremos la unión u : ∪i∈IAi −→ A de la familia L . Dado
que A es C3, obtenemos que

µ−1(∪i∈IAi) = (∪i∈IAi) ∩Q = ∪i∈I(Ai ∩Q) = ∪i∈Iµ−1(Dom(ui)) = 0.

Luego (u,A) es una cota superior de L en C . Por lo tanto, del lema
del Zorn, concluimos que existe un elemento maximal v0 : A0 −→ A en
(C ,≤). Consideremos el siguiente diagrama de pullback

0 = µ−1(A0) //

��

Q

µ

��
0 6= A0 v0

// A p
// A/A0,

donde p = Coker(v0). Luego pµ es un monomorfismo (pues Ker(pµ) =
µ−1(A0) = 0) que no es un epimorfismo (si lo fuera, como ya es un
monomorfismo, tendŕıamos que pµ es un isomorfismo; en particular µ es un
split-mono, contradiciendo que µ no es un split-mono). Ahora bien, como
pµ : Q −→ A/A0 es un monomorfismo que no es isomorfismo, concluimos
que pµ no puede ser una extensión esencial. Luego, existe un monomor-
fismo θ : B̄ −→ A/A0, con B̄ 6= 0, tal que (pµ)−1(B̄) = Q ∩ B̄ = 0.
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Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en A

Q ∩B µ̄ //

θ′′

��

B
p̄ //

θ′

��

B̄

θ

��
Q

µ
// A p

// A/A0,

donde los dos cuadrados son pullbacks. Entonces, por 1.8.4, se tiene que el
rectangulo formado por los dos cuadrados es un pullback; y además, por
1.22.3, tenemos que p̄ es un epimorfismo. En particular, Q∩B = Q∩B̄ = 0
y B 6= 0 (en efecto, como θ 6= 0 y p̄ es un epimorfismo entonces pθ′ 6= 0;
y por lo tanto B 6= 0). Por otro lado, de 1.18.3, obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo y exacto en A

0 // A0
γ // B

θ′

��

p̄ // B̄

θ

��

// 0

0 // A0
v0 // A

p // A/A0
// 0.

Luego, como B̄ 6= 0, se tiene que (v0, A) < (θ′, A) y además (θ′, A) ∈ C
(pues µ−1(B) = Q∩B = 0); lo cual contradice que (v0, A) es maximal en
(C ,≤). Por lo tanto, µ : Q −→ A tiene que ser un split-mono.

�

Definición 3.2.5 Sea A una categoŕıa abeliana. Un sub-objeto u : B −→ A
de A es una extensión esencial de otro sub-objeto u′ : A′ −→ A de A, si
existe un monomorfismo esencial v : A′ −→ B que hace conmutar al siguiente
diagrama

A′
u′ //

v

��

A

B.

u

>>}}}}}}}}

Al morfismo v : A′ −→ B le llamaremos el morfismo esencial asociado a
B.

Lema 3.2.6 Sea A una categoŕıa C3, {ui : Ai −→ A}i∈I una familia dirigida
de sub-objetos de A y u : A′ −→ A un sub-objeto de A. Si cada ui : Ai −→ A es
una extensión esencial de u : A′ −→ A, entonces se tiene el siguiente diagrama
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conmutativo ∀i ∈ I
∪i∈IAi

ψ

$$
Ai

ψi

ccGGGGGGGGG
ui // A

A′,

ϕ

UU

µi

OO

u

>>~~~~~~~~

donde: µi es el morfismo esencial asociado a Ai, ψ y ψi son los monomorfismos
inducidos por la unión y ϕ es un monomorfismo esencial que no depende de
i ∈ I.

Demostración. Como cada ui : Ai −→ A es una extensión esencial de u :
A′ −→ A se tiene que, ∀i ∈ I, existe un monomorfismo esencial µi : A′ −→ Ai
que hace conmutar al siguiente diagrama

A′
u //

µi

��

A

Ai.

ui

>>}}}}}}}}

En particular, se tiene que uiµi = ujµj ∀i, j ∈ I. Por otro lado, de la definición
de unión, tenemos que ∀i ∈ I existe un monomorfismo ψi : Ai −→ ∪i∈IAi tal
que el siguiente diagrama conmuta

Ai
ui //

ψi

��

A

∪i∈IAi.
ψ

;;xxxxxxxxx

Luego, ψψiµi = uiµi = ujµj = ψψjµj ; y como ψ es un monomorfismo, entonces
ψiµi = ψjµj ∀i, j ∈ I. Por lo tanto, ϕ := ψiµi : A′ −→ ∪i∈IAi, para algún i
fijo, es un monomorfismo que no depende de i ∈ I (es decir, ϕ = ψjµj ∀j ∈ I)
y además hace conmutar al diagrama

∪i∈IAi
ψ

��
A′

ϕ
;;wwwwwwwww

u
// A.

Veamos que ϕ es un monomorfismo esencial. En efecto, sea θ : Ā −→ ∪i∈IAi un
monomorfismo con Ā 6= 0. Por ser A una categoŕıa C3, tenemos que 0 6= Ā =
∪i∈I(Ai ∩ Ā); y por lo tanto, existe i0 ∈ I tal que Ai0 ∩ Ā 6= 0. Consideremos
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ahora el siguiente diagrama conmutativo

(Ai0 ∩ Ā) ∩A′ //

��

Ai0 ∩ Ā //

��

Ā

θ

��
A′ µi0

// Ai0 ψi0

// ∪Ai,

donde los dos cuadrados son pullbacks. Dado que ϕ = ψi0µi0 , obtenemos de 1.8.4
que ϕ−1(Ā) = (Ai0 ∩ Ā)∩A′ = µ−1

i0
(Ai0 ∩ Ā) 6= 0 pues µi0 es un monomorfismo

esencial, probándose que ϕ es esencial. �

Lema 3.2.7 Sean u : A −→ B y v : B −→ C dos monomorfismos en una
categoŕıa abeliana. Entonces, vu es esencial si y sólo si u y v son esenciales.

Demostración. Sea h : C̄ −→ C un monomorfismo no nulo.
(⇒) Tenemos por 1.8.4, que (vu)−1(C̄) = u−1(v−1(C̄)), pues u y v son esen-
ciales; probándose que vu es esencial.
(⇐) De nuevo por 1.8.4, obtenemos un monomorfismo α : (vu)−1(C̄) −→
v−1(C̄). Luego, como vu es esencial, entonces v−1(C̄) 6= 0; probándose que v es
esencial. Veamos ahora que u es esencial. Sea θ : B̄ −→ B un monomorfismo
con B̄ 6= 0; luego el siguiente diagrama es un pullback

B̄

θ

��

B̄

vθ

��
B v

// C.

Por lo tanto, por 1.8.4, obtenemos que u−1(B̄) = (vu)−1(B̄) 6= 0, probándose
que u es esencial. �

Definición 3.2.8 Sea A una categoŕıa abeliana. Una envolvente inyectiva
Q de un objeto A ∈ A , es una extensión esencial u : A −→ Q con Q un objeto
inyectivo en A .

Proposición 3.2.9 Sea A una categoŕıa abeliana. Consideremos u : A −→ Q y
u′ : A −→ Q′ dos envolventes inyectivas de A. Entonces, existe un isomorfismo
θ : Q −→ Q′ tal que θu = u′.

Demostración. Por la inyectividad de Q′ existe θ : Q −→ Q′ tal que u′ = θu.
Luego, θ es un monomorfismo ya que u es una extensión esencial. Ahora, como
u′ es una extensión esencial, entonces se sigue inmediatamente de 3.2.7, que θ es
una extensión esencial. Finalmente, como Q es inyectivo, entonces por 3.2.4(a),
se tiene que θ es un isomorfismo. �

Proposición 3.2.10 Sea A una categoŕıa C3 localmente pequeña. Si v : A −→
Q es un sub-objeto de un objeto inyectivo Q, entonces A tiene envolvente inyec-
tiva.
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Demostración. Supongamos que v : A −→ Q es un monomorfismo con Q un
objeto inyectivo. Dado que A es localmente pequeña, tenemos que la siguiente
clase de pares de morfismos es un conjunto
C = {(ui, µi) | ui : Bi −→ Q y µi : A −→ Bi son monomorfismos con
µi esencial y uiµi = v}.
Es claro que C 6= ∅ pues (v, 1A) ∈ C . Definimos un orden parcial ≤ en C como
sigue:

(i) (ui, µi) ≤ (uj , µj) si y sólo si (ui, Q) ≤ (uj , Q),

(ii) (ui, µi) = (uj , µj) si y sólo si (ui, Q) ' (uj , Q).

Sea L = {(ui, µi)}i∈I una cadena en (C ,≤). Luego, {ui : Bi −→ Q}i∈I es una
familia dirigida de sub-objetos de Q. De donde, por 3.2.6, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo para cada i ∈ I

∪i∈IBi

ψ

��

Bi

ψi

OO

ui
##G

GG
GG

GG
GG

A

ϕ

@@

µi

<<xxxxxxxxx
v

// Q,

donde ψi, ψ son monomorfismos y ϕ es un monomorfismo esencial. Por lo tanto
(ψ,ϕ) es una cota superior en C de L . Entonces, por el lema de Zorn, existen
monomorfismos t : A −→ Q1, w : Q1 −→ Q tales que (w, t) es un elemento
maximal en (C ,≤). Como t es un monomorfismo esencial, veamos que Q1 es
inyectivo. En efecto, si Q1 no es inyectivo entonces, por 3.2.4(b), existe una
extensión esencial propia g : Q1 −→ B; y como Q es inyectivo, existe w′ : B −→
Q tal que w = w′g. En particular, w′ es un monomorfismo pues w lo es y g es
esencial. Ahora, notemos que (w′, gt) ∈ C puesto gt es esencial (ya que g y t lo
son) y además w′gt = wt = v. Pero (w, t) < (w′, gt) pues w = w′g y g no es
un isomorfismo. Esta contradicción muestra que t : A −→ Q1 es la envolvente
inyectiva de A. �

3.3. Inyectivos en categoŕıas abelianas

En esta sección, probaremos la existencia de envolventes inyectivas en cier-
tos tipos especiales de categoŕıas abelianas. La idea es trasladar la existencia
de inyectivos, en categoŕıas de Rop-módulos a izquierda, a este tipo especial de
categoŕıas abelianas.

Definición 3.3.1 Sean A una categoŕıa aditiva y U un objeto de A . Consid-
eremos el anillo EndA (U) de endomorfismos de U . El funtor

T := [U,−]A : A −→ Mod(EndA (U)op),
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se define como sigue. Dado un objeto A ∈ A, la composición de morfismos

U
r // U

f // A , induce una estructura de EndA (U)-módulo a derecha en
T (A). Por otro lado, si α : A −→ B es un morfismo en A, la composición

U
f // A

α // B de morfismos, induce un morfismo de EndA (U)-módulos
a derecha T (α) : T (A) −→ T (B) con T (α)(f) := αf ∀f ∈ T (A).

Observación 3.3.2 El funtor T : A −→ Mod(EndA (U)op) tiene propiedades
muy especiales. Por ejemplo, preserva monomorfismos y ĺımites (ver 2.6.1);
y además, si U es un generador entonces, de 2.15.4, se tiene que T es una
inmersión (es decir, T es fiel e inyectivo en objetos).

Lema 3.3.3 Sea A una categoŕıa abeliana, U un generador de A y T el funtor
definido arriba. Si u : A −→ B es una extensión esencial, entonces T (u) es una
extensión esencial.

Demostración. Sea u : A −→ B un monomorfismo esencial. Como T preserva
kerneles, se tiene que T (u) es un monomorfismo. Supongamos f ∈ [U,B]A =
T (B) y f 6= 0. Por la observación 3.2.2, debemos encontrar r ∈ EndA (U) tal
que 0 6= fr ∈ [U,A]A (es decir, Im(fr) ⊂ Im(u)). Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo

V
g //

h

��

A ∩ I w //

��

A

u

��
U

q // I
v // B,

donde el renglón inferior es la factorización de f a través de su imagen y los
dos cuadrados son pullbacks. Como f 6= 0 entonces I 6= 0, y puesto que u es
esencial, entonces A ∩ I 6= 0. Ahora, como q es un epimorfismo, entonces g es
un epimorfismo; y por lo tanto g 6= 0. Por lo tanto, dado que U es un generador
de A, existe un morfismo k : U −→ V tal que gk 6= 0. Luego, como u y w son
monomorfismos se tiene que uwgk 6= 0. Entonces vqhk = fhk 6= 0, por lo tanto
podemos tomar r = hk. Finalmente, como fr = uwgk con u monomorfismo, se
tiene que Im(fr) ⊂ Im(u). �

Teorema 3.3.4 Toda categoŕıa C3 con generador admite envolventes inyectivas
para cada uno de sus objetos.

Demostración. Sea A una categoŕıa C3 y U un generador de A . Consideremos
el funtor

T := [U,−]A :−→ Mod(R),

donde R = EndA (U)op. Sea A un objeto de A , veamos que A admite en-
volventes inyectivas. Por 2.15.16 y el dual de 2.15.6, sabemos que existe un
monomorfismo u : T (A) −→M en Mod(R), con M inyectivo.
Sea C la clase de tripletas (B,µ, f) tales que
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(i) µ : A −→ B es un monomorfismo esencial en A,

(ii) f : T (B) −→M es un morfismo en Mod(R) que hace conmutar al siguiente
diagrama

T (A)
T (µ) //

u
""E

EE
EE

EE
E

T (B)

f||yy
yy

yy
yy

M.

Por otro lado, para cada (B,µ, f) ∈ C se tiene que f es un monomorfismo. En
efecto, por 3.3.3, sabemos que T (µ) es un monomorfismo esencial; luego, f es un
monomorfismo pues u lo es. Definamos ahora un preorden ≤ en C como sigue:
(B,µ, f) ≤ (B′, µ′, f ′) si y sólo si existe un morfismo v : B −→ B′ en A tal que
los siguientes diagramas conmutan

A
µ

��~~
~~

~~
~

µ′

  A
AA

AA
AA

B v
// B′

T (B)

f ""E
EE

EE
EE

E
T (v) // T (B′)

f ′{{xxxxxxxx

M.

Cabe señalar, que el morfismo v : B −→ B′ anterior es único. En efecto, si v′

fuera otro morfismo en las mismas condiciones que v, tendŕıamos que f ′T (v) =
f ′T (v′). Luego, como f ′ es un monomorfismo, se tiene que T (v) = T (v′); y
entonces, v = v′ pues T es una inmersión.
Ahora bien, de la unicidad de v : B −→ B′, se sigue que: si (B,µ, f) ≤ (B′, µ′, f ′)
y (B′, µ′, f ′) ≤ (B,µ, f), entonces v : B −→ B′ es un isomorfismo. En este caso,
decimos que (B,µ, f) y (B′, µ′, f ′) son equivalentes; y además tenemos que en la
clase C0 (de clases de equivalencia inducidas por la relación de equivalencia an-
terior de tripletas) el preorden ≤ de C induce un orden parcial ≤ en C0. Veamos
que la clase C0 es un conjunto. En efecto, dado que (B,µ, f) ∈ C , sabemos que
f : T (B) −→ M es un monomorfismo; en particular, Card(T (B)) ≤ Card(M).
Por otro lado, de 2.15.6, se tiene que existe un epimorfismo γ :IU −→ B con
I = [U,B]A ; y como Card(T (B)) ≤ Card(M), podemos encontrar un epimor-
fismo γ′ :MU −→ B. Esto es, B está determinado por la propiedad de ser objeto
cociente de MU ; y usando que A es localmente pequeña (ver 2.15.3), se tiene
que C0 es un conjunto.
Probemos ahora que (C0,≤) es inductivo. Sea L = {(Bi, µi, fi)}i∈I un subcon-
junto linealmente ordenado de (C0,≤). Veamos que L tiene cota superior en
(C0,≤). El orden lineal (L ,≤) induce un orden lineal en I como sigue: dados
i, j ∈ I, definimos i ≤ j si y sólo si, (Bi, µi, fi) ≤ (Bj , µj , fj). En particu-
lar, tenemos que (I,≤) es dirigido. Dados i, j ∈ I con i ≤ j, denotemos por
vij : Bi −→ Bj al único morfismo (pues µi es un monomorfismo esencial) que
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hace conmutar los diagramas

A
µi

��~~
~~

~~
~~ µj

  @
@@

@@
@@

Bi vij
// Bj

T (Bi)

fi ##F
FFFFFFF
T (vij) // T (Bj)

fj{{xxxxxxxx

M.

Luego µ = {µi} : IA −→ {Bi, vij} es un morfismo en RepOrd(I)/∼(A ). Sea
ū = {ūi} : {Bi, vij} −→ Ilim−→Bi el ĺımite directo de {Bi, vij}i∈I y µ̄ := lim−→(µ) :
A −→ lim−→Bi. Esto es, el siguiente diagrama conmuta en RepOrd(I)/∼(A )

IA
µ={µi} //

Iµ̄
''PPPPPPPPPPPPPPP {Bi, vij}

ū={ūi}
��

IB̄ ,

donde B̄ := lim−→Bi y además µ̄ : A −→ B̄ es un monomorfismo por 3.1.14.
Veamos que µ̄ es esencial; en efecto, ūiµi = µ̄ ∀i ∈ I y µi es esencial. Luego,
como µ̄ es un monomorfismo, se tiene que ūi es un monomorfismo ∀i ∈ I. Sea
ψ : ∪i∈IBi −→ B̄ la unión de la familia de sub-objetos {ūi : Bi −→ B̄}i∈I de
B̄. Luego tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

∪i∈IBi
ψ // B̄

Bi

ψi
ccGGGGGGGGG

ūi

??~~~~~~~

A

ϕ

UU

µi

OO µ̄

KK

donde ϕ es un monomorfismo esencial por 3.2.6. Por 3.1.8, tenemos que ψ es un
isomorfismo. Luego, µ̄ es esencial pues ϕ lo es y µ̄ = ψϕ.
Por otro lado, el funtor de inmersión T : A −→ Mod(R) induce por composición
punto a punto, el funtor T ◦ − : RepOrd(I)/∼(A ) −→ RepOrd(I)/∼(Mod(R)).
Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en RepOrd(I)/∼(Mod(R))

IT (A)
T (µ)={T (µi)} //

IT (µ̄)
))SSSSSSSSSSSSSSSSS {T (Bi), T (vij)}

T (ū)={T (ūi)}
��

IT (B̄)

donde T (µi), T (ūi) y T (µ̄) son monomorfismos. Sea L := lim−→T (Bi) y θ = {θi} :
{T (Bi), T (vij)} −→ IL el ĺımite directo, luego existen morfismos f̄ : L −→M y



3. Categoŕıas completas 139

θ̄ : L −→ T (B̄) en Mod(R), que hacen conmutar al siguiente diagrama

IM {T (Bi), T (vij)}
T (ū) //

θ

��

f={fi}oo IT (B̄)

IL
If̄

iiRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Iθ̄

55kkkkkkkkkkkkkkkkkk

en RepOrd(I)/∼(Mod(R)). Ahora bien, como Mod(R) es C3, tenemos que θ̄ :
L −→ T (B̄) es la unión de la familia dirigida {T (ūi) : T (Bi) −→ T (B̄)}i∈I
de sub-objetos de T (B̄). En particular, θ̄ y θi son monomorfismos ∀i ∈ I. Por
otro lado, como M es inyectivo, tenemos que existe f ′ : T (B̄) −→M tal que el
siguiente diagrama

L
θ̄ //

f̄

��

T (B̄)

f ′||yy
yy

yy
yy

M

conmuta. Veamos que (B̄, µ̄, f ′) ∈ C . En efecto, hay que verificar las condiciones
(i) y (ii) de la definición de tripleta en C .

(i) µ̄ : A −→ B̄ es esencial: ya fué probado,

(ii) f ′T (µ̄) = u, en efecto, tenemos las siguientes igualdades

f ′T (µ̄) = f ′T (ūi)T (µi) = f ′θ̄θiT (µi) = f̄θiT (µi) = fiT (µi) = u.

Veamos ahora que (Bi, µi, fi) ≤ (B̄, µ̄, f ′) ∀i ∈ I. En efecto, ya probamos que
el siguiente diagrama

A
µi

~~~~
~~

~~
~

µ̄

��?
??

??
??

Bi ūi
// B̄

conmuta ∀i ∈ I. Falta ver que el siguiente diagrama

T (Bi)
T (ūi) //

fi ""E
EEEEEEE T (B̄)

f ′||yy
yy

yy
yy

M

también conmuta ∀i ∈ I; y este es el caso, pues f ′T (ūi) = f ′θ̄θi = f̄θi = fi. De
este forma, hemos probado que (C0,≤) es inductivo (es decir, todo subconjunto
linealmente ordenado tiene cota superior). Por lo tanto, por el lema de Zorn,
existe un elemento maximal (Q,w, h) de C0. Si Q no es inyectivo, entonces, por
3.2.4, existe un monomorfismo esencial propio g : Q −→ Q1; es decir g no es un
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isomorfismo. Entonces, por 3.2.7, se tiene que gw es un monomorfismo esencial.
Ahora, como T es una inmersión, concluimos que T (g) : T (Q) −→ T (Q1) es
un monomorfismo. Luego, por la inyectividad de M , existe un morfismo h1 :
T (Q1) −→M tal que el siguiente diagrama conmuta

T (Q)
T (g) //

h

��

T (Q1)

h1zzuuuuuuuuu

M.

De donde u = hT (w) = h1T (g)T (w) = h1T (gw). Por lo tanto (Q1, gw, h1)
está en C; y además, (Q,w, h) < (Q1, gw, h1) pues h = h1T (g) y g no es un
isomorfismo. Pero esto contradice la maximalidad de (Q,w, h); probándose que
Q es inyectivo y que w : A −→ Q es la envolvente inyectiva de A. �

Proposición 3.3.5 Sea A una categoŕıa abeliana completa (resp. cocompleta)
con un generador U y suficientes inyectivos. Entonces, A tiene un cogenerador
inyectivo.

Demostración. Sea U la clase formada eligiendo un representante (α,U) de
cada clase de equivalencia de sub-objetos de U . Por 2.15.3, sabemos que U es
un conjunto. Sea C =

∏
(α,U)∈U Coker(α) (resp. C =

⊕
(α,U)∈U Coker(α)).

Por hipótesis, existe un monomorfismo f : C −→ Q con Q inyectivo. Por el
resultado dual de 2.15.9, basta probar que para cada 0 6= A ∈ A se tiene que
[A,Q]A 6= 0. Dado que U es un generador, existe 0 6= g : U −→ A. Consideremos

la factorización U
g′ // Im(g) u // A de g a través de su imagen. Dado que

g′ es un epimorfismo, existe (α,U) ∈ U y un isomorfismo gα : Coker(α) −→
Im(g). Sea iα : Coker(α) −→ C la inclusión en el producto (resp. coproducto).
Dado que g 6= 0, tenemos que iα es un monomorfismo no nulo; y por lo tanto
fiα 6= 0. Luego, por la inyectividad de Q, existe w : A −→ Q que hace conmutar
al diagrama

Coker(α)
ugα //

fiα

��

A

w
{{vvvvvvvvvv

Q.

Esto es, wugα = fiα 6= 0. Entonces, 0 6= w ∈ [A,Q]A ; probándose que Q es un
cogenerador inyectivo. �

Corolario 3.3.6 Si A es una categoŕıa C3 con un generador, entonces A tiene
un cogenerador inyectivo.

Demostración. Se sigue inmediatamente de 3.3.4 y 3.3.5. �



Caṕıtulo 4

El teorema de inmersión

4.1. El teorema de inmersión

Vamos a demostrar en esta sección el famoso teorema de P. Freyd que dice:
toda categoŕıa abeliana pequeña A, admite una inmersión exacta y covariante
en la categoŕıa de grupos abelianos. La prueba se hará estudiando la categoŕıa
abeliana pequeña (A , Ab) de funtores covariantes aditivos de A en Ab. Los
siguientes lemas serán cruciales.

Definición 4.1.1 Sea A una categoŕıa abeliana pequeña. El funtor (contravari-
ante) de representación H : A −→ (A , Ab) se define como sigue:

(a) Dado un objeto A ∈ A , H(A) es el funtor aditivo
HA := [A,−]A : A −→ Ab,

(b) dado un morfismo α : A −→ B en A , H(α) : HB −→ HA es la transfor-
mación natural [α,−]A , esto es, H(α)C(β) = βα donde β ∈ [B,C]A .

Lema 4.1.2 El funtor de representación H : A −→ (A , Ab) es contravari-
ante y exacto a derecha, es decir, H manda sucesiones exactas a derecha en
sucesiones exactas a izquierda.

Demostración. Sea A′
α // A

β // A′′ // 0 una sucesión exacta en A .
Veamos que la siguiente sucesión es exacta en (A , Ab)

0 // HA′′
H(β) // HA

H(α) // HA′ .

Empezaremos probando que H(β) es un monomorfismo. Sean θ : T −→ HA′′

y ψ : T −→ HA′′ dos transformaciones naturales tales que H(β)θ = H(β)ψ;
esto quiere decir que H(β)BθB = H(β)BψB para toda B ∈ A con H(β)BθB :
T (B) −→ [A,B]A . Sea x ∈ T (B), luego H(β)B(θB(x)) = H(β)B(ψB(x)), y por
lo tanto θB(x)β = ψB(x)β. Como β es un epimorfismo, se tiene que θB(x) =

141
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ψB(x), es decir, θB = ψB para toda B ∈ A . Entonces θ = ψ; y por lo tanto
H(β) es un monomorfismo.
Ahora demostremos que H(β) es el kernel de H(α). Como βα = 0, entonces
H(βα) = H(α)H(β) = 0. Sea η : T −→ HA tal que H(α)η = 0. Lo que quiere
decir que H(α)BηB = 0 para toda B ∈ A con H(α)BηB : T (B) −→ [A′, B]A .
Por lo tanto, para cada x ∈ T (B) se tiene que H(α)BηB(x) = ηB(x)α = 0

con ηB(x) ∈ [A,B]A . Pero como la sucesión A′
α // A

β // A′′ // 0 es
exacta, se puede completar a la siguiente sucesión exacta corta

0 // I
u // A

β // A′′ // 0,

donde u : I −→ A es la imagen de α. Luego, como ηB(x)α = 0, se tiene que
ηBu = 0. Pero como β es el cokernel de u, entonces existe un único morfismo
θB(x) : A′′ −→ B tal que ηB(x) = θB(x)β. Definamos ϕ : T −→ HA′′ para cada
B ∈ A como la función ϕB : T (B) −→ [A′′, B]A que está definida para cada
x ∈ T (B) como ϕB(x) = θB(x). Entonces, H(β)ϕ es tal que, para cada B ∈ A,
la función H(β)BϕB : T (B) −→ [A,B]A está definida para cada x ∈ T (B)
como

H(β)BϕB(x) = H(β)(θB(x)) = θB(x)β = ηB(x).

Es decir, H(β)ϕ = η y la ϕ aśı construida es única ya que H(β) es un monomor-
fismo; por lo tanto H(β) es el kernel de H(α). �

El siguiente resultado es conocido como el “Lema de Yoneda” y tiene muchas
aplicaciones importantes.

Lema 4.1.3 Sea A una categoŕıa cualquiera. Entonces

(a) para cada funtor covariante T : A −→ Sets y cada objeto A ∈ A , existe
una función biyectiva (llamada isomorfismo de Yoneda)

θ = θA,T : [HA, T ] −→ T (A)

cuya inversa es
θ−1 = θ−1

A,T : T (A) −→ [HA, T ],

donde θA,T (α) := αA(1A) y θ−1
A,T (x)B(f) = T (f)(x) con f ∈ [A,B]A y

x ∈ T (A);

(b) para cada transformación natural ϕ : T −→ F y cada morfismo f : A −→
B en A, el siguiente diagrama en Sets es conmutativo (es decir, θ es
natural en cada variable)

[HA, T ]
[H(f),T ]//

θA,T

��

[HB , T ]
[HB ,ϕ]//

θB,T

��

[HB , F ]

θB,F

��
T (A)

T (f)
// T (B)

ϕB
// F (B),

donde [H(f), T ](η) = ηH(f) y [HB , ϕ](ξ) = ϕξ;
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(c) si A es aditiva y el funtor covariante T : A −→ Ab es aditivo, entonces
el isomorfismo de Yoneda θ = θA,T : [HA, T ] −→ T (A) es un isomorfismo
de grupos abelianos.

Demostración.

(a) Para cada x ∈ T (A), consideremos la función θ′(x) : HA −→ T definida
por la siguiente regla:

θ′(x)B(f) := T (f)(x) ∀f ∈ [A,B]A ∀B ∈ A .

Usando que T es un funtor covariante, se obtiene fácilmente que θ′(x) :
HA −→ T es una transformación natural. Por lo tanto θ′ : T (A) −→
[HA, T ] es una función (del conjunto T (A) a la clase [HA, T ] de transfor-
maciones naturales). Veamos que θ′θ : [HA, T ] −→ [HA, T ] es la identidad.
En efecto, sean B ∈ A , f ∈ HA(B) = [A,B]A y η ∈ [HA, T ]; luego, de la
naturalidad de η, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en Sets

[A,A]A
ηA //

HA(f)

��

T (A)

T (f)

��
[A,B]A

ηB // T (B).

(4.1)

En particular, T (f)ηA(1A) = ηBH
A(f)(1A) = ηB(f). Por otro lado, de la

definición de θ′, tenemos que

(θ′θ)(η)B(f) = θ′(θ(η))B(f) = T (f)(θ(η)) = T (f)(ηA(1A)).

De donde, (θ′θ)(η)B(f) = ηB(f) ∀B ∈ A y ∀f ∈ HA(B), probándose que
θ′θ es la identidad sobre [HA, T ]. Veamos ahora, que θθ′ : T (A) −→ T (A)
es la identidad. Sea x ∈ T (A); luego θθ′(x) = θ′(x)A(1A) = T (1A)(x) = x;
probándose que θθ′ = 1T (A).

(b) Sea f : A −→ B en A y ϕ : T −→ F una transformación natural (de
funtores covariantes). Probemos la siguiente igualdad

θB,T [H(f), T ] = T (f)θA,T .

En efecto, para η ∈ [HA, T ] tenemos que (T (f)θA,T )(η) = T (f)(ηA(1A)) =
ηB(f), donde la última igualdad vale por el diagrama (4.1). Por otro lado,
θB,T [H(f), T ](η) = θB,T (ηH(f)) = ηB(H(f)B(1B)) = ηB(1Bf) = ηB(f),
probándose la conmutatividad del primer cuadrado en (b).
Finalmente, probemos que ϕBθB,T = θB,F [HB , ϕ]. Sea ρ ∈ [HB , T ], luego
θB,F [HB , ϕ](ρ) = θB,F (ϕρ) = (ϕρ)B(1B) = ϕB(ρB(1B)) = ϕBθB,T (ρ);
probándose la conmutatividad del segundo cuadrado en (b).

(c) Es suficiente ver que θ = θA,T : [HA, T ] −→ T (A) es un morfismo de
grupos abelianos cuando A es aditiva y T aditivo.
Sean α, β ∈ [HA, T ], luego θ(α+β) = (α+β)A(1A) = αA(1A)+βA(1A) =
θ(α) + θ(β).
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�

Observación 4.1.4 En el caso en que A es pequeña, tenemos que la clase
[A , Sets] de funtores covariantes de A en Sets, es una categoŕıa (ver 2.11.4);
y por lo tanto, el Lema de Yoneda se puede interpretar de la siguiente manera.
Consideremos los bifuntores S,E : A × [A , Sets] −→ Sets definidos en f :
A −→ B y ϕ : T −→ F como sigue:

(i) S(A, T ) = [HA, T ] y S(f, ϕ) : [HA, T ] −→ [HB , F ], donde S(f, ϕ)(η) :=
ϕηH(f) ∀η ∈ [HA, T ];

(ii) E(A, T ) = T (A) y E(f, ϕ) : T (A) −→ F (B), donde E(f, ϕ) := F (f)ϕA =
ϕBT (f).

Veamos que, el isomorfismo de Yoneda θA,T : [HA, T ] −→ T (A), es en realidad
un isomorfismo de bifuntores θ : S −→ E. En efecto, para probarlo, usaremos la
igualdad T (f)ηA(1A) = ηB(f) obtenida en (a) en la demostración de 4.1.3. Esto
es, dados f : A −→ B en A , ϕ : T −→ F en [A , Sets] y η ∈ [HA, T ], veremos
que E(f, ϕ)θA,T (η) = θB,FS(f, ϕ)(η). Por un lado, tenemos las igualdades

E(f, ϕ)θA,T (η) = E(f, ϕ)(ηA(1A)) = ϕB(T (f)(ηA(1A))) = ϕB(ηB(f));

por otro lado, tenemos que

θB,FS(f, ϕ)(η) = θB,F (ϕηH(f)) = (ϕηH(f))B(1B) = ϕB(ηB(f)).

Esto último, prueba que el siguente diagrama en Sets

[HA, T ]
θA,T //

S(f,ϕ)

��

T (A)

E(f,ϕ)

��
[HB , F ]

θB,F

// F (B)

es conmutativo.

Corolario 4.1.5 Sea A una categoŕıa cualquiera. Consideremos la función
βC,A : [C,A]A −→ [HA,HC ], donde βC,A(g) = H(g) := [g,−]A . Entonces

(a) βC,A es natural en las variables C y A,

(b) βC,A es biyectiva con inversa β−1
C,A(η) = ηA(1A),

(c) si A es aditiva entonces βC,A es un isomorfismo de grupos abelianos.

Demostración. Veamos que βC,A = θ−1
A,HC

. En efecto, sea g ∈ [C,A]A y
h ∈ HA(B) = [A,B]A , entonces tenemos que

θ−1
A,HC

(g)B(h) = HC(h)(g) = hg = [g,−]A (h) = βC,A(g)(h).

Luego, el corolario es consecuencia del Lema de Yoneda. �
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Proposición 4.1.6 Sea A una categoŕıa aditiva pequeña y A ∈ A . Entonces

(a) HA es un objeto proyectivo pequeño en (A , Ab),

(b) el funtor G :=
⊕

A∈A HA es una inmersión de A en Ab y un generador
proyectivo de (A , Ab).

Demostración.

(a) Primero veamos que HA es proyectivo en (A , Ab). Consideremos el sigu-
iente diagrama en (A , Ab)

HA

θ

��
T

η // T ′

con η un epimorfismo, es decir, ηA : T (A) −→ T ′(A) es un epimorfismo en
Ab para toda A ∈ A . De 4.1.4, tenemos el siguiente diagrama conmutativo
en Ab

[HA, T ]
θA,T //

S(1A,η)

��

T (A)

E(1A,η)=ηA

��
[HA, T ′]

θA,T ′ // T ′(A).

Por lo tanto S(1A, η) : [HA, T ] −→ [HA, T ′] es un epimorfismo. Pero en
este caso S(1A, η) = [HA,−] : (A , Ab) −→ Ab y luego, por obs 2.14.2, se
tiene que HA es un objeto proyectivo. Por otro lado, como el coproducto
de proyectivos es proyectivo, entonces G =

⊕
A∈A HA es proyectivo.

Ahora probemos que HA es un objeto pequeño. Por 2.16.3, es suficiente ver
que [HA,−] : (A , Ab) −→ Ab preserva coproductos. Pero por 4.1.3, ten-
emos que [HA,

⊕
Ti] = (

⊕
Ti)(A) y por 2.11.8, se tiene que (

⊕
Ti)(A) =⊕

Ti(A). De nuevo por 4.1.3, se tiene que Ti(A) = [HA, Ti]; por lo tanto⊕
Ti(A) =

⊕
[HA, Ti]. Esto es,

[HA,
⊕

Ti] =
⊕

[HA, Ti],

y entonces HA es un objeto pequeño de (A , Ab).

(b) Ya que G es proyectivo, para ver que G es generador, es suficiente ver por
2.15.9, que T 6= 0 implica [G,T ] 6= 0. Sea T 6= 0, usando 2.6.2, tenemos
que [G,T ] = [

⊕
A∈A HA, T ] =

∏
A∈A [HA, T ]; y por 4.1.3, se tiene que∏

A∈A [HA, T ] =
∏
A∈A T (A). Por lo tanto

[
⊕
A∈A

HA, T ] =
∏
A∈A

T (A);
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y entonces, como T (A) 6= 0 para algún A ∈ A, se obtiene que

[
⊕
A∈A

HA, T ] 6= 0,

probándose que G =
⊕

A∈A HA es un generador.
Finalmente, veamos que G : A −→ Ab es una inmersión. Sea α : B −→ B′

un morfismo no cero en A . Entonces, el morfismo HB(α) : [B,B] −→
[B,B′] es distinto de cero puesto que HB(α)(1A) = α 6= 0.
Pero (

⊕
A∈A HA)(α) =

⊕
A∈A HA(α), por lo tanto (

⊕
A∈A HA)(α) 6= 0;

y entonces G es fiel. Ahora veamos que G distingue objetos. En efecto,
sea A 6= B en A , entonces [C,A]A 6= [C,B]A ∀C ∈ A ; y por lo tanto
G(A) =

⊕
C∈A HC(A) 6=

⊕
C∈A HC(B) = G(B); probándose que G es

una inmersión.

�

Proposición 4.1.7 Sea A una categoŕıa pequeña, exacta y aditiva. Si T es un
objeto inyectivo en (A , Ab), entonces T es un funtor que preserva cokerneles.

Demostración. Sea A′
α // A

β // A′′ // 0 una sucesión exacta en A .
Entonces, por 4.1.2, obtenemos que la sucesión

0 // HA′′
H(β) // HA

H(α) // HA′

es exacta en (A , Ab). Como T es inyectivo, se tiene que la siguiente sucesión

[HA′ , T ]
[H(α),T ]// [HA, T ]

[H(β),T ]// [HA′′ , T ] // 0

es exacta en Ab. Aplicando 4.1.3 a la sucesión anterior y usando la naturalidad
de θ en A, obtenemos que la sucesión

T (A′)
T (α) // T (A)

T (β) // T (A′′) // 0

es exacta en Ab. Es decir, T preserva cokerneles. �

Lema 4.1.8 Sea A una categoŕıa abeliana y E ∈ (A , Ab). Fijemos A1 ∈ A
y x ∈ E(A1). Entonces, la asignación F : A −→ Sets, definida en objetos
como F (A) := {y ∈ E(A) | ∃ α : A1 −→ A tal que E(α)(x) = y}; y en
morfismos f : A −→ B como F (f) := E(f) |F (A): F (A) −→ F (B) es un funtor
en (A , Ab).

Demostración. Sea f : A −→ B un morfismo en A . Por como está definida
F , se tiene que F (f)(F (A)) ⊂ F (B); y por lo tanto F (f) es un morfismo bien
definido en Sets. También, se obtiene que F es un funtor de la categoŕıa A en
la categoŕıa Sets. Veamos que F ∈ (A , Ab). Para ver esto, es suficiente probar
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que cada F (A), con A ∈ A , es un subgrupo de E(A).
Sean y1, y2 ∈ F (A); por lo tanto, existen α1 : A1 −→ A y α2 : A1 −→ A tales
que E(α1)(x) = y1 y E(α2)(x) = y2. Luego α1 + α2 : A1 −→ A es tal que
E(α1 + α2)(x) = y1 + y2, probándose que y1 + y2 ∈ F (A).
Sea γ = −α1 el inverso aditivo de α1 en [A1, A]A . Por lo tanto 0 = E(0) =
E(α1 + γ) = F (α1 + γ) = F (α1) + F (γ). Luego F (α1)(x) + F (γ)(x) = 0; y
entonces z = F (γ)(x) ∈ F (A) es el inverso aditivo de y1, probándose que F (A)
es un subgrupo de E(A). �

Observación 4.1.9 El funtor F , definido en 4.1.8, es un sub-objeto de E en
la categoŕıa (A , Ab); y será llamado el subfuntor de E generado por x.
En efecto, sea η : F −→ T la transformación tal que para cada A ∈ A ,
ηA : F (A) −→ E(A) es la inclusión natural de subgrupo. Esto es, el siguiente
diagrama

F (A)
ηA //

F (α)

��

E(A)

E(α)

��
F (B)

ηB // E(B)

conmuta en Ab para toda α : A −→ B. Luego, η : F −→ E es un monomorfismo
en (A , Ab).

Lema 4.1.10 Sea A una categoŕıa abeliana pequeña y ψ : M −→ Q una ex-
tensión esencial en (A , Ab). Si M es un monofuntor entonces Q lo es.

Demostración. Supongamos que Q no es un monofuntor. Entonces, existe un
monomorfismo α : A −→ A′ en A tal que Q(α) no es un monomorfismo en Ab.
Por lo tanto, existe x ∈ Q(A) tal que x 6= 0 y Q(α)(x) = 0. Sea Q̄ el subfuntor
de Q generado por x. Como Q(1A′)(x) = x 6= 0, entonces Q̄(A′) 6= 0, es decir
Q̄ 6= 0. Sea η : Q̄ −→ Q la inclusión natural como subfuntor. Como ψ : M −→ Q
es una extensión esencial, entonces M ∩ Q̄ 6= 0. Luego, existe B ∈ A tal que
M(B) ∩ Q̄(B) 6= 0, es decir, existe β : A′ −→ B en A tal que Q(β)(x) 6= 0 y
Q(β)(x) ∈M(B). Consideremos el siguiente diagrama de pushout

A′
α //

β

��

A

β̄

��
B

ᾱ // P,

donde ᾱ es un monomorfismo por el dual de 1.8.3. Aplicando Q al diagrama
anterior, tenemos que

0 = Q(β̄)Q(α)(x) = Q(ᾱ)Q(β)(x) = M(ᾱ)Q(β)(x).

Lo cual es una contradicción pues Q(β)(x) 6= 0 y M(ᾱ) es un monomorfismo ya
que M es un monofuntor. Por lo tanto Q es un monofuntor. �
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Lema 4.1.11 Si A es una categoŕıa abeliana pequeña, entonces el funtor adi-
tivo G =

⊕
A∈A HA : A −→ Ab es un monofuntor.

Demostración. Sea α : B −→ C un monomorfismo en una categoŕıa abeliana
pequeña A . Entonces, HA(α) : HA(B) −→ HA(C) es un monomorfismo en
Ab, ∀A ∈ A . Ahora bien, Ab es una categoŕıa C3; en particular es C1, por lo
tanto

⊕
A∈A HA(α) :

⊕
A∈A HA(B) −→

⊕
A∈A HA(C) es un monomorfismo

en Ab. En otras palabras, G(α) es un monomorfismo; y por lo tanto G es un
monofuntor. �

El siguiente resultado, es el conocido “Teorema de inmersión”de P. Freyd.

Teorema 4.1.12 Toda categoŕıa abeliana pequeña A admite una inmersión
covariante y exacta en la categoŕıa de grupos abelianos Ab.

Demostración. La categoŕıa (A , Ab) es una categoŕıa C3 que tiene, por 4.1.6,
como generador a G =

⊕
A∈A HA. Por lo tanto, por 3.3.4, (A , Ab) tiene envol-

ventes inyectivas para cada uno de sus objetos. Sea µ : G −→ Q una envolvente
inyectiva para G. Como Q es inyectivo se tiene por 4.1.7, que Q preserva cokerne-
les. Además, por 4.1.11, G es un monofuntor; y entonces, por 4.1.10, concluimos
que Q es un monofuntor. Por lo tanto, dado que Q es un monofuntor y preserva
cokerneles, entonces Q es un funtor exacto. En vista de la conmutatividad del
siguiente diagrama

G(B)
µB //

G(β)

��

Q(B)

Q(β)

��
G(B′)

µB′ // Q(B′)

para toda β : B −→ B′ en A; se sigue que, si G preserva objetos no cero en-
tonces Q preserva objetos no cero. Por lo tanto, por 2.8.3, Q es un funtor fiel.
Ahora, por 2.10.7, se tiene que existe una equivalencia natural ψ : Q −→ T , tal
que T ∈ (A , Ab) y es inyectiva en objetos. Además, T : A −→ B, es un funtor
fiel y exacto en vista de la equivalencia natural ψ. Luego, T es la inmersión
buscada. �

El siguiente lema será de mucha utilidad, en las aplicaciones que daremos del
Teorema de inmersión, en la siguiente sección.

Lema 4.1.13 Sea A0 una subcategoŕıa pequeña de una categoŕıa abeliana A .
Entonces, existe una subcategoŕıa plena, pequeña y abeliana A ′ de A, que tiene
a A0 como subcategoŕıa.

Demostración. Para cada n ∈ N, definimos inductivamente una subcategoŕıa
An de A como sigue. A0 es la primera de ellas; y dada An, definimos a An+1

como la subcategoŕıa plena de A tal que:

(a) An+1 tiene a todos los objetos de An,
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(b) para cada morfismo α : A −→ B en An, agregamos a An+1 morfismos
µ : K −→ A y p : B −→ F donde µ (resp. p) es un representante del
kernel (resp. cokernel) de α en A , y

(c) para todo conjunto finito {Ai}i∈I de objetos de An agregamos en An+1

un representante de
∏
i∈I Ai en A .

Como A0 es pequeña, se tiene que An es pequeña ∀n ≥ 0. Por lo tanto, la
subcategoŕıa A ′ =

⋃
n≥0 An de A es pequeña y plena. Veamos que A ′ es una

subcategoŕıa abeliana de A .
Sea α : A −→ B un morfismo en A ′. Luego, existe n ∈ N tal que α ∈ An.
Por (b), tenemos que µ = Ker(α), p = Coker(α) ∈ An+1 ⊂ A ′ donde Ker(α)
y Coker(α) son el kernel y el cokernel en A de α, respectivamente. Entonces,
Ker(α) es también el kernel de α calculado en A ′ (lo mismo pasa con Coker(α)).
En otras palabras, la subcategoŕıa plena A ′ de A es cerrada por kerneles y
cokerneles. Análogamente, de (c), se concluye que A ′ es cerrada por productos
finitos (y también por coproductos finitos pues

∏n
i=1Ai =

⊕n
i=1Ai por ser A

abeliana).
Veamos que A ′ es normal. En efecto, sea α : A −→ B un monomorfismo en A ′;
luego, como A ′ es cerrada por kerneles, se tiene que α es un monomorfismo en
A . Sea β : B −→ C el cokernel de α en A . Por lo tanto, como A ′ es cerrada
por cokerneles, tenemos una sucesión en A ′

0 // A
α // B

β // C // 0

que es exacta en A . Por ser A abeliana y A ′ cerrada por kerneles, entonces
α = Ker(β) en A ′; probándose que A ′ es normal. Análogamente, se prueba
que A ′ es conormal. Luego, por 1.22.2, obtenemos que A ′ es una subcategoŕıa
abeliana de A que contiene a A0. �

4.2. Consecuencias del teorema de inmersión

Definición 4.2.1 Diremos que un enunciado acerca de un diagrama, en una
categoŕıa abeliana A , es un enunciado categórico si tal enunciado afirma:

(a) que ciertas partes del diagrama son conmutativos o no,

(b) que ciertas sucesiones en el diagrama son o no son exactas, y

(c) que ciertas partes del diagrama son o no son ĺımites ó coĺımites de cierta
parte finita de un diagrama.

Metateorema 4.2.2 Si un teorema es de la forma ”p implica q”, donde p y
q son enunciados categóricos acerca de un diagrama en una categoŕıa abeliana
A que admite una inmersión exacta en la categoŕıa Ab; y si el teorema puede
ser probado en la categoŕıa de grupos abelianos Ab, entonces dicho teorema es
cierto en A .
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Demostración. Sea T : A −→ Ab una inmersión exacta, esto es, T es un
funtor (covariante) exacto y fiel que distingue objetos en A . Sea p ⇒ q un
enunciado categórico en A . Entonces, como T es exacto, T preserva sucesiones
exactas y diagramas conmutativos; y como T preserva kerneles, entonces por
2.7.9, T preserva ĺımites y coĺımites de diagramas finitos. Luego p ⇒ T (p) es
verdadero. Por otro lado, por 2.8.2, T refleja enunciados categoŕıcos. Luego
T (q)⇒ q es verdadero. Por lo tanto, si pudieramos demostrar T (p)⇒ T (q) en
Ab, tendŕıamos que el teorema p⇒ q seŕıa verdadero en A .

�

Observación 4.2.3 Sea U un objeto en una categoŕıa abeliana A . Si U es un
generador proyectivo, entonces HU : A −→ Ab es una inmersión covariante y
exacta (ver 2.14.2 y 2.15.4).

Definición 4.2.4 Sea A una subcategoŕıa de la categoŕıa de grupos abelianos
Ab. Un morfismo α : A −→ B en A es en particular una función la cual a
su vez es un tipo de relación especial entre los conjuntos A y B. Denotaremos
por α−1 : B −→ A a la relación inversa de α; en este caso, la relación inversa
α−1 : B −→ A podŕıa no ser una función (y por lo mismo no necesariamente
un morfismo en Ab). Una relación de la forma α−1 : B −→ A, con α : A −→ B
un morfismo en A, será llamada A -antimorfismo. Dada una relación γ :
A −→ B, decimos que γ es una A -relación si γ = αnαn−1 . . . α2α1 donde cada
αi, con 1 ≤ i ≤ n, es o bien un morfismo en A o bien un A -antimorfismo.
Una A -relación que resulta ser una función será llamada A -función. Una
A -relación simple γ es una A -relación de la forma γ = αβ−1 donde α y β
son morfismos en A .

Lema 4.2.5 Si A es una subcategoŕıa abeliana de Ab, entonces toda A -relación
es una A -relación simple.

Demostración. Es claro que toda A -relación es composición de A -relaciones
simples. Entonces, es suficiente probar que la composición de dos A -relaciones
simples es una A -relación simple.
Consideremos la siguiente composición (α4α

−1
3 )(α2α

−1
1 ) de A -relaciones simples

donde α4α
−1
3 : D −→ B y α2α

−1
1 : A −→ D. Dicha composición, se puede ver

en el siguiente diagrama

C
α1 //

α2

��

A

α2α
−1
1��~~

~~
~~

~

E
α3 //

α4

��

D

α4α
−1
3~~}}

}}
}}

}}

B.

(4.2)
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Consideremos el pullback en A, y por lo tanto en Ab, de los morfismos α2 :
C −→ D y α3 : E −→ D

P
β2 //

β3

��

C

α2

��
E α3

// D.

En la categoŕıa de grupos abelianos, sabemos que P = {(x, y) ∈ C×E | α2(x) =
α3(y)} y β2, β3 son tales que β2(x, y) = x y β3(x, y) = y. Veamos que las A -
relaciones β3β

−1
2 y α−1

3 α2 son iguales.
En efecto, sea c ∈ C entonces β3β

−1
2 (c) = β3

(
{(c, x) ∈ C × E | α2(c) =

α3(x)}
)

= {x ∈ E | α2(c) = α3(x)}. Por otra parte α−1
3 α2(c) = α−1

3 (α2(c)) =
{x ∈ E | α3(x) = α2(c)}. Por lo tanto β3β

−1
2 = α−1

3 α2. Luego α4α
−1
3 α2α

−1
1 =

α4(α−1
3 α2)α−1

1 = α4(β3β
−1
2 )α−1

1 = α4β3(α1β2)−1. Entonces, la A -relación dada
por (4.2), es la misma que la siguiente

P
β2 //

β3

��

C
α1 // A

α4α
−1
3 α2α

−1
1

~~~~
~~

~~
~~

~~
~~

~~
~~

~~

E

α4

��
B.

Es decir, la composición de dos A -relaciones simples es otra vez una A -relación
simple. Por lo tanto, toda A -relación es una A -relación simple.

�

Lema 4.2.6 Sea A una subcategoŕıa abeliana de Ab. Entonces, toda A -relación
simple, que es una A -función, es un morfismo en A.

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en Sets

C
α1 //

α2

��

A

α2α
−1
1~~}}

}}
}}

}}

B.

Dado que la relación α2α
−1
1 está definida sobre todo A, se tiene que α1 es

un epimorfismo. Sea µ : K −→ C el kernel de α1 en A y por lo tanto en
Ab. Del diagrama conmutativo anterior, tenemos que α2µ = 0; además, como
Ker(α1) = µ entonces Coker(µ) = α. Por lo tanto, existe un morfismo γ :
A −→ B en A tal que α2 = γα1. Veamos que α2α

−1
1 = γ. Sea a ∈ A, como α1

es un epimorfismo, luego existe un c ∈ C tal que α1(c) = a. Entonces, tenemos
las siguientes igualdades

γ(a) = γ(α1(c)) = α2(c) = α2(α−1
1 (a)) = α2α

−1
1 (a).
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Esto es, α2α
−1
1 = γ; y como γ es un morfismo en A , entonces α2α

−1
1 también

lo es. �

Definición 4.2.7 Una construcción por persecución en un diagrama de Ab,
es el proceso de definir un morfismo en Ab por composición de morfismos y
antimorfismos en dicho diagrama.

Metateorema 4.2.8 Sea A una categoŕıa abeliana que admite una inmersión
exacta en la categoŕıa Ab. Si un teorema es de la forma “p implica q”, donde

(a) p y q son enunciados categóricos acerca de un diagrama en A,

(b) q afirma la existencia de algunos morfismo adicionales entre ciertos obje-
tos en el diagrama y la validez de un enunciado categórico en el diagrama
extendido, y

si el teorema puede ser probado en la categoŕıa Ab, por construcción de morfis-
mos a través de persecuciones en el diagrama, entonces el teorema es cierto en
A .

Demostración. Sea T : A −→ Ab la inmersión exacta de A en Ab. Entonces,
por 4.2.2, 4.2.5 y 4.2.6, es suficiente demostrar la existencia de tal morfismo en
el siguiente diagrama

C
α1 //

α2

��

A

B.

Supongamos que queremos probar que existe un morfismo β : A −→ B que hace
conmutar el diagrama anterior y que satisface un enunciado categórico q. Sea
µ : K −→ A el kernel de α1, aplicando T al diagrama anterior, obtenemos el
siguiente diagrama en Ab

T (K)
T (µ) // T (C)

T (α1) //

T (α2)

��

T (A)

T (B),

con T (µ) el kernel de T (α1) (puesto que T es un funtor exacto). Supongamos
que podemos demostrar la existencia de un morfismo γ : T (A) −→ T (B) en Ab
que hace conmutar el diagrama anterior y que satisface el enunciado categórico
q. Esto, en particular, nos dice que T (α1) es un epimorfismo y que T (α2)T (µ) =
T (αµ) = 0 en Ab. Luego, como T es fiel, se tiene que T refleja epimorfismos
y morfismos cero. Por lo tanto, α1 es un epimorfismo y α2µ = 0 en A . Ahora
bien, como Ker(α1) = µ y A es abeliana entonces Coker(µ) = α1. Luego,
existe un único morfismo β : A −→ B tal que βα1 = α2; y aplicando T a la
igualdad anterior, tenemos que T (βα1) = T (β)T (α1) = T (α2). Por otra parte,
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ya teńıamos que γT (α1) = T (α2); y como T (β)T (α1) = T (α2), se tiene que
T (β)T (α1) = γT (α1). Pero T (α1) es un epimorfismo por lo que T (β) = γ.
Ahora bien, como γ satisface el enunciado categórico q y T es fiel, se tiene
entonces que β satisface el enunciado categórico q, probándose el metateorema.
�

Metateorema 4.2.9 Sea A una categoŕıa abeliana. Si un teorema es de la
forma “p implica q”, donde

(a) p y q son enunciados categóricos acerca de un diagrama en A,

(b) q afirma la existencia de algunos morfismos adicionales entre ciertos obje-
tos en el diagrama y la validez de un enunciado categórico en el diagrama
extendido, y

si el teorema puede ser probado en la categoŕıa Ab, por construcción de morfis-
mos a través de persecuciones en el diagrama, entonces el teorema es cierto en
A .

Demostración. Sea D un diagrama en A , y sea A0 la subcategoŕıa pequeña y
plena generada por los objetos deD. Por 4.1.13, existe una subcategoŕıa abeliana
pequeña y plena A ′ de A que contiene a A0 como subcategoŕıa. Entonces, por
4.1.12, existe una inmersión exacta y contravariante T : A ′ −→ Ab. Luego, este
metateorema se sigue del metateorema 4.2.8. �

Dos aplicaciones muy importantes de 4.2.9, son el “Lema del 5” y el “Lema
de la serpiente”.

Proposición 4.2.10 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en una
categoŕıa abeliana A

A1
u1 //

f1

��

A2
u2 //

f2

��

A3
u3 //

f3

��

A4
u4 //

f4

��

A5

f5

��
A′1

u′1

// A′2
u′2

// A′3
u′3

// A′4
u′4

// A′5.

(a) Si f2 y f4 son monomorfismos y f1 es un epimorfismo, entonces f3 es un
monomorfismo.

(b) Si f2 y f4 son epimorfismos y f5 es un monomorfismo, entonces f3 es un
epimorfismo.

Proposición 4.2.11 Si el siguiente diagrama, en una categoŕıa abeliana A, es
conmutativo y exacto

A
u //

f

��

B
v //

g

��

C //

h

��

0

0 // A′
u′
// B′

v′
// C ′,
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entonces, dicho diagrama, induce la sucesión exacta larga en A

Ker(f) ū // Ker(g) v̄ // Ker(h) δ //

δ // Coker(f) ū′ // Coker(g) v̄′ // Coker(h).

Además si u es un monomorfismo, entonces ū es un monomorfismo y si v′ es
un epimorfismo, entonces v̄′ es un epimorfismo.



Caṕıtulo 5

Elementos de Álgebra
Homológica

5.1. La categoŕıa de Complejos

Definición 5.1.1 Sea A una categoŕıa abeliana. La familia X• := {Xi}i∈Z,
de objetos en A, se le llama también objeto A -graduado. El conjunto de
morfismos graduados, de grado p ∈ Z, de X• en Y • se denota por
Homp(X•, Y •); y un elemento u : X• −→ Y • de dicho conjunto, es de la
forma u := {ui ∈ [Xi, Y i+p]A }i∈Z. La composición de morfismos graduados es
la función

Homp(X•, Y •)×Homq(Y •, Z•) −→ Homp+q(X•, Z•)

tal que (u, v) 7→ vu, donde (vu)i es la composición Xi
ui // Y i+p

vi+p // Zi+p+q

de morfismos en A. Finalmente, para cada p ∈ Z, tenemos que la estructura
aditiva de A induce una estructura de grupo abeliano en Homp(X•, Y •) como
sigue: f ± g := {f i ± gi : Xi −→ Y i+p}i∈Z.

Definición 5.1.2 Un complejo en A es un par (X•, dX•), donde dX• ∈
Hom1(X•, X•) y d2

X• = 0. El morfismo dX• se le conoce como el diferencial
asociado al objeto A -graduado X•; y por simplicidad, escribiremos frecuente-
mente X• en lugar de (X•, dX•). Usualmente, el complejo X• se escribe como
la siguiente sucesión larga en A

· · · // X−1
d−1
X• // X0

d0X• // X1 // · · ·

en la cual di+1
X• diX• = 0 ∀i ∈ Z.

La categoŕıa de complejos en A se denota por Com(A ). Los objetos de Com(A )
son los complejos en A, y un morfismo u : X• −→ Y • de complejos es un

155
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morfismo 0-graduado tal que dY •u = udX• . Esto es, el siguiente diagrama

Xn
dnX• //

un

��

Xn+1

un+1

��
Y n

dnY •

// Y n+1

es conmutativo en A para todo n ∈ Z.

Observación 5.1.3 La categoŕıa de complejos Com(A ) puede ser interpretada
en términos de ciertos funtores (covariantes) aditivos. Para ver esto, consider-
emos el siguiente diagrama Σ

. . . // i− 1
mi−1 // i

mi // i+ 1
mi+1 // i+ 2 // . . . .

Esto es, Σ tiene como vértices a Σ0 := Z y como flechas a Σ1 := {mi : i −→
i+1}i∈Z. Tomemos la categoŕıa de caminos PΣ de Σ (ver en 2.1) y extendamos
PΣ a una categoŕıa aditiva, que denotaremos por ZPΣ, como sigue:

(i) Obj(ZPΣ) := Σ0 ∪ {0∗}, donde 0∗ es el objeto cero de ZPΣ,

(ii) [i, j]ZPΣ es el grupo abeliano libre generado por [i, j]PΣ, y

(iii) la composición de morfismos en ZPΣ es la extensión bilineal de la com-
posición de morfismos en PΣ.

Consideremos el ideal I := 〈{mi+1mi}i∈Z〉 generado, en ZPΣ, por el conjunto
de caminos {mi+1mi}i∈Z de longitud dos. Luego tenemos la categoŕıa cociente
ZPΣ/I (ver en sección 1.3, ejemplo 7) que resulta ser aditiva y pequeña; en
dicha categoŕıa, la composición de dos flechas consecutivas de Σ es cero. Consid-
eremos la categoŕıa (ZPΣ/I,A ) de funtores (covariantes) aditivos de ZPΣ/I
en A. Definamos el funtor

ϕ : (ZPΣ/I,A ) −→ Com(A ),

tal que: al objeto F ∈ (ZPΣ/I,A ) le asociamos el complejo (ϕ(F )•, dϕ(F )•),
donde ϕ(F )i := F (i) y diϕ(F )• := F (mi) ∀i ∈ Z; y al morfismo µ : F −→ G le
asociamos ϕ(µ) : ϕ(F )• −→ ϕ(G)•, donde ϕ(µ) := µ. No es d́ıficil probar que
el funtor ϕ : (ZPΣ/I,A ) −→ Com(A ) es una equivalencia de categoŕıas; y
por lo tanto, podemos identificar a Com(A ) con (ZPΣ/I,A ). Luego, podemos
aplicar todo lo hecho en las secciones 2.11 y 2.13, a Com(A ). En particular,
Com(A ) es abeliana puesto que A lo es.

5.2. El funtor de cohomoloǵıa

Para poder definir el funtor de cohomoloǵıa, necesitamos primero introducir
los funtores aditivos llamados: el funtor de n-cociclos Zn : Com(A ) −→ A y
el de n-cobordes Bn : Com(A ) −→ A .
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Definición 5.2.1 Dado un objeto X• en Com(A ), se definen:

(a) Zn(X•) := Ker(dnX•),

(b) Bn(X•) := Im(dn−1
X• ),

(c) Zn(X•)
unX• // Xn := Ker( Xn

dnX• // Xn+1 ),

(d) Xn−1
βn−1
X• // Bn(X•)

αnX• // Xn la factorización de dn−1
X• a través de su

imagen.

(e) el monomorfismo µnX• : Bn(X•) −→ Zn(X•), en A, que hace conmutar
al diagrama (aqúı estamos usando que d2

X• = 0)

Xn−1
dn−1
X• //

βn−1
X•
��

Xn

Bn(X•)

αnX•

88rrrrrrrrrr

µnX•

// Zn(X•).

unX•

OO

Sea f : L• −→ K• un morfismo en Com(A ). Dado que dnK•fnunL• =
fn+1dnL•u

n
L• = 0, existe un único morfismo Zn(f) : Zn(L•) −→ Zn(K•) en

A tal que el diagrama

Zn(L•)
unL• //

Zn(f)

��

Ln
dnL• //

fn

��

Ln+1

fn+1

��
Zn(K•)

unK•

// Kn
dnK•

// Kn+1

(5.1)

conmuta.

Por otro lado, como Coker( Zn−1(L•)
un−1
L• // Ln−1 ) = Ln−1

βn−1
L• // Bn(L•) , ex-

iste un único morfismo Bn(f) : Bn(L•) −→ Bn(K•) en A, que hace conmutar
al siguiente diagrama exacto en A

0 // Zn−1(L•)
un−1
L• //

Zn−1(f)

��

Ln−1
βn−1
L• //

fn−1

��

Bn(L•) //

Bn(f)

��

0

0 // Zn−1(K•)
un−1
K•

// Kn−1

βn−1
K•

// Bn(K•) // 0.

De los dos diagramas anteriores, obtenemos que las asignaciones

Zn, Bn : Com(A ) −→ A
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son en efecto funtores (covariantes) aditivos. Veamos finalmente, que el siguiente
diagrama en A es conmutativo

Bn(L•)
µnL• //

Bn(f)

��

Zn(L•)

Zn(f)

��
Bn(K•)

µnK•

// Zn(K•).

En efecto, de la igualdad unK•Zn(f)µnL•β
n−1
L• = unK•µnK•Bn(f)βn−1

L• se concluye
que Zn(f)µnL• = µnK•Bn(f) pues unK• es un monomorfismo y βn−1

L• es un epi-
morfismo.

Definición 5.2.2 Dada una categoŕıa abeliana A, para cada n ∈ Z, definimos
el funtor de cohomoloǵıa Hn : Com(A ) −→ A, de grado n, como sigue:

(a) Hn(X•) := Zn(X•)/Bn(X•) para X• ∈ Com(A ),

(b) dado f : L• −→ K•, en Com(A ), se define Hn(f) : Hn(L•) −→ Hn(K•)
como el único morfismo en A que hace conmutar al siguiente diagrama
exacto en A

0 // Bn(L•)
µnL• //

Bn(f)

��

Zn(L•)

Zn(f)

��

pnL• // Hn(L•)

Hn(f)

��

// 0

0 // Bn(K•)
µnK•

// Zn(K•)
pnK•

// Hn(K•) // 0.

Observación 5.2.3 El funtor Hn : Com(A ) −→ A es aditivo pues Bn y Zn

lo son.

Definición 5.2.4 Sean f, g ∈ [X•, Y •]Com(A ); decimos que f es homotópico
a g, en śımbolos f ∼ g, si existe θ ∈ Hom−1(X•, Y •) tal que f − g = dY •θ +
θdX• . Esto es, θ = {θn : Xn −→ Y n−1}n∈Z y satisface la igualdad

fn − gn = dn−1
Y • θn + θn+1dnX• n ∈ Z.

Proposición 5.2.5 Sean f, g ∈ [L•,K•]Com(A ). Si f ∼ g entonces Hn(f) =
Hn(g) para todo n ∈ Z.

Demostración. Primero notemos que f − g = {fn − gn}n∈Z es un morfismo
de complejos. Como Hn es un funtor aditivo, se tiene que Hn(f−g) = Hn(f)−
Hn(g). Luego es suficiente ver que Hn(f − g) = 0. De la definición de Hn, se
tiene que Hn(f − g) es el único morfismo en A tal que el siguente diagrama es
conmutativo

Bn(L•)
µnL• //

Bn(h)

��

Zn(L•)

Zn(h)

��

pnL• // Zn(L•)/Bn(L•)

Hn(h)

��
Bn(K•)

µnK• // Zn(K•)
pnK• // Zn(K•)/Bn(K•),
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donde h = f−g. Del diagrama (5.1) tenemos que unK•Zn(f−g) = (fn−gn)unL• ,
pero como f ∼ g, entonces fn − gn = dn−1

K• θn + θn+1dnL• . Por lo tanto,

unK•Zn(f−g) = (dn−1
K• θ

n+θn+1dnL•)unL• = dn−1
K• θ

nunL•+θn+1dnL•u
n
L• = dn−1

K• θ
nunL• .

Por otro lado, sabemos que unK•µnK•β
n−1
K• = dn−1

K• . Luego

unK•Zn(f − g) = dn−1
K• θ

nunL• = unK•µnK•βn−1
K• θ

nunL• ,

y como unK• es un monomorfismo, entonces Zn(f − g) = µnK•β
n−1
K• θnunL• . Por

lo tanto, pnK•Zn(f − g) = pnK•µnK•β
n−1
K• θnunL• = 0. De donde, el morfismo

0 : Zn(L•)/Bn(L•) −→ Zn(K•)/Bn(K•) hace conmutar el diagrama anteri-
or, entonces, por la unicidad, se sigue que Hn(f − g) = 0. �

5.3. Resoluciones

Sea X• ∈ Com(A ). Decimos que X• es positivo si Xn = 0 ∀n < 0;
dualmente, X• es negativo si Xn = 0 ∀n > 0.

Definición 5.3.1 Sea A una categoŕıa abeliana y A un objeto de A . Una
resolución a derecha de A es un par (K•, ε), donde

(a) K• es un complejo positivo en A, y

(b) ε : A −→ K0 es un morfismo en A, llamado morfismo de aumentación,
tal que la siguiente sucesión

0 // A
ε // K0

d0K• // K1

es exacta en A.

La resolución (K•, ε) es exacta si Hn(K•) = 0 ∀n > 0, y es inyectiva si Kn

es inyectivo en A ∀n ≥ 0.

Observación 5.3.2 Si la categoŕıa abeliana A tiene suficientes inyectivos, en-
tonces todo objeto A ∈ A tiene al menos una resolución exacta e inyectiva.

Lema 5.3.3 Si en el siguiente diagrama, en una categoŕıa abeliana A,

A1
u1 // A2

u2 //

ϕ

��

A3

Q

la sucesión A1
u1 // A2

u2 // A3 es exacta, Q es inyectivo y ϕu1 = 0, en-
tonces existe un morfismo ψ : A3 −→ Q tal que ψu2 = ϕ.
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Demostración. Sea Ai
fi // Im(ui)

αi // Ai+1 , con i = 1, 2, la factor-

ización de ui a través de su imagen y A2
j2 // Coim(u2)

g // A3 la factor-
ización de u2 a través de su coimagen. Consideremos el siguiente diagrama en
A

Im(u1)
α1 // A2

j2 //

ϕ

��

Coim(u2)
ū2 // Im(u2)

α2 // A3

Q

donde ū2 es un isomorfismo pues A es abeliana. Ahora bien, como 0 = ϕu1 =
ϕα1f1 y f1 es un epimorfismo, entonces 0 = ϕα1. Puesto que Coim(u2) =
Coker(α1) y 0 = ϕα1, existe un único morfismo θ : Coim(u2) −→ Q tal que
θj2 = ϕ. Dado que ū2 es un isomorfismo, entonces θū−1

2 = ψ1 : Im(u2) −→ Q
es tal que ψ1ū2j2 = ϕ. Ahora, como Q es inyectivo y α2 es un monomorfismo,
existe ψ : A3 −→ Q tal que ψα2 = ψ1. Luego, ψ es el morfismo requerido. �

Proposición 5.3.4 Sean A y B objetos en una categoŕıa abeliana A, (K•, ε)
una resolución exacta de A y (L•, η) una resolución inyectiva de B. Si u : A −→
B es un morfismo en A, entonces existe al menos un morfismo f : K• −→ L•

en Com(A ) tal que el siguiente diagrama en A

A
ε //

u

��

K0

f0

��
B η

// L0

(5.2)

es conmutativo. Si g : K• −→ L• es otro morfismo en Com(A ) tal que g0ε =
ηu, entonces f es homotópico a g.

Demostración. Definiremos al morfismo f : K• −→ L• de tal manera que
las condiciones pedidas se satisfagan. La existencia de f0 : K0 −→ L0 tal que
el diagrama (5.2) es conmutativo, es consecuencia de que L0 es inyectivo y ε
es un monomorfismo. Para definir el morfismo f1 : K1 −→ L1, consideremos el
siguiente diagrama en A

A
ε // K0

d0K• //

d0L•f
0

��

K1

L1.

Dado que d0
L•f

0ε = d0
L•ηu = 0, L1 es inyectivo y A

ε // K0
d0K• // K1 es ex-

acta, entonces, por 5.3.3, existe f1 : K1 −→ L1 tal que f1d0
K• = d0

L•f
0. Supong-

amos, por inducción, que ya tenemos construidos los morfismos f0, f1, . . . , fn−1
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tales que f idi−1
K• = di−1

L• f
i−1 para 0 ≤ i ≤ n − 1. En particular fn−1dn−2

K• =
dn−2
L• fn−2. Por lo tanto, podemos formar el diagrama en A

Kn−2
dn−2
K• // Kn−1

dn−1
K• //

dn−1
L• fn−1

��

Kn

Ln.

Como dn−1
L• fn−1dn−2

K• = (dn−1
L• dn−2

L• )fn−2 = 0, entonces, por 5.3.3, existe fn :
Kn −→ Ln tal que fndn−1

K• = dn−1
L• fn−1. Por lo tanto, por inducción, tenemos

probado la existencia de f : K• −→ L• tal que f0ε = ηu.
Sea g : K• −→ L• otro morfismo de complejos que satisface las mismas condi-
ciones que f . Para mostrar que f es homotópico a g, debemos construir morfis-
mos θi : Ki −→ Li−1 con i ≥ 1, tales que

f i − gi = di−1
L• θ

i + θi+1diK• .

Para definir el morfismo θ1 : K1 −→ L0, consideremos el diagrama en A

A
ε // K0

d0K• //

f0−g0

��

K1

L0.

Ahora bien, (f0 − g0)ε = f0ε− g0ε = ηu− ηu = 0. Luego, por 5.3.3, existe θ1 :
K1 −→ L0 tal que f0 − g0 = θ1d0

K• . Para definir θ2 : K2 −→ L1, consideremos
el diagrama en A

K0
d0K• // K1

d1K• //

f1−g1−d0L•θ
1

��

K2

L1

y notemos que (f1 − g1 − d0
L•θ

1)d0
K• = f1d0

K• − g1d0
K• − d0

L•θ
1d0
K• = d0

L•(f0 −
g0) − d0

L•(f0 − g0) = 0. Entonces, por 5.3.3, existe θ2 : K2 −→ L1 tal que
f1−g1 = d0

L•θ
1+θ2d1

K• . Supongamos ahora que hemos construido θ1, θ2, . . . , θn

tales que f i − gi = di−1
L• θ

i + θi+1diK• para i + 1 ≤ n. En particular, tenemos
que fn−1 − gn−1 = dn−2

L• θn−1 + θndn−1
K• . Para construir θn+1 : Kn+1 −→ Ln,

consideremos el diagrama en A

Kn−1
dn−1
K• // Kn

dnK• //

fn−gn−dn−1
L• θn

��

Kn+1

Ln.

De nuevo, tenemos que en el diagrama anterior, se satisfacen las hipótesis de
5.3.3; y por lo tanto, existe θn+1 : Kn+1 −→ Ln tal que fn − gn = dn−1

L• θn +
θn+1dnK• . Entonces, por inducción, concluimos que f ∼ g. �
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Observación 5.3.5 El morfismo f ∈ [K•, L•]Com(A ), de 5.3.4, que satisface
f0ε = ηu, se dice que es un levantamiento del morfismo u : A −→ B en A .
En términos de levantamientos, 5.3.4 dice simplemente que dos levantamientos,
de un mismo morfismo en A son homotópicos.

Lema 5.3.6 Si en el siguiente diagrama, dado en una categoŕıa abeliana A,

0

��

0

��
0 // A′

ψ //

ε′

��

A
ϕ // A′′ //

ε′′

��

0

P ′

α1

��

P ′′

α2

��
L′

��

L′′

��
0 0

las columnas y la fila son exactas y además P ′ es inyectivo, entonces el diagrama
anterior puede ser completado al siguiente diagrama conmutativo en A

0

��

0

��

0

��
0 // A′

ψ //

ε′

��

A
ϕ //

ε

��

A′′ //

ε′′

��

0

0 // P ′
i′ //

α1

��

P
p′′ //

α3

��

P ′′

α2

��

// 0

0 // L′

��

γ1 // L
γ2 //

��

L′′

��

// 0

0 0 0

con filas y columnas exactas y P = P ′
⊕
P ′′ con inclusiones i′, i′′ y proyecciones

p′, p′′ canónicas.

Demostración. Sean P = P ′
⊕
P ′′, i′, i′′ sus inclusiones y p′, p′′ sus proyec-

ciones canónicas. Como P ′ es inyectivo, existe ρ0 : A −→ P ′ tal que ε′ = ρ0ψ.
Definamos ε : A −→ P como ε = i′ρ0 + i′′ε′′ϕ. Veamos que los cuadrados su-
periores del diagrama de anterior conmutan. En efecto, εψ = (i′ρ0 + i′′ε′′ϕ)ψ =
i′ρ0ψ = i′ε′ y p′′ε = p′′(i′ρ0 + i′′ε′′ϕ) = p′′i′′ε′′ϕ = 1P ′′ε′′ϕ = ε′′ϕ. Veamos



5. Elementos de Álgebra Homológica 163

ahora que ε es un monomorfismo. Sea u : X −→ A tal que εu = 0, entonces
p′′εu = ε′′ϕu = 0; pero como ε′′ es un monomorfismo, tenemos que ϕu = 0.
Como ψ = Ker(ϕ), existe u′ : X −→ A′ tal que u = ψu′. Por lo tanto, tenemos
las siguientes igualdades

0 = εu = εψu′ = (i′ρ0 + i′′ε′′ϕ)ψu′ = i′ρ0ψu
′ = i′ε′u′.

Luego u′ = 0, ya que i′ε′; es un monomorfismo; y entonces u = ψu′ = 0. Por

lo tanto, ε es un monomorfismo. Ahora, sea P
α3 // L = Coker( A

ε // P ).
De esta manera, la existencia de γ1 y γ2 tal que el diagrama de arriba es con-
mutativo, se sigue del dual de 1.18.1. �

Proposición 5.3.7 (Lema de la Herradura) Sean

0 // A′
ψ // A

ϕ // A′′ // 0

una sucesión exacta en una categoŕıa abeliana A, (L•, ε′) una resolución exacta
e inyectiva de A′ y (K•, ε′′) una resolución exacta de A′′. Entonces, existe una
resolución exacta (X•, ε) de A con las siguientes propiedades:

(a) existen morfismos de complejos iL• : L• −→ X• y pK• : X• −→ K• tales
que, la sucesión de complejos

0 // L•
iL• // X• pK• // K• // 0

es exacta en Com(A ),

(b) para cada n ∈ Z, tenemos que Xn = Ln
⊕
Kn en A y además inL• :

Ln −→ Xn y pnK• : Xn −→ Kn son, respectivamente, la inclusión y la
proyección natural del coproducto Ln

⊕
Kn, y

(c) el siguiente diagrama en A

A′
ψ //

ε′

��

A
ϕ //

ε

��

A′′

ε′′

��
L0

i0L•

// X0

p0K•

// K0

es conmutativo.

Demostración. Dado un complejo Z• en A, consideremos la factorización

Zn−1
βn−1
Z• // Bn(Z•)

αnZ• // Zn de dn−1
Z• a través de su imagen. Ahora bien, como

(L•, ε′) y (K•, ε′′) son resoluciones exactas, se tiene que αnL• = Ker(dnL•) y
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αnK• = Ker(dnK•). Por lo tanto Zn(L•) = Bn(L•) y Zn(K•) = Bn(K•) para
n ≥ 1. Consideremos el siguiente diagrama en A

0

��

0

��
0 // A′

ψ //

ε′

��

A
ϕ // A′′ //

ε′′

��

0

L0

β0
L•

��

K0

β0
K•

��
Z1(L•)

��

Z1(K•)

��
0 0.

Entonces, por 5.3.6, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en
A

0

��

0

��

0

��
0 // A′

ψ //

ε′

��

A
ϕ //

ε

��

A′′ //

ε′′

��

0

0 // L0
i0L• //

β0
L•

��

X0
p0K• //

β0
X•

��

K0

β0
K•

��

// 0

0 // Z1(L•)

��

γ′1 // Coker(ε)
γ′′1 //

��

Z1(K•)

��

// 0

0 0 0



5. Elementos de Álgebra Homológica 165

donde X0 = L0
⊕
K0 y i0L• , p0

K• son la inclusión y proyección en el coproducto,
respectivamente. Ahora, aplicando 5.3.6 al diagrama

0

��

0

��
0 // Z1(L•)

γ′1 //

α1
L•

��

Coker(ε)
γ′′1 // Z1(K•) //

α1
K•

��

0

L1

β1
L•

��

K1

β1
K•

��
Z2(L•)

��

Z2(K•)

��
0 0

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto en A

0

��

0

��

0

��
0 // Z1(L•)

γ′1 //

α1
L•

��

Coker(ε)
γ′′1 //

α1
X•

��

Z1(K•) //

α1
K•

��

0

0 // L1
i1L• //

β1
L•

��

X1
p1K• //

β1
X•
��

K1

β1
K•

��

// 0

0 // Z2(L•)

��

γ′2 // Coker(α1
X•)

γ′′2 //

��

Z2(K•)

��

// 0

0 0 0

donde X1 = L1
⊕
K1 y i1L• , p1

K• son la inclusión y proyección en el coproducto,
respectivamente. Entonces, como d0

L• = α1
L•β

0
L• y d0

K• = α1
K•β0

K• , definimos
d0
X• := α1

X•β0
X• . Procediendo por inducción, podemos definir dnX• := αn+1

X• βnX•

para n ≥ 1, con βnX• = Coker(αnX•) y αn+1
X• : Coker(αnX•) −→ Xn+1 es el

morfismo encontrado utilizando el lema 5.3.6. De esta manera, hemos encontrado
una resolución (X•, ε) de A con las propiedades deseadas. �

Definición 5.3.8 Una resolución exacta (X•, ε) de A, que satisface (a), (b) y
(c) de 5.3.7, se dice que es una resolución normal de A.

Proposición 5.3.9 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo, con filas
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exactas,

0 // A′
ψ //

α′

��

A
ϕ //

α

��

A′′ //

α′′

��

0

0 // B′
ψ̄

// B
ϕ̄
// B′′ // 0

en una categoŕıa abeliana A . Sean (L•, ε′), (X•, ε) y (K•, ε′′) resoluciones ex-
actas de A′, A y A′′, respectivamente; y (M•, e′), (Y •, e) y (W •, e′′) resoluciones
exactas de B′, B y B′′ respectivamente. Supongamos además que se satisface lo
siguiente:

(a) (X•, ε) y (Y •, e) son resoluciones normales,

(b) (W •, e′′) es una resolución inyectiva de B′′,

(c) existen f ∈ [L•,M•]Com(A ) y g ∈ [K•,W •]Com(A ) tales que los siguientes
cuadrados en A conmutan

A′
ε′ //

α′

��

L0

f0

��
B′

e′
// M0

A′′
ε′′ //

α′′

��

K0

g0

��
B′′

e′′
// W 0.

Entonces, existe h ∈ [X•, Y •]Com(A ) tal que los siguientes diagramas conmutan

A
ε //

α

��

X0

h0

��
B e

// Y 0

0 // L•
iL• //

f

��

X• pK• //

h

��

K•

g

��

// 0

0 // M•
iM•

// Y • pW•
// W • // 0.

Demostración. Ver proposición 7.8 de [2]. �

5.4. Funtores derivados

Definición 5.4.1 Sea A una categoŕıa abeliana con suficientes inyectivos. Sabe-
mos que todo objeto A ∈ A admite al menos una resolución exacta e inyecti-
va. Por lo tanto, para cada objeto A ∈ A, elegiremos una resolución exac-
ta e inyectiva de A que denotaremos por (I•A, εA). Dado un funtor (covari-
ante) aditivo F : A −→ B, donde B es una categoŕıa abeliana, tenemos que
F (I•A) ∈ Com(B) es un complejo positivo, que se puede ver como la siguiente
sucesión larga en B

· · · // 0 // F (I0
A)

F (d0
I•
A

)
// F (I1

A)
F (d1

I•
A

)
// F (I2

A) // · · · .
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Definición 5.4.2 Sea A una categoŕıa abeliana con suficientes inyectivos, B
una categoŕıa abeliana y F : A −→ B un funtor covariante aditivo. Para cada
n ∈ Z, el n-ésimo funtor derivado a derecha de F , que denotaremos por
RnF : A −→ B, se define como sigue:

(a) para cada A ∈ A , (RnF )(A) := Hn(F (I•A)) donde Hn : Com(B) −→ B
es el n-ésimo funtor de cohomoloǵıa,

(b) dado u : A −→ B en A , por 5.3.4, existe al menos un f ∈ [I•A, I
•
B ]Com(A )

tal que el siguiente diagrama en A

A
εA //

u

��

I0
A

f0

��
B εB

// I0
B

es conmutativo. Si g ∈ [I•A, I
•
B ]Com(A ) es otro morfismo tal que g0εA =

εBu, entonces, por 5.3.4, sabemos que f ∼ g; de donde, por ser F adi-
tivo, tenemos que F (f) ∼ F (g). Por lo tanto, de 5.2.5, concluimos que
Hn(F (f)) = Hn(F (g)). Luego, definimos (RnF )(u) := Hn(F (f)); y de la
discusión anterior, tenemos que (RnF )(u) está bien definido.

Observación 5.4.3 La asignación RnF : A −→ B, construida en 5.4.2, es en
efecto un funtor aditivo. Para ver esto, notemos primero que el funtor aditivo
F : A −→ B induce un funtor aditivo (¡que denotaremos con la misma letra!)
F : Com(A ) −→ Com(B), que se obtiene al aplicar punto a punto el funtor
F : A −→ B en Com(A ). Esto es, M• = F (X•) ∈ Com(B) se define como
Mn := F (Xn) y dnM• := F (dnX•) ∀n ∈ Z, y F (f) : F (X•) −→ F (Y •) como

F (f) := {F (fn) : F (Xn) −→ F (Y n)}n∈Z. Sea A
u // B

v // C en A y

I•A
f // I•B

g // I•C en Com(A ) tales que f0εA = εBu y g0εB = εCv; luego
gf : I•A −→ I•C satisface que g0f0εA = εCvu. Por lo tanto, (RnF )(vu) =
Hn(F (gf)) = Hn(F (g)F (f)) = Hn(F (g))Hn(F (f)) = (RnF )(v)(RnF )(u);
probándose que RnF es un funtor.
Veamos, que RnF es aditivo. Sean u1, u2 ∈ [A,B]A y f, g ∈ [I•A, I

•
B ]Com(A )

tales que f0εA = εBu1, g0εA = εBu2. Luego f + g ∈ [I•A, I
•
B ]Com(A ); y además

satisface la igualdad (f0 + g0)εA = εB(u1 + u2). Por lo tanto, RnF (u1 + u2) =
Hn(F (f + g)) = Hn(F (f) + F (g)) = Hn(F (f)) + Hn(F (g)) = (RnF )(u1) +
(RnF )(u2).

En lo que sigue, veremos que la construcción del funtor derivado, esencialmente,
no depende de la elección de una resolución exacta e inyectiva.
Supongamos que para cada objeto A ∈ A hemos escogido otra resolución exacta
e inyectiva (Ī•A, ε̄A). Entonces, tenemos otro funtor derivado R̄nF : A −→ B
para cada n ∈ Z.
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Proposición 5.4.4 Sea F : A −→ B un funtor covariante y aditivo. Entonces,
para todo n ∈ Z, los funtores derivados derechos RnF y R̄nF son naturalmente
equivalentes.

Demostración. Sea A ∈ A ; por 5.3.4, existe f ∈ [I•A, Ī
•
A]Com(A ) tal que

f0εA = ε̄A1A. Dado que F (f) : F (I•A) −→ F (Ī•A) es un morfismo en Com(B), se
obtiene un morfismo en B, ηA : (RnF )(A) −→ (R̄nF )(A) con ηA := Hn(F (f));
y por lo discutido en 5.4.2(b), tenemos que ηA está bien definido. Veamos que
η : RnF −→ R̄nF es una equivalencia natural. Probaremos primero que ηA es
invertible. De 5.3.4, tenemos que existe g ∈ [Ī•A, I

•
A]Com(A ) tal que g0ε̄A = εA1A.

Por lo tanto, gf ∈ [I•A, I
•
A]Com(A ) levanta a 1A : A −→ A y lo mismo hace

1I•A ∈ [I•A, I
•
A]Com(A ). Luego, de 5.3.4, concluimos que gf ∼ 1I•A ; análogamente

se prueba que fg ∼ 1Ī•A . En particular, aplicando 5.2.5, se tiene que

ηAH
n(F (g)) = Hn(F (fg)) = Hn(F (1Ī•A)) = 1(R̄nF )(A),

Hn(F (g))ηA = Hn(F (gf)) = Hn(F (1I•A)) = 1(RnF )(A);

probándose que η−1
A = Hn(F (g)).

Finalmente, checaremos la naturalidad de ηA. Sea u : A −→ B en A ; luego,

de 5.3.4, tenemos morfismos I•A
f // Ī•A

h̄ // Ī•B y I•A
h // I•B

f̄ // Ī•B en
Com(A ), que hacen conmutar al diagrama

A
εA // I0

A

f0

��
I0
A

h0

��

A
εAoo ε̄A //

u

��

Ī0
A

h̄0

��
I0
B

f̄0

��

BεB
oo

ε̄B
// Ī0
B

Ī0
B B.

ε̄B
oo

Por lo tanto, f̄h ∼ h̄f y entonces F (f̄)F (h) ∼ F (h̄)F (f) por ser F aditivo.
De donde Hn(F (f̄))Hn(F (h)) = Hn(F (h̄))Hn(F (f)), probándose la conmuta-
tividad del siguiente diagrama

(RnF )A
ηA //

(RnF )(u)

��

(R̄nF )A

(R̄nF )(u)

��
(RnF )B

ηB // (R̄nF )B.

�
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Observación 5.4.5 (1) Dado que I•A es un complejo positivo, tenemos que
(RnF )(A) = 0 ∀n < 0.

(2) Si Q es inyectivo en A, entonces (RnF )(Q) = 0 ∀n 6= 0 pues

0 // Q
1Q // Q // 0 // . . .

es una resolución exacta e inyectiva de Q.

Lema 5.4.6 Si F : A −→ B es un funtor exacto a izquierda, entonces R0F
es isomorfo a F . Si F es exacto, entonces (RnF )(A) = 0 para todo A ∈ A y
∀n ≥ 1.

Demostración. Sea (I•A, εA) una resolución exacta e inyectiva de A. Si F es
exacto a izquierda, entonces la sucesión en B

0 // F (A)
F (εA) // F (I0

A)
F (d0

I•
A

)
// F (I1

A)

es exacta, y aśı F (A)
F (εA)

'
// Ker(F (d0

I•A
)) = H0(F (I•A)) = (R0F )(A). Luego,

para toda u : A −→ B, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo en B

F (A)
F (εA)//

F (u)

��

R0F (A)

(R0F )(u)

��
F (B)

F (εB)
// R0F (B).

Por lo tanto, R0F es naturalmente equivalente a F . Si además F es exacto, la
sucesión

0 // F (A)
F (εA) // F (I0

A)
F (d0

I•
A

)
// F (I1

A)
F (d1

I•
A

)
// F (I2

A) // . . .

es exacta; y por lo tanto (RnF )(A) = Hn(F (I•A)) = 0 ∀n ≥ 1. �

5.5. El morfismo de conexión ∆

Teorema 5.5.1 Sea A una categoŕıa abeliana y

E : 0 // L•
f // X• g // K• // 0

una sucesión exacta en Com(A ). Entonces, existe una familia {∆i
E : Hi(K•) −→

Hi+1(L•)}i∈Z de morfismos en A, tal que la sucesión larga

(∗) : . . . // Hi(K•)
∆i
E // Hi+1(L•)

Hi+1(f)// Hi+1(X•)
Hi+1(g)// Hi+1(K•)

∆i+1
E // . . .

es exacta en A.
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Demostración. Consideremos el siguiente diagrama en A

Ker(diL•)

uiL•

��

vi // Ker(diX•)

uiX•

��

wi // Ker(diK•)

uiK•

��
0 // Li

fi //

diL•

��

Xi
gi //

diX•

��

Ki //

diK•

��

0

0 // Li+1
fi+1

//

qiL•
��

Xi+1
gi+1

//

qiX•
��

Ki+1

qiK•
��

// 0

Coker(diL•)

��

θi // Coker(diX•)
ψi //

��

Coker(diK•)

��
0 0 0

(5.3)

donde, para simplificar, hemos puesto Zi(f) = vi y Zi(g) = wi. Entonces, por
el Lema de la serpiente, (ver 4.2.11) se tiene que las siguientes sucesiones

0 // Ker(diL•) vi // Ker(diX•) wi // Ker(diK•)

Coker(diL•) θi // Coker(diX•)
ψi // Coker(diK•) // 0

son exactas. Sea Ki+1
αi+1
K• // Bi+2(K•)

βi+2
K• // Ki+2 la factorización de di+1

K• a

través de su imagen. Como di+1
K• diK• = 0, entonces αi+1

K• diK• = 0; pero qiK• :
Ki+1 −→ Coker(diK•) es el cokernel de diK• .
Por lo tanto, existe γiK• : Coker(diK•) −→ Bi+2(K•) tal que αi+1

K• = γiK•qiK• ;
además γiK• es un epimorfismo puesto que αi+1

K• lo es.
Ahora, sea µi+2

K• : Bi+2(K•) −→ Zi+2(K•) la inclusión tal que ui+2
K• µ

i+2
K• = βi+2

K• .
Consideremos ϕiK• = µi+2

K• γiK• : Coker(diK•) −→ Zi+2(K•). Luego, como A
es abeliana, µi+2

K• es un monomorfismo y γiK• es un epimorfismo, se concluye
que µi+2

K• : Bi+2(K•) −→ Zi+2(K•) es la imagen de ϕiK• . Análogamente, se
costruyen ϕiL• y ϕiX• . Veamos que el siguiente diagrama en A

Coker(diL•) θi //

ϕiL•

��

Coker(diX•)
ψi //

ϕiX•

��

Coker(diK•) //

ϕiK•

��

0

0 // Zi+2(L•) vi+2
// Zi+2(X•) wi+2

// Zi+2(K•)
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es conmutativo. En efecto,

ui+2
X• v

i+2ϕiL•q
i
L• = ui+2

X• v
i+2µi+2

L• α
i+1
L•

= f i+2ui+2
L• µ

i+2
L• α

i+1
L•

= f i+2βi+2
L• α

i+1
L•

= f i+2di+1
L• ;

de manera similar, se demuestra que ui+2
X• ϕiX•θiqiL• = di+1

X• f i+1. Pero di+1
X• f i+1 =

f i+2di+1
L• ; por lo tanto ui+2

X• vi+2ϕiL•q
i
L• = ui+2

X• ϕiX•θiqiL• . Pero como ui+2
X• es

un monomorfismo y qiL• es un epimorfismo, tenemos que vi+2ϕiL• = ϕiX•θi.
Análogamente, se prueba que wi+2ϕiX• = ϕiK•ψi. Por lo tanto, el diagrama de
arriba conmuta.
Ahora bien, como ui+1

K• : Zi+1(K•) −→ Ki+1 es el kernel de di+1
K• = βi+2

K• α
i+1
K•

y βi+2
K• es un monomorfismo, entonces ui+1

K• : Zi+1(K•) −→ Ki+1 es el kernel
de αi+1

K• : Ki+1 −→ Bi+2(K•). Pero como αi+1
K• : Ki+1 −→ Bi+2(K•) es un

epimorfismo, entonces tenemos la siguiente sucesión exacta en A

0 // Zi+1(K•)
ui+1
K• // Ki+1

αi+1
K• // Bi+2(K•) // 0,

es decir, Bi+2(K•) ' Ki+1/Zi+1(K•). Luego, 1.18.2, tenemos el siguiente dia-
grama en A, que es conmutativo y exacto

0

��

0

��
Bi+1(K•)

µi+1
K•

��

Bi+1(K•)

βi+1
K•

��
0 // Zi+1(K•)

ui+1
K•

//

ζi+1
K•

��

Ki+1

αi+1
K•

//

qiK•

��

Bi+2(K•) // 0

0 // Zi+1(K•)/Bi+1(K•)
siK•

// Ki+1/Bi+1(K•)
tiK•

// Bi+2(K•) // 0.

(5.4)
Por lo que siK• es el kernel de tiK• y αi+1

K• = tiK•qiK• , pero también αi+1
K• =

γiK•qiK• . Por lo tanto tiK•qiK• = γiK•qiK• y como qiK• es un epimorfismo, entonces
γiK• = tiK• . Es decir, siK• es el kernel de γiK• y como ϕiK• = µi+2

K• γiK• , con µi+2
K•

un monomorfismo, entonces siK• : Zi+1(K•)/Bi+1(K•) −→ Ki+1/Bi+1(K•)
es el kernel de ϕiK• . Ahora bien, Coker(ϕiK•) = Coker(µi+2

K• ) ya que γiK• es
un epimorfismo. Por lo tanto, sea λi+2

K• : Zi+2(K•) −→ Zi+2(K•)/Bi+2(K•) el
cokernel de µi+2

K• . Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto
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en A

Hi+1(L•)

siL•

��

Ψ1 // Hi+1(X•)

siX•

��

Ψ2 // Hi+1(K•)

siK•

��
Coker(diL•) θi //

ϕiL•

��

Coker(diX•)
ψi //

ϕiX•

��

Coker(diK•) //

ϕiK•

��

0

0 // Zi+2(L•) vi+2
//

λi+2
L•

��

Zi+2(X•) wi+2
//

λi+2
X•

��

Zi+2(K•)

λi+2
K•

��
Hi+2(L•)

Ψ3 // Hi+2(X•)
Ψ4 // Hi+2(K•).

(5.5)

Veamos que Ψ1 = Hi+1(f). En efecto, por los diagramas (5.3), (5.4) y (5.5)
tenemos las siguientes igualdades

siX•Ψ1ζ
i+1
L• = θisiL•ζ

i+1
L•

= θiqiL•u
i+1
L•

= qiX•f i+1ui+1
L•

= qiX•ui+1
X• v

i+1

= siX•ζi+1
X• v

i+1;

y dado que siX• es un monomorfismo; entonces Ψ1ζ
i+1
L• = ζi+1

X• vi+1 = ζi+1
X• Zi+1(f).

Luego, como ζi+1
L• = pi+1

L• y ζi+1
X• = pi+1

X• , por definición de cohomoloǵıa, Hi+1(f)
es el único morfismo tal que

Hi+1(f)ζi+1
L• = ζi+1

X• Z
i+1(f).

Por lo tanto Ψ1 = Hi+1(f). Análogamente, se demuestra que Ψ2 = Hi+1(g),
Ψ3 = Hi+2(f) y Ψ4 = Hi+2(g). Entonces, de nuevo por el Lema de la serpiente
(ver 4.2.11), tenemos que existe ∆i+1

E : Hi+1(K•) −→ Hi+2(L•) tal que la
sucesión larga (∗) es exacta. �

5.6. Otras propiedades de los funtores derivados

Proposición 5.6.1 Sea A una categoŕıa abeliana con suficientes inyectivos, B
una categoŕıa abeliana, F : A −→ B un funtor aditivo, covariante y exacto a
izquierda, y

E : 0 // A′
α′ // A

α′′ // A′′ // 0

una sucesión exacta en A . Entonces, para cada i ≥ 0, existe un morfismo
∆i
E : (RiF )(A′′) −→ (Ri+1F )(A′) en B tal que
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(a) la sucesión larga

0 // (R0F )(A′)
(R0F )(α′)// (R0F )(A)

(R0F )(α′′)// (R0F )(A′′)
∆0
E // (R1F )(A′) // . . .

// (RiF )(A′)
(RiF )(α′)// (RiF )(A)

(RiF )(α′′)// (RiF )(A′′)
∆i
E // (Ri+1F )(A′) // . . .

es exacta en B,

(b) si

F : 0 // B′
β′ // B

β′′ // B′′ // 0

es otra sucesión exacta en A, y existen morfismos f ′ : A′ −→ B′, f : A −→ B
y f ′′ : A′′ −→ B′′ en A tales que el siguiente diagrama en A

0 // A′
α′ //

f ′

��

A
α′′ //

f

��

A′′ //

f ′′

��

0

0 // B′
β′ // B

β′′ // B′′ // 0

es conmutativo, entonces el siguiente diagrama en B

(RiF )(A′′)
∆i
E //

(RiF )(f ′′)

��

(Ri+1F )(A′)

(Ri+1F )(f ′)

��
(RiF )(B′′)

∆i
F // (Ri+1F )(B′)

es conmutativo para todo i ≥ 0.

Demostración.

(a) Consideremos las resoluciones exactas e inyectivas (I•A′ , εA′) y (I•A′′ , εA′′)
de A′ y A′′ respectivamente. Por el lema de la herradura, existe una res-
olución exacta de complejos

0 // I•A′
i // I•A

p // I•A′′ // 0,

tal que: (I•A, εA) es una resolución exacta de A, InA = InA′
⊕
InA′′ ∀n ∈ Z,

in : InA′ −→ InA y pn : InA −→ InA′′ son la inclusión y la proyección nat-
urales del coproducto y también levantamientos de α′ y α′′, respectiva-
mente. Dado que el funtor F : A −→ B es aditivo, tenemos que preserva
coproductos finitos. Por lo tanto, la siguiente sucesión en Com(B)

0 // F (I•A′)
F (i) // F (I•A)

F (p) // F (I•A′′) // 0

es exacta. Aplicando ahora 5.5.1 a la sucesión anterior, obtenemos la suce-
sión exacta larga de (a).
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(b) Ver la proposicion 7.11 de [2]

�

Observación 5.6.2 Por 5.4.6, sabemos que R0F ' F ; y por lo tanto, podemos
reemplazar, en 5.6.1, a R0F por F .

5.7. Funtores cohomológicos

Definición 5.7.1 Sean A y B categoŕıas abelianas. Un funtor cohomológico
covariante de A en B, es una familia {T i : A −→ B}i≥0 de funtores covari-
antes aditivos tales que, para toda sucesión exacta en A

E : 0 // A′
α′ // A

α′′ // A′′ // 0,

existen morfismos ∆i
E : (T i)(A′′) −→ (T i+1)(A′) con i ≥ 0; los cuales satisfacen

las siguientes condiciones:

(a) la sucesión

0 // (T 0)(A′)
(T 0)(α′)// (T 0)(A)

(T 0)(α′′)// (T 0)(A′′)
∆0
E // (T 1)(A′) // . . .

(5.6)

// (T i)(A′)
(T i)(α′)// (T i)(A)

(T i)(α′′)// (T i)(A′′)
∆i
E // (T i+1)(A′) // . . .

es exacta en B,

(b) si

F : 0 // B′
β′ // B

β′′ // B′′ // 0

es otra sucesión exacta en A, y existen morfismos f ′ : A′ −→ B′, f :
A −→ B y f ′′ : A′′ −→ B′′ tales que el siguiente diagrama en A

0 // A′
α′ //

f ′

��

A
α′′ //

f

��

A′′ //

f ′′

��

0

0 // B′
β′ // B

β′′ // B′′ // 0

es conmutativo, entonces el diagrama

(T i)(A′′)
∆i
E //

(T i)(f ′′)

��

(T i+1)(A′)

(T i+1)(f ′)

��
(T i)(B′′)

∆i
F // (T i+1)(B′)

(5.7)

es conmutativo en B para todo i ≥ 0.
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Notación: al funtor cohomológico {T i : A −→ B}i≥0 lo denotaremos también
por {T i,∆i

E}i≥0.

Definición 5.7.2 Sean {T i,∆i
E}i≥0 y {Si, ∆̄i

E}i≥0 dos funtores cohomológicos
covariantes de A en B. Un morfismo ϕ : {T i,∆i

E}i≥0 −→ {Si, ∆̄i
E}i≥0, entre

funtores cohomológicos covariantes, es una familia de transformaciones natu-
rales ϕ = {ϕi : T i −→ Si}i≥0 tales que, para toda sucesión exacta en A

E : 0 // A′
α′ // A

α′′ // A′′ // 0,

el diagrama en B

T i(A′′)
∆i
E //

ϕi(A′′)

��

T i+1(A′)

ϕi+1(A′)

��
Si(A′′)

∆̄i
E // Si+1(A′)

es conmutativo.

Definición 5.7.3 Un funtor cohomológico covariante {T i,∆i
E}i≥0, de A en

B, es universal si para todo funtor cohomológico covariante {Si, ∆̄i
E}i≥0 de

A en B y para toda transformación natural ϕ : T 0 −→ S0, existe un único mor-
fismo ψ = {ψi}i≥0 : {T i,∆i

E}i≥0 −→ {Si, ∆̄i
E}i≥0 de funtores cohomológicos

covariantes tal que ψ0 = ϕ.

Observación 5.7.4 (1) La definición de funtor cohomológico contravariante
es similar a la de funtor cohomológico covariante. Esto es, para toda
sucesión exacta E, como en 5.7.1, existen morfismos ∆i

E : T i(A′) −→
T i+1(A′′) con i ≥ 0 tales que la sucesión

0 // (T 0)(A′′)
(T 0)(α′′)// (T 0)(A)

(T 0)(α′)// (T 0)(A′)
∆0
E // (T 1)(A′′) // . . .

// (T i)(A′′)
(T i)(α′′)// (T i)(A)

(T i)(α′)// (T i)(A′)
∆i
E // (T i+1)(A′′) // . . .

es exacta, y una condición de conmutatividad similar a la de 5.7.1(b) se
satisface.

(2) Para la noción de funtor homológico covariante, la diferencia consiste
en que los morfismos ∆i

E decrecen en 1, esto es, ∆i
E : T i(A′′) −→ T i−1(A′);

y la sucesión 5.7.1(a), se reemplaza por la siguiente sucesión exacta en B

. . . // T i(A′′)
∆i
E // (T i−1)(A′)

(T i−1)(α′)// (T i−1)(A)
(T i−1)(α′′)// (T i−1)(A′′) //

. . . // T 1(A′′)
∆1
E // (T 0)(A′)

(T 0)(α′)// (T 0)(A)
(T 0)(α′′)// (T 0)(A′′) // 0.

La noción de funtor homológico contravariante es similar.
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(3) Si {T i,∆i
E}i≥0 es un funtor cohomológico de A en B, ya sea covariante

o contravariante, entonces T 0 : A −→ B es un funtor exacto a izquierda.

(4) Si {T i,∆i
E}i≥0 es un funtor homológico de A en B, ya sea covariante o

contravariante, entonces T 0 : A −→ B es un funtor exacto a derecha.

Ejemplo 5.7.5 Supongamos que A es una categoŕıa con suficientes inyectivos.
Por ejemplo, si A es de Grothendieck sabemos (ver 5.10.12) que tiene suficientes
inyectivos. Sea F : A −→ B un funtor aditivo, covariante y exacto a izquierda.
Entonces, por 5.6.1, los funtores derivados a derecha de F , {RiF : A −→ B}i≥0

definen un funtor cohomológico.
Más aún, como lo afirma la siguiente proposición, definen un funtor cohomológi-
co universal.

Proposición 5.7.6 Sea A una categoŕıa abeliana con suficientes inyectivos y
{T i,∆i

E}i≥0 un funtor cohomológico covariante de A en una categoŕıa abeliana
B. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) {T i,∆i
E}i≥0 es universal,

(b) T i(Q) = 0 ∀i ≥ 1 y para todo objeto inyectivo Q de A.

Demostración. Ver la proposicion 7.12 de [2]. �

Corolario 5.7.7 Sea A una categoŕıa abeliana con suficientes inyectivos, B
una categoŕıa abeliana y F : A −→ B un funtor aditivo, covariante y exac-
to a izquierda. Entonces, existe un funtor cohomológico covariante universal
{T i,∆i

E}i≥0 tal que T 0 ' F . Además, {T i,∆i
E}i≥0 es único salvo isomorfismos

de funtores cohomológicos.

Corolario 5.7.8 Sea A una categoŕıa abeliana con suficientes proyectivos, B
una categoŕıa abeliana y F : A −→ B un funtor aditivo, covariante y exacto a
derecha. Entonces, existe un funtor homológico covariante universal {T i,∆i

E}i≥0

tal que T 0 ' F . Además, {T i,∆i
E}i≥0 es único salvo isomorfismos de funtores

homológicos.

Corolario 5.7.9 Sea A una categoŕıa abeliana con suficientes proyectivos, B
una categoŕıa abeliana y F : A −→ B un funtor aditivo, contravariante y exacto
a izquierda. Entonces, existe un funtor cohomológico contravariante universal
{T i,∆i

E}i≥0 tal que T 0 ' F . Además, {T i,∆i
E}i≥0 es único salvo isomorfismos

de funtores cohomológicos.

Corolario 5.7.10 Sea A una categoŕıa abeliana con suficientes inyectivos, B
una categoŕıa abeliana y F : A −→ B un funtor aditivo, contravariante y ex-
acto a derecha. Entonces, existe un funtor homológico contravariante universal
{T i,∆i

E}i≥0 tal que T 0 ' F . Además, {T i,∆i
E}i≥0 es único salvo isomorfismos

de funtores homológicos.
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5.8. Otra propiedad de los funtores cohomológi-
cos

La siguiente, es una propiedad muy importante de los funtores cohomológi-
cos, se le conoce como la “propiedad del corrimiento”de los ı́ndices y será muy
útil en la sección 5.10.

Proposición 5.8.1 Sea {T i,∆i
E}i≥0 un funtor cohomológico contravariante de

A en B. Entonces, para toda sucesión exacta larga en A

S : 0 // B
β // Xn

ξn // . . . // X0
ξ0 // A // 0,

y para cada i ≥ 0, existe un morfismo Di
S : T i(B) −→ T i+n+1(A) en B que

satisface las siguientes condiciones:

(a) si tenemos otra sucesión exacta en A

U : 0 // B1
β1 // Yn

ηn // . . . // Y0
η0 // A1

// 0

y morfismos f : A −→ A1, g : B −→ B1, fi : Xi −→ Yi con 0 ≤ i ≤ n,
tales que el siguiente diagrama en A

0 // B
β //

g

��

Xn
ξn //

fn

��

. . . // X0
ξ0 //

f0

��

A //

f

��

0

0 // B1
β1 // Yn

ηn // . . . // Y0
η0 // A1

// 0

es conmutativo, entonces el diagrama en B

T i(B)
DiS // T i+n+1(A)

T i(B1)
DiU //

T i(g)

OO

T i+n+1(A1)

T i+n+1(f)

OO

es conmutativo ∀i ≥ 0;

(b) si en la sucesión S, los objetos Xi con 0 ≤ i ≤ n son tales que T j(Xi) = 0
∀j ≥ 1, entonces los morfismos Di

S son isomorfismos para toda i ≥ 1; y
además, la sucesión en B

T 0(Xn)
T 0(β) // T 0(B)

D0
S // Tn+1(A) // 0

es exacta;
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(c) si {Ri, ∆̄i
E}i≥0 es otro funtor cohomológico contravariante de A en B y

ϕ = {ϕi}i≥0 : {T i,∆i
E}i≥0 −→ {Ri, ∆̄i

E}i≥0 es un morfismo de funtores
cohomológicos contravariantes, entonces el diagrama en B

T i(B)
DiS //

ϕi(B)

��

T i+n+1(A)

ϕi+n+1(A)

��
Ri(B)

D̄iS // Ri+n+1(A)

conmuta ∀i ≥ 0, donde los morfismos D̄i
S son los análogos a los morfismos

Di
S para el caso del funtor cohomológico contravariante {Ri, ∆̄i

E}i≥0.

Demostración. Ver la proposicion 7.17 de [2] �

5.9. Los funtores Exti

Sea A una categoŕıa abeliana con suficientes inyectivos y A un objeto fijo
de A. Consideremos el funtor aditivo HA := [A,−]A : A −→ Ab el cual es
covariante y exacto a izquierda. Entonces, por 5.7.7, existe un único funtor
cohomológico {T i,∆i

E} tal que T 0 ' HA. De hecho, T i es el i-ésimo funtor
derivado a derecha de HA, esto es, T i = RiHA.

Definición 5.9.1 Sea A una categoŕıa abeliana con suficientes inyectivos y A
un objeto fijo en A . Definimos el funtor covariante y aditivo ExtiA (A,−) :
A −→ Ab como ExtiA (A,−) := RiHA.

Ahora, sea B un objeto fijo de A . Consideremos el funtor aditivo, contravariante
y exacto a izquierda HB := [−, B]A : A −→ Ab.

Definición 5.9.2 Sea A una categoŕıa abeliana con suficientes proyectivos y B
un objeto fijo en A . Definimos el funtor contravariante y aditivo extiA (−, B) :
A −→ Ab como extiA (−, B) := RiHB.

Proposición 5.9.3 Si A es una categoŕıa abeliana con suficientes inyectivos y
proyectivos, entonces ExtiA (A,B) ' extiA (A,B) para toda A,B ∈ A .

Demostración. Construyamos un funtor contravariante T iB : A −→ Ab de la
siguiente manera. Supongamos que hemos fijado un objeto B en A ; luego

1. para cada objeto C ∈ A , definimos T iB(C) = ExtiA (C,B), y

2. para u : A1 −→ A en A , definimos un morfismo

T iB(u) : ExtiA (A,B) −→ ExtiA (A1, B)

como sigue: sea (I•B , εB) una resolución exacta e inyectiva de B, donde

I•B = ( · · · // I0
B

d0
I•
B // I1

B

d1
I•
B // I2

B

d2
I•
B // . . . ).
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Luego HA(I•B) y HA1(I•B) son complejos en la categoŕıa Ab. Ahora bien,
el siguiente diagrama en Ab

HA(InB)
HA(dn

I•
B

)
//

[u,InB ]A

��

HA(In+1
B )

[u,In+1
B ]A

��
HA1(InB)

HA1 (dn
I•
B

)

// HA1(In+1
B )

conmuta ya que [−,−]A es un bifuntor. Entonces, tenemos un morfismo
de complejos f : HA(I•B) −→ HA1(I•B) con fn = HInB

(u) para toda n ≥ 0.
Por lo tanto, definimos T iB(u) := Hi(f) donde Hi es el i-ésimo funtor de
cohomoloǵıa. De esta manera, hemos definido una sucesión de funtores
aditivos y contravariantes {T iB : A −→ Ab}i≥0. Ahora, sea

E : 0 // A′
α′ // A

α′′ // A′′ // 0

una sucesión exacta en A. Como la resolución I•B es inyectiva, entonces la
sucesión E induce la siguiente sucesión exacta de complejos en Ab

0 // HA′′(I•B) // HA(I•B) // HA′(I•B) // 0.

Luego, por 5.5.1, existen ∆̄i
E : T iB(A′) −→ T i+1

B (A′′) tales que la sucesión
larga

0 // HB(A′′)
HB(α′′)// HB(A)

HB(α′)// HB(A′)
∆̄0
E // T 1

B(A′′) // . . .

// T iB(A′′)
T iB(α′′)// T iB(A)

T iB(α′)// T iB(A′)
∆̄i
E // T i+1

B (A′′) // . . .

es exacta en Ab.

Si A es un objeto proyectivo en A, entonces el funtor HA : A −→ Ab es exacto;
y por lo tanto, ExtiA (A,B) = 0 para todo objeto B de A y ∀i ≥ 1.
Si A tiene suficientes proyectivos, T iB se anula en todos los objetos proyec-
tivos de A ∀i ≥ 1. Por lo tanto, por el resultado dual de 5.7.6, la familia
{T iB , ∆̄i

E}i≥0 es un funtor cohomológico contravariante universal con T 0
B ' HB .

Pero {RiHB ,∆i
E}i≥0 también es un funtor cohomológico contravariante univer-

sal con R0HB ' HB . Luego, por 5.7.9, tenemos que RiHB ' T iB ∀i ≥ 0. En
particular, ExtiA (A,B) ' extiA (A,B) para toda A,B ∈ A y ∀i ≥ 0. �

Observación 5.9.4 (a) Como ejemplo de una categoŕıa abeliana que tiene
suficientes inyectivos y proyectivos, tenemos a la categoŕıa Mod(R) de
R-módulos a izquierda sobre un anillo R con unidad (ver 3.3.4).

(b) Si R es un anillo conmutativo con unidad, entonces cada ExtiA (A,B) tiene
una estructura natural de R-módulo a izquierda (ver [11] pag.200).
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5.10. La dimensión proyectiva e inyectiva

Definición 5.10.1 Sea A una categoŕıa abeliana y A un objeto de A. Una
resolución exacta y proyectiva de A es un par (P •, ε), donde

(a) P • es un complejo negativo en A (es decir, P i = 0 ∀i > 0) y P i es
proyectivo en A ∀i ≤ 0.

(b) ε : P 0 −→ A es un morfismo tal que la sucesión larga en A

· · · // P−2
d−2
P• // P−1

d−1
P• // P 0 ε // A // 0

es exacta.

Sea X• un complejo negativo en A, definimos `(X•) la longitud de dicho com-
plejo como sigue.
Si ∀n ≥ 0, existe k > n tal que X−k 6= 0, diremos que X• tiene longitud infinita,
en śımbolos `(X•) =∞; en caso contrario, tiene longitud finita y ésta es

`(X•) := min{n ≥ 0 | X−k = 0 ∀k > n}.

Recordemos (ver 5.3.1) que una resolución exacta e inyectiva de A es un par
(I•, δ), donde

(a)∗ I• es un complejo positivo en A (i.e, Ii = 0 ∀i < 0) y Ii es inyectivo en
A ∀i ≥ 0.

(b)∗ δ : A −→ I0 es un morfismo tal que la sucesión larga en A

0 // A
δ // I0

d0I• // I1
d1I• // I2 // · · ·

es exacta.

Sea Y • un complejo positivo en A, definimos `(Y •) la longitud del complejo
como sigue: si ∀n ≥ 0, existe k > n con Y k 6= 0, decimos que `(Y •) = ∞; en
caso contrario se define

`(Y •) := min{n ≥ 0 | Y k = 0 ∀k > n}.

Definición 5.10.2 Sea A una categoŕıa abeliana y A un objeto de A . La
dimensión proyectiva de A, pdA, se define como sigue: si no hay resolu-
ciones exactas y proyectivas de A, ponemos pdA :=∞, en caso contrario,

pdA := min{`(P •) | (P •, ε) es una resolución exacta y proyectiva de A}.

Análogamente, la dimensión inyectiva de A, idA, se define como idA = ∞
si no hay resoluciones exactas e inyectivas de A; en caso contrario ponemos

idA := min{`(I•) | (I•, δ) es una resolución exacta e inyectiva de A}.
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Proposición 5.10.3 Sea A una categoŕıa abeliana con suficientes proyectivos.
Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) pdA ≤ n,

(b) ExtiA (A,C) = 0 ∀i > n y ∀C ∈ A,

(c) Extn+1
A (A,C) = 0 ∀C ∈ A,

(d) el funtor ExtnA (A,−) : A −→ Ab es exacto a derecha,

(e) si en la sucesión exacta en A

S : 0 // Xn
αn // Xn−1

αn−1 // . . . // X0
α0 // A // 0,

los objetos Xk con k < n son proyectivos, entonces Xn también es proyec-
tivo.

Demostración. (a)⇒ (b) Como pdA ≤ n, tenemos que existe una resolución
exacta y proyectiva de A, (P •A, εA), tal que `(P •A) ≤ n. Luego, por 5.9.2, tenemos
que ExtiA (A,C) = Hi(HC(P •A)) = 0 para i > n.
(b)⇒ (c) Es trivial.
(c)⇒ (d) Es consecuencia de 5.7.4 (1) y 5.7.9.
(d)⇒ (e) Si γ : C −→ C ′′ es un morfismo, entonces el diagrama en Ab

HXn−1(C) //

HXn−1 (γ)

��

HXn(C)
D0
S //

HXn (γ)

��

ExtnA (A,C) //

ζ

��

0

HXn−1(C ′′) // HXn(C ′′)
D̄0
S

// ExtnA (A,C ′′) // 0

es conmutativo, donde los morfismos verticales son los inducidos por γ (ver
5.8.1). Las filas del diagrama de arriba son exactas por el resultado análogo
a 5.8.1(b), para el caso covariante. Supongamos que γ es un epimorfismo, en-
tonces es suficiente demostrar que HXn(γ) es también un epimorfismo. En efec-
to, HXn−1(γ) es un epimorfismo pues Xn−1 es proyectivo y ζ es un epimorfismo
ya que ExtnA (A,−) es un funtor exacto a derecha. Luego, HXn(γ) es un epi-
morfismo y por lo tanto Xn es proyectivo en A .
(e) ⇒ (a). Como A tiene suficientes proyectivos, entonces existe una sucesión
exacta en A

0 // Xn
αn // Xn−1

αn−1 // . . . // X0
α0 // A // 0

tal que Xk es proyectivo con k < n. Pero esto implica, por (e), que Xn es
proyectivo. Luego pdA ≤ n. �

Corolario 5.10.4 Sea A una categoŕıa abeliana con suficientes inyectivos y
A ∈ A . Las siguientes condiciones son equivalentes:
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(a) A es proyectivo,

(b) ExtiA (A,B) = 0 ∀i > 0 y ∀B ∈ A,

(c) Ext1A (A,B) = 0 ∀B ∈ A.

Demostración. Sale de 5.10.3 pues A es proyectivo si y sólo si pdA = 0. �

Dualizando 5.10.3 tenemos la siguiente proposición y su corolario.

Proposición 5.10.5 Sea A una categoŕıa abeliana con suficientes inyectivos.
Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) idA ≤ n,

(b) ExtiA (C,A) = 0 ∀i > n y ∀C ∈ A,

(c) Extn+1
A (C,A) = 0 ∀C ∈ A,

(d) el funtor ExtnA (−, A) : A −→ Ab es exacto a derecha,

(e) si en la sucesión exacta en A

S : 0 // A
α0 // X0

α1 // . . . // Xn−1
αn // Xn

// 0,

los objetos Xk con k < n son inyectivos, entonces Xn también es inyectivo.

Corolario 5.10.6 Sea A una categoŕıa abeliana con suficientes inyectivos y
A ∈ A . Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) A es inyectivo,

(b) ExtiA (B,A) = 0 ∀i > 0 y ∀B ∈ A,

(c) Ext1A (B,A) = 0 ∀B ∈ A.

Definición 5.10.7 Sea A una categoŕıa abeliana. La dimensión proyectiva
de A es pd A := sup{pdA | A ∈ A }. Análogamente, la dimensión inyectiva
de A es id A := sup{idA | A ∈ A }.

Proposición 5.10.8 Si A es una categoŕıa abeliana con suficientes proyectivos
e inyectivos, entonces pd A = id A .

Demostración. Supongamos que pd A = n <∞. Luego, pdA ≤ n ∀A ∈ A ;
y entonces, por 5.10.3, concluimos que Extn+1

A (A,B) = 0 ∀A,B ∈ A . Por lo
tanto, de 5.10.5, se tiene que id A ≤ n = pd A . Análogamente, usando primero
5.10.5 y luego 5.10.3, se obtiene que pd A ≤ id A . Por lo tanto pd A = id A .
Asumamos ahora que pd A =∞. Entonces, ∀n ∈ N existe An ∈ A con pdAn >
n. Luego, de 5.10.3, existe Cn ∈ A tal que Extn+1

A (An, Cn) 6= 0; y aplicando
5.10.5, concluimos que idCn > n. Por lo tanto, id A =∞ = pd A . �
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Observación 5.10.9 Sea R un anillo con 1 y Mod(R) la categoŕıa de R-módu-
los a izquierda. Dado que Mod(R) es una categoŕıa abeliana con suficientes
proyectivos e inyectivos, tenemos que pd Mod(R) = id Mod(R); y éste número
se conoce como la dimensión global (a izquierda) de R. Esto es, gldim(R) :=
pd Mod(R).

Corolario 5.10.10 Sea A una categoŕıa abeliana con suficientes proyectivos e
inyectivos. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) pd A ≤ n,

(b) pdA ≤ n para todo objeto A de A,

(c) idA ≤ n para todo objeto A de A,

(d) ExtiA (X,Y ) = 0 ∀i > n y ∀(X,Y ) ∈ A ×A,

(e) Extn+1
A (X,Y ) = 0 ∀(X,Y ) ∈ A ×A.

Demostración. Se sigue de 5.10.8, 5.10.5 y 5.10.3 . �

El siguiente lema, apareció por primera vez en el art́ıculo [6] de A. Grothendieck,
y es la generalización del “Lema de Baer”para ciertos tipos especiales de cate-
goŕıas abelianas.

Lema 5.10.11 Sea A una categoŕıa C3 con un generador U . Entonces, M ∈ A
es inyectivo si y sólo si para todo sub-objeto u : V −→ U de U y todo morfismo
η : V −→M existe η̄ : U −→M tal que η̄u = η.

Definición 5.10.12 Una categoŕıa de Grothendieck es una categoŕıa C3

con generador. Por 3.3.4, sabemos que una categoŕıa de Grothendieck admite
envolventes inyectivas; y por lo tanto, tiene suficientes inyectivos.

Proposición 5.10.13 Sea A una categoŕıa de Grothendieck con suficientes
proyectivos y U un generador de A. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) idA ≤ n,

(b) ExtiA (U/B,A) = 0 ∀i > n ∀u : B −→ U sub-objeto de U ,

(c) Extn+1
A (U/B,A) = 0 ∀u : B −→ U sub-objeto de U .

Demostración. (a)⇒ (b) Se sigue de 5.10.5.
(b)⇒ (c) Es trivial.
(c) ⇒ (a) La demostración se hará por inducción sobre n. Sea n = 0; luego
Ext1A (U/B,A) = 0 ∀u : B −→ U sub-objeto de U . Veamos que idA = 0, esto
es, que A es inyectivo. Para esto, de acuerdo con 5.10.11, es suficiente probar que
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HA(u) : HA(U) −→ HA(B) es un epimorfismo (recordar que HA := [−, A]A ).
De la sucesión exacta en A

E : 0 // B
u // U

q // U/B // 0,

se obtiene la siguiente sucesión exacta en Ab (ver 5.7.4(1), 5.7.9 y 5.9.3)

0 // HA(U/B)
HA(q) // HA(U)

HA(u) // HA(B)
∆0
E // Ext1A (U/B,A).

Ahora bien, como Ext1A (U/B,A) = 0, se tiene que HA(u) es un epimorfismo;
probándose que A es inyectivo.
Supongamos ahora que n ≥ 1 y que el resultado es cierto para n − 1. Como
A tiene suficientes inyectivos, existe un monomorfismo µ : A −→ Q con Q
inyectivo en A . En particular, tenemos la siguiente sucesión exacta en A

F : 0 // A
µ // Q

γ // Q/A // 0.

Aplicando 5.7.4(1), 5.7.9 y 5.9.3 a F , y del hecho que Q es inyectivo (ver 5.10.6),
se tiene que ExtiA (U/B,Q/A) ' Exti+1

A (U/B,A) = 0 ∀i > 0.
Como, por hipótesis, Extn+1

A (U/B,A) = 0, concluimos que ExtnA (U/B,Q/A) =
0 ∀u : B −→ U sub-objeto de U . Entonces, por hipótesis de inducción, se
tiene que idQ/A ≤ n − 1. Luego, de la sucesión exacta F , concluimos que
idA ≤ idQ/A+ 1 ≤ n. �

Corolario 5.10.14 Sea A una categoŕıa de Grothendieck con suficientes proyec-
tivos y U un generador de A. Entonces

pd A = sup{pd (U/B) | u : B −→ U es un sub-objeto de U}.

Demostración. Para cada (M,N) ∈ A ×A , definimos d(M,N) := sup{n ∈
N− {0} | ExtnA (M,N) 6= 0}. Luego, de 5.10.3 y 5.10.5, concluimos que

pdM = supN∈A {d(M,N)},

idN = supM∈A {d(M,N)}.

Análogamente, de 5.10.13, obtenemos que

idN = sup{d(U/B,N) | u : B −→ U es un sub-objeto de U}.

Por lo tanto, aplicando 5.10.8, obtenemos que

pd A = supN∈A {idN}
= supN∈A {supU/B{d(U/B,N)}}
= supU/B{supN∈A {d(U/B,N)}}
= supU/B{pd (U/B)}.
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�

Las resoluciones minimales, que introduciremos a continuación, son una her-
ramienta importante que permite calcular, en ejemplos concretos de categoŕıas
de Grothendieck, la dimensión inyectiva (ver 5.10.8). En tal situación, basta con
saber, la longitud de una resolución minimal.

Definición 5.10.15 Sea A una categoŕıa abeliana y A ∈ A . Una resolución
(I•, δ) exacta e inyectiva de A se dice que es minimal, si la sucesión exacta larga
en A

0 // A
δ // I0

d0I• // I1
d1I• // I2 // · · ·

satisface lo siguiente:

(a) δ : A −→ I0 es la envolvente inyectiva de A, y

(b) la inclusión canónica ui : Im(diI•) −→ Ii+1 es la envolvente inyectiva de
Im(diI•) ∀i ≥ 0.

Lema 5.10.16 Sea A una categoŕıa abeliana, A ∈ A y u : A −→ I una
envolvente inyectiva de A. Si f : I −→ I y h : A −→ A, con h un isomorfismo,
son tales que el siguiente diagrama en A conmuta

A
u //

h

��

I

f

��
A u

// I,

entonces f es un isomorfismo.

Demostración. Como h es un isomorfismo y u es un monomorfismo esencial,
se tiene que uh es esencial. Luego fu es esencial, con f un monomorfismo (ya que
u es esencial). Por lo tanto, de 3.2.7, tenemos que f : I −→ I, con I inyectivo,
es un monomorfismo esencial. Entonces, de 3.2.4(a), concluimos que f es un
isomorfismo. �

Proposición 5.10.17 Sea A una categoŕıa de Grothendieck. Entonces,

(a) todo objeto de A admite al menos una resolución exacta e inyectiva min-
imal,

(b) sean (I•, δ) y (Ī•, δ̄) resoluciones exactas e inyectivas de A ∈ A ; si (I•, δ)
es minimal, entonces existe un morfismo de complejos f : I• −→ Ī• tal
que f0δ = δ̄ Y fn : In −→ Īn es un split-mono ∀n,

(c) si (I•, δ) y (Ī•, δ̄) son resoluciones exactas e inyectivas minimales, en-
tonces el morfismo de complejos f : I• −→ Ī• de (b) es un isomorfismo.
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Demostración. (a) Sea A ∈ A ; como A es de Grothendieck, se sabe que
A tiene envolventes inyectivas (ver 3.3.4). Vamos a construir, paso a paso, una
resolución exacta e inyectiva minimal (I•, δ) de A. Comenzamos tomando a
δ : A −→ I0 como la envolvente inyectiva de A. El siguiente paso es tomar el
cokernel p0 : I0 −→ Coker(δ) de δ y la envolvente inyectiva δ1 : Coker(δ) −→ I1

del Coker(δ); luego se define d0
I• : I0 −→ I1 como d0

I• := δ1p0. Siguiendo este
procedimiento, con d0

I• en lugar de δ, se va construyendo una resolución exacta
e inyectiva minimal de A.
(b) y (c) Usando que I0 y Ī0 son inyectivos, existen morfismos f0 : I0 −→ Ī0

y g0 : Ī0 −→ I0 tales que f0δ = δ̄ y g0δ̄ = δ, en particular, g0f0δ = δ y
f0g0δ̄ = δ̄. Por lo tanto, del lema anterior, g0f0 es un isomorfismo (y luego f0

es un split-mono); y en el caso en que (Ī•, δ̄) sea minimal, se tendŕıa que f0g0

es también un isomorfismo. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo y
con filas exactas en A

0 // A
δ // I0

p0 //

f0

��

Im(d0
I•) //

f̄0

��

0

0 // A
δ̄ // Ī0

p̄0 //

g0

��

Im(d0
Ī•

) //

ḡ0

��

0

0 // A
δ // I0

p0 // Im(d0
I•) // 0,

donde Ii
pi // Im(diI•) ui // Ii+1 es la factorización de diI• : Ii −→ Ii+1 a

través de su imagen. Por el “Lema del 5” (ver 4.2.10), se tiene que ḡ0f̄0 es un
isomorfismo pues g0f0 lo es. Observar que si (Ī•, δ̄) fuera minimal, análoga-
mente, tendŕıamos que f̄0ḡ0 es también un isomorfismo. Dado que I1 y Ī1 son
inyectivos, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo y con filas exactas en
A

0 // Im(d0
I•) u0

//

f̄0

��

I1
p1 //

f1

��

Im(d1
I•) //

f̄1

��

0

0 // Im(d0
Ī•

) ū0
//

ḡ0

��

Ī1
p̄1 //

g1

��

Im(d1
Ī•

) //

ḡ1

��

0

0 // Im(d0
I•) u0

// I1
p1 // Im(d1

I•) // 0.

Ahora bien, como (I•, δ) es minimal y ḡ0f̄0 es un isomorfismo, obtenemos del
lema anterior que g1f1 es un isomorfismo (y luego f1 es un split-mono). Análoga-
mente, si (Ī•, δ̄) fuera minimal tendŕıamos que f1g1 es un isomorfismo. Por otro
lado, por el “Lema del 5” y el diagrama anterior, se obtiene que ḡ1f̄1 es un iso-
morfismo. Luego, éste procedimiento puede repetirse, obteniendose un morfismo
de complejos f : I• −→ Ī• con las propiedades requeridas en (b) y (c). �
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Corolario 5.10.18 Sea A una categoŕıa de Grothendieck, A ∈ A y (I•, δ) una
resolución exacta e inyectiva de A. Si (I•, δ) es minimal, entonces idA = `(I•).

Demostración. Sea (J•, ε) una resolución exacta e inyectiva de A.
Por 5.10.17(b), tenemos un morfismo f : I• −→ J• de complejos tal que fn :
In −→ Jn es un split-mono ∀n ∈ N. Por lo tanto, se tiene que `(I•) ≤ `(J•);
probándose que idA = `(I•). �

5.11. Objetos de longitud finita

Definición 5.11.1 Sea A una categoŕıa abeliana y M un objeto de A . Decimos
que M es simple si

(a) M 6= 0,

(b) los únicos sub-objetos de M salvo isomorfismos son 0 y M .

Definición 5.11.2 Un sub-objeto u : M ′ −→M de M es maximal si

(a) u no es un epimorfismo, y

(b) dado un diagrama conmutativo

M ′ u //

u′

��

M

M ′′,

u′′

=={{{{{{{{

si u′ y u′′ son monomorfismos, entonces uno de los morfismos u′, u′′ es
un epimorfismo.

Lema 5.11.3 Sea A una categoŕıa abeliana y M un objeto de A . Si u : M ′ −→
M es un sub-objeto maximal de M , entonces M/M ′ es simple.

Demostración. Supongamos que M/M ′ no es simple. Por lo tanto, existe un
monomorfismo i : U −→ M/M ′ que no es un epimorfismo. Luego, por 1.18.3,
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tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

0

��

0

��
0 // M ′ u′ // π−1(U)

β1 //

i′

��

U //

i

��

0

0 // M ′
u

// M π
//

ψ

��

M/M ′ //

γ

��

0

Coker(i′)

��

Coker(i)

��
0 0.

En particular, u = i′u′ donde u′ no es un epimorfismo pues U 6= 0; y además i′

no es un epimorfismo pues Coker(i′) = Coker(i) 6= 0. Contradiciendo la maxi-
malidad de u : M ′ −→M . Por lo tanto M/M ′ es simple. �

El siguiente resultado es un criterio importante para la existencia de objetos
simples en categoŕıas abelianas.

Teorema 5.11.4 Sea A una categoŕıa abeliana con coproductos y una familia
de generadores. Supongamos que A tiene un objeto R 6= 0 que es proyectivo y
pequeño. Si u : M ′ −→ R es un sub-objeto de R tal que u no es un epimorfismo,
entonces existe un sub-objeto maximal v : M ′′ −→ R de R y un monomorfismo
u′ : M ′ −→M ′′ tal que vu′ = u.

Demostración. Consideremos la siguiente clase de pares de morfismos C =
{(u′, u′′) | u′ : M ′ −→M ′′, u′′ : M ′′ −→ R son monomorfismos tales que
u′′ no es un epimorfismo y u′′u′ = u}. Definimos una relación≤ de pre-orden
en C como sigue: decimos que (u′1, u

′′
1) ≤ (u′2, u

′′
2) si y sólo si existe v1 : M1 −→

M2 tal que hace conmutar el siguiente diagrama

M1

v1

��

u′′1

!!B
BB

BB
BB

B

M ′

u′1

<<zzzzzzzz

u′2 ""D
DD

DD
DD

D R

M2.

u′′2

==||||||||

Ahora bien, por 2.15.3, sabemos que A es localmente pequeña. Luego, la clase
C̄ cuyos elementos son las clases de equivalencia de C es un conjunto. Más aún,
el pre-orden (C ,≤) induce un orden parcial ≤ en C̄ . Esto es, si (u′i, u

′′
i ) ∈ C̄
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con i = 1, 2 tenemos que (u′1, u
′′
1) = (u′2, u

′′
2) si y sólo si el morfismo v1, en el

diagrama anterior, es un isomorfismo. Tenemos que C̄ 6= ∅, pues (1M ′ , u) ∈ C̄ .
Sea ξ = {(u′i, u′′i )}i∈I una cadena en C̄ . Si (u′i, u

′′
i ) ≤ (u′j , u

′′
j ) entonces existe

vij : Mi −→Mj que hace conmutar el diagrama en A

Mi

vij

��

u′′i

!!B
BB

BB
BB

B

M ′

u′i

<<zzzzzzzz

u′j !!D
DD

DD
DD

D R

Mj .
u′′j

>>||||||||

En particular, {u′′i : Mi −→ M}i∈I es una familia dirigida de sub-objetos de
R, y por 1.19.6, existe la unión ū : ∪i∈IMi −→ R de dicha familia. Por la
propiedad de la unión, tenemos que existen θi : Mi −→ ∪i∈IMi tal que el
siguiente diagrama en A conmuta

∪i∈IMi
ū // R

Mi.

θi

ddHHHHHHHHH u′′i

>>}}}}}}}}

Sea i0 ∈ I fijo, veamos que (θi0u
′
i0
, ū) ∈ C̄ . Para esto, tenemos que ver que

ū no es un epimorfismo. Supongamos que ū es un epimorfismo; considere-
mos las inclusiones y proyecciones en el coproducto µi : Mi −→

⊕
i∈IMi,

pi :
⊕

i∈IMi −→ Mi, respectivamente. Sea u′′ :
⊕

i∈IMi −→ R el morfismo
inducido por la familia de morfismos {u′′i : Mi −→ R}i∈I . Luego, por 1.19.6,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo en A

Im(u′′) = ∪i∈IMi

ū

&&NNNNNNNNNNNN

⊕
i∈IMi

u′′ //

66nnnnnnnnnnnn
R;

y como ū es un epimorfismo, entonces u′′ también lo es. Por lo tanto, dado que
R es proyectivo obtenemos que existe λ : R −→

⊕
i∈IMi tal que u′′λ = 1R.

Usando ahora queR es pequeño, obtenemos de 2.16.2 , que existe un subconjunto
J = {j1, j2, . . . , jn} de I tal que

λ =
n∑
k=1

µjkpjkλ.

Dado que ξ es una cadena en (C̄ ,≤), podemos suponer que

(u′j1 , u
′′
j1) ≤ (u′j2 , u

′′
j2) ≤ · · · ≤ (u′jn , u

′′
jn).
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Luego, usando las igualdades

u′′jkvjk−1jk = u′′jk−1
, (5.8)

λ =
n∑
k=1

µjkpjkλ, u′′λ = 1R, (5.9)

obtenemos que 1R =
∑n
k=1 u

′′µjkpjkλ =
∑n
k=1 u

′′
jk
pjkλ = u′′jn(βλ) con β :⊕

i∈IMi −→ Mjn ; lo cual implica que u′′jn es un epimorfismo, obteniendose
una contradicción pues (u′jn , u

′′
jn

) ∈ C̄ . Por lo tanto (θi0u
′
i0
, ū) ∈ C̄ . Veamos

ahora que (u′i, u
′′
i ) ≤ (θi0u

′
i0
, ū) ∀i ∈ I. Para ver esto, es suficiente probar que el

siguiente diagrama, donde (u′i, u
′′
i ) ≤ (u′j , u

′′
j ), conmuta

Mi

θi

��

u′′i

##F
FFFFFFFF

M ′

u′i

;;vvvvvvvvv

u′j ##G
GG

GG
GG

GG
∪i∈IMi

ū // R

Mj .

u′′j

<<xxxxxxxxx
θj

OO

En efecto, ūθju′j = u′′j u
′
j = u = u′′i u

′
i = ūθiu

′
i; y como ū es un monomorfismo,

entonces θju′j = θiu
′
i. Es decir, θi0u

′
i0

= θiui ∀i ∈ I, lo cual prueba que (θi0u
′
i0
, ū)

es cota superior de ξ. Por el lema de Zorn, C̄ tiene un elemento maximal (u′, u′′)
con u′ : M ′ −→M ′′, u′′ : M ′′ −→ R y u′′u′ = u. Veamos que u′′ : M ′′ −→ R es
un sub-objeto maximal de R. Para esto hay que checar (a) y (b) de la definición
de sub-objeto maximal.

(a) u′′ no es un epimorfismo, puesto que (u′, u′′) ∈ C̄ .

(b) Sean u′′1 : M ′′ −→ M̄ y ũ : M̄ −→ R monomorfismos tales que u′′ = ũu′′1 .
Supongamos que ũ y u′′1 no son epimorfismos. Luego, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

M ′′

u′′

!!B
BB

BB
BB

B

u′′1

��

M ′

u′
<<zzzzzzzz

u′′1 u
′
!!D

DD
DD

DD
D R

M̄.

ũ

>>||||||||

De donde se sigue que (u′, u′′) ≤ (u′′1u
′, ũ) con (u′′1u

′, ũ) ∈ C , puesto que ũ no
es un epimorfismo y ũu′′1u

′ = u′′u′ = u. Además, (u′, u′′) 6= (u′′1u
′, ũ) ya que u′′1

no es un epimorfismo; contradiciendo que (u′, u′′) es maximal en (C̄ ,≤). Por lo
tanto, u′′ es un sub-objeto maximal de R, probándose el teorema. �
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Corolario 5.11.5 En una categoŕıa de Grothendieck, con proyectivos pequeños
no triviales (i.e. distintos de cero), existen objetos simples.

Demostración. Se sigue de 5.11.3 y de 5.11.4. �

Corolario 5.11.6 Sea A una categoŕıa aditiva y pequeña con A 6= 0. En-
tonces, la categoŕıa (A , Ab), de funtores aditivos de A en Ab, satisface lo sigu-
iente:

(a) es de Grothendieck, con G :=
⊕

A∈A HA un generador proyectivo,

(b) tiene envolventes inyectivas y suficientes proyectivos, y

(c) tiene objetos simples.

Demostración.

(a) Se sigue de 2.13.2 y 2.13.3 que (A , Ab) es abeliana, además es C3 ya
que Ab lo es. Y por 4.1.6 tenemos que G =

⊕
A∈A HA es un generador

proyectivo de (A , Ab). Por lo tanto (A , Ab) es de Grothendieck.

(b) Como G es un generador proyectivo, obtenemos de 2.15.6 y 2.15.8, que
(A , Ab) tiene suficientes proyectivos. La existencia de envolventes inyec-
tivas es por 3.3.4.

(c) Para toda 0 6= A ∈ A , tenemos por 4.1.6, que HA es un proyectivo
pequeño no trivial. Luego (c) se sigue del corolario anterior.

�

Definición 5.11.7 Sea A una categoŕıa abeliana con objetos simples y M ∈ A .
Decimos que M es de longitud finita si existe una filtración finita F de sub-
objetos {µi : Mi −→M}ni=0 de M , esto es

F : (1M ,M) = (µ0,M) ≥ (µ1,M) ≥ (µ2,M) ≥ · · · ≥ (µn,M),

tal que: Mn = 0 y Mi/Mi+1 es cero ó simple para 0 ≤ i ≤ n− 1. Tal filtración
F de M será llamada serie generalizada de composición; y a los objetos
cociente Mi/Mi+1, factores de composición de F . Si ningún Mi/Mi+1 es
cero, F será llamada serie de composición de M .

Definición 5.11.8 Dada una serie generalizada de composición F de M ∈ A ,
definimos

(a) la multiplicidad mF
S (M) del simple S en M , con respecto a la filtración

F , como el número de factores de composición de F que son isomorfos al
simple S,

(b) la longitud `F (M) de M , con respecto a la filtración F , como `F (M) :=∑
mF
S (M), donde la suma es tomada sobre todos los elementos de la clase

formada por los objetos simples de A que no son isomorfos dos a dos.
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Definición 5.11.9 Dada una categoŕıa abeliana A con objetos simples, deno-
tamos por f.`.(A ) a la subcategoŕıa plena de A cuyos objetos son los objetos
de A de longitud finita. Se definen las funciones multiplicidad y longitud:

mS , ` : Obj(f.`(A )) −→ N,

donde

mS(M) := min{mF
S (M) | F es una serie generalizada de composición de M},

`(M) := min{`F (M) | F es una serie generalizada de composición de M}.

Observación 5.11.10 Sea A una categoŕıa abeliana y

0 // A
f // B

g // C // 0 una sucesión exacta en A . Consideremos
una filtración finita

F : (1B , B) = (µ0, B) ≥ (µ1, B) ≥ (µ2, B) ≥ · · · ≥ (µn, B)

de sub-objetos {µi : Bi −→ B}ni=0 de B. Usando 1.12.4, podemos construir
filtraciones (asociadas a F ) F ′ y F ′′ de A y C, respectivamente:

F ′ : (1A, A) = (u0, A) ≥ (u1, B) ≥ (u2, B) ≥ · · · ≥ (un, A), y

F ′′ : (1C , C) = (ū0, C) ≥ (ū1, C) ≥ (ū2, C) ≥ · · · ≥ (ūn, C),

donde, para cada i, ui : f−1(Bi) −→ A es la imagen inversa de µi : Bi −→ B;
y ūi : g(Bi) −→ C es la imagen de gµi : Bi −→ C.

Proposición 5.11.11 Sea A una categoŕıa abeliana con objetos simples y

0 // A
f // B

g // C // 0 una sucesión exacta en A . Dada la fil-
tración F , de 5.11.10, consideremos las filtraciones F ′ y F ′′ de A y C respecti-
vamente, inducidas por F , como en 5.11.10. Si F es una serie generalizada de
composición, entonces

(a) las filtraciones F ′ y F ′′ son series generalizadas de composición,

(b) para cada objeto simple S ∈ A se tiene que

mF ′

S (A) +mF ′′

S (C) = mF
S (B),

(c) `F ′(A) + `F ′′(C) = `F (B).

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo en A

f−1(Bi)
fi //

ui

��
I

Bi
gi //

µi

��
II

g(Bi)

ūi

��
A

f // B
g // C,
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donde I es un pullback y II es la factorización de gµi a través de su imagen. En
particular, fi es un monomorfismo y gi es un epimorfismo. Ahora, como f es el
kernel de g y I es un pullback, entonces por 1.14.8, fi es el kernel de gµi = ūigi.
Luego, como ūi es un monomorfismo, entonces fi es el kernel de gi. De esta
manera, para cada i = 0, 1, . . . n, tenemos la siguiente sucesión exacta en A

0 // Ai
fi // Bi

gi // Ci // 0,

donde Ai = f−1(Bi) y Ci = g(Bi). Por el Lema del 9 (ver 1.18.1), obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo y exacto en A para i = 0, 1, . . . , n− 1

0

��

0

��

0

��
0 // Ai+1

fi+1 //

θ′i
��

Bi+1
gi+1 //

θi

��

Ci+1
//

θ′′i
��

0

0 // Ai
fi //

α′i
��

Bi
gi //

αi

��

Ci //

α′′i
��

0

0 // Ai/Ai+1
ηi //

��

Bi/Bi+1
η̄i //

��

Ci/Ci+1
//

��

0

0 0 0,

donde θ′i : Ai+1 −→ Ai y θi : Bi+1 −→ Bi son los únicos morfismos en A tales
que ui+1 = uiθ

′
i y µi+1 = µiθi. Ahora bien, Bi/Bi+1 = 0 si y sólo si Ai/Ai+1 =

0 = Ci/Ci+1. Por otro lado, si Bi/Bi+1 es simple entonces ηi es un isomorfismo
ó Ai/Ai+1 = 0. Si ηi es un isomorfismo, se tiene que Ai/Ai+1 ' Bi/Bi+1 y
Ci/Ci+1 = 0. Si Ai/Ai+1 = 0 entonces Bi/Bi+1 ' Ci/Ci+1. Por lo tanto (a) y
(b) se siguen de esta discusión. Finalmente, (c) es consecuencia de (b). �

Teorema 5.11.12 Sea A una categoŕıa abeliana con objetos simples, B un
objeto de longitud finita y F , G dos series generalizadas de composición para
B. Entonces, para cada objeto simple S de A , se tiene que mF

S (B) = mG
S (B) =

mS(B) y `F (B) = `G(B) = `(B).

Demostración. La demostración se hará por inducción sobre la longitud. Si
`(B) ≤ 1, entonces B es simple ó cero; y en este caso, el teorema es trivial.
Supongamos que `(B) > 1 y que el resultado vale para todo B′ ∈ f.`(A ) tal
que `(B′) < `(B). Dado que `(B) > 1, existe un sub-objeto u : A −→ B de B
con A 6= 0 y tal que u no es un isomorfismo. Consideremos la siguiente sucesión
exacta en A

0 // A
u // B

q // B/A // 0.

Veamos que `(A) + `(B/A) ≤ `(B). En efecto, sea F̃ una filtración de B tal que
`F̃ (B) = `(B). Luego, por 5.11.11, tenemos que `F̃ ′(A) + `F̃ ′′(B/A) = `F̃ (B),



194 Objetos de longitud finita

donde F̃ ′ y F̃ ′′ son las filtraciones de A y C inducidas por F̃ . Luego, como
`(A) ≤ `F̃ ′(A) y `(B/A) ≤ `F̃ ′′(B/A), entonces `(A) + `(B/A) ≤ `(B). Ahora
bien, como A 6= 0 y B/A 6= 0, tenemos que `(A) > 0 y `(B/A) > 0; por lo tanto,
`(A) < `(B) y `(B/A) < `(B) pues `(A) + `(B/A) ≤ `(B).
Sean F y G dos series generalizadas de composición para B; y F ′, G′ (resp.
F ′′, G′′) las filtraciones inducidas en A (resp. B/A). Entonces, por hipótesis de
inducción y por 5.11.11(a), tenemos que

mF ′

S (A) = mG′

S (A),

mF ′′

S (B/A) = mG′′

S (B/A).

Luego, por 5.11.11(b), tenemos las igualdades

mF
S (B) = mF ′

S (A) +mF ′′

S (B/A) = mG′

S (A) +mG′′

S (B/A) = mG
S (B).

En particular, `F (B) = `G(B) = `(B). �

Corolario 5.11.13 Sea A una categoŕıa abeliana con objetos simples.

(a) Si F : (1B , B) = (µ0, B) ≥ (µ1, B) ≥ (µ2, B) ≥ · · · ≥ (µn, B) es una
serie de composición para B ∈ f.`.(A ), entonces mS(B) = mF

S (B) y
`(B) = `F (B) = n.

(b) Si 0 // A // B // C // 0 es una sucesión exacta en A con
B ∈ f.`.(A ), entonces A,C ∈ f.`.(A ) y además se tienen las igualdades

mS(B) = mS(A) +mS(C),

`(B) = `(A) + `(C).

Demostración. (a) Es consecuencia de 5.11.12, pues todos los factores de
composición de F son no nulos y por lo tanto simples.
(b) Sea B ∈ f.`.(A ) y F una serie generalizada de composición de B. Con-
sideremos las filtraciones F ′ de A y F ′′ de C inducidas por F . De 5.11.11,
obtenemos que F ′ y F ′′ son series generalizadas de composición (¡por lo cual
A y C son de longitud finita!); y además, mF ′

S (A) + mF ′′

S (C) = mF
S (B) y

`F ′(A) + `F ′′(C) = `F (B). Luego, por 5.11.12, obtenemos (b). �

Proposición 5.11.14 Sea A una categoŕıa abeliana con objetos simples, A ∈
f.`.(A ) y f : A −→ A un morfismo en A . Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) f es un isomorfismo,

(b) f es un monomorfismo,

(c) f es un epimorfismo.
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Demostración. (a)⇒ (b) Es trivial.
(b)⇒ (c) Si f es un monomorfismo, tenemos la siguiente sucesión exacta en A

0 // A
f // A // Coker(f) // 0.

Por lo tanto, de 5.11.13, tenemos que `(A) = `(A) + `(Coker(f)). Esto es,
`(Coker(f)) = 0 y entonces Coker(f) = 0; probándose que f es un epimorfismo.
(c)⇒ (a) Consideremos la siguiente sucesión exacta en A

0 // Ker(f) // A
f // A // 0.

Luego, `(A) = `(A)+`(Ker(f)); de donde `(Ker(f)) = 0 y por lo tanto f es un
monomorfismo. Dado que A es balanceada, tenemos que f es un isomorfismo.
�

Definición 5.11.15 Sea M un objeto en una categoŕıa abeliana A . Decimos
que M es noetheriano (resp. artiniano) si para toda cadena ascendente (resp.
descendente) de sub-objetos de M

(µ1,M) ≤ (µ2,M) ≤ · · · ≤ (µn,M) ≤ . . .

(resp. (µ1,M) ≥ (µ2,M) ≥ · · · ≥ (µn,M) ≥ . . . )

existe n0 ∈ N tal que (µk,M) ' (µ0,M) ∀k ≥ n0.

Proposición 5.11.16 Sea A una categoŕıa abeliana y

0 // K
α // M

β // M/K // 0 una sucesión exacta en A . Entonces,
M es noetheriano (resp. artiniano) si y sólo si M/K y K lo son.

Demostración. Solo haremos el caso noetheriano, pues el artiniano es análogo.
=⇒) Supongamos que M es noetheriano. Sea

(µ1,K) ≤ (µ2,K) ≤ · · · ≤ (µn,K) ≤ . . .

una cadena ascendente de sub-objetos de K. Luego,

(αµ1,M) ≤ (αµ2,M) ≤ · · · ≤ (αµn,M) ≤ . . .

es una cadena ascente de sub-objetos de M ; y como M es noetheriano, existe
n0 ∈ N tal que (αµk,M) ' (αµn0 ,M) ∀k ≥ n0. Entonces (µk,K) ' (µn0 ,K)
∀k ≥ n0. Por lo tanto K es noetheriano.
Ahora sea

(p1,M/K) ≤ (p2,M/K) ≤ · · · ≤ (pn,M/K) ≤ . . .

una cadena ascendente de sub-objetos de M/K, con Mi = Dom(pi) y vi :
Mi −→ Mi+1 el único morfismo tal que pi = pi+1vi para cada i. Consideremos
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el siguiente diagrama de pullback

β−1(Mi)
βi //

ui

��

Mi

pi

��
M

β
// M/K

para i ≥ 0, donde ui es un monomorfismo puesto pi lo es. Por lo tanto

βui = piβi = pi+iviβi;

de donde, por la definición de pullback, existe un único morfismo θi : β−1(Mi) −→
β−1(Mi+1) tal que ui = ui+1θi y viβi = βi+1θi. Es decir, hemos formado la ca-
dena ascendente

(u1,M) ≤ (u2,M) ≤ · · · ≤ (un,M) ≤ . . .

de sub-objetos de M . Luego, existe n0 ∈ N tal que θi es un isomorfismo ∀i ≥ n0.
Ahora bien, como viβi = βi+1θi y βi y βi+1 son epimorfismos, se concluye que
si i ≥ n0 entonces vi es un epimorfismo. Por lo tanto, como vi también es un
monomorfismo, tenemos que vi es un isomorfismo ∀i ≥ n0. Esto es, (pi,M/K) '
(pn0 ,M/K) ∀i ≥ n0; probándose que M/K es noetheriano.
⇐=) Supongamos que M/K y K son noetherianos. Sea

(µ1,M) ≤ (µ2,M) ≤ · · · ≤ (µn,M) ≤ . . .

una cadena ascendente de sub-objetos de M . Sea Li = Dom(µi) y vi : Li −→
Li+1 el único morfismo tal que µi = µi+1vi. Para cada i ≥ 1, consideremos la
unión θi : Li ∪ K −→ M de los sub-objetos µi : Li −→ M y α : K −→ M .
Entonces, por la definición de unión (ver en 1.10), existen los morfismos ηi :
K −→ Li ∪K y si : Li −→ Li ∪K tales que α = θiηi y µi = θisi. Consideremos
el siguiente diagrama conmutativo y exacto en A

0

��

0

��

0

��
0 // K

ηi

��

K //

α

��

0 //

��

0

0 // Li ∪K
θi //

βi

��

M
ψi //

β

��

M/Li ∪K // 0

0 // Li ∪K/K
θ′i //

��

M/K
ψ′i //

��

M/Li ∪K //

��

0

0 0 0

(5.10)
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donde los morfismos θ′i : Li ∪K/K −→ M/K y ψ′i : M/K −→ M/Li ∪K, que
hacen conmutar el diagrama de arriba, existen por el Lema del 9 (ver 1.18.1).
Ahora, puesto que los siguientes diagramas

K
ηi+1 //

α

��

Li+1 ∪K

θi+1

��
M

1M
// M

Li
si+1vi//

µi+1vi

��

Li+1 ∪K

θi+1

��
M

1M
// M

son conmutativos, entonces por definición de unión, existe un morfismo γi :
Li ∪K −→ Li+1 ∪K tal que el siguiente diagrama conmuta en A

Li ∪K
γi //

θi

��

Li+1 ∪K

θi+1

��
M

1M
// M.

Es claro que γi es un monomorfismo pues θi y θi+1 lo son. Por lo tanto, hemos
formado una cadena ascendente

(θ1,M) ≤ (θ2,M) ≤ . . . (θn,M) ≤ . . .

de sub-objetos de M . Ahora bien, tenemos que θi+1ηi+1 = α = θiηi = θi+1γiηi;
pero como θi+1 es un monomorfismo, entonces ηi+1 = γiηi. Entonces, de nuevo
por el Lema del 9 (ver 1.18.1), tenemos el siguiente diagrama conmutativo y
exacto en A

0

��

0

��

0

��
0 // K

ηi

��

K //

ηi+1

��

0 //

��

0

0 // Li ∪K
γi //

βi

��

Li+1 ∪K
ξi //

βi+1

��

Li+1 ∪K/Li ∪K // 0

0 // Li ∪K/K
δi //

��

Li+1 ∪K/K
pi //

��

Li+1 ∪K/Li ∪K //

��

0

0 0 0.
(5.11)

Luego, de (5.10) y (5.11), tenemos que

θ′i+1δiβi = θ′i+1βi+1γi = βθi+1γi = βθi = θ′iβi.
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Pero como βi es un epimorfismo, entonces θ′i+1δi = θ′i. Es decir, hemos formado
una cadena ascendente

(θ′1,M/K) ≤ (θ′2,M/K) ≤ · · · ≤ (θ′n,M/K) ≤ . . .

de sub-objetos de M/K. Como M/K es noetheriano, existe n1 ∈ N tal que
(θ′k,M/K) ' (θ′n1

,M/K) ∀k ≥ n1. Es decir, δi es un isomorfismo ∀k ≥ n1. Por
lo tanto, del diagrama anterior, se obtiene que γi es un isomorfismo ∀k ≥ n1.
Es decir, en la cadena

(θ1,M) ≤ (θ2,M) ≤ . . . (θn,M) ≤ . . .

se tiene que (θk,M) ' (θn1 ,M) ∀k ≥ n1. Ahora consideremos, para cada i, la
intersección ϕi : Li ∩K −→ M de µi : Li −→ M y α : K −→ M . Luego, de la
definición de intersección, existen qi : Li∩K −→ Li y ζi : Li∩K −→ K tales que
ϕi = µiqi y ϕi = αζi. Pero como µi = µi+1vi, entonces ϕi = µiqi = µi+1viqi. Es
decir, ϕi se factoriza a través de µi+1 y α. Luego, por definición de la intersección
ϕi+1 : Li+1 ∩K −→M , existe un morfismo εi : Li ∩K −→ Li+1 ∩K tal que el
siguiente diagrama conmuta

Li ∩K

εi

��

ϕi // M

Li+1 ∩K.
ϕi+1

::uuuuuuuuuu

Por otro lado, como ϕi = αζi y ϕi+1 = αζi+1, se tiene que

αζi = ϕi = ϕi+1εi = αζi+1εi.

Luego, como α es un monomorfismo, tenemos que ζi = ζi+1εi. Por lo tanto,
tenemos la siguiente cadena ascendente

(ζ1,K) ≤ (ζ2,K) ≤ . . . (ζn,K) ≤ . . .

de sub-objetos de K. Entonces, como K es noetheriano, existe n2 ∈ N tal que εi
es un isomorfismo ∀k ≥ n2. Sea s = max{n1, n2}; luego, para m ≥ s, tenemos
que

Lm ' Lm ∪ (Lm ∩K)
' Lm ∪ (Lm+1 ∩K)
' (Lm+1 ∩ Lm) ∪ (Lm+1 ∩K)
' Lm+1 ∩ (Lm ∪K)
' Lm+1 ∩ (Lm+1 ∪K)
' Lm+1.

Es decir, vm es un isomorfismo para todo m ≥ s. Por lo tanto, (µk,M) ' (µs,M)
∀k ≥ s; probándose que M es noetheriano. �
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Lema 5.11.17 Sea A una categoŕıa abeliana localmente pequeña y M un objeto
de A . Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) M es noetheriano (resp. artiniano),

(b) todo conjunto S 6= ∅ de clases de equivalencia de sub-objetos de M , con
el orden parcial ≤ inducido por los sub-objetos de M , tiene elementos
maximales (resp. minimales).

Demostración. (a) ⇒ (b) Sea M noetheriano y supongamos que ∅ 6= S no
tiene elementos maximales. Luego, existe (µ0,M) ∈ S que no es maximal; por lo
tanto existe (µ1,M) ∈ S tal que (µ0,M) < (µ1,M). Dado que (µ1,M) tampoco
es maximal, existe (µ2,M) ∈ S tal que (µ1,M) < (µ2,M). Continuando de esta
forma, construimos una cadena infinita

(µ0,M) < (µ1,M) < (µ2,M) < · · · < (µn,M) < . . .

tal que (µi,M) ∈ S ∀i ∈ N y nunca se estabiliza (pues (µi,M) 6' (µi+1,M)
∀i ∈ N), contradiciendo que M es noetheriano.
(b)⇒ (a) Consideremos una cadena ascendente

(µ1,M) ≤ (µ2,M) ≤ · · · ≤ (µn,M) ≤ . . .

de sub-objetos de M . Sea S := {(µn,M)}n∈N y (µn0 ,M) un elemento maximal
de S. Luego, dado que (µn0 ,M) ≤ (µn0+i,M) ∀i > 0, obtenemos que (µn,M) '
(µn0 ,M) ∀n ≥ n0; probándose que M es noetheriano.

�

Lema 5.11.18 Dada una categoŕıa abeliana A y una sucesión exacta en A

0 // M ′ α // M
β // M/M ′ // 0.

Si θ : K −→M/M ′ es un sub-objeto de M/M ′, entonces K ' β−1(K)/M ′.

Demostración. Por 1.18.3, tenemos el siguiente diagrama conmutativo y ex-
acto en A

0 // M ′ // β−1(K) //

��

K //

��

0

0 // M ′ α // M
β // M/M ′ // 0.

Por lo tanto K ' β−1(K)/M ′. �

Definición 5.11.19 Sea A una categoŕıa abeliana y B una subcategoŕıa plena
de A . Decimos que B es cerrada por extensiones, si para toda sucesión exacta
0 // A // B // C // 0 en A con A y C en B se tiene que B ∈ B.

Definición 5.11.20 Sea A una categoŕıa abeliana. Decimos que una subcate-
goŕıa plena C de A es de Serre si:
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(a) 0 ∈ C , donde 0 es el objeto cero de A, y

(b) dada una sucesión exacta 0 // A // B // C // 0 en A; se
tiene que A,C ∈ C si y sólo si B ∈ C .

Recordemos que f.`(A ) denota a la subcategoŕıa plena de A cuyos objetos son
los objetos de A de longitud finita. Dicha categoŕıa tiene la siguiente caracter-
ización en términos de subcategoŕıas de Serre.

Proposición 5.11.21 Sea A una categoŕıa abeliana localmente pequeña y con
objetos simples. Entonces:

(a) M ∈ A es de longitud finita si y sólo si M es artiniano y noetheriano,

(b) f.`(A ) es la subcategoŕıa de Serre mas pequeña de A que contiene a los
objetos simples de A .

Demostración.

(a) Sea M ∈ A . Supongamos que M ∈ f.`(A ). Probaremos por inducción,
sobre `(M), que M es artiniano y noetheriano. En efecto, si `(M) ≤ 1
entonces M = 0 ó M es simple y en ambos casos M es trivialmente
artiniano y noetheriano.
Supongamos que `(M) > 1. Luego, tenemos una sucesión exacta en A

(∗) 0 // S // M // M/S // 0

con S simple. Entonces, por 5.11.13(b), obtenemos que

`(M/S) = `(M)− 1.

Por hipótesis inductiva, se tiene que M/S es artiniano y noetheriano; de
donde, por la sucesión (∗) y 5.11.16, concluimos que M es artiniano y
noetheriano.
Asumamos ahora que M es artiniano y noetheriano. Por ser M noethe-
riano, de 5.11.17, tenemos que M tiene un sub-objeto maximal (µ1,M)
de M . Si µ1 = 0 tenemos una serie generalizada de composición y por lo
tanto M ∈ f.`(A ). Si µ1 6= 0, tenemos por 5.11.16, que M1 := Dom(µ1)
es noetheriano y por lo tanto tiene un sub-objeto maximal (µ2,M) de M1.
Claramente, este procedimiento nos lleva a una cadena infinita

(1M ,M) > (µ1,M) > (µ2,M) > · · ·

o bien a una cadena finita

(1M ,M) > (µ1,M) > · · · > (µn,M) = 0,

en cada una de las cuales los respectivos cocientes son objetos simples.
Como M es artiniano, solamente la última opción es posible; por lo tanto
M ∈ f.`(A ).
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(b) Es claro que los objetos simples y el cero de A tienen longitud finita. Por
otro lado, de (a) y 5.11.16, se tiene que f.`(A ) es una subcategoŕıa de
Serre de A . Sea C una subcategoŕıa de Serre de A que contiene a los
objetos simples de A . Sea M ∈ f.`(A ); probaremos, por inducción en
`(M), que M ∈ C .
Si `(M) ≤ 1 entonces M = 0 ó M es simple; y por lo tanto M ∈ C .
Supongamos que `(M) > 1. Luego, por 5.11.13, tenemos una sucesión
exacta

(∗∗) 0 // S // M // M/S // 0

tal que S es simple y `(M/S) = `(M) − 1. Dado que M/S ∈ C (por
inducción) y S ∈ C (por ser S simple), se tiene de la sucesión (∗∗) que
M ∈ C .

�

Definición 5.11.22 Sea A una categoŕıa abeliana y C un objeto de A. Defin-
imos a la categoŕıa A /C cuyos objetos son los morfismos f : B −→ C en A;
y un morfismo g : f −→ f ′ en A /C, con f : B −→ C y f ′ : B′ −→ C, es un
morfismo g : B −→ B′ en A tal que el siguiente diagrama en A

B
f //

g

��

C

B′
f ′

>>}}}}}}}

es conmutativo. Decimos que un morfismo f : B −→ C en A es minimal a
derecha si todo morfismo g : f −→ f en A /C es un isomorfismo.

Observación 5.11.23 g : f −→ f ′ es un isomorfismo en A /C si y sólo si el
morfismo asociado g : B −→ B′ es un isomorfismo en A .

Definición 5.11.24 Sea A una categoŕıa abeliana. Definimos, en los objetos
de A /C, la siguiente relación de equivalencia:

f ∼ f ′ ⇐⇒ [f, f ′]A /C 6= ∅ y [f ′, f ]A /C 6= ∅.

Denotaremos por [f ] a la clase de equivalencia de f en A /C.

Proposición 5.11.25 Sea A una categoŕıa abeliana con objetos simples y C ∈
A. Si [f ] es una clase de equivalencia en A /C tal que existe g : B −→ C con
g ∈ [f ] y B de longitud finita, entonces existe f ′ : B′ −→ C minimal a derecha
con f ′ ∈ [f ] y es único salvo isomorfismos.

Demostración. Sea g : B −→ C, en la clase de equivalencia de f , tal que `(B)

es el mı́nimo posible. Sea h : g −→ g un morfismo en A /C y B
h′ // I

u // B



202 Objetos de longitud finita

la factorización de h a través de su imagen. Consideremos el siguiente diagrama
conmutativo en A

B
g //

h′

��

C

I u
// B.

g

OO

Dado que h′ ∈ [g, gu]A /C y u ∈ [gu, g]A /C se tiene que g ∼ gu. Si u no es
un isomorfismo, entonces `(I) < `(B) ya que `(B) = `(I) + `(B/I). Luego, el
morfismo gu : I −→ C contradiciŕıa la minimalidad de g : B −→ C. Entonces,
u es un isomorfismo; y por lo tanto h : B −→ B es un epimorfismo. Pero como
B es de longitud finita, entonces, por 5.11.14, tenemos que h es un isomorfismo;
probándose que g : B −→ C es minimal a derecha.
Veamos que g es único salvo isomorfismos. En efecto, supongamos que f ′ :
B′ −→ C es otro morfismo minimal a derecha tal que f ′ ∼ f . Luego f ′ ∼ g; y
entonces, existen morfismos α : g −→ f ′ y β : f ′ −→ g en A /C. Utilizando que
g y f ′ son minimales a derecha, se tiene que βα y αβ son isomorfismos en A,
probándose que g es isomorfo a f ′ en A /C.

�

Definición 5.11.26 Sea A una categoŕıa abeliana con objetos simples y f :
B −→ C un morfismo en A con B de longitud finita. Por 5.11.25, sabemos que
existe un único (salvo isomorfismos) f ′ : B′ −→ C en A minimal a derecha y tal
que f ∼ f ′. En tal caso, diremos que f ′ es la versión minimal a derecha de
f .

Teorema 5.11.27 Sea A una categoŕıa abeliana con objetos simples, C ∈ A
y g : X −→ C un objeto en A /C con X de longitud finita. Entonces, existe una
descomposición X = X ′⊕X ′′ tal que g |X′ : X ′ −→ C es minimal a derecha y
g |X′′ : X ′′ −→ C es el morfismo cero. Además, el morfismo g |X′ es la versión
minimal a derecha de g.

Demostración. De acuerdo con 5.11.26, sea f : B −→ C la versión minimal
a derecha de g. Por lo tanto, existen s : B −→ X y t : X −→ B en A tales que
el siguiente diagrama en A conmuta

B
f //

s

��

C

X
g //

t

��

C

B
f // C.

Por lo tanto f = f(ts); y entonces, como f es minimal a derecha, se tiene que
ts es un isomorfismo. En particular, s es un monomorfismo, t un epimorfismo y
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existe ψ : B −→ B tal que (ts)ψ = 1B . Sea u : K −→ X el kernel de t, entonces
tenemos la siguiente sucesión exacta en A

0 // K
u // X

t // B // 0.

Luego, como sψ : B −→ X es tal que t(sψ) = 1B , la sucesión anterior se parte.
Por lo tanto por 1.21.2, tenemos que X = K

⊕
B. Entonces g |B := gs = f es

minimal a derecha y g |K := gu = ftu = 0. Además, como f ∼ g, se tiene que
g |B= f es la versión minimal a derecha de g. �

Definición 5.11.28 Un epimorfismo f : A −→ B, en una categoŕıa A , es
esencial si g : X −→ A es un epimorfismo siempre que fg : X −→ B sea un
epimorfismo.

Definición 5.11.29 Sea A un objeto en una categoŕıa A .
Una cubierta proyectiva de A es un epimorfismo esencial γ : P −→ A con P
un objeto proyectivo en A .

Proposición 5.11.30 Sea A una categoŕıa abeliana, P un objeto proyectivo y
f : P −→ A un epimorfismo. Entonces, f es una cubierta proyectiva de A si y
sólo si f es minimal a derecha.

Demostración. =⇒ Sea f : P −→ A una cubierta proyectiva de A y g : P −→
P un morfismo tal que el siguiente diagrama conmuta

P
f //

g

��

A

P.

f

>>~~~~~~~

Como f es esencial se tiene que g es un epimorfismo; y por lo tanto, existe
h : P −→ P tal que gh = 1P ; en particular, h es un monomorfismo. Luego,
tenemos que fh = (fg)h = f(gh) = f1P = f ; y como f es esencial, tenemos
que h es un epimorfismo; probándose que h es un isomorfismo. Luego, como
gh = 1P , entonces g es un isomorfismo. Por lo tanto f es minimal a derecha.
⇐= Ahora supongamos f es minimal a derecha. Sea g : X −→ P tal que fg es
un epimorfismo. Como P es proyectivo, existe h : P −→ X tal que el siguiente
diagrama en A conmuta

P
f //

h

��

A

X
fg //

g

��

A

P
f // A.

Luego, como f es minimal a derecha, se tiene que gh es un isomorfismo y por
lo tanto g es un epimorfismo. Entonces, f es un epimorfismo esencial, esto es, f
es una cubierta proyectiva de A. �
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Corolario 5.11.31 Sea A una categoŕıa abeliana y A ∈ A . Si f : P −→ A,
f ′ : P ′ −→ A son cubiertas proyectivas de A y ϕ : A −→ A es un isomorfismo,
entonces existe un isomorfismo ϕ̄ : P −→ P ′ que hace conmutar al diagrama

P
f //

ϕ̄

��

A

ϕ

��
P ′

f ′
// A.

Demostración. Como f y f ′ son epimorfismos, usando que P y P ′ son proyec-
tivos, tenemos que existen morfismos ϕ̄ : P −→ P ′ y ψ : P ′ −→ P tales que
f ′ϕ̄ = ϕf y fψ = ϕ−1f ′. Luego, se tiene que fψϕ̄ = f y f ′ϕ̄ψ = f ′. Por lo
tanto, como f ′ y f son minimales a derecha por 5.11.30, se tiene que ψϕ̄ y ϕ̄ψ
son isomorfismos; probándose el corolario. �

Observación 5.11.32 Si A es una categoŕıa abeliana con objetos simples y
suficientes proyectivos de longitud finita, entonces f.`(A ) = A . En efecto,
supongamos que A tiene suficientes proyectivos de longitud finita. Luego, dado
un objeto A ∈ A , existe un epimorfismo β : P −→ A con P proyectivo de
longitud finita. Consideremos la siguiente sucesión exacta en A

0 // Ker(β)
µ // P

β // A // 0.

Como P es de longitud finita entonces, por 5.11.13(b), A es de longitud finita.

Teorema 5.11.33 Sea A una categoŕıa abeliana con objetos simples. Si A
tiene suficientes proyectivos de longitud finita, entonces todo objeto de A tiene
cubierta proyectiva.

Demostración. Supongamos que A tiene suficientes proyectivos de longitud
finita y sea A ∈ A . Luego, existe un epimorfismo f : P −→ A con P proyectivo
y de longitud finita. Entonces por 5.11.27, existen P1 y P2 en A tales que
P = P1

⊕
P2 con f |P1 minimal a derecha y f |P2= 0; además, por 2.14.6,

P1 y P2 son proyectivos. Veamos que f |P1 es un epimorfismo. En efecto, sean
ui : Pi −→ P y pi : P −→ Pi, con i = 1, 2, las inclusiones y proyecciones
naturales en el coproducto. Luego u1p1 + u2p2 = 1P , de donde se sigue que
fu1p1 + fu2p2 = f ; y como fu2 = 0, entonces fu1p1 = f . Por lo tanto, como
f es un epimorfismo, tenemos que f |P1 := fu1 es un epimorfismo. Luego, por
5.11.30, se concluye que f |P1 : P1 −→ A es una cubierta proyectiva de A. �

Corolario 5.11.34 Sea R un anillo con 1 y mod(R) la categoŕıa de R-módulos
a izquierda finitamente generados. Si R es artiniano a izquierda, entonces todo
objeto de mod(R) tiene cubierta proyectiva.

Demostración. A := mod(R) es una categoŕıa abeliana con objetos simples.
Por otro lado, como R es artiniano se sabe que tiene que ser noetheriano; y por
lo tanto, R es de longitud finita. Esto implica que A tiene suficientes proyectivos
de longitud finita. Luego, el corolario se sigue de 5.11.33. �
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Definición 5.11.35 Sea A una categoŕıa abeliana y A ∈ A. Una resolución
(P •, ε) exacta y proyectiva de A se dice que es minimal, si la sucesión exacta
larga en A

· · · // P−2
d−2
P• // P−1

d−1
P• // P 0 ε // A // 0

satisface lo siguiente:

(a) ε : P 0 −→ A es la cubierta proyectiva de A, y

(b) el epimorfismo canónico q−i−1 : P−i−1 −→ Im(d−i−1
P• ) es la cubierta

proyectiva de Im(d−i−1
P• ) ∀i ≥ 0.

Usando el corolario 5.11.31, análogamente como se hizo en 5.10.17 y 5.10.18, se
puede probar el siguiente teorema.

Teorema 5.11.36 Sea A una categoŕıa abeliana, (P •, ε) y (P̄ •, ε̄) resoluciones
exactas y proyectivas de A ∈ A . Si (P •, ε) es minimal, entonces

(a) existe un morfismo de complejos f : P̄ • −→ P • tal que εf0 = ε̄ y f−i :
P̄−i −→ P−i es un split-epi ∀i ≥ 0,

(b) pdA = `(P •), y

(c) en el caso en que (P̄ •, ε̄) sea también minimal, se tiene que el morfismo
de complejos f : P̄ • −→ P • de (a) es un isomorfismo.
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