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Resumen

En este trabajo se estudia la formaciéon dindmica de un gas de Bose ultrafrio confinado en una trampa
armonica isotrépica en dos dimensiones. Como primer paso se estudié la Termodindmica de un gas de
ideal de Bose confiando en el potencial armoénico bidimensional y se revisaron las técnicas experimentales
para confinar dtomos en trampas magneto-Opticas. Como segundo paso, se usé el formalismo de la
segunda cuantizacién para derivar el Hamiltoniano efectivo del gas de Bose, considerando que se trata de
un gas diluido, donde unicamente las interacciones entre pares de particulas son relevantes. Usando el
Hamiltoniano efectivo se resolvié numéricamente la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo para
un vector de estado inicial. Finalmente se estudio la evolucién temporal de la poblacién de los tres niveles
energia mas bajos de oscilador armoénico modificando tanto el vector de estado inicial, el pardmetro de
interaccion entre pares de particulas y el nimero de particulas que forman el sistema y se determinaron
las condiciones para las cuales el sistema llega a un estado de equilibrio.



1. INTRODUCCION

En Junio de 1924 Albert Einstein recibié un carta con un manuscrito de un joven fisico hindd llamado
Satyendra Nath Bose, quién se le habia negado la publicacién de su articulo en las publicaciones cientificas
britdnicas. En este manuscrito Bose habia estudiado la Mecanica Estadistica de la Radiacién de Cuerpo
Negro desde una perspectiva de la Mecanica Cudntica, con lo cual derivé la ley de Planck. Einstein
tradujo este manuscrito al Alemén y lo arreglé para publicarlo en la revista Zeitschrift firPhysik[1]. Mds
tarde Einstein usé el mismo método para examinar la dindmica de un gas de particulas obedeciendo
el mismo tipo de reglas que Bose usé para los fotones. Asi, como resultado el también derivé la ley de
Planck y not6 algo muy sobresaliente, cuando el gas que sigue la Estadistica de Bose-Einstein se enfria
a temperaturas cercanas a 0 K, todas la particulas se aglutinan en un sélo estado, el de menor energia,
a esto se le conoce como Condensacién de Bose-Einstein (BEC por sus siglas en Inglés). El BEC
se puede obtener de dos formas diferentes, una de ellas consiste en mantener constante la densidad y
disminuir la temperatura, la otra consiste en mantener la temperatura constante y aumentar la densidad.
A pesar de que la condensacién de Bose-Einstein no requiere de temperaturas cercanas a 0 K, en todos los
experimentos se ha optado por seguir este camino, ya que a muy bajas densidades, el sistema se comporta
como si se tratase de un gas ideal. Por ejemplo, la condensacién de Bose con atomos de Sodio ocurre a
una densidad de 10! dtomos/cm? y una temperatura cercana a los 50 nK.

La primera evidencia experimental del BEC se tuvo en 1995. Trabajando de manera paralela, los fisicos
E. Cornell y C. Weiman fueron capaces de generar Condensados de Bose-Einstein a partir de dtomos de
Rubidio ultrafrios [2] confinados en trampas armdnicas. Este BEC estd constituido por algunos millones
de atomos, los cuales se encuentran en el mismo estado de menor energia, i.e. el estado base, siendo
la evidencia experimental una pequena mancha de algunos milimetros de ancho. Por otro lado, en ese
mismo anio W. Ketterle también fue capaz de obtener el BEC utilizando dtomos de Sodio ultrafrios
(1072K)[3] confinados en trampas arménicas. La caracteristica principal que deben tener los dtomos

usados para formar el BEC es espin entero (bosones). La técnica usada para crear el BEC consta de dos
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etapas de enfriamiento. La primera etapa es provista por el enfriamiento por laser; dos de los principales
protagonistas del desarrollo de esta técnica fueron D. Wineland y B. Phillips [4][5]. El enfriamiento por
laser es una técnica poderosa pero es insuficiente para alcanzar las temperaturas para lograr el BEC. La
segunda etapa es el Enfriamiento por Evaporaciéon. Los dtomos enfriados por ldser son puestos en una
trampa magnética [6], la cual provee un aislamiento de los alrededores casi perfecto. A través de la técnica
conocida como Evaporacién por radio frecuencia (Evaporacién rf) [7], los dtomos con mayor energia son
expulsados de la trampa y los restantes tienen que colisionar entre ellos hasta alcanzar el equilibrio a
una temperatura menor. La presencia del BEC fue detectada mediante la informacién de distribucién de

velocidades (ver Fig.1.1).

o i
Lk
SR

Fig. 1.1: Condensacién de Bose-Einstein en dtomos de Rubidio. Tres cuadros mostrando la distribucién espacial de los
atomos después de ser liberados de la Trampa Magneto—()ptica y siguiendo varios ciclos de enfriamiento por
evaporacion. En el primero, los 4tomos estdn justo por arriba de la temperatura necesaria para la condensacién.
En el cuadro del centro corresponde justo después de la condensacion. El tercero corresponde al condensado puro

(8]

Los campos magnéticos usados para confinar a los dtomos fueron desconectados repentinamente y

debido a la energia térmica residual los d&tomos con mayor energia se alejan del centro de la muestra;
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como es de esperarse una mayor cantidad con menor velocidad se acumulan en el centro. Mas adelante se
explica en forma detallada como operan las dos etapas del enfriamiento necesarias para producir el BEC.
En cuanto a las trampas que se utilizaron y que se utilizan para confinar a los dtomos que se desean
enfriar y finalmente crear el BEC, son aquellas que producen potenciales de tipo arménico, ya sea en 2D
0 3D. Para crear el BEC, E. Cornell utiliz6é un dispositivo que rota respecto a una direccion fija y es capaz
de generar un campo magnético, el cual puede aproximarse a un potencial arménico en dos dimensiones.

Ketterle utilizé un dispositivo que es capaz de producir un potencial armoénico en 3D.

El objetivo de este trabajo es describir la evolucién temporal de la formacién de un Condensado de
Bose-Einstein en 2D. En particular nos concentraremos en estudiar cémo alcanza el equilibrio un sistema
de bosones con interaccion a muy bajas temperaturas. Para ello, consideraremos un gas de bosones con
interacciones (sélo entre pares de particulas) a muy baja temperatura, confinado en un potencial arménico
isotrépico en dos dimensiones. Esta suposicién nos llevara a la condicién de que solamente los estados con
menor energia pueden estar ocupados. Utilizando el formalismo de la segunda cuantizacién se deducira un
Hamiltoniano efectivo que describa la dindmica de dicho sistema. Se resolverd numéricamente la ecuacién
de Schrédinger para este Hamiltoniano y se determinard la dependencia temporal de los numeros de
ocupacion correspondientes a los niveles de energia mas bajos.

En la seccién 1.1 se estudiard la Termodindmica de un gas ideal de Bose (i.e. sin tomar en cuenta
interacciones entre particulas) confinado en una trampa arménica en dos dimensiones a través del método
estandar de la Mecanica Estadistica. Utilizando el método del ensemble Gran Candnico para obtener la
funcién de distribucion del gas ideal de Bose. Se obtendran las cantidades termodindmicas del sistema y
finalmente se analizara su comportamiento cerca de la temperatura critica. En el capitulo 2 se describen
las técnicas experimentales para enfriar 4tomos a temperaturas cercanas a los 0 K, asi como las técnicas
utilizadas para confinar a los dtomos. En este mismo capitulo se describe la dindmica de las colisiones
atémicas a bajas energias entre los dtomos confinados. En el capitulo 3 se estudia la dindmica del gas
de Bose con interacciones entre pares de particulas (gas diluido) en el formalismo de la segunda cuanti-
zacion para obtener el Hamiltoniano efectivo que describe a dicho sistema. Se resolverd numéricamente
la ecuacion de Schrodinger para dicho Hamiltoniano a partir de un estado inicial del sistema. Con estos
resultados en cuenta, calcularemos la evolucion temporal de las poblaciones de particulas en cada uno
de los seis estados de menor energia del oscilador armoénico isotrépico bidimensional. Finalmente en el

capitulo 4 se discuten los resultados y perspectivas de este andlisis.
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1.1. Termodinamica de un gas ideal de Bose en una trampa arménica en 2D

En esta seccién derivaremos las propiedades termodindmicas de un gas ideal de Bose confinado en
una trampa arménica en dos dimensiones, en particular derivaremos la energia promedio F, el ntimero
promedio de particulas N y su entropia S. Para esto, consideremos un sistema de N bosones de masa m

confinados en una trampa armonica en 2D. El Hamiltoniano del sistema es

N )
- 1
H= (pZ —i—mwQFQ), (1.1)

en términos de los operadores de niimero en la coordenada z se tiene que 1 = &;dw y en la coordenada
y se tiene que A} = afa,, de donde al, ., af, a, son los operadores de creacién y aniquilacién en el eje

x y en el y respectivamente. Asi se tendra

N
H=> ho(ff +n), (1.2)
=0

en donde hemos puesto la energfa de punto 0 igual 0. La energia esta dada por €;; = fw (i + j), con i, j

€ NUO0; si tomamos en cuenta la energia de punto cero obtendremos

En este estudio, podemos fijar el nimero de particulas del sistema, lo cual nos dice que podriamos
derivar la propiedades termodindmicas del sistema a través del método del ensemble Candnico, sin em-
bargo por considerar que el sistema esta formado por un gas de bosones, resulta mucho mas practico usar
el método del ensenble Gran Canénico; pues el anterior presenta problemas al derivar una de las variables
Mecénico-Estadisticas mas importantes que es el niimero de ocupacién promedio 7i;;.

Entonces tomando en cuenta que la energia en el punto 0 es cero, la gran funcién de particién esta dada

por

Z(p,T,w) =y e Phelitton, (1.4)
j

o bien

1
Z(p,T,w) = Hl—e—w’ (1.5)

ij
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de donde o = 5, con p el potencial quimico, k es la constante de Boltzman y T es la temperatura del

sistema. El gran potencial esta dado por

UT, Vo) = =5 In 20, T,) (1.6

y con esto obtenemos que el gran potencial es

Qp,T,w) = kTZ In (1 — e‘ﬁhw(i+j)+°‘). (1.7)
ij

Si se considera un sistema de Bosones para el cual N es muy grande y si estamos en un nivel de energia
Ae _ . £ —
alto, observamos que =* < 1, ya que Ae = ;5 — g;(j—1); 0 andlogamente Ae = g;; — €(;_1);. Entonces,
Ae hw 1

. Ae , 1
s TN TN A = 5 =0 (18)

Ya que, para este mismo sistema su energfa va como ¢;; ~ Nhw. Asf la condicién de la ecuacién (1.8)
permite definir una densidad de estados p(e) en el espacio de los estados 7, j, y con esto es posible calcular

en nimero de estados N(L) con energia ¢;; por unidad de drea. Ahora sea 7% =i+ j = L, con esto nos

damos cuenta que L define una linea recta en el espacio generado por i, j como se muestra en la Fig. 1.1;
a partir de este diagrama, el drea dentro del tridngulo generado por i, j y L nos permitira calcular p(e).
El area de dicho triangulo es A = %2 y la densidad de estados la calculamos como p(L) = % = % =1L,
pues como se mencioné antes N (L) es el nimero de estados con energia ¢;;, y por otro lado p(L)dL es el
ntmero de estados para los cuales L varia entre L y L + dL.

En el limite N >> 1 (i.e N — o0) podemos reemplazar la suma discreta sobre 7, j por una integral

sobre la densidad de estados como funcién de la energia ¢
Z — /di/dj — /dsp(s). (1.9)
tj
Como L =i+ j, p(L)dL = LdL, ¢ = hwlL; L = ;- de donde dL = g—j por lo tanto

pe)de = i% = (hi)2d5. (1.10)

Entonces la densidad de estados en el limite continuo se puede calcular como

Z - /di/dj = /(};)st. (1.11)
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ulr'.n. Jr'.il.

i+ j+l=2

[

=

i+ j+1=4
a) &)

Fig. 1.2: Espacio de la energfa para los valores posibles de los niimeros enteros 4, j. a) Caso discreto: Aqui los nimeros 4, j

s6lo pueden tomar valores enteros, representados por los puntos en el plano 4, j, ademés podemos ver que el grado

de degeneracién de un estado con energia £;; es n 4 1, de donde n = i + j (definida por una linea n + 1 = cte).

b) En el caso continuo los valores que pueden tomar los nimeros 4, j son todos aquellos dentro del tridngulo.

De la ecuacién (1.7) tenemos que el gran potencial se puede calcular como

kT [ "
— _ o~ Bh(it+j)ta
Q(p,T,w) F)? /0 In (1 e ) ede.

Haciendo un cambio de variable e integrando por partes tenemos que

1 kT [ &2
Qp,T,w) = —3 (hw)2 /0 e lﬁde.

2 z2

Sea r = e = dxr = Bde = de = %“”, e =5 Con lo que obtendremos

1 1 11 [ 2 1 1 &0 2
Qp,Tw)=———"F5—— R )2/ x dzx.

er—a —1

2(hw)? BB Jo emo—1 2 (hw

Usando la definicién de las funciones de Bose [9]

( )_ 1 /00 wn—l
Inl) = T(n) Jo er—*—1’

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

y de las propiedades de la funcién gamma ' (n 4+ 1) =nl (n), T'(2) =1y T'(3) = 2I' (2) = 2, asi tenemos

que

O (1, Tyw) = KT (];Z>293(04)-

(1.16)
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Ademis las funciones de Bose también satisfacen d’giéa) = gn—1 (@). El ntimero promedio de particulas
se puede calcular a partir de la expresién
- o0 - 00 O 1 09
N=—-"=SN=-"“"""—-____ "~ 1.17
ou Oa Op KT da’ (1.17)
- (KT\?

Maés adelante retomaremos esta tltima expresién. De la ecuacién (1.18) obtenemos

—Beijta
_ e j 1
N=d e = L et (1.19)
) 17
y como N =" ;;
ij
_ 1
= Nij = e ma 1 (1.20)

fi;; es el nimero de ocupacién promedio de las particulas con energia €;;. La energia promedio del sistema

es: B = Z’Eijﬁij
ij

_ 1
= F = Zé‘ij 7eﬁ5i]‘*a — 1, (121)
ij
as{ nuevamente en el continuo se tendrd Y — [ p(e)de
ij
:E:ﬁ/ de—g = 2/ de——, (1.22)
(ol S T T o o T

haciendo nuevamente un cambio de variable = B¢ y como I' (3) = 2 obtenemos

_ KT °
E=2kT <hw) 95 (). (1.23)
La entropia es
o0
de la ecuacién (1.16) se tiene que
k3T3
A, Tyw) =~ g5 (a), (1.25)

(hw)
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5= (52) a0 (0) — o ) (1.26)
S8 = Py g3 (@) — ags (a)] . .
y con esto hemos deducido la termodinamica del sistema,
KT\
Q=—-kT (hw) g3 (o), (1.27)
2
v () m@. (1.28)
2
E =2kT <I;Z:) g3 (a). (1.29)

Debemos hacer notar que la frecuencia de la trampa w es también una variable termodinamica. Por
ejemplo si queremos hacer una expansién o compresiéon adiabatica de la trampa a N cte., podemos ver de
las ecuaciones (1.28) y (1.26) que el sistema disminuird o incrementard su temperatura, ademds también
podemos darnos cuenta de las ecuaciones (1.28) y (1.29) que w~2 debe ser una variable extensiva, ya que
N y E lo son. Por tanto si cambiamos a N por AN con A\ > 0, para T y p fija, entonces para que se
cumpla que E y S sean extensivas y puedan cambiar a AE y AS debe ocurrir que w™? — Aw™2. Por lo

tanto w2 debe ser una variable extensiva, la cual denominaremos como el volumen arménico V' [10]

1
V=—03. (1.30)
(hw)
La presion la calculamos como
Q
p—— (92 (1.31)
ov )r.,
la ecuacién (1.28) podemos escribirla como
N = V(kT)?ga(a), (1.32)
y el gran potencial lo escribimos como
Q = —kT (KT)* Vgs(c); (1.33)
asi
o0 2
—— = kT (kT 1.34
usando la ecuacién (1.32) tendremos que
NET g3(a)
= — . 1.35
v galo) (1.35)

Esta 1ltima expresion es la ecuacion de estado del sistema.
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1.1.1. Condensacion de Bose-FEinstein en una trampa arménica

En esta seccién se discuten las formas en que es posible estudiar el gas de Bose confinado en una
trampa armonica en 2D. Primero consideramos que el ntmero de particulas N en el sistema es fijo
mientras disminuimos la temperatura 7. En seguida consideramos el caso para el cual el nimero de
particulas N se aumenta y la temperatura 7' del sistema permanece constante.

Consideremos un gas bosones encerrado en un volumen fijo y en contacto con un bano térmico,
entonces cuando el nimero de estados es menor que el nimero de particulas (n;; > 1, limite degenerado)

podemos estudiar el gas de Bose para dos casos:

1. Mantengamos el nimero de particulas N constante y disminuyamos la temperatura 7.

La ecuacion

N = (’;Z)Zm(a), (1.36)

podemos escribirla como

N o- (KT)? ga(cv). (1.37)

)y

Si queremos mantener N constante mientras disminuimos 7', la funcién g(«) debe crecer, pero g(a)

A
gl

alcanza su valor méximo para o = 0 (i.e en g = 0) como se puede ver en la Fig. 1.3 ; ya que el

potencial quimico no puede tomar valores positivos.

Esto sucede a una temperatura critica T' = Ty para la cual g2(a) = ¢2(0) y la ecuacién (1.37) puede

escribirse como

1 N 2
<gg(0)) o (KTp)? . (1.38)

Con esto nos damos cuenta que para T < Tj, esta ultima ecuacion ya no es de utilidad.

2. Mantengamos T constante y aumentemos .

Para esto reescribimos la ecuacién (1.36) como

E = (kT)?. (1.39)
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ga(ax)
18
16
F14
H12

F0.8
0.6
0.4
0.2

-4 3 2 R o
v

. . ., . 2 . .
Fig. 1.3: Comportamiento de la funcién g2(a), se observa que corta al eje y en % para a = 0 y por consiguiente p = 0, el
cual es el valor maximo que puede tener el potencial quimico, ya que si se quien tomar valores de p > 0 la integral

del la ecuacién (1.15) diverge.

Si queremos mantener T constante mientras aumentamos N, ga(«) también debe aumentar. Pero
recordamos de nuevo que gz(a) alcanza su valor maximo en g2(0). Esto sucede a un valor critico

para el nimero de particulas N = N*, es decir

- KT\ ?
N* = — 0). 1.40
(5 ) =0 (1.40)
También nos percatamos que esta ecuacién no es valida para valores N > N*.

Esto representa una problema, ya que no tenemos ningiin inconveniente en seguir agregando particu-

las al sistema hasta superar el valor de N*

Este problema puede ser resuelto si tomamos en cuenta a las particulas que se encuentran en el estado
base € = 0, ya que estas no fueron tomadas en cuenta cuando pasamos del caso discreto al limite continuo
en el que la densidad de estados p(¢) = 0 para ¢ = 0. Entonces debemos reescribir el nimero total de

particulas como:

N = N._g+ N.so, (1.41)

o bien

N=>Y" i, =feg+ Y _ Nes0. (1.42)

en=0 e>0
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y como
_ 1 _ kT2
Ne,, =0 = m y Zna>0 = (hw) gQ(a)a (143)
e>0
entonces )
_ 1 kT
N = e + <hw> gz(a)7 (1.44)

donde N._g es el nimero de particulas en el estado base y N.~g es el niimero de particulas en los demas
estados excitados. Entonces estudiemos la termodindmica del gas de Bose a T' < Tp y aw = 0 (u = 0).

Para T < Tp la ecuacién (1.44) puede reescribirse como

- 1 kT\?
g (hw) 02(0), (1.45)
por otro lado también tenemos que
[ hw\?
0)=N[—] , 1.46
(0 = & (1) (1.46)
y si hacemos
1
Ne(T) = ——5,—7 (1.47)
entonces tendremos que
L T\ 2
N=N/(T)+ N () ; (1.48)
Ty
asi
_ T\ 2
N(T)=N|1- (> (1.49)
To
o bien

o =1- (:FTO)Q (1.50)

Esta ecuacién nos da la fraccién de particulas cuya energia es nula (y por tanto se encuentran en el
estado base), y podemos interpretar esto de la siguiente manera: Para T > Tj el estado base se encuentra
termodindmicamente vacfo desde el punto de vista macroscépico, pero a medida que T" — 0 (y entonces
T < Tp) el ntimero de particulas en el estado base N, se incrementa hasta llegar a ordenes de N para

~ _kT

T = 0. Ahora por otro lado, en el h’Hb Ne, =0 = lim .» entonces a medida que p — 0, N, =0
n—

—0 e Pr—1
se hace comparable con N, y a un cierto punto todas las particulas se encuentra en el estado base. Este
cambio de fase es la condensacién de Bose-Einstein para un gas ideal atrapado en la trampa armonica
isotrépica en dos dimensiones.

Finalmente en este estudio de la Termodindmica debemos tomar en cuenta dos aspectos importantes:
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v a) La dimensionalidad. La condensacién de Bose-Einstein no puede ocurrir en 2D para gases ho-
mogéneos a temperatura finita porque las fluctuaciones desestabilizan el condensado y porque la
funcién g;/2(0) diverge, lo mismo sucede para un gas ideal de Bose confinado en una trampa
armonica en 1D (g1(0) diverge. En presencia de un potencial arménico en 2D el comportamiento
es diferente, pues la ecuacién (1.15) converge, y el correspondiente valor de la temperatura critica

estd dado por la ecuacién (1.38).

» b) El limite termodindmico. Para considerar el limite termodindmico en este sistema en 2D, debemos

mantener la densidad constante, i.e N/V = cte mientras N — ooy V — o0, en el caso del gas ideal

L. . . . N 2
confinado en una trampa arménica en dos dimensiones, esto se logra a través de —4— = N (hw)
(hw)?

= cte



2. REALIZACION EXPERIMENTAL DE UN CONDENSADO DE BOSE-EINSTEIN

En este capitulo se describen las dos técnicas desarrolladas para el enfriamiento de 4&tomos confinados
en potenciales generados por Trampas Magneto—()pticas. Se explica el funcionamiento de estas tultimas
y se describen las caracteristicas de la trampas usadas por E. Cornell y W. Ketterle para conseguir la
condensacion de Bose-Einstein. Finalmente se concluye el capitulo discutiendo como es la interaccién
entre particulas a muy bajas temperaturas, en cuyo régimen dicha interaccién puede ser aproximada por

un potencial de contacto entre pares de particulas.

2.1. Enfriamiento por Laser

Como se menciond anteriormente el enfriamiento por ldser es una forma de alcanzar temperaturas muy
bajas (uK), asf en esta seccién se discutird con detalle dicha técnica la cual emplea una de las propiedades
mas importantes de la radiacion electromagnética, su capacidad para interactuar con la materia.

Clasicamente la temperatura de un gas puede ser calculada indirectamente a través de la expresion
1kpT = (Ey), de donde (E}) es la energia promedio de la particulas (en este caso dtomos) Esta tltima
nos dice que la temperatura del sistema esta directamente relacionada con la velocidad de cada una de
sus particulas (moléculas o dtomos, segin sea el caso). Si se disminuye la velocidad de dichas particulas
se puede conseguir que el gas se enfrie. Los atomos al ser capaces de absorber y emitir radiacién elec-
tromagnética tienen la posibilidad de sufrir transiciones de un estado de mayor energia a uno de menor
energia de tal forma que al hacer incidir un haz laser sobre los dtomos de la muestra, se puede conseguir
que estos tengan transiciones de acuerdo a la intensidad de la radiacién que se les aplica. Uno de los efec-
tos mas utilizados para tener transiciones que permitan al dtomo disminuir su cantidad de movimiento
(y consecuentemente su energia cinética) es a través del Corrimiento de frecuencia Doppler, el cual se
lleva a cabo cuando se hace incidir el haz liaser sobre los atomos del gas. Desde el sistema de referencia

del atomo que tiene velocidad opuesta al haz laser se observa que los fotones del haz poseen frecuencia
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mayor comparada con la que se mide desde el sistema de referencia del laboratorio (ademds recordamos
que esta frecuencia depende de la velocidad de d4tomo), entonces cuando un dtomo absorbe un fotén, éste
lo emitira con mayor frecuencia de la que fue absorbido y por conservacién de la cantidad de movimiento,
sera dispersado en direccion opuesta a su direccion inicial y con esto el &tomo reducira considerablemente
la magnitud de su cantidad de movimiento. Para emplear el efecto del corrimiento Doppler, se usa una
muestra de dtomos colocada en una trampa magnética sujeta a radiacion laser cercana a la frecuencia
de resonancia de los dtomos. Cuando esta radiacion laser es sintonizada ligeramente por debajo de la
resonancia, el enfriamiento por debajo de algunas decenas de K se puede observar [4, 11, 12, 13]. Para
conseguir esta sintonizacién nuevamente se aprovecha el efecto de corrimiento Doppler, ya que aquellos
atomos con desplazamiento opuesto a la radiacién laser son redirigidos a la frecuencia de resonancia
(ver Fig. 2.1) en la cual tienen més posibilidades de absorber fotones y por lo tanto disminuir su canti-
dad movimiento. Ya que la radiaciéon emitida por los dtomos excitados es simétrica, el efecto neto es el

enfriamiento de todo el gas.

2.2, Trampas Magneto-Opticas (MOT)

En esta seccién discutimos algunos detalles técnicos que se usan el confinamiento de los atomos a
través las llamadas Trampas Magneto—()ptica& también se describe las diferencias notables entre las
trampas magne-tépticas usadas por dos de los principales protagonistas de la creaciéon del BEC.

La trampa usada con mayor frecuencia para atrapar atomos es un hibrido que emplea campos
magnéticos y campos 6pticos, la llamada Trampa Magneto—éptica (MOT por sus siglas en inglés), la
cual fue utilizada por primera vez en 1987[14]. La operacién de la MOT depende de la manipulacién de
campos magnéticos inhomogéneos y reglas de seleccién radiativas para explotar tanto el bombeo 6ptico
como la fuerte fuerza radiativa [14][15]. Por otro lado la interaccién radiativa ayuda a llenar la trampa
con los dtomos frios y permite su facil manipulaciéon. La MOT no depende del balance preciso de los
haces laser propagandose en direcciones contrarias ni del grado de polarizacion. Los gradientes de campos
magnéticos son modestos y pueden ser facilmente obtenidos con bobinas convencionales. El atrapamiento
se logra a través el bombeo éptico de adtomos a baja velocidad en un campo magnético inhomogéneo
B = B(z) = Az.

Otro efecto fisico utilizado en la MOT es el efecto Zeeman. Como es sabido, cuando un dtomo se

encuentra en un campo magnético su espectro de energia se ve alterado (subdivisién en componentes
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< — 7 dtomo
haz laser —

Razdn de Dispersiin (fuerza)

Vigser Vitomo Frecuencia — *

Fig. 2.1: Se muestra esquemdticamente cémo se lleva a cabo el enfriamiento por léser. Este se debe a la interaccién del haz
laser con los atomos de la muestra usando el desplazamiento Doppler, el cual hace que los dtomos disminuyan
su velocidad en direccién de la propagacién del haz, ya que la frecuencia vista por el dtomo desde su sistema
de referencia dependera de su velocidad, entonces entre més grande sea su velocidad mayor serd la fuerza que
este sienta en la direccién de su desplazamiento provocando disminuya su velocidad y con esto se “enfrie”, i.e Av

depende de v = F'(v)

Zeeman) por la presencia de dicho campo. Los dtomos confinados en la MOT tiene tres componentes
Zeeman, por cada una de estas se tiene una respectiva polarizacién, excitada por cada una de estas
tres polarizaciones cuya frecuencia se sintoniza con el campo como se muestra en la Fig. 2.2 para 1D.
Dos haces laser propagandose en direcciones contrarias y de polarizacion circular opuesta son encendidos
abajo del campo cero de resonancia atémica por una diferencia §. Debido al corrimiento Zeeman, el estado
excitado M, = +1 sufre un desplazamiento arriba de B > 0, mientras que el estado con M, = —1 sufre
un desplazamiento hacia abajo. En la posicién 2’ en la Fig. 2.2 el campo magnético por consiguiente
sintoniza la transicion AM = —1 muy cercana a la resonancia y la transicion AM = +1 lejos de la
resonancia. Si la polarizacién del haz laser que incide por la derecha se etiqueta como o~, mientras que
el que incide por la direccién opuesta sea o1, entonces més luz seré dispersada del haz o~ que del haz
oT. Asi los 4tomos son conducidos hacia el centro de la trampa donde el campo magnético es 0. Por el

otro lado del centro de la trampa, los papeles de los estados M = +1 son invertidos y ahora més luz es
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Fig. 2.2: Este diagrama muestra el arreglo de una MOT en 1D. En la figura la linea horizontal entrecortada nos indica
la frecuencia que ve un atomo en reposo en el centro de la trampa. Debido a que el efecto Zeeman cambia las
frecuencias de transiciones atémicas en la regién del campo magnético inhomogéneo, los 4tomos en z = 2’ estédn
maés cercanos a la frecuencia de resonancia con el haz ldser 0~ que con el haz o, por consiguiente son redirigidos

hacia el centro de la trampa

dispersada de la direccién del o y otra vez los 4tomos son conducidos hacia el centro de la trampa.

Como la propagacién de los dos haces laser es opuesta, esto produce temperaturas subDoppler adi-
cionales en la MOT. Este proceso en una dimensién depende del balance entre el bombeo 6ptico y la
polarizacién, y en tres dimensiones este balance es perturbado por los haces laser en otras direcciones.
En 3D los campos de luz de la MOT originan gradientes de polarizacién y los corrimientos luminosos que
dependen del espaciamiento. Por otro lado, cuando los dtomos son bombeados hacia la MOT, aquellos
atomos que llevan una velocidad lo suficientemente baja son frenados inmediatamente por el proceso de
enfriamiento Doppler; asi, como sus frecuencias de oscilaciéon ahora son més bajas, los &tomos se conden-
san en el centro de la trampa a la misma velocidad y aquellos dtomos que ingresan con mayor velocidad

son detenidos completamente al final de la MOT.

2.3.  Enfriamiento por Evaporacion

En esta seccion se describe la técnica complementaria que se usa para alcanzar la temperatura necesaria
para lograr el BEC llamada “Enfriamiento por Evaporacién”, pues esta técnica es similar al proceso

de enfriamiento en algunos liquidos, los cuales disminuyen su temperatura cuando sus particulas mas



2. Realizacién Experimental de un Condensado de Bose-Einstein 19

g, —

T
=
=

-

Ty

Bomba de
atormos

Fuente de atomeos
de Cesio

Fig. 2.3: Este diagrama de la MOT en 3D muestra las bobinas y las direcciones de la polarizacién de los seis haces ldser.
Los dtomos son atrapados desde el fondo donde se bombea el vapor atémico que viene de una fuente conectada a

este dispositivo

energéticas en su superficie se separan de esta.

Como complemento para alcanzar temperaturas muy cercanas 0 K , se tiene que usar el Enfriamiento
por Evaporacién, ya que con el enfriamiento por laser podemos obtener temperaturas de uK con una
pequena pérdida de atomos lo que provoca que la densidad del espacio fase se incremente. A mediados
de 1990 se hizo claro que incrementar la densidad del espacio fase por medio del Enfriamiento por laser
para dtomos alcalinos habia alcanzado su limite. Si la densidad de una muestra se hace muy grande, la
luz dispersada por un atomo es reabsorbida por otros, causando repulsién entre ellos, una mayor colisién
y finalmente el incremento de su energia cinética (y con esto el aumento en su temperatura) y de este
modo se tiene algo no deseado; asi vemos que el Enfriamiento por Laser no es suficiente. Un camino
més prometedor hacia el BEC es el Enfriamiento por Evaporacién. Este se basa principalmente en
remover aquellos &tomos de la muestra con energia superior al promedio, seguido por una retermalizacién
del gas restante por colisiones eldsticas (de manera andloga a como se enfria una tasa de té). Veamos
ahora una descripcién més tedrica.

El Enfriamiento por Evaporacion trabaja preferentemente removiendo de la trampa a los dtomos que
tienen energia superior al promedio, como se muestra en la Fig.2.4.

Si los atomos estdn atrapados, esto puede lograrse disminuyendo la profundidad de la trampa, lo

cual permite que los 4&tomos con mayor energia escapen de la trampa; asi para mantener el proceso de
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Fig. 2.4: Representacién esquemética de dtomos confinados en una trampa arménica en 2D y de como se lleva a cabo
el Enfriamiento por Evaporacion. La reduccién progresiva del tamafio de las paredes de la trampa permite que
las particulas mas energéticas escapen de ella, quedando asi inicamente aquellas particulas con menor energia

cinética y por lo tanto menor temperatura.

enfriamiento, la profundidad de la trampa debe reducirse constantemente, logrando asi un constante
decremento en la temperatura. Tal proceso se le llama “evaporacion forzada”.

La técnica més simple fue desarrollado por Davis et al. [16]. En este modelo la profundidad de la
trampa se reduce en un sélo paso y el efecto sobre las cantidades termodinamicas del sistema tales como
la temperatura, la densidad y el volumen son medidas, este proceso puede repetirse varias veces si quiere
seguirse enfriando al sistema, y los célculos de las variables termodindmicas del sistema tnicamente se
van agregando a los calculos sin necesidad de recurrir a célculos mas engorrosos.

A continuacion se presentan algunas de las consideraciones que debe seguirse en el proceso de Enfri-

amiento por Evaporacién.

» La distribucién de dtomos en el espacio fase (posicién y momento) dependen sélo de la energia de

los 4tomos y la naturaleza de la trampa.

s El gas estd descrito por la estadistica cldsica y se asume que estd lejos del punto de transicion del

BEC (p < 1).

s La dispersiéon Mecdnico-Cudntica es una onda-s, i.e., la temperatura es suficientemente baja que
todas las ondas parciales no contribuyen a la seccidon transversal , ademas la seccién transversal
de la dispersién eldstica es independiente de la energia y esta dada por o = 8ra?, donde a es la
longitud de dispersién. También se asume que la proporcion de colisiones elasticas e ineldsticas es

lo suficientemente grande de tal forma que las colisiones eldsticas dominan.
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= La evaporacién preserva la naturaleza térmica de la distribucién, i.e., el proceso de termalizacion

del sistema es mucho maés rapido que la razén de enfriamiento.

= Los dtomos que escapan de la trampa no colisionan con los a&tomos que permanecen y tampoco

intercambian energia. Esta es la llamada “Evaporacién completa”

Las Trampas Magneto—épticas utilizadas por E. Cornell y W. Ketterle se basan principalmente en las
caracteristicas mencionadas anteriormente, pero presentan algunas variaciones para hacer maés eficiente
el confinamiento de los dtomos.

La MOT utilizada por E. Cornell[2] posee una caracteristica interesante, el potencial generado por
el campo magnético rota alrededor de la trampa a una cierta frecuencia (Potencial que Orbita en el
Tiempo, TOP por sus siglas en inglés). Esta trampa tiene ventajas con respecto a otras utilizadas para
confinar dtomos frios, por ejemplo la Cilindrica[18], o la trampa Cuadrupolar[19]. Esta TOP ofrece una
alta capacidad de confinamiento atémico, ya que es posible obtener densidades del espacio fase por 3
ordenes de magnitud superiores cualquier otra trampa antes utilizada. Las caracteristicas que posee esta
trampa son las siguientes: La intensidad del campo By, generado por las bobinas es del orden de B, = 10
G, un gradiente de campo B; = 120G/cm, la frecuencia angular wj, a la que se operan las bobinas es de

wp = 27 x7.5 Hz. El potencial como funcién del tiempo estda dado por

U(z,y,z,t) = p|(xB] + Bycoswyt) &+ (yBj + By sinwyt) i — 228, 7] . (2.1)

En coordenadas cilindricas se tendra que

/
~_ KBy 2
Urop(r,z) =~ —uBy (r*+8z%) + ... (2.2)
4By
Sin embargo, este dispositivo tiene un defecto, ya que cuando los dtomos estdn muy cerca de la regién
donde By es 0, estos se pueden escapar de la trampa.

W. Ketterle [3] por su parte, para conseguir el BEC utiliz6 también una TOP pero con una modifi-
cacién para evitar la perdida de dtomos, ya que agregé un potencial repulsivo y un haz laser azul (514
nm. y 3.5 W.) el cual también agregaba una fuerza repulsiva cerca de la regién de campo magnético
0 con lo cudl pricticamente se “sellé”el hoyo (de dimensiones micrométricas) por donde los dtomos se
escapaban de la trampa (regién de la TOP donde al campo magnético es 0). Y con esta modificacién de

la TOP, Ketterle fue capaz de incrementar la densidad del espacio fase en 3 ordenes de magnitud respecto

al experimento realizado por E. Cornell.
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2.4. Colisiones atémicas a bajas temperaturas

En la seccién 1.1, se concluyé que la Condensacion de Bose-Einstein es posible para un gas ideal
de Bose confinado en una trampa arménica en 2D, sin embargo, esto no ocurre para un gas ideal de
Bose confinado en una trampa arménica en una dimension, pues en este caso n = 1 y se tiene que la
integral de la ecuacién (1.15) diverge. La dindmica de un gas en la naturaleza es més complicada que la
dindmica de un gas ideal sin interaccién, es asi el caso del reciente estudio de los gases ultrafrios para los
cuales se les considera particulas con masa, carga, espin etc., y debido a esto pueden interaccionar entre
si. Una forma aproximada de describir la evolucién temporal de un sistema con estas caracteristicas,
consiste en considerar que se trata de un gas diluido, esto quiere decir que sélo son relevantes en la
descripcién dinamica del sistema las interacciones entre pares de particulas. Para el caso de los gases
de Bose sabemos que su espin es entero y por tanto la dindmica a bajas temperaturas es diferente a un
gas de Fermi restringido por el Principio de Exclusién de Pauli. Entonces veamos céomo interaccionan
las particulas del gas de Bose a bajas temperaturas. Asi en esta seccién estudiamos la dindmica de dos
particulas que colisionan puede ser descrita por la dispersién de una por la otra en un potencial V (7),
el cual es esféricamente simétrico en el caso de dtomos neutros, entonces V(7) = V(r). Con lo cual la
ecuacion de Schrodinger estacionaria para una particula con masa reducida m, = m/2, k nimero de onda

2k2

y energia Fj = ZT es

(Z-+v0)) vatr) = Buatr) 2:3)

cuya solucién es una funcién asintética, la cual es una superposiciéon entre la onda plana incidente y la

onda dispersada

eikz

Yr(r) ~ e** + f(k,0) (2.4)

r b
donde f(k,0) es la amplitud de dispersién la cual depende tinicamente de la energia de las particulas
y del angulo de dispersién 6 i.e el angulo relativo antes y después de la dispersion. La diferencial de la

seccién transversal o se puede calcular a partir de la amplitud de dispersiéon como

do

=11 0)]. (25)
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aqui dS2 es la diferencial de dngulo solido. Dada la simetria del problema se puede expandir a la funcién de
onda incidente y la funcién de onda dispersada en ondas parciales a través de los polinomios de Legendre,
esto nos lleva a la ecuacion de Schrodinger unidimensional para las funciones parciales con un potencial
efectivo

_ R21(1 + 1)

‘/ef (T) = W + V(’I"), (26)

de aqui vemos que aquellas ondas parciales que posean [ = 0, el potencial V.; se reduce al potencial V (r)
interatémico, mientras que para las restantes se agrega un barrera centrifuga. La seccién transversal para

cada onda parcial sera

o (k) = % (20 + 1) sin (8,(k)) , (2.7)

donde d; es el cambio de fase, el cual en el limite para kK — 0 es
(k) oc K2+ méd . (2.8)

V. (r)

W ' "
i) B)

Fig. 2.5: Potencial efectivo para los casos para los cuales [ = 0y [ > 0. a). El potencial efectivo es tinicamente el potencial

interatémico b). A demds del potencial interatémico las particulas sienten un barrido centrifugal [(I + 1) [20].

Asi podemos ver que en el limite de bajas energias, la seccién transversal para ondas parciales para
las cuales | = 0 es oy(k) oc k* y a medida que k — 0, o;(k) — 0, con esto concluimos que en el limite
de bajas energias sélo las ondas parciales con [ = 0 contribuyen al valor de la seccién transversal, a
este régimen se le llama el limite de la onda-s, el cual fue mencionado en la seccién anterior cuando se
explicaba el proceso de enfriamiento por evaporacién. Este régimen se caracteriza por poseer un amplitud

de dispersién isotrépica. La seccion transversal estard dada por
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]11'1% o1=0(k) = 4ma?, (2.9)

De donde a es la longitud de dispersion y se define como

a = —limtan M.
k—0 k

(2.10)
Este aparente “congelamiento”de las ondas parciales (I > 0) a energias suficientemente bajas se puede
entender de la siguiente forma: Para aquellas ondas parciales con [ # 0 los 4tomos que interaccionan entre
si, sienten ademds del potencial V' (r) una barrera centrifuga con una altura proporcional a [ [20].

Por otro lado el limite de la onda-s también nos permite reemplazar al potencial V(r) por un potencial

efectivo de corto alcance que reproduce de manera correcta la longitud de dispersién el cual esta dado

por
4mh%a
W(z,2') = §(x—2a), (2.11)
m
sig= drh’a podemos escribir esta ultima expresiéon como

W(z,z')=gd(x—2a). (2.12)

La cual es vélida el limite de bajas energfas y en la aproximacién de Born[21]. M4s adelante la ecuacién
(2.12) nos serd de mucha utilidad cuando deduzcamos el Hamiltoniano efectivo para un gas de Bose con

interacciones entre pares a través de un potencial de este tipo.



3. GAS DE BOSE A BAJAS TEMPERATURAS CON INTERACCION ENTRE SUS
PARTICULAS

En este capitulo deduciremos por medio del formalismo de la segunda cuantizaciéon el Hamiltoniano
efectivo del gas de Bose con interacciones entre pares de particulas, esto considerando que dicha interaccién
puede aproximarse a través del potencial de contacto que se obtuvo en la 1ltima seccién del capitulo
anterior. Asi el Hamiltoniano derivado es vélido en general a muy bajas temperaturas. Es necesario
aclarar que en este estudio, la temperatura del sistema no es una variable explicita, pues debido al
tamano del sistema es imposible determinar su temperatura, pero podemos decir que nos encontramos en
el regimen de bajas temperaturas, ya que unicamente se consideran los tres niveles de mas baja energia

de un oscilador armonico en dos dimensiones.

3.1. Hamiltoniano Efectivo de un gas de Bose confinado en una trampa arménica en 2D

En esta seccién se derivard el Hamiltoniano efectivo de un gas de Bose a muy bajas temperaturas,
entonces para describir la dindmica de dicho sistema consideramos que se trata de un gas diluido, es
decir sélo tomaremos en cuenta las interacciones entre pares de particulas. Usando el formalismo de la
segunda cuantizacién, el Hamiltoniano que describe un sistema de bosones con interaccién entre pares de

particulas en dos dimensiones ! se llega a

H= / drt(r) (T(r) + V() B(r) +% / drdr" Ut (r)Y U (YW (r, 2 YO () B (7), (3.1)

de donde r es un vector de posicién en dos dimensiones, T'(r) es el operador de energia cinética y V(r)

es el potencial externo que confina a los atomos, en este caso es el potencial arménico isotrépico en dos

1 Cabe hacer notar que sélo utilizamos el Hamiltoniano en dos dimensiones, pero en general es vélido para n dimensiones

como se muestra en [22]
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dimensiones dado por

1 1
Vr)= §mw2r2 = §mw2(x2 +?), (3.2)

y W (r,r') es el potencial de interaccién entre pares de particulas como se indicé en la seccién anterior
(ver ecuacién (2.12)). Los operadores de campo W1 (r) y W(r) pueden ser escritos en términos de cualquier

conjunto completo de estados de una sola particula como

Vi)=Y oh(ral, v ()= énlr)an, (3-3)

aqui af y a, representan los operadores de creacién y aniquilacién, los cuales cumplen con las reglas
usuales de conmutaciéon para bosones [an, a” = ni, On(r) es la funcién de onda de una sola particula,
@7 (r) es su correspondiente complejo conjugado. En este caso es conveniente usar el conjunto completo

de eigenestados del oscilador armonico isotrépico en 2D.

B = {|¢n.n,)

2,2
(bnmny = Anmnyhnx (x)hny (y)ei(aj ty )/2a Ny, My € NuUo } s (3'4)

donde % = 72y An,n, s una constante de normalizacién. Es facil notar que las funciones de onda

asociadas a dichos eigenestados son

¢nmny (.13, y) = An;ny h’?’lz (ﬂx) hny (ﬂy) e_ﬁZ(IZerZ)/Qa (35)

donde h,, (Bz) y hn, (By) son los polinomios de Hermite en la coordenada x y en la coordenada y
respectivamente. Cabe mencionar que sélo consideramos a los tres estados de més baja energian, = 0,1, 2,
ny = 0,1,2, ya que supondremos que sélo estos estados pueden estar ocupados (BEC a muy bajas
temperaturas).

Haciendo K =T + V, sustituyendo la ecuacién (3.3) en la ecuacién (3.1) y usando el hecho de que

/ drg (VK dm(r) = (6l K |6m) ¥ / drg ()8 (VK (r) (') = (Subul K |budt),  (3.6)

se puede reescribir el Hamiltoniano efectivo en una forma més compacta i.e.,
. 1
H =3 al(¢n|K|én)an + 5 D akak, (badm W (r.r")| é41) aaz. (3.7)
nm nmkl

Esta ecuacién podemos escribirla como la suma del Hamiltoniano sin interaccion Hy y el Hamiltoniano

de interaccién entre pares de particulas H;
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H = Hy+ Hi, (3.8)

de donde

> (Gndm W (r,r")| $p) alal,azaz. (3.9)

mkl

N =

ﬁo=ZaI—l<¢anl¢m>am y Hy =

3
3
3

Ahora nos interesa saber como es la dindmica de un gas de Bose con tales caracteristicas, entonces
debemos obtener la representacién matricial de cada uno de los operadores en la ecuacién (3.7) en la base
(3.4).

De la siguiente igualdad

(00 | K] ¢m) = (Dnony K| Pmom, ) » (3.10)

y como |@n,n,) = |6n.) [6n,) ¥ [Gmem,) = |Om.) |#m, ), por definicién de producto tensorial, se tiene
que |¢,, ) € By y }gbny> € E, de donde E, y E, son dos espacios de estados tales que E, N E, = (. La

accién de K sobre un eigenestado

K |¢mrmy> = (mac +my + 1) |¢mm> |¢my>a (311)

Sea |1) = |¢n) = |¢n,n, )- Entonces la representacién de matricial de Hy en la base (3.4) esta dada por

Hy=>"al (n|K|m)am = alam (mg +my +1)0n,m, 0nym, (3.13)
paran =m
Hy = alan (ns +ny, +1). (3.14)
Para H; tendremos
| o _
Hy, = 3 Zﬁ<nm \W (r,r")| kl) alal azaz, (3.15)
nmkl
de donde
(nm W (r,r")| k) = g / Pn, (T)Pm, (2) Pk, (€)1, (2) /(bny (Y)Om, (¥)n, (Y) b1, (y), (3.16)
WnIWLzlmkz Wnymylyk‘y



3. Gas de Bose a bajas temperaturas con interaccion entre sus particulas 28

g es la magnitud de la interaccién entre pares de particulas. Por lo tanto el Hamiltoniano total del sistema

en la base (3.4) se puede escribir como

H= Za;[laﬁ (ng +ny+1) + E Z {nm |W (r,r")| kI) alal ajag

— 2 ~_
nn nmkl
2 g
= H = Zaﬂam (ng +ny+1) + 5 Z Whmalo ks Wnymylykyai-tajﬁalfa,;. (3.17)
nm amkl

De nuevo hacemos énfasis que en nuestro andlisis del condensado de Bose-Einstein en 2D confinado en
una trampa armoénica sélo consideraremos los estados de menor energia ya que ez = (ny +ny, +1) ,
ng + ny = N Asi, en un oscilador en dos dimensiones tendremos que para £ =1, E =2y E = 3 existen
en total 6 posibles estados (ver Fig. 3.1), de los cuales para E = 2 se tienen dos estados con la misma

energia y para E = 3 se tiene tres estados con la misma energia.

=2 n},:Z
nx_—l n},=1
M, = 1, =0

Fig. 3.1: Oscilador armdnico en la coordenada x y en la coordenada y. El nimero total de estados para un oscilador en
dos dimensiones es 6, debido a la degeneracién (gn = n + 1), el primer estado excitado posee dos estados de igual

energia {(0,1),(1,0)} y el tercer estado posee tres estados de igual energia {(0,2),(1,1),(2,0)}

El grado de degeneracion para un estado con energia €, es g, = n+ 1. Y todos los posibles valores
de (ng,ny) son:
{(0,0),(0,1),(1,0),(0,2),(1,1,),(2,0)}. (3.18)
Con esto en cuenta entonces hacemos la siguiente asignacién para los nimeros de ocupacion

Con estas consideraciones reescribimos el Hamiltoniano del sistema como

6 6
A 1
H= Z a%aﬁeﬁ + 3 Z Wil ke Wnymylykyal%a;rﬂa[a,;. (3.19)
n=1 a,m,k,l=1

Ahora supongamos que queremos saber de cuantas formas podemos acomodar N particulas en cada uno
de los 6 posibles estados. Este problema es equivalente a calcular el nimero de formas en las que se puede

acomodar N objetos en I' nimero de cajas. Este calculo podemos hacerlo a través de la expresién
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(na,ny) | Estado
(0,0) 1
(0,1) 2
(1,0) 3
(0,2) 4
(1,1) 5
(2,0) 6

1/4 3/2 _p2,2
= (4 g ye )2

ﬁi) 1 e—B%y?/2

T

Tab. 3.1: Cada uno de los 6 estados posibles a los cuales se le asigna una etiqueta que nos servird para referimos a este

estado, en las dos columnas del lado derecho tenemos la funcién de onda a la cual corresponden tanto en el eje

x como en el eje y respectivamente.

_ T+ N-1)

(3.20)

Con esto obtendremos un conjunto { R} de formas posibles. Pero estos a su vez, también son los posibles

vectores base en el espacio de Fock [22] (R también serd la dimensién de la base), Ny, No, N3, N4, N5, Ng,

lo cual significa que hay N7 particulas en el estado 1, Ny particulas en el estado 2, etc. Utilizaremos esta

base para obtener la dindmica del gas de Bose confinado en la trampa armoénica de 2D. Por ejemplo,

la base (todos los posibles estados | N7, No, N3, Ny, N5, Ng)) para un sistema compuesto por 2 particulas

sera,

{10,0,0,0,0,2),10,0,0,0,1,1),10,0,0,0,2,0),0,0,0,1,0,1),0,0,0,1,1,0),[0,0,0,2,0,0) ,0,0,1,0,0,1),
0,0,1,0,1,0),10,0,1,1,0,0),10,0,2,0,0,0),10,1,0,0,0,1) ,]0,1,0,0,1,0), |0, 1,0,1,0,0), |0, 1,1,0,0,0),
‘0’270707 0’ 0> ) |1’07070707 1> ) |]‘7O’ 0707170> ) |1707 0’ ]‘7070> ) |1707 170’ 070> ) |171707 07 0’ 0> ) ‘2’ 070707 O’ 0>}

(3.21)

Entonces tendremos que la representaciéon de H para un sistema de N particulas en la base nimero de

ocupacién [22] dada por

se tendra que

({IN1, N2, N3, Ny, N5, Ng) } = {|v1) , ... [vn) .},

(3.22)
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o o) o) e o)
(v1] (il Hv1)  (w|Hlva) -+ (01| H|vm)
(o B o) = FLo = (va | (wol H|vr) (wo| Hlva) - (vo| Hlvm) | - (3.23)
Om| \ (nl Hlvr) (0| Hva) - (vp| H|vy)

Asf para |v,,) = [Ny, No, N3, Ny, N5, Ng), |v,) = |N{,N2/,N§,N4,Ngﬁ, N{)y arbitrarios y Nj...Ng, Nj...N{,

pueden tomar cualquier valor entre 0 y N pero con la restriccién Y. N; = N, de donde N es el niimero
i=1

total de particulas que conforman al gas de Bosones

6
Hpp = 5 (N{, N, Nj, N, N§, NS aban [Ny, Na, N3, Nu, N5, Ng) ,

n=1

6
+%anmzlzsznymylyky <N{7N57N§7N41aN5/7Né| 27 a%aiﬁal_alz;|N17N27N37N47N55N6>- (3 24)
a,m, k=1 .

A partir de esto, nos damos cuenta que H, (el segundo miembro del lado derecho de la ecuacién anterior)
no es una matriz diagonal como en el caso de E[O, esto es importante, ya que aquellos elementos H,,;,
fuera de la diagonal haran posible las transiciones que nos llevaran al estado de equilibrio.

Como ya hemos deducido el Hamiltoniano efectivo del sistema, entonces podemos resolver de manera
numérica a la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo para el gas de Bose a bajas temperaturas.

La ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo es:

., 0
iho [9(8) = H[p(2)) - (3.25)

A través del método de diferencias finitas a segundo orden encontramos que dada una condicién inicial(i.e
un estado inicial |¢(0))), la solucién a la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo para un cierto
intervalo de tiempo At es

[ (A6)) = [9(0)) — 3 H (1)) A (3.26)

Entonces la solucién a la ecuacién de Schrodinger para un tiempo (en unidades arbitrarias) ¢ + At es

91+ A1) = [0(t — A1) — 2 H [()) A, (3.27)
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Con estos resultados ahora si podemos estudiar la dindmica del gas de Bose a muy bajas temperaturas.
Entonces analizaremos cémo es la evolucién temporal de algunos valores esperados, como por ejemplo la
poblacién de los estados Ny, No, N3, N4, N5, Ng a partir de un estado inicial.

Definamos los operadores de niimero para cada uno de estos 6 estados como

Ni = —a,a;, (328)

coni=1,...,6 y N es de nueva cuenta el nimero total de particulas en el sistema y que consideramos
constante en el tiempo. El valor esperado de cada uno de estos operadores para una condicién inicial
|)(0)) = | N1, Na, N3, Ny, N5, Ng), N1, No, N3, Ny, N5, Ng arbitrarios y considerando que [1(0)) no sea un

eiegenestado de H sera

(W (0)| N; [(0)) = ((0)] ~-afai[$(0)), (3.29)

en esta base nos damos cuenta que la matriz (N;),., es diagonal. Asf la evolucién temporal del valor
esperado sera

()] N: ji(1)) = ()] 5l k() (330)

Esta ecuacion nos permitird estudiar el gasa de Bose con interacciones entre sus particulas y podremos
estudiar como varia la poblaciones para cada uno de los seis estados como funcién de la variable adimen-

sional de tiempo ¢ como se vera en el siguiente capitulo.



4. DINAMICA DE LA POBLACION DE LOS ESTADOS DE ENERGIA MAS BAJOS
DE UN GAS DE BOSE CONFINADO EN UNA TRAMPA ARMONICA EN 2D

Para finalizar este estudio, en este capitulo se presentan los resultados de nuestro anélisis y discusiones,
asi como las perspectivas a futuro.

Se analiz6 la evolucién temporal de la formacién de un Condensado de Bose-Einstein confinado en una
trampa arménica en 2D. En particular se estudié cémo alcanza el equilibrio un sistema de bosones con
interacciéon a muy bajas temperaturas confinado en un potencial arménico isotrépico en dos dimensiones.
Con esta suposicién por lo tanto se tiene la condiciéon de que solamente los estados con menor energia
pueden estar ocupados. Se utilizé el método de diferencias finitas a segundo orden descrito en el capitulo 3
para estudiar la dindmica de las poblaciones del estado estado base y de los siguientes 5 estados excitados
de un oscilador arménico isotrépico en dos dimensiones. Durante el cdlculo numérico se asegurd que la
normalizacién del vector de estado tuviera una precisién de al menos 1 parte en 10%. Para este anélisis
se consideraron sistemas formados por 10, 14 y 15 particulas sujetos a diferentes condiciones iniciales y
diferente magnitud de interaccién entre sus particulas. Los valores considerados de g se eligieron siempre

positivos, es decir las particulas tienen interaccion efectiva repulsiva.

4.1. Resultados y Discusion

En esta seccion se enumeran los casos que se estudiaron para sistemas formados por 10, 14 y 15. Las
razones por las cudles de decidio el nimero de particulas se detallaran en el transcurso de esta seccion.

Para el andlisis correspondiente a N = 10 se consideraran los siguientes casos:
L. |#(0)) =10,0,5,5,0,0), g =0.4
2. |4(0)) =10,0,0,0,0,10), g =1.1

1. Como se establece arriba, la condicién inicial estd dada por el estado [¢(0)) = | N1, Na, N3, Ny, N5, Ng)
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de donde Ny = 0,N; = 0,N3 = 5, N4 = 5, N5 = 0, Ng = 0, es decir de acuerdo con la Tabla
3.1 corresponde a los niveles (ng,ny,) = (1,0), (ng,ny) = (0,2), sus correspondientes energias son
E19 = 2y Ego = 3 respectivamente. Utilizando las ecuaciones (3.28) y (3.30) se determinard numéri-
camente la evolucién temporal de las poblaciones en cada uno de los estados. Como hemos senalado

anteriormente el pardmetro usado para la interaccién entre pares de particulas es g =0.4. La Fig.4.1

Estado inicial ((U. Ill)J —
WY — 0,
[1)(0)) = |005500) (L0
02
0s (1.1)
(2,00
st
=
=04t
02
HMWJ
D 1 1 1 1
0 20 40 t B0 80 100

Fig. 4.1: Valor esperado del operador de niimero N3 y N4 como funcién del tiempo ¢. La poblacién inicial en los estados 3

y 4 es de 5 particulas, g =0.4 para N = 10.

nos muestra la evolucién temporal de las poblaciones en los todos lo estados. Los estados 3 y 4 que
inicialmente estaban poblados con el 50 % de las particulas del total del sistema; dichas poblaciones
se estabilizaron en una poblacién de aproximadamente 20 % del total de particulas del sistema para
tiempos mayores que 1) ¢ = 35. En el caso de la poblacién del estado base (i.e el estado , crece hasta
alcanzar el 10 % de la poblacién total del sistema a partir de ¢ = 25, esta se estabiliza y en promedio
se mantiene constante ya que las fluctuaciones son muy pequenas. Por otro lado las poblaciones en
los estados 2, 5, 6, crecen tan rapido como las poblaciones en los estados 3 y 4 decrecen en forma
analoga, y se estabilizan para tiempos mayores que ¢ = 40 ocupando en promedio el 17% de la

poblacion total. Nos podemos dar cuenta que la magnitud de la interaccién g es lo suficiente para
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que aproximadamente un 10 % de las particulas del sistema pueblen el estado de menor energia. Es
importante senalar que este sistema también se estudio para una magnitud de g = 0, en este caso
se obtuvo el comportamiento semejante al de un gas ideal, ya que si se comienza con una condicién
inicial, el valor esperado de los operadores de niimero para N3 y N4 se mantienen constantes para
todo t es decir no se tienen fluctuacion en el tiempo para cualquiera de los estados. En nuestro
analisis del sistema de 10 particulas nos damos cuenta que las poblaciones fluctiian con el tiempo,
pero estas son de mucho menor magnitud que en el inicio, ya que el sistema se estabiliza después de
cierto tiempo t y por consiguiente ha logrado un retermalizacion debido a la interaccién entre sus
particulas. Este sistema también se estudio para magnitudes de g muy inferiores a 0.4, y para el cual
nos dimos cuenta que se necesitaba de un mayor tiempo de estudio si se desea alcanzar el equilibrio.
Por otro lado si la magnitud de la interaccién era superior a g =0.4 las poblaciones de cada uno
de los estados del sistema alcanza més rapidamente el equilibrio (¢ ~ 1) pero las fluctuaciones son
considerablemente mayores y no disminuyen para algiun tiempo ¢. Esto nos dice que debido a la
magnitud de la interacciéon y al nimero de particulas en el sistema, se tienen un mayor nimero de
transiciones de un estado a otro y con lo cual el nimero de fluctuaciones se mantendran constantes

durante todo el tiempo de estudio.

2. La condicién inicial en este caso estd dada por el estado |¢(0)) = |0,0,0,0,0,10) de acuerdo con
la Tabla 3.1, corresponde al nivel (ng,n,) = (2,0), su correspondiente energia es Egy = 3. En el

presente analisis el parametro usado para la interaccién entre pares de particulas es de g =1.1.

En la Fig. 4.2 observamos la evolucion temporal de la poblacién del estado 6 y se observa cémo
decrece muy rédpidamente hasta alcanzar el equilibrio una poblacién de aproximadamente el 17 % del
total del sistema, en seguida crece y oscila entre el 24 %. Para los estados 1, 2, 3, sus poblaciones se
incrementan hasta alcanzar un promedio del 12% en t = 6. Se puede observar que las fluctuaciones
en la poblaciones de cada uno de estos estados estan alrededor de dicho porcentaje parat > 6. Para el
estado 4 se tiene fluctuaciones més pronunciadas comparadas con los dos estados de menor energia,
y estas se mantienen en un promedio del 16 %. Para los estados 5, 6 las fluctuaciones son semejantes
al las fluctuaciones del estado 4, pero estas se mantienen en un promedio de aproximadamente el
24 % de la poblacién total del sistema y las cuales se mantiene hasta finalizar el tiempo de estudio
del sistema. Es importantes resaltar como se ve afectada la evolucién temporal para cada una de

las poblaciones cuando cambiamos la condicién inicial y la magnitud de la interaccién entre pares
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Estado inicial ((ld Illj) -
[1b(0)) = [0000010) (o)
0,2)
08 (11—
(2,0)
02 H
Y - & l £
0 . . . .
0 20 40 i RO a0 100

Fig. 4.2: Valor esperado del operador de niimero Ng como funcién del tiempo ¢. La poblacién inicial en el estado 6 es de

10 particulas, g =1.1 para N = 10.

de particulas, ya que se puede observar como el sistema se estabiliza para un tiempo ¢ mucho
menor que en el caso anterior, pero podemos notar que un mayor numero de transiciones para cada
uno del estados e inclusive el nimero promedio de particulas en el estado base es 7% superior al
caso anterior. Este sistema nos servirda como base para el andlisis de sistemas con mayor ntimero
de particulas, puesto que los dos estados de menor energia nos muestran un menor ntmero de
fluctuaciones y nos da un idea de como hacer que un sistema con pocas particulas pueda alcanzar

es estado estacionario en poco tiempo.

Para el analisis correspondiente a N = 14 se considera el caso para el cual la condicién inicial estd dada
por el estado |(0)) = 10,7,0,7,0,0) de acuerdo con la Tabla 3.1 corresponde a los niveles (ng,n,) =
(0,1), (nz,ny) = (0,2), sus correspondientes energias son Eyy = 2 y Ego = 3 respectivamente. Se
analizé numéricamente la evolucién temporal de las poblaciones en cada uno de los estados. El parametro
usado para la interaccién entre pares de particulas es de g = 0,6.

En al Fig.4.3, nos podemos dar cuenta que el sistema se estabiliza a partir de ¢t = 8, es notable las

diferencias en la evolucion temporal de las poblaciones para cada unos de los estados con respecto a
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Estado mnicial 0,00 ——
H(0Y) = |070700) (0,1)
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Fig. 4.3: Valor esperado del operador de ntimero N2 y N4 como funcién del tiempo t. La poblacién inicial en los estados 2

y 4 es de 7 particulas, g =0.6 para N = 14.

N = 10 (caso 1), pues en este caso se reduce considerablemente el tiempo en que el sistema alcanza
el equilibrio. Las poblacién en el estado base se mantiene en aproximadamente el 10 %, para el estado
2 ahora la poblacién se mantiene alrededor del 16 %, para el estado 3 se mantiene alrededor del 15 %,
para los estados 4, 5 y 6 la poblacién se mantiene en el 20 %. Este resultado es consecuencia de haber
incrementado la magnitud de ¢ y el nimero de particulas. De igual forma notamos que las transiciones
para cada uno de los estados se reduce de manera considerable y estas se hacen casi 0 para un tiempo
mayor que ¢ = 8 donde se ha alcanzado el estado estacionario. Otra forma de alcanzar el equilibrio
depende de la condicién inicial como se verd para un sistema formado por 15 particulas.

Para el andlisis correspondiente a N = 15 se consideraran los siguientes casos:
L. [¥(0)) =10,0,0,0,0,15), g =1.2
2. [¢(0)) =10,0,0,0,0,15), g =15

1. La condicién inicial en este caso estd dada por el estado [1(0)) = |0,0,0,0,0,15) de acuerdo con

la Tabla 3.1, corresponde al nivel (ng,n,) = (2,0), su correspondientes energia es Es = 3. En el
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presente andlisis el parametro usado para la interaccién entre pares de particulas es de g = 1,2.

En al Fig.4.4 podemos ver como la poblacién de los estados estados 1, 2, 3 y 5 se estabiliza en

Estado inicial (0,0) ——
WOV — 1000001 5 (0,1)
[(0)) = |0000015) w0
02
08 r 1,1)
(2,00
-E- 06
o4t
02
e N
o 1
0 5 10 15 ¢ 20 25 an 35

Fig. 4.4: Valor esperado del operador de niimero Ng como funcién del tiempo ¢. La poblacién inicial en el estado 6 es de

15 particulas, g =1.2 para N = 15.

aproximadamente el 16 % de la poblacién total de particulas del sistema, para los estados 4 y 6 se
estabilizan en aproximadamente el 20 % de la total del particulas en el sistema. Podemos observar
las diferencias significativas que existen tanto en el tiempo de relajacion del sistema como el ntimero
de fluctuaciones de los estados respecto al caso de N = 10, pues aqui el sistema se equilibra a t = 7,
y esto no solamente para algunos estados, estos sucede en conjunto. El porcentaje de particulas para
los estados 1, 2 y 3 es el mismo que en el caso de N = 10, pero podemos ver que el estado N5 ahora
se une a este conjunto al equilibrarse a ¢t = 7 al mismo porcentaje del total de particulas del sistema.
Es importante mencionar que el sistema tinicamente se estudié para un tiempo maximo de t = 30
porque vemos que este sistema alcanza el estado estacionario (excepto por pequetias fluctuaciones
de aproximadamente el 2 %) y consideramos que asi se mantendré para todo ¢ > 30. Con respecto
al caso de N = 14, vemos que aqui a pesar de que la magnitud de g es mayor, las fluctuaciones son

minimas y esto se debe a que el sistema se estabiliza mas rapidamente con un valor de g apropiado
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de tal forma que las particulas sufran menos transiciones de un estado a otro y se pueda obtener el

estado estacionario.

2. La condicién inicial en este caso estd dada por el estado |¢(0)) = ]0,0,0,0,0,15) de acuerdo con
la Tabla 3.1, corresponde al nivel (n,,n,) = (2,0), su correspondientes energia es Egy = 3. En el

presente andlisis, el parametro usado para la interaccién entre pares de particulas es de g =1.5.

[ =)

Estado micial
[¢(0)) = |0000015)

— D

08 r

e

02 r

Fig. 4.5: Valor esperado del operador de niimero Ng como funcién del tiempo ¢. La poblacién inicial en el estado 6 es de

15 particulas, g =1.5 para N = 15.

En la Fig.4.4 es facilmente apreciable que el sistema alcanza el equilibrio para ¢ < 6. Nuevamente
vemos que a medida que se incrementa la magnitud de g, el tiempo que le toma al sistema alcanzar
el equilibrio se reduce. Pero podemos observar algunas diferencias con respecto al caso anterior,
pues aqui todos los estados se equilibran con aproximadamente el 17 % del total de particulas del
sistema. En el caso para N = 10 observamos como los estados 1, 2 y 3 se estabilizaban alrededor
del 16 % y en el caso anterior vimos como el estado 5 se agregd a este conjunto. Aqui podemos
observar como cada uno de los estados se estabilizan manera similar pero ahora alrededor del 17 %
y esto ocurre para el mismo tiempo t. Esto nos brinda una idea de como serd el comportamiento

para un sistema con un nimero mayor de particulas y una magnitud de g apropiada para permitir
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las transiciones entre los estados antes de alcanzar el equilibrio, de tal forma que estas tiendan a 0 a
medida que el sistema evoluciona y se pueda lograr el estado estacionario en el cual todo el sistema

haya alcanzado un estado de menor energia.

4.2. Conclusiones

En conclusién en este trabajo se ha estudiado la dindmica de un gas de Bose, confinado en un potencial
arménico bidimensional e isotropico. En primer lugar se estudié la condensacion de Bose-Einstein confi-
nado en un potencial arménico bidimensional. A través del método estandar de la Mecénica Estadistica
derivamos las cantidades termodindmicas, en particular los valores de N, E y T.. Enseguida se estudié al
sistema considerando que se trataba de un gas diluido, de tal forma que sélo las interacciones entre pares
de particulas fueron relevantes para su descripcién dindmica; agregamos un potencial de interaccién el
cual es valido en el limite de bajas energias y en la aproximaciéon de Born. Usando el formalismo de la
segunda cuantizacién deducimos el Hamiltoniano efectivo del sistema. Encontramos que este posee térmi-
nos diagonales como consecuencia de haber considerado como base a los estados de oscilador arménico,
y términos de interaccién no diagonales. Utilizando la representacion de Fock, este Hamiltoniano se es-
cribid en una base adecuada para resolver numéricamente la ecuacién Schrodinger dependiente del tiempo
para una condicién inicial dada. Esta condicién nos permitié en cada caso establecer la poblacién al tiem-
po t = 0. Un vez que se obtuvo la solucién a la ecuaciéon de Schrodinger se pudo calcular el promedio
temporal de las poblaciones en cada estado, es decir se estudio la evolucién temporal del sistema. Todos
los casos estudiados se especificaron en la seccién anterior.

En cada uno de estos casos estudiados, se observé que el papel de N y la magnitud de la interaccién
g son muy importantes, ya que ambos determinan la dindmica del sistema. Se excluyeron los resultados
para sistemas formados por un nimero de particulas menor a 10 debido a que la interaccién entre
particulas no permiten que el nimero de fluctuaciones durante todo el tiempo de estudio del sistema
disminuyan, y esto es légico pues a menor nimero de particulas, el nimero de fluctuaciones aumenta.
Es importante senalar que con estos sistemas observamos que a medida que se incrementa la magnitud
de la interaccién g se obtenia que el sistema se estabilizaba para un tiempo ¢ muy corto después de
comenzar la evolucién(t < 1), ademds las fluctuaciones sucedian a intervalos de tiempo més cortos. De
las gréficas anteriores es posible notar la diferencia en la evoluciéon temporal para las poblaciones de 10,

14 y 15 particulas, pues el tamano finito del sistema es un obstéculo para que el nimero de fluctuaciones
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se reduzcan y se alcance el estado estacionario. Las condiciones para alcanzar el equilibrio no fueron las
mismas para todos los casos, por ejemplo si asignamos un valor de g al sistema partiendo de la condicién
inicial en la que todas las particulas comienzan en Ng y se alcanza el equilibrio en cierto ¢, el valor de
g partiendo de un condicién inicial en la que las particulas estdn distribuidas de manera simétrica (para
un valor de N par) en algin entre 1 y 6 puede ser menor. Esto se puede explicar ya que para ciertas
condiciones iniciales, se debe tener un valor de €, — €,_1 &~ g para que sean posibles las transiciones de
un estado a otro. Por ejemplo es ficil ver esta condiciéon cuando g = 0 donde no hay interaccién entre
particulas, las poblaciones del estados permanecen en el estado inicial |1(0)), en cambio cuando se utiliza
un valor muy grande para ¢ la interaccién provoca mayor fluctuaciéon en las poblaciones de cada uno
de los estados y es posible ver mayor transicién entre estados, y por supuesto dichas transiciones son
notablemente mayores entre estados con la misma energfa (i.e debido a la degeneracién). Una pregunta
que podria hacerse es ;Cudl es la temperatura del sistema?, esta pregunta no tendria sentido para el
sistema que se esta considerando, ya que al tratar con nimero muy pequeno de particulas, no es posible
definir una temperatura para el sistema, pero podemos concluir que el sistema llega a un estado de menor
energia como resultado de las interacciones entre sus particulas, por ejemplo el valor esperado de la
energia cuando el nimero de particulas del sistema es N = 10 y las condiciones |1(0)) = [005500), g =0.4
es (Y(t)| Ev(t)) = 28.05, y por supuesto esta crece a medida que se aumenta el niimero de particulas al
sistema.

En este trabajo tnicamente se utilizé un sistema de hasta 15 particulas debido a las limitaciones
computacionales que actualmente se tienen, ya que a medida que se aumenta el nimero de particulas,
el Hamiltoniano H,,, crece en dimensiones de R x R, de donde R es el tamano de la base en el espacio
de Fock, lo cual implica un enorme incremento en el tiempo de célculo. Sin embargo, se estd viendo la
posibilidad de aumentar la eficiencia del programa utilizado para calcular la evolucién temporal de cada
uno de los estados e incluso utilizar equipos de computo con capacidad muy superior a las utilizadas en
este estudio y con esto serd posible incrementar el nimero de particulas del sistema. Otra caracteristica
importante es que este estudio se puede extender a 3D y un ntimero mayor de estados, asi como estudiar

la dindmica del gas de Bose en potenciales arménicos anisotrépicos de 2D y 3D.
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