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Introduccion

A pesar de los esfuerzos por incentivar el desarrollo de mercados fi-
nancieros que brinden una oportunidad para capitalizar fondos de pensiones,
estos no han dado los resultados esperados; las empresas administradoras de
los fondos de pensién, no cubren las necesidades que la poblaciéon margina-
da necesita, motivo por el cual el Estado, en calidad de protector de las
garantias que la seguridad social establece, destina grandes flujos de dinero
para sostener un sistema debilitado, fracturado y desvalido.

El cambio en el sistema de pensiones mexicano busco desde un inicio ter-
minar con el déficit presupuestal del gobierno federal, sin embargo, a pesar
de casi 10 anos de la nueva reforma e implementacion de un sistema de capi-
talizacién individual, los cambios no se han visto reflejados para el gobierno,
y mucho menos, en la economia de los mexicanos.

Hoy en dia, el problema se ha ido incrementando, los rendimientos pro-
puestos por las administradoras de los fondos de pensiones no son, ni por
mucho, acordes con las necesidades basicas de los futuros pensionados. El
gasto por la pension minima garantizada que el Estado tiene por ley, la obli-
gacion de proporcionar, acarreara grandes problemas financieros al gobierno
federal.

El presente trabajo, se enfoca en el ramo de pensiones por cesantia en
edad avanzada; tiene como objetivo, demostrar que es posible obtener ma-
yores rendimientos de los fondos de pensiones respecto a los rendimientos
ofrecidos por las Administradoras de Fondos para el Retiro (Afores).

La introduccion del andlisis estocastico en las finanzas ha dado la pau-
ta para establecer mecanismos que describen el comportamiento de activos

IX



X INTRODUCCION

financieros para cuantificar el riesgo mediante ecuaciones diferenciales y sus
soluciones. El uso de métodos numéricos como herramienta de aproximacion
a dichas soluciones, son una referencia de utilidad para el ambito financiero.
Cientificos como L. Bachelier, Norbert Wiener, Harry Markowitz, Kiyosi Ito
y Robert C. Merton por mencionar algunos, han desarrollado y pulido he-
rramientas para el analisis financiero en base a modelos mateméticos. La
elaboracion del trabajo es una breve recopilacién de dichos modelos y su
aplicacién directa en el sistema de pensiones de México.

En el capitulo 1 se senala a manera de introduccién, una sintesis histérica
de la seguridad social en México, en particular del sistema de pensiones; se
establece el trabajo regulador de la Comision Nacional del Sistema de Aho-
rro para el Retiro (CONSAR), asi como las funciones de las AFORES en
conjunto con las Sociedades de Inversion Especializadas en Fondos para el
Retiro (SIEFORES) en el sistema de pensiones; se revisa la ley del Sistema
de Ahorro para el Retiro, los fondos que existen y su tipo de inversién.

En el capitulo 2 se desarrolla la teoria de los procesos estocasticos, en
particular, sobre el movimiento Browniano y el lema de Ito6 para establecer
modelos estocasticos de cobertura y seleccion 6ptima de activos.

El capitulo 3 es un estudio sobre la teoria del portafolio desarrollada
por Harry Markowitz, bajo el enfoque media-varianza con la variante de
rendimientos lognormales y reevaliio de portafolios; se establece un método
alternativo al de multiplicadores de Lagrange, para establecer el rendimiento
de varianza minima global, a partir del cual, obtenemos los portafolios que
conforman la frontera eficiente.

En el capitulo 4, se realiza la aplicacién utilizando acciones que cotizan
en la Bolsa Mexicana de Valores (VMB) y que cumplan con lo senalado en
la ley de la CONSAR, un anélisis bajo el enfoque del Capital Asset Pricing
Model (CAPM), se establecen modelos de cobertura mediante la construccion
de opciones sintéticas, su valuaciéon utilizando la formula de Black, Sholes y
Merton, asi como cédlculo de valor en riesgo mediante el modelo VaR.



Capitulo 1

Pensiones en México

En este capitulo se presentan dos sistemas de pensiones establecidos en
México derivadas de la seguridad social; se mencionan los cambios que han
sufrido dichos planes en su normatividad, de acuerdo a las modificaciones
en sus respectivas leyes, se presentan algunos cuadros de los rendimientos
y comisiones que ofrecen las diversas Afores y por ultimo establecemos los
patrones de inversion que las Siefores deben seguir. El contenido del capitulo
se basa en lineas generales de [1], [6], [7] v [13]

1.1. Seguridad social y pensiones

La seguridad social es un modelo que se establecié desde finales del siglo
XIX y tiene sus origenes en Alemania (Bismark 1883). La finalidad de la
seguridad social es controlar la desigualdad social y permitir el desarrollo de
las personas mas vulnerables a través de programas de servicios médicos y
recursos financieros cubiertos mayoritariamente por el Estado. Para el caso
de las pensiones, el objetivo es garantizar un nivel de vida igual o similar al
que gozo el trabajador durante su vida laboral.

Desafortunadamente el costo presupuestal que tiene la implementacion
de dichos sistemas ha mermado las economias de los paises que implementan
planes de seguridad publicos, lo que ha traido como consecuencia, que se
reformen sus leyes o que desaparezcan por completo los planes.

Las pensiones forman parte del conjunto de prestaciones que cubre la se-
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guridad social. Para el caso de cesantia en edad avanzada (CEA), los traba-
jadores obtienen compensaciones periddicas por los anos de trabajo realizado,
se conforman de manera tripartita (patrén, empleado y Estado) y permiten al
trabajador obtener un ingreso en la vejez. Para establecer los calculos refer-
entes a la suma de dinero que el empleado recibira a la edad de retiro(CEA),
existen dos tipos de planes de pension: planes de beneficio definido y planes
de contribucién definida.

1.1.1. Planes de beneficio definido

En este esquema, se establece de antemano la cantidad que el trabajador
recibira al término de la vida laboral sin importar los activos que se hayan
consolidado a partir de las aportaciones de (patrdn, empleado y Estado). Para
poder establecer el beneficio se requiere de un cédlculo actuarial en base a in-
formacién como: salario, tipo de empleo, antigiiedad laboral (tiempo minimo
de cotizacion), edad de jubilacién, esperanza de vida, sexo entre otros.

Los planes de beneficio definido tienden a desarrollar un incremento lento
en el valor presente de los beneficios durante los primeros anos, y se acelera
conforme se acerca la edad de retiro; esta caracteristica se puede traducir en
un bajo costo para los trabajadores jovenes pero elevado para la poblacién
laboral mas vieja.

El financiamiento en este tipo de planes se basa en un desarrollo actua-
rial. Los céalculos se deben hacer tomando en cuenta, que el monto de las
contribuciones que el patrén, empleado y Estado realizan, debe asegurar que
el fondo para la jubilaciéon cumpla con las obligaciones de pagos futuros, es
decir, que el valor presente de las contribuciones, sean mayores a sus benefi-
cios.

Cuando la administracién de los activos aportados (reservas) no estan
consolidados para continuar con el plan, se dice que es un sistema de reparto
ya que, la remuneracion del retirado es pagada mediante las aportaciones de
los trabajadores en activo.
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1.1.2. Planes de contribuciones definidas

Es un plan en cual, se establecen las contribuciones que realizaran pa-
tron, empleado y Fstado, pero, a diferencia del plan de beneficio definido, la
pension se basa unicamente en la cantidad que exista en la cuenta, por lo
que las aportaciones y los rendimientos son la inica manera de incrementar
la cuantia de la pensién. Los beneficios en este tipo de plan dependen del
balance de la cuenta en el momento en el cual se necesite hacer uso de los
recursos. A pesar de que los individuos controlan sus aportaciones y pueden
escoger el tipo de inversion 6ptimo, las administradoras tienen un alto grado
de responsabilidad sobre el fideicomiso incluyendo la seleccién de opciones
de inversién y proveedores administrativos.

Actualmente en México, las pensiones se manejan bajo este esquema.
Por tal motivo, se pretende examinar tanto en este capitulo como en los
posteriores, las caracteristicas de un sistema de capitalizacion mediante fon-
dos de inversion, diversificacion y rendimientos observados. Debemos ten-
er muy claro, que el riesgo en éste plan, recae directamente en el Estado,
pues por ley, se asegura una pensiéon minima garantizada, por lo que si los
rendimientos menos las comisiones no generan ganancias sustanciales, el Es-
tado seguira destinando muchos flujos de efectivo y el problema no habra sido
resuelto.

1.2. Principales modelos en México

1.2.1. Antecedentes

La seguridad social en México, tuvo sus inicios en 1904 a través de la
Ley de Accidentes de Trabajo del Estado de México; posteriormente en 1906
se expide la Ley sobre Accidentes de trabajo del estado de Nuevo Ledn, en
la cual, se reconoce que los empleadores deben tener la obligaciéon de aten-
der a sus empleados en caso de enfermedad, accidente o muerte durante el
cumplimiento de sus labores. Posteriormente se incorporé a la Constitucion
de 1917 el articulo 123, el cual estipula que los estados y el Gobierno Fede-
ral regulen las relaciones laborales y, que se establezcan cajas de seguro de
invalidez, de vida, de cesantia voluntaria del trabajo y de accidentes.

En 1925 se expidié la Ley de Pensiones Civiles y se cred la Direccién
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General de Pensiones Civiles de Retiro la cual, comprendia la proteccién de
la salud, préstamos y pensiones por vejez, inhabilitaciéon y muerte. A pesar de
la ley promulgada y la direccion creada, el sistema de pensiones mexicano fue
incorporando lentamente a los trabajadores. En un principio, los funcionarios
y empleados del gobierno federal fueron el tnico grupo privilegiado por la
seguridad social; paulatinamente se fueron incorporando los militares, maes-
tros publicos, ferrocarrileros y trabajadores del sector energético (petroleros
y electricistas).

1.2.2. Instituto Mexicano del Seguro Social

En 1943 se expidi6 la Ley de Seguridad Social y se cred el Instituto Mexi-
cano del Seguro Social (IMSS). El IMSS proporcionaba programas en materia
de: riesgos del trabajo, salud, invalidez, vejez y muerte, asi como cesantia en
edad avanzada financiado por aportaciones tripartitas (empleado, empleador
y gobierno).

Con la finalidad de extender la seguridad social a grupos vulnerables y
desprotegidos, en 1973 se promulgé la Ley del IMSS, la cual establecié la
cobertura obligatoria del IMSS para trabajadores independientes, al servicio
doméstico y pequenos empresarios.

En 1995 debido a la dificultad para hacer frente al déficit financiero que
trajo el sistema de reparto y la imposibilidad de seguir manteniendo las
reservas actuariales debido principalmente a la transicion demografica, se re-
formé la ley del IMSS siguiendo el modelo chileno; se elimina el sistema de
reparto del seguro de retiro, cesantia en edad avanzada y vejez introduciendo
un sistema de capitalizacién individual.

Segtn lo establecido en la Ley del IMSS de 1997 se debe tomar en cuenta
lo siguiente:

= Cuotas y aportaciones

Para cesantia en edad avanzada y vejez tanto patrones como trabajadores
aportan el 3.150% y 1.125% sobre el SBC respectivamente. En este ca-
so, la contribucién del Estado sera igual al 7.143% del total de las cuo-
tas patronalesn (.225% del SBC). El Gobierno Federal complementard con
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una aportacién mensual (cuota social) equivalente al 5.5 % del salario mini-
mo general vigente para el Distrito Federal. El valor del importe se actua-
lizara trimestralmente de acuerdo con el indice Nacional de Precios al Con-
sumidor (INPC).

= Requisitos para otorgar una pension

La pensién por cesantia en edad avanzada sera dada a los trabajadores
después de los sesenta anos de edad. El trabajador debe tener 1250 semanas
cotizadas; en caso de no tener el tiempo establecido, el trabajador podra re-
tirar en una sola exhibicién el saldo de su cuenta individual.

1.2.3. Instituto de Seguridad y Servicios Sociales de
los Trabajadores del Estado

En 1959 se promulgd la Ley del Instituto de Seguridad y Servicios Sociales
de los Trabajadores del Estado (ISSSTE) delegando el IMSS al ISSSTE la
facultad para organizar los programas de los trabajadores de gobierno.

En 1983 se promulgd una nueva ley del ISSSTE en la cual se establece
un sueldo regulador para calcular la cuantia de las pensiones; el sueldo se
ajusta a partir del promedio del sueldo béasico de los tres ultimos anos de
servicio de cada trabajador. Con la nueva ley, el ISSSTE reduce los tiempos
y condiciones para otorgar una pension.

Actualmente el ISSSTE es un organismo descentralizado con patrimonio
propio conformado por las aportaciones que los trabajadores hacen quin-
cenalmente tanto al fondo de pensiones (seis por ciento del SBC) como al
servicio médico y maternidad (dos por ciento del SBC).

En 1992 se creé el Sistema de Ahorro para el Retiro (SAR), el cual, es
un sistema de cuentas individuales con dos subcuentas; las aportaciones (dos
por ciento del SBC) las hacen las dependencias o entidades del Estado y se
realizan en bancas comerciales.
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1.3. Modalidades de inversion

El nuevo modelo de pensiones es controlado por empresas denominadas
Administradoras de Fondos para el Retiro (Afores) y los rendimientos obtenidos
por las aportaciones son invertidos en fondos mediante las Sociedades de In-
version Especializadas en Fondos para el Retiro (SIEFORES).

La CONSAR ha hecho modificaciones para mejorar el funcionamiento del
sistema de pensiones en México. Desde su creacion, ha funcionado como regu-
lador del sistema para el bienestar de los trabajadores que se han incorporado
a partir del 1 de julio de 1997 al nuevo plan de pensiones. La tarea no ha sido
facil, pues la transicién del viejo plan instaurado por el IMSS y el ISSSTE
al nuevo plan administrado por las AFORES no se ha aceptado y la presion,
tanto para el estado como para las diversas administradoras es continua y
cada vez mas directa, los problemas que atrae el establecer una pensién mini-
ma garantizada por parte del estado y las cuotas excesivas que cobran las
administradoras son un tema dificil de evaluar. Por tal motivo la ley del
SAR ha ido evolucionando a lo largo del tiempo a fin de establecer nuevos y
mejores parametros de inversion que permitan obtener mayores rendimientos
sin descuidar, por supuesto, el marco de seguridad establecido rigurosamente.

A partir de enero de 2005 entré en funcionamiento un nuevo régimen con
nuevas alternativas de inversion, con lo cual se busca un manera viable de
obtener mayores rendimientos y diversificar la seleccién de activos de una
cartera. Con esto se pretende que los trabajadores que cuenten con menores
ingresos, sean los mas beneficiados.

Anteriormente las AFORES establecian un fondo unico el cual era inver-
tido; hoy en dia existen las sociedades de inversion bésicas 1 y las sociedades
de inversién bésicas 2 las cuales tienen las siguientes caracteristicas:

Sociedades de inversion basicas 1

Los planes de inversién en estas sociedades son disenados para adminis-
trar e invertir las aportaciones de los trabajadores que tienen 56 anos o mas
y aquéllos que decidan establecer sus aportaciones en este fondo, el cual se
caracteriza por ser de menor riesgo.
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Se puede invertir en valores nacionales, valores internacionales de deuda
(méximo 20 % del total del ahorro) y sélo serd mediante titulos emitidos por
gobiernos y empresas con alta clasificacion crediticia.

Sociedades de inversion basicas 2

Los planes de inversién en estas sociedades son disenados para adminis-
trar e invertir las aportaciones de los trabajadores que tengan menos de 56
anos de edad y aquellos que decidan establecer sus aportaciones en este fondo.

Se puede invertir en valores nacionales, valores internacionales (méaximo
20 % del total del ahorro) tanto de deuda como en notas con capital protegido
ligadas a los indices accionarios mas importantes del mundo, instrumentos de
inversion con capital protegido al vencimiento ligados a indices accionarios
(maximo 15 % del total del ahorro).

Segun la CONSAR, al invertir en indices accionarios se establece de an-
temano la diversificacion, ya que dichos indices son canastas de acciones y
la inversién se realizard mediante notas con capital protegido, es decir, el
capital inicial estara protegido a la fecha de vencimiento.

Una aportacion interesante que he planteado en el trabajo es establecer
una diversificacion de portafolio con acciones AAA que optimicen mi frontera
eficiente y permita obtener mayores beneficios (rendimientos) con el mismo
riesgo o ain mejor que utilizando indices.

A continuacion se presenta un ejemplo sencillo pero muy ilustrativo sobre
capitalizacion y sobre el problema central de la tesis.

Ejemplo.
La capitalizacién es el proceso de ir del valor presente (VP), al valor fu-
turo (VF), es decir, es el valor que alcanzard una inversién en alguna fecha

futura devengando intereses a una tasa compuesta.

Supongamos que tenemos dinero depositado en nuestra Afore, la cantidad
acumulada es de $1,000 al dia de hoy. La cuenta se maneja en un fondo que
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Ano Monto inicial  Interés ganado Monto final
1 $1,000 $80 $1,080
2 $1,080 $86 $1,166
3 $1,166 $93 $1,260
4 $1,260 $100 $1,360
5 $1,360 $109 $1,469
Interés ganado $469

Cuadro 1.1: Capitalizacién

nos ofrece una tasa de interés del 8 % anual.

Veamos en el cuadro 1.1 el comportamiento de nuestro dinero en el tiem-
po, para un periodo de 5 anos.

Para visualizar la problematica en la que se encuentra el sistema de pen-
siones mexicano, desarrollemos un ejemplo extremista que sin embargo, no
esta fuera de proporciones. Tomemos como salario base del calculo $ 1,500.00
y nos apegamos a las aportaciones que la Ley del IMSS establece. Las aporta-
ciones totales a la cuenta individual para el caso de cesantia en edad avanzada
serd de $1,823.40 anuales. Tomemos hipotéticamente un rendimiento de 5%
real, ademas, la cuenta individual es de un trabajador de 20 anos de edad.
Después de 40 anos de servicio, sin tomar en cuenta la inflacién,aumentos en
el salario minimo ni las reducciones por ejercicio de comisiones, su saldo esti-
mado serd de $208,623.00. Si dividimos el saldo neto entre el niimero de afos
que se espera viva, nos da un valor aproximado de $1337.33 mensuales, lo
que implica que el gobierno tendré que dar una aportacién extra de $162.67
para completar la pensiéon minima garantizada.

Como hemos visto, tanto en la tabla como en el ejemplo, el poder adqui-
sitivo para los adultos mayores es minimo y si le agregamos que los recur-
sos ahorrados no seran cantidades exorbitantes y ademas se veran reducidas
aun mas al quitarles el porcentaje que cobran las Afores por comisiones, el
problema de las pensiones en México no ha sido ni remotamente resuelto
y seguird representando un déficit para el Estado de no establecerse una
reforma que apoye a los mexicanos y no a las empresas transnacionales.
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1.4.

Comisiones y Rendimientos de las Afores

Porcentaje Anual

Porcentaje Anual

Afore Sobre Saldo Afore Sobre Saldo
Afirme Bajio 1.51 Ixe 2.40
Inbursa 1.54 Banamex 240
Actinver 1.94 Scotia 2.66
Azteca 1.95 Metlife 2.68
Ahorra Ahora 1.96 XXI 2.90
Bancomer 1.98 Profuturo GNP 2.92
Invercap 217 ING 297
De la Gente 218 HSBC 3.06
Coppel 221 Santander 3.14
Argos 2.30 Principal 3.48
Banorte Generali 2.36 Promedio 2.4

Supuestos: Tasa de rentabilidad de 5% anual real, saldo inicial de $23,770, aportacion
bimestral de $777.41 y 5 afios cumplidos de antigledad.

Cuadro 1.2: Comisiones afiliados al IMSS
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Cuadro 1.3: Comisiones afiliados al ISSSTE y trabajadores independientes

CAPITULO 1. PENSIONES EN MEXICO

Afore Sobre saldo (1) (%)
Actinver ¢ 1.25
Afirme Bajio @3 0.23
Ahorra Ahora 0.20
Argos @ 0.12
Bancomer 1.00
Banorte Generali (5 0.30
Coppel 0.30
De la Gente 0.31
Metlife 1.73
Profuturo GNP 1.25
Scotia 0.26

Nota: Sélo se presentan las Afores que prestan este servicio.
Las comisiones corresponden a la Siefore donde se invierten las aportaciones de

trabajadores independientes.

(1) Porcentaje anual.

(2) Actinver cobra adicionalmente una
comision de 2.00% sobre las
aportaciones a la Subcuenta de Largo
Plazo, aplicable al retiro de la aportacién
o traspaso de la cuenta individual a otra
Afore, a efecto de aplicar los siguientes
descuentos: Si el trabajador retira sus
aportaciones o traspasa su cuenta a otra
Afore habiendo cumplido un afio de
inversion en la Siefore, la comision
disminuye a 1%; si el trabajador retira
sus aportaciones o traspasa su cuenta a
otra Afore habiendo cumplide dos afios
o mas de inversion en la Siefore, no se
cobrara esta comision.

(3) La comision sobre saldo de Afirme
Bajio sera de 0.22% en 2008, 0.21% en
2009, 0.20% en 2010, 0.19% en 2011y
0.18% de 2012 en adelante.

(4) La comision sobre saldo de Argos
sera de 0.16% en 2008 y se incrementara
anualmente 0.02 puntos porcentuales
hasta llegar a 0.30% en 2015, nivel en el
que se mantendra hasta 2022;
finalmente, sera de 0.33% en adelante.

(4) Banorte Generali cobra
adicionalmente comisiones por
depositos a la subcuenta de ahorro a
large plazo como sigue: 5 UDIS por cada
aportacion al momento de retiro, si éste
ocurre dentro de los primeros 5 afios de
efectuada la aportacion; 2 UDIS por cada
aportacion al momento de retiro, si éste
ocurre entre el 5°y el 10° aiio de
efectuada la apertacion; y si al momento
del retiro la aportacion tenia mas de 10
afios de haber sido efectuada, no se
cobrara esta comision.
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Fondo 1 Fondo 2
Afore Nominal Afore Neominal
Invercap 10.66 Profuturo GNP 12.85
Metlife 10.39 Invercap 12.37
Ixe 9.66 Santander 11.77
Profuturo GNP 9.49 Banamex 11.44
Santander 9.48 XXI 11.2
Banamex 9.38 Principal 11.13
Principal 9.09 Ixe 11.06
ING 9.07 Metlife 11
Actinver 9.03 HSBC 10.99
Afirme Bajio 9.01 ING 10.98
HSBC 8.91 Afirme Bajio 10.72
XXI 8.90 Actinver 10.25
Inbursa 8.71 Bancomer 10.06
Banorte Generali 8.70 Banorte Generali 9.6
Bancomer 8.68 Azteca 8.97
Azteca 8.5 Inbursa 8.65

Cuadro 1.4: Rendimientos afiliados al IMSS

ISSTE Trabajadores Independientes
Afore Nominal Afore Nominal
XXI 10.23 Profuturo GNP 11.02
Metlife 10.13 Metlife 10.13
Actinver 10.01 Actinver 10.01
Principal 9.86 Afirme Bajio 9.42
Afirme Bajio 9.42 Bancomer 8.89
HSBC 9.37 Banorte Generali 8.82
Inbursa 8.93
Bancomer 8.89

Cuadro 1.5: Rendimientos afiliados al ISSSTE y trabajadores independientes
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CAPITULO 1. PENSIONES EN MEXICO



Capitulo 2

Modelos estocasticos para las
finanzas

Para entender el comportamiento que siguen los precios de activos fi-
nancieros en el tiempo, lo podemos pensar a través de modelos de tiempo
continuo. Mediante el uso de la teoria de la probabilidad y ecuaciones diferen-
ciales estocasticas, se puede llevar a cabo estudios que representen patrones
adecuados a la realidad del comportamiento de las acciones.

Debemos tomar en cuenta que si pudiéramos predecir completamente el
comportamiento futuro del precio de los activos financieros, nadie podria
hacer ganancia alguna y entonces no habria incentivos para negociar activos
financieros. La incertidumbre, es el factor mas importante para la teoria fi-
nanciera y los procesos estocasticos pueden ser usados como una herramienta
para describirla. La informacion fue tomada de: [2], [3], [4], [5], [12].

2.1. Teoria de la probabilidad

Un espacio de probabilidad es un conjunto de eventos que se pueden medir
a través de (92, F, P) donde €2 es llamado el espacio muestral, el cual se define
como el conjunto no vacio de los posibles resultados de un experimento; F
es el evento o conjunto medible, es una o-dlgebra subconjunto de €2 que nos
asegura poder medir un experimento; P es la medida probabilidad, es una
funcién P : F' — |0, 1], la cual debe satisfacer para toda A € F que P(Q2) =1
y que 0 < P(A) < 1. P(A) es la frecuencia con la que se observa A durante

13
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un evento aleatorio.

P es 0 — aditiva, es decir, si Ay, A2),... es una sucesiéon de eventos
disjuntos dos a dos, entonces

(505

Si tomamos el espacio medible (§2, F') y denotamos como B(R) a la o-alge-
bra mas pequena que contenga todos los intervalos abiertos de i, obtenemos
el espacio medible (R, B(R)) donde B(R) representa el conjunto de borel
medible (conjuntos boreleanos).

Existen espacios de probabilidad filtrados los cuales son denotados co-
mo: (F}),5, estos espacios no son mas que una familia de o-dlgebra donde
F,CF,CFpara0<s<t.

Una funcion definida en un espacio muestral, la cual constituye el resul-
tado de un experimento la podemos definir como una variable aleatoria. La
funcién X : Q — R denota una variable aleatoria que transforma los pun-
tos del espacio muestral en nimeros reales y tiene la propiedad que para
cualquier conjunto boreleano se cumple que X ~'(B) es elemento de F'y por
lo tanto X es F' — medible.

El agregado de todos los puntos muestrales en los que X toma un val-
or fijo x; forma el evento de que X = z;; su probabilidad se denota por
P{X = z;}. Sea (R, B(R)) un espacio medible y para cada conjunto bore-
leano definimos Px(B) = P(X'B) la cual es una medida de probabilidad
sobre B(R) que encierra toda la informacion probabilistica de X. Las fun-
ciones f(x;) = P{X = x;} y Px(B) = P(X ' B) son andlogas y se les llama
distribucion de la variable aleatoria X. La funcion de distribucion especifica
para toda x € R la probabilidad de la variable aleatoria que es menor o igual
a X; se denota como: F(z) = P(x < X).

Una funcién importante en la teoria de la probabilidad es la esperanza de
una funcion de variable aleatoria X; sea g una funcion real de variable real,
g(X) es una funcién de una variable aleatoria que se define como
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o

E(g(X) = [ gl@)dF(x)

—00

donde F'(x) es la funcién de distribucién de X.

Es preciso establecer una funcion que se desprende de la anterior. Esta
funcion es de vital interés para las finanzas; se denomina esperanza condi-
cional, se establece a partir de la informacién disponible sobre algiin evento,
es decir, sea F} una sub-o-algebra; una variable aleatoria E(X|F}) es llamada
la esperanza condicional de X dado F} integrable y F; — medible si

/E(X|Ft)dP: XdP
Ft Ft

para cualquier F; € F.

2.2. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Una particula suspendida en un liquido, que parte de su posicién inicial
z y a intervalos de tiempo se mueve de manera aleatoria, se establece que
sus trayectorias describen un movimiento browniano. Si suponemos que la
particula es un juego bipersonal donde en cada instante de tiempo el indi-
viduo ¢ gana una unidad de dinero, después de n ensayos, la posicion de la
particula representa el capital del jugador i al n-ésimo ensayo. Al alcanzar la
particula el estado 0 o a (riqueza de ambos jugadores) termina el juego. El
modelo simple de la caminata al azar no parece tener sentido para la realidad
sin embargo tienen una caracteristica sorprendente: los efectos observables
dependen solamente de su esperanza y varianza. Cuando la longitud § de
los pasos individuales es pequena y los espacios entre un paso y el siguiente
son tan pequenios en el tiempo, el cambio resultante parece practicamente un
movimiento continuo; en el limite se conduce a un movimiento browniano.

2.2.1. Procesos estocasticos

Un Proceso Estocéastico es un modelo matemaético de un fenémeno aleato-
rio en algiin momento después de un periodo de tiempo inicial. Una familia
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de variables aleatorias {X(¢);t € T} parametrizada por el tiempo t € T'y
cuya funcién es

X :[0,00) x Q— R

son un proceso estocdstico si para t > 0, la funciéon w — X;(w) es una
variable aleatoria y para cada w € 2 la funcién t — X;(w) es una trayectoria
del Proceso.

El Proceso se dice que es a tiempo discreto si el conjunto de parametros
es de la forma T'= {0,1,2, ...} mientras que si T = (a,b) es un intervalo de
tiempo, se dice que es un proceso a tiempo continuo.

Un proceso estocastico es medible si, para toda A € B(R"™), el conjunto
{(t,z); Xi(w) € A} pertenece al producto de o-édlgebras B([0,00)) ® F' (la
minima o-dlgebra generada por el espacio B([0,00)) ® F); en otras palabras,
si el mapeo: (t,w) — X; : ([0,00) ® 2, B([0,00) ® F')) es medible.

Esta es una definicién sumamente importante pues establece que las
trayectorias de un proceso tienen funciones de borel-medibles de t € [0, 00) lo
que permite que los componentes de X tengan esperanza definida. Ademas, si
X toma valores en R y L es un subintervalo de [0, 00) tal que [, E|X;|dt < co
respecto toda medida de probabilidad P, entonces

L
y
/ EXdt=E / X,dt.
L L
Podemos considerar procesos con espacio parametral [0, 7] con T' > 0 fijo,
tal que

T\
(E/ 1X| dt) <
0
Cuando para cada t > 0, X; es una variable aleatoria F;- medible, un pro-
ceso estocdstico es adaptado a la filtracién {F; }. Es decir, si el valor aleatorio

al tiempo t puede ser caracterizado por la historia del proceso al tiempo an-
terior.
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Martingala

La idea de martingala es una expresion matemaéatica sobre la nocién de
cambio en un juego favorable; se basa en el llamado juego justo; indica que
el valor esperado de la riqueza de un jugador al tiempo ¢, donde ¢t > s, dada
la informacién al tiempo s sera igual a la riqueza del jugador al tiempo s. En
finanzas y particularmente en las inversiones, es una herramienta utilizada
con bastante regularidad. Formalmente, un proceso { Xy, F};0 <t < oo} para
todo 0 < s < t < oo es llamado

1. martingala si E(X|F}) = X,
2. submartingala si E(X;|F;) > X,
3. supermartingala si E(X|F;) < X

Consideremos que un proceso {X;, F};0 <t < oo} es una una martingala
y sea ¢ : R — R una funcién creciente y convexa tal que E|¢(X};)| < oo para
toda ¢ > 0. Entonces {¢(X;), Fi;0 < 0o} es una submartingala.

Seat € [0,T] y Xs € X, se define la integral estocéstica
T
M, = / X.dB,
0

la cual existe si el proceso X es una integral cuadrada para cada t € [0, T;
es una martingala con respecto a F; que cumple

T
P[/des<oo]:1
0

Es decir, la integral cuadrada de X, existe con probabilidad 1. Si B
satisface la condicion fuerte de la esperanza, o si la integral existe como

T
/stds] < 00
0

T
y se define que la [ [ X2dB,| = 0. Para establecer la varianza finita de
0

E

una integral estocastica, se establece la relacion
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T 2 T
B ( / Xsst> _E / ngs]
0 0

2.2.2. Movimiento browniano

Como se menciond anteriormente, el movimiento browniano se comporta
de manera aleatoria y se puede interpretar como un ntumero grande de coli-
siones con particulas mas pequenas que también estan en el liquido. Norbert
Wiener en 1923 demostré de manera matematica la existencia de un proceso
con las condiciones del movimiento browniano por lo que a dicho movimiento
se le conoce también como proceso de Wiener.

El movimiento browniano es un proceso estocastico {B; : t > 0} el cual
tiene las siguientes propiedades:

1. By = 0 casi seguramente.

2. B; — By se distribuye normal con media 0 y varianza (t — s). Si s = 0,
tenemos que B; — By tiene distribucién N(0, ).

3. By, B, — By, ..., By, — By, , son independientes para todo 0 < t; <
o < ... <t

4. t — By(w), t > 0 es una trayectoria continua para toda w €

Dado que cada variable aleatoria B; tiene distribucién N(0,t), podemos
deducir facilmente que E(B;) =0y Var(B,) = E(B?) =t

2.2.3. Proceso de Ito

Sea una ecuacién diferencial estocéstica definida para ¢t € [0,7] y con
condicién inicial la variable X,y como sigue

dXt = b(t,Xt)dt+U(t,Xt)dBt (21)

donde B; es un movimiento browniano, b es el coeficiente de deriva y o el
coeficiente de difusiéon. Podemos encontrar a partir de dicho proceso, una
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formula general para encontrar la solucién a procesos de 1t6.

Sea X; un proceso de Ito y f (¢, z) una funcién de clase C! en t y de clase
C? en z, entonces el proceso Y; = f (¢, X;) también es un proceso de Ito que
satisface

of (t, Xy) of (t, Xy) 1O*f (t, Xy) 2
Y, = X+ -——7——(dX 2.2
dY; o Ut T KitoTgp W) (22)
y utilizamos que
dt xdt =
dt * dBt =
dB;xdt = 0

dBt * dBt = dt

2.2.4. Modelo lognormal

El precio de una accién evoluciona irregularmente, algunas veces se dis-
tingue por tendencias ascendentes y descendentes, su valor futuro es incierto
y muy dificil de predecir. Aunque podemos encontrar la solucién utilizando
modelos iterativos, podemos llegar a la misma solucién aplicando un modelo
continuo. Supongamos que el precio de un activo es descrito por la ecuacion
estocastica

dSt == uStdt + O'StdBt (23)

donde p y o son constantes reales.

Si (2.3) no tuviera el término estocastico, una solucién a dicha ecuacién
diferencial seria S; = sgett, lo que implica que sy crece continuamente en el
tiempo suponiendo que p > 0. La parte estocéstica representa una inversion
riesgosa la cual esta sujeta a fluctuaciones propias de mercados financieros.

Aplicando la férmula de It6 al proceso S; = f(t, B;) obtenemos

af(ta St) af(ta St) 1 a2f(t7 St)
R TR
Si comparamos los coeficientes de (2.3) con (2.4), obtenemos
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0f(t.s) | 1P1(t,5)

wits) = =5 —+5 8¢
of(t,s) = 6f§;,8)

resolviendo la segunda ecuacién, obtenemos que f(t, s) = explos+ g(t)] para

alguna funcién ¢(¢). Ahora sustituimos en la segunda ecuacién, observemos

que ¢'(t) = p — 307, obteniendo que la solucién es g(t) = (u — 30?)t. Por lo

tanto, el precio precio del activo queda descrito como
S, = Spelr=37") 4 5B,

Para calcular E[S;], sea Y; = Bt un proceso estocdstico, entonces por el
lema de Ito tenemos

1
dY, =0-dt + ce’PtdB, + 5026"Btdt
entonces

t 1 t
Yt—Yoza/ eoBtst+502/ Y.ds
0

0

sabemos que F [fOT deBs] = 0 y si tomamos E[Y;] = yo tenemos que:

T
1
B =yo+ 50° [ EIY:]ds
0
d 1
FEM = 502E[Yt]
E[Y;] — eéazt
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2.3. Modelo Ho-Lee

En 1986 se establecié el primer modelo de no arbitraje creado por T. S. Y.
Ho y S. B. Lee; fue presentado en la forma de un arbol binomial de precios de
bonos con dos pardmetros la desviacién estandar de la tasa corta y el precio
de mercado de la tasa corta. El limite a tiempo continuo del modelo es

dr = 0(t)dt + odz (2.5)
donde

= o (constante) es la desviacién estandar instantanea de la tasa corta

= 0(t) es una funcién del tiempo elegida para asegurar que el modelo se
aproxime a una estructura limite inicial.

La variable 6(t) define la direccién promedio a la que r se mueve al tiempo
t independientemente del nivel de r. El parametro de Ho y Lee que concierne
al precio de mercado de riesgo prueba que es irrelevante cuando el modelo es
usado para el precio de derivados sobre tasas de interés; es decir, los derivados
tienen un subyacente a la tasa de interés. Esto es anédlogo a las preferencias
de riesgo existentes, siendo irrelevante en el precio de una opcion sobre una
accion.

La variable 6(t) puede ser calculada analiticamente. Esto es

0(t) = Fy(0,t) + ot (2.6)

donde F;(0,t) es la tasa adelantada instantanea que tiene madurez en t = T'
vista desde el tiempo inicial t = 0 y la cual, es ejercida al tiempo T'. Fy(0,t)
denota una derivada parcial con respecto a t y donde como una aproximacion
6(t) iguala a F;(0,t). Esto significa que la direccién promedio de la tasa corta
se ird moviendo en el futuro y serd igual a la pendiente de la curva instantanea
adelantada.

La pendiente de la curva adelantada define la direccién promedio de la
tasa corta cuando se mueve en algtin tiempo ¢. Superpuesto en esta pendiente
estd el resultado aleatorio normalmente distribuido.
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En el modelo Ho-Lee, los bonos cupén cero y las opciones europeas sobre
bonos cupén cero pueden ser valuados analiticamente. La expresion para el
precio de un bono cupdn cero al tiempo ¢ en términos de una tasa corta es

P(t,T) = A(t,T)e "I (2.7)
donde
P(0,T) JlnP(0,7) 1 , 9
mAt,T)=In|—"—=|—-(T—t)—————= — —ct(T —t
i, 1) =t (G0 - (- g 2T S
En estas ecuaciones, el tiempo ¢t = 0 es hoy, ¢ y T" son generalmente tiem-
pos futuros con T' > t. La ecuacion por lo tanto define el precio de un bono
cupon cero a un tiempo futuro ¢ y el precio de un bono hoy. El ultimo puede
ser calculado por una estructura limite del tiempo presente.

Sea el periodo dt de la tasa de interés al tiempo t denotada por R(t) o R
de ( 2.7) podemos ver que

P(t,T) = Al(t,T)e” FOT=0 (2.8)
donde

/ P(0,7) T ¢ P(0,t + dt)
In (A (t,T)> = ln(P(())t)) Y ln( P(0,) >

_;0275@ ~ [T —t) — 6t] (2.9)

Usualmente se cuentan los precios de los bonos en términos de R(t) antes
que de r y entonces la ecuacién ( 2.8) es mds tutil que la ecuacién ( 2.7).
Las ecuaciones ( 2.8) y ( 2.9) involucran sélo precios de los bonos al tiem-
po cero, no derivadas parciales de esos precios. En aplicaciones del modelo
no se necesita una curva inicial cero diferenciarle como veremos mas adelante.

El precio al tiempo cero de una opcién call que se ejerce al tiempo T" sobre
un bono cupén cero que se ejerce al tiempo s es

LP(0,s)N(h) — KP(0,T)N(h — o)

Donde L es el monto original de la deuda que representa el bono, sin
tomar en cuenta los intereses, k es el precio de ejercicio,
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1 LP(0,s) o
h= 05 %
o PO Ok 2

o, = o(s—=T)T
El precio de una opcién call sobre el bono es
KP0,T)N(—=h+0,) — LP(0,s)N(—h)

El modelo Ho-Lee es un modelo analiticamente décil que involucra el no
arbitraje. Es facil de aplicar y proporciona una exacta tendencia de la es-
tructura limite presente en las tasas de interés.

1.0741

1.0738

1.0736

1.0733

10733

1.0730

1.0727

1.0724

Figura 2.1: Arbol de tasa corta y de mercado de dinero modelo Ho-Lee

Supongamos que tenemos los siguientes ro = 0.0704, f1 = 0.0706 fy =
0.0719, f3 = 0.0726 y o = 0.001.

Donde 7y es la tasa corta y las f;, j = 1,...,4 son las tasas adelan-
tadas determinadas a través de una curva de rendimientos (no necesaria-
mente diferenciarles) y dt=.25.
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0.7589

0.93230

Figura 2.2: Arbol de bono a 4 periodos modelo Ho-Lee

Utilizando el método iterativo de arboles binomiales, podemos obtener
el precio de un bono, la tasa corta y el arbol de mercado de dinero como
se muestra en las figuras ( 2.1) y ( 2.2). Podemos observar que con dichos
datos, el precio de un bono que paga una unidad monetaria a la fecha de
vencimiento en el periodo 4 es de $0.7589. Los detalles técnicos pueden ser
consultados en [2].

2.4. Modelo Vasicek

En el modelo Vasicek, el proceso neutral de riesgo para r es

dr = a(b—r)dt + ocdB (2.10)

donde a, b y o son constantes. Este modelo incorpora reversion a la media
(es decir, la tasa de interés parece retrasarse a un nivel promedio de largo
plazo en otro tiempo). El término a(b— r) empuja a r de nuevo a b, es decir,
la tasa corta es impulsada a un nivel b a tasa a. La constante a determina la
velocidad o tendencia del retorno a b. Sobreponemos sobre éste impulso una
distribucién normal estocastica con término odB;.
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Para hacer que el modelo Vasicek tenga un parametro que represente una
dependencia del tiempo, se puede incluir una tendencia 6(t) al proceso de r y
esto permite que la tasa a y el factor de volatilidad ¢ sean también funciones
del tiempo. El modelo queda de la siguiente manera

dr = [0(t) + a(t)(b — r)] dt + o(t)dB, (2.11)

Sea A(t), una funcién de tiempo de la tasa de interés del precio de mercado
sobre el intervalo (0,t). Esto significa que el precio f de cualquier reclamo
contingente en r debe satisfacer

o+ 100) — alt)r] £+ G002 o — 1 =0 (212)
donde

o(t) = a(t)b +0(t) — Nt)o(t) (2.13)

El precio de un bono de descuento que paga una unidad monetaria al

tiempo T es la solucién a ( 2.12) que satisface la condicién limite f = 1
cuando t = T'. Sea la funcion

f=A(tT)e BEDr (2.14)

una ecuacién que satisface ( 2.12) y la condicién limite cuando

1
A — ¢()AB + 5a(t)?AB2 =0 (2.15)
B —a(t)B+1=0 (2.16)
con A(T,T)=1y B(T,T)=0
La ecuacién ( 2.14) proporciona el precio de un bono cupén cero con
vencimiento en al tiempo t = 7. Resolviendo ( 2.15) y ( 2.16) cuando a(t),

o(t) o(t) son constantes se sigue de la férmula del precio de un bono de
Vasicek

Bt,T) = (1 _ e*a(Tft)/a)

A(t,T) — exp (B(t,T) — T—QI—t) (agb — %) B 0235;7 T)2
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La funcién o(t) puede ser escogida para reflejar las volatilidades presentes
y futuras de la tasa corta de interés r.

Veamos como estén definidos A(0,7") y B(0,T") tratando de determinar
a(t), o(t), A(t,T) y B(t,T) en términos de A(0,T) , B(0,T) y o(t).

Si definimos las ecuaciones ( 2.15) y ( 2.16) respecto a T" obtenemos

1
Avr = §(t) [ArB + ABr] + So(t)* [ArB® +2ABBr| = 0 (2.17)
BtT — Cl(t)BT = 0

Eliminando a(t) de ( 2.15) y de ( 2.18) tenemos

BtBT - BBtT + BT — 0 (219)
Eliminando ¢(t) de ( 2.15) y ( 2.17) tenemos

ABA,; — BA,Ap — AA, By + a(t)2AzB2B;T =0 (2.20)

Las condiciones limite para ( 2.19) y ( 2.20) son los valores conocidos de

A(0,T), B(0,T)y A(T,T) = 1, B(T,T) = 0. La soluciones a ( 2.19) y
( 2.20) que satisfacen las condiciones limite son:
B(0,T)— B(0,t
B(t,T) = ( 823(0,15) (0.2) (2.21)
ot
/ ’ ! A/ t
AT = AOD) - 400 - B 0D

2
1 aB(0,0)1 [ o(r)
_ (2 [B(t,T) ~ ] / oy | dr
0 or
donde A" = log[A (¢, T)]. Sustituyendo en ( 2.14) y ( 2.15) obtenemos

9%2B(0,7)
_ o2

alt) = — 9B(0,T)
ot

4(6) _a(t)aA’ a(to,t) B ama’t(zo,t) N [aB gg,t)]g O/t [6‘308)7)]2&
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Ahora veamos la valuacién de una opcién sobre bajo el modelo Vasicek.
Sea P(r,t1,ts) el precio al tiempo ¢; de un bono cupén cero que vence en ts.
Entonces el precio queda determinado por:

P(T” t17 t2) — A (t17 t2) eB(tlatQ)T

Usando el lema de Ito, la volatilidad de P(r, t1,t2) es o(t1 B(t1, t2)). Puesto
que es independiente de r, la distribuciéon del precio de un bono en un tiempo
dado, condicionado a su precio en un tiempo anterior es lognormal.

Consideremos una opcién europea de compra (call) sobre un bono cupén
cero con precio de ejercicio X, el bono tiene fecha de vencimiento S (s > T > t).
La opcién call puede considerarse como una opcion para cambiar X unidades
de un bono cupdn cero que vence al tiempo 7" por una unidad de un bono
cupén cero que vence al tiempo s. Definimos a4 (7) y aq(7) como las volatili-
dades al tiempo 7 de los precios de los bonos cupon cero que vencen al tiempo
T y s respectivamente, y p(7) como la correlacién instantdnea entre dos pre-
cios de los bonos. Se sigue entonces que el precio de la opcién C' esta dado
por:

C = P(r,s,t)N&) — XP(rtT)N(& — o,)
donde

1 P(rt,s) op
e R ) Gl

Ip
T
or = /t [041(7')2 —2p(T)o(T) + QQ(T)Q] dr
N () es la funcién de distribucién acumulativa. Puesto que usaremos un
modelo de un factor ¢ = 1. Ademas
ai(1) = a(7)B(, s)
ax(7) = o(7)B(7,T)

con lo que obtenemos
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La opcién sobre el cupén de relacion del bono es por lo tanto la suma
de n opciones bonos cupén cero con precio de ejercicio de la i-ésima opcién
existente X;.

Con los mismos datos que el ejemplo del modelo Ho-Lee y usando el
método iterativo de arboles binomiales para el modelo Vasicek, podemos
obtener el precio de un bono, la tasa corta y el arbol de mercado de dinero
como se muestra en las figuras ( 2.3) y ( 2.4). Podemos observar que con
dichos datos, el precio de un bono que paga una unidad monetaria a la fecha
de vencimiento en el periodo 4 es de $0.7776. Los detalles técnicos pueden
ser consultados en [2].

1.1394

1.1388

1.1384

1.1378

1.1379

1.1374

1.1369

0.598 1.1364

Figura 2.3: Arbol de la tasa corta y mercado de dinero modelo Vasicek
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0.9413

09421 ——

0.9420 ——

09429 ——
07756

09418 ———

09428 ———

0.9427

09436 ——

Figura 2.4: Arbol de bono a 4 periodos
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Capitulo 3

Teoria del portafolio

En el presente capitulo introduciré de manera breve la teoria del portafolio
realizada por Harry Markowitz, herramienta central del trabajo para estable-
cer rendimientos mayores para los fondos de inversiéon. Implementaré una
metodologia para encontrar la frontera eficiente y la linea de mercado de

dinero (LMC). El contenido del capitulo fue tomado de [13], [9], [10] y [11].

3.1. Marco histodrico

Asi como hoy, desde hace mas de 50 anos, las finanzas han sido la platafor-
ma econdmica para abrir nuevos horizontes donde las personas deseadas de
obtener ingresos mediante la inversién de sus bienes monetarios, puedan sen-
tir una tranquilidad en las decisiones financieras que tomen; la incertidumbre
es un paradigma al cual muchos investigadores han dedicado su trabajo.

El presente trabajo tiene como objetivo explicar, de manera sintetizada
la forma en como se calculan los rendimientos promedios de portafolios de in-
version y el riesgo implicito en ellos; el articulo se divide en cuatro apartados.
En el primero, se comenta la teoria de portafolios de Markowitz y el mod-
elo lognormal como hipétesis de la distribucion que siguen los rendimientos
en periodos cortos de tiempo; posteriormente se establecen de manera gen-
eral, el modelo de media-varianza, en el cual, se resuelve el problema de
maximizacion para encontrar el portafolio de varianza minima; en el ter-
cer apartado, se introduce un método alternativo que permite de forma re-
currente obtener los diversos portafolios que componen la frontera eficiente,

31
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asi como la construccion de la linea de mercado de capitales para el caso en
el que se introduce un activo libre de riesgo. Para finalizar se establecen las
conclusiones generales del trabajo.

Como apéndice, se ejemplifica el marco tedrico utilizando acciones re-
cientes y la tasa de un activo libre de riesgo (Tasa Cete)

3.2. Portafolio 6ptimo y rendimientos lognor-
males

Cuando tenemos un conjunto finito de activos, el gran problema es en-
contrar un portafolio que combine dichos activos usando un porcentaje fijo
que los distribuya dadas las preferencia de los inversionistas.

En la década de 1950, Harry Markowitz desarrollé6 un enfoque que rev-
olucion¢ las finanzas con la llamada teoria moderna de portafolio. Markowitz
establece una seleccion de inversiones en las que asigna recursos liquidos en-
tre las diversas opciones disponibles.

El enfoque de Markowitz considera que los rendimientos de los activos
se comportan como un proceso estocastico; sin embargo, establece como
hipotesis que los rendimientos siguen una distribucién normal sobre inter-
valos de tiempo en el que se hace el andlisis; bajo la hipdtesis anterior, la
eficiencia del portafolio es determinada simplemente de la composicién de
rendimientos esperados y de la desviacion estandar de los rendimientos.

A partir de la teoria hecha por Markowitz, seleccionaremos nuestros ac-
tivos, haciendo unas modificaciones a las hipétesis como sigue:

= El precio de los activos sigue una distribuciéon lognormal conjunta de
caminatas aleatorias.

= Las inversiones se realizan en un periodo de tiempo simple.

= La seleccién de activos se realiza al inicio del periodo, excepto cuan-
do se hace un reevaltio continuo que conserve la seleccién de activos
constantes durante todo el periodo.
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= Nuestra meta es maximizar la utilidad esperada de la riqueza de un
inversionista al final del periodo.

= Tenemos una funcién de utilidad isoelastica de aversion al riesgo.

= La seleccién de activos es libre. En particular, se permite la venta en
corto

Para asegurar que la perdida méxima serd no mayor al 100 % de la inver-
sién inicial, como hipotesis central tenemos que los rendimientos son lognor-
males; bajo dicha suposicion, es necesario definir lo siguiente:

Sea s; una variable aleatoria que sigue un proceso de It6 como se muestra
en la ecuacién ( 3.1):

dsi

SS
donde las dX; se distribuyen N[0, dt] y a = pu+ (1/2)c?, los logrendimientos
de (s;(1)/s:(0)) se distribuyen N |y, o]; dado que s;(t) se distribuye lognormal,
tenemos

55(t) = 5;(0)erit o
donde las X; se distribuyen N0, ¢]

si definimos a r; = e* — 1 como la media aritmética de los rendimientos
y 19 = et — 1 como la media geométrica, la siguiente ecuacion siguiente:

dSi — euidt+0'idXi _ 1
Si

no es mas que la media de nuestros rendimientos dado que s se comporta
una variable aleatoria en el tiempo.

Al final del periodo dt, dado que la v.a. dX; se distribuye normal, el
porcentaje de cambio en el valor del activo, ds;/s; se distribuye normal con
media a;dt y varianza o?dt.

Sobre el periodo dt, el porcentaje de cambio en el valor de nuestro portafo-
lio P se distribuye normal con rendimientos esperados updt y varianza o
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pues estd constituido por combinaciones lineales de activos normalmente dis-
tribuidos.

Tenemos que hacer uso de una artimana para hacer que los rendimientos
de P se distribuyen lognormal. Observemos que durante el periodo de tiempo
dt, el precio de los activos tienen subidas y bajadas aleatorias, esto implica
que no presenta un gran balance.

Supongamos que podemos hacer un rebalance comprando y vendiendo
pequenas cantidades de los componentes de los activos para restaurar su
asignacion por proporciones especificas de w;; si hacemos dicho rebalance,
al inicio del siguiente periodo corto dt, nuestro portafolio comenzara con las
proporciones originales de los activos.

Haciendo el rebalance de P al final del periodo dt, el valor del portafolio
seguird una caminata aleatoria lognormal; si hacemos un rebalanceo con-
tinuo, en el limite cuando dt — 0, nuestra combinacién lineal de activos
seguirdn una caminata aleatoria lognormal con rendimientos esperados pp y
desviacién estandar op.

Establecer rendimientos lognormales tiene grandes costos computacionales,
pues como se menciond, el reevaltio constante en periodos muy cortos de tiem-
po implica demasiadas iteraciones y supervisién constante, por lo que en lo
que resta del articulo, trabajaremos a partir de el supuesto de rendimientos
normales.

3.3. Enfoque media-varianza

Tomando en cuenta que como hipdtesis tenemos que las ventas en corto
estan permitidas; definamos lo siguiente:

E(rp) = rp (3.2)

como la tasa esperada de rendimiento del portafolios donde E(r;) = 7; es
la tasa esperada del rendimiento 7 y las w; es el peso que se le dard a cada
activo.
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op = ZZwiwjaij (33)

i=1j=1
como la varianza del rendimiento del portafolios,
CO’U(Ti, Tj) = pijaiaj

a la covarianza de los rendimientos, donde p;; es el coeficiente de correlacién
de los rendimientos de los activos 1, j. !

De forma matricial podemos definir la varianza de la siguiente manera:
2 !
op =WEW

donde Y representa la matriz de varianzas y covarianzas

011 012 ... O1p

0921 0922 ... O9p
M=

Onl Op2 ... Onpn

También podemos definir a rp :~W' R; donde W' es la matriz transpues-
ta del vector de las ponderaciones. R; es el vector de las tasas esperadas de
rendimientos del portafolios.

Dado el enfoque de Markowitz, tenemos que resolver un problema de max-
imizacién tomando en cuenta que ) ! ; w; = 1 y recordando que se puede
realizar la venta en corto,podemos utilizar multiplicadores de Lagrange para
resolver nuestro problema.

Como w; no tiene restriccién alguna, existe la posibilidad de que los com-
ponentes del portafolios sean pasivos.

El problema es encontrar la combinacién de los n activos para obtener el
portafolios de varianza minima global, es decir:

1Si pi; = 1, los rendimientos se mueven en el mismo sentido; si p;; = —1, los rendimien-
tos se mueven en sentidos opuestos; si p;; = 0 los activos son independientes



36 CAPITULO 3. TEORIA DEL PORTAFOLIO

Min o3
n

s.a Zwi =1
i=1

utilizando multiplicadores de Lagrange obtenemos

E:;ﬁéiymwpU+A<1—§im> (3.4)

i=1i=1 i=1
derivamos ( 3.4) respecto a los ponderadores w; y al multiplicador de La-
grange y obtenemos

oL i
8wi i=1 J
(3.5)
oL °
OA i=1
para toda 7 = 1,2,...,n; de forma matricial podemos representarlo como:
V.-W=B (3.6)
donde:
011 012 ... O1pn 1 w1 0
091 0922 ... O9p 1 Wo 0
V= + & 0 W= [B=
Onl Ona .. Opp 1 W, 0
1 1 ... 1 0 A 1

Si multiplicamos ambos lados de la ecuacién ( 3.6), obtenemos que el
vector de ponderaciones que optimizan el portafolio es
W=v"'.B (3.7)

Encontrando nuestra matriz inversa (V~1), podemos obtener el valor de
las ponderaciones y el punto de varianza minima global.
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Ya encontrado el punto de varianza minima, debemos encontrar ahora una
combinacion de activos que proporcione varianza minima para una tasa de
rendimiento esperada y que a su vez sea superior al rendimiento del portafo-
lio de varianza minima global (77,).

De manera similar al anterior:

Miniaz = ; Z Z W;W;0;;

n
s.a @:Zwi}

7p > T representa una tasa de rendimiento arbitraria.Con multiplicadores
de Lagrange obtenemos

1. n n
QZwajazj—i-/\(l—Zwi)—|—7<Tp—' wiﬂ) (3.8)

i=11i=1

derivamos la expresién ( 3.8) respecto a los ponderadores w; y a los dos
multiplicadores de Lagrange y obtenemos

oL "
= wiopn — ;= A =0
(3.9)
oL "
DS
oL

n
L
o i—1

El sistema es de n+ 2 ecuaciones con n+ 2 incégnitas, de forma matricial
lo podemos expresar como:

V- W=B8 (3.10)
donde:
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oy1 012 ... o1, T1 1 w1 0
091 093 ... O9, To 1 Wo 0
V= N W = B =
Onl Ona . Opp Tn 1 W,
rn To ... 7T, 0 0 ¥ Tp
1 1 ... 1 0 0 A 1

encontrando la solucién al sistema y los valores de A\ y v, obtenemos las pro-
porciones para invertir los activos y obtener la tasa de rendimiento 7, el cual
asegura que tengamos la varianza minima dentro de todos los portafolios con
dicha tasa esperada de rendimientos.

Si el lector esta interesado en més detalles sobre el método media-varianza,
una buena referencia es [11].

Desafortunadamente, el método es un proceso iterativo demasiado lento
ain con la ayuda de Excel de Windows puesto que para cada rendimiento
esperado dado, tenemos que resolver un sistema de ecuaciones distinto n
veces a fin de encontrar asi nuestra frontera eficiente y sus ponderaciones
respectivas.

3.4. Meétodo alternativo

En la seccion anterior, se presenté de manera breve el modelo para en-
contrar el portafolio de varianza minima global, asi como el conjunto de
portafolios que conformen la frontera eficiente dado un rendimiento esperado
fijo, ambos, mediante la implementacién de multiplicadores de Lagrange y
resolviendo sistemas de ecuaciones.

En esta seccion, se presenta de forma breve un modelo alternativo que
nos permitira obtener portafolios facilmente y con un costo computacional

bajo.

Necesitamos obtener los r; y o; de nuestros logrendimientos; construir
nuestra matriz de varianzas y covarianzas

Para encontrar nuestros logrendimientos, utilizamos la ecuacién ( 3.11):
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r, = log (sz ) * 100 (3.11)
i T
B(r) = = (3.12)
3 (1= B(r))?
Var(r,) = = " (3.13)
> (ra = E(ra) * (ry — B(r))
Cov(ry,m)? = =1 — (3.14)

Construimos nuestra matriz ¥ de tal forma que a; = Var(r,) v a;; =
Cov(ry,rp) para toda i, j=1,...,n.

Para encontrar las w; que nos aseguren una la minima varianza, debe-
mos realizar algunas operaciones. Sea a;; € X las entradas de la matriz de
varianzas y covarianzas, definimos

LR = Z Qi
i=1

LC = Z Qi
j=1

LRC = Z Z Qi
=1 j=1

Debemos tomar en cuenta que LR = LC’, sin embargo, para nuestro fin
si es relevante pues la multiplicacion de matrices es una operacién delicada
donde los renglones y columnas son factores determinantes para el calculo de
multiplicacion con matrices.

Necesitamos hacer uso de 4 operaciones esenciales en el calculo posterior;
definimos

a = LC"xpu
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= LRx*pu
b = WX lxp
¢ = LRC
d = (bxc)—(a?)
E = Yxpu
F

- <Z*LR>—<Z*E>
o = (go0) (3o

Con la ayuda de las operaciones anteriores, procederemos a construir
nuestro portafolio de varianza minima como sigue:

x LR) (3.15)

(3.16)

W:(
a
uwp = -

C

oy — <1>5 (3.17)

Una vez obtenido el portafolio de varianza minima procedemos a construir
nuestra frontera eficiente mediante la ecuacién ( 3.18):

om (o) @

donde p.r tomo los valores de distintos rendimientos esperados previamente
establecidos. Las ponderaciones que conforman los portafolios de la frontera
eficiente se obtienen de la ecuacién ( 3.19).

W = F + (G * tey) (3.19)

Con éste sencillo mecanismo, podemos encontrar nuestra frontera eficiente
y las ponderaciones que nos permitiran encontrar nuestros diversos portafo-
lios, asi como su desviacién estandar a partir de un rendimiento esperado

dado.
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3.5. Activo libre de riesgo

Los inversionistas, dependiendo de su eleccion al invertir, se pueden clasi-
ficar como:

1. Amantes al riesgo. Invierten en activos riesgosos tomando en cuenta
que entre mas riesgo mayor serd la ganancia.

2. Indiferentes al riesgo. Como su nombre lo dice, son indiferentes al ries-
go, por lo que invierten tanto en activos libres de riesqgo como en activos
T1€5G0S08.

3. Adversos al riesgo. Temen estar sumergidos en inversiones demasiado
riesgosas, por lo que generalmente utilizan activos libres de riesgo para
asequrar un rendimiento.

En las secciones anteriores, manejamos inversiones riesgosas, las cuales
por sus caracteristicas, son mas comerciales; sin embargo, para el caso de los
fondos de inversién para las pensiones, la caracteristica principal es estable-
cer los mayores rendimientos con el menor riesgo posible, por éste motivo, es
necesario para el tipo de inversién (inversionistas adversos al riesgo), intro-
ducir en los portafolios, activos libres de riesgo.

La verdadera razon por la cual es recomendable incluir activos libres de
riesgo es que se utiliza como mecanismo para prestar o pedir prestado efec-
tivo a la tasa libre de riesgo. Al incluir una activo libre de riesgo, obtenemos
un enfoque realista, ademas, introducimos una degeneracién matematica que
simplifica la forma de la frontera eficiente.

Generalmente, los activos libre de riesgo, son emitidos por los gobiernos
federales con el fin de impulsar obras ptublicas dentro del pais con inversion
privada; para el caso mexicano, el activo libre de riesgo es el Cete, para el
caso de las inversiones, utilizaremos ;. como la tasa Cete a 364 dias.

In(1+ &
i = "(ploo) %100 (3.20)

donde ( 3.20) es la tasa efectiva diaria de nuestro activo.



42 CAPITULO 3. TEORIA DEL PORTAFOLIO

Una vez que se han obtenido las ponderaciones para los portafolios que
conformaran la frontera eficiente, precedemos a encontrar la linea de merca-
do a partir de la tasa libre de riesgo. La linea de mercado al intersectarse
con la frontera eficiente nos permitird obtener un punto tal que sea nuestro
portafolio 6ptimo de inversion.

Para construir nuestra linea de mercado utilizamos una ecuacién conocida
como el indice de Sharpe como se muestra en la ecuacién ( 3.21)

IS = Hef = Hrf (3.21)
Oef
Maximizamos el IS para poder obtener el punto que haga la interseccion

antes mencionada. Para poder obtener dicha linea, utilizamos la ecuacién
(13.22).

fp = prg + (max(IS) * o,f) (3.22)

donde o, incrementa hasta que se encuentra el punto de tangencia. El indice
de Sharpe muestra que el incluir un activo libre de riesgo, se permite linealizar
el riesgo.

3.6. Cdbdigo

Debemos tomar en cuenta que el tiempo, puede ser el mejor aliado o el
peor enemigo, por tal motivo, a pesar de que Excel de Windows es un her-
ramienta efectiva, el hacer demasiadas operaciones nos pude causar ciertos
conflictos a la hora de realizar nuestros calculos. El siguiente c6digo pretende
agilizar y minimizar el costo computacional.

Para utilizar el cédigo, debemos bajarlo de www.scilab.org; es necesario
que las acciones sean guardadas en un archivo.sce; dentro del archivo, debe-
mos crear una matriz de las acciones como: Allacciones]; lo ejecutamos con
ctrl+l para que se lea dentro de scilab. El siguiente programa debe ser guarda-
do como un archivo.sci y ejecutarlo de igual manera que el archivo de las ac-
ciones, seleccionarlo y utilizar la sentencia Evalue the selection(ctrl+y) que
se encuentra dentro del comando Execute.
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PENOLES AMTEL ARA ICA TELECOM GFINBUR WALMEX FEM-
SA GMODELO

A1=[76.28 16.2 46.96 36.34 23.27 16.2 29.65 96.98 40.14 73.91 16.38 47.75
36.55 23.89 16.38 29.87 99.38 41.33 75.32 16.21 47.6 35.85 24.33 16.21 30.33
98.93 41.1 74.53 16 47 34.45 23.51 16 29.89 96.27 40.04 76.68 16 46.15 33.95
23.93 16 29.75 96.58 39.68|

function [slm,mlm,IS,sf,muf, PN,wm,sm,mum, T,v,m]=Teoriaport_fgm(A1)

[n1,n2]=size(Al)
ALR=7.36 es la tasa media de rendimiento de un activo libre de riesgo, en

nuestro caso es tasa Cete a 90 dias
dias = 91

Se genera los logrendimientos de nuestro portafolio:

for j =1:n2
fori=1:n1-1
A2(i,j) = (logl0(A1(i + 1,5)/A1(4,4))) * 100
end
end

Obtenemos la media y varianza de los logrendimientos de las acciones

[m1,m2] = size(A2)
fori=1:m2
m(i) = mean(A2(:,1))
dy(i) = variance(A2(:, 1))

Se genera una matriz de varianzas-covarianzas de m2xm2 donde m2 es el
nimero de acciones de nuestro portafolio:

t=1
fort=1:m2
h=1

for j =1:m2
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z=0
ifi<>7
fork=1:ml
dz =z + ((A2(k, j) — m(j)) * ((A2(k, ) — m(2))))
x=z/(ml)
S(h,t) =x
h=h+1
elseif 1 == 3
fork=1:ml
dz =z + ((A2(k, j) — m(j)) * ((A2(k,4) — m(7))))
r=2z/(ml—1)
S(h,t) ==z
h=h+1
end
end
t=t+1
end

Se calcula la inversa de nuestra matriz de varianzas-covarianzas
T =inv(S)

Coeficientes para obtener los ponderadores para diferentes portafolios efi-
cientes

[nl,nl] = size(S)
fori=1:nl
LR(i) = sum(T(i,:))
LC(i) = sum(T(:,1))

LRC = sum(T)
end
a=LC"xm
b=m'«xTxm
c= LRC

d= (bxc)— (a?
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E=Txm

fori=1:nl
F(i) = ((a/d) x LR(i)) — ((a/d) * E(1))
G(i) = ((¢/d) = E(i)) — ((a/d) = LR(i))

end
Portafolio de varianza minima global:

fori=1:nl
wm(i) = (1/c¢) * LR(7)
end

mum = ajc
sm=(1/c)®
plot(sm,mum)

muf = (mum —1):,1: (sm+1,5)
k = length(muf)

Frontera eficiente:

fori=1:k
sf(i) = (((¢/d) * (muf(i) — (a/c))?) + (1/c))®

end
Ponderadores w(i) para nuestros portafolios eficientes

fori=1:nl
forj=1:k
PN, j) = F(i) + (G(i) * muf(j))
end
end

Construido nuestro portafolio de activos riesgosos, procedemos a construir
nuestra Linea de Mercado de Capitales(LMC):

ml =log(1+ (ALR/100))/dias
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Indice de Sharpe:

fori=1:k
15(3) = (muf ) — mi) /s (i)

end

Se grafica la frontera eficiente:

plot(sf, muf)

slm=0:,3:45
j = length(slm)

fori=1:3
mim(i) = ml + (max(1S) % slm(i))
end

Se grafica la LMC construida a partir del Indice de Sharpe:
plot(slm, mlm)
Finaliza el programa:

endfunction

En las secciones anteriores ilustramos la conformacién de portafolios para
establecer inversiones. A través de un mecanismo facil y sencillo podemos
generar un numero infinito de combinaciones que nos permiten obtener portafo-
lios de acuerdo a los tres tipos de inversionistas que uno puede enfrentar, para
asi, establecer las mejores condiciones a fin de que se obtengan los mejores
beneficios y conformidad.

La ayuda del programa propuesto mediante la implementacién de un soft-
ware libre, es de gran utilidad pues el costo computacional se reduce bastante
y el tiempo utilizado en la construccién de portafolios es minimo; con esto, se
pretende que el tiempo se utilice mejor en la seleccion de activos, cobertura
de portafolios y analisis del valor en riesgo, el cual es muy solicitado hoy en
dia.



Capitulo 4
Aplicacién

Apegandonos a la normatividad establecida por la CONSAR para la crear
portafolios de inversion, disenaremos algunos portafolios con la finalidad de
mostrar rendimientos esperados mayores a los establecidos actualmente por
las Afores y Siefores.

Debido a la dificultad para obtener datos de lugares como Invertia o la
BMV, los datos fueron obtenidos de la pagina de yahoo, denominada yahoo
finance. Se obtuvieron 504 datos diarios del IPC y 31 emisoras comprendidos
del 3 de enero de 2005 al 28 de diciembre de 2006.

Se utilizard el modelo de Capital Asset Pricing Model (CAPM) como me-
dida de exposicion al riesgo que presentan las acciones de manera individual.
A partir de un andlisis de series de tiempo en ITSM, se creara un modelo
de cobertura con opciones sintéticas. Por tltimo, se realizard un andlisis de
riesgo mercado utilizando la metodologia VaR. Para cerrar la aplicacion, con
la finalidad de comparar el portafolios creado con uno empirico, utilizaremos
los mismo datos estimados para modelar un portafolios futuro.

Si el lector estd interesado en detalles técnicos mas profundos, una buena
referencia puede ser el libro de David G. Luenberger [8].

47
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Emisoras Promedio o Emisoras Promedio o Emisoras Promedio ©
ALFAA 0.077 0.964 FEMSAUBD 0.058 0.775 ica 0.112 0.943
AMXL 0.060 0.633 GCARSOA1 0.085 0.705 KIMBERA 0.077 0.964
ARA 0.071 0.788 GCC 0.087 0.872 SORIANAB 0.060 0.633
ARCA 0.068 0.940 GEOB 0.086 0.661 TELECOMA1 0.071 0.788
BIMBOA 0.033 0.670 GFINBURO 0.068 0.978 TELMEXL 0.068 0.940
CEMEXCPO 0.055 0.718 GFNORTEO 0.035 081 TLEVISACPO 0.033 0.670
CIEB 0.028 0.808 GMEXICOB 0.115 1.001 TVAZTECACPO 0.055 0.718
COMERCIUBC 0.268 3.035 GMODELOC 0.091 1.041 URBI 0.028 0.808
CONTAL 0.080 1.065 GRUMAB 0.082 0.828 VITROA 0.268 3.035
DESCB 0.209 2031 HOMEX 0.020 0.823 WALMEXV 0.060 1.065

ELEKTRA 0.034 1.040

Cuadro 4.1: Emisoras

4.1. Creacion de portafolios

Como primer ensayo, se creara un portafolio con 31 emisoras cotizantes en
la BMV; posteriormente bajo el modelo CAPM, se analizaran las betas de las
acciones, obteniendo asi un portafolio mas reducido con el cual seguiremos la
aplicacion. Para ambos portafolios, se analizaran 252 datos que corresponden
a un ano de cotizacién en el mercado de valores.

4.1.1. Portafolio con 31 emisoras

Para la aplicacién, las emisoras seleccionadas y sus rendimientos prome-
dio, se muestran en el cuadro (4.1). Los datos fueron tomados del 28 de
diciembre de 2005 al 29 de diciembre de 2006.

Utilizando en Scilab 4.1 el cédigo de programacién vista en el capitulo
anterior, se cre6 un portafolios con las 31 emisoras; para construir la linea de
mercado, se incorpora un activo libre de riesgo (Cete) con una tasa anual de
7.36 %. La construccién de la frontera eficiente, permite obtener informacién
de distintos portafolios de inversién acordes a las cualidades de los inver-
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Figura 4.1: Curva de rendimientos 31 emisoras

sionistas. La frontera eficiente y linea de mercado para las 31 emisoras, se
muestra en las figura (4.1).

Los ponderadores w; que se muestra en el cuadro (4.3) indican que,
comprando y vendiendo activos en las proporciones indicadas, se obtienen
rendimientos diarios esperados de 0.215% con una volatilidad de 0.628 %.
Los datos que conforman la frontera eficiente de los rendimientos es mostra-
do en el cuadro (4.2). De acuerdo a los ponderadores del cuadro (4.4), el
rendimiento diario esperado del portafolio de varianza minima es de 0.070 %
y su volatilidad de 0.782 %.

4.1.2. Portafolio 13 emisoras

Cuando diversificamos un portafolios, implicitamente estamos adminis-
trando el riesgo; no obstante, es dificil posicionarse sobre todos los activos
que conforman un portafolios numeroso, por tal motivo, se desarrollan her-
ramientas con las cuales podemos seleccionar activos y administrar riesgos.

El CAPM es una herramienta que nos permite especular sobre el riesgo
individual de los rendimientos esperados de un activo. Si el portafolio de
mercado M es eficiente, la tasa de rendimiento 7; del activo i satisface la
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Linea de Mercado de
FRONTERA EFICIENTE SHARPE Valores
S, Iy sr, of uf
1.105 -0.236 -0.213 0.000 0.000
0.883 -0.171 -0.192 0.100 0.034
0.680 -0.107 -0.155 0.200 0.069
0.506 -0.043 -0.084 0.300 0.103
0.371 0.022 0.058 0.400 0137
0.349 0.086 0.247 0.500 0171
0.455 0.151 0.331 0.600 0.205
0.628 0.215 0.342 0.700 0.240
0.826 0.279 0.338 0.800 0.274
1.036 0.344 0.332 0.900 0.308
1.251 0.408 0.326 1.000 0.342
1.469 0.472 0.321 1.100 0.377
1.690 0.537 0.318 1.200 0.411
1.911 0.601 0.314 1.300 0.445
2133 0.666 0.312 1.400 0.479
2.356 0.730 0.310 1.500 0.513
2.579 0.794 0.308 1.600 0.548

Cuadro 4.2: Rendimientos 31 emisoras

wh Emisora wh Emisora wh Emisora
0.023 | ALFAA 0.965 | FEMSAUBD -0.132 | ICA
-0.494 | AMXL -0.028 | GCARSOA1 1.183 | KIMBERA
-0.094 | ARA 0.969 | GCC 0.043 | SORIANAB
1.489 | ARCA 0.054 | GEOB -0.693 | TELECOMAI
0.241 | BIMBOA 0.821 | GFINBURO 0.866 | TELMEXL
-1.350 | CEMEXCPO -0.332 | GFNORTEO 0.568 | TLEVISACPO
0.213 | CIEB 0.083 | GMEXICOB -0.235 | TVAZTECACPO
0.463 | COMERCIUBC 0.373 | GMODELOC 0.086 | URBI
0.695 | CONTAL -0.285 | GRUMAB -0.088 | VITROA
0.018 | DESCB 0.328 [ HOMEX 0.128 | WALMEXV
0.409 | ELEKTRA

Cuadro 4.3: Ponderadores portafolio propuesto 31 emisoras



4.1. CREACION DE PORTAFOLIOS 51

wh Emisora wh Emisora wh Emisora
0.045 ALFAA 0.132 FEMSAUBD -0.031 ICA
-0.092 AMXL -0.019 GCARSOA1 0.209 KIMBERA
-0.051 ARA 0.123 GCC 0.008 SORIANAB
0.196 ARCA 0.012 GEOB -0.113 TELECOMA1
0.023 BIMBOA 0.136 GFINBURO 0.169 TELMEXL
-0.117 CEMEXCPO -0.085 GFNORTEO 0.080 TLEVISACPO
0.032 CIEB 0.002 GMEXICOB -0.002 TVAZTECACPO
0.057 | COMERCIUBC 0.047 GMODELOC 0.004 URBI
0117 CONTAL 0.005 GRUMAB -0.014 VITROA
0.022 DESCB 0.013 HOMEX 0.005 WALMEXV
0.086 ELEKTRA

Cuadro 4.4: Ponderadores de varianza minima 31 emisoras

ecuacion

7 —rr=Bi(rm —1y) (4.1)

donde 3; = oy /03,

El CAPM cambia el concepto de riesgo de un activo de o a § cuando
medimos activos individuales, sin embargo, medimos el riesgo de un portafo-
lio en términos de o.

Usando los datos a un ano tanto de las 31 emisoras como del IPC; con la
ecuacién (4.1) procedemos a obtener las 3’s de cada emisora y tomando en
cuenta que mientras mas cercana sea la 3 a 1, el activo se movera directa-
mente proporcional al mercado; presentamos las emisoras que presentan las
mejores ’s en el cuadro (4.5); en el cuadro (4.1) podemos observar en las
casillas sombradas sus rendimientos promedio.

Una vez seleccionados los activos, procedemos a construir la frontera efi-
ciente que muestra en la figura (4.2), los valores que conforman dichas fron-
teras son mostrados en la tabla (4.6).
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AMXL 0.5135
ARA 0.4403
BIMBOA 0.5117
CEMEXCPO 0.4886
FEMSAUBD 0.5731
GCARSOA1 0.4214
GEOB 0.7428
GFNORTEO 0.5443
ICA 0.9461
SORIANAB 0.5135
TELECOMA1 0.4403
TLEVISACPO 0.5117
TVAZTECACPO 0.4886

Cuadro 4.5: Emisoras con mejores [3’s

De acuerdo a los ponderadores del cuadro (4.4) se predice un rendimiento
diario esperado del portafolio de varianza minima de 0.068 % con una volatil-
idad de 0.526 %. El portafolio propuesto muestra un rendimiento esperado
de 0.180 % y una volatilidad de 0.889 %.

4.2. Valor del portafolio y cobertura

La necesidad de saber el comportamiento de activos, ha llevado a muchos
investigadores a desarrollar modelos que sirvan en el complicado trabajo del
control de riesgos. Los derivados, son herramientas a las que muchos anal-
istas financieros recurren como medida de control a eventos inesperados. El
mercado donde se cotizan estos instrumentos (MEXDER) se ha desarrollado
en los ultimos anos dentro del sistema financiero mexicano.

En ésta seccién, se describird un mecanismo denominado opciones sintética
para la cobertura de portafolios, en especial la cobertura del portafolio con-
formado la seccién anterior por 13 emisoras.
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Figura 4.2: Curva de rendimientos 13 emisoras

Linea de Mercado de
FRONTERA EFICIENTE SHARPE Valores
o, 1, sr, of pf
1.995 -0.231 -0.116 0.000 0.000
1.575 -0.163 -0.103 0.100 0.020
1.169 -0.094 -0.081 0.200 0.041
0.801 -0.025 -0.032 0.300 0.061
0.551 0.043 0.078 0.400 0.081
0.595 0.112 0.188 0.500 0.102
0.890 0.180 0.203 0.600 0.122
1.272 0.249 0.196 0.700 0.142
1.682 0.318 0.189 0.800 0.162
2105 0.386 0.183 0.900 0.183
2534 0.455 0.180 1.000 0.203
2.966 0.524 0177 1.100 0.223
3.400 0.592 0174 1.200 0.243
3.835 0.661 0172 1.300 0.264
4272 0.730 0.171 1.400 0.284
4.709 0.798 0.169 1.500 0.304
5147 0.867 0.168 1.600 0.324

Cuadro 4.6: Rendimientos 13 emisoras



54 CAPITULO 4. APLICACION

Ponderadores varianza minima Ponderadores LM
wh Emisora wh Emisora

-0.171674 AMXL -1.3815197 AMXL
0.063894 ARA 1.1308384 ARA
0.2332128 BIMBOA 2.1868071 BIMBOA
-0.0134311 CEMEXCPO -1.0607913 CEMEXCPO
0.2622331 FEMSAUBD 2.8478884 FEMSAUBD
0.0708812 GCARSOA1 0.8096587 GCARSOA1
-0.0294043 GEOB -0.3726628 GEOB
-0.0051268 GFNORTEQ 0.3609983 GFNORTEO
0.0427897 ICA 0.4458304 ICA
0.1850547 SORIANAB 1.6735698 SORIANAB
-0.0182131 TELECOMA1 -0.1639497 TELECOMA1
0.2687808 TLEVISACPO 2.4872778 TLEVISACPO
0.1110032 TVAZTECACPO 0.5351677 TVAZTECACPO

Cuadro 4.7: Ponderadores 13 emisoras

4.2.1. Valor del portafolios

Para poder hacer nuestras estrategias de cobertura, debemos conocer el
valor del portafolios, es decir, el activo subyacente. Utilizando la ecuacion

= 2”: (w; * Py x N;) (4.2)

=1

donde P; y N; denotan el precio y la cantidad monetaria destinada del activo
1, podremos conocer el valor del portafolios

Con los datos del cuadro (4.8) y la ecuacién (4.2) se obtiene que el valor
del portafolios es de $567,925.73. Los valores negativos en las ponderaciones,
se deben a que tenemos como hipétesis planteada en el capitulo anterior, que
las ventas en corto estdan permitidas.

4.2.2. Opciones Sintéticas

Hace poco mas de 25 anos, en Estados Unidos, se implement6 un modelo
de cobertura de activos financieros basado en la construcciéon empirica de
opciones de compra o venta. Gracias al trabajo desarrollado por Black-Sholes
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Emisora i P Ni Ti

AMXL -1.381 24.38 1,000 -33,681
ARA 1.130 73.17 300 24,823
BIMBOA 2.187 54.00 1,000 118,088
CEMEXCPO -1.061 36.61 1,000 -38,836
FEMSAUBD 2.848 125.17 700 249,529
GCARSOA1 0.810 40.00 1,250 40,483
GEOB -0.373 54.21 1,000 -20,202
GFNORTEO 0.3610 42.25 800 12,202
ICA 0.446 40.75 700 12,717
SORIANAB 1.674 71.04 500 59,445
TELECOMA1 -0.164 39.63 500 -3,249
TLEVISACPO 2.487 58.50 1,000 145,506

TVAZTECACPO 0.535 8.22 250 1,100

Cuadro 4.8: portafolios P; real

y Merton, se puede obtener el precio tedrico de las opciones utilizando la
denominada férmula Black-Sholes como se muestra en la ecuaciones

C(S,t) = SN(dy) — Ke "I N(d,) (4.3)

V(S,t) = Ke "IN (—dy) — SN(—d;) (4.4)

donde K es el precio de ejercicio con fecha de vencimiento T', S es el precio
del derivado. N(d;) y N(dsz) denotan la distribucién de probabilidad estdndar
de la normal donde:

n(£)+ (r+%) (T -1

h = oI —t
. n(£)+(r—%)(T-1
2 oV —t

= dl—O'\/T—t

La formula para valuar un call y un put se muestran en las ecuaciones
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(4.3) y (4.4) respectivamente.

Para poder plantear nuestra estrategia de cobertura, es necesario conocer
el cambio en el precio de un activo. La cantidad delta es una herramienta
muy 1til en el ambito de los derivados. La delta de una opcién call puede ser
calculada a partir de la distribucién de probabilidad estandar de la normal,
es decir, A. = N(d;); para el caso de un put, es A, = N(—d;)

En periodos cortos de tiempo, la delta puede ser diferente y el portafolios
rebalanceado; no obstante, el valor del portafolios puede ser aproximada-
mente igual al nuevo valor de la opcién. Cuando el dia de vencimiento de
la opcién sintética se aproxime, el portafolios consistirda en su mayoria de
acciones si el precio de ejercicio es cercano a K.

Como parte de la aplicaciéon, realizaremos con el programa I'TSM 2000
un analisis de series de tiempo para estimar como se moveran las acciones en
el mercado, en base a los resultados mostrados en el cuadro (4.9), se estable-
ceran mecanismos de cobertura.

Como estrategia de cobertura, construiremos un call y un put cuyos pre-
cios de ejercicio son $567,924.73 y $57,1624.73 respectivamente los cuales
vencen en 15 dias. Como supuesto, tomaremos dados los valores de la volatil-
idad (o =20 %) y la tasa de interés(r = 10 %). Lo que se pretende es replicar
las opciones; para el caso de la opcion call, se compran acciones y se vende
un activo libre de riesgo; para la opcion put se venden acciones y compra
dicho activo libre de riesgo. El desarrollo de ambos portafolios replicantes se
muestran en (4.10) y (4.11). El valor del portafolios es dado mediante las
observaciones estimadas de las acciones, el valor de las opciones se obtiene
utilizando las ecuaciones (4.3) y (4.4).

Dentro de la aplicacién planteada, la finalidad de las opciones sintéticas
en el manejo de fondos de pensiones, es establecer mecanismos de cobertura
y no de arbitraje, motivo por el cual, no se pretende obtener ganancia alguna
cuando replicamos nuestro portafolios.
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AMXL | ARA | BIMBOA | CEMEXCPQO | FEMSAUBD | GCARSOQOA1 | GEOB
24.14 | 7257 52.70 36.20 125.32 39.07 54.11
23.87 | 73.19 52.30 36.49 123.64 38.98 54.56
24.22 | 72.96 52.50 36.67 124.24 39.52 54.88
24.26 | 72.29 52.00 37.05 123.60 39.80 54.79
24.35 | 7240 52.12 37.27 125.05 39.45 §5.39
24.30 | 71.48 51.61 36.83 124.40 39.66 654.58
24.22 | 70.09 51.93 36.32 124.40 39.69 53.65
24.43 | 7210 53.84 36.34 125.98 39.61 §3.60
2415 | 71.88 53.76 35.65 126.37 39.40 63.58
24.59 | 7246 54.76 35.96 128.14 39.32 54.24
24.96 | 74.81 55.05 36.78 120.09 39.67 §5.07
24.97 | 7414 54.94 36.71 127.87 39.66 65.46
24.72 | 74.07 54.69 36.42 126.83 39.38 §5.11
24.29 | 74.60 54.14 36.64 124.48 38.97 §5.50
24.50 | 74.31 54.13 36.77 124.45 39.56 §5.71
GFNORTEO | ICA | SORIANAB | TELECOMA1 | TLEVISACPO | TVAZTECACPO
42.18 40.55 72.25 40.51 58.40 8.00
41.76 39.84 7218 39.92 58.90 7.83
41.35 40.40 70.96 39.30 59.78 7.81
41.78 40.52 71.44 38.08 59.63 7.84
42.03 40.87 72.68 38.78 59.58 7.81
41.77 41.58 72.30 39.09 59.52 7.7
41.82 40.72 71.91 38.12 59.18 7.72
42.41 40.77 71.50 39.04 58.78 8.00
42.11 40.67 71.26 38.76 58.06 8.01
41.75 40.95 71.89 39.10 58.37 7.99
42.08 41.72 7278 39.26 59.15 8.00
42,22 41.38 72.64 39.43 58.81 8.00
42.35 41.15 73.53 41.19 58.60 8.00
41.96 40.46 73.49 40.65 59.22 7.82
41.46 41.01 72.21 39.95 60.10 7.81

Cuadro 4.9: Precios estimados
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Portafalios Portafolios de Partafolio de
Portafolio | Precio call Delta replicante acciones bono
1 | 565,613.60 1,925.90 0.3875 1,925.90 219,170.45 -217,244.55
2 | 562,276.01 914.58 0.2249 914.35 126,478.37 -125,564.01
3 | 564,844.71 1,643.68 0.3469 1,643.34 195,917.35 -194,274.01
4 | 562,407.72 944.58 0.2306 944.35 129,665.22 -128,720.88
5 | 565,701.26 | 1,960.08 0.3922 1,959.69 221,873.91 -219,914.22
6 | 563,665.94 1,270.04 0.2879 1,269.76 162,256.52 -160,986.76
7 | 563,584.26 | 1,246.69 0.2839 1,246.40 160,028.73 -158,782.33
8 | 570,028.17 | 4,173.21 0.6298 4,172.58 358,983.17 -354,810.60
9 | 569,396.69 3,786.11 0.5961 3,785.51 339,414.20 -335,628.69
10 | 575,296.25 | 8,136.36 0.8557 8,135.51 492,307.90 -484,172.39
11 | 580,300.94 | 12,720.65 0.9598 12,719.69 556,999.74 -544,280.05
12 | 6§76,235.34 8,953.17 0.8831 8,952.28 508,900.03 -499,947.75
13 | 574,145.70 | 7,173.71 0.8166 7,172.89 468,850.80 -461,677.90
14 | 569,419.06 3,799.45 0.5973 3,798.86 340,114.71 -336,315.86
15 | §70,543.97 | 4,504.97 0.6565 4,504.31 374,580.43 -370,076.12
Cuadro 4.10: Call replicante
Portafolios | Portafolios de | Portafolio de
Portafolio Precio put Delta replicante acciones bono
1 565,613.60 6,633.84 0.7885 6,633.84 -445,997.21 452,631.04
2 562,276.01 9,463.03 0.8981 9,462.13 -505,004.73 514,466.86
3 564,844.71 7,251.78 0.8184 7,250.96 -462,266.02 469,516.98
4 | 562,407.72 9,344.95 0.8948 9,344.06 -503,241.28 512,585.34
5 | 565,701.26 6,564.87 0.7849 6,564.09 -444,042.72 450,606.80
6 | 563,665.94 8,240.95 0.8588 8,240.10 -484,093.53 492,333.63
7 563,684.26 8,311.21 0.8614 8,310.35 -485,465.54 493,775.89
8 570,028.17 3,605.28 0.5731 3,604.70 -326,667.61 330,272.31
9 569,396.69 3,977.98 0.6073 3,977.38 -345,770.80 349,748.18
10 | 5$75,296.25 1,342.33 0.2925 1,342.04 -168,298.48 169,640.51
11| 580,300.94 384.84 0.1087 384.73 -63,078.30 63,463.03
12 | 576,235.34 1,087.99 0.2497 1,087.74 -143,886.44 144,974.18
13 | 574,145.70 1,711.18 0.3494 1,710.83 -200,577.94 202,288.76
14 | 569,419.06 3,964.42 0.6061 3,963.81 -345,101.76 349,065.57
15| 5$70,543.97 3,316.98 0.5448 3,316.43 -310,805.18 314,121.61
Cuadro 4.11: Put replicante
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4.3. Valor en riesgo

Uno de los problemas mas comunes cuando nos dedicamos a invertir en
mercados financieros es el riesgo mercado. El VaR, es un método que mide
la exposicién al riesgo utilizando técnicas estadisticas con la cual, estima la
pérdida maxima esperada que un portafolios puede sufrir en un intervalo de
tiempo determinado.

El modelo VaR tiene como supuesto que existen condiciones de normal-
idad y que la media de los rendimientos es cero, como hemos visto, los ac-
tivos seleccionados en el portafolios no cumplen con la hipdtesis sobre los
rendimientos, sin embargo, en la practica a pesar de que no cumplan dicho
supuesto, se realiza dicho analisis. La féormula para obtener el valor en riesgo
se muestra en la ecuacién (4.5).

VaR = I(a)* S0, %\t (4.5)
donde:

= /(a) determina el valor nivel de confianza «.

= S es el monto total de la inversién o la exposicion total al riesgo.
0, =Vl * X xw.

= horizonte de tiempo en que se desea calcular el VaR.

Con las acciones de nuestro portafolios y dado que I ()= 2.33, 0,=0.2769,

S=%$567,925.73 y t=4/10/252=0.1992, obtenemos que VaR = $72,985.53 es
decir, uno de cada diez dias de operacién del mercado, la pérdida que ocur-
rird puede ser mayor a $72,985.53. Debemos recordar que la metodologia
propuesta establece condiciones de mercado normales, es decir, no toma en
cuenta momentos de crisis o turbulencias.

4.4. Composicion de un portafolio estimado

Para finalizar la aplicacion, utilizaremos los datos del 18 de enero de 2006
al 29 de diciembre de 2006 y anexaremos los datos correspondientes a los 15
dias posteriores. La frontera eficiente y sus valores se muestran en los cuadros
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Figura 4.3: Curva de rendimientos portafolios estimados

(4.3) y (4.3).

De nuevo, de acuerdo a los ponderadores del cuadro (4.13), se predice un
rendimiento diario esperado del portafolio de varianza minima de 0.065 % con
una volatilidad de 0.525%. El portafolio propuesto muestra un rendimien-
to esperado de 0.157% y una volatilidad de 0.821 %. EL valor de dicho
portafolio, utilizando el precio del tltimo dato observado para cada emisora
es $635,409.67.

El portafolios propuesto, quedara conformado por 35% invertido en ac-
tivos riesgosos y 65 % en activos libres de riesgo. La tasa anual de rendimien-
tos para nuestro portafolios es de 45.36 %, si invertimos un peso con el activo
libre de riesgo con las proporciones mencionadas, obtenemos una tasa nomi-
nal de 25 % suponiendo que la tasa de rendimiento del portafolios es continua.

Para finalizar la aplicacion, simularemos el comportamiento de un fondo
con los supuestos del cuadro (1.2); utilizaremos la Afore que presenta la
comision mas alta que que se muestra en dicho cuadro y utilizaremos su tasa
de rendimiento nominal como se muestra en el cuadro (1.4). Sea
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FRONTERA EFICIENTE SHARPE Linea de Mercado de Valores
S, ", sr, G I,
2129 -0.235 -0.110 0.000 0.000
1.698 -0.169 -0.100 0.100 0.019
1.278 -0.104 -0.082 0.200 0.038
0.888 -0.039 -0.044 0.300 0.058
0.589 0.026 0.045 0.400 0.077
0.555 0.092 0.165 0.500 0.096
0.821 0.157 0.191 0.600 0.115
1.201 0.222 0.185 0.700 0.134
1.617 0.288 0.178 0.800 0.153
2.047 0.353 0172 0.900 0172
2.484 0.418 0.168 1.000 0.191
2.924 0.484 0.165 1.100 0.210
3.367 0.549 0.163 1.200 0.230
3.812 0.614 0.161 1.300 0.249
4.257 0.679 0.160 1.400 0.268
4703 0.745 0.158 1.500 0.287
5.149 0.810 0.157 1.600 0.306

Cuadro 4.12: Rendimientos portafolios estimados

Ponderadores varianza minima Ponderadores LM
®h Emisora @i Emisora

-0.16102 AMXL -1.60488 AMXL
0.05651 ARA 1.02597 ARA
0.23252 BIMBOA 2.34237 BIMBOA
-0.00984 CEMEXCPO -0.96610 CEMEXCPO
0.24656 FEMSAUBD 2.88076 FEMSAUBD
0.07612 GCARSOA1 0.89972 GCARSOA1
-0.03459 GEOB -0.25086 GEOB
-0.00914 GFNORTEO 0.19967 GFNORTEO
0.04460 ICA 0.44114 ICA
0.19371 SCRIANAB 1.98802 SORIANAB
-0.00675 TELECOMA1 0.07107 TELECOMA1
0.28356 TLEVISACPO 3.09347 TLEVISACPO
0.08777 TVAZTECACPO 0.37023 TVAZTECACPO

Cuadro 4.13: Ponderadores portafolios estimados
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K; = (K;+R —C

donde K es el capital inicial, R es rendimiento del periodo, C' la comision
cobrada y Kzf el capital del fondo después del balance. Si suponemos que el
fondo se capitaliza bimestralmente, el resultado es mostrado en el cuadro

(4.14)

K, R C K, R,
Afore $23,770  $421.77  $827.19  $24,141 $371.08
Propuesto  $23,770 $1,011.33  $827.19  $34,731.55  $961.55
Afore $150,000 $2,661.60 $5,220.00 $148,219.01 $-1780.98
Propuesto  $150,000 $6,382.03 $5,220.00 $151,939.44  $1,939.44

Cuadro 4.14: Analisis comparativo
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Conclusion

La aplicacién, cierra el trabajo de manera satisfactoria, tedricamente se
obtuvieron rendimientos muy por encima de los establecidos actualmente. La
creacién de portafolios de inversion pretende establecer diversos panoramas
a los inversionistas; para el caso especifico de los fondos de pensién, es desa-
rrollar portafolios con rendimientos altos a su vez que su exposicion al riesgo
sea minima; en base a esto, se crearon portafolios utilizando como referencia
una linea de mercado a partir de la tasa libre de riesgo.

Los portafolios propuestos obtienen rendimientos anuales esperados de
alrededor de 54.15 % para el caso del portafolios de 31 emisoras, y de 45.36 %
para el portafolios conformado por 13 emisoras (suponiendo que es na tasa
continua); la diferencia radica en que el portafolios conformado por las 31
emisoras, recopila mayor informacion del mercado, sin embargo, es mejor tra-
bajar con menos acciones si tomamos en cuenta que rebalancearemos contin-
uamente los activos. La cobertura del portafolios, se hizo de manera teorica,
utilizando opciones sintéticas y suponiendo cierto comportamiento en los ac-
tivos del portafolios; se rebalancea el portafolio diariamente; se presta o pidie
prestado efectivo a la tasa libre de riesgo hasta que se llega al horizonte de
tiempo pactado. El mecanismo utilizado es un poco el reflejo practico de lo
que se hace cuando incluimos un activo libre de riesgo dentro de los activos
que conformaran un portafolios. Al conformar el portafolios estimado, se ob-
serva que disminuyen los rendimientos en un 12.74 % y el valor del activo
subyacente se incrementé 11.88%. Una explicaciéon adecuada puede ser el
descontrol que sufren las acciones a principio de ano, lo cual es considerable
si tomamos en cuenta que muchas empresas se reestructuran en dicho perio-
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do; sin embargo, con un adecuado manejo del portafolios, los rendimientos
promedio pueden seguir siendo atin mayores a los que ofrecen las afores.

Segun lo planteado en la CONSAR, los rendimientos y las aportaciones
son vitales para el beneficio de los pensionados, no obstante, como se pre-
senta en el cuadro (4.14, si suponemos que el fondo inicia con una cantidad
mayor a la que la CONSAR tiene como supuesto, se demuestra que las comi-
siones son mayores a los rendimientos ofrecidos. La tasa pasa a ser una tasa
de descuento para el trabajador. Si las Afores invierten un portafolios a la
tasa propuesta en éste trabajo y ofrecen los rendimientos que se muestran en
el cuadro (1.4), obtienen una ganancia libre de 12.15 % por cada peso inver-
tido mas una ganancia extra por manejo de cuenta (comisiones) ;Realmente
somos los mexicanos los beneficiados del sistema de capitalizacién individual?

Con la finalidad de prevenir una futura quiebra en el fisurado sistema
de pensiones, es necesario que el Estado a través del Gobierno Federal real-
ice modificaciones sustanciales en dicho sistema. El modelo de capitalizacion
individual no es solvente y dificilmente dara los beneficios esperados. Los
activos generados en las cuentas no seran suficientes para establecer los pa-
gos mensuales; los mexicanos terminaremos pagando el déficit causado por
la pésima implementacion de un modelo mal adaptado y ejecutado.
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Apéndice

A.1. Modelo Binomial

Para explicar a mayor detalle la manera en la que se pueden establecer los
precios de opciones a través de modelos de arboles binomiales, el siguiente
apartado tiene como objetivo explicar la estructura y comportamiento de
dichos instrumentos mediante la implementacién del modelo binomial. Para
mayor detalle sobre éste interesante tema, una buena referencia es [8]

A.1.1. Modelo para un periodo

Sea S, el precio inicial de una accién; al final del periodo, el precio puede
ser uS con probabilidad p o dS con probabilidad 1 — p, asumimos que u >
d > 0. Para cualquier periodo, es posible pedir prestado o prestar a una
tasa libre de riesgo r y R = 1 + r. Para eliminar oportunidades de arbitraje
tenemos que:

u>R>d

Supongamos que dentro de los activos que tenemos, contamos con una
opcion call cuyo precio de ejercicio es k y su fecha de expiracion esta pacta-
da al final del periodo. Debemos tomar en cuenta que no hay arbitraje y
que tanto el valor del activo libre de riesgo como el de la opcién siguen la
misma direccion que el valor de la accién. Es decir, si el valor de la accion
es ascendente, los dos activos restantes siguen la misma direccion y viceversa.
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Una vez conocido el valor de nuestra accion y de nuestro activo libre de
riesgo, podemos encontrar el valor de la opciéon call, recordando que podemos
establecer el valor del activo libre de riesgo como un derivado de la accion.

A partir de nuestro punto inicial, solamente tenemos dos posibles resul-
tados con lo que podemos construir un modelo correspondiente al resultado
de la opcion.

Sea

Cy, = maz(uS — k,0) (A1)
Cq = max(ds — k,0) (A.2)

Para duplicar las ecuaciones(A.1) y (A.2), creamos un portafolios IT com-
prando z unidades monetarias del valor de una acciéon y b unidades mone-
tarias del valor de un activo libre de riesgo. Al siguiente periodo, el portafolios
podré ser valorado por uz + RB 6 dxr + RB dependiendo del comportamien-
to de nuestros activos. Igualamos los resultados con nuestros posibles valores
que puede tomar la opcion call:

ux + Rb = C,
dx + Rb = Cy

resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos

G, -G,

v u—d

una vez conocido el valor de x podemos encontrar b:

C, —ux
R
qu - dCu

R(u —d)

b =

conocidos los parametros de x y b, el valor del portafolios esta determinado
por:
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Cu—Cd+qu—dOu
u—d R(u —d)

1 [R—-d u— R
a R(u—dCu+u—dCd>

Utilizando el principio de no arbitraje, se concluye que el precio de la
opcidén call es el mismo que I, por lo tanto, la ecuacién (A.3) establece el
precio.

1 (R—d u—R
C—R<u_dC’u+ u—dCd> (A.3)

Como el portafolios esta compuesto de la accién y el activo libre de riesgo
que duplica el resultado de la opcion el cual, es con frecuencia referido a un
portafolios replicante; con esto, también replicamos la opcién.

Para simplificar la ecuacién (A.3), definamos

R—d
u—d
donde ¢ es llamada probabilidad neutral de riesgo. Con esto, la ecuacion
queda como

q= (A.4)

C = HaCut (1-9)C4 (A5)

Este sencillo procedimiento puede ser utilizado para cualquier activo sub-
yacente y, dado que ¢ puede ser calculada teniendo la seguridad de que la
formula neutral de riesgo esta sujeta esencialmente a la misma accién, ten-
emos que

S = ;(quS + (1 —¢q)dS) (A.6)

Dado que (A.5) se puede encontrar como el valor esperado de la opcién
dada g tenemos que

1 -~
O(r 1) = BO(T)
donde C(T) y C(T — 1) son valores de call para T'y T'— 1 respectivamente,

E denota la esperanza respecto a la probabilidad neutral de riesgo g y 1 —g.
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A.1.2. Modelo para multiples periodos

El modelo para multiples periodos no es mas que una extensién al modelo
de un periodo, con la diferencia que ahora iremos de atras para adelante.
Supongamos que el precio inicial de la accion es 5, el cual es modificado por
factores u y d que desplazan el precio hacia arriba o abajo respectivamente.
Los valores mostrados en la figura(A.1) corresponde a un arbol de una opcién
call con precio de ejercicio k cuya fecha de expiracién corresponde al nodo
de cada ramificacién. El valor de la opcién es conocido al final de cada nodo
del arbol. en particular

Cypu = mazx(u?S — k,0)
Cua = mazx(udS — k,0)
Cyq = max(d*S — k,0)

Utilizamos (A.4) como en el caso del modelo para un periodo. Asumimos
que no podemos ejercer la opcién temprano, podemos encontrar los valores
de C, y C4 como si fuese un periodo simple como en la ecuacién (A.5)

1
u = 5 uu 1— U,
Cu = 5laCuu+ (1 = 9)Cud]

1
Cq= E[qcud + (1 —q)Cad

De manera iterativa, podemos encontrar C' aplicando la misma férmula
de descuento libre de riesgo, es decir:

C— ;%[qC'u + (1= g)Cld

Como ejemplo, presentamos el modelo Vasicek utilizando la forma itera-
tiva de arboles binomiales
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Cu

C Cud

Cd

Figura A.1: Opcion call de dos periodos

69



70

APENDICE A. APENDICE



Bibliografia

1]

[10]

[11]

Comision Nacional del Sistema de Ahorro para el Retiro.
Www.consar.gob.mx

Goodman Victor y Stampli Joseph. Matemdticas para las finanzas.
Thomson. 2003.

Feller William. Introduccion a la teoria de probabilidades y sus aplica-
ciones. Editorial Limusa. Vol. 1. 1983.

Feller William. Introduccion a la teoria de probabilidades y sus aplica-
ciones. Editorial Limusa. Vol. 2. 1985.

Hull, John y White, Alan. Pricing Interest-Rate-Derivative Securities.
Rev. Fin Stud., Vol 3, No.4, 1990.

Instituto Mexicano del Seguro Social. www.imss.gob.mx

Instituto de Seguridad y Servicios Sociales de los Trabajadores del Es-
tado. www.issste.gob.mx

Luenberger, David. Investment Science. Oxford University Press. 1998.

John  Norstad.  An  Introduction  to  Portafolio  Theory.
http://homepage.mac.com/j.norstad/finance, abril. 1999.

John Norstad. Portafolio Selection: Partl-Unconstrained Portafolios.
http://homepage.mac.com/j.norstad/finance, sep. 2002.

José Lasa, Alcides. Construccion de una fron-
tera eficiente de activos financieros en M¢éxico.
http://www.geocities.com/Athens/Parthenon/4400/invest.htm

71



72 BIBLIOGRAFIA

[12] Kijima, Masaaki. Stochastic process whit aplications to finance. Chap-
man & Hall/Crc. 2003

[13] Zvie Bodie y Robert C. Merton. Finanzas. Pearson Educacién. México,
2003.



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Pensiones en México
	Capítulo 2. Modelos Estocásticos para las Finanzas
	Capítulo 3. Teoría del Portafolio
	Capítulo 4. Aplicación
	Capítulo 5. Conclusión
	Apéndice
	Bibliografía

