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Introducción

A pesar de los esfuerzos por incentivar el desarrollo de mercados fi-
nancieros que brinden una oportunidad para capitalizar fondos de pensiones,
estos no han dado los resultados esperados; las empresas administradoras de
los fondos de pensión, no cubren las necesidades que la población margina-
da necesita, motivo por el cual el Estado, en calidad de protector de las
garant́ıas que la seguridad social establece, destina grandes flujos de dinero
para sostener un sistema debilitado, fracturado y desvalido.

El cambio en el sistema de pensiones mexicano buscó desde un inicio ter-
minar con el déficit presupuestal del gobierno federal, sin embargo, a pesar
de casi 10 años de la nueva reforma e implementación de un sistema de capi-
talización individual, los cambios no se han visto reflejados para el gobierno,
y mucho menos, en la economı́a de los mexicanos.

Hoy en d́ıa, el problema se ha ido incrementando, los rendimientos pro-
puestos por las administradoras de los fondos de pensiones no son, ni por
mucho, acordes con las necesidades básicas de los futuros pensionados. El
gasto por la pensión mı́nima garantizada que el Estado tiene por ley, la obli-
gación de proporcionar, acarreará grandes problemas financieros al gobierno
federal.

El presente trabajo, se enfoca en el ramo de pensiones por cesant́ıa en
edad avanzada; tiene como objetivo, demostrar que es posible obtener ma-
yores rendimientos de los fondos de pensiones respecto a los rendimientos
ofrecidos por las Administradoras de Fondos para el Retiro (Afores).

La introducción del análisis estocástico en las finanzas ha dado la pau-
ta para establecer mecanismos que describen el comportamiento de activos
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x INTRODUCCIÓN

financieros para cuantificar el riesgo mediante ecuaciones diferenciales y sus
soluciones. El uso de métodos numéricos como herramienta de aproximación
a dichas soluciones, son una referencia de utilidad para el ámbito financiero.
Cient́ıficos como L. Bachelier, Norbert Wiener, Harry Markowitz, Kiyosi Itô
y Robert C. Merton por mencionar algunos, han desarrollado y pulido he-
rramientas para el análisis financiero en base a modelos matemáticos. La
elaboración del trabajo es una breve recopilación de dichos modelos y su
aplicación directa en el sistema de pensiones de México.

En el caṕıtulo 1 se señala a manera de introducción, una śıntesis histórica
de la seguridad social en México, en particular del sistema de pensiones; se
establece el trabajo regulador de la Comisión Nacional del Sistema de Aho-
rro para el Retiro (CONSAR), aśı como las funciones de las AFORES en
conjunto con las Sociedades de Inversión Especializadas en Fondos para el
Retiro (SIEFORES) en el sistema de pensiones; se revisa la ley del Sistema
de Ahorro para el Retiro, los fondos que existen y su tipo de inversión.

En el caṕıtulo 2 se desarrolla la teoŕıa de los procesos estocásticos, en
particular, sobre el movimiento Browniano y el lema de Itô para establecer
modelos estocásticos de cobertura y selección óptima de activos.

El caṕıtulo 3 es un estudio sobre la teoŕıa del portafolio desarrollada
por Harry Markowitz, bajo el enfoque media-varianza con la variante de
rendimientos lognormales y reevalúo de portafolios; se establece un método
alternativo al de multiplicadores de Lagrange, para establecer el rendimiento
de varianza mı́nima global, a partir del cual, obtenemos los portafolios que
conforman la frontera eficiente.

En el caṕıtulo 4, se realiza la aplicación utilizando acciones que cotizan
en la Bolsa Mexicana de Valores (VMB) y que cumplan con lo señalado en
la ley de la CONSAR, un análisis bajo el enfoque del Capital Asset Pricing
Model (CAPM), se establecen modelos de cobertura mediante la construcción
de opciones sintéticas, su valuación utilizando la fórmula de Black, Sholes y
Merton, aśı como cálculo de valor en riesgo mediante el modelo VaR.



Caṕıtulo 1

Pensiones en México

En este caṕıtulo se presentan dos sistemas de pensiones establecidos en
México derivadas de la seguridad social; se mencionan los cambios que han
sufrido dichos planes en su normatividad, de acuerdo a las modificaciones
en sus respectivas leyes, se presentan algunos cuadros de los rendimientos
y comisiones que ofrecen las diversas Afores y por último establecemos los
patrones de inversión que las Siefores deben seguir. El contenido del caṕıtulo
se basa en ĺıneas generales de [1], [6], [7] y [13]

1.1. Seguridad social y pensiones

La seguridad social es un modelo que se estableció desde finales del siglo
XIX y tiene sus oŕıgenes en Alemania (Bismark 1883). La finalidad de la
seguridad social es controlar la desigualdad social y permitir el desarrollo de
las personas más vulnerables a través de programas de servicios médicos y
recursos financieros cubiertos mayoritariamente por el Estado. Para el caso
de las pensiones, el objetivo es garantizar un nivel de vida igual o similar al
que gozó el trabajador durante su vida laboral.

Desafortunadamente el costo presupuestal que tiene la implementación
de dichos sistemas ha mermado las economı́as de los páıses que implementan
planes de seguridad públicos, lo que ha tráıdo como consecuencia, que se
reformen sus leyes o que desaparezcan por completo los planes.

Las pensiones forman parte del conjunto de prestaciones que cubre la se-
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2 CAPÍTULO 1. PENSIONES EN MÉXICO

guridad social. Para el caso de cesant́ıa en edad avanzada (CEA), los traba-
jadores obtienen compensaciones periódicas por los años de trabajo realizado,
se conforman de manera tripartita (patrón, empleado y Estado) y permiten al
trabajador obtener un ingreso en la vejez. Para establecer los cálculos refer-
entes a la suma de dinero que el empleado recibirá a la edad de retiro(CEA),
existen dos tipos de planes de pensión: planes de beneficio definido y planes
de contribución definida.

1.1.1. Planes de beneficio definido

En este esquema, se establece de antemano la cantidad que el trabajador
recibirá al término de la vida laboral sin importar los activos que se hayan
consolidado a partir de las aportaciones de (patrón, empleado y Estado). Para
poder establecer el beneficio se requiere de un cálculo actuarial en base a in-
formación como: salario, tipo de empleo, antigüedad laboral (tiempo mı́nimo
de cotización), edad de jubilación, esperanza de vida, sexo entre otros.

Los planes de beneficio definido tienden a desarrollar un incremento lento
en el valor presente de los beneficios durante los primeros años, y se acelera
conforme se acerca la edad de retiro; esta caracteŕıstica se puede traducir en
un bajo costo para los trabajadores jóvenes pero elevado para la población
laboral más vieja.

El financiamiento en este tipo de planes se basa en un desarrollo actua-
rial. Los cálculos se deben hacer tomando en cuenta, que el monto de las
contribuciones que el patrón, empleado y Estado realizan, debe asegurar que
el fondo para la jubilación cumpla con las obligaciones de pagos futuros, es
decir, que el valor presente de las contribuciones, sean mayores a sus benefi-
cios.

Cuando la administración de los activos aportados (reservas) no están
consolidados para continuar con el plan, se dice que es un sistema de reparto
ya que, la remuneración del retirado es pagada mediante las aportaciones de
los trabajadores en activo.
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1.1.2. Planes de contribuciones definidas

Es un plan en cual, se establecen las contribuciones que realizaran pa-
trón, empleado y Estado, pero, a diferencia del plan de beneficio definido, la
pensión se basa únicamente en la cantidad que exista en la cuenta, por lo
que las aportaciones y los rendimientos son la única manera de incrementar
la cuant́ıa de la pensión. Los beneficios en este tipo de plan dependen del
balance de la cuenta en el momento en el cual se necesite hacer uso de los
recursos. A pesar de que los individuos controlan sus aportaciones y pueden
escoger el tipo de inversión óptimo, las administradoras tienen un alto grado
de responsabilidad sobre el fideicomiso incluyendo la selección de opciones
de inversión y proveedores administrativos.

Actualmente en México, las pensiones se manejan bajo este esquema.
Por tal motivo, se pretende examinar tanto en este caṕıtulo como en los
posteriores, las caracteŕısticas de un sistema de capitalización mediante fon-
dos de inversión, diversificación y rendimientos observados. Debemos ten-
er muy claro, que el riesgo en éste plan, recae directamente en el Estado,
pues por ley, se asegura una pensión mı́nima garantizada, por lo que si los
rendimientos menos las comisiones no generan ganancias sustanciales, el Es-
tado seguirá destinando muchos flujos de efectivo y el problema no habrá sido
resuelto.

1.2. Principales modelos en México

1.2.1. Antecedentes

La seguridad social en México, tuvo sus inicios en 1904 a través de la
Ley de Accidentes de Trabajo del Estado de México; posteriormente en 1906
se expide la Ley sobre Accidentes de trabajo del estado de Nuevo León, en
la cual, se reconoce que los empleadores deben tener la obligación de aten-
der a sus empleados en caso de enfermedad, accidente o muerte durante el
cumplimiento de sus labores. Posteriormente se incorporó a la Constitución
de 1917 el art́ıculo 123, el cual estipula que los estados y el Gobierno Fede-
ral regulen las relaciones laborales y, que se establezcan cajas de seguro de
invalidez, de vida, de cesant́ıa voluntaria del trabajo y de accidentes.

En 1925 se expidió la Ley de Pensiones Civiles y se creó la Dirección
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General de Pensiones Civiles de Retiro la cual, comprend́ıa la protección de
la salud, préstamos y pensiones por vejez, inhabilitación y muerte. A pesar de
la ley promulgada y la dirección creada, el sistema de pensiones mexicano fue
incorporando lentamente a los trabajadores. En un principio, los funcionarios
y empleados del gobierno federal fueron el único grupo privilegiado por la
seguridad social; paulatinamente se fueron incorporando los militares, maes-
tros públicos, ferrocarrileros y trabajadores del sector energético (petroleros
y electricistas).

1.2.2. Instituto Mexicano del Seguro Social

En 1943 se expidió la Ley de Seguridad Social y se creó el Instituto Mexi-
cano del Seguro Social (IMSS). El IMSS proporcionaba programas en materia
de: riesgos del trabajo, salud, invalidez, vejez y muerte, aśı como cesant́ıa en
edad avanzada financiado por aportaciones tripartitas (empleado, empleador
y gobierno).

Con la finalidad de extender la seguridad social a grupos vulnerables y
desprotegidos, en 1973 se promulgó la Ley del IMSS, la cual estableció la
cobertura obligatoria del IMSS para trabajadores independientes, al servicio
doméstico y pequeños empresarios.

En 1995 debido a la dificultad para hacer frente al déficit financiero que
trajo el sistema de reparto y la imposibilidad de seguir manteniendo las
reservas actuariales debido principalmente a la transición demográfica, se re-
formó la ley del IMSS siguiendo el modelo chileno; se elimina el sistema de
reparto del seguro de retiro, cesant́ıa en edad avanzada y vejez introduciendo
un sistema de capitalización individual.

Según lo establecido en la Ley del IMSS de 1997 se debe tomar en cuenta
lo siguiente:

Cuotas y aportaciones

Para cesant́ıa en edad avanzada y vejez tanto patrones como trabajadores
aportan el 3.150% y 1.125% sobre el SBC respectivamente. En este ca-
so, la contribución del Estado será igual al 7.143% del total de las cuo-
tas patronalesn (.225% del SBC). El Gobierno Federal complementará con
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una aportación mensual (cuota social) equivalente al 5.5% del salario mı́ni-
mo general vigente para el Distrito Federal. El valor del importe se actua-
lizará trimestralmente de acuerdo con el ı́ndice Nacional de Precios al Con-
sumidor (INPC).

Requisitos para otorgar una pensión

La pensión por cesant́ıa en edad avanzada será dada a los trabajadores
después de los sesenta años de edad. El trabajador debe tener 1250 semanas
cotizadas; en caso de no tener el tiempo establecido, el trabajador podrá re-
tirar en una sola exhibición el saldo de su cuenta individual.

1.2.3. Instituto de Seguridad y Servicios Sociales de
los Trabajadores del Estado

En 1959 se promulgó la Ley del Instituto de Seguridad y Servicios Sociales
de los Trabajadores del Estado (ISSSTE) delegando el IMSS al ISSSTE la
facultad para organizar los programas de los trabajadores de gobierno.

En 1983 se promulgó una nueva ley del ISSSTE en la cual se establece
un sueldo regulador para calcular la cuant́ıa de las pensiones; el sueldo se
ajusta a partir del promedio del sueldo básico de los tres últimos años de
servicio de cada trabajador. Con la nueva ley, el ISSSTE reduce los tiempos
y condiciones para otorgar una pensión.

Actualmente el ISSSTE es un organismo descentralizado con patrimonio
propio conformado por las aportaciones que los trabajadores hacen quin-
cenalmente tanto al fondo de pensiones (seis por ciento del SBC) como al
servicio médico y maternidad (dos por ciento del SBC).

En 1992 se creó el Sistema de Ahorro para el Retiro (SAR), el cual, es
un sistema de cuentas individuales con dos subcuentas; las aportaciones (dos
por ciento del SBC) las hacen las dependencias o entidades del Estado y se
realizan en bancas comerciales.
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1.3. Modalidades de inversión

El nuevo modelo de pensiones es controlado por empresas denominadas
Administradoras de Fondos para el Retiro (Afores) y los rendimientos obtenidos
por las aportaciones son invertidos en fondos mediante las Sociedades de In-
versión Especializadas en Fondos para el Retiro (SIEFORES).

La CONSAR ha hecho modificaciones para mejorar el funcionamiento del
sistema de pensiones en México. Desde su creación, ha funcionado como regu-
lador del sistema para el bienestar de los trabajadores que se han incorporado
a partir del 1 de julio de 1997 al nuevo plan de pensiones. La tarea no ha sido
fácil, pues la transición del viejo plan instaurado por el IMSS y el ISSSTE
al nuevo plan administrado por las AFORES no se ha aceptado y la presión,
tanto para el estado como para las diversas administradoras es continua y
cada vez mas directa, los problemas que atrae el establecer una pensión mı́ni-
ma garantizada por parte del estado y las cuotas excesivas que cobran las
administradoras son un tema dif́ıcil de evaluar. Por tal motivo la ley del
SAR ha ido evolucionando a lo largo del tiempo a fin de establecer nuevos y
mejores parámetros de inversión que permitan obtener mayores rendimientos
sin descuidar, por supuesto, el marco de seguridad establecido rigurosamente.

A partir de enero de 2005 entró en funcionamiento un nuevo régimen con
nuevas alternativas de inversión, con lo cual se busca un manera viable de
obtener mayores rendimientos y diversificar la selección de activos de una
cartera. Con esto se pretende que los trabajadores que cuenten con menores
ingresos, sean los más beneficiados.

Anteriormente las AFORES establećıan un fondo único el cual era inver-
tido; hoy en d́ıa existen las sociedades de inversión básicas 1 y las sociedades
de inversión básicas 2 las cuales tienen las siguientes caracteŕısticas:

Sociedades de inversión básicas 1

Los planes de inversión en estas sociedades son diseñados para adminis-
trar e invertir las aportaciones de los trabajadores que tienen 56 años o más
y aquéllos que decidan establecer sus aportaciones en este fondo, el cual se
caracteriza por ser de menor riesgo.
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Se puede invertir en valores nacionales, valores internacionales de deuda
(máximo 20% del total del ahorro) y sólo será mediante t́ıtulos emitidos por
gobiernos y empresas con alta clasificación crediticia.

Sociedades de inversión básicas 2

Los planes de inversión en estas sociedades son diseñados para adminis-
trar e invertir las aportaciones de los trabajadores que tengan menos de 56
años de edad y aquellos que decidan establecer sus aportaciones en este fondo.

Se puede invertir en valores nacionales, valores internacionales (máximo
20% del total del ahorro) tanto de deuda como en notas con capital protegido
ligadas a los ı́ndices accionarios más importantes del mundo, instrumentos de
inversión con capital protegido al vencimiento ligados a ı́ndices accionarios
(máximo 15% del total del ahorro).

Según la CONSAR, al invertir en ı́ndices accionarios se establece de an-
temano la diversificación, ya que dichos ı́ndices son canastas de acciones y
la inversión se realizará mediante notas con capital protegido, es decir, el
capital inicial estará protegido a la fecha de vencimiento.

Una aportación interesante que he planteado en el trabajo es establecer
una diversificación de portafolio con acciones AAA que optimicen mi frontera
eficiente y permita obtener mayores beneficios (rendimientos) con el mismo
riesgo o aún mejor que utilizando ı́ndices.

A continuación se presenta un ejemplo sencillo pero muy ilustrativo sobre
capitalización y sobre el problema central de la tesis.

Ejemplo.

La capitalización es el proceso de ir del valor presente (VP), al valor fu-
turo (VF), es decir, es el valor que alcanzará una inversión en alguna fecha
futura devengando intereses a una tasa compuesta.

Supongamos que tenemos dinero depositado en nuestra Afore, la cantidad
acumulada es de $1,000 al d́ıa de hoy. La cuenta se maneja en un fondo que
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Año Monto inicial Interés ganado Monto final
1 $1,000 $80 $1,080
2 $1,080 $86 $1,166
3 $1,166 $93 $1,260
4 $1,260 $100 $1,360
5 $1,360 $109 $1,469

Interés ganado $469

Cuadro 1.1: Capitalización

nos ofrece una tasa de interés del 8 % anual.

Veamos en el cuadro 1.1 el comportamiento de nuestro dinero en el tiem-
po, para un periodo de 5 años.

Para visualizar la problemática en la que se encuentra el sistema de pen-
siones mexicano, desarrollemos un ejemplo extremista que sin embargo, no
está fuera de proporciones. Tomemos como salario base del cálculo $ 1,500.00
y nos apegamos a las aportaciones que la Ley del IMSS establece. Las aporta-
ciones totales a la cuenta individual para el caso de cesant́ıa en edad avanzada
será de $1,823.40 anuales. Tomemos hipotéticamente un rendimiento de 5%
real, además, la cuenta individual es de un trabajador de 20 años de edad.
Después de 40 años de servicio, sin tomar en cuenta la inflación,aumentos en
el salario mı́nimo ni las reducciones por ejercicio de comisiones, su saldo esti-
mado será de $208,623.00. Si dividimos el saldo neto entre el número de años
que se espera viva, nos da un valor aproximado de $1337.33 mensuales, lo
que implica que el gobierno tendrá que dar una aportación extra de $162.67
para completar la pensión mı́nima garantizada.

Como hemos visto, tanto en la tabla como en el ejemplo, el poder adqui-
sitivo para los adultos mayores es mı́nimo y si le agregamos que los recur-
sos ahorrados no serán cantidades exorbitantes y además se verán reducidas
aún mas al quitarles el porcentaje que cobran las Afores por comisiones, el
problema de las pensiones en México no ha sido ni remotamente resuelto
y seguirá representando un déficit para el Estado de no establecerse una
reforma que apoye a los mexicanos y no a las empresas transnacionales.
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1.4. Comisiones y Rendimientos de las Afores

Cuadro 1.2: Comisiones afiliados al IMSS
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Cuadro 1.3: Comisiones afiliados al ISSSTE y trabajadores independientes
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Cuadro 1.4: Rendimientos afiliados al IMSS

Cuadro 1.5: Rendimientos afiliados al ISSSTE y trabajadores independientes
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Caṕıtulo 2

Modelos estocásticos para las
finanzas

Para entender el comportamiento que siguen los precios de activos fi-
nancieros en el tiempo, lo podemos pensar a través de modelos de tiempo
continuo. Mediante el uso de la teoŕıa de la probabilidad y ecuaciones diferen-
ciales estocásticas, se puede llevar a cabo estudios que representen patrones
adecuados a la realidad del comportamiento de las acciones.

Debemos tomar en cuenta que si pudiéramos predecir completamente el
comportamiento futuro del precio de los activos financieros, nadie podŕıa
hacer ganancia alguna y entonces no habŕıa incentivos para negociar activos
financieros. La incertidumbre, es el factor mas importante para la teoŕıa fi-
nanciera y los procesos estocásticos pueden ser usados como una herramienta
para describirla. La información fue tomada de: [2], [3], [4], [5], [12].

2.1. Teoŕıa de la probabilidad

Un espacio de probabilidad es un conjunto de eventos que se pueden medir
a través de (Ω, F, P ) donde Ω es llamado el espacio muestral, el cual se define
como el conjunto no vaćıo de los posibles resultados de un experimento; F
es el evento o conjunto medible, es una σ-álgebra subconjunto de Ω que nos
asegura poder medir un experimento; P es la medida probabilidad, es una
función P : F → [0, 1], la cual debe satisfacer para toda A ∈ F que P (Ω) = 1
y que 0 ≤ P (A) ≤ 1. P (A) es la frecuencia con la que se observa A durante

13
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un evento aleatorio.

P es σ − aditiva, es decir, si A(1), A(2), . . . es una sucesión de eventos
disjuntos dos a dos, entonces

P

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P (An)

Si tomamos el espacio medible (Ω, F ) y denotamos como B(<) a la σ-álge-
bra mas pequeña que contenga todos los intervalos abiertos de <, obtenemos
el espacio medible (<, B(<)) donde B(<) representa el conjunto de borel
medible (conjuntos boreleanos).

Existen espacios de probabilidad filtrados los cuales son denotados co-
mo: (Ft)t≥0, estos espacios no son mas que una familia de σ-álgebra donde
Fs ⊆ Ft ⊆ F para 0 ≤ s ≤ t.

Una función definida en un espacio muestral, la cual constituye el resul-
tado de un experimento la podemos definir como una variable aleatoria. La
función X : Ω → < denota una variable aleatoria que transforma los pun-
tos del espacio muestral en números reales y tiene la propiedad que para
cualquier conjunto boreleano se cumple que X−1(B) es elemento de F y por
lo tanto X es F −medible.

El agregado de todos los puntos muestrales en los que X toma un val-
or fijo xj forma el evento de que X = xj; su probabilidad se denota por
P{X = xj}. Sea (<, B(<)) un espacio medible y para cada conjunto bore-
leano definimos PX(B) = P (X−1B) la cual es una medida de probabilidad
sobre B(<) que encierra toda la información probabiĺıstica de X. Las fun-
ciones f(xj) = P{X = xj} y PX(B) = P (X−1B) son análogas y se les llama
distribución de la variable aleatoria X. La función de distribución especifica
para toda x ∈ < la probabilidad de la variable aleatoria que es menor o igual
a X; se denota como: F (x) = P (x ≤ X).

Una función importante en la teoŕıa de la probabilidad es la esperanza de
una función de variable aleatoria X ; sea g una función real de variable real,
g(X) es una función de una variable aleatoria que se define como
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E (g(X)) =

∞∫
−∞

g(x)dF (x)

donde F (x) es la función de distribución de X.

Es preciso establecer una función que se desprende de la anterior. Esta
función es de vital interés para las finanzas; se denomina esperanza condi-
cional, se establece a partir de la información disponible sobre algún evento,
es decir, sea Ft una sub-σ-álgebra; una variable aleatoria E(X|Ft) es llamada
la esperanza condicional de X dado Ft integrable y Ft −medible si∫

Ft

E(X|Ft)dP =
∫

Ft

XdP

para cualquier Fi ∈ F .

2.2. Ecuaciones diferenciales estocásticas

Una part́ıcula suspendida en un ĺıquido, que parte de su posición inicial
z y a intervalos de tiempo se mueve de manera aleatoria, se establece que
sus trayectorias describen un movimiento browniano. Si suponemos que la
part́ıcula es un juego bipersonal donde en cada instante de tiempo el indi-
viduo i gana una unidad de dinero, después de n ensayos, la posición de la
part́ıcula representa el capital del jugador i al n-ésimo ensayo. Al alcanzar la
part́ıcula el estado 0 o a (riqueza de ambos jugadores) termina el juego. El
modelo simple de la caminata al azar no parece tener sentido para la realidad
sin embargo tienen una caracteŕıstica sorprendente: los efectos observables
dependen solamente de su esperanza y varianza. Cuando la longitud δ de
los pasos individuales es pequeña y los espacios entre un paso y el siguiente
son tan pequeños en el tiempo, el cambio resultante parece prácticamente un
movimiento continuo; en el ĺımite se conduce a un movimiento browniano.

2.2.1. Procesos estocásticos

Un Proceso Estocástico es un modelo matemático de un fenómeno aleato-
rio en algún momento después de un periodo de tiempo inicial. Una familia
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de variables aleatorias {X(t); t ∈ T} parametrizada por el tiempo t ∈ T y
cuya función es

X : [0,∞)× Ω 7−→ <

son un proceso estocástico si para t ≥ 0, la función w → Xt(w) es una
variable aleatoria y para cada w ∈ Ω la función t → Xt(w) es una trayectoria
del Proceso.

El Proceso se dice que es a tiempo discreto si el conjunto de parámetros
es de la forma T = {0, 1, 2, . . .} mientras que si T = (a, b) es un intervalo de
tiempo, se dice que es un proceso a tiempo continuo.

Un proceso estocástico es medible si, para toda A ∈ B(<n), el conjunto
{(t, x); Xt(w) ∈ A} pertenece al producto de σ-álgebras B([0,∞)) ⊗ F (la
mı́nima σ-álgebra generada por el espacio B([0,∞))⊗F ); en otras palabras,
si el mapeo: (t, w) 7−→ Xt : ([0,∞)⊗ Ω, B([0,∞)⊗ F )) es medible.

Esta es una definición sumamente importante pues establece que las
trayectorias de un proceso tienen funciones de borel-medibles de t ∈ [0,∞) lo
que permite que los componentes de X tengan esperanza definida. Además, si
X toma valores en < y L es un subintervalo de [0,∞) tal que

∫
L E|Xt|dt < ∞

respecto toda medida de probabilidad P , entonces∫
L
|Xt| dt < ∞

y ∫
L

EXtdt = E
∫

L
Xtdt.

Podemos considerar procesos con espacio parametral [0, T ] con T > 0 fijo,
tal que (

E
∫ T

0
|Xt|2 dt

)2

< ∞

Cuando para cada t ≥ 0, Xt es una variable aleatoria Ft- medible, un pro-
ceso estocástico es adaptado a la filtración {Ft}. Es decir, si el valor aleatorio
al tiempo t puede ser caracterizado por la historia del proceso al tiempo an-
terior.
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Martingala

La idea de martingala es una expresión matemática sobre la noción de
cambio en un juego favorable; se basa en el llamado juego justo; indica que
el valor esperado de la riqueza de un jugador al tiempo t, donde t > s, dada
la información al tiempo s será igual a la riqueza del jugador al tiempo s. En
finanzas y particularmente en las inversiones, es una herramienta utilizada
con bastante regularidad. Formalmente, un proceso {Xt, Ft; 0 ≤ t < ∞} para
todo 0 ≤ s < t < ∞ es llamado

1. martingala si E(Xt|Ft) = Xs

2. submartingala si E(Xt|Ft) ≥ Xs

3. supermartingala si E(Xt|Ft) ≤ Xs

Consideremos que un proceso {Xt, Ft; 0 ≤ t < ∞} es una una martingala
y sea φ : < → < una función creciente y convexa tal que E|φ(Xt)| < ∞ para
toda t ≥ 0. Entonces {φ(Xt), Ft; 0 < ∞} es una submartingala.

Sea t ∈ [0, T ] y Xs ∈ ℵ, se define la integral estocástica

Mt =

T∫
0

XsdBs

la cual existe si el proceso Xs es una integral cuadrada para cada t ∈ [0, T ];
es una martingala con respecto a Ft que cumple

P [

T∫
0

X2
s ds < ∞] = 1

Es decir, la integral cuadrada de Xs existe con probabilidad 1. Si Bs

satisface la condición fuerte de la esperanza, o si la integral existe como

E

 T∫
0

X2
s ds

 < ∞

y se define que la E

[
T∫
0

X2
s dBs

]
= 0. Para establecer la varianza finita de

una integral estocástica, se establece la relación
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E


 T∫

0

XsdBs

2
 = E

 T∫
0

X2
s ds



2.2.2. Movimiento browniano

Como se mencionó anteriormente, el movimiento browniano se comporta
de manera aleatoria y se puede interpretar como un número grande de coli-
siones con part́ıculas mas pequeñas que también están en el ĺıquido. Norbert
Wiener en 1923 demostró de manera matemática la existencia de un proceso
con las condiciones del movimiento browniano por lo que a dicho movimiento
se le conoce también como proceso de Wiener.

El movimiento browniano es un proceso estocástico {Bt : t ≥ 0} el cual
tiene las siguientes propiedades:

1. B0 = 0 casi seguramente.

2. Bt −Bs se distribuye normal con media 0 y varianza (t− s). Si s = 0,
tenemos que Bt −B0 tiene distribución N(0, t).

3. Bt1 , Bt2 − Bt1 , . . . , Btk − Btk−1
son independientes para todo 0 ≤ t1 <

t2 < . . . < tk

4. t → Bt(w), t ≥ 0 es una trayectoria continua para toda w ∈ Ω

Dado que cada variable aleatoria Bt tiene distribución N(0, t), podemos
deducir fácilmente que E(Bt) = 0 y V ar(Bt) = E(B2

t ) = t

2.2.3. Proceso de Itô

Sea una ecuación diferencial estocástica definida para t ∈ [0, T ] y con
condición inicial la variable X0 como sigue

dXt = b(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dBt (2.1)

donde Bt es un movimiento browniano, b es el coeficiente de deriva y σ el
coeficiente de difusión. Podemos encontrar a partir de dicho proceso, una
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fórmula general para encontrar la solución a procesos de Itô.

Sea Xt un proceso de Itô y f (t, x) una función de clase C1 en t y de clase
C2 en x, entonces el proceso Yt = f (t,Xt) también es un proceso de Itô que
satisface

dYt =
∂f (t,Xt)

∂t
dt +

∂f (t,Xt)

∂x
dXt +

1

2

∂2f (t,Xt)

∂x2
(dXt)

2 (2.2)

y utilizamos que

dt ∗ dt = 0

dt ∗ dBt = 0

dBt ∗ dt = 0

dBt ∗ dBt = dt

2.2.4. Modelo lognormal

El precio de una acción evoluciona irregularmente, algunas veces se dis-
tingue por tendencias ascendentes y descendentes, su valor futuro es incierto
y muy dif́ıcil de predecir. Aunque podemos encontrar la solución utilizando
modelos iterativos, podemos llegar a la misma solución aplicando un modelo
continuo. Supongamos que el precio de un activo es descrito por la ecuación
estocástica

dSt = µStdt + σStdBt (2.3)

donde µ y σ son constantes reales.

Si (2.3) no tuviera el término estocástico, una solución a dicha ecuación
diferencial seŕıa St = s0e

µt, lo que implica que s0 crece continuamente en el
tiempo suponiendo que µ > 0. La parte estocástica representa una inversión
riesgosa la cual está sujeta a fluctuaciones propias de mercados financieros.

Aplicando la fórmula de Itô al proceso St = f(t, Bt) obtenemos

dSt =
∂f(t, St)

∂t
dt +

∂f(t, St)

∂x
dBt +

1

2

∂2f(t, St)

∂x2
dt (2.4)

Si comparamos los coeficientes de (2.3) con (2.4), obtenemos
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µf(t, s) =
∂f(t, s)

∂t
+

1

2

∂2f(t, s)

∂s2

σf(t, s) =
∂f(t, s)

∂s

resolviendo la segunda ecuación, obtenemos que f(t, s) = exp[σs+ g(t)] para
alguna función g(t). Ahora sustituimos en la segunda ecuación, observemos
que g′(t) = µ− 1

2
σ2, obteniendo que la solución es g(t) = (µ− 1

2
σ2)t. Por lo

tanto, el precio precio del activo queda descrito como

St = S0e
(µ− 1

2
σ2)t + σBt

Para calcular E[St], sea Yt = eσBt un proceso estocástico, entonces por el
lema de Itô tenemos

dYt = 0 · dt + σeσBtdBt +
1

2
σ2eσBtdt

entonces

Yt − Y0 = σ
∫ t

0
eσBtdBs +

1

2
σ2
∫ t

0
Ysds

sabemos que E
[∫ T

0 X2
s dBs

]
= 0 y si tomamos E[Y0] = y0 tenemos que:

E[Yt] = y0 +
1

2
σ2

T∫
0

E[Ys]ds

d

dt
E[Yt] =

1

2
σ2E[Yt]

E[Yt] = e
1
2
σ2t

por lo que tenemos

E[St] = S0e
(µ− 1

2
σ2)t+ 1

2
σ2t

= S0e
µt
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2.3. Modelo Ho-Lee

En 1986 se estableció el primer modelo de no arbitraje creado por T. S. Y.
Ho y S. B. Lee; fue presentado en la forma de un árbol binomial de precios de
bonos con dos parámetros la desviación estándar de la tasa corta y el precio
de mercado de la tasa corta. El ĺımite a tiempo continuo del modelo es

dr = θ(t)dt + σdz (2.5)

donde

σ (constante) es la desviación estándar instantánea de la tasa corta

θ(t) es una función del tiempo elegida para asegurar que el modelo se
aproxime a una estructura ĺımite inicial.

La variable θ(t) define la dirección promedio a la que r se mueve al tiempo
t independientemente del nivel de r. El parámetro de Ho y Lee que concierne
al precio de mercado de riesgo prueba que es irrelevante cuando el modelo es
usado para el precio de derivados sobre tasas de interés; es decir, los derivados
tienen un subyacente a la tasa de interés. Esto es análogo a las preferencias
de riesgo existentes, siendo irrelevante en el precio de una opción sobre una
acción.

La variable θ(t) puede ser calculada anaĺıticamente. Esto es

θ(t) = Ft(0, t) + σ2t (2.6)

donde Ft(0, t) es la tasa adelantada instantánea que tiene madurez en t = T
vista desde el tiempo inicial t = 0 y la cual, es ejercida al tiempo T . Ft(0, t)
denota una derivada parcial con respecto a t y donde como una aproximación
θ(t) iguala a Ft(0, t). Esto significa que la dirección promedio de la tasa corta
se irá moviendo en el futuro y será igual a la pendiente de la curva instantánea
adelantada.

La pendiente de la curva adelantada define la dirección promedio de la
tasa corta cuando se mueve en algún tiempo t. Superpuesto en esta pendiente
está el resultado aleatorio normalmente distribuido.
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En el modelo Ho-Lee, los bonos cupón cero y las opciones europeas sobre
bonos cupón cero pueden ser valuados anaĺıticamente. La expresión para el
precio de un bono cupón cero al tiempo t en términos de una tasa corta es

P (t, T ) = A(t, T )e−r(t)(T−t) (2.7)

donde

lnA(t, T ) = ln

(
P (0, T )

P (0, t)

)
− (T − t)

∂lnP (0, T )

∂t
− 1

2
σ2t(T − t)2

En estas ecuaciones, el tiempo t = 0 es hoy, t y T son generalmente tiem-
pos futuros con T ≥ t. La ecuación por lo tanto define el precio de un bono
cupón cero a un tiempo futuro t y el precio de un bono hoy. El último puede
ser calculado por una estructura ĺımite del tiempo presente.

Sea el periodo δt de la tasa de interés al tiempo t denotada por R(t) o R
de ( 2.7) podemos ver que

P (t, T ) = A′(t, T )e−R(t)(T−t) (2.8)

donde

ln
(
A

′
(t, T )

)
= ln

(
P (0, T )

P (0, t)

)
− T − t

δt
ln

(
P (0, t + δt)

P (0, t)

)

−1

2
σ2t(T − t) [(T − t)− δt] (2.9)

Usualmente se cuentan los precios de los bonos en términos de R(t) antes
que de r y entonces la ecuación ( 2.8) es más útil que la ecuación ( 2.7).
Las ecuaciones ( 2.8) y ( 2.9) involucran sólo precios de los bonos al tiem-
po cero, no derivadas parciales de esos precios. En aplicaciones del modelo
no se necesita una curva inicial cero diferenciarle como veremos mas adelante.

El precio al tiempo cero de una opción call que se ejerce al tiempo T sobre
un bono cupón cero que se ejerce al tiempo s es

LP (0, s)N(h)−KP (0, T )N(h− σp)

Donde L es el monto original de la deuda que representa el bono, sin
tomar en cuenta los intereses, k es el precio de ejercicio,
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h =
1

σp

ln
LP (0, s)

P (0, t)k
+

σp

2

σp = σ(s− T )
√

T

El precio de una opción call sobre el bono es

KP (0, T )N(−h + σp)− LP (0, s)N(−h)

El modelo Ho-Lee es un modelo anaĺıticamente dócil que involucra el no
arbitraje. Es fácil de aplicar y proporciona una exacta tendencia de la es-
tructura ĺımite presente en las tasas de interés.

Figura 2.1: Árbol de tasa corta y de mercado de dinero modelo Ho-Lee

Supongamos que tenemos los siguientes r0 = 0.0704, f1 = 0.0706 f2 =
0.0719, f3 = 0.0726 y σ = 0.001.

Donde r0 es la tasa corta y las fj, j = 1, . . . , 4 son las tasas adelan-
tadas determinadas a través de una curva de rendimientos (no necesaria-
mente diferenciarles) y dt=.25.
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Figura 2.2: Árbol de bono a 4 periodos modelo Ho-Lee

Utilizando el método iterativo de árboles binomiales, podemos obtener
el precio de un bono, la tasa corta y el árbol de mercado de dinero como
se muestra en las figuras ( 2.1) y ( 2.2). Podemos observar que con dichos
datos, el precio de un bono que paga una unidad monetaria a la fecha de
vencimiento en el periodo 4 es de $0.7589. Los detalles técnicos pueden ser
consultados en [2].

2.4. Modelo Vasicek

En el modelo Vasicek, el proceso neutral de riesgo para r es

dr = a(b− r)dt + σdB (2.10)

donde a, b y σ son constantes. Éste modelo incorpora reversión a la media
(es decir, la tasa de interés parece retrasarse a un nivel promedio de largo
plazo en otro tiempo). El término a(b− r) empuja a r de nuevo a b, es decir,
la tasa corta es impulsada a un nivel b a tasa a. La constante a determina la
velocidad o tendencia del retorno a b. Sobreponemos sobre éste impulso una
distribución normal estocástica con término σdBt.
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Para hacer que el modelo Vasicek tenga un parámetro que represente una
dependencia del tiempo, se puede incluir una tendencia θ(t) al proceso de r y
esto permite que la tasa a y el factor de volatilidad σ sean también funciones
del tiempo. El modelo queda de la siguiente manera

dr = [θ(t) + a(t)(b− r)] dt + σ(t)dBt (2.11)

Sea λ(t), una función de tiempo de la tasa de interés del precio de mercado
sobre el intervalo (0, t). Esto significa que el precio f de cualquier reclamo
contingente en r debe satisfacer

ft + [φ(t)− a(t)r] fr +
1

2
σ(t)2frr − rf = 0 (2.12)

donde

φ(t) = a(t)b + θ(t)− λ(t)σ(t) (2.13)

El precio de un bono de descuento que paga una unidad monetaria al
tiempo T es la solución a ( 2.12) que satisface la condición ĺımite f = 1
cuando t = T . Sea la función

f = A (t, T ) e−B(t,T )r (2.14)

una ecuación que satisface ( 2.12) y la condición ĺımite cuando

At − φ(t)AB +
1

2
σ(t)2AB2 = 0 (2.15)

Bt − a(t)B + 1 = 0 (2.16)

con A(T, T ) = 1 y B(T, T ) = 0

La ecuación ( 2.14) proporciona el precio de un bono cupón cero con
vencimiento en al tiempo t = T . Resolviendo ( 2.15) y ( 2.16) cuando a(t),
φ(t) σ(t) son constantes se sigue de la fórmula del precio de un bono de
Vasicek

B(t, T ) =
(
1− e−a(T−t)/a

)
A(t, T ) = exp

(B(t, T )− T + t)
(
aφ− σ2

2

)
2

− σ2B(t, T )2

4a
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La función σ(t) puede ser escogida para reflejar las volatilidades presentes
y futuras de la tasa corta de interés r.

Veamos como están definidos A(0, T ) y B(0, T ) tratando de determinar
a(t), φ(t), A(t, T ) y B(t, T ) en términos de A(0, T ) , B(0, T ) y σ(t).

Si definimos las ecuaciones ( 2.15) y ( 2.16) respecto a T obtenemos

ArT − φ(t) [AT B + ABT ] +
1

2
σ(t)2

[
AT B2 + 2ABBT

]
= 0 (2.17)

BtT − a(t)BT = 0 (2.18)

Eliminando a(t) de ( 2.15) y de ( 2.18) tenemos

BtBT −BBtT + BT = 0 (2.19)

Eliminando φ(t) de ( 2.15) y ( 2.17) tenemos

ABAtT −BAtAT − AAtBT + σ(t)2A2B2BT

2
= 0 (2.20)

Las condiciones ĺımite para ( 2.19) y ( 2.20) son los valores conocidos de
A (0, T ), B (0, T ) y A (T, T ) = 1, B (T, T ) = 0. La soluciones a ( 2.19) y
( 2.20) que satisfacen las condiciones ĺımite son:

B (t, T ) =
B (0, T )−B (0, t)

∂B(0,t)
∂t

(2.21)

A
′
(t, T ) = A

′
(0, T )− A

′
(0, t)−B(t, T )

∂A
′
(0, t)

∂t

−

1

2

[
B(t, T )

∂B(0, t)

∂t

]2 t∫
0

 σ(τ)
∂B(0,τ)

∂τ

2

dτ


donde A

′
= log [A (t, T )]. Sustituyendo en ( 2.14) y ( 2.15) obtenemos

a(t) = −
∂2B(0,T )

∂t2

∂B(0,T )
∂t

φ(t) = −a(t)
∂A

′
(0, t)

∂t
− ∂2A

′
(0, t)

∂t2
+

[
∂B (0, t)

∂t

]2 t∫
0

[
σ(τ)

∂B (0, τ)

]2

dτ
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Ahora veamos la valuación de una opción sobre bajo el modelo Vasicek.
Sea P (r, t1, t2) el precio al tiempo t1 de un bono cupón cero que vence en t2.
Entonces el precio queda determinado por:

P (r, t1, t2) = A (t1, t2) eB(t1,t2)r

Usando el lema de Itô, la volatilidad de P (r, t1, t2) es σ(t1B(t1, t2)). Puesto
que es independiente de r, la distribución del precio de un bono en un tiempo
dado, condicionado a su precio en un tiempo anterior es lognormal.

Consideremos una opción europea de compra (call) sobre un bono cupón
cero con precio de ejercicio X, el bono tiene fecha de vencimiento S (s ≥ T ≥ t).
La opción call puede considerarse como una opción para cambiar X unidades
de un bono cupón cero que vence al tiempo T por una unidad de un bono
cupón cero que vence al tiempo s. Definimos α1(τ) y α2(τ) como las volatili-
dades al tiempo τ de los precios de los bonos cupón cero que vencen al tiempo
T y s respectivamente, y ρ(τ) como la correlación instantánea entre dos pre-
cios de los bonos. Se sigue entonces que el precio de la opción C está dado
por:

C = P (r, s, t)N(ξ)−XP (rtT )N(ξ − σp)

donde

ξ =
1

σp

log
P (r, t, s)

P (r, t, T )X
+

σp

2

σ2
p =

∫ T

t

[
α1(τ)2 − 2ρ(τ)α2(τ) + α2(τ)2

]
dτ

N(∗) es la función de distribución acumulativa. Puesto que usaremos un
modelo de un factor φ = 1. Además

α1(τ) = σ(τ)B(τ, s)

α2(τ) = σ(τ)B(τ, T )

con lo que obtenemos

σ2
p =

∫
σ(τ)2 [B(τ, s)−B(τ, T )]2 dτ
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La opción sobre el cupón de relación del bono es por lo tanto la suma
de n opciones bonos cupón cero con precio de ejercicio de la i-ésima opción
existente Xi.

Con los mismos datos que el ejemplo del modelo Ho-Lee y usando el
método iterativo de árboles binomiales para el modelo Vasicek, podemos
obtener el precio de un bono, la tasa corta y el árbol de mercado de dinero
como se muestra en las figuras ( 2.3) y ( 2.4). Podemos observar que con
dichos datos, el precio de un bono que paga una unidad monetaria a la fecha
de vencimiento en el periodo 4 es de $0.7776. Los detalles técnicos pueden
ser consultados en [2].

Figura 2.3: Árbol de la tasa corta y mercado de dinero modelo Vasicek
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Figura 2.4: Árbol de bono a 4 periodos
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Caṕıtulo 3

Teoŕıa del portafolio

En el presente caṕıtulo introduciré de manera breve la teoŕıa del portafolio
realizada por Harry Markowitz, herramienta central del trabajo para estable-
cer rendimientos mayores para los fondos de inversión. Implementaré una
metodoloǵıa para encontrar la frontera eficiente y la ĺınea de mercado de
dinero (LMC). El contenido del caṕıtulo fue tomado de [13], [9], [10] y [11].

3.1. Marco histórico

Aśı como hoy, desde hace más de 50 años, las finanzas han sido la platafor-
ma económica para abrir nuevos horizontes donde las personas deseadas de
obtener ingresos mediante la inversión de sus bienes monetarios, puedan sen-
tir una tranquilidad en las decisiones financieras que tomen; la incertidumbre
es un paradigma al cual muchos investigadores han dedicado su trabajo.

El presente trabajo tiene como objetivo explicar, de manera sintetizada
la forma en como se calculan los rendimientos promedios de portafolios de in-
versión y el riesgo impĺıcito en ellos; el art́ıculo se divide en cuatro apartados.
En el primero, se comenta la teoŕıa de portafolios de Markowitz y el mod-
elo lognormal como hipótesis de la distribución que siguen los rendimientos
en periodos cortos de tiempo; posteriormente se establecen de manera gen-
eral, el modelo de media-varianza, en el cual, se resuelve el problema de
maximización para encontrar el portafolio de varianza mı́nima; en el ter-
cer apartado, se introduce un método alternativo que permite de forma re-
currente obtener los diversos portafolios que componen la frontera eficiente,

31
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aśı como la construcción de la ĺınea de mercado de capitales para el caso en
el que se introduce un activo libre de riesgo. Para finalizar se establecen las
conclusiones generales del trabajo.

Como apéndice, se ejemplifica el marco teórico utilizando acciones re-
cientes y la tasa de un activo libre de riesgo (Tasa Cete)

3.2. Portafolio óptimo y rendimientos lognor-

males

Cuando tenemos un conjunto finito de activos, el gran problema es en-
contrar un portafolio que combine dichos activos usando un porcentaje fijo
que los distribuya dadas las preferencia de los inversionistas.

En la década de 1950, Harry Markowitz desarrolló un enfoque que rev-
olucionó las finanzas con la llamada teoŕıa moderna de portafolio. Markowitz
establece una selección de inversiones en las que asigna recursos ĺıquidos en-
tre las diversas opciones disponibles.

El enfoque de Markowitz considera que los rendimientos de los activos
se comportan como un proceso estocástico; sin embargo, establece como
hipótesis que los rendimientos siguen una distribución normal sobre inter-
valos de tiempo en el que se hace el análisis; bajo la hipótesis anterior, la
eficiencia del portafolio es determinada simplemente de la composición de
rendimientos esperados y de la desviación estandar de los rendimientos.

A partir de la teoŕıa hecha por Markowitz, seleccionaremos nuestros ac-
tivos, haciendo unas modificaciones a las hipótesis como sigue:

El precio de los activos sigue una distribución lognormal conjunta de
caminatas aleatorias.

Las inversiones se realizan en un periodo de tiempo simple.

La selección de activos se realiza al inicio del periodo, excepto cuan-
do se hace un reevalúo continuo que conserve la selección de activos
constantes durante todo el periodo.
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Nuestra meta es maximizar la utilidad esperada de la riqueza de un
inversionista al final del periodo.

Tenemos una función de utilidad isoelástica de aversión al riesgo.

La selección de activos es libre. En particular, se permite la venta en
corto

Para asegurar que la perdida máxima será no mayor al 100% de la inver-
sión inicial, como hipótesis central tenemos que los rendimientos son lognor-
males; bajo dicha suposición, es necesario definir lo siguiente:

Sea si una variable aleatoria que sigue un proceso de Itô como se muestra
en la ecuación ( 3.1):

dsi

ss

= αidt + σidXi (3.1)

donde las dXi se distribuyen N [0, dt] y α = µ + (1/2)σ2, los logrendimientos
de (si(1)/si(0)) se distribuyen N [µ, σ]; dado que si(t) se distribuye lognormal,
tenemos

si(t) = si(0)e
µit+σiXi

donde las Xi se distribuyen N [0, t]

si definimos a r1 = eα − 1 como la media aritmética de los rendimientos
y r2 = eµ − 1 como la media geométrica, la siguiente ecuación siguiente:

dsi

si

= eµidt+σidXi − 1

no es mas que la media de nuestros rendimientos dado que s se comporta
una variable aleatoria en el tiempo.

Al final del periodo dt, dado que la v.a. dXi se distribuye normal, el
porcentaje de cambio en el valor del activo, dsi/si se distribuye normal con
media αidt y varianza σ2

i dt.

Sobre el periodo dt, el porcentaje de cambio en el valor de nuestro portafo-
lio P se distribuye normal con rendimientos esperados µPdt y varianza σ2

P
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pues está constituido por combinaciones lineales de activos normalmente dis-
tribuidos.

Tenemos que hacer uso de una artimaña para hacer que los rendimientos
de P se distribuyen lognormal. Observemos que durante el periodo de tiempo
dt, el precio de los activos tienen subidas y bajadas aleatorias, esto implica
que no presenta un gran balance.

Supongamos que podemos hacer un rebalance comprando y vendiendo
pequeñas cantidades de los componentes de los activos para restaurar su
asignación por proporciones espećıficas de wi; si hacemos dicho rebalance,
al inicio del siguiente periodo corto dt, nuestro portafolio comenzará con las
proporciones originales de los activos.

Haciendo el rebalance de P al final del periodo dt, el valor del portafolio
seguirá una caminata aleatoria lognormal; si hacemos un rebalanceo con-
tinuo, en el ĺımite cuando dt → 0, nuestra combinación lineal de activos
seguirán una caminata aleatoria lognormal con rendimientos esperados µP y
desviación estándar σP .

Establecer rendimientos lognormales tiene grandes costos computacionales,
pues como se mencionó, el reevalúo constante en periodos muy cortos de tiem-
po implica demasiadas iteraciones y supervisión constante, por lo que en lo
que resta del art́ıculo, trabajaremos a partir de el supuesto de rendimientos
normales.

3.3. Enfoque media-varianza

Tomando en cuenta que como hipótesis tenemos que las ventas en corto
están permitidas; definamos lo siguiente:

E(rP) = r̃P (3.2)

=
n∑

i=1

wir̃i

como la tasa esperada de rendimiento del portafolios donde E(ri) = r̃i es
la tasa esperada del rendimiento i y las wi es el peso que se le dará a cada
activo.
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σP =

 n∑
i=1

n∑
j=1

wiwjσij

 (3.3)

como la varianza del rendimiento del portafolios,

cov(ri, rj) = ρijσiσj

a la covarianza de los rendimientos, donde ρij es el coeficiente de correlación
de los rendimientos de los activos i, j. 1

De forma matricial podemos definir la varianza de la siguiente manera:

σ2
P = W

′
ΣW

donde Σ representa la matriz de varianzas y covarianzas

Σ =


σ11 σ12 . . . σ1n

σ21 σ22 . . . σ2n
...

...
. . .

...
σn1 σn2 . . . σnn


También podemos definir a r̃P = W

′
R̃i donde W

′
es la matriz transpues-

ta del vector de las ponderaciones. R̃i es el vector de las tasas esperadas de
rendimientos del portafolios.

Dado el enfoque de Markowitz, tenemos que resolver un problema de max-
imización tomando en cuenta que

∑n
i=1 wi = 1 y recordando que se puede

realizar la venta en corto,podemos utilizar multiplicadores de Lagrange para
resolver nuestro problema.

Como wi no tiene restricción alguna, existe la posibilidad de que los com-
ponentes del portafolios sean pasivos.

El problema es encontrar la combinación de los n activos para obtener el
portafolios de varianza mı́nima global, es decir:

1Si ρij = 1, los rendimientos se mueven en el mismo sentido; si ρij = −1, los rendimien-
tos se mueven en sentidos opuestos; si ρij = 0 los activos son independientes
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Min σ2
P

s.a
n∑

i=1

wi = 1

utilizando multiplicadores de Lagrange obtenemos

L =
1

2

n∑
i=1

n∑
i=1

wiwjσij + λ

(
1−

n∑
i=1

wi

)
(3.4)

derivamos ( 3.4) respecto a los ponderadores wi y al multiplicador de La-
grange y obtenemos

∂L
∂wi

=
n∑

i=1

wiσij − λ = 0

(3.5)

∂L
∂λ

=
n∑

i=1

wi − 1 = 0

para toda j = 1, 2, . . . , n; de forma matricial podemos representarlo como:

V ·W = B (3.6)

donde:

V =



σ11 σ12 . . . σ1n 1
σ21 σ22 . . . σ2n 1
...

...
. . .

...
...

σn1 σn2 . . . σnn 1
1 1 . . . 1 0

 ; W =



w1

w2
...

wn

λ

 ; B =



0
0
...
0
1


Si multiplicamos ambos lados de la ecuación ( 3.6), obtenemos que el

vector de ponderaciones que optimizan el portafolio es

W = V −1 ·B (3.7)

Encontrando nuestra matriz inversa (V −1), podemos obtener el valor de
las ponderaciones y el punto de varianza mı́nima global.
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Ya encontrado el punto de varianza mı́nima, debemos encontrar ahora una
combinación de activos que proporcione varianza mı́nima para una tasa de
rendimiento esperada y que a su vez sea superior al rendimiento del portafo-
lio de varianza mı́nima global (r̃m).

De manera similar al anterior:

Min
1

2
σ2

p =
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

wiwjσij

s.a r̄p =
n∑

i=1

wir̃i

n∑
i=1

wi = 1

r̄p > r̃m representa una tasa de rendimiento arbitraria.Con multiplicadores
de Lagrange obtenemos

L =
1

2

n∑
i=1

n∑
i=1

wiwjσij + λ

(
1−

n∑
i=1

wi

)
+ γ

( ¯
rp −

n∑
i=1

wir̃i

)
(3.8)

derivamos la expresión ( 3.8) respecto a los ponderadores wi y a los dos
multiplicadores de Lagrange y obtenemos

∂L
∂wi

=
n∑

i=1

wiσi1 − γr̃i − λ = 0

(3.9)

∂L
∂λ

=
n∑

i=1

wi − 1 = 0

∂L
∂γ

=
n∑

i=1

wir̃i − r̄p

El sistema es de n+2 ecuaciones con n+2 incógnitas, de forma matricial
lo podemos expresar como:

V · W = B (3.10)

donde:
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V =



σ11 σ12 . . . σ1n r̃1 1
σ21 σ22 . . . σ2n r̃2 1
...

...
. . .

...
...

...
σn1 σn2 . . . σnn r̃n 1
r̃1 r̃2 . . . r̃n 0 0
1 1 . . . 1 0 0


; W =



w1

w2
...

wn

γ
λ


;B =



0
0
...
0
r̄p

1


encontrando la solución al sistema y los valores de λ y γ, obtenemos las pro-
porciones para invertir los activos y obtener la tasa de rendimiento r̄p, el cual
asegura que tengamos la varianza mı́nima dentro de todos los portafolios con
dicha tasa esperada de rendimientos.

Si el lector está interesado en más detalles sobre el método media-varianza,
una buena referencia es [11].

Desafortunadamente, el método es un proceso iterativo demasiado lento
aún con la ayuda de Excel de Windows puesto que para cada rendimiento
esperado dado, tenemos que resolver un sistema de ecuaciones distinto n
veces a fin de encontrar aśı nuestra frontera eficiente y sus ponderaciones
respectivas.

3.4. Método alternativo

En la sección anterior, se presentó de manera breve el modelo para en-
contrar el portafolio de varianza mı́nima global, aśı como el conjunto de
portafolios que conformen la frontera eficiente dado un rendimiento esperado
fijo, ambos, mediante la implementación de multiplicadores de Lagrange y
resolviendo sistemas de ecuaciones.

En esta sección, se presenta de forma breve un modelo alternativo que
nos permitirá obtener portafolios fácilmente y con un costo computacional
bajo.

Necesitamos obtener los ri y σi de nuestros logrendimientos ; construir
nuestra matriz de varianzas y covarianzas

Para encontrar nuestros logrendimientos, utilizamos la ecuación ( 3.11):
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ri = log

(
Pi

Pi−1

)
∗ 100 (3.11)

E(r) =

n∑
i=1

ri

n
(3.12)

V ar(ra) =

n∑
i=1

(ri − E(r))2

n
(3.13)

Cov(ra, rb)
2 =

n∑
i=1

(ra − E(ra) ∗ (rb − E(rb))

n− 1
(3.14)

Construimos nuestra matriz Σ de tal forma que aii = V ar(ra) y aij =
Cov(ra, rb) para toda i, j = 1, . . . , n.

Para encontrar las wi que nos aseguren una la mı́nima varianza, debe-
mos realizar algunas operaciones. Sea aij ∈ Σ las entradas de la matriz de
varianzas y covarianzas, definimos

LR =
n∑

i=1

aij

LC =
n∑

j=1

aij

LRC =
n∑

i=1

n∑
j=1

aij

Debemos tomar en cuenta que LR = LC ′, sin embargo, para nuestro fin
si es relevante pues la multiplicación de matrices es una operación delicada
donde los renglones y columnas son factores determinantes para el calculo de
multiplicación con matrices.

Necesitamos hacer uso de 4 operaciones esenciales en el cálculo posterior;
definimos

a = LC ′ ∗ µ
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= LR ∗ µ

b = µ′ ∗ Σ−1 ∗ µ

c = LRC

d = (b ∗ c)− (a2)

E = Σ ∗ µ

F =

(
b

d
∗ LR

)
−
(

a

d
∗ E

)
G =

(
c

d
∗ E

)
−
(

a

d
∗ LR

)

Con la ayuda de las operaciones anteriores, procederemos a construir
nuestro portafolio de varianza mı́nima como sigue:

W =
(

1

c
∗ LR

)
(3.15)

µP =
a

c
(3.16)

σP =
(

1

c

) 1
2

(3.17)

Una vez obtenido el portafolio de varianza mı́nima procedemos a construir
nuestra frontera eficiente mediante la ecuación ( 3.18):

σef =

(
c

d
∗
(
µef −

a

c

)2
)

+
(

1

c

) 1
2

(3.18)

donde µef tomo los valores de distintos rendimientos esperados previamente
establecidos. Las ponderaciones que conforman los portafolios de la frontera
eficiente se obtienen de la ecuación ( 3.19).

W = F + (G ∗ µef ) (3.19)

Con éste sencillo mecanismo, podemos encontrar nuestra frontera eficiente
y las ponderaciones que nos permitirán encontrar nuestros diversos portafo-
lios, aśı como su desviación estandar a partir de un rendimiento esperado
dado.
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3.5. Activo libre de riesgo

Los inversionistas, dependiendo de su elección al invertir, se pueden clasi-
ficar como:

1. Amantes al riesgo. Invierten en activos riesgosos tomando en cuenta
que entre mas riesgo mayor será la ganancia.

2. Indiferentes al riesgo. Como su nombre lo dice, son indiferentes al ries-
go, por lo que invierten tanto en activos libres de riesgo como en activos
riesgosos.

3. Adversos al riesgo. Temen estar sumergidos en inversiones demasiado
riesgosas, por lo que generalmente utilizan activos libres de riesgo para
asegurar un rendimiento.

En las secciones anteriores, manejamos inversiones riesgosas, las cuales
por sus caracteŕısticas, son mas comerciales; sin embargo, para el caso de los
fondos de inversión para las pensiones, la caracteŕıstica principal es estable-
cer los mayores rendimientos con el menor riesgo posible, por éste motivo, es
necesario para el tipo de inversión (inversionistas adversos al riesgo), intro-
ducir en los portafolios, activos libres de riesgo.

La verdadera razón por la cual es recomendable incluir activos libres de
riesgo es que se utiliza como mecanismo para prestar o pedir prestado efec-
tivo a la tasa libre de riesgo. Al incluir una activo libre de riesgo, obtenemos
un enfoque realista, además, introducimos una degeneración matemática que
simplifica la forma de la frontera eficiente.

Generalmente, los activos libre de riesgo, son emitidos por los gobiernos
federales con el fin de impulsar obras públicas dentro del páıs con inversión
privada; para el caso mexicano, el activo libre de riesgo es el Cete, para el
caso de las inversiones, utilizaremos ilr como la tasa Cete a 364 d́ıas.

i′lr =
ln(1 + ilr

100
)

p
∗ 100 (3.20)

donde ( 3.20) es la tasa efectiva diaria de nuestro activo.
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Una vez que se han obtenido las ponderaciones para los portafolios que
conformaran la frontera eficiente, precedemos a encontrar la ĺınea de merca-
do a partir de la tasa libre de riesgo. La ĺınea de mercado al intersectarse
con la frontera eficiente nos permitirá obtener un punto tal que sea nuestro
portafolio óptimo de inversión.

Para construir nuestra ĺınea de mercado utilizamos una ecuación conocida
como el ı́ndice de Sharpe como se muestra en la ecuación ( 3.21)

IS =
µef − µrf

σef

(3.21)

Maximizamos el IS para poder obtener el punto que haga la intersección
antes mencionada. Para poder obtener dicha ĺınea, utilizamos la ecuación
( 3.22).

µ′rf = µrf + (max(IS) ∗ σrf ) (3.22)

donde σrf incrementa hasta que se encuentra el punto de tangencia. El ı́ndice
de Sharpe muestra que el incluir un activo libre de riesgo, se permite linealizar
el riesgo.

3.6. Código

Debemos tomar en cuenta que el tiempo, puede ser el mejor aliado o el
peor enemigo, por tal motivo, a pesar de que Excel de Windows es un her-
ramienta efectiva, el hacer demasiadas operaciones nos pude causar ciertos
conflictos a la hora de realizar nuestros cálculos. El siguiente código pretende
agilizar y minimizar el costo computacional.

Para utilizar el código, debemos bajarlo de www.scilab.org; es necesario
que las acciones sean guardadas en un archivo.sce; dentro del archivo, debe-
mos crear una matriz de las acciones como: A1[acciones]; lo ejecutamos con
ctrl+l para que se lea dentro de scilab. El siguiente programa debe ser guarda-
do como un archivo.sci y ejecutarlo de igual manera que el archivo de las ac-
ciones, seleccionarlo y utilizar la sentencia Evalue the selection(ctrl+y) que
se encuentra dentro del comando Execute.
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PEÑOLES AMTEL ARA ICA TELECOM GFINBUR WALMEX FEM-
SA GMODELO

A1=[ 76.28 16.2 46.96 36.34 23.27 16.2 29.65 96.98 40.14 73.91 16.38 47.75
36.55 23.89 16.38 29.87 99.38 41.33 75.32 16.21 47.6 35.85 24.33 16.21 30.33
98.93 41.1 74.53 16 47 34.45 23.51 16 29.89 96.27 40.04 76.68 16 46.15 33.95
23.93 16 29.75 96.58 39.68]

function [slm,mlm,IS,sf,muf,PN,wm,sm,mum,T,v,m]=Teoriaport fgm(A1)

[n1,n2]=size(A1)
ALR=7.36 es la tasa media de rendimiento de un activo libre de riesgo, en
nuestro caso es tasa Cete a 90 d́ıas
dias = 91

Se genera los logrendimientos de nuestro portafolio:

for j = 1 : n2
for i = 1 : n1− 1

A2(i, j) = (log10(A1(i + 1, j)/A1(i, j))) ∗ 100
end

end

Obtenemos la media y varianza de los logrendimientos de las acciones

[m1, m2] = size(A2)
for i = 1 : m2

m(i) = mean(A2(:, i))
v(i) = variance(A2(:, i))

end

Se genera una matriz de varianzas-covarianzas de m2xm2 donde m2 es el
número de acciones de nuestro portafolio:

t = 1
for i = 1 : m2
h = 1

for j = 1 : m2
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z = 0
if i <> j

for k = 1 : m1
z = z + ((A2(k, j)−m(j)) ∗ ((A2(k, i)−m(i))))

end
x = z/(m1)
S(h, t) = x
h = h + 1

elseif i == j
for k = 1 : m1

z = z + ((A2(k, j)−m(j)) ∗ ((A2(k, i)−m(i))))
end
x = z/(m1− 1)
S(h, t) = x
h = h + 1

end
end
t = t + 1

end

Se calcula la inversa de nuestra matriz de varianzas-covarianzas

T = inv(S)

Coeficientes para obtener los ponderadores para diferentes portafolios efi-
cientes

[n1, n1] = size(S)
for i = 1 : n1

LR(i) = sum(T (i, :))
LC(i) = sum(T (:, i))
LRC = sum(T )

end

a = LC ′ ∗m
b = m′ ∗ T ∗m
c = LRC
d = (b ∗ c)− (a2)
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E = T ∗m

for i = 1 : n1
F (i) = ((a/d) ∗ LR(i))− ((a/d) ∗ E(i))
G(i) = ((c/d) ∗ E(i))− ((a/d) ∗ LR(i))

end

Portafolio de varianza mı́nima global:

for i = 1 : n1
wm(i) = (1/c) ∗ LR(i)

end

mum = a/c
sm = (1/c),5

plot(sm,mum)

muf = (mum− 1) : ,1 : (sm + 1,5)
k = length(muf)

Frontera eficiente:

for i = 1 : k
sf(i) = (((c/d) ∗ (muf(i)− (a/c))2) + (1/c)),5

end

Ponderadores w(i) para nuestros portafolios eficientes

for i = 1 : n1
for j = 1 : k

PN(i, j) = F (i) + (G(i) ∗muf(j)′)
end

end

Construido nuestro portafolio de activos riesgosos, procedemos a construir
nuestra Ĺınea de Mercado de Capitales(LMC):

ml = log(1 + (ALR/100))/dias
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Índice de Sharpe:

for i = 1 : k
IS(i) = (muf(i)−ml)/sf(i)

end

Se grafica la frontera eficiente:

plot(sf, muf)

slm = 0 : ,3 : 4,5
j = length(slm)

for i = 1 : j
mlm(i) = ml + (max(IS) ∗ slm(i))

end

Se grafica la LMC construida a partir del Índice de Sharpe:

plot(slm, mlm)

Finaliza el programa:

endfunction
En las secciones anteriores ilustramos la conformación de portafolios para

establecer inversiones. A través de un mecanismo fácil y sencillo podemos
generar un número infinito de combinaciones que nos permiten obtener portafo-
lios de acuerdo a los tres tipos de inversionistas que uno puede enfrentar, para
aśı, establecer las mejores condiciones a fin de que se obtengan los mejores
beneficios y conformidad.

La ayuda del programa propuesto mediante la implementación de un soft-
ware libre, es de gran utilidad pues el costo computacional se reduce bastante
y el tiempo utilizado en la construcción de portafolios es mı́nimo; con esto, se
pretende que el tiempo se utilice mejor en la selección de activos, cobertura
de portafolios y análisis del valor en riesgo, el cual es muy solicitado hoy en
d́ıa.
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Aplicación

Apegándonos a la normatividad establecida por la CONSAR para la crear
portafolios de inversión, diseñaremos algunos portafolios con la finalidad de
mostrar rendimientos esperados mayores a los establecidos actualmente por
las Afores y Siefores.

Debido a la dificultad para obtener datos de lugares como Invertia o la
BMV, los datos fueron obtenidos de la página de yahoo, denominada yahoo
finance. Se obtuvieron 504 datos diarios del IPC y 31 emisoras comprendidos
del 3 de enero de 2005 al 28 de diciembre de 2006.

Se utilizará el modelo de Capital Asset Pricing Model (CAPM) como me-
dida de exposición al riesgo que presentan las acciones de manera individual.
A partir de un análisis de series de tiempo en ITSM, se creará un modelo
de cobertura con opciones sintéticas. Por último, se realizará un análisis de
riesgo mercado utilizando la metodoloǵıa VaR. Para cerrar la aplicación, con
la finalidad de comparar el portafolios creado con uno emṕırico, utilizaremos
los mismo datos estimados para modelar un portafolios futuro.

Si el lector está interesado en detalles técnicos mas profundos, una buena
referencia puede ser el libro de David G. Luenberger [8].

47
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Cuadro 4.1: Emisoras

4.1. Creación de portafolios

Como primer ensayo, se creará un portafolio con 31 emisoras cotizantes en
la BMV; posteriormente bajo el modelo CAPM, se analizarán las betas de las
acciones, obteniendo aśı un portafolio mas reducido con el cual seguiremos la
aplicación. Para ambos portafolios, se analizarán 252 datos que corresponden
a un año de cotización en el mercado de valores.

4.1.1. Portafolio con 31 emisoras

Para la aplicación, las emisoras seleccionadas y sus rendimientos prome-
dio, se muestran en el cuadro (4.1). Los datos fueron tomados del 28 de
diciembre de 2005 al 29 de diciembre de 2006.

Utilizando en Scilab 4.1 el código de programación vista en el caṕıtulo
anterior, se creó un portafolios con las 31 emisoras; para construir la ĺınea de
mercado, se incorpora un activo libre de riesgo (Cete) con una tasa anual de
7.36%. La construcción de la frontera eficiente, permite obtener información
de distintos portafolios de inversión acordes a las cualidades de los inver-
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Figura 4.1: Curva de rendimientos 31 emisoras

sionistas. La frontera eficiente y ĺınea de mercado para las 31 emisoras, se
muestra en las figura (4.1).

Los ponderadores wi que se muestra en el cuadro (4.3) indican que,
comprando y vendiendo activos en las proporciones indicadas, se obtienen
rendimientos diarios esperados de 0.215% con una volatilidad de 0.628%.
Los datos que conforman la frontera eficiente de los rendimientos es mostra-
do en el cuadro (4.2). De acuerdo a los ponderadores del cuadro (4.4), el
rendimiento diario esperado del portafolio de varianza mı́nima es de 0.070%
y su volatilidad de 0.782%.

4.1.2. Portafolio 13 emisoras

Cuando diversificamos un portafolios, impĺıcitamente estamos adminis-
trando el riesgo; no obstante, es dif́ıcil posicionarse sobre todos los activos
que conforman un portafolios numeroso, por tal motivo, se desarrollan her-
ramientas con las cuales podemos seleccionar activos y administrar riesgos.

El CAPM es una herramienta que nos permite especular sobre el riesgo
individual de los rendimientos esperados de un activo. Si el portafolio de
mercado M es eficiente, la tasa de rendimiento r̄i del activo i satisface la
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Cuadro 4.2: Rendimientos 31 emisoras

Cuadro 4.3: Ponderadores portafolio propuesto 31 emisoras
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Cuadro 4.4: Ponderadores de varianza mı́nima 31 emisoras

ecuación

r̄i − rf = βi(r̄M − rf ) (4.1)

donde βi = σiM/σ2
M .

El CAPM cambia el concepto de riesgo de un activo de σ a β cuando
medimos activos individuales, sin embargo, medimos el riesgo de un portafo-
lio en términos de σ.

Usando los datos a un año tanto de las 31 emisoras como del IPC; con la
ecuación (4.1) procedemos a obtener las β’s de cada emisora y tomando en
cuenta que mientras mas cercana sea la β a 1, el activo se moverá directa-
mente proporcional al mercado; presentamos las emisoras que presentan las
mejores β’s en el cuadro (4.5); en el cuadro (4.1) podemos observar en las
casillas sombradas sus rendimientos promedio.

Una vez seleccionados los activos, procedemos a construir la frontera efi-
ciente que muestra en la figura (4.2), los valores que conforman dichas fron-
teras son mostrados en la tabla (4.6).
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Cuadro 4.5: Emisoras con mejores β’s

De acuerdo a los ponderadores del cuadro (4.4) se predice un rendimiento
diario esperado del portafolio de varianza mı́nima de 0.068% con una volatil-
idad de 0.526%. El portafolio propuesto muestra un rendimiento esperado
de 0.180% y una volatilidad de 0.889%.

4.2. Valor del portafolio y cobertura

La necesidad de saber el comportamiento de activos, ha llevado a muchos
investigadores a desarrollar modelos que sirvan en el complicado trabajo del
control de riesgos. Los derivados, son herramientas a las que muchos anal-
istas financieros recurren como medida de control a eventos inesperados. El
mercado donde se cotizan estos instrumentos (MEXDER) se ha desarrollado
en los últimos años dentro del sistema financiero mexicano.

En ésta sección, se describirá un mecanismo denominado opciones sintética
para la cobertura de portafolios, en especial la cobertura del portafolio con-
formado la sección anterior por 13 emisoras.
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Figura 4.2: Curva de rendimientos 13 emisoras

Cuadro 4.6: Rendimientos 13 emisoras
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Cuadro 4.7: Ponderadores 13 emisoras

4.2.1. Valor del portafolios

Para poder hacer nuestras estrategias de cobertura, debemos conocer el
valor del portafolios, es decir, el activo subyacente. Utilizando la ecuación

π =
n∑

i=1

(wi ∗ Pi ∗Ni) (4.2)

donde Pi y Ni denotan el precio y la cantidad monetaria destinada del activo
i, podremos conocer el valor del portafolios

Con los datos del cuadro (4.8) y la ecuación (4.2) se obtiene que el valor
del portafolios es de $567,925.73. Los valores negativos en las ponderaciones,
se deben a que tenemos como hipótesis planteada en el caṕıtulo anterior, que
las ventas en corto están permitidas.

4.2.2. Opciones Sintéticas

Hace poco mas de 25 años, en Estados Unidos, se implementó un modelo
de cobertura de activos financieros basado en la construcción emṕırica de
opciones de compra o venta. Gracias al trabajo desarrollado por Black-Sholes
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Cuadro 4.8: portafolios Pi real

y Merton, se puede obtener el precio teórico de las opciones utilizando la
denominada fórmula Black-Sholes como se muestra en la ecuaciones

C(S, t) = SN(d1)−Ke−r(T−t)N(d2) (4.3)

V (S, t) = Ke−r(T−t)N(−d2)− SN(−d1) (4.4)

donde K es el precio de ejercicio con fecha de vencimiento T , S es el precio
del derivado. N(d1) y N(d2) denotan la distribución de probabilidad estándar
de la normal donde:

d1 =
ln
(

S
K

)
+
(
r + σ2

2

)
(T − t)

σ
√

T − t

d2 =
ln
(

S
K

)
+
(
r − σ2

2

)
(T − t)

σ
√

T − t

= d1 − σ
√

T − t

La fórmula para valuar un call y un put se muestran en las ecuaciones
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(4.3) y (4.4) respectivamente.

Para poder plantear nuestra estrategia de cobertura, es necesario conocer
el cambio en el precio de un activo. La cantidad delta es una herramienta
muy útil en el ámbito de los derivados. La delta de una opción call puede ser
calculada a partir de la distribución de probabilidad estándar de la normal,
es decir, ∆c = N(d1); para el caso de un put, es ∆p = N(−d1)

En periodos cortos de tiempo, la delta puede ser diferente y el portafolios
rebalanceado; no obstante, el valor del portafolios puede ser aproximada-
mente igual al nuevo valor de la opción. Cuando el d́ıa de vencimiento de
la opción sintética se aproxime, el portafolios consistirá en su mayoŕıa de
acciones si el precio de ejercicio es cercano a K.

Como parte de la aplicación, realizaremos con el programa ITSM 2000
un análisis de series de tiempo para estimar como se moverán las acciones en
el mercado, en base a los resultados mostrados en el cuadro (4.9), se estable-
cerán mecanismos de cobertura.

Como estrategia de cobertura, construiremos un call y un put cuyos pre-
cios de ejercicio son $567,924.73 y $57,1624.73 respectivamente los cuales
vencen en 15 d́ıas. Como supuesto, tomaremos dados los valores de la volatil-
idad (σ = 20 %) y la tasa de interés(r = 10 %). Lo que se pretende es replicar
las opciones; para el caso de la opción call, se compran acciones y se vende
un activo libre de riesgo; para la opción put se venden acciones y compra
dicho activo libre de riesgo. El desarrollo de ambos portafolios replicantes se
muestran en (4.10) y (4.11). El valor del portafolios es dado mediante las
observaciones estimadas de las acciones, el valor de las opciones se obtiene
utilizando las ecuaciones (4.3) y (4.4).

Dentro de la aplicación planteada, la finalidad de las opciones sintéticas
en el manejo de fondos de pensiones, es establecer mecanismos de cobertura
y no de arbitraje, motivo por el cual, no se pretende obtener ganancia alguna
cuando replicamos nuestro portafolios.
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Cuadro 4.9: Precios estimados
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Cuadro 4.10: Call replicante

Cuadro 4.11: Put replicante
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4.3. Valor en riesgo

Uno de los problemas mas comunes cuando nos dedicamos a invertir en
mercados financieros es el riesgo mercado. El VaR, es un método que mide
la exposición al riesgo utilizando técnicas estad́ısticas con la cual, estima la
pérdida máxima esperada que un portafolios puede sufrir en un intervalo de
tiempo determinado.

El modelo VaR tiene como supuesto que existen condiciones de normal-
idad y que la media de los rendimientos es cero, como hemos visto, los ac-
tivos seleccionados en el portafolios no cumplen con la hipótesis sobre los
rendimientos, sin embargo, en la práctica a pesar de que no cumplan dicho
supuesto, se realiza dicho análisis. La fórmula para obtener el valor en riesgo
se muestra en la ecuación (4.5).

V aR = I(α) ∗ S ∗ σp ∗
√

t (4.5)

donde:

I(α) determina el valor nivel de confianza α.

S es el monto total de la inversión o la exposición total al riesgo.

σp =
√

wT ∗ Σ ∗ w.

horizonte de tiempo en que se desea calcular el VaR.

Con las acciones de nuestro portafolios y dado que I(α)= 2.33, σp=0.2769,

S=$567,925.73 y t=
√

10/252=0.1992, obtenemos que VaR = $72,985.53 es
decir, uno de cada diez d́ıas de operación del mercado, la pérdida que ocur-
rirá puede ser mayor a $72,985.53. Debemos recordar que la metodoloǵıa
propuesta establece condiciones de mercado normales, es decir, no toma en
cuenta momentos de crisis o turbulencias.

4.4. Composición de un portafolio estimado

Para finalizar la aplicación, utilizaremos los datos del 18 de enero de 2006
al 29 de diciembre de 2006 y anexaremos los datos correspondientes a los 15
d́ıas posteriores. La frontera eficiente y sus valores se muestran en los cuadros
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Figura 4.3: Curva de rendimientos portafolios estimados

(4.3) y (4.3).

De nuevo, de acuerdo a los ponderadores del cuadro (4.13), se predice un
rendimiento diario esperado del portafolio de varianza mı́nima de 0.065% con
una volatilidad de 0.525%. El portafolio propuesto muestra un rendimien-
to esperado de 0.157% y una volatilidad de 0.821%. EL valor de dicho
portafolio, utilizando el precio del último dato observado para cada emisora
es $635,409.67.

El portafolios propuesto, quedará conformado por 35% invertido en ac-
tivos riesgosos y 65% en activos libres de riesgo. La tasa anual de rendimien-
tos para nuestro portafolios es de 45.36%, si invertimos un peso con el activo
libre de riesgo con las proporciones mencionadas, obtenemos una tasa nomi-
nal de 25% suponiendo que la tasa de rendimiento del portafolios es continua.

Para finalizar la aplicación, simularemos el comportamiento de un fondo
con los supuestos del cuadro (1.2); utilizaremos la Afore que presenta la
comisión mas alta que que se muestra en dicho cuadro y utilizaremos su tasa
de rendimiento nominal como se muestra en el cuadro (1.4). Sea
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Cuadro 4.12: Rendimientos portafolios estimados

Cuadro 4.13: Ponderadores portafolios estimados
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R = Ki ∗ (tR)

C = Ki ∗ (tC)

Kf = (Ki + R)− C

donde Ki es el capital inicial, R es rendimiento del periodo, C la comisión
cobrada y K

′
i el capital del fondo después del balance. Si suponemos que el

fondo se capitaliza bimestralmente, el resultado es mostrado en el cuadro
(4.14)

Ki R C Kf Rr

Afore $23,770 $421.77 $827.19 $24,141 $371.98
Propuesto $23,770 $1,011.33 $827.19 $34,731.55 $961.55
Afore $150,000 $2,661.60 $5,220.00 $148,219.01 $-1780.98
Propuesto $150,000 $6,382.03 $5,220.00 $151,939.44 $1,939.44

Cuadro 4.14: Análisis comparativo
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Conclusión

La aplicación, cierra el trabajo de manera satisfactoria, teóricamente se
obtuvieron rendimientos muy por encima de los establecidos actualmente. La
creación de portafolios de inversión pretende establecer diversos panoramas
a los inversionistas; para el caso espećıfico de los fondos de pensión, es desa-
rrollar portafolios con rendimientos altos a su vez que su exposición al riesgo
sea mı́nima; en base a esto, se crearon portafolios utilizando como referencia
una ĺınea de mercado a partir de la tasa libre de riesgo.

Los portafolios propuestos obtienen rendimientos anuales esperados de
alrededor de 54.15% para el caso del portafolios de 31 emisoras, y de 45.36%
para el portafolios conformado por 13 emisoras (suponiendo que es na tasa
continua); la diferencia radica en que el portafolios conformado por las 31
emisoras, recopila mayor información del mercado, sin embargo, es mejor tra-
bajar con menos acciones si tomamos en cuenta que rebalancearemos contin-
uamente los activos. La cobertura del portafolios, se hizo de manera teórica,
utilizando opciones sintéticas y suponiendo cierto comportamiento en los ac-
tivos del portafolios; se rebalancea el portafolio diariamente; se presta o pidie
prestado efectivo a la tasa libre de riesgo hasta que se llega al horizonte de
tiempo pactado. El mecanismo utilizado es un poco el reflejo práctico de lo
que se hace cuando inclúımos un activo libre de riesgo dentro de los activos
que conformarán un portafolios. Al conformar el portafolios estimado, se ob-
serva que disminuyen los rendimientos en un 12.74% y el valor del activo
subyacente se incrementó 11.88%. Una explicación adecuada puede ser el
descontrol que sufren las acciones a principio de año, lo cual es considerable
si tomamos en cuenta que muchas empresas se reestructuran en dicho perio-
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do; sin embargo, con un adecuado manejo del portafolios, los rendimientos
promedio pueden seguir siendo aún mayores a los que ofrecen las afores.

Según lo planteado en la CONSAR, los rendimientos y las aportaciones
son vitales para el beneficio de los pensionados, no obstante, como se pre-
senta en el cuadro (4.14, si suponemos que el fondo inicia con una cantidad
mayor a la que la CONSAR tiene como supuesto, se demuestra que las comi-
siones son mayores a los rendimientos ofrecidos. La tasa pasa a ser una tasa
de descuento para el trabajador. Si las Afores invierten un portafolios a la
tasa propuesta en éste trabajo y ofrecen los rendimientos que se muestran en
el cuadro (1.4), obtienen una ganancia libre de 12.15% por cada peso inver-
tido mas una ganancia extra por manejo de cuenta (comisiones) ¿Realmente
somos los mexicanos los beneficiados del sistema de capitalización individual?

Con la finalidad de prevenir una futura quiebra en el fisurado sistema
de pensiones, es necesario que el Estado a través del Gobierno Federal real-
ice modificaciones sustanciales en dicho sistema. El modelo de capitalización
individual no es solvente y dif́ıcilmente dará los beneficios esperados. Los
activos generados en las cuentas no serán suficientes para establecer los pa-
gos mensuales; los mexicanos terminaremos pagando el déficit causado por
la pésima implementación de un modelo mal adaptado y ejecutado.
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A.1. Modelo Binomial

Para explicar a mayor detalle la manera en la que se pueden establecer los
precios de opciones a través de modelos de árboles binomiales, el siguiente
apartado tiene como objetivo explicar la estructura y comportamiento de
dichos instrumentos mediante la implementación del modelo binomial. Para
mayor detalle sobre éste interesante tema, una buena referencia es [8]

A.1.1. Modelo para un periodo

Sea S, el precio inicial de una acción; al final del periodo, el precio puede
ser uS con probabilidad p o dS con probabilidad 1 − p, asumimos que u >
d > 0. Para cualquier periodo, es posible pedir prestado o prestar a una
tasa libre de riesgo r y R = 1 + r. Para eliminar oportunidades de arbitraje
tenemos que:

u > R > d

Supongamos que dentro de los activos que tenemos, contamos con una
opción call cuyo precio de ejercicio es k y su fecha de expiración está pacta-
da al final del periodo. Debemos tomar en cuenta que no hay arbitraje y
que tanto el valor del activo libre de riesgo como el de la opción siguen la
misma dirección que el valor de la acción. Es decir, si el valor de la acción
es ascendente, los dos activos restantes siguen la misma dirección y viceversa.
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Una vez conocido el valor de nuestra acción y de nuestro activo libre de
riesgo, podemos encontrar el valor de la opción call, recordando que podemos
establecer el valor del activo libre de riesgo como un derivado de la acción.

A partir de nuestro punto inicial, solamente tenemos dos posibles resul-
tados con lo que podemos construir un modelo correspondiente al resultado
de la opción.

Sea:

Cu = max(uS − k, 0) (A.1)

Cd = max(ds− k, 0) (A.2)

Para duplicar las ecuaciones(A.1) y (A.2), creamos un portafolios Π com-
prando x unidades monetarias del valor de una acción y b unidades mone-
tarias del valor de un activo libre de riesgo. Al siguiente periodo, el portafolios
podrá ser valorado por ux + RB ó dx + RB dependiendo del comportamien-
to de nuestros activos. Igualamos los resultados con nuestros posibles valores
que puede tomar la opción call :

ux + Rb = Cu

dx + Rb = Cd

resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos

x =
Cu − Cd

u− d

una vez conocido el valor de x podemos encontrar b:

b =
Cu − ux

R

=
uCd − dCu

R(u− d)

conocidos los parámetros de x y b, el valor del portafolios está determinado
por:
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Π =
Cu − Cd

u− d
+

uCd − dCu

R(u− d)

=
1

R

(
R− d

u− d
Cu +

u−R

u− d
Cd

)
Utilizando el principio de no arbitraje, se concluye que el precio de la

opción call es el mismo que Π, por lo tanto, la ecuación (A.3) establece el
precio.

C =
1

R

(
R− d

u− d
Cu +

u−R

u− d
Cd

)
(A.3)

Como el portafolios está compuesto de la acción y el activo libre de riesgo
que duplica el resultado de la opción el cual, es con frecuencia referido a un
portafolios replicante; con esto, también replicamos la opción.

Para simplificar la ecuación (A.3), definamos

q =
R− d

u− d
(A.4)

donde q es llamada probabilidad neutral de riesgo. Con esto, la ecuación
queda como

C =
1

R
[qCu + (1− q)Cd] (A.5)

Este sencillo procedimiento puede ser utilizado para cualquier activo sub-
yacente y, dado que q puede ser calculada teniendo la seguridad de que la
fórmula neutral de riesgo está sujeta esencialmente a la misma acción, ten-
emos que

S =
1

R
(quS + (1− q)dS) (A.6)

Dado que (A.5) se puede encontrar como el valor esperado de la opción
dada q tenemos que

C(T − 1) =
1

R
Ê[C(T )]

donde C(T ) y C(T − 1) son valores de call para T y T − 1 respectivamente,
Ê denota la esperanza respecto a la probabilidad neutral de riesgo q y 1− q.
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A.1.2. Modelo para múltiples periodos

El modelo para múltiples periodos no es mas que una extensión al modelo
de un periodo, con la diferencia que ahora iremos de atrás para adelante.
Supongamos que el precio inicial de la acción es S, el cual es modificado por
factores u y d que desplazan el precio hacia arriba o abajo respectivamente.
Los valores mostrados en la figura(A.1) corresponde a un árbol de una opción
call con precio de ejercicio k cuya fecha de expiración corresponde al nodo
de cada ramificación. El valor de la opción es conocido al final de cada nodo
del árbol. en particular

Cuu = max(u2S − k, 0)

Cud = max(udS − k, 0)

Cdd = max(d2S − k, 0)

Utilizamos (A.4) como en el caso del modelo para un periodo. Asumimos
que no podemos ejercer la opción temprano, podemos encontrar los valores
de Cu y Cd como si fuese un periodo simple como en la ecuación (A.5)

Cu =
1

R
[qCuu + (1− q)Cud]

Cd =
1

R
[qCud + (1− q)Cdd]

De manera iterativa, podemos encontrar C aplicando la misma fórmula
de descuento libre de riesgo, es decir:

C =
1

R
[qCu + (1− q)C]d]

Como ejemplo, presentamos el modelo Vasicek utilizando la forma itera-
tiva de árboles binomiales
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Figura A.1: Opción call de dos periodos
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ciones. Editorial Limusa. Vol. 2. 1985.

[5] Hull, John y White, Alan. Pricing Interest-Rate-Derivative Securities.
Rev. Fin Stud., Vol 3, No.4, 1990.

[6] Instituto Mexicano del Seguro Social. www.imss.gob.mx

[7] Instituto de Seguridad y Servicios Sociales de los Trabajadores del Es-
tado. www.issste.gob.mx

[8] Luenberger, David. Investment Science. Oxford University Press. 1998.

[9] John Norstad. An Introduction to Portafolio Theory.
http://homepage.mac.com/j.norstad/finance, abril. 1999.

[10] John Norstad. Portafolio Selection: Part1-Unconstrained Portafolios.
http://homepage.mac.com/j.norstad/finance, sep. 2002.
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