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Introduccién

En la literatura se ha estudiado extensivamente cual es la configuracién de un cristal
liquido y las propiedades épticas que lo caracterizan [1],[2], sin embargo debido a la
actualidad del tema, poco se ha dicho acerca de las propiedades 6pticas que poseen sis-
temas colestéricos formados por polimeros, los cuales pueden ser concebidas como cristales
foténicos unidimensionales.

Los cristales foténicos hasta ahora han alcanzado un buen estado de desarrollo y
madurez de tal forma que sus propiedades Opticas estdn bien entendidas con algunas
aplicaciones que estdn en desarrollo y otras que ya se usan comunmente. La mayoria de
estas investigaciones se abocan a cristales foténicos cuyas caracteristicas estdn fijas, esto
es, una vez fabricados no es posible alterar su respuesta 6ptica.

Una tendencia reciente, sin embargo, se dedica a estudiar cristales foténicos activos o
sintonizables, lo que significa que por medio de un agente externo es posible modificar las
propiedades 6pticas del cristal fot6é nico en forma continua y reversible. Evidentemente,
esta cualidad puede conducir a aplicaciones en donde se haga uso de la variacién continua
de las brechas 6pticas, de interruptores, limitadores, polarizadores, etc.

Podemos clasificar a los cristales foténicos sintonizables de acuerdo a dos amplias
categorfas. En la primera, la sintonizacion se logra sin alterar las constantes dieléctricas
de los materiales constituyentes. En la segunda categoria, la configuracion del cristal
foténico permanece igual, y es alguna propiedad del cristal foténico la que se ve afectada
por el agente externo. De la gran cantidad de publicaciones en articulos internacionales
de investigacién encontrados en la literatura actualmente es evidente el interés cientifico

y tecnoldgico en este tema.



La sintonizacion estructural ha sido propuesta y conseguida aplicando esfuerzos mecéani-
cos a un 6palo polimérico de esferas nanométricas, asimismo aplicando un campo eléctrico
a un cristal foténico en un sustrato piezoeléctrico [3] [4]. Los materiales estructuralmente
quirales son materiales inspirados en la forma helicoidal de los cristales liquidos colestéri-
cos que exhiben el fenémeno de la refraccién de Bragg circular que da origen a una banda
de reflexion parcial para una onda electromagnética cuya helicidad coincide con la de la
hélice del material quiral, de tal forma que juega el papel de un polarizador circular.

En este trabajo estamos interesados particularmente en elastémeros colestéricos los
cuales se obtienen al enlazar monémeros, que por si mismos presentan la mesofase coles-
térica, a cadenas poliméricas flexibles que individualmente forman geles [5]. El material
que emerge es conocido como cristal liquido polimérico y puede formar un monodominio
macroscépico si durante su solidificacién, a partir de su estado fundido, se somete a un
campo eléctrico o de esfuerzos que alinea a los monémeros en cierta direccién preferencial.
Entre otras propiedades interesantes, los elastémeros colestéricos responden a extensiones
de una forma parecida a los cristales liquidos que son sometidos a campos eléctricos. Con
este antecedente, estudiamos la banda de reflexién para elastémeros colestéricos sometidos
a una deformacién y esperamos encontrar una forma de controlar la banda de reflexién,
no en funcién del campo eléctrico como se ha hecho antes [3] [4], sino en funcién de la
expansién del medio, lo cual esperamos que motive el desarrollo de disposivos épticos-
mecanicos.

En el capitulo 1 desarrollamos el tema de cristales liquidos y describimos las propiedades
fisicas que caracterizan a este estado, en la primera seccién estudiamos dos de sus fases,
la nemadtica y la colestérica, esta ltima se caracteriza porque sus moléculas se orientan
en la direccién de un vector director que va girando sobre un eje (el eje de hélicidad);

en la siguiente seccién describimos a grandes rasgos las caracterfsticas de los polimeros y



uniendo éstas nociones bésicas introducimos el concepto de cristales liquidos poliméricos.

En la seccién 1.2.3, analizamos las propiedades eldsticas de los cristales liquidos poliméri-
cos y haciendo uso de una formulacién estadistica y de la similitud que existe entre las
cadenas de polimeros y las caminatas aleatoreas, deducimos en la 1ltima parte, una ex-
presién para la energfa libre que caracteriza al sistema.

En el capftulo 2, estudiamos un cristal liquido polimérico con propiedades quirales
el cual sufre una deformacién en la direccién paralela al eje de hélicidad. Con ayuda
de los conceptos deducidos en la seccién 1.2.4, encontramos una aproximacién para la
energia libre minima del sistema después de ser sometido a una deformacién y con esta
informacién describimos la orientacién de las moléculas en el sistema. Esto completa
nuestro primer objetivo, ya que al conocer la configuracion espacial interna del sistema es
posible obtener el tensor dieléctrico y establecer las ecuaciones de Maxwell.

En el capitulo 3, hacemos una revisién de las clases de polarizacién y los fenémenos
que se originan cuando una onda electromagnética pasa de un medio a otro.

En el capitulo 4, presentamos la parte original de este trabajo. Iniciamos el estudio
de una onda que incide sobre un elastémero colestérico y determinamos las condiciones
de frontera. Con la transformacién de Oseen y en la representacién de Marcuwitz resolve-
mos las ecuaciones de Maxwell. La representacion de Marcuwitz permite representar las
componentes electromagnéticas tangenciales a la hélice del elastémero, en términos de las
componentes longitudinales de los mismos y la transformacién de Oseen permite cambiar
el sistema de referencia a uno que gira con el vector director dentro del elastémero. Con
estas herramientas encontramos la matriz de dispersién y los correspondientes coeficientes
de transmisién y reflexion.

Finalmente, en el capitulo 5 graficamos las transmitancias y reflectancias circulares,

como funcién de la longitud de onda del campo incidente, el dngulo de incidencia y la



deformacién del elastémero. Concluimos en el capitulo 6, discutiendo nuestros resultados

y perspectivas.



Resumen

En este trabajo estudiamos el comportamiento de una onda electromagnética que
incide en un sistema formado por un elastémero quiral que ha sufrido una expansién a lo
largo del eje de su hélice.

En la primera parte de esta tesis usamos una descripcion termodindmica para describir
el elastémero y encontramos como se orientan las moléculas en el medio al expandir éste;
con esta informacién describimos el tensor dieleléctrico del elastémero y planteamos las
ecuaciones de Maxwell para una onda electromagnética que incide sobre el medio.

En la segunda parte de este trabajo resolvemos las ecuaciones de Maxwell.

Primero, reducimos las ecuaciones de Maxwell a una ecuacién diferencial expresada
en forma matricial, usando la representacién de Marcuwitz, en la cual, las componentes
transversales de la onda electromagnética son expresadas en términos de las componentes
longitudinales de la misma. Después, para simplificar la ecuacién diferencial matricial
que describe el sistema, aplicamos la transformacién de Oseen sobre los campos electro-
magnéticos transladandonos asf, a un sistema de referencia que gira paralelamente a las
moléculas en el elastémero.

Resolvemos el sistema diferencial por medio de una integracién numérica y encon-
tramos una expresién para los coeficientes de transmitancia y reflectancia en términos de
los coeficientes de incidencia de la onda electromagnética, es decir, encontramos la matriz
de dispersion.

Por tltimo, graficamos los coeficientes de reflexién y transmisién circulares de la onda
electromagnética, en términos de la deformacién del medio, de la longitud de onda y del
angulo de incidencia de la onda electromagnética.

Encontramos una banda de reflexién que aparece tinicamente para ondas electromag-

néticas con determinada polarizacién circular y la relacién entre el ancho y el rango de

6



la banda de reflexién en funcién del éngulo de incidencia y del tensor de esfuerzos al que

estd sometido el elastémero.



1. CRISTALES LiQUIDOS

Los cristales liquidos fueron descubiertos en 1888 por el bétanico austriaco F. Reinitzer
y el cristalégrafo alemdn F. Lehmann mientras investigaban ciertos ésteres del colesterol.
A grandes rasgos podemos describir los cristales liquidos como una mesofase, un estado
intermedio entre el estado sélido y el estado liquido; esta mesofase tiene en comin con
los sélidos que sus moléculas tienden a orientarse respecto a cierta direccién, lo que se
conoce como orden orientacional, sin embargo, las moléculas en los cristales liquidos no se
encuentran fijas en una posicién (orden posicional), sino que, al igual que en los liquidos,
las moléculas tienen cierta libertad para moverse a través del medio.

Es posible generar distintas mesofases entre los estados sélido y liquido modificando
parcialmente los dos tipos de orden mencionado, es por ello que los cristales liquidos tienen
varias clasificaciones, pero en general, podemos describirlos mediante un modelo continuo,
como fluidos compuestos por moléculas rigidas en forma de barra que en promedio, se
orientan a lo largo de un eje que puede variar en el espacio [1]; el caso méds simple es el

de los nematicos.

1.1. Clasificacién

1.1.1. Nematicos

En los neméticos las moléculas en forma de barra se alinean respecto a una direccién pre-
ferencial, éstas tienden a permanecer, en promedio, paralelas a un eje en comtin, llamado
eje 6ptico y representado por el vector director n Fig.1.1.

Es posible formar cristales liquidos poliméricos, incorporando unidades rigidas y ani-
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Figure 1.1: Se representa el orden orientacional caracteristico de los neméticos. Los
cilindros representan las moléculas con forma de barra y n el vector director.

sotrépicas (barras moleculares como las moléculas monoméricas de los cristales liquidos) a
cadenas flexibles de polimeros; el resultado posee un cierto orden nemético pero con otras
propiedades. La diferencia fundamental entre los cristales liquidos y los cristales liqui-
dos poliméricos, es que en éstos iltimos las moléculas poliméricas se alargan cuando sus
barras moleculares se orientan. Por lo tanto cuando un polimero isotrépico se convierte
en neméitico, el promedio de la forma de las moléculas poliméricas cambia de esféricas a
esferoidales debido a la orientacién de las moléculas.

Los cambios en el promedio de la forma de las moléculas modifican muy poco las
propiedades del cristal liquido polimérico. Sin embargo uniendo cadenas de polimeros en
una especie de gel, podemos obtener un sélido eldstico parecido a una goma, el resultado
posee propiedades mecdnicas muy interesantes en consecuencia de la disposicién de los

polimeros para cambiar de forma [5].
1.1.2. Colestéricos
Los colestéricos son una forma distorsionada de la fase nematica, localmente son muy

parecidos a éstos tltimos, tienen el mismo grado de orden posicional, sin embargo son

distintos en cuanto a orden orientacional. Los cristales colestéricos presentan estructuras



con simetria hélicoidal, el vector director n no es constante en el espacio sino que va
girando a lo largo de un eje. Por ejemplo, si suponemos que z es el eje de rotacién, el

vector director tendrd la siguiente estructura:

ny = cos(qz+ @) (1.1)
n, = sin(qz + )

n, = 0

el valor de ¢ es una fase que depende de las condiciones de frontera; los cristales liqui-
dos colestéricos tienen una estructura periédica alrededor del eje de rotacién, el periodo

espacial es igual a:

p T
l:—:—
2 |q

(1.2)
en donde la longitud del periodo es igual a la mitad de p (el pitch). La razon por la cuél [
es igual a la mitad del pitch es que los estados n y -n son indistinguibles ya que el sistema
no es ferromagnético y eso implica que las moléculas en el medio no se polarizan, por lo
cual en promedio, existe el mismo niimero de dipolos hacia arriba y hacia abajo.

Los valores tipicos de [ oscilan alrededor de los 3 x 10~"m, lo cual es relevante ya que es
del mismo orden de magnitud que las longitudes de onda que estén en el visible; el signo
de q distingue entre simetria helicoidal en direccién derecha o izquierda y la magnitud de

q depende directamente de la temperatura [2].

El término ¢, que es el periodo espacial, estd dado por:

q = 27/p. (1.3)
Ademids de los cristales liquidos nematicos y colestéricos, existen otras fases que de-
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penden de la orientacién del nemdtico [1], sin embargo para el sistema que analizamos

basta conocer las dos mesofases mencionadas.

/’EQ N/ \ 7N\ T\
(Y /N (R [ N
He =)
I U/ ¥ L W/

P/2

Figure 1.2: Ya que las direcciones n y -n son indistinguibles, el periodo espacial es igual
aP/2.

1.2. Polimeros

1.2.1. Configuracién de los polimeros

Un polimero es una cadena muy larga formada por muchas unidades moleculares que
se repiten llamadas monémeros. Todas las cadenas de polimeros poseen una longitud
caracteristica, [, en la cual, la cadena se puede doblar, ésta longitud puede contener
varios mondémeros; cuando el nimero total de monémeros en la cadena, N, es mucho
mayor que el nimero de monémeros por longitud [, podemos afirmar que existen varias
configuraciones espaciales posibles para el polimero y es posible usar una distribucién
gaussiana para describir el sistema. En este trabajo supondremos que éste es el caso.
Una cadena compuesta por N barras de largo a unidas libremente como en la Fig.2.3, es
estadisticamente equivalente al recorrido de una caminata aleatoria con un paso fijo de lon-
gitud a, ésta longitud es equivalente a la longitud caracteristica mencionada anteriormente.
El valor cuadratico medio del vector que une el inicio y el fin de ésta caminata de N pasos,

en cada direccién es [5):
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Figure 1.3: Una cadena de polimeros es anédloga a una caminata aleatoria. R es el vector
que une el inicio y fin de la misma.

1

1 1
3<R2> = -a’N = -al, (1.4)

(R2) = (R2) = (R?) = @N =2
donde L = Na es el largo total de la cadena. En términos de los vectores que unen
los monémeros u; de longitud a, la distancia R entre el inicio y el fin de la cadena estd
dado por la magnitud del vector: R = ¥;u;, este vector es sumamente importante ya que
da una nocién de la configuracién espacial de las cadenas de polimeros y a partir de la
distribucién de las cadenas de polimeros, se puede deducir la energia libre que caracteriza
al sistema. Los vectores u; no estan correlacionados entre ellos, por lo que (w;u;) = (5ija2,
lo cual es consistente con la ec.(1.4).

Si pensamos en el polimero como un sistema termodindmico en equilibrio que se de-
forma a volumen constante y que conserva su temperatura, entonces el nimero total
de posibles conformaciones de una cadena dada Zy (6 el nimero de posibles caminatas
aleatorias sin restriccién en su inicio y fin), debe ser igual a la funcién de particién de la

—H/KT "donde H es la energfa de la configuracién, k la constante de

cadena: Zy = Yconfige
Boltzmann y T' la temperatura.

Si ahora consideramos una caminata libre donde el comienzo y el fin de la caminata

estdn fijos, esperamos que el nimero de posibles configuraciones sea menor que el men-

12



cionado anteriormente; entonces, el nimero de configuraciones posibles para condiciones

de frontera fijas es:

Zy(R) =pn(R)ZN, (1.5)

donde py(R) es la probabilidad de tener una configuracién que tenga un vector R que
una el inicio y el fin de la cadena. Ya que Zy es la funcién de particién del sistema, la
distribucion de probabilidad debe ser gaussiana; de acuerdo a la anterior, la probabilidad

ya normalizada esta dada por [7]:

5 \372
— —3R?/2R2
R = (o) (16)

en donde R, es la variancia del sistema y de acuerdo a la ec.(1.4), R2 = aL.

Como la cadena de polimeros estd a temperatura y volumen constante, entonces
podemos usar el potencial termodindmico correspondiente para describir el sistema, en-
tonces, la energfa libre de Helmholtz que de acuerdo a la fisica estadistica [6] estd dado

por:

F = —kgTinZy(R); (1.7)

ahora, si sustituimos las expresiones ec.(1.5) y ec.(1.6) en la ecuacién anterior, obtenemos:

FR)=F,+ kgT 3—R2 +C (1.8)
- o B 2Rg ) °
donde F, = —kgTInZy es la energia libre de una cadena de polimeros sin constricciones en

su comienzo y final y C' es una constante que surge de la normalizacién de la probabilidad
de distribucién py. F, y C son constantes que no dependen de R, solo fijan el punto

de referencia por lo que son irrelevantes para encontrar el minimo de la energia libre del

13



sistema.

La energia libre que hemos obtenido en la ecuacion ec.(1.8) es puramente entrépica ya
que estd en funcién del nimero de posibles configuraciones del sistema.

Para obtener la ec.(1.8) supusimos que todas las posibles configuraciones tienen la
misma energia interna y no consideramos la energia debida a las fronteras quimicas, es
decir, la repulsién electromagnética que pueden sufrir las moléculas bajo ciertas confi-
guraciones. Si consideramos la energfa interna por moléculas asociada con los procesos

quimicos, U(R), entonces la energia libre del sistema es:

F(R) = U(R) — TS(R), (1.9)

donde la entropia por molécula estd representada por S(R). Siendo completamente
rigurosos, deberfamos considerar en nuestro modelo el factor U(R), sin embargo para
elastémeros con bajo peso molecular, la entropfa domina la energfa libre del sistema, ya
que en este caso podemos considerar que la cadena del polimero no se enreda ni inte-
racciéna con otras cadenas; entonces U(R) = 0. Con estas aproximaciones, la entropia

correspondiente al sistema queda como:

S(R) = —kg (2—22) . (1.10)

La energfa libre de Helmholtz es entrépica, ya que mide el cambio en el nimero de
posibles configuraciones cuando el inicio y el fin de la cadena varfa. Si R aumenta, entonces
se reducen el nimero de configuraciones posibles; en el caso extremo en que R = L, es

decir, en que la cadena estd totalmente estirada, sélo existe una configuracién posible.
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1.2.2. Forma de los cristales liquidos poliméricos

El promedio de la forma de la cadena principal polimérica (que de aqui en adelante lla-
maremos el esqueleto) es muy importante ya que es éste el que genera la respuesta eldstica
de equilibrio de la red a la que pertenece. Algunos polimeros ordinarios son esféricos por
lo que s6lo una dimensién (R Fig.1.3) es suficiente para caracterizarlos. En contraste los
polimeros nematicos, pueden tener diversas formas debido a que el promedio de la forma
del esqueleto es distorsionado por la orientacién que sufren sus barras moleculares con el
vector director n, es decir, el orden nemédtico modifica la forma del esqueleto del polimero.
Por lo tanto, los polimeros nemadticos necesitan més de una direccién para describir su
forma anisitrépica.

Cuando el orden nemadtico es alto, la cadena completa es forzada a adquirir la misma
direcciéon que las barras moleculares, las cadenas cortas se desenredan y se comportan
como barras orientacionales, sin embargo la entropfa puede aumentar en estos casos debido
a cambios drasticos en la direccién de la cadena, esto se aprecia en la Fig.1.4.(a). El
esqueleto del polimero que contiene las barras orientacionales puede tomar diversas formas

atn teniendo el mismo orden orientacional, la siguiente figura ilustra este hecho.

¢ -

1 o I
| U
HEU”
)

(b) ©)

(a

Figure 1.4: Para el mismo grado de orientacién del nemético existen diferentes tipos de
anisotropia del esqueleto.



Es posible caracterizar la forma de la cadena y su probabilidad de distribucién con el
valor cuadrético medio R, de la forma:

1

donde definimos a l;;, como los pasos efectivos en las distintas direcciones, en analogfa con
la ecuacion ec.(1.4); con la definicién anterior podemos construir un tensor, 1, relacionado
con la longitud de los pasos, con componentes /;;, que posean la informacién del promedio
de la forma del polimero.

En polimeros uniaxiales, (R;R;), es igual en todas las direcciones en el plano perpen-
dicular a n, entonces si n se encuentra a lo largo del eje z, tenemos que R, = R, = R,

el tensor 1 es en ese caso:

L 0 0
L= 0 1, 0 (1.12)
0 0 I

donde [, y [ son los pasos efectivos en la direccién perpendicular y paralela a n, respec-
tivamente. Para el caso general, donde n no estd necesariamente alineado con algiin eje
de nuestro sistema de referencia, la matrix 1 no es necesariamente diagonal, sino que es

uniaxial, con la forma:

10 = lL(S -+ UH — ll]nn. (113)

En un liquido con barras moleculares dieléctricas o diamagnéticas, la anisotropia de la
correspondiente suceptibilidad, es una medida del alineamiento de las barras; en contraste,
la anisotropia 6/ = I — [, es una medida de la anisotropfa de la forma del esqueleto del
polimero al cual estdn unidos las barras moleculares, por lo cual, atin teniendo el mismo

orden orientacional en las barras, es posible tener una anisotropia 6/ diferente (ver Fig.1.5).
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Definimos un radio r, como la razén entre los pasos efectivos paralelos y perpendicular

COmo:

r— (1.14)

Usando la ecuacién anterior, podemos expresar el tensor 1,, ec.(1.13) como:

l,=10.(6+[r — 1|nn) (1.15)

I'=1,(6+ [% — 1]nn). (1.16)

Sir > 1, significa que tenemos un esqueleto con forma prolata, alargado en la direc-
cién n; en cambio para r < 1, tenemos una configuraciéon oblata, alargada en el plano
perpendicular a n. La siguiente figura ilustra lo anterior, donde la forma prolata es resul-
tado de una configuracién como en la Fig.1.4.(a) y la forma oblata es resultado de una

configuracién como en la Fig.1.4.(c).

Figure 1.5: El esqueleto determina la forma del polimero, puede ser prolata u oblata
respecto al vector director.

Cuando R sélo tiene una dimensién (R = R, ), la simetrfa de la cadena de polimeros
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es esférica, para este caso conocemos la probabilidad de encontrar una configuraciéon con
un vector que una el inicio y el fin de la cadena igual a R, ec.(1.6). La probabilidad de
encontrar cierta configuracién para el caso anisotrépico, se obtiene usando la ec.(1.4) de
acuerdo a lo cual, R? = [;;L y R® = R;R; sustituyendo estas expresiones mas generales

en la ec.(1.6), obtenemos la probabilidad para el caso anisotrépico:

5 1/2
p(R) = k%) ﬁ[l}] o) (1.17)

1.2.3. Deformacién de un elastémero quiral

Consideramos que la cadena de polimeros estd fija a un cuerpo, entonces, si tenemos que
el vector que conecta el inicio y el fin de la cadena en el cuerpo es R; y aplicamos una
deformacién o sobre el cuerpo, el cambio que sufre el vector que une los extremos de la
cadena es proporcional a esta deformacion, es decir, el vector R que conecta la cadena de

polimeros después de la deformacion es:

R = oR,. (1.18)

El uso de la energia libre del sistema ec.(1.7), requiere que las deformaciones en la
goma, conserven el volumen, por lo cual, se tiene que cumplir que Det(o) = cte. En el
caso de expansiones o compresiones (sin deformasiones de corte), el tensor o es diagonal
para una goma cuyas caras son perpendiculares a los ejes X y y z, si ademads, la longitud

de los lados es igual a 1, entonces:

Det(o) = 044040, = 1. (1.19)

Si el director n estd a lo largo del eje z, podemos renombrar ¢,, = ¢ y normalizar el

. _ _ 1 e
volumen, escogemos: 0., = 0yy = T5 €8 decir:
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= =)
o4 °

0
0. (1.20)
g

1.2.4. Energia libre de los cristales liquidos elastémeros

Como vimos anteriormente la energia libre ec.(1.7), estd expresada en términos de las
posibles configuraciones del sistema que son proporcionales a la probabilidad de encontrar
al sistema en esos estados segun la ec.(1.17), sustituyendo ésta expresién en la energia

libre obtenemos:

Fs = —kgTlpR)+F, (1.21)

3kpT kgT . [ Detl
- 2B (Riligle>+BTln< ‘ )+Fo

2L a3

- 3]{/’BT _1 kJBT Detl
= 5 R R)+ = m( = >+FO

donde a = %LL y F, = —kgTIn Zy; a este resultado se le conoce como la energia libre

neoclasica del promedio de una red de cadenas poliméricas ya que es una generalizacion

Detl
a3

anisotrépica de la elasticidad cldsica de una goma, los términos ’“BTTln( ) y F, en
la ecuacién anterior son constantes (por conservacién del volumen Detl =cte), por ello
el término de mayor trascendencia, en la ec.(1.21), es el de la parte eldstica, ya que
éste contiene la informacién de la configuracion espacial del sistema antes y después de la
deformacién, por esta razén nos enfocamos en la parte elédstica de la energia y despreciamos
los términos constantes.

Ahora, si tenemos que el vector que une el inicio y el fin de una cadena sin deformar es
R,, entonces la probabilidad de encontrar una cadena conectada por R, es p,(R,) que estd

dada por la ec.(1.17) solo que en términos de 1,, que es el tensor que describe la forma

del esqueleto del polimero sin deformar. Si aplicamos una deformacién o, a la goma,
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tendrémos, de acuerdo a lo que ya dedujimos en la seccién 2.2.3, que la relacién entre la
cadena de polimeros deformada y sin deformar, es R = o,R,, entonces, despreciando los

términos constantes y sustituyendo a R en términos de R,, en la ec.(1.21), encontramos:

3y T
Fs =
T oL

<R00'Z ' 1_1 : R00'0>, (122)

Para encontrar la densidad de energia libre, tenemos que contar el niimero de cadenas
poliméricas, ng, por unidad de volumen, entonces la densidad de energfa es: F' = n Fj;
usando que n,kpT = p y usando la ec.(1.11), expresamos (R,R,) = 31,L y sustituimos
en la ec.(1.22):

1

F= EuTr(lo ol 1 ay). (1.23)

Como podemos observar en la ecuacién anterior, la densidad de energfa libre no solo
depende de la deformacién que sufre la goma polimerica y que estd contenida en el tensor

o, sino que depende también de la forma del esqueleto del polimero contenido en el tensor

L.
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2. ELASTOMERO QUIRAL SUJETO A UNA
DEFORMACION AXIAL

2.1. Extension de un elastémero colestérico.

Consideremos una extensiéon de un elastémero colestérico a lo largo del eje quiral, que en

este caso serd z, tal como se muestra en el siguiente diagrama:

X

L

y/

Figure 2.1: Se ilustra la configuracién del nemético sin distorsion, la expansién se hard
paralelamente al eje z.

El tensor de deformacion, en su forma mds simple, puede ser expresado como [5]:

1
ﬁ 0 Oy

o=|0 % oy |, (2.1)
0 0 o

donde hemos usado que o,, = o, para conservar el volumen fijo, es necesario que Deto =
o e, . 1 1 _ .

1, lo cual se cumple de acuerdo a nuestra definicién ya que Deto =70 = 1; los

términos o,, y 0y, surgen de la variacién del vector director inicial respecto al plano xy

que se modifica al expander el elastémero en direccién z.
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v

N

Figure 2.2: Después de la expansién el vector director se inclinard un éngulo w, por lo
que las barras orientacionales del elastémero girarén en un cono.

El vector inicial del elastémero sin deformacion esté dado por: n, = {cos g,z, sin ¢,z, 0},
después de la deformacién, el vector director se inclina un dngulo w = 7 — 0, de tal forma
gira sobre la superficie de un cono Fig.2.2; la longitud del periodo también cambia con
la deformacion, el periodo espacial se convierte en ¢ = ¢,/0, lo cual quiere decir que la
longitud del periodo aumenta.

El nuevo vector director queda entonces como n = {sin cos gz, sin § sin ¢z, cos 6}; el
tensor de longitud de paso inicial sin deformacion, 1,, estd dado de acuerdo a la ec.(1.15)
en términos de n, y el tensor inverso es exactamente igual a la ec.(1.16) con los vectores
n y n, que definimos.

La energfa libre de Helmholtz del sistema estd dada por la ec.(1.23) en términos de 1,
ec.(1.15) y 11, ec.(1.16); al desarrollar la energfa libre de Helmholtz, encontramos que la

podemos expresar como:

F=x"-A-x+b-x+c (2.2)

donde

X = {Umz; Uyz}a
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14-3r+(r—1) cos 20—2(r—1) cos 2qz sin® O __(r—1)sin2gz sin? 0

4r 2r
__(r—1)sin2qzsin® 6 14+3r+(r—1) cos 20+2(r—1) cos 2z sin? § ’
27 4r

(r —1)ocosqzsin20 (r — 1)osin gz sin 260

b:{_ ) }

r T

o>+ r3+r+0o°)+ (r—1)(r—o*) cos26
2ro '

CcC =

La ec.(2.2) representa la enrgia libre de nuestro sistema; contiene la informacién de
la deformacién y la configuracién que adquirird el elastémero de cristal liquido; para
encontrar cual es la deformacién en el elastémero después de la relajacion, es necesario
encontrar el minimo de la energia libre.

Cuando expandemos un elastémero, primero se relajan los esfuerzos, y posteriormente
se reorientan las moléculas, por ello el minimo de la energfa libre se obtiene al encontrar
primero los valores de 0., y 0., que minimizan la energifa y después, andlogamente,
encontrar el valor éptimo de 6.

Para encontrar més facilmente el minimo de la energfa libre respecto a o0,., 0., dia-
gonalizamos la matrz A y nos trasladamos al sistema de los ejes principales de la defor-

macion, explotando el hecho, de que el minimo de la energfa libre del sistema, es igual

7

. . . . . . /
tanto en el sistema de ejes principales (donde identificamos los esfuerzos como: o, 0, )

como en cualquier otro sistema; haciendo lo anterior, encontramos que,

2 1
“F=0"+—+o
o

1
([r+14(r—1) cos 26] (o> — T —02)+2(r—1)oc’, sin20—20%. (2.3)
o o

12 -
v= 2r
Al deformar el elastémero, el sistema cambia en dos escalas distintas; macroscopi-

camente el sistema se expande en la direccién z y se contrae en las direcciones perpen-

diculares a la deformacién, por otro lado microscépicamente las moléculas se reorientan.
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Debido a la diferencia entre las escalas, podemos minimizar la energfa libre de forma
independiente respecto a los esfuerzos y al dngulo 6. Primero consideramos la escala
macrscopica y minimizamos la energia libre ec.(2.3) respecto a los esfuerzos considerando

que el dngulo #, permanece constante. Encontramos que:

o, =0 (2.4)

, (r—1)sin26
o, =0
v (r+1)+ (r—1)cos26’

(2.5)

sustituyendo estos valores 6ptimos de los esfuerzos en la densidad de energia libre ec.(2.3),

tenemos:

1 20 3+r+1+(r—1) C0829> ’ (2.6)

F=-
o <T+1+(r—1)cos29+ 2

ahora consideramos la escala microscépica y buscamos el valor de # que minimiza la
expresion anterior. El vector director n se inclinard hacia la direccién z en un dngulo w
(ver Fig.2.2) después de la deformacién, para encontrar el valor de w, minimizamos la

energfa libre ec.(2.6) respecto a w, encontramos:

1-29 3/2
cos2w = %; (2.7)

. 032 — 1
w (O') = arcsin ﬁ .

La ecuacién anterior nos indica cual serd el grado de reorientacién del colestérico, la
deformacién méxima se da cuando el vector director se vuelve totalmente paralelo al eje

2/3

z, es decir, cuando w = 7, cuando esto ocurre, encontramos que o = r“°; cuando no

tenemos deformacién o =1y w = 0.
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3. PROPAGACION DE ONDAS
ELECTROMAGNETICAS EN MEDIOS
ANISOTROPICOS

3.1. Ondas electromagnéticas planas

La propagacion de ondas electromagnéticas, estd gobernada por las ecuaciones de Maxwell;
uno de los resultados méds importantes que se han obtenido al resolver estas ecuaciones,
es la existencia de ondas viajeras que transportan energfa, la forma en que lo hacen y las
caracteristicas que poseen estas ondas quedan descritas en términos de las propiedades
del medio en el que se desplazan. Ya que en esta tesis planteamos el caso en que una
onda electromagnética incide sobre un medio dieléctrico, revisaremos primero, las carac-
terfsticas que poseen las ondas en medios inhomogéneos anisotrépicos y no conductores
[9].

Planteamos las ecuaciones de Maxwell para un medio infinito en ausencia de fuentes,

tenemos [9]:

v-D=0, (3.1)

v-B =0, (3.2)
0B

V><E+E—0, (3.3)
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oD
H-—= = 4
V x o 0, (3.4)

suponemos una dependencia arménica del tipo e~*! y consideramos que para un medio
anisotrépico D = e-E y B = u - H, donde € y p se denominan, respectivamente, tensor
dieléctrico y tensor de la permeabilidad magnética del material; para materiales homogé-
neos la respuesta lineal es isotrépica y los tensores son diagonales con todos sus elementos
iguales, por lo que se pueden representar como un escalar; en general puden ser funciones
complejas de w para medios dispersivos; en muchas ocasiones se expresa la permeabilidad
magnética como: u = p, iy, donde p, es la permeabilidad magnética relativa y p, es la
permeabilidad del vacio; para la mayoria de los materiales la permeabilidad magnética p,.
es practicamente uno, en el caso contrario la sustancia se clasifica como paramagnética
para p, > 1, o diamagnética en el caso en que p, < 1;en el vacio, €y = 8.854 x 1072 f/m
y Ho = 4w x 107"h/m.

Tomando la derivada parcial respecto al tiempo en las ec.(3.3) y (3.4) y sutituyendo
las ec.(3.1) y (3.2) en la identidad:V x V x A = V(V - A) — V? | encontramos que el
campo eléctrico y magnético obedecen la ecuacién de onda:

1 0%*u

V2u - ﬁﬁ = O, (35)

donde:

1
NG

es la velocidad de fase de la onda, si la onda viaja en el vacio, entonces v = ¢, la velocidad

1 .

de la luz, definida como: ¢ = T

la soluciéon mds general para la ecuacién de onda

ec.(3.5), es de la forma:
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u(r,t) = Aert 4 Aemikrwt (3.6)

donde r es el vector de posicién y k es el vector de onda, el médulo de éste se relaciona con
la frecuencia angular w, como: k = £ = w,/ue€, usando esta definicién, podemos escribir

la ecuacién anterior como:

u(r,t) :Aeik(rffut) _{_Aefik(rﬂ)t)’ (37)

esta ecuacion representa ondas que se desplazan hacia la izquierda y hacia la derecha, si
elegimos solo una direccién (onda plana) y convenimos que los campos fisicos eléctrico y
magnético se obtienen tomando las partes reales de las magnitudes complejas, podemos

represetar los campos de la onda plana de la forma:

E(r,t) = Eekrt (3.8)

B(r,t) = Berit, (3.9)

Para que cada componente de los campos E y B, satisfaga la ecuacién de onda, es
necesario que se satisfaga: k*n-n = euw? , donde k = kn y para ser consistentes con
nuestras definiciones, n - n = 1. Sustituyendo las ec.(3.8) y ec.(3.9) en las ecuaciones de

Maxwell ec.(3.1) y ec.(3.2), encontramos las relaciones:

ademds, de acuerdo a las ecuaciones ec.(3.3) y ec.(3.4), también se debe satisfacer:
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B = /eun X E, (3.10)

H=nx,/—E, (3.11)
I

lo que indica que el campo magnético, el campo eléctrico y la direccién de propagacién
n, son mutuamente perpendiculares, si n es real, entonces E y B tienen la misma fase,
por lo tanto es ttil introducir un conjunto de vectores unitarios mutuamente ortogonales:

(111, U9, n) Flg31

N

Figure 3.1: Se muestra la base que usamos para representar los campos electromagnéticos.

3.2. Polarizacién lineal y circular

En la seccién anterior describimos una onda plana, donde el vector del campo eléctrico
siempre esté en la direccién uy, en este caso, se dice que la onda estd polarizada linealmente
con el vector de polarizacién u;, podriamos tener también una onda plana polarizada en
la direccién us, por lo que podemos describir una onda més general, que se propage en
la direccién k = kn, como una combinacion lineal de ondas planas polarizadas en ambas

direcciones, es decir [9]:
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:E(I‘7 t) = (111E2 + UQEQ)eik.r_iwt; (312)

las amplitudes E; y E, son nimeros complejos, con el fin de que exista la posibilidad de
una diferencia de fase entre ondas de distinta polarizacién, el campo magnético se puede
obtener de la ecuacién ec.(3.11), por lo que ahora solo nos enfocaremos en el campo
eléctrico.

En el caso en que E; y F5 son reales, las ondas con distinta polarizacién estédn en fase
y la ec.(3.12) representa una onda polarizada linealmente donde el vector de polarizacién
forma un dngulo § = tg~* (%) con uy, y cuyo médulo es ' = \/m

Si Ey v E, presentan una diferencia de fase, se dice que la onda esta polarizada
elfpticamente, el caso mds simple es cuando la diferencia de fase es igual a 90°, este caso

representa una polarizacion circular, ya que la onda dada por la ec.(3.12), se convierte en:

E(r,t) = E,(u; & duy)e™ ", (3.13)

Tomando las partes reales, las componentes en direcciéon u; y us son:

Ey(r,t) = E,cos(k-r—iwt);

Ey(r,t) = FE,sin(k-r —iwt)

y de las ecuaciones anteriores se deduce que el médulo del vector del campo eléctrico
permanece constante e igual a E,, ademas estd girando en el plano descrito por los vectores
u; y up con una frecuencia w, para el signo positivo en la ec.(3.13), la rotacién es en el
sentido contrario a las agujas del reloj cuando el observador mira hacia la onda que llega,
por ello en 6ptica a este caso se le conoce como polarizacién izquierda 6 con helicidad

positiva, el caso contrario, se conoce como polarizaciéon derecha 6 con helicidad negativa.
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Cualquier estado de polarizacién se puede describir a través de ondas circularmente

polarizadas, para hacerlo introducimos los vectores complejos ortonormales:

1
n; = —(u £iuy), (3.14)

V2

entonces, una representacion para una polarizacién cualquiera en términos del vector n.

€s:

E(I‘, t) = (ELH+ + ERI’I_)Gik'r_Wt (315)

donde E y Egr son amplitudes complejas. Si Ef y Eg tienen distinto médulo pero estan
en fase, la ecuacién anterior representa a una onda polarizada elipticamente con los ejes
principales de la elipse en las direcciones de n, y n_, el caso para el campo B, se obtiene

facilmente con los resultados anteriores usando la ec.(3.11).

3.3. Reflexion y refraccién de ondas electromagnéticas

Cuando una onda incide sobre un medio, se origina una onda reflejada y una onda refrac-
tada que atraviesa el medio. La reflexién y refraccién de la luz en una superficie plana
que separa dos medios con propiedades dieléctricas distintas es un fenémeno conocido [9].
Los distintos aspectos de los fenémenos se dividen en dos clases.

(1) Propiedades cinemadticas:

a) El dangulo de reflexién es igual al de incidencia.

b) Ley de Snell: 2 = %, donde ¢ y r son, respectivamente, los dngulos de

sinr

incidencia y refraccién; n/ y n son los indices de refraccién correspondientes.

(2) Propiedades dindmicas:
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a) Intensidades de las radiaciones reflejada y refractada.

b)Cambios de fase y polarizacion.

Las propiedades cineméticas son consecuencia inmediata de la naturaleza ondulatoria
del fenémeno y del hecho de que hay que satisfacer las condiciones de contorno. Pero
no dependen de la naturaleza detallada de las ondas o del tipo de condiciones de con-
torno. Por otra parte, las propiedades dindmicas dependen por completo de la naturaleza

especifica de los campos electromagnéticos y de sus condiciones de contorno.

3.3.1. Reflexioén circular de Bragg

Cuando una onda viaja a través de un medio quiral, como el descrito en la seccién 2.1.2,
las propiedades 6pticas estdn reguladas por el periodo espacial de la hélice, £, ec.(1.2),
debido a ello se presenta el fenémeno de difracciéon de Bragg [13], en el cual, una onda

que incide en el medio, se refleja cuando se cumple:

2L sinw = mA, (3.16)

donde L = %, w es el dngulo de incidencia, A es la longitud de onda en el medio y m
representa numeros enteros (m = 1,2, ...); cabe resaltar, que este es un caso especial de
la ley de Bragg, ya que en medios quirales se observa que la onda reflejada posee una
polarizacién circular en la misma direccién que la hélice en el medio. Si analizamos la
onda incidente en términos de una combinacién lineal de polarizacién izquierda y derecha
ec.(3.15 ), encontramos que solo la componente que tiene la misma hélicidad del medio es
reflejada, la otra componente es transmitida.

La reflexién circular de Bragg, se da en un rango de las longitudes de onda, lo cual
depende directamente de las propiedades dieléctricas del medio. En una versién muy

simplificada, podemos pensar el medio quiral como un medio isotrépico, con un indice
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de refraccién dado; entonces, la longitud de onda para una onda electromagnética que

atraviese el medio es aproximadamente:

=22 (3.17)

donde )\, es la longitud de onda en el vacio y n es el indice de refraccién que se asigna
al medio quiral. El valor del indice de refracciéon depende del tensor dieléctrico, en este
caso consideramos que el medio es uniaxial (a lo largo del eje n Fig.2.2), entonces, existen
dos constantes dieléctricas que caracterizan el sistema: € y €, , con estos dos pardmetros
podemos determinar el valor del indice de refraccién, el cual varia desde el indice ordinario,

hasta el indice extraordinario, que se definen respectivamente como:

n, =€\, (3.18)
2n, = ei/Q; (3.19)

sustituyendo los valores mencionados en la ec.(3.16), encontramos el rango en el que se
encuentra la banda de reflexién, es decir, el rango en el que se presenta la reflexién circular

de Bragg.
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4. PROPAGACION DE UNA ONDA A TRAVES DE
UN ELASTOMERO COLESTERICO

4.1. Condiciones de frontera

En la seccién 4.2, analizamos la polarizacién circular de ondas electromagnéticas, ahora
planteamos el caso en que una onda electromagnética circular incide sobre un elastémero
de cristal liquido. Supongamos que el elastémero se encuentra en la regién entre los planos
z=0y z = L ; como ya vimos (seccién 3.1) éste medio es quiral; colocamos el eje de la
hélice paralelo al eje z.

Ya que las moleculas en el elastomero estdn girando con una periodicidad igual a &
= g (ver seccién 2.1.2), las soluciones a las ecuaciones de onda que viajen en este medio
deben cumplir con la condicién de periodicidad; recurriendo al teorema de Bloch-Floquet
8], se encuentra [2], que para polarizacién circular derecha e izquierda, respectivamente,

las ondas se pueden representar como:

Er = Ete"® (4.1)

E,=E ¢ (4.2)

los subindices L y R, representan la polarizacién izquierda y derecha, los vectores ET

y E, dependen de las intensidades de la onda y dependiendo de la polarizacién, estdn

en térmimos del vector ny = “1i;“2 definido en la seccién 4.2. Entonces, usando las

ecuaciones anteriores y la ec.(3.15), podemos expresar una onda circularmente polarizada
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COmo:

E(r,t) = (e *Ern, + €% Egn_)er ! (4.3)

El vector de onda k = {ky, k9,k3}, estd dado, de acuerdo al sistema de referencia Fig.3.1,

COImo:

ki = k, cos B, cos ¢, (4.4)
ko = k,cos B, sin @, (4.5)
ks = k,sin6,, (4.6)
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0, es el angulo de incidencia y k, = 57 , con A la longitud de la onda incidente; en el caso
de incidencia normal k; = ko = 0.

Si hacemos incidir una onda electromagnética sobre la cara del elastémero que estd en
z = 0, se producird una onda reflejada en la regién z < 0 y otra transmitida en la regién
z > 0. Con ayuda de la ec.(4.3) y ec.(3.11) representamos la parte espacial de las ondas
electromagnéticas que se producirdn en la regiéon z < 0, es decir, las ondas circularmente

polarizadas incidente y reflejada:

E(r) = (e Zarn, + e%agn_)e™* + (e7r;n_ + % rpn, )e ¥, (4.7)
H(r) =i £ ((—e‘iqza,;mr + e Papn_)e™T 4+ (—e " n_ + eiqZTRnHe_ik‘r) ;o (4.8)
,u

andlogamente en la regién z > L se transmitird una onda con la siguiente forma:

E(r) = (e t;n, + e tpn_)eT (4.9)
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€ . . .
H(r) = i\/j(—e’qthn+ + e Ptpn_)e™T (4.10)
I
los coeficientes a, r y t, representan, respectivamente, los coeficientes de incidencia, re-

flexién y transmitancia; los coeficientes de transmicién y reflexién varian en funcién de

las propiedades del medio, los coeficientes de incidencia, se suponen conocidos.

[

| o
y }‘; -‘?go-/--j--ﬂ--—»z @3

\ =

Figure 4.1: Se muestran los dos modos de polarizacién de las ondas incidentes y salientes
en el medio en las regiones z<0 y z>0.

Las ecuaciones de Maxwell garantizan la continuidad de las componentes tangenciales
a la superficie del elastémero de los campos eléctrico y magnético, (ya que la densidad de
corriente en la superficie del elastémero es cero) aprovechando éste hecho; introducimos

el vector ¥ que contiene las componentes tangenciales y estd definido como:

o) = | B (4.11)
Usando la ec.(4.11), podemos representar el sistema de ecuaciones: ec.(4.7), ec.(4.9),

ec.(4.8) y ec.(4.10), en z =0 y en z = L, respectivamente como:

aRr

T(0)=A0.)-Q- | F | (4.12)

TL
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V(L) =AL)-Q- | o | (4.13)
0
donde:
1 1 1 1
—1 1 1 —1
Q= Z\/E _Z'\/E Z\/E _Z'\/E (4.14)
B @ B w
Ve s Ve Vs
y )
ez(k~r+qz) 0 0 0
0 eilkr=az) 0
Alr)= | 0 omitkr—az) (4.15)
0 0 0 efi(k~r+qz)

En el vacio los estados de polarizacién izquierda o derecha, son degenerados, por lo
cual en la matriz A se repite dos veces el signo mas y menos para el exponente de la
exponencial; cabe notar a incidencia normal, la matriz A solo depende de z.

En el vacio, la matriz de transmitancia (matriz que relaciona los coeficientes de trans-

mitancia con los de incidencia y reflexién) cumple:

w(L)="T,  ¥(0), (4.16)
donde
eilks+a)z 0 0
0 eilks—a)z ) 0
T, = 0 0 e_i(k3_q)z 0 (417)
0 0 0 e—i(ka+q)z

de tal forma que en el vacio de acuerdo a las ec.(4.12) y ec.(4.13), los coeficientes de
transmitancia son igual a los coeficientes de incidencia y los coeficientes de reflectancia

son igual a cero, tal como esperarfamos.
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4.2. Formulaciéon de Marcuwitz

Para entender como se comporta una onda electromagnética dentro de un medio dieléc-

trico, iniciamos con el planteamiento de las ecuaciones de Maxwell para este sistema.
Como el sistema es un medio dieléctrico, el tensor dieléctrico, €, serd una matriz

determinada por las caracteristicas propias del medio, en el caso de un sistema uniaxial

(como el de los elastémero coléstericos), podemos expresar el tensor dieléctrico como:

€ =¢€,06;j +€nn, (4.18)

donde el vector n, es el eje uniaxial, nétese que a través de este vector se introduce
en las ecuaciones de Maxwell la configuracién del sistema. Si el vector uniaxial n es
perpendicular al eje z, entonces: €| = €, y €, = €, — €, . Si suponemos que nuestro medio
tiene una densidad de carga eléctrica igual a cero, entonces, las ecuaciones de Maxwell

que describen el sistema en la regién 0 < z < L se reducen a:

vV x E+iwu,H =0, (4.19)

V x H — ie,we - E =0. (4.20)

Haciendo un proceso andlogo al que hicimos para una onda viajando en un medio no
conductor, encontramos que los campos E y H que viajan en direccién k (ec.(4.4), ec.(4.5)
y ec.(4.6)) en un medio cuyas propiedades dieléctricas sélo dependen de la cordenada z,

se pueden expresar como una onda plana armonica, de la forma:

E(r,t) = ¢/kr=lg(z), (4.21)
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H(r,t) = e/®T“Dh(2), (4.22)

los vectores €(z) y h(z) se expresan como: &(z) = {e1,e2,e3} y h(2) = {hq, ho, hs};
para encontrar las componentes ¢; y h;, vamos a escribir las ecuaciones de Maxwell en la
representacion de Marcuwitz, en la cual expresando la componente longitudinal del campo
eléctrico y magnético (e3(z) y hs(2)), en términos de las componentes transversales (g1(2),
£2(2) v hi1(2), ha(z)), podemos resolver un problema de tres dimensiones en dos.
Sustituimos las expresiones ec.(4.21) y ec.(4.22) en la ecuacién de Amperé y Faraday
ec.(4.20), ec.(4.19), desarrollando la ecuacién de Faraday encontramos para la componente

x, Yy y z respectivamente, las siguientes ecuaciones:

d
k3€2 - ]{7283 — ,uowhl - Z2 =0 (423)
dz
. . . d€1
tkse1 — ikies + zuawhg + d— =0 (424)
z
k‘gé’l - k‘162 - /LOCUhg =0 (425)

Anédlogamente desarrollamos la ecuaciéon de Amperé y encontramos para las compo-

nentes x y y z, respectivamente,:

dh
k‘ghg — kghg + EDCU(€1611 + E9€19 + 83613) — ’Ld—; == O, (426)
. . . dhy
Zkighl — Zk‘lhg — Z€OW(€1621 + E9€99 + 53623) -+ E = O, (427)
k2h1 — klhg + EOW(€1631 + E9€30 + 63633) =0. (428)
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Despejando las componentes €3 y hs de las ec.(4.28) y ec.(4.25), respectivamente,

encontramos:
kihs — kohy — €,
g = 1 2 ah1 — €,w(ea€sr + €2€32) (4.29)
€oWE3s3
y
koe1 — k
hy = 2251 ez (4.30)
HoW
donde ky = 27” , con A la longitud de propagacién de la onda incidente y donde ¢;;

representa las componentes del tensor dieléctrico ec.(4.18); teniendo las componentes

longitudinales de los campos en términos de las componentes transversales, podemos

sustituir las ecuaciones ec.(4.29) y ec.(4.30) en la ecuacién de Amperé y Faraday para las

componentes transversales: z y y : ec.(4.23), ec.(4.24), ec.(4.26) y ec.(4.27); encontramos

asi, el siguiente sistema de ecuaciones:

dw
2 _M-w,
dz
donde M(z)=
k, + k2:€31 kresn kaky
33 €33 EOL’-}2€33
kyes1 k. + kyesz y
— 6:«xk?) k ;2 €33 €owess L
xRy €23€31€0W z €23€32€0W ; y€23
— — €91€,W — €99€,W 1k fyt2s
Ho 2160w + =0 o €22€0w + S0 2+
y €13€31€oW kaky €13€32€0W kyeis
—_— €11€EoW — —F——— €12€,W — —
TR + 11€0 €33 1w + 12€o €33 €33
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k2

’U/Ow - 600.)?533
kzky

- EQWE33

_ Egeos )
€33

kz + kreis

€33

(4.32)

(4.33)



el vector ¥(r) contiene parte de las componentes transversales de los campos, nétese que
éste es idéntico al que definimos en la seccién anterior ec.(4.11).

La ec.(4.31) determina las propiedades caracteristicas de la onda incidente, ya que es un
sistema matricial donde la matriz M depende de z, la solucién general es simbdlicamente:
U(z) = ¥(0) - eloMe por lo cual, una forma de resolver el sistema, serfa hacer una
integracion nimerica de la variable M y por medio de una serie de potencias obtener la
exponencial de la integral. Sin embargo, existe una forma més facil de resolver este sistema
sin necesidad de hacer una integraciéon nimerica, para el caso de incidencia normal, para

ello se usa la transformacién de Oseen.

4.3. Transformacion de Oseen

La transformacién de Oseen [11], consiste en un cambio en el sistema de referencia de
uno fijo a uno que gira sobre el eje z; el nematico en el elastémero de cristal liquido, estd
girando alrededor de un cono descrito por la Fig.2.2, con un angulo ¢ = ¢z (seccién 2.1.2),
por lo tanto, la proyeccién en el plano zy, serd la de un vector que gira en funcién de 6,
con componentes v = a{cosqz,singz,0},donde a = cosw, tal como vimos en la seccién
3.1; por lo tanto, si nos trasladamos a un sistema de referencia que gire paralelamente al
nemadtico el sistema se simplificard considerablemente.

La transformacién de Oseen permite al sistema de referencia girar con el nemético al

definir un nuevo vector ¥'(z) :

P'(z) =G -¥(2), (4.34)

donde
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cosqz  singz 0 0
—singz cosqz 0 0

G(z) = (4.35)

0 0 cosqz  singz
0 0 —singz cosqz

la matriz anterior es la que efectiia la rotacién al sistema de referencia que gira en el plano
perpendicular al eje de la hélice; la matriz anterior tiene como propiedades que es unitaria
y por lo tanto cumple: G7!(z) = GT(z). La ec.(4.31) en términos del nuevo cambio de

sistema ec.(4.34), queda como:

d%(G‘l-lIl’) = M-G 1. ¥
/ -1
g1 +\I:’-dG = M-G'. ¥,
dz dz

multiplicando por G la expresién anterior, encontramos:

dw’ dG™1
G 0.
dz + dz

-G-M-G' ¥, (4.36)

la ventaja de la ecuacién anterior respecto a la ec.(4.31), es que el producto C = (G -
M-G'- G- %) es igual a una matriz constante para incidencia normal ec.(4.42),
con lo cual el sistema puede ser resuelto de forma analitica; en general si el dngulo de

incidencia es 6, tenemos:

dw’
=C.-v. (4.37)
dz
donde C(z, A, 0,) es igual a:
. 2 g3 2 2
]{?COS(]Z’(SE iq _I; sin 2qz LW — k“edcos® gz
EoWELEy ) ) 2 EoWELEy
P : o k“edsin® gz  k“edsin2qz
. qu kbesingz 0 o oW + = e Seowency
k*sin 2qz . _ kZcos®qz ;
—9—2%“) (€owe, —Lﬂow ) 0 iq
22 2 o . .
cowed — HSin—gz k- sindgz —iq + kdesingz  kdecosqz
How 2pow

(4.38)
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Hemos usado las siguientes definiciones (ver ec.(4.18) y ec.(2.7)):

k = k,sinf,; (4.39)
€2€s
= ; 4.4
ed(}) €082 0 + ¢, sin? 6§’ (4.40)
y
Se()) = ed(A) sin 20(e, — ez)' (4.41)

2€,€,
Para el caso de incidencia normal, la matriz se vuelve constante respecto a z y solo

depende de la deformacién (o) que apliquemos sobre la goma, obtenemos entonces:

0 q 0 — i ,W
| —q 0 w0
Clo) = 0 i€oczw 0 q (4.42)
—ieowed(o) 0 —q 0

La solucién general para la ec.(4.37) es de la forma:
W'(z2) = W(0) - els Clebo)ds,

nétamos que al integrar la matriz C(z,0,60,) ec.(4.38), de 0 a L, podemos obtener la

matriz de transmitancia de este sistema.

4.4. Matriz de transmitancia y de dispersién

En la seccién anterior encontramos, que una onda en un medio dieléctrico uniaxial, se
puede describir al usar la representacion de Marcuwitz y la transformaciéon de Oseen

COImo:

W'(L) = Mt - ¥'(0) (4.43)
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Adz v es posible obtenerla a

. . L
donde la matriz estd dada formalmente por Mt = elo C(z:0e,
través de una integraciéon numérica; ahora nos regresamos al sistema de referencia inicial,

aplicando la transformada inversa de Oseen, partiendo de la ec.(3.12):

¥(L)=U- ¥(0), (4.44)

donde hemos nombrado: U = G(L)T - Mt - G(0), cabe mencionar que se ha demostrado
[3] que la transformacién inversa de Oseen deja invariante al sistema para el caso de
polarizacion circular, por lo cual, ya que aqui tratamos ondas polarizadas circularmente,
podemos prescindir de dicha transformacién inversa.

La ecuacién anterior permite relacionar las ondas incidentes y reflejadas, contenidas
en el vector W(0) , (ver seccién 5.1), con las ondas transmitidas implicitas en el vector
W(L).

En términos de los coeficientes de transmitancia, incidencia y reflectancia, ec.(4.12) y

ec.(4.13) la ecuacién anterior es equivalente a:

tR apR
tL . . ay,
0 = T(2) N E (4.45)
0 rr
donde T es igual a:
T(z) =T, -Qt-U(z) - Q; (4.46)

y usamos las matrices T, ec.(4.17) y Q ec.(4.14) que definimos en la seccién 5.1; el stmbolo
T representa la transpuesta conjugada.

Hemos encontrado la matriz de transmitancia que relaciona los coeficientes de transmi-
tancia con los coeficientes de incidencia y de reflectancia, sin embargo, es posible obtener,

resolviendo el sistema dado por la ec.(4.45), los coeficientes de reflectancia en términos de
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los de incidencia, con lo cual, podrfamos expresar los coeficientes desconocidos en términos
de los de incidencia; esto se logra a través de la matriz de dispersién.
La matriz de dispersién se define en términos de la matriz de transmitancia T de la

siguiente manera [10]:

S

(P1—-T-P2)(T-P1-P2) (4.47)

en donde P; y P, son matrices mediante las cuales se obtienen las proyecciones de la

onda incidento o reflejada, es decir, cumplen (ver ec.(4.15)):

0
0
APi=| i (4.48)
e—k-r
y

ek-r

ek-r

0

esta matriz, ec(4.47), permite relacionar las ondas incidentes sobre el medio, con las
ondas que salen del medio Fig. 4.1, es decir, la matriz de dispersién, permite establecer

la siguiente relacion:

223 14
20 14

L |—-g.| L 4.50
2 1 (4.50)
27 17

donde el nimero 1 corresponde a las ondas que inciden en el medio, 2 las ondas que
salen del medio, el superindice a, indica que las ondas se encuentran en la regién z < 0,
andlogamente, la letra b corresponde a la regién z > L y por tltimo el subindice R y L,

corresponde a la polarizacién deracha o izquierda, respectivamente. Tenemos entonces,
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que 20 =t;,2¢ =r; y 1¢ = a; donde i es R 6 L, en este caso no existen ondas que incidan
en la regién b, por lo cual 12 = 0.

En términos de la matriz de dispersién el sistema se reduce a la siguiente relacién:

tR ar

tL . ) ay,

=8 ¢ (4.51)
rrL 0

de acuerdo a lo cual, solo las dos primeras columnas de la matriz de dispersién S,ec.(4.47),

aportan informacién relevante ya que:

tr trr tRL

tr _ | tre trr | ( aR ) (4.52)
TR TRR TRL ar,

L TRL TLL

las entradas de la matriz de dispersién, ¢;; y r;; representan los coeficientes de transmision
y reflexién respectivamente, con co-polarizacién, en el caso en que se repiten los subindices
(i = j) y polarizacién cruzada en el caso en que son distintos (i # j); las transmitancias

: : ) _ 2 _ 2
y reflectancias para el sistema, son: Tj; =| t;; |° v Rij =| 745 | -
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5. RESULTADOS

En este capitulo mostramos las gréficas obtenidas para las transmitancias y reflectancias
para co-polarizacién derecha, izquierda 6 polarizaciéon hibrida en funcién de la longitud
de onda, del éngulo de incidencia y de la deformacién en el medio; los coeficientes men-
cionados fueron obtenidos a través de las entradas de la matriz de dispersién ec.(4.47).
Dado que la matriz de dispersién estd en términos de la matriz Mt, ec.(4.43), de-
sarrollamos un programa que integra nimericamente dicha expresién; para ello usamos

que:

Mt :efoL C(z,00\)dz _ enfol C(200\)dz (625200(z(i),90,>\)dz>n’

donde | = £, Fig.(1.3), es el periodo espacial en el elastémero y n = % es el mimero de
giros que da el vector director en el elastémero; asi, en lugar de integrar niimericamente a
lo largo de todo el elastémero, integramos tinicamente en un periodo y aproximamos la in-
tegral con una suma infinitesimal, por iltimo, multiplicamos el resultado por n obteniendo
asi una expresién para Mt. Con este resultado y después de las operaciones descritas en
la seccién anterior, obtuvimos una expresion para la matriz de dispersién como funcién de
la longitud de onda y del dngulo de incidencia de la onda electromagnética en el medio.
Para observar la banda de reflexién en las graficas, tomamos como referencia la re-

flexién a incidencia normal; basados en las ec.(3.16), ec.(3.18) y ec.(3.19), esperamos

encontrar la banda de reflexién entre las longitudes de onda que van de:

A1 = 600.83nm (5.1)
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hasta

A2 = 537.40nm (5.2)

para incidencia normal.
La Fig.5.1 y Fig.5.2 muestran a los coeficientes mencionados en funcién de la longitud

de onda incidente y el dngulo de incidencia para una deformacién dada que corresponde,

(om—1)

5,y 0 = 0y, donde oy, representa

segin se muestra, a o = 1 (sin deformacién), o =
la méxima deformacion. En la Fig.5.3 se grafican los coeficientes como funcién de la
deformacién y de la longitud de onda incidente, esta vez a incidencia normal. En todas las
graficas mostramos tinicamente una polarizacion cruzada ya que Rgrr, = Rrry Trr = TLR-
Finalmente en la Fig. 5.4 graficamos una proyeccién en dos dimensiones de la banda de
reflexién y transmisién para polarizacion izquierda y derecha; las dos figuras superiores
de esta grafica son una proyeccién a incidencia normal, variando la longitud de onda y
el esfuerzo al que estd sometido el elastémero, en las dos figuras inferiores mostramos
una proyeccién de la banda sin deformar el elastémero, variando la longitud de onda y el
dngulo de incidencia.

Observamos en las Fig.5.1 y Fig.5.2, que se presenta la reflexién circular de Bragg; la
transmitancia para co-polarizacién derecha (la cual coincide con la hélicidad del medio), es
practicamente cero, lo cual indica que las ondas con polarizacién derecha serdn reflejadas,
es decir, la reflectancia para esta polarizacién Fig.5.2 es aproximadamente 1.

Para ondas con polarizaciéon hibrida también encontramos una pequena banda de
reflexion, sin embargo, la amplitud de esta banda es aproximadamente 0.1, lo cual es una
amplitud muy pequena comparada con la banda de reflexién para onda con polarizacién
derecha.

El rango en el que las ondas se reflejan a incidencia normal se encuentra alrededor de
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A1 ¥ Ag, es decir, el rango de la banda se mueve en forma aproximadamente proporcional
a sinw lo cual es consistente con la ley de Bragg y se observa claramente en la Fig.5.4;
encontramos también que la banda disminuye su ancho conforme aumenta la deformacién
en el elastémero, este fenémeno se aprecia perfectamente en la Fig.5.3 , donde se observa
una disminucién en el ancho de la banda de reflexién hasta que ésta desaparece por
completo cuando el elastémero alcanza su méximo valor de deformacién.

Una observacién importante, es que al aumentar la deformaciéon la banda de reflexién
disminuye manteniendo fijo uno de sus extremos ec.(5.2), esto se aprecia claramente en
las dos figuras superiores de la Fig. 5.4.

La desaparicién de la banda de reflectancia Fig.5.3, cuando el elastémero es deformado
a su méximo, se debe a que en este punto, el vector director se coloca completamente
horizontal (w = 7 Fig.2.2) y en consecuencia el medio se vuelve homogéneo para la onda
incidente.

Los pardametros que usamos para hacer los célculos fueron los siguientes: r = 1.5;

L =9.5um; § =190nm; e, = 2.5; €, = 2; p, = 1.
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y del dngulo incidente. La deformacién a la que se sometié el elastémero en cada

)

Figure 5.1: Graficamos los coeficientes de transmitancia en funcién de la longitud de onda

(nm
caso se muestra al inicio de la columna.
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Figure 5.2: Andlogamente a la Fig.5.1, graficamos las reflectancias.
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Figure 5.3: Graficamos los coeficientes de transmitancia y reflectancia a incidencia normal,

como funcién de la longitud de onda y de la deformacion en el elastémero.
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Figure 5.4: Las dos figuras superiores muestran una proyeccién de la bada de transmicién
y reflexién para incidencia normal. En las dos figuras inferiores la proyeccién corresponde
a un sistema que no ha sido deformado.

52



6. CONCLUSIONES

Motivados por la susceptibilidad que tienen los cristales liquidos colestéricos a la accién
de campos eléctricos, decidimos estudiar un elastémero quiral sometido a esfuerzos que
en contraste con un cristal liquido, constituye un sélido muy deformable [5].

Es ampliamente conocido que los cristales liquidos colestéricos, presentan el fenémeno
de difraccién circular de Bragg [3][4], la cual consiste en que al hacer incidir una onda
electromagnética con la misma helicidad que el medio, la onda es totalmente reflejada,
por otro lado, si la onda incidente posee otra helicidad, ésta puede a travesar libremente el
medio. Este fenémeno se produce tnicamente para longitudes de onda que se encuentran
en cierto intervalo (lo que se conoce como la banda de reflexion).

Hasta ahora, la gran mayoria de las aplicaciones tecnolégicas de los cristales liquidos,
estdn basadas en un control de la banda de reflexién a través de campos eléctricos, sin
embargo, debido a la similitud entre los cristales liquidos colestéricos y los elastémeros
quirales, pensamos que seria posible controlar la banda de reflexién, no con campos eléc-
tricos como se ha hecho antes, sino aplicando un esfuerzo al medio.

El sistema que estudiamos, consisitié en un elastémero quiral sometido a una extensién
paralela al eje de la hélice sobre el cual hicimos incidir una onda electromagnética plana
monocromatica.

Primero desarrollamos la energfa libre de Helmholtz que caracterizaba al elastémero
a temperatura y volumen constante, luego al minimizar la energfa libre respecto a los

esfuerzos, encontramos cudl era la configuraciéon espacial del vector director en el medio.
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Con la informacién anterior obtuvimos el tensor dieléctrico del elastémero. Después,
usamos la representacion de Marcuwitz de las ecuaciones de Maxwell sin fuentes y la
transformacion de Oseen que permite describir las componentes transversales del campo
electromagnético en un sistema de referencia que gira con la hélice, con ello fue posible
encontrar, a través de un método nimerico, la matriz de dispersién que relaciona los
coeficientes de reflexién y transmitancia con los coeficientes de incidencia.

Al graficar las transmitancias y las reflectancias asociadas a las polarizaciones circu-
lar derecha e izquierda que inciden y se transmiten o se reflejan, encontramos tal como
esperdbamos, que es posible controlar la posicién y el ancho de la banda de reflexién en
funcién del dangulo de incidencia y de la expansion en el elastémero.

La posicién en que se localiza la banda de reflexién, depende del éngulo de incidencia,
w y es aproximandamente proporcional a senw, entre mayor es w la banda de reflexién se
mueve hacia longitudes de onda menores. Por otro lado, el ancho de la banda de reflexién
depende de la deformacion en el elastémero. Se puede apreciar en la Fig.5.3 que la relacién
entre el ancho de la banda de reflexién y la extension en el elastémero es inversamente
proporcional.

Por tltimo, podemos decir, que observamos la reflexién circular de Bragg ya que la
quiralidad del medio sélo permite pasar ondas con determinada polarizacién. Esto indica
que es posible seleccionar, la polarizacién y la frecuencia (6 el color) de las ondas reflejadas
y transmitidas a través del medio variando adecuadamente los pardmetros mencionados.
Mas atin, la banda de reflexién de hecho se cierra para valores de la deformacién superiores
al valor critico a partir del cual la configuracién en el elastémero no cambia.

El fenémeno descrito anteriormente es muy interesante desde el punto de vista fun-
damental y por sus aplicaciones técnologicas; en un futuro, esta caracteristica de los

poliméros colestéricos puede motivar la creacién de dispositivos 6pticos sensibles a defor-
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