UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

"Impacto Simétrico de un Anillo de Vorticidad
con una Pared"

T E S 1 S

QUE PARA OBTENER EL TiTULO DE:

P R E S ENTA

ALVARO FRANCISCO VAZQUEZ DE GYVES

TUTOR: DR. GERARDO RUIZ CHAVARRiA

2007



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



FACULTAD DE CIENCIAS

‘Q\\”ﬁi\ﬂ

m.i’j:}?ﬂjﬁw Divisién de Fstudios Profesionales
i

ACT. MAURICIO AGUILAR GONZALEZ

Jefe de la Division de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias
Presente

Por este medio hacemos de su conocimiento que hemos revisado el trabajo escrito titulado:

"Tmpacto Simétrico de un Anillo de Vorticidad con una Pared"

realizado por Vazquez de Gyves Alvaro Francisco

con nimero de cuenta 09335826-2 , quien cubrié los créditos de la licenciatura en Fisica.

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio.

Tutor (a)
Propietario Dr. Gerardo Ruiz Chavarria

Propietario Dr. Julio Javier Martinell Benito

Propietario Dr. Luis Antonio Davalos Orozco

Suplente Dra. Lucia Medina Gdmez _’71 )lu A

) ;,g{)zg@(
Suplente Dra. Maria Adela Monreal Gdémez ( M

At e'.n*{"a;m ente
“POR MI RAZA HABLARA EL ESPIRITU”
Ciudad Universitaria, D.F., a 30 de agosto del 2006.
CONSEJO DEPARTAMENTAL DE FISICA

___,%beuw /}’mﬁ»’b_w» M?!

M. en C. A11c1a Zarzosa Pereé




A mis padres Alvaro y Enedina,
a mi hermano Jorge Antonio,
a mi novia Carla Angélica.

A mi abuelo Francisco de Gyves Reyna
mi papéa grande, mi amigo, mi complice.

A mis abuelas
Eva Zarate y Natividad Velasquez,

A mi tio Francisco de Gyves Zarate,
A la familia Guerra de Gyves,

A la familia Palomec Zarate



Agradezco:

Al Dr. Gerardo Ruiz Chavarria por la confianza tan grande que ha tenido en mi. De quien
he aprendido a meter las manos, y a disfrutar de disefiar, construir, llevar a cabo
experimentos y analizar datos. Quien me ha mostrado que la fisica da satisfacciones, pero
que se requiere mucho esfuerzo.

A los doctores, Luis Antonio Davalos, Julio Martinell, Lucia Medina y Adela Monreal,
por su valiosisima ayuda para el mejoramiento y la correccion de este trabajo.

Al Dr. José Ismael Espinosa Espinosa, por brindarme su confianza y un espacio en el
departamento de fisica.

Al M. en C. Jordi Ifaki Austrich Senosiain, por permitirme continuar en el cubiculo
después de la jubilacion del Dr. Espinosa.

A mis amigos Carlos Alvarez, José Manuel Guadarrama, Andrés Diaz y Paola Ramos con
quienes goceé y sufri estudiando fisica.

A la UNAM, mi casa, por darme alegrias y tristezas, por darme lecciones tanto académicas
como humanas, por darme amigos y darme el orgullo de ser universitario.



““¢Qué bien tangible saldra de ésto? Pero deben saber
que en un arte tan grande y tan variado como este de
los Experimentos, hay muchos grados de utilidad:
algunos pueden dejar un beneficio verdadero y llano,
sin gran deleite; algunos para ensefiar sin aparente
provecho; algunos para iluminarnos hoy, y utilizarlos
después; algunos tan solo para ornamento vy
curiosidad.”

P.B. Medawar.



Contenido

Resumen

Capitulo 1: Dinamica de Fluidos 1
1.1 Hipotesis del Continuo 1
1.2 Descripciones Euleriana y Lagrangiana 2
1.3 El Teorema de Transporte de Reynolds 3
1.4 Conservacion de la Masa 8
1.5 Conservacion del Momentum 10
1.6 Ecuaciones Constitutivas y Coeficientes de Viscosidad 16
1.7 Ecuaciones de Navier-Stokes 18
1.8 Circulacién y Vorticidad 19

Capitulo 2: Vorticidad 21
2.1 El Vector Vorticidad 22
2.2 Linea de Vorticidad, Tubo de Vorticidad, Vértice Filamentario 22
2.3 Las Leyes de Helmholtz 24
2.4 La Ley de Biot-Savart 24
2.5 El Teorema de Kelvin 26
2.6 El Movimiento de los Vortices 28
2.7 Impulso 28
2.8 El Campo de Velocidades 29

Capitulo 3: Vortices anulares 31
3.1 Formulacion de los Vortices Anulares 31
3.2 VVortices Anulares 37
3.3 Energia e Impulso para un Sistema de Vortices 38
3.4 Vértice Anular Aislado 40
3.5 Influencia de la Viscosidad 43
3.6 Impacto con una Pared 44

Capitulo 4: Desarrollo Experimental 46
4.1 La Generacion de los Anillos 48
4.2 La Sonda del Anemdmetro de Hilo Caliente 49
4.3 La Calibracién 51

4.4 La Captura de Datos 53



Capitulo 5: Resultados y Discusion

Capitulo 6: Conclusiones y Trabajo a Futuro

Bibliografia

59

84

87



Resumen

La vorticidad es una cantidad que aparece con frecuencia en la dindmica de fluidos. Su
generacion o destruccion se debe a factores como la existencia de fuerzas no conservativas
o0 la presencia de objetos sélidos en la vecindad del flujo. Puede ser apreciada a escalas
diferentes: los remolinos del lavabo, los torbellinos, los huracanes; la calle de vortices de
von Karman que puede ser vista dentro de un tunel de viento en un laboratorio o puede ser
tan grande como las dos Baja Californias juntas y ser observada por medio de imagenes
satelitales.

En este trabajo se presenta un experimento sobre la conservacion de la simetria de
vortices anulares en aire al impactar con una pared en posicion ortogonal a la direccién de
su desplazamiento. Para ello se utiliza una caja de acrilico, dentro de la cual se colocan los
dispositivos para la produccion de los vortices y la medicion de su campo de velocidades.
De este modo se puede aislar la masa de aire del sistema del resto del laboratorio. Los
anillos son generados por medio de la eyeccion de aire, a través de un orificio circular de
0.015 m de didmetro, desde una cavidad cilindrica donde la membrana de una bocina esta
haciendo el papel de piston. EI movimiento de la membrana es producido por un pulso
eléctrico que se asemeja a un pulso cuadrado. La velocidad de los vortices libres, aquellos
gue no tienen obstaculos en su trayectoria, al ser eyectados desde la cavidad cilindrica es
de 0.9 m/s. Se coloca una pared perpendicular al vector velocidad de desplazamiento de los
anillos a una distancia, de la bocina generadora, en la que ésta puede considerarse
constante. Con esto se asegura que las caracteristicas de los anillos no se modifiquen sino
hasta estar cercanos a la pared. Es hasta entonces que los anillos frenan, crecen en diametro
y terminan por destruirse.

El método de medicién es la anemometria de hilo caliente. El proceso para medir
con este método es el siguiente:
Se calienta el alambre de una sonda, de tungsteno chapado en platino, entre 200°C y 300°C
por medio de una corriente eléctrica. Al estar la sonda dentro de un flujo se enfria. Para
mantener una temperatura constante es necesario agregar una corriente suplementaria. Las
fluctuaciones en el paso de corriente por la sonda se traducen en diferencias de potencial en
el anemoémetro. Estas diferencias de potencial pueden ser traducidas a su vez en
velocidades.

La tesis comienza por dar una visién general de la mecanica de fluidos, seguida de
una visiéon general de lo que es la vorticidad para después dedicarse a lo que son los
vortices anulares en particular. Una vez que se ha visto la teoria, se presenta el desarrollo
experimental donde se describe la manera de aislar la masa de aire en la que fueron
producidos los anillos, la manera de producirlos y el método de medicion. Se presentan,
entonces, los resultados por medio de graficas y se dan las conclusiones junto con el trabajo
a futuro.

Los tres primeros capitulos fueron hechos para dar un repaso tedrico a la mecanica
de fluidos y comenzar a aprender el tema de la vorticidad que es una materia bastante



complicada. Para esclarecer puntos que no quedaran lo suficientemente explicados se
pueden consultar los libros citados en la bibliografia; en la tesis no se llega a ninguna
relacion matematica nueva. El trabajo de tesis propiamente dicho comienza en el capitulo 4
con el desarrollo experimental y la descripcion de los dispositivos utilizados.



Capitulo 1

Dinamica de Fluidos

La propiedad fundamental de un fluido es que no puede permanecer en equilibrio en un
estado de esfuerzos en el que la accion mutua entre dos partes adyacentes es oblicua a la
cara comun [1]. Cualquier esfuerzo cortante aplicado a un fluido, no importa cuan pequefio
sea, provocarda el movimiento de éste, el cuadl se mueve y se deforma continuamente
mientras se siga aplicando el esfuerzo cortante [2]. En la figura 1 de observa un fluido,
inicialmente en reposo, entre dos placas paralelas. Al desplazarse la placa superior ejerce
sobre el fluido un esfuerzo cortante que produce movimiento en éste. La deformacion
ocurre porque el desplazamiento del fluido que se encuentra cerca de la placa inferior es
menor que el del fluido que se encuentra cerca de la placa superior.

Figura 1. Un fluido entre dos placas. Al desplazarse la placa de arriba A , el fluido se deforma
debido al esfuerzo cortante, que no es mas que una fuerza aplicada en direccion paralela
a la cara de la placa. [23]

1.1 Hipdtesis del Continuo

Para cualquier tipo de cuerpo, en particular para los fluidos, la mayor parte de la
masa se encuentra en los nucleos de los atomos que componen sus moléculas y dista mucho
de estar distribuida uniformemente en el volumen ocupado él. Otras propiedades del fluido,
como la composicion o la velocidad, tienen una distribucién marcadamente no uniforme
cuando el fluido es visto a una escala lo suficientemente pequefia como para observar las
moléculas individuales. [4]

Una de las hipotesis basicas de la mecanica de fluidos es la suposicion de que la
materia contenida en cierta region del espacio llena totalmente el volumen donde est&
confinada; es decir, no existen huecos. La estructura molecular de la materia es ignorada y
se le sustituye por un continuo. De acuerdo con esta concepcién, se considera que la
cantidad de particulas dentro de un volumen arbitrario es infinita. [28].



La hipdtesis del continuo conduce a predicciones cuantitativas que concuerdan con
las observaciones experimentales cuando las distancias caracteristicas de los fendmenos
estudiados son mucho mayores que el camino libre medio de una molécula. Existe un

parametro adimensional K, conocido como Numero de Knudsen, que se define asi: K = L

siendo | el camino libre medio y L una longitud representativa del flujo. Cuando K << 1, el
fluido puede ser estudiado como un continuo. [3]

La hipdtesis del continuo implica que es posible asociar un significado claro a la
nocion de valor ‘en un punto’ de varias de las propiedades de un fluido tales como la
densidad, la velocidad y la temperatura, y que en general, los valores de estas propiedades
son funciones continuas tanto de la posicion, en el fluido, como del tiempo. La hipotesis
ofrece el concepto simple de velocidad local de un fluido, por lo que es necesario
considerar como todo el campo de flujo puede ser especificado como el conjunto de dichas
velocidades locales. [4]

1.2 Descripciones euleriana y lagrangiana

La descripcion euleriana es como la descripcion de un campo electromagnético en
el que las variables de flujo estan definidas como funciones de la posicidn en el espacio( X)
y del tiempo(t). La variable principal del flujo es el vector velocidad del fluido, que se
escribe: o =(X,t). Esta descripcion puede ser interpretada como tomar una imagen de una

distribucion espacial de la velocidad del fluido(o cualquier otra variable tal como la
densidad o la presién) en cada instante durante el movimiento. De esta descripcion se
obtiene informacion del fluido en términos de lo que ocurre en puntos fijos en el espacio,
en realidad elementos de volumen, cuando el fluido se desplaza pasando por esos elementos
de volumen[6]. Notese que no se toman elementos de masa. Las propiedades del fluido a
estudiar adquieren el caracter de campos; las coordenadas espaciales y el tiempo son
puestos al mismo nivel: son las variables independientes. Esta es la descripcion preferida
para el estudio de la mecanica de fluidos. En la figura 1.2.1 a) un ejemplo que no es de la
dindmica de fluidos, a saber, una carrera de automoviles en la que un observador fijo ve
pasar los autos en una zona o en un punto en la pista de carreras. Este observador puede
dar una descripcion euleriana del flujo de automoviles.

La descripcion lagrangiana hace uso del hecho que, como en mecéanica de
particulas, algunas de las variables dindmicas o fisicas se refieren no solo a ciertas
posiciones en el espacio sino también, y fundamentalmente, a porciones identificables de
materia. Para obtener valores de las variables, en esta descripcion, se siguen elementos de
masa_ individuales del fluido conforme se mueven y se determina cémo cambian las
propiedades del fluido asociadas a estos elementos de masa como una funcion del tiempo.
Las variables de flujo son definidas como funciones del tiempo y de la eleccion de un
elemento de masa del fluido, y describen la historia de la dinamica del elemento de fluido
elegido [6]. En la figura 1.2.1 b) la descripcion lagrangiana seria hecha por un observador

“ Elementos de masa desde el punto de vista macroscopico, pero con un nimero de moléculas tan grande que
pueda ser ignorado el caracter discreto de la materia.



dentro de un automaovil que se desplaza en un flujo de autos y describe las “propiedades” de
dicho flujo desde su localizacion en él.

Figura 1.2.1. a) Una fotografia de un espectador fijo, desde su asiento ve pasar un “flujo”
automdviles. Esto corresponde a la descripcion euleriana. b) Dentro del automévil, el conductor
puede dar una descripcion lagrangiana, es decir, sigue al objeto mientras se desplaza.

1.3 El teorema de Transporte de Reynolds

Antes mencionar el teorema de Transporte de Reynolds, se hablara de la
herramienta que se utiliza en él. Ya se observd que hay dos maneras de describir el
comportamiento de un flujo, la descripcion euleriana en la que al poner la atencion en
puntos fijos del espacio se pierde la posibilidad de seguir elementos de masa y medir el
cambio de sus propiedades, y la descripcion lagrangiana en la que es posible hacer esto
Gltimo. Cuando se necesita saber la razon de cambio temporal de una propiedad cualquiera,
escalar o vectorial, de un elemento de masa en la descripcién euleriana se utiliza la derivada
material o de Lagrange'.

Sea A una variable extensiva cualquiera, en la descripcion lagrangiana y sea

At) = Jadv la relacion que hay entre dicha variable extensiva y la variable intensiva «
V(1)
en la descripcion euleriana. Interesa conocer la rapidez de cambio en el tiempo de A

D o0
" La derivada material Et = a + (U -V) permite estudiar el cambio temporal de una propiedad descrita en

el sistema lagrangiano, del lado izquierdo de la igualdad, y el cambio temporal de la misma propiedad descrita
en el sistema euleriano, del lado derecho de la igualdad. EI primer término del lado derecho de la igualdad
representa la razén de cambio local, de la propiedad estudiada, debida a variaciones temporales en una
posicién fija. El segundo término del lado derecho de la igualdad representa el cambio por conveccion de la
propiedad estudiada, se hace cero a menos que haya gradientes en la propiedad; es decir, que la propiedad
tenga un valor diferente en la vecindad del elemento de masa que se esta estudiando. Ese valor diferente es
arrastrado hacia el elemento de masa por la velocidad del flujo U .



. . . D . o
mientras se sigue el sistema, esto es, aA(t), y se desea expresar ésto en términos que

atafien a un volumen de control.

Las leyes de la mecanica y de la termodindmica estan referidas usualmente a un
elemento de masa. Sin embargo, la descripcion euleriana requiere de la aplicacion de estas
leyes a un elemento de volumen. El paso de una a otra se hace por medio de un resultado
conocido como el Teorema de Transporte de Reynolds.

Si se fija la atencion en una masa de fluido en movimiento que desde ahora sera
Ilamada sistema, tanto el volumen que ocupa como su frontera sufririn modificaciones en
el transcurso del tiempo. Luego la integral de la propiedad intensiva « se hara sobre una
region de integracion que es funcién del tiempo. La figura 1.3.1 a) muestra un volumen de
control, delimitado por lineas punteadas, que encierra un sistema, las flechas indican la
direccion del flujo. La superficie que encierra dicho volumen recibe el nombre de superficie
de control. En las figuras 1.3.1 b) y 1.3.1 c) se observa como sale el sistema del volumen de
control, el flujo continua en la misma direccidn, pero se omitio dibujarlo para no cargar la
figura.

Masa del sistema un tiempo después

Iasa del sistema un tietipo después @

b g}
Mlaza del sistema Volumen de control fijo VC
dentro del wolutmen
de control.

Figura 1.3.1. Sistema que fluye a través de un volumen de control.

La figura 1.3.1 a) ocurre al instante t en el que el sistema llena completamente el
volumen de control. La figura 1.3.1 b) ocurre en el instante t + At . Aqui hay otra region, la
regioén I, dentro del volumen de control que ocupa otro sistema de masa; una region que es
comun al sistema y al volumen de control, la region I1; y una regién del sistema que ya
salio del volumen de control, la regién I11.

La tasa de cambio con respecto al tiempo de la propiedad A del sistema se calcula a
continuacion

DA — ||m A‘HAt

‘t ..1.3.1)
Dt At—0 At

usando que A(t) = jadv , con Vs el volumen del sistema, la relacion anterior queda como
VSIS

sigue



J.adv‘tmt N J.OldV‘t

DA — Ilm Viis Viis 132)
Dt a0 At

Es pertinente dar los nombres de lo que se utilizara a continuacion, ya se vio que Vs;s es el
volumen del sistema. VC es el volumen de control, V,, Vy y Vi son los volimenes de las
regiones I, Il y Il respectivamente. Entonces las relaciones entre los volimenes a
diferentes tiempos estan dadas por lo siguiente

Vg, =VC  porloque Iadv\t=_|'adv\t y
vC

V,

sis

Y =V, +V,, =(VC-V,)+V,, entonces

sis ‘t+At

Jadv‘tmt - (Jadvtmt N IadVHmJ + jadv‘nm
VC v,

Vsls VIII

Por lo que la relacion 1.3.2 toma la siguiente forma

[JadVHAt - Iadv‘wm + J‘advtmtJ_ '[Oth‘t
v, Ve

vC Vin

DA

=lim ..1.3.3)
Dt At—0 At
reordenando términos
DA J.adv‘tmt B jadV\t jadv‘tﬂt jadv‘”m
= lim ¥ ve —limY%—— 4 lim™ ..1.3.4)
Dt a0 At At—0 At At—0 At

a no depende Unicamente del tiempo, por lo que el primer limite del lado derecho de la
igualdad es la derivada parcial con respecto al tiempo, a este término se le suele Ilamar
velocidad de acumulacién. El segundo término representa la cantidad de A que entra al
volumen de control entre los tiempos t y t+A4t, en el limite se trata de la velocidad

instantanea del flujo de entrada Aen, €l tercer término representa la cantidad de A que sale
del volumen de control entre los mismos instantes, en el limite representa la velocidad

instantanea del flujo de salida Asa la relacion 1.3.4 se escribe, entonces de la manera
siguiente



%Zgj.adv —/.\em+/.\sa| 135)
Dt oty

d{AV)

=1

Uit

Figura 1.3.2 Las particulas salientes del volumen de control que se encontraban en el elemento de area dS al
tiempo t, se encuentran en el elemento de area dS’ al tiempo t + At y han recorrido una distancia uAt. El

fluido en el volumen d(AV) sali6 del volumen de control a través del elemento de area dS.

Considérese un elemento de masa que sale del volumen de control entre los tiempos
t y t+4t ese elemento de masa ocupa un elemento de volumen d(4V), véase fig. 1.3.2. La
masa fluye hacia el elemento volumen a través de un area dS a un tiempo t , sale de éste a
través de un &rea dS’ un tiempo At después y recorre una distancia UAt con ula velocidad
del flujo, en general el vector unitario normal al rea dS y la velocidad o no son paralelos y

forman un angulo menor a 90°. El elemento de volumen d(A4V) queda como sigue
d(AV )= uAtcos &S ..1.3.6)
usando notacion vectorial queda

d(AV )= Ata-ndS ..1.3.7)

Para el flujo que entra al volumen de control el razonamiento es parecido, la diferencia es
que el angulo entre u y fies mayor que 90° por lo tanto, usando el angulo complementario

d(AV )= —uAtcosals ..1.3.8)
usando la notacién vectorial

d(AV )= Atu - ndS ..1.3.9)

sustituyendo en Aent Y en Asa

. J‘ad (AV) - J'auAt cos &S

Aet = lim¥—— — |im A =—jaucoseds
At—0 At At—0 At A
nt

..1.3.10)



. '[ad (AV) _[auAtcostS

Aent = limY = [im ™ = _[aucos@ds
At—0 At At—0 At A
al

Tomando en cuenta que por los costados del elemento de volumen de la figura 1.3.2 no hay
salida de materia, la suma de lo anterior puede ser vista como una integral de superficie

sobre un area cerrada. Como se tenia en la relacion 1.3.5 — Aent+ Asa CON €Sta suma se
opera como sigue

—/.\ent‘f‘/.\sal = jaucoséd8+ jaucoséds = §au-ﬁd8 ..1.3.11)
Aent Asal A/C

usando el teorema de Gauss

§§au nds = jv )\ ..1.3.12)
Ac

de esta manera la relacion 1.3.5 queda

DA _ 0

o0 j dV+jv ot )dV ..1.3.13)

VC

es posible juntar las integrales [20]
== j{ a+V-( )}dv ..1.3.14)

El fluido que se desplaza hacia adentro y hacia afuera del volumen de control V
transporta no solo masa, sino también otras propiedades asociadas con el fluido como el
momentum o la energia. [31]

Esta integral se expresa en funcion de las variables independientes en un sistema de
Euler, la posicion x y el tiempo t. La integral de la derecha se hace sobre un volumen fijo
en el espacio; por lo tanto se llega a una expresion aplicable directamente en la descripcion
euleriana.” La razén de cambio de A(t) tiene dos contribuciones : a) la variacion de «
dentro del volumen inicial V y b) el flujo neto de « a traves de la superficie S [29]. Cabe
sefialar que « puede ser un escalar o las componentes de un vector o un tensor [3].

El Teorema de Transporte de Reynolds proporciona una relacién entre las
descripciones lagrangiana y euleriana, de la rapidez de cambio de una cantidad extensiva

* Ducho de otra manera, en el Teorema de transporte de Reynolds se relaciona la derivada lagrangiana de la
integral de volumen de una masa dada con una integral de volumen cuyo inegrando s6lo tiene derivadas
eulerianas.



[5] vy proporciona una manera de identificar un sistema finito y evaluar la velocidad de
cambio de cualquier propiedad de dicho sistema, examinando el flujo a través de un
volumen de control [30]. Con éste se pueden expresar las leyes basicas en términos de un
volumen fijo en el espacio.

1.4 Conservacién de la masa

En la mecéanica Newtoniana, la masa de un cuerpo es una cantidad constante que no
cambia con el movimiento. Este es un principio de la fisica clasica, pero, el hecho de que la
cantidad de materia no cambie, no implica que no haya creacion ni aniquilacion de materia
en algun lugar en el universo. La variacién de masa en un volumen fijo se debe al flujo a
través de la superficie que lo delimita, ademas, en ausencia de fuentes de fluido dentro del
volumen de prueba, la masa del fluido se conserva. El que la masa M se conserve se escribe
asi:

DPm=o .1.4.1)

Dt

Ahora bien, la relacion entre la masa, M y la densidad es:
M = [ pdv
VvC

Si se utiliza el teorema de transporte de Reynolds, es posible conocer la razén de cambio
con respecto al tiempo de esta propiedad en la descripcion euleriana. Se procede de la
siguiente manera: sean A(t)=M(t) y a = p, si se sustituyen estos valores en la ecuacion

1.3.14, la relacion queda:

D
aM(t):j

VvC

[thqv.(pu)}dv 0 .142)

Esto es, la derivada material de una masa arbitraria M , que es la derivada material de la
integral de volumen de la densidad, es cero por el principio de conservacion de la masa.
Como se esta considerando un volumen arbitrario, lo anterior implica que el integrando es
igual a cero.

op
L4V (pu)=0 143
ot (p0) )

ésta es conocida como la ecuacion de continuidad porque “no sélo expresa en forma
diferencial la conservacion de la masa sino que dice que la velocidad y la densidad son
continuas”[35], por tratarse de una ecuacion en derivadas parciales. Si se desarrolla el
segundo término de la izquierda y se divide entre la densidad, se obtendra la derivada
material de esta Ultima y la divergencia de la velocidad; se permite asi dejar uno de los



sumandos dependiente, Unicamente, de la densidad y el otro sumando dependiente,
unicamente, de la velocidad del fluido.

£%+V-(u):0§ ..1.4.4)
p Dt

La ecuacion 1.4.4 sigue manteniéndose como una ecuacion en derivadas parciales
(caracteristica de la ecuacion de continuidad).

Cuando la velocidad del flujo es pequefia en comparacion con la velocidad del
sonido en el fluido, se puede considerar que la densidad de éste permanece constante [3],
por lo que se dice que el fluido se comporta como un fluido incompresible. Se llama
incompresible a un fluido cuando la densidad de un elemento de éste no se ve afectada por
cambios en la presién; [4] una forma mas intuitiva de ver un fluido incompresible es decir
que su volumen no cambia. Esto es, ocurren dos cosas, primero: la razon de cambio de p

€S Cero.

oi”=0 ..1.4.5)

que no significa que la densidad no varie ni en el tiempo ni en el espacio, se trata de una
derivada material, esto es muy importante en fluidos estratificados. Pero la igualdad
también se cumple cuando la densidad es constante tanto en el tiempo como en el espacio.
De esta manera el primer sumando de la ecuacion 1.4.4 es cero. Y segundo: la ecuacién de
continuidad para un fluido incompresible queda simplemente:

V.u=0 ..1.4.6)

Que un flujo sea incompresible no quiere decir que la densidad es la misma para
todo elemento de masa. El flujo en el océano es incompresible pero la densidad de los
elementos de volumen varia por diferencias en la concentracion de sal en ellos [32].

Se dice que un vector Aes solenoidal si su divergencia es cero V-A=0. En
particular, para un fluido incompresible la velocidad es solenoidal.

En la figura 1.4.1 se muestra una tuberia cuya una seccion transversal es mas grande
del lado derecho que del izquierdo. Por la tuberia se desplaza un fluido incompresible, la
masa que para por el elemento de volumen sombreado del lado izquierdo de la figura
1.4.1.a es la misma que pasa por el elemento de volumen sombreado a la derecha de la
figural.4.1.b.

S De la ecuacion 1.4.3 se llega a la 1.4.5 de la siguiente manera , al utilizar V - ( fv) =Vf.v+ fV.v [17]

op op Dp
—4+V- =——+4+U0-Vp+pV-U=——
o TV AN= G Vo p Dt
la primera igualdad es desarrollado, del lado derecho de ésta se descompone en dos términos. Los dos
primeros términos del lado derecho de la primera igualdad son la derivada material de la densidad, esto se
escribié como el primer sumando del lado derecho de la segunda igualdad.

+pV-u=0, el segundo sumando del lado izquierdo de
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Figura 1.4.1. Conservacion de la masa en una tuberia de seccion transversal variable.
Durante el intervalo de a) a b), el efecto neto del flujo consiste en transferir el
Elemento del fluido, indicado por el sombreado oscuro, del extremo de entrada
del tubo al extremo de salida. [23]

1.5. Conservacion del Momentum

En mecanica de fluidos la segunda ley de Newton se denomina ley de conservacion
de la cantidad de movimiento (momentum). El momentum se define de la manera siguiente
en la dindmica de fluidos:

P = [pudv ..1.5.1)
VC

Si se aplica la segunda ley de Newton a un elemento de fluido y se utiliza teorema
de transporte de Reynolds la ecuacién de balance de momento toma la siguiente forma:

D

0 0
ZP=|lZ(ou)+—(puu, )dv = E ..1.5.2
Dt i \‘!‘|:at( |)+ an( |uk) i )

Donde A=P,, a=pu; y F, incluye todas las fuerzas que actGan sobre el fluido [8].
Es posible agrupar las fuerzas en dos categorias:

a) Las que actlan sobre todos los elementos de volumen de un cuerpo, llamadas

fuerzas de cuerpo, la fuerza gravitatoria, la electromagnética y las llamadas fuerzas
ficticias, como la fuerza centrifuga, son ejemplos de este tipo de fuerzas. Estan
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. AK . - .. AK
representadas por q:AIerEOm (fuerza por unidad de masa) o por f :AlverON
(fuerza por unidad de volumen) [32], donde AK es la suma de las fuerzas de cuerpo

gue actuan sobre el elemento de fluido a analizar. La relacién que hay entre éstas es
la siguiente T = pg . [8]

b) Las que actian sobre la superficie de un elemento de fluido se encuentre éste dentro
0 en la periferia del material, son las fuerzas de superficie y dependen,
exclusivamente, del area y de la orientacion de esta. Son fuerzas de contacto. Estan

representadas por b que son fuerzas por unidad de area. La fuerza promedio por

unidad de area en un elemento As esta dada por ib En el limite cuando As tiende
S

. Ab
a cero, el vector resultante t = IlrrE)A— es llamado vector de esfuerzos. Para una
As—> S

superficie orientada de manera arbitraria el vector de esfuerzos se denota T )

donde fi representa el vector unitario normal a la superficie. En general aunque £
es el vector de esfuerzos en esa superficie, no es paralelo a fi. La notacién sirve
para resaltar la importancia de la superficie As elegida. [8]

Siendo f la fuerza de cuerpo por unidad de volumen y T la resultante de las fuerzas

superficiales por unidad de area, la fuerza F puede ser escrita como la suma de una
integral de volumen y una integral de superficie:

If=J'de+It”ds 0 ﬁ:qudv + [tds ..1.5.3)
\% S \% S

Ejemplos de las fuerzas superficiales son la presion y los esfuerzos viscosos.

En cada punto arbitrario 2’ en un continuo, se asocia un vector de esfuerzo ti(") con
cada vector unitario normal n; del espacio coordenado. Que representa la orientacion
infinitesimal de una superficie que tiene a 2 como un punto interior. Todos los pares
posibles de ti(”) y ni en P definen el estado de esfuerzos en él. Para describir el estado de
esfuerzos, se da el vector de esfuerzos en cada uno de los planos mutuamente
perpendiculares en 7. Por conveniencia se usa la figura 1.5.1.a. para representar

esquematicamente los vectores de esfuerzos, en la figura 2P es un punto en el interior del
cubo.

Cada uno de los vectores de esfuerzo se pueden escribir en términos de sus
componentes cartesianas.

f’(él) — tl(el)él + tz(el)éz + t3(91)és — ti(él)éi
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t’(ez) — tl(éz )él + tz(ez )é2 + ts(éz )és — ti(ez )é|
t’(és) — tl(és )el + t2(é3 )ez + t3(93 )63 — ti(ez )é.

Las nueve componentes del vector de esfuerzo son

011 Oy Oy
[Gji]: On Opn Opn ..1.5.7)

O3 O3z Og

Estas, son las componentes de un tensor cartesiano de segundo orden conocido
como el tensor de esfuerzos. Las componentes perpendiculares a los planos (o,;,0,,,04;)
se llaman esfuerzos normales. Las que actian tangentes a los planos
(613,013,04,,0,5,04,05,) se llaman esfuerzos de corte. Un esfuerzo es positivo cuando
actla en la direccion positiva de un eje coordenado y sobre un plano cuya normal exterior
apunta en una de las direcciones coordenadas positivas. La componente o; actla en la
direccion del i-ésimo eje coordenado y sobre el plano cuya normal exterior es paralela al j-
ésimo eje coordenado [8]. La figura 1.5.1.b. muestra esquematicamente la direccion en la

que actla cada esfuerzo, y junto con la figura 1.5.1.a. se puede comparar la relacién que
hay entre las componentes del tensor y del vector de esfuerzos.

T3

y k"33

A

(eg) g

: . 032 ,
031§

Tog
-

FoPS X9

711

Al._ _ b

Figuras 1.5.1.ay 1.5.1.b. Esquemas de los vectores de esfuerzos y de los tensores de esfuerzo [8].

i

La relacion entre el tensor de esfuerzos o; en punto Py el vector de esfuerzos ti(")

sobre un plano de orientacion arbitraria en P, puede ser establecida por medio del
equilibrio de fuerzas en un tetraedro en el fluido; es decir, hay que imaginar un tetraedro

12



con su vertice en 2, con una cara APC paralela al plano XZ, con una cara BCP paralela al
plano YZ y con una cara ABP paralela al plano XZ y con una cara ABC inclinada que
cierra la figura como se ve en la figura 1.5.2. Supdngase que la cara ABC tiene un area ds 'y
que tiene un vector normal A con componentes n; . Supongase también que la cara APC
tiene un area de dsy, la cara BCP un area ds, y la cara ABP un area dss. Entonces las areas
de las caras laterales del tetraedro en términos del area ds son ds;= nids, ds;= n.ds, dss=
nsds, respectivamente. De esta manera es posible rescribir todo como sigue:
ds, = ds(n-€ )= dscos(n, &) = dsn,.

Para cada cara el vector de esfuerzo que sale de ella es de la misma magnitud pero
de signo opuesta a la proyeccion del vector de esfuerzos en la cara inclinada ABC, por lo
tanto el balance de fuerzas en el elemento de masa delimitado por el tetraedro habiendo
fuerzas de cuerpo es el siguiente:

tMds -t ds, —t*#ds, —t*ds, + pg,dV =0 ..1.5.4)

si se divide entre el cuadrado de una longitud caracteristica del tetraedro, en el proceso del
limite cuando esa longitud tiende a cero, la aportacion de las fuerzas de cuerpo por
depender del volumen tiende a cero mas rapido que la aportacion de las fuerzas de

superficie, lo que permite no tomarlas en cuenta. De la relacion anterior se tiene

t™Mds = t®ds, +t*%ds, +t*'ds,

0
tVds =t*n,ds +t%'n,ds +t*'n,ds = t*'n ds ...1.5.5)
se puede renombrar ti(e") como sigue

(ej)

donde & representa un vector unitario paralelo al j-ésimo eje coordenado y normal a la
superficie del elemento de masa. Entonces

(n _
' =o;n; O
El vector de esfuerzos en términos del tensor de esfuerzos queda

Oy O Oy
(n) (n) n | _
ke, 0 )=, n, nlo, on o ..1.5.8)

O3 O3z Oz
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Figura 1.5.2. Esfuerzos normales y cortantes que actdan sobre un elemento de volumen, en coordenadas
cartesianas.

Como en la superficie del elemento de fluido analizado debe haber una fuerza en
cada punto y esta fuerza fue representada por T, y el vector de fuerza de superficie T esta
relacionado con el tensor de esfuerzos o; mediante t; =on;. La ecuacion 1.5.3 que

expresa la conservacion de momentum se escribe como sigue:

Fo=[pa,dV + [o;nds ..1.5.9)
\ S

Usando el teorema de Gauss la segunda integral de la relacion anterior se transforma en
una integral de volumen, igualando con la relacion 1.5.2, la conservacion de momentum
queda:

0 0 0o
A ou)+ " pu dV = av + | —2Ladv ..1.56.10
{[ 6'[ (pu|)+ an (puluk) \J/.pql +\_!. 6X- )

J

Todo esta en términos de integrales de volumen, por lo que es posible juntar todos los
sumandos dentro de una sola integral de volumen e igualar a cero jfdv =0 donde
\

& representa todos los sumandos a ser integrados. Siendo la integral cero y el elemento de

volumen arbitrario, el integrando & es cero. Se obtiene entonces una ecuacion diferencial
con la forma siguiente

14



0 0 00

ou. )+—(pu. o+ ..1.5.11
8t( ')+8Xk( )= Jraxj )
Desarrollando el lado izquierdo de la ecuacion se tiene:

0 0 0 0 00 ;;

~(u. = S — (u. )= . ..1.5.12

S b ) )= e )

Obsérvese que por la ecuacion de continuidad los términos segundo y tercero del lado
izquierdo de la igualdad suman cero, por lo que la ecuacion de conservacion de momentum
queda como sigue:

0 0 ji
(u. )+ ou )= foof ..1.5.13
p&t (U|)+ k an (ul) 8X + i )

El lado izquierdo de esta ecuacion representa la razén de cambio de momentum de una
unidad de volumen de fluido (o la fuerza de inercia por unidad de volumen). El primer
término es el término de aceleracién temporal y el segundo en una aceleraciéon de
conveccion y cuenta para aceleraciones locales (alrededor de obstaculos por ejemplo)
incluso cuando el flujo es estacionario. Del lado derecho estan las fuerzas que causan las
aceleraciones. El primero de éstos términos es debido al gradiente de esfuerzos cortantes y
normales, viscosidad y presion; mientras el segundo se debe a fuerzas de cuerpo, que
actGan en la masa del fluido [7]. En la figura 1.5.3. se pueden observar las fuerzas que
acttan en un elemento de volumen infinitesimal del fluido, s6lo se muestran las fuerzas que
actdan sobre las caras positivas.

ny+ J'f}rEI‘Jf)G'J:’G'Z

\ Pgdx o‘y dz

v %)
x? dy dz

dy

Figura 1.5.3. Fuerzas que acttan sobre un elemento infinitesimal de fluido [5].

“* Esta relacion también es conocida como la primera ley de movimiento de Cauchy [32]
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1.6 Ecuaciones Constitutivas y Coeficientes de Viscosidad

Las ecuaciones constitutivas caracterizan las propiedades fisicas particulares del fluido
estudiado.

La funcion de las ecuaciones constitutivas es establecer una relacion matemaética
entre las variables cinematicas, estadisticas y térmicas, que describen el comportamiento
del material al estar sujeto a la aplicacién de fuerzas mecanicas o térmicas. Como los
materiales reales responden de una manera muy complicada bajo diferentes cargas, las
ecuaciones constitutivas no intentan describir todos los fendmenos observados relacionados
a un material en particular, sino, mas bien, definen ciertos materiales ideales tales como el
solido elastico y el fluido viscoso ideales. Tales idealizaciones—o modelos materiales—
son muy Utiles porque describen razonablemente bien, dentro de un rango definido de
cargas y temperaturas, el comportamiento de sustancias reales. [8]

Los elementos del tensor de esfuerzos o ; seran relacionados con los del tensor de

rapidez de deformacién por un conjunto de pardmetros. Todos éstos salvo dos seran
evaluados analiticamente, los dos restantes, los coeficientes de viscosidad, deberan ser
determinados empiricamente. Para llegar a esto, los postulados para un fluido newtoniano
deben ser usados directamente sobre el tensor de esfuerzos:

1.- Cuando un fluido esta en reposo, el esfuerzo es hidrostético y la presion ejercida
por el fluido es la presion termodinadmica.

2.- El tensor de esfuerzos o ; esta relacionado linealmente con el tensor de rapidez
de deformacion d,, y depende so6lo de dicho tensor.

3.- Como no hay accion de cizallamiento en la rotacion de un cuerpo rigido, los
esfuerzos de cizallamiento no actian durante ese movimiento.

4.- No hay direcciones privilegiadas en un fluido—propiedad de isotropia—por lo
que las funciones de fluido son funciones de punto.

La condicion 1 requiere que: o =-pd; +7; donde r; depende solamente del

movimiento del fluido, es llamado tensor de esfuerzos de cizallamiento (o de esfuerzos
cortantes); p es la presion termodinamica y o la delta de Kronecker, el signo es negativo

por convencion, cuando los esfuerzos normales son de tension son positivos. El tensorz;,

es desconocido.

La condicion 2 es la caracteristica principal de los fluidos newtonianos. Esta
condicion puede ser comprobada experimentalmente en los campos de flujo simples de los
fluidos mas comunes. Los resultados predichos para flujos mas complicados concuerdan
con las observaciones. Esta es la Gnica justificacion para la condicion 2 [7].

La condicion dice que cada uno de los nueve elementos del tensor z; sera, en

general, una combinacion lineal de los nueve elementos de d,,, por lo que ochenta y un
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parametros son necesarios para relacionar z; con d,,. Es decir; se necesita un tensor de
rango cuatro
ou,

Tii :ajikldkl = Uiy 87)(| ..1.6.1)

En donde d,, es un tensor llamado tensor de rapidez de deformacion. Este tensor, puede ser

. T 1 auj Gui .
visto como la suma de una tensor simétrico e = 5 a—+ 3 que representa la rapidez
X; X
J

ou. .

de corte del elemento de fluido y uno antisimétrico Q;; = ;{G‘—SU'J que representa la
X, OX.
i i

rapidez de rotacion del elemento de fluido [7].

Segun la condicidn 3, al rotar el fluido, no debe haber esfuerzos de corte. Pero para
una rotacion de cuerpo rigido la parte antisimétrica de d,;, no es cero; por lo tanto para

que la condicion 3 sea satisfecha, los coeficientes «, correspondientes a esta parte del
tensor de deformacion deben de ser cero; se llama g, al tensor que cumple esto. Eso es,
que la relacion constitutiva para el esfuerzo debe tener la forma:

1 ou, ou,
le 2 ﬂjlkl ( aX| an ) )

los elementos del tensor A, siguen siendo desconocidos, pero la condicion 4 tiene que
imponerse. [7]. La condicidn 4, la de isotropia, garantiza que los resultados obtenidos son
independientes de la orientacién de los ejes del sistema elegido. EI méas general de los
tensores isotropicos de rango 4 es:

ﬂjikl :/1511514 +ﬂ(5jk5i| +5j|5ik)+7(5jk5i| _5j|5ik) ...1.6.3)

A, iy y son escalares. Por la condicién 3, el tensor debe ser simétrico, entonces y =0.
Por lo tanto:

1 ou, ou
Tji :E[lé‘jié‘m +:u(§jk§il +5j|5ik )(5)(:(4_8)(,1} "'1'6'4)

Usando las propiedades de las deltas de Kronecker, la expresion para el tensor de esfuerzo
de corte queda como sigue:
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ou, .
r =15 au'<+#(1+ ou; J ...1.6.5)

Entonces, las relaciones constitutivas para el esfuerzo en un fluido newtoniano son:

ou ou. ou.
=D A AS . — K oy L ..1.6.6
i =P " ox, ﬂ[ X, ax.] )

]

que es un tensor simétrico de segundo orden [7].
Las componentes normales del esfuerzo estan definidas por la presion
termodinamica o, =0,, =0, =—p. Las componentes del esfuerzo diferentes de cero son

proporcionales al gradiente de velocidades con el parametro x como factor de
proporcionalidad; por lo tanto, segun la ley de viscosidad de Newton x es la viscosidad

dinamica (la viscosidad cinematica se define como v :ﬁ). A es el segundo pardmetro de
Yo

viscosidad. Para conocer su importancia calculamos la presion promedio:
1
_p:§(011+022 +O—33) -1.6.7)

ésta es una presion mecénica, hidrostatica o hidrostatica mas un esfuerzo producido por el
movimiento del fluido, es en general diferente de la presidn termodinamicap :

2 \ou
—D=—D+ i+i i S 168
p=-p [ 3”jaxk )
esto implica que:

ou
—_ D = ﬂ,+l 7k ..1.6.9
p-p=( 3”)axk )

Si el fluido es incompresible, la ecuacion de continuidad dice que Zukzo, por lo que
Xk

p=p.
1.7 Ecuaciones de Navier-Stokes
Las ecuaciones de Navier-Stokes son las condiciones principales que deben de ser

satisfechas por los fluidos al moverse. Surgen de la combinacion de las ecuaciones 1.5.13
conservacion del momentum y (1.6.6) relaciones constitutivas para un fluido newtoniano.
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Las ecuaciones de Navier-Stokes quedan como sigue, una vez utilizadas las propiedades de
la delta de Kronecker, para la ecuacion (1.6.6):

0 0 ap au,| 0 ou, Ou;
S YL R I T | LL71
at( )+ P axk( u) X, 8xi( aka oX, {ﬂ[axj X, ﬂ . )

Con mucha frecuencia se supone que el fluido estudiado es incompresible y que su
viscosidad dinamica es constante, bajo estas condiciones el segundo término del lado
derecho de la ecuacion es cero y el tercer término del lado derecho, el de corte viscoso, es
proporcional al laplaciano de la velocidad. Asi, las ecuaciones de Navier-Stokes para un
fluido incompresible de densidad y viscosidad constantes son las siguientes.

0 9 », o
)= 7' : WW1.7.2
P )+ pu, 6xk( u)=- ox, " ox ox, T )

Si no se toman en cuenta los efectos viscosos se tiene:

b o ap
= 1.7.3
’Oat( )+pukaxk( u;)=- o, T )

que es conocida como la ecuacion de Euler [7].

1.8 Circulacion y Vorticidad

La circulacion contenida dentro de un contorno cerrado en el cuerpo de un fluido, se define
como la integral, alrededor del contorno, de la componente del vector velocidad localmente
tangente al contorno. Eso es, la circulacion es definida por:

r={a-dr ..1.8.1)

donde dl representa un elemento del contorno. La integracién se hace en sentido opuesto
al movimiento de las manecillas del reloj.

La vorticidad de un elemento de fluido esta definida como el rotacional de su vector
velocidad. Es decir:

@=Vxu ..1.8.2)
que en notacion tensorial se escribe como sigue:

ou,
=&k A~

..1.8.3)
axj

@,
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la figura 1.8.1 muestra el vector vorticidad, ortogonal a la zona en rotacién, como el
rotacional de la velocidad. La vorticidad es proporcional a la velocidad angular de un
elemento de fluido alrededor de sus ejes principales, no a los del centro de gravedad del
elemento alrededor de algn punto de referencia. Asi una particula que se desplaza en una
linea de corriente circular no tiene vorticidad en caso de no girar alrededor de su propio
centro de gravedad mientras se mueve.

T S -

(x) y) Z)

Figura 1.8.1. El rotacional de la velocidad: la vorticidad.

Aplicando el teorema de Stokes en la definicion de circulacion se observa que ésta y la
vorticidad estan relacionadas:

r=fu-dr = [ (Vxu)-nds = [@-nds ..1.8.4)

en donde S es el area definida por el contorno cerrado alrededor del cual la circulacion es
calculada y n es el vector normal unitario a la superficie. Se observa que para contornos
arbitrarios y areas arbitrarias, si @ = 0entonces I' =0 y viceversa. Flujos en los que @ =0
se llaman irrotacionales, flujos para los que esto no es asi se llaman rotacionales.
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Capitulo 2
Vorticidad

En el capitulo anterior ya se definid el vector vorticidad, en éste, la definicion volvera a ser
vista y se explicard con mas detalle su significado. No est4d de mas recordar que, la
propiedad fundamental de un fluido es: que no puede estar en equilibrio en un estado de
esfuerzos en el que la accion mutua entre dos partes adyacentes es oblicua a la cara comdn
[1]; es decir, cualquier esfuerzo (cortante) aplicado a un fluido , no importa cuan pequefio
sea, provocard el movimiento del fluido, éste se mueve y se deforma continuamente
mientras se siga aplicando el esfuerzo cortante.[2]

Es usual que cuando se hable de vértices se piense en remolinos en el agua, en el
aire o en una cavidad circular debida a la rotacion de algun liquido. Un vértice es el patrén
que se genera por el movimiento de rotacién de muchas particulas alrededor de un punto
en comun [18]. Tras esta idea, en la mecénica de fluidos por vortice se entiende una region
en el fluido limitada por las llamadas lineas de vorticidad, cuyas tangentes en todos lo
puntos son paralelas a las direcciones locales de la vorticidad, éstos son conceptos que en
breve seran vistos.

Geoff Mackley i S R ol
Figura 2 a). Del lado izquierdo un anillo de vorticidad producido en una exhalacién del Monte Elba,
b) del lado derecho una imagen de una calle de vértices de von Karméan en Baja California Sur (internet)
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En la figura 2a se observa un vortice anular producido por un volcan, éste es un vortice que
se cierra sobré si mismo, la figura 2b muestra la calle vortices de von Karman, en la figura
2¢ se puede ver un tornado y en la figura 2d hay un remolino de agua. Estos son algunos
vortices que es posible encontrar en la naturaleza.

2.1 El vector vorticidad

““La vorticidad es un tensor antisimétrico que traduce la rapidez angular de rotacion local
sin deformacion del elemento del fluido, o, la rotacion en blogue de los elementos de
fluido™ [11]

El vector vorticidad estd definido por el rotacional de la velocidad
@(x,t)=Vxu(x,t). En un fluido incompresible—como se supone el aire en este trabajo por

desplazarse a velocidades menores que 0.3 Mach 1—Ia relacion entre velocidad y
vorticidad es similar a la que hay entre flujo magnético y densidad de corriente eléctrica, en
electromagnetismo. —También se supone la densidad del aire constante por la razon citada
arriba—. La vorticidad puede ser interpretada fisicamente como una densidad de momento
angular. Cuando se habla de movimiento de vortice se hace referencia a flujos en los que
la vorticidad estd confinada en regiones finitas, llamadas vortices, dentro de los cuales se
dice que el movimiento es rotacional [10].

2.2 Linea de vorticidad, tubo de vorticidad y vortice filamentario
A la linea dibujada punto a punto tal que su direccion coincide con la del eje instantaneo de
rotacion (dx, dy, dz) de un fluido se llama linea de vorticidad. Las ecuaciones diferenciales

que la definen son:

dx _dy dz ..2.2.1)
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en donde @, son las componentes cartesianas de la vorticidad, este concepto es semejante

al de linea de corriente, sélo que en lugar de la direccién de flujo, se usa el eje instantaneo
de rotacion y en lugar de la velocidad, se usa la vorticidad. La obtencion de la relacion
anterior se hace por medio del producto vectorial, entre la vorticidad y la diferencial de
longitud sobre el eje instantaneo de rotacion[1].”

Si a través de todo punto de una curva pequefia, cerrada, se dibuja la linea de
vorticidad correspondiente, se tiene un tubo, que se llama tubo de vorticidad. El fluido
dentro de tal tubo constituye un vortice filamental, se usa la idea de filamento para indicar
que el radio del tubo es pequefio. Uno de estos vortices se muestra en la figura 2.2.1.

Las leyes de Helmholtz del movimiento de vortices para fluidos de viscosidad
despreciable, establecen que, un filamento esta siempre compuesto de las mismas particulas
de fluido y su intensidad es constante, esto tomando el flujo de vorticidad a través de una
seccion transversal. Una forma alternativa de las leyes de Helmholtz es que @ o« Al, donde
Al es el elemento de linea material de una linea de vortice. Esta relacion puede ser
generalizada a w/p o Al para fluidos barotropicos (en los que la densidad es funcién de la
presion p = p(P)). El limite de un vortice filamental de intensidad finita y seccion
transversal cero se Ilama linea de vortice. Helmholtz demostré que estas lineas que son los
ejes de rotacion, deben ser o curvas cerradas 0, comenzar y terminar en las fronteras del
fluido. Las lineas de vortice rectilineas son muy estudiadas en flujos bidimensionales en
donde la ausencia de estiramiento hace de la vorticidad una cantidad que se conserva. Las
leyes de Helmholtz implican que una linea de vorticidad se mueve con el fluido a menos
que actlen, sobre su nuacleo, fuerzas externas. Se dice que un vortice se encuentra
confinado si las fuerzas externas lo mantienen en reposo.

Figura 2.2.1. Un vértice filamental formado por lineas de vorticidad, en el interior de la figura,
induce una velocidad a su alrededor. [12]

“ Otra manera de obtener la relacion 2.2.1. es partir de que el eje instantaneo de rotacion y la vorticidad son
directamente proporcionales por ser paralelos dr oc @ y que k es la constante de proporcionalidad. De esa

manera dXi = kcoi al despejar la k para cada i se llega a la relacién 2.2.1.
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2.3 Las leyes de Helmholtz

Ya fueron mencionadas varias veces las leyes o teoremas de Helmholtz, es
momento de enunciarlas. La primera es esencialmente cinematica. En conjunto, estas leyes,
expresan que en un fluido no viscoso, barotropico, sobre el que actian solamente fuerzas
conservativas, los vértices no pueden ser generados o bien si ya existen no pueden ser
destruidos.

Helmholtz establecid el siguiente teorema al inicio de su articulo de movimientos de
vortice (1858):

El movimiento mas general de un elemento, suficientemente pequefio, de un cuerpo
deformable, no rigido, puede ser representado por la suma de una traslacion, una rotacion,
una extension o una contraccién y un movimiento de corte puro. En otras palabras el
elemento puede desplazarse con una velocidad u(ux,uy,uz), ademas, rotar con velocidad

angular Q(QX,QV,QZ)[19]—Ia velocidad angular es, por construccion un medio de la

vorticidad, Q=1&— y deformarse de acuerdo a una funcién B(x,y,z). Este resultado

también lo obtuvo Cauchy por lo que se llama la ley o teorema Cauchy-Helmholtz. [13]
Para los vortices dio los siguientes teoremas: Sea un flujo potencial, i.e. sin
vorticidad, si el potencial de velocidad es una funcion monovaluada de las coordenadas

(x, y), entonces I = 0 sobre cualquier curva, dentro del flujo:

1. Un filamento de vortice, o un tubo de vortice, no puede terminar en el fluido, debe
extenderse hasta el infinito, terminar en una pared sélida, o formar una curva que se
cierre sobre si misma [36].

2. El momento angular del vértice es constante a la largo de toda su longitud, es decir,

QS =cte, en cualquier lugar (donde Q es la velocidad angular y S es el area

transversal del vortice).

El momento angular de un filamento de vértice es constante en el tiempo.

Toda linea de vortice consiste de las mismas particulas de fluido.

5. Las particulas que no rotan en un instante dado, nunca han rotado y nunca rotaran,
mientras se mantengan en las condiciones citadas. [13] '

»w

Los vortices que satisfacen las leyes de Helmholtz son conocidos como vértices libres o no
confinados.

2.4 La ley de Biot y Savart
El valor y la importancia de la vorticidad para la descripcion y el entendimiento del flujo

de un fluido deriva del hecho de que puede ser invertido para dar el campo de velocidades
como una integral sobre el campo de vorticidad.

" Los altimos tres teoremas pueden juntarse en uno llamado Teorema de Kelvin.
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Para un flujo incompresible, V-u=0, existe un vector potencial, B, tal que
i = Vx B en donde por eleccién V-B =0— se aprovecha que la divergencia del rotacional
de una funcién vectorial es cero. Este vector potencial, B, satisface la siguiente ecuacion

de Poisson
&(%,t)=Vxi=Vx(VxB)=v(vV.B)-V?E=-V?B ..2.4.1)

cuya solucion es

= o @(X) 4
B(X') j” X” . 2.4.2)

X' es la distancia entre el origen y el punto en el que se quiere medir el potencial B, x es
la distancia entre el origen y el punto en que se encuentra evaluada la vorticidad; entonces,
de la ley de Biot- Savart se obtiene la expresion de la velocidad en funcion de la vorticidad

i) = L v, ] OO gy, = L [O0x(Ex) g, .2.43)
47[ v
haciendo notar que
i(lj 1N on pexx 2.4.4)
OX; reox, ror

Se tiene, por un lado, que el campo de vorticidades permite determinar el campo de
velocidades y por otro, que esta relacion no es local, es decir, que todos lo puntos X del
volumen V contribuyen a la determinacion del campo de velocidades en un punto X' que no
necesariamente esta en V, como se muestra en la figura 2.4.1.[14]

(X"

(T)(i) ATy x e
OA aEy =L | B 3] “‘)cﬂ;

T

volumen de vorticidad V

Figura 2.4.1 . La ley de Biot-Savart.
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2.5 El Teorema de Kelvin

El teorema de Kelvin establece que para un fluido no viscoso e incompresible , o en el cual
la presion depende sélo de la densidad, y sobre el cual cualquier fuerza de cuerpo que actle
es conservativa, la vorticidad de cada particula del fluido se preserva [7]. Dicho de otro

modo, la circulacion T de la velocidad G
largo del tiempo.

br_Db {j;u dx . }:0
Dt

Esto se puede ver de la manera siguiente

Du. D
_ j v t
= . dxj+£uj o (@)

C

Du.
:jS [;th dx, +fujduj

C

a lo largo de una curva cerrada C se conserva a la

..25.1)

Se utiliza la ecuacion 1.7.2. para expresar de otra manera la derivada material de la

velocidad, asi

P 0X; OX;

Cc Cc C

Du. o°u
§ Jdxj+§ujduj =j{ 1 op dx; +8¢ dx; +v——
Dt

dx. }rfu du;

dp y d¢son las variaciones espaciales totales de p y de ¢ respectivamente. La integracion se
hizo sobre una trayectoria cerrada por lo que la integral de dp, si p es constante, la de dgy
la de du;u; son cero, por ser funciones monovaluadas. Como la condicion es que el fluido no
sea viscoso la Gltima igualdad es cero , por lo que se dice que la circulacion alrededor de un

circuito material, en un fluido ideal, es una constante de movimiento.

La figura 2.5.2, muestra de manera esquematica el teorema de Kelvin.

—(dx )= d[ ot j = d[ax +U, X J: du; el tiempo vy las coordenadas espaciales son independientes
k

ot OX

X, X;
entre si, por loque — ! = 0, ademds — = 5
ot 6xk

¥ Se hace la suposicion de que cualquier fuerza de cuerpo por unidad de masa g; que acttia sobre el fluido es
conservativa. Por lo que g;, de la ecuacién 1.7.2., puede ser escrita como el gradiente de una funcién escalar ¢.
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Cent+dt
dl + Vu[dl] dt

Dr b ‘
u(x+dl)di wd| =
(x) dt ( e Dt Dt{c ’ ] 0

dl= (f{\‘;él‘f'{({\'_‘ég‘i‘(h‘_;é;.
dl
X = x7€ €y ties

w(X) = (X))@ +Hua(X)€rtus(X)é5

Figura 2.5.2. El Teorema de Kelvin.

Lo anterior puede ser reescrito en términos de la vorticidad, pues en el capitulo 1 se
vio que la vorticidad y la circulacion estan relacionadas por lo que se usara ésta ultima para
determinar la razon de cambio de la vorticidad—que debe ser cero—calculando su derivada
material, es decir:

Br_D % nds=0 .252)
Dt Dt¥

Esto quiere decir que si se sigue un contorno dado mientras fluye, la vorticidad dentro de
ese contorno no cambiard; es decir, el flujo de vorticidad a través de una superficie material
que se desplaza con el fluido permanece constante a lo largo del movimiento. Este
resultado quiere decir que hay conservacion de momento cinético, la version cinematica del
momentum angular, pues si se considera un elemento de vortice de longitud L, radio R y
vorticidad media w:

rzjﬁu.dfzjsa.ﬁdszﬂsz ..2.5.3)
C

La conservacion de la circulacion se traduce a R%w = Cte

.. Dr L : . . .
La ecuacion ot 0 aplica solo a regiones simple-conexas, es decir, regiones en las

que cualquier curva cerrada puede ser contraida continuamente hasta hacerla un punto . Y
se traduce en que para cualquier contorno cerrado en el sistema que contenga sélo fluido,
habré un valor definido de la circulacion T". El valor de T no cambiara alrededor de ese
contorno aungue éste sea deformado por el flujo. Un contorno cerrado que originalmente no
contenia cuerpo alguno, no podra, en ningun tiempo subsecuente , tener contenido cuerpo
alguno (la region dejaria de ser simple conexa). La vorticidad total de un vértice filamental
se mantiene fija'y no cambia mientras éste fluye o se distorsiona. [7]
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2.6 El movimiento de los vortices

La cinemética y la dinamica del movimiento de vortices en un desplazamiento
uniforme de fluido estan dadas por :

o(x,t)=Vxu(x,t) ..2.6.1)
(hay que recordar que la vorticidad es solenoidal por construccion, es decir, V-@=0)y

Do

:(cT)-V)U—c?)(V-U)+%VprP+VV2a*)+V><F' ..2.6.2)
Dt o,
Esta Gltima ecuacion se obtiene al aplicar el rotacional a la forma vectorial de la ecuacion
de conservacion de momentum para un fluido viscoso. Se desea que se cumpla el teorema
de Kelvin, por lo que es necesario suponer que el fluido no es viscoso, es decir, el término
de difusion viscosa, WW?u , es cero, por ser vnula; se puede suponer también que el flujo es
barotropico, es decir, los planos de presiones constantes y los planos de densidades

constantes son paralelos, dicho de otra manera: VpxVP=0. Que el fluido es
incompresible y 1 es constante, entonces, %Vzc?) toma la forma, W?® ,que es mas usual

en los textos; si el fluido es incompresible la relacion VpoxVP es cero pues Vp =0, esto

también es cierto para la atmosfera terrestre si los fendmenos estudiados se toman en
intervalos alturas pequefias; ademas V-u =0, por lo que

Do _ va+VxE .2.6.3)

Dt

F es la densidad de fuerza de cuerpo externa y V xF es diferente de cero en caso de
tratarse de una fuerza no conservativay @-VU es el término responsable del estiramiento,
que existe sélo para flujos tridimensionales, para un flujo bidimensional @-Vi=0 y no es
posible describir el alargamiento de vortices. Lo interesante de estas ecuaciones (en
realidad se trata de un conjunto de tres ecuaciones escalares) es que no tienen los términos
de presion o de gravedad (fuerza conservativa) que se encuentran en las ecuaciones de
Navier-Stokes, s6lo contienen términos en los que interviene la velocidad.[5]

2.7 Impulso

Lo siguiente es valido para un sistema de vdrtices de dimensiones finitas en un fluido
incompresible que llena un espacio infinito y se encuentra en reposo en el infinito.
Asociado a los vortices esta su impulso I' definido como:

o1
== p[rxadv w271
ZPJ )
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Esto puede ser interpretado fisicamente como el impulso de las fuerzas de cuerpo que
deben ser aplicadas para generar los vortices en el fluido inicialmente en reposo. El
volumen de integracion en la ecuacién 2.7.1 se extiende sobre todo el espacio ocupado por
los vortices.[9] [10] [22].

2.8 El campo de velocidades

El campo de velocidades producido por un vortice viene de la integracion de la ecuacion
2.4.3yes:

a(x)= [ BT gy .2.8.1)

(F =X'-X). La contribucion de una linea de vortice de intensidad T esta dada por la ley de
Biot-Savart:

I (ds.xrf T
U(X')=— X =—V0 ...2.8.2
(%) J r? Arx )

donde © es el angulo sélido subtendido en X' por la linea de vortice. Esta integral es
divergente cuando X' yace en el vortice de linea, a menos que el radio de curvatura R en el
punto sea infinito. Cuando X'— X

rixf Ib, R
ulx')= — +——log— ...2.8.3
( ) 27 r?  4zR gr )

donde T y b son la tangente y la binormal a la linea en X. El primer término describe el
movimiento circulatorio alrededor del vortice. La singularidad en el segundo término puede
ser removida al darle al vortice una seccion transversal finita y causa una traslacion
autoinducida de un filamento curvo en direccion de su binormal a una razén que depende
logaritmicamente del radio del nicleo [10].

Un filamento de vortice rectilineo, con simetria axial, estacionario, de intensidad I"
en un fluido no confinado tiene el campo de velocidades:
u, =0 u, =V(r) u, =W(r) ..2.8.4)

r

donde V y W son funciones arbitrarias que satisfacen rvV — Fzﬂ y W — 0 cuando r —

la circulacion alrededor del vortice es lim,_ 2zrV =T". Las lineas de flujo son hélices

alrededor del nucleo, circulos cuando W = 0. Los casos comUnmente considerados son
nucleo uniforme de radio a, con vorticidad y velocidad axial uniformes,
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V:2 5 W =W, r<a,

7a

V:L W=0 r>a;
2

Haciendo a=0 se obtiene una linea de vdrtice recta [10].

..2.8.5)
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Capitulo 3

Vortices anulares

En 1858, William Barton Rogers (un cientifico estadounidense casualmente fundador del
M.L.T.) escribi6: “desde hace tiempo ha sido un hecho familiar que...las explosiones dan
lugar...a un anillo...el cual...exhibe una rotacion en cada elemento vertical alrededor del eje
curvo de la figura”. Describid sus experimentos de anillos “rotantes” en agua y en aire en el
que observo la mayor parte de las caracteristicas: la generacion de un anillo por el impulso
aplicado a través de un orificio, el enrollamiento de las placas espirales, la formacion de un
anillo que se traslada y la destruccion de anillos formados por gotas de un fluido mas
pesado.

Mucho del trabajo tedrico inicial en vortices anulares fue iniciado por William
Thomson (Lord Kelvin) después de la publicacion del articulo fundamental de Helmholtz
(1858). Observando experimentos de Tait [21] sobre la formacion de vortices anulares en
aire, Thomson (1867) sugirio que el vortice anular en un fluido ideal, siendo indestructible,
era el constituyente basico de la materia, el atomo. Para explicar el contenido de
frecuencias de las lineas espectrales obtenidas de varias sustancias, mucho de este trabajo
inicial fue dirigido hacia el célculo de posibles modos de oscilacion (y frecuencias
correspondientes) de filamentos de vdrtice. En 1880 Thomson presento la solucion para un
tubo de vorticidad recto. Describié también cualitativamente, la solucién para los modos de
oscilacién del vortice anular requerida para completar la teoria del atomo-vértice (Thomson
1867). Aungue no termind este andlisis, él tenia confianza en que “el fendmeno conocido
de...vortices anulares...nos...convence...que la configuracion estacionaria...es estable”. [21]

3.1 Formulacion de los vortices anulares

Si se toma un globo ordinario, de los que se usan en las fiestas, se llena de aire y se le arroja
a una velocidad de entre de 5 m/s 'y 10 m/s, recorre una distancia de unos 1.5 m a 2 m. Por
otro lado se sabe desde hace tiempo que si se proyecta con la misma velocidad la misma
masa de aire (lanzandolo desde un tubo por un piston, por ejemplo) ésta recorre una
distancia de 10 a 15 veces mas grande.

El experimento muestra que el movimiento se desarrolla conforme a lo descrito en
la figura 3.1.1., donde las lineas de corriente para un flujo son visualizadas con respecto a
un sistema coordenado que se desplaza con la masa de aire lanzada. El flujo tiene simetria
axial; tiene vorticidad en el interior de un dominio convexo generado por la revolucion del
pedazo ABC de la linea de corriente, y es practicamente potencial en el exterior. Sobre
ABC las velocidades de flujo externo e interno coinciden de manera que el campo de
velocidades es continuo. Lo que explica el efecto por el que se comenzé: dada la
continuidad del campo de velocidades, la friccion sobre la frontera de la masa de aire sin
cubierta, es mas pequefia que para la masa de aire contenida en el globo, por lo tanto la
resistencia es mas pequefia y la distancia recorrida es mas grande [15].
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Figura 3.1.1. Lineas de corriente para un vortice anular con respecto a un eje coordenado que se desplaza
con éste. [15]

La explosién de una bomba se caracteriza por la formacion de un hongo cuya
estructura es anéloga a la del vortice anular ilustrada en la fotografia de la figura 3.1.2, esta
figura muestra un vortice anular todavia en formacion desplazandose en agua, este hongo se
eleva a una gran velocidad a una altura de varios metros o kildémetros. Un efecto analogo
acomparia la explosion de grandes cargas de explosivos ordinarios [15].

Figura 3.1.2. Visualizacion de una seccion transversal de un vdrtice anular [15]

A finales de los 70’s principio de los 80’s se trataba de utilizar los vortices anulares
para la evacuacion de humo, de gases nocivos, etc., lanzados a la atmdsfera por las

industrias.
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Figura 3.1.3. Ejes coordenados en coordenadas cilindricas polares de posicion y velocidad, para un flujo con
simetria axial.

Hay otra manera de investigar el fendmeno, que es buscar la solucién de anillos de
nucleos delgados. Para ello se usan coordenadas polares cilindricas (r,go, x), con r radial, x

axial y ¢ azimutal, las componentes correspondientes de la velocidad G son (ur,u(p,ux),
ver figura 3.1.3. La simetria axial requiere que %¢ =0. Se hace la suposicion de que el

fluido es incompresible y que existe una funcion de corriente :,//(x, r,t) tal que:

1 1
Loy y =1V .3.1.1)
r or r ox
Si no se imponen restricciones a la velocidad de giro u, se obtienen, explicitamente, las
componentes del vector vorticidad [9]. Las componentes de la vorticidad @ son

., a, 200
oX 'Ox or 'r or

:(a) @ a)) ..3.1.2)

r et Ux

Las derivadas en coordenadas cilindricas: Sean f = f(p,go, Z) y B= (Bp, Bw, BZ) una funcién escalar
y una vectorial respectivamente, entonces se tienen las siguientes relaciones [16]:

0B
L2 (g, 108 B

S At 4

of of
df =—dp+—
o p Op 01

d(p+qdz s Vi=p—+op——+71— V-B
op op oz

op  pop Oz S pop

- oB [ OB . oB
p Oop 01 oz Op pop’ " pop
1 a( afJ 1 0°f o%f
= +

— |+ ==+
p@p p’ 0p*>  01°
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Se desea estudiar vartices anulares que no tienen velocidad de giro a lo largo de su
nucleo, o velocidad paralela a la circunferencia que forma el centro del nucleo.

Las ecuaciones que acoplan la funcion de corriente  y la rotacion o =, se
escriben

Qﬁli(ﬂj_ﬁﬂjiﬂﬂjzo, .3.1.3)
or ox\r ox or\r
2
w:_laf_a(law) .3.1.4)
r OX or\r or

la segunda es la vorticidad azimutal en términos de la funcion de corriente, que escrita de
una forma un poco diferente se ve como:

Oy v 1oy _

—-r ..3.1.5
ox®  or? ror @ )

Se desprende de la ecuacion 3.1.3 que el cociente wf, es constante a lo largo de una linea
de corriente, es decir

o =rF(y) ...3.1.6)

con F arbitraria. De esto se hablard méas adelante [9].
Notese que si u, = 0 (i.e. no hay giro), entonces, el vector potencial B esta

relacionado con la funcién de corriente por

B =

IS

o ..3.1.7)
;

Donde ¢ es un vector unitario en la direccion azimutal.

Partiendo del vector potencial como solucién de la ecuacion de Poisson, tomando en cuenta
la ecuacion 2.4.1)

_ 1 ¢ @'
B=—=[2av. .3.18)
s

utilizando la ecuacién 3.1.7 y usando las siguientes sustituciones

Is| = [r'2+r2 —2r'rcos(p —¢') + (X — x')ZF ..3.1.9)
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dV, =r'dx'dr'de' ..3.1.10)
@'= @'coS(p— @' )p'+w'sen(p — ') p' ..3.1.11)

que son: [S| el tamafio del vector posicién §, dV, la diferencial de volumen en

coordenadas cilindricas y el vector o' vorticidad en el anillo. Sustituyendo € = ¢ —¢" se
obtiene lo siguiente para la funcion de corriente en el punto (x, r) del campo

cosag

..3.1.12)
24r? 4+ (x'—x)? - 2rr'cos:9]y2

W= i” rr'o(x', r')dx'dr'LZ” [r

Se introduce la siguiente funcién como ayuda para encontrar otra manera de escribir la
funcion potencial

cosed @

LN o . ..3.1.13
v 4”'[0 [r'2+r2 +(x —X'Z)—er'COSH:F )

donde x = ” a)(r', x')dx'dr'. Esta integral puede ser expresada en términos de las integrales
elipticas completas del primer y segundo tipo de mddulo k definido por

K(k)= [ (-K?sen’y) " dy E(k):jf”(l—kzsenzy)%dy .3.1.14)
donde

2 4rr' o _i

k _[(x—x')2+(r+r')2J_1 5122 ..3.1.15)

Aqui, s, y s, son las distancias minima y maxima desde el punto de campo hasta el circulo
(vértice, en este caso)'. Por transformaciones estandares

k() [(2 2
v=""0 Hk ij(k) - E(k)} .3.1.16)

La transformacién de Landen, segin Lamb, da una forma alternativa

S, =S,
S, +§;

v = Zﬁ(s1 +5,)[K(1) - E(A)], con A= ..3.1.17)
T

" Las distancias s, y s, son explicitamente: 2 = (r — ')’ + (x—=x")2 y 82 =(r + r')* + (x = x')?
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como un filamento circular de circulacion x es equivalente a la distribucion de superficie de
dipolos de intensidad uniforme x llenando el circulo, puede ser usada la separacion de
variables para obtener el potencial de velocidad y por lo tanto la funcién de corriente como
integrales de las funciones de Bessel. Lo que da

y =4xra[ e, (Ar); (2a)d2 ..3.1.18)

para x > 0.[9].

Un tema de interés es la existencia de vortices anulares estacionarios en fluidos
inviscidos. En la ausencia de giro el problema puede ser expresado como sigue:
¢Existira una region A, con frontera 0A, con w, =0 fuera de A, una velocidad U y

distribucion de vorticidad @, = rF('¥) dentro de A, tal que la solucion ‘¥ de la ecuacion
integral

¥(x,r)=-1Ur? + ”r F(P(X, r)G(x—x',r,r)dx'dr’ ..3.1.19)

sea constante en 0A? En general en 6A hay un salto en la vorticidad y la continuidad de la
velocidad implica la continuidad de la presién. De aqui se observa que la ecuacion 3.1.13
puede ser interpretada como una funcion de corriente en (x,r) asociada a un filamento de
vortice circular infinitesimal de radio a e intensidad dxdr en el plano x=0. La funcién F es
arbitraria y hay dos casos limite de interés. El caso en que F = constante es llamado el
vortice anular uniforme, es un caso de enlace entre un flujo de vértice dentro de A y
potencial fuera. Si F = 0 dentro de A, el anillo esta vacio; en este caso la frontera serd una
hoja de vértices y F sera una funcion delta. [9]

El desplazamiento en el infinito, debiendo ser F potencial, tiene que anularse fuera
de un cierto dominio interior a una linea de corriente cerrada sobre la cual las componentes
de la velocidad deben ser nulas. Bajo esta forma el problema no ha sido estudiado ni
siquiera para las formas elementales de F y no se conocen mas que ejemplos aislados de
soluciones exactas y aproximadas. Una solucion exacta es el “vortice esférico de Hill”. En
éste, la rotacion se distribuye en el interior de una bola de radio R segin la ley o =b’r,
siendo b constante; fuera de la bola la corriente es potencial, dentro, el fluido se desplaza
con el vértice a una rapidez

U =2b*R ...3.1.20)

con respecto a un sistema de coordenadas inmavil [15].

Los vértices de este tipo no se observan en los experimentos. Un mejor parecido con
las observaciones es presentado por la solucion aproximada obtenida por Maxwell en el
caso en el que el dominio de la vorticidad es un toroide donde el radio a de la seccion
transversal es mucho més pequefio que el radio R del toro. El vértice toroidal de Maxwell
se desplaza con la rapidez
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U :L[Ioge'—R—ij ..3.1.21)
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y el aspecto de las lineas de corriente depende del cociente R/a [15].

La figura 3.1.4. muestra las lineas de corriente para diferentes R/a; el dominio que
se desplaza con el vértice estd achurado. Para R/a>86,este dominio, tanto como el de
rotacion, es toroidal. [15].

&9
&3
i

N

o) X8 by £ PESY]

Figura 3.1.4. Lineas de corriente y fluido que se desplaza con el vértice segln la razén R/a [15]

En la variante plana del problema del vértice anular, la rotacion debe ser constante
sobre las lineas de corriente, sea w=F(¥). Cuando F es constante, este problema coincide
con aquel de enlace de flujos potencial y de vértice. La solucion exacta existe para el caso
en el que F(¥)= b®¥, donde b es una constante. Pero ésta se aparta mucho de la realidad.

El esquema del fluido perfecto admite diversos modelos de vortices anulares, este
esquema no provee ninguna condicion para la determinacion de la forma de la funcion F y
del dominio donde la rotacion es no nula. Por lo tanto, las soluciones obtenidas en el caso
de un fluido no viscoso incompresible no permiten determinar la variacion de rapidez y de
dimensiones de los vartices observados en los experimentos.

3.2 Vértices anulares.

Estos vortices anulares estan formados por un tubo de vortice de didmetro pequefio,
cerrado sobre si mismo, y semejante a una linea que constituye el nacleo del vortice, ver la
figura 3.2.1. La circulacion I" es constante a lo largo de todo el contorno que rodea una vez
esta linea. El vortice anular es una estructura de vorticidad muy estable, asociada
usualmente a obstaculos u orificios, con o sin simetria circular en hidrodindmica [11].
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Figura 3.2.1. Vortice anular.

Un voértice anular, posee una energia cinética y una cantidad de movimiento que
representan la energia cinética y el impulso del fluido puesto en movimiento en esa
estructura: es por ello que se puede detectar un efecto de choque cuando impacta un vortice
anular con una pared sélida o apagar la llama de una vela al pasar por ella [11].

3.3 Energia e Impulso para un sistema de vortices.
Si se considera un sistema de vortices de dimensiones finitas, en un fluido

incompresible que llena un espacio infinito y que se encuentra en reposo en el infinito, la
energia cinética del sistema es:

T =4[] pla[*dv ..33.1)

o involucrando la vorticidad
T=pfffa- <o)V ..3.3.2)

p es la densidad del fluido u la velocidad de desplazamiento de los vértices, I el vector
posicion @ la vorticidad y dV el elemento de volumen.

Si los vortices son circulares y su eje de simetria es el eje Ox, entonces, en coordenadas
cilindricas se tiene lo siguiente

=rf+x% o I'=(r,0,x)

0= Peourug o u=(,0u,)
dt  dt
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»=VxU= r——>*1» o0 o=|0—"-"X0|=0,0 ,0
* (ax or J(p ¢ ( ox or J ( o )

dV = rdrdedx

Al sustituir en la energia cinética para la expresion 3.3.1:

2,o_mHu 0,u,) rdrd(pdx pﬂjj(u ——u %rjrdrdx pﬁ”y/a)rdrdx

= pnzky ...3.3.3)

Al sustituir en la energia cinética para la expresion 3.3.2:
ou, ou
T= uOu r,0,x)x|0,—~——*,0 | [rdrdgdx
Al ( ) ( x  or B o

después de integrar de 0 a 2z con respecto a ¢ la energia cinética queda

T = 27z,04”(ruX — xu, Jordrdx = 2oz ar(ru, — xu,) ..3.3.4)

Lo que indica que calcular las integrales es lo mismo que sumar sobre todos los vortices
que formen parte del sistema. x representa la intensidad woxor de un elemento de filamento
de vortice.

El impulso esta definido por 2.7.1. [9] [10] [22]

:;pj'rxcz)dv ..3.3.5)
\

En el caso de voértices circulares, el impulso se reduce a la componente a lo largo del eje
Ox.

—p'[ )- &dV = —pJ.J‘J. x,.0,r®, )-(0,0,1)rdrd gxix

= ; p.”j rordrd pdx

Al integrar ésta Ultima de 0 a 27z con respecto a ¢, se tiene para el impulso lo que sigue

| = npjjrzaﬂrdx = TP KT’ ...3.3.6)
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como en el caso de la energia cinética, integrar es equivalente a sumar sobre todos los
vortices que forman parte del sistema y x representa la intensidad wdxor de un elemento de
filamento de vortice.

Si se usan las siguientes ecuaciones:

2

..33.7)

se determina un circulo cuya posicién depende de las intensidades y configuraciones de los
vortices y no de la posicion del origen en el eje de simetria, puede ser llamado el eje
circular de todo el sistema de vortices anulares [1].

La x es constante para cada vortice, si el impulso es constante, el eje circular debe
ser de radio constante. Para encontrar su movimiento paralelo al eje de Ox, sobre el que se
aplico el impulso se tiene de 3.3.7:

..3.3.8
Zm2%=2m2%+22mx£:2m(rux+2xur) )
dt dt dt
Con ayuda de la energia cinética, ec.3.3.4, se tiene
s o - T asir(x—x, ), ..3.3.9)
dt 2zp

donde los términos sumados se desvanecen por ser Zxru, =0 debido a que el radio medio
R es constante.

3.4 Vértice anular aislado

Considérese el caso de un vodrtice anular cuyas dimensiones de la seccion
transversal, son pequefias comparadas con el radio (R). Se ha mostrado que

1 S, —S S,—S
= (K| 22— g 22— |Ys +5. w'dx'dr 341
v 7[”{ (52+51J (SZ+SJ}(1 Z)a) )

donde s; y s, estan definidos como en la nota al pie de pagina seguida de la ecuacion
3.1.15. Para puntos (X, r) dentro o cerca del vortice, la razon s; y s, es pequefa, y el
maodulo (1) de las integrales elipticas es muy cercano a la unidad. Se tiene entonces

16
/1|2

K(1) =1log . E(A)=1 ..3.4.2)
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aproximadamente, donde A’ denota el moédulo complementario, viz.

4s;s,

AP=1- 2 =
(s +5,)

..3.4.3)

0, A"?=5s,/s, aproximadamente.

Por lo tanto en puntos dentro del vortice el valor de w es del orden de xRlog(R/¢),
donde ¢ es una magnitud lineal pequefia comparable con las dimensiones de la seccion y R
es el radio medio del anillo. Las velocidades en tales puntos, que dependen de los
coeficientes diferenciales de y, seran del orden de x/z[1].

Ahora se puede estimar la magnitud de la velocidad dxo/dt de traslacion del vortice
anular. Por la ecuacién 3.3.3 , T es del orden px; Rlog(R/é), y ur es, como ya se vio, del
orden de x/&, mientras x-xo €s del orden de &. El segundo término del lado derecho de la ec.
3.3.9 es, en este caso, pequefio comparado con el primero, y la velocidad de traslacion del
anillo es del orden de (x R)log(R/¢), y aproximadamente constante.

Entonces un vortice anular aislado se mueve sin un cambio sensible de tamafio,
paralelo a su eje rectilineo, con velocidad casi constante. Esta velocidad es pequefia
comparada con la del fluido en una vecindad inmediata del eje circular, pero puede ser
mayor o menor que Y2 xR , la velocidad del fluido en el centro del anillo, con la que
coincide en direccion.

Para el caso de una seccién circular se pueden obtener resultados mas claros de la

manera siguiente. Si se desprecia la variacion de r y @ sobre la seccion, las formulas 3.4.1y
3.4.2 dan

w 8R
=—R]|||log— -2 |dx'dr’ 344
v Rl 2 )
0, si se introducen coordenadas polares (o, ) en el plano de la seccion,
w a 27 SR , D
¢/=ZHRL£)(MgrL—2}7de¢ ..3.4.5)
donde a es el radio de la seccion. Ahora

Jjﬂ logr,de'= Jjﬂ Iog{a2 +0'°-200"'cos(p — (p')}% do' ...3.4.6)

y se sabe que esta integral definida es igual a 2zlogo’, 0 27logo, de acuerdo a si o><o.
Por lo que, para puntos dentro de la seccion,
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l//=a)Rr Iog%—Z o"do"+a)RIa IOQ%—Z o'do'=
0 o o o'
.3.4.7)

8R o’
=1loRa’|log—-3-1—
a a
La Unica parte variable de esto es el término < @Ro’; esto muestra que a ese orden de

aproximacion las lineas de corriente dentro de la seccion son circulos concéntricos, siendo
la velocidad ¥2 wo a una distancia o del centro. En la figura 3.4.1. b) se observan las
lineas de corriente alrededor del ndcleo del anillo, ademas de las lineas de vortice y la
direccion de desplazamiento del vortice, en ambos incisos de la figura.

lineas de v

vortice
~, OO
. ® _ @
Direction ¢ g ®

>/ direccionde - lineas de
movimiento voruce direccion de

movimiento

Figura 3.4.1. Vortice anular en movimiento, (a) las lineas de vorticidad, (b) Una seccion transversal del
anillo. [27]

Sustituyendo en 3.3.3 se encuentra

T |, @ _x°R 8R .
27Zp_2a)>[0-|‘0 !//O'dOd(/)—M{|Oga—4} 348)

El Gltimo término en 3.3.9 es equivalente a
3RwZK(X - X, ) ..3.4.9)

En la notacién actual, donde la x denota la intensidad de todo el vortice, eso es igual a
3R/ x. Por lo tanto, la féormula para la velocidad de traslacion del vértice anular se

transforma en

%:L{]OQS_R_%} ..3.4.10)
dt 4R a

El vortice anular lleva consigo, una cierta cantidad de fluido que se desplaza sin rotacién,
en su camino. De acuerdo con la formula 3.4.10, la velocidad de traslacion del vortice
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anular sera igual a la velocidad del fluido en el centro de éste, cuando se llegue a un valor
critico R/a = 86, aproximadamente. La masa acompafiante puede tener o no forma de
anillo, dependiendo de si R/a excede o queda por debajo del valor critico [1].

3.5 La influencia de la viscosidad.

La viscosidad de un fluido conduce a la disipacién de la energia lo que hace que el
movimiento del vortice sea no estacionario en la ausencia de fuerzas externas. Podria
esperarse que la ley de movimiento y que la distribucion de la rotacion en el vortice anular,
fueran definidas por las condiciones iniciales y las condiciones a la frontera, y por lo tanto
dependiera esencialmente del modo de formacion del vortice. Ahora bien, la experiencia
muestra que no es asi [15].

El método clasico de formacion de un vértice consiste en lo siguiente: en la
cubierta frontal de una caja cuyo fondo es elastico, se hace una apertura de un didmetro
sensiblemente inferior a las dimensiones de la caja. Se llena la caja de humo y se golpea el
fondo, esto es precisamente lo que se muestra en la figura 3.5.1. [15].

///////////////////

Figura 3.5.1. Formacion de un vértice anular. [27]

Para numeros de Reynolds pequefios, definidos por el radio y la rapidez de
desplazamiento del vértice, se forma un vortice laminar en espiral, netamente visible en las
fotografias de la figura 3.5.2. En este caso la distribucion de rotacion se define
efectivamente por el campo de velocidades inicial, la forma de la salida, depende de la
potencia del golpe, etc [15].

Por otro lado, a partir de Re~10° el caréacter del movimiento cambia bruscamente y
se vuelve turbulento. La estructura del vortice anular no depende (o al menos muy poco) de
los detalles de las condiciones iniciales y las condiciones a la frontera. Cuando el vortice
recorre una distancia del orden de varios radios de apertura se establece una cierta
distribucion de la rotaciéon que ya no depende del modo de produccién del vortice. En un
vortice turbulento el flujo medio no se define méas que por el tamafio y la velocidad éste. El
experimento muestra que el tamafio del vortice aumenta linealmente con la distancia
recorrida, la forma del anillo cambia de manera notable [15].
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Figura 3.5.2. Vortices anulares a) laminar, b) turbulento. [15]

3.6 Impacto con una pared

La figura 3.6.1.a indica esquematicamente la formacion de un vdrtice conforme el aire
fluye a través de una apertura., la figura 3.6.1.b ilustra las condiciones que prevalecen
cuando un vortice anular se encuentra con una pared paralela a su propio plano. En la
pared, la condicion de frontera es que la componente de la velocidad ortogonal a ella sea
cero, U, = 0. La condicion puede ser satisfecha usando el método de iméagenes, un
procedimiento de utilidad general en problemas de este género. Al vortice fisicamente real
en el lado izquierdo de la pared, uno suma un vortice virtual en el lado derecho,
extendiendo de esta manera a infinito el campo hidrodinamico que, fisicamente, esta
limitado por la pared. Una particula de aire W adyacente a la pared recibe una contribucion
de velocidad u;” del vértice real 14 y uy’ del vortice virtual ; de acuerdo a la ecuacién ley
de Biot-Savart ec. 2.4.3, uy’ es perpendicular al plano subtendido por el vector ry y el gje
del elemento de vértice 4 . U;” y Uy’ se suman a un movimiento paralelo al de la pared
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satisfaciendo asi la condicion u, = 0. Esto es cierto no s6lo para los pares de elementos de
vortices en el plano del diagrama, sino para cualquier par de elementos en posicion de
imagen [19].

Ahora, se desea averiguar la influencia ejercida por el vortice imagen sobre el
vortice real, ¥ e.g. sobre el elemento superior de 1 , en la figura 3.7.1.b. Se espera que la
accion maés fuerte provenga del vecino més cercano, eso es, del elemento superior de zz.
Nuevamente, de acuerdo con la ley de Biot-Savart ec. 2.4.3, esta accion consiste en una
velocidad inducida dirigida verticalmente hacia arriba, indicado en el diagrama por una
flecha vertical en la parte mas alta del elemento de la izquierda. Todos los demas elementos
L contribuiran parcialmente a esta accion o, en grado menor, actuaran en su contra (e.g. el
elemento mas bajo de z»). EI mismo argumento aplicado a la parte inferior de x4 conduce a
la flecha vertical hacia abajo en el lugar de ese elemento. En el diagrama la influencia del
vortice real sobre su imagen también esta indicada [19].

Figura 3.6.1. Vértice anular cerca de una pared. [19]

Se observa, entonces, que el vdrtice real se alarga cuando se acerca a la pared a
causa de la accion hidrodindmica del vortice imagen. Lo mismo es cierto para el vortice
imagen. Conforme el radio del anillo crece, el movimiento dirigido hacia la pared decrece,
pues el movimiento de traslacion del vortice anular es inversamente proporcional al radio.
Por lo que el vortice que crece se debilita, desvaneciéndose en el infinito antes de tocar la
pared. [19]

* Hablando fisicamente, toda la influencia es debida a la pared, pero esta influencia es correctamente descrita
con la suposicién de un vortice imagen virtual.
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Capitulo 4

Desarrollo experimental

iQue gana de ciertos autores de
describir su propio trabajo y
esfuerzo de manera tan
impersonal!

Por medio de la anemometria” de hilo caliente, se quiere observar cémo se modifica el
campo de velocidades de un vortice anular al acercarse a una pared paralela al plano que
contiene a su nucleo. Cuando el anillo esta cerca de la pared, se deforma creciendo en radio
y disminuye su velocidad de traslacion. Con el anemoOmetro se consigue tener una
descripcion Euleriana del fendmeno, debido a que su sonda se mantiene fija durante la toma
de datos. (Cap. 1).

Para hacer las mediciones fue necesario tener mucho cuidado, pues el
desplazamiento de los vortices anulares es muy sensible a las corrientes de aire y gradientes
de temperatura. Esto Gltimo se hizo evidente al inicio del experimento. Antes de la toma de
datos se hizo una visualizacion de anillos de humo, éstos se desplazaban en linea recta
siempre que no se abrieran puertas, que no se moviera ningun objeto cercano a la zona de
desplazamiento y que no se encendieran lamparas para fotografia cerca de esa zona; al tener
una de estas lamparas encendidas un par de minutos cerca de la zona de desplazamiento,
los anillos tendian a desviarse hacia arriba, por lo que fue necesario aislar la masa de aire,
en la que se desplazarian los vortices, con una cavidad rigida y evitar zonas en que las
temperatura no fuera uniforme.

También es importante hacer notar que la toma de datos fue llevada a cabo
Unicamente con aire de manera que los vortices no podian ser observados, pero si
detectados con la sonda del anemdémetro. Hubieron dos razones para utilizar solo aire: a) La
sensibilidad y por ende la calibracién de la sonda dependen de la limpieza de ésta; al
utilizar humo la sonda se ensucia, haciéndose necesarias calibraciones frecuentes pero con
una pérdida de sensibilidad pues la sonda tiene una capa de suciedad cubriéndola; b) Los
vortices anulares de humo no son totalmente simétricos al ser lanzados horizontalmente;
por ser el humo maés denso que el aire, la parte inferior del nucleo de un anillo de humo es
mas gruesa que la superior.

Fue utilizada una caja de acrilico transparente de 0.6 m de alto, 0.7 m de ancho y
1 m de fondo, para aislar la masa de aire en la zona de adquisicién de datos de corrientes
producidas en el laboratorio y, de esa manera, tener mediciones de velocidad de los vortices
anulares desplazandose en aire en reposo. Al observar el “tiempo de vida” o distancia que
recorre un vortice anular antes de desaparecer se llegé a la conclusién de que la longitud de
la caja debia ser de 1 m para estudiarlo y colocar el generador de los vortices dentro de ésta.
La alturay el ancho de la caja tienen las dimensiones citadas para poder meter el sistema de
desplazamiento de la sonda y darle libertad de movimiento. La ventaja de tener un material

“ Anemometria, del griego Avepo, viento y -petpia, medida. Disciplina que se encarga de la medicién de la
velocidad o la fuerza del viento
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transparente es que deja ver el dispositivo desde fuera, lo que permite interrumpir el
experimento, de ser necesario, al notar que ha habido un error en la posicion o
desplazamiento de los dispositivos y permite observar el comportamiento de los vortices
cuando estan formados de humo, en la etapa de la preparacion del experimento, antes de la
toma de datos y asi dejar alineado de acuerdo a la observacion el dispositivo experimental.

Una placa de acrilico fue llevada al taller mecanico de la Facultad de Ciencias, para
ser cortada y pegada de acuerdo a las medidas citadas. Tanto la cara anterior como la
posterior de la caja fueron hechas de papel cascaron y pegadas con Masking Tape al cuerpo
de la caja, una de las caras a manera de puerta, para poder acomodar y alinear los
dispositivos en el interior ésta. La figura 4.1.1 muestra el dispositivo experimental
utilizado, a la izquierda se encuentra la caja de acrilico que aisla la masa de aire en la que se
realiza el experimento. En la figura se observan también el anemometro, una computadora,
un generador de sefiales; y dentro de la caja, un sistema de desplazamiento en dos
dimensiones y un motor utilizados para controlar el movimiento de la sonda del
anemometro, y la bocina que eyecto los vortices.

Figura 4.1.1. La caja de acrilico usada para aislar los vértices anulares.

Fue puesta una pared plana de acrilico, a 0.17 m de distancia de la bocina
generadora. Sobre esta pared impactaron los vértices anulares y cerca de ella, a diferentes
distancias, fueron tomados los datos de velocidad con respecto al tiempo de éstos. Se
observa con los vértices anulares de humo, que una pared de 0.15 m * 0.15 m bastaba para
analizar la expansion de los anillos al impactar con ella. La distancia de 0.17 m fue
utilizada porque al probar con anillos de humo se observo que a partir de los 0.12 m el
vortice ya habia tomado la forma anular bien definida y porque se sabe que hay una region,
cuando el anillo esta recién formado, en la que la velocidad de desplazamiento es
esencialmente constante; Después de recorrer esa region el vortice crece en radio y
disminuye sensiblemente su velocidad de desplazamiento para terminar por desvanecerse
en el aire. Asi se obtuvieron datos en una zona en la que la velocidad de los vértices es
constante.
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4.1 La generacion de los anillos

Una bocina de 70 W max, 8 Q, de 0.15 m de diametro colocada dentro de la caja de
acrilico, sirvié como piston para la eyeccion y formacion de los vortices anulares. A ésta le
fue anexado un cilindro de PVC de 0.15 m de diametro y 0.03 m de altura; con cilindros de
mayor longitud no se producian los anillos. Uno de los extremos del cilindro fue pegado a
la bocina y el otro extremo fue tapado salvo por un orificio circular de 0.015 m de didmetro
cuyo centro se encuentra sobre el eje del cilindro, (el orificio de un CD)".Dentro de esta
cavidad, bocina-cilindro-tapa, se encontraba el aire que seria eyectado hacia el interior de la
caja de acrilico.

La bocina fue montada en un soporte universal de manera tal que el orificio de
eyeccion fuera perpendicular al piso y asi los anillos eyectados se desplazaran a lo largo de
una linea horizontal. La bocina fue conectada a un generador de sefiales Stanford Research
System modelo DS345 el cuél enviaba un pulso eléctrico de 5 V, con duracion de 1 s, cada
8 s con una forma muy parecida a la rectangular, con una ligera pendiente de subida y
bajada y con las esquinas redondeadas, este pulso eléctrico se transducia en un pulso
mecénico que expulsaba aire del sistema bocina-cilindro hacia el interior de la caja de
acrilico. Tres razones dieron pie a enviar un pulso cada 8s: al usar vortices de humo se
observo que al cabo de los 4 s posteriores al impacto ya no habia rastro el paso de los
anillos, al tomar datos con la sonda a los 4 s del impacto con la pared no habia rastro alguno
de campo de velocidades y se deseaba medir con la mayor frecuencia posible, sin embargo
se dieron 4 s mas de reposo al aire en la caja.

Enviar con el generador de sefiales una sefial con forma rectangular a la bocina no
funciona para los fines de este experimento pues produce dos vértices, uno al desplazarse la
membrana de la bocina hacia delante y uno al regresar, ésta, a su posicion original, es decir
se producen dos vortices en un intervalo de 1s. El primero es el que se quiere medir, el
segundo no da tiempo de reposo al aire en la zona de desplazamiento. Una sefial de otra
forma tampoco funciona. Las sefiales con forma de delta no logran eyectar un vortice
anular fuera de la bocina, tampoco una sefial sinusoidal. La primera es demasiado breve y
su efecto observado con humo es que lo acerca al orificio de salida del generador de anillos
y “escurre” un poco de éste fuera de la bocina hacia el piso de la caja de acrilico. La
segunda es demasiado suave y no tiene efecto alguno visible fuera del generador de
vortices.

El pulso eléctrico utilizado fue de 5V porque es el maximo que da el generador de
sefiales. Todas las observaciones y consideraciones para los dispositivos hechos
especialmente para la medicion en este experimento, como la caja de acrilico, la distancia
de la pared de impacto a la bocina de eyeccion, el sistema de desplazamiento del que se
hablara posteriormente; se basaron en vértices anulares de humo eyectados por la bocina al
recibir, ésta, una sefial de 5V con la forma citada anteriormente. Y se tomé ese voltaje por
ser aquél con el que se conseguian los vértices anulares mas definidos y con mayor
desplazamiento.

En la figura 4.1.2. se pueden ver los dispositivos utilizados para generar los anillos,
el generador de sefiales a la izquierda y la bocina a la derecha. En este trabajo los vortices

" Después de la toma de datos se hizo un generador de anillos con las mismas caracteristicas salvo por que se
prescindio del cilindro. Simplemente fue pegada una tapa plana con el orificio de un CD como orificio de
eyeccion. Los anillos fueron producidos con el mismo éxito que con generador de vortices anterior.
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anulares fueron detectados y estudiados fuera de la bocina, dentro de la distancia en que se
encuentran en el régimen laminar. La velocidad de desplazamiento para un anillo libre* fue
de 0.9 mf/s.

La bocina generadora y la pared de impacto fueron alineadas de la siguiente manera:
se traz6 una linea en el piso de la caja de acrilico paralela a su lado corto (recordar que el
piso tiene forma rectangular), a una distancia de la orilla de la caja que permitiera tener la
bocina con el soporte universal dentro de ella. Con un par de escuadras, usando el angulo
de 90° de cada una, fue alineada la cara con el orificio de la bocina, con la linea dibujada en
el piso, una escuadra a cada lado del orificio cerca de las orillas de la cara de la bocina. Se
dibujo6 otra linea paralela a la anterior a una distancia de 0.17 m de ella, y sobre ésta fue
colocada la cara de la pared contra la que chocarian los vortices. La pared fue alineada con
la linea de la misma manera que la bocina, asegurandose asi que las caras de la bocina y la
pared fueran paralelas entre ellas y perpendiculares con respecto al piso.

Figura 4.1.2. A la izquierda el generador de sefiales Stanford, a la derecha, la bocina generadora de vdrtices
anulares.

4.2 La Sonda del anemémetro de hilo caliente.

Los datos fueron tomados con una sonda Dantec 55P11 de anemometro de hilo
caliente Dantec StreamLine. Esta sonda es de las conocidas como de alambre miniatura, de
tungsteno chapado con platino (Pt-plated tungsten), con un diametro de 5 um y una
longitud de 1.25 mm. ver figura 4.2.1. Los alambres son utilizados como sensores en
sondas, para hacer mediciones en aire y otros gases desde unos cuantos cm/s, hasta
velocidades supersonicas. Estos sensores tienen una sensibilidad muy grande al flujo y la
respuesta mas alta de frecuencia y un tiempo de respuesta de 0.6 ms [33]. Los
inconvenientes son que la tension mecanica es limitada y son muy sensibles a la
contaminacion por particulas.

Los soportes del sensor, estan hechos de acero inoxidable con puntas muy estrechas
de alrededor de 0.1 mm de diametro a las que el alambre es soldado. En las sondas
miniatura los alambres enteros tienen la funcion de sensores. Como ventajas se encuentran,

* Llamo anillo libre a aquél que, en su recorrido, no encuentra obstéculo alguno. En el caso de este
experimento, no hubo pared para que éste interactuara.
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que su construccion rigida los hace mejores para adquisiciones de datos a gran rapidez de
flujo, sin el riesgo de oscilaciones en el sensor [26].

El principio de operacién de las sondas consiste en el siguiente efecto: cuando pasa
una corriente de aire alrededor de la sonda se produce un enfriamiento, pues ésta disipa el
calor que se produce por efecto Joule. Este desbalance se compensa con una corriente
suplementaria, de manera que la sonda siempre tenga una temperatura constante. Las
fluctuaciones en el paso de la corriente por la sonda se traducen en diferencias de potencial
dentro del anemometro. La relacion entre la velocidad u y el voltaje E a la salida del
aparato es del tipo:

1
2

E*=A+Bu ..4.2.1)
en donde A y B son constantes que se deben determinar experimentalmente. Se observa que
la relacion es una linea recta cuya ordenada al origen y pendiente son A y B
respectivamente [25].

En este experimento se utilizd una sonda miniatura de soportes rectos y sensor
perpendicular al eje de la sonda.

30 |
== =]
19

Montura: soporte de sonda, dmm diametro

55P11  Tipo recto, para propdsitos generales.

Figura 4.2.1. Sonda de Anemdmetro Dantec. (Catalogo de sondas Dantec).

El funcionamiento de las sondas puede ser controlado desde el anemoémetro, en éste
caso particular fue utilizada una adquisicion entre 0 V y 10 V. La tarjeta de adquisicion de
datos utilizada permite hacer adquisiciones entre 0 Vy 5V, yentre 0 Vy 10V, lo que
hace es tomar el valor absoluto de la sefial que recibe.

La sonda fue colocada en su porta-sondas y acomodada de manera vertical de arriba
hacia abajo, en el sistema de desplazamiento, en un orificio hecho especialmente para ese
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tipo de porta-sondas. La altura puede ser ajustada a todo largo del porta-sondas. De ese
modo fue posible poner a la misma altura la sonda y el didmetro horizontal de los vortices
anulares.

4.3 La calibracion

La calibracion de la sonda fue realizada en un tinel de viento que se encuentra en el
Laboratorio de Acustica del Departamento de Fisica de la Facultad de Ciencias de la
UNAM, figura 4.3.1 izquierda y figura 4.3.2. La seccion transversal de dicho tunel es de
0.45 m * 0.45 m; la longitud de la seccion de trabajo es de 2 m, esta seccion est4 hecha de
placas desmontables de acrilico transparente.

Figura 4.3.1. A laizquierda tunel de viento usado para la calibracion; a la derecha la calle de vortices de von
Karman.

Una de las placas tiene un orificio en su zona central por el cual se introduce la
sonda, de esa manera se asegura que la sonda medira velocidades en una regién en la que la
influencia de las paredes serd nula. El viento es impelido por 9 ventiladores de corriente
alterna conectados a un variac.

Figura 4.3.2. Vista al interior del tinel de viento con sonda en la zona central de la calle de vértices de von
Karman.
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El experimento por medio del cual fueron obtenidos los datos para la calibracion es
el de la calle de vortices de von Karman, figura 4.3.1. derecha. La razon para basarse en
este experimento fue que existe una relacion entre la frecuencia con la que pasan los
vortices de uno de los lados de la calle con la velocidad del flujo lejos de ésta [24]

f = (0.212Re— 4.5)OIL2 .43.1)

donde f es la frecuencia con la que pasan los vortices en uno de los lados de la calle de von
Karméan, Re el nimero de Reynolds, v la viscosidad cinematica y d el diametro del
obstaculo asociado a la produccion de vértices en la calle de von Karman. Es util recordar
que el nimero de Reynolds tiene la forma Re =U d /v donde Uq es la velocidad del flujo

lejos y antes de llegar al obstaculo. Asi la relacion de la frecuencia con respecto de la
velocidad lejos del obstaculo queda:

U,d

f =(0.212 —4.5)O|i2 ..4.3.2)

Basta con despejar Uo, pues ésta es la variable que se desea conocer, siendo todos los
demés parametros f, v, y d conocidos; o en el caso de f, por conocer de manera
experimental.

Con la sonda se obtuvieron valores de potencial, de los cuales lo importante no era
propiamente la magnitud, sino la frecuencia con la que aparecian como funcién del
potencial. Al obtener la frecuencia por medio de la transformada rapida de Fourier fue
posible obtener la velocidad por medio de la relacion escrita arriba. La sonda del
anemdmetro debio ser colocada a un costado y dentro de la calle de von Karman para medir
la frecuencia con la que pasan los vértices de ese lado de la calle. Fueron tomadas medidas
para diferentes potenciales del variac y por lo tanto diferentes frecuencias de paso de
vortices, luego se coloco la sonda entre la calle de vértices y una pared lateral del tanel de
viento para medir la velocidad del flujo lejos de la calle de vortices, pasando por los
mismos potenciales del variac, y asi obtener diferentes velocidades. También se midio el
potencial en la sonda cuando no hubo flujo de aire. Los valores de potencial medidos por la
sonda, al encontrarse ésta entre la calle de von K&rman y la pared del tinel de viento, estan
relacionados con la velocidad obtenida por medio de la frecuencia de paso de vortices en
uno de los lados de la calle, la relacion no es lineal, pero se puede conseguir una relacién
lineal usando minimos cuadrados.®

$ Daré un ejemplo, para dejar mas claro esto. Se pone el variac en el maximo valor que puede dar, y la sonda
lejos de la calle de von Karman, ésta mide un potencial constante E; que debe ser registrado. Se desplaza la
sonda hacia uno de los costados de la calle y se mide el potencial, éste varia con una frecuencia f, aquella con
la que pasan los vortices por la sonda. De éstos datos no interesa el potencial sino la frecuencia con la que
varia, por lo que se saca la transformada rapida de Fourier a los datos y se obtiene la frecuencia. Esta se usa
en la ec. 4.3.2. de donde se despeja la velocidad U,, obteniéndose asi la velocidad que hay lejos de la calle
cuando dentro de ella pasan los vértices con una frecuencia f; y el variac esta dando su maximo. El voltaje E;
corresponde a la velocidad calculada con 4.3.2. Esta operacion fue repetida disminuyendo de 5 en 5 los
valores de voltaje en el variac. Al obtener todos lo potenciales lejos de la calle de vortices y todas las
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Una vez obtenidos los valores de potencial y , para las frecuencias de aparicion de
vortices, los valores de velocidad de flujo fuera de la calle de von Karman, fue hecho un
ajuste de curvas por medio de minimos cuadrados. Encontrandose una relacién como la
ecuacion 4.2.1 con valores para A = 1.7494 \/? y B = 0.7289 V2 /(m/s)¥? | es decir:

1
2

E? =1.7494+0.7289u ..4.3.3)

Establecidos estos valores fue posible hacer la adquisicion de datos del campo de
velocidades de los vortices anulares. A ese procedimiento se le llama calibracion de la
sonda y cada sonda, aunque sea del mismo tipo y nimero debe ser calibrada pues para cada
una de ellas hay diferentes valores de Ay B.

4.4 La captura de datos.

Cuando una sefal tiene un valor promedio grande en comparacién con la intensidad
de las fluctuaciones y lo que interesa es investigar a las fluctuaciones, el procedimiento que
se sigue es restar a la sefial un valor constante (llamado offset) y registrar solo las
fluctuaciones. Fue necesario hacer esto en la toma de datos de este experimento. Fue
tomado un offset de 1.39 V que es el valor de potencial eléctrico que proporciond la sonda
al encontrarse funcionando cuando no hubo corrientes de aire dentro del tinel de viento
durante la calibracién de la sonda. De esta manera el valor de voltaje de 1.39 V fue tomado
como el cero de la sefial de entrada del anemometro, la figura 4.4.1. muestra el anemometro
utilizado para tomar los datos durante el experimento. Con el anemémetro solamente es
posible obtener las magnitudes de las velocidades ya que los datos obtenidos no dicen nada
acerca de la direccidn, o signo, de éstas.

......

Figura 4.4.1. Anemémetro Dantec StreamLine.

Para tener datos que se ajusten mejor al intervalo de voltaje en el que opera el
anemdmetro, a la sefial de entrada se le dio una ganancia de 16.

velocidades correspondientes variando hacia abajo los potenciales del variac, se observa que la relacién entre
los potenciales medidos por la sonda y las velocidades no es lineal, por lo que se usan los minimos cuadrados
para conseguir la relacién lineal.
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La frecuencia de adquisicion de datos fue de 1000 Hz y fue utilizado un filtro
pasabajos 300 Hz para evitar ruido de datos cuyas frecuencias sobrepasaran las de las
estructuras de los vdrtices. Es muy importante usar el filtro pasa bajos puesto que las
intensidades de las componentes de frecuencias altas en una sefial decrecen con el
crecimiento de ésta, mientras que el ruido llega a ser el factor dominante, enmascarando
completamente a la sefial. La frecuencia de adquisicion de 1000 Hz fue tomada porque es
suficiente para tener una buena resolucion o detalle, de la velocidad, al pasar los anillos por
la zona donde se encuentra colocada la sonda a pesar de ser el desplazamiento de éstos muy
répido.

Fue utilizada una tarjeta de adquisicion de datos de 12 bits que convierte sefiales
analdgicas del intervalo [0 V,10 V] a valores numericos, dividiendo dicho segmento en
21224096 intervalos iguales. Adjudicandole a los voltajes valores de la siguiente manera:

10

- n .4.4.1)

4096
en donde n es el valor entero registrado por la tarjeta dentro del intervalo [0 V, 10 V], éste
corresponde al voltaje V obtenido por el anemémetro. Los datos obtenidos fueron
analizados en Scilab 3.0.

La eyeccion del anillo y la toma de datos fueron sincronizados de manera que al
momento de eyectar, la bocina, un anillo, la adquisicién se pusiera en marcha.

Los datos fueron tomados milimetro a milimetro sobre un intervalo un poco mayor
al didmetro horizontal de los vortices anulares y sobre éste, esto pudo ser hecho por haber
simetria con respecto al eje de desplazamiento, Ox, de los vortices anulares. Asi, los datos
pudieron haber sido tomados a lo largo de cualquier diametro diferente del horizontal. La
figura 4.4.2. muestra un esquema de la simetria con respecto al eje de desplazamiento, se
muestran dos didmetros (lineas delgadas) cualesquiera que también pudieron haber sido
considerados para la toma de datos. Ademas, estos datos, fueron tomados a diferentes
distancias de la pared a saber, 0.002 m, 0.005 m, 0.010 m, 0.015 m, 0.020 m, 0.025 m y
0.028 m, para, de esta manera, observar el efecto de la pared en los anillos al acercarse
éstos a ella. De manera mas explicita, los datos fueron tomados de la siguiente forma: la
sonda fue puesta inicialmente a la a altura del didmetro del orificio de eyeccion, dicho
didmetro coincide con el de los vértices, y a una distancia mayor que el diametro de los
anillos tal que no se detectara campo de velocidades alguno diferente de cero. En esta
posicion se tomaron datos (velocidades en funcion del tiempo) de varios anillos y se
promediaron, obteniendo asi valores que corresponden al campo de velocidades de un
“anillo promediado” pero en un punto alejado del anillo. La sonda fue desplazada un
milimetro hacia el centro del anillo y la operacion fue repetida obteniendo mas valores.
Esta operacion fue repetida, a su vez, a lo largo de una distancia un poco mayor que el
diametro del anillo, hasta dejar de observar sefiales del campo de velocidades de los
vortices anulares. Es decir fueron obtenidos datos de secciones de los anillos. Al ir
acercandose la sonda al centro de los anillos la sefial de las velocidades iba creciendo, hasta
hacerse constante en un intervalo y volver a descender. Asi se hizo para la adquisicion de
datos a diferentes distancias de la pared y para el anillo libre. Terminado esto, el siguiente
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paso fue tomar los datos de cada punto de adquisiciéon del intervalo de medidas, a una
distancia fija de la pared, y juntarlos para hacer la reconstruccion del campo de velocidades
de un “vortice anular promediado” completo. Asi se hizo para cada distancia fija y para el
anillo libre. Dicho de otro modo, lo que se hizo fue lo siguiente: para cada posicién en la
que fue colocada la sonda se tomaron los datos del campo de velocidades con respecto al
tiempo, se promediaron y fue generado un archivo de datos en los que se tenia una curva
promediada de velocidad como funcién del tiempo. Lo obtenido con este procedimiento se
observa en las graficas que se presentaran en el siguiente capitulo. Dichas graficas fueron
formadas al juntar las graficas de cada archivo de curva promediada de velocidad con
respecto al tiempo, cada una de éstas curvas representa una rebanada del campo de
velocidades del anillo promediado en una posicion diferente sobre el diametro del anillo.
Es decir al juntarlas se tiene una grafica con respecto al tiempo y con respecto al espacio de
la velocidad, esto es lo que se muestra en el siguiente capitulo.

En la figura 4.4.3. se observa el dispositivo en el interior de la caja de acrilico: la
bocina generadora, la pared de impacto y el sistema de desplazamiento bidimensional
sosteniendo la sonda del anemometro. Todo dispuesto para la toma de datos.

(]

X y

Figura 4.4.2. Simetria con respecto al eje x, en el esquema este eje sale, perpendicular a pagina,
hacia arriba. La circunferencia es el ndcleo del vortice anular cuyo centro es el eje x. Tomar
datos a lo largo de cualquier diametro, como las lineas delgadas del esquema, proporciona

los mismos resultados.

Figura 4.4.3. Dspositivo en el interior de la caja de acrilico.
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Durante la toma de datos del experimento fue usado un sistema de desplazamiento
bidimensional que permitid el movimiento de la sonda en dos dimensiones: de un lado a
otro del anillo y hacia adelante y hacia atras con respecto a la pared.

Se hizo evidente al querer medir al campo de velocidades por medio de la
anemometria de hilo caliente que se necesitaba una herramienta que desplazara la sonda
distancias fijas sin cambiar su altura. Lo primero que se hizo fue montar la sonda en una
placa que se desplazaba por la accion de un tornillo micrométrico, el desplazamiento era en
una sola dimension y restringido a 0.05 m eso sugirié que se necesitaba un dispositivo
parecido, mas grande para poder cubrir bien la distancia que ocupan los vortices al impactar
con la pared y con movimiento en una direccion perpendicular para alejar o acercar, la
sonda a la pared. El disefio del sistema de desplazamiento se baso en esas necesidades y la
platina de desplazamiento mencionada. En lugar de placa o platina se usaron dos barras de
laton perpendiculares entre si una montada en la otra. Estas son desplazadas, por medio de
la rotacion de un tornillo sin fin, hacia los lados y hacia adelante y hacia atras. La distancia
que pueden desplazarse es de 0.3 m de lado a lado, cada barra, previendo que pudiera
hacerse un experimento que necesitara mayor desplazamiento de la sonda, pero llevado a
cabo dentro de la caja de acrilico. Las barras estan montadas sobre otra barra o pilar de
laton de 0.3 m de altura que esta a su vez montada en una placa de aluminio, que sirve
como base, de 0.3 m * 0.3 m, con patas que suben o bajan por medio de un tornillo para
nivelar la base. Se le dieron esas dimensiones a la base para que tuviese el tamafio y el peso
necesarios para no caerse al mover las barras del sistema de desplazamiento, que es en
esencia una grda. Las barras fueron graduadas con una tira de papel milimétrico cada una.
Un alfiler para indicar la posicion, con respecto al pilar, de la barra que estd montada
directamente sobre éste fue puesto en el pilar apuntando hacia la tira de papel milimétrico.
Otro alfiler, para medir la distancia con respecto a la barra de abajo del desplazamiento de
la barra de arriba, fue colocado en la barra de abajo apuntando hacia el papel milimétrico de
la barra de arriba. Esta barra tiene un orificio por el cual se introduce el porta-sondas que es
asegurado presionandolo con un tornillo. La altura de la sonda también puede ser ajustada
al desplazar el porta-sondas en el orificio, por lo que el sistema de desplazamiento es en
realidad de tres dimensiones. Una manera de controlar los desplazamientos en la direccion
vertical, es graduar el porta-sondas en las unidades que convenga. Este dispositivo se
muestra en la figura 4.4.4. y fue mandado a hacer al Taller Mecéanico de la Facultad de
Ciencias de la UNAM.
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Figura 4.4.4. Sistema de desplazamiento en dos dimensiones.

Un esquema del dispositivo experimental utilizado se observa en la figura 4.4.5. La
computadora controla el anemometro y el generador de sefiales y asi el inicio y el final de
la captura de datos y la eyeccion de vortices. La sonda recibe la orden del “cerebro” del
anemdmetro para medir voltajes y se los envia de vuelta para ser tratados. Ahi la sefal
recibe el offset, y la ganancia. La sefial tratada pasa a la tarjeta de adquisicion de datos y se
le asignan valores segun la relacion 4.4.1, estos llegan a la computadora que los almacena
en archivos de datos. En scilab se hizo un programa que promediara los datos para cada
posicion de la sonda y los promedios lo guardara en otros archivos de datos. La graficacién
fue hecha con un programa hecho en matlab, este toma los datos de los archivos de los
promedios y los junta.

A

Generador Tarjeta de
de sefiales Anemémetre adouisicidn
Baocina de hilo caliente de 12 bits

Caja de acrilico

Sonda

Computadora

Figura 4.4.5. Esquema del dispositivo experimental utilizado.
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A continuacién, en las figuras 4.4.6. y 4.4.7.se muestran un par de imagenes una frontal y
una lateral de los vortices anulares de humo, estas imagenes son solamente para
visualizacion y con los anillos presentados en ellas no se realizaron medidas; sin embargo,
muestran cualitativamente el experimento.

" =2

" "

Figura 4.4.6. Vista frontal de un vortice anular antes de interactuar con la pared, a la izquierda;
después de interactuar con la pared, a la derecha.

Dentro de la figura 4.4.6. la fotografia de la izquierda el anillo se encuentra lejos de la
pared. Se observa, en la fotografia de la derecha de la misma figura, el incremento en el
didmetro del anillo al interaccionar con la pared.

Figura 4.4.7. Vista lateral de vortices anulares antes de interactuar con la pared.

En la figura 4.4.7. se tienen fotografias de perfil de los vortices anulares desplazandose de
la bocina hasta la pared. La sonda fue retirada para evitar ensuciarla con las particulas que
Ileva el humo, este humo en particular es producido con una pipa para fumar e inyectado a
la bocina con un popote o pajilla de plastico, (ver esquina inferior derecha de la fotografia
de la derecha).
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Capitulo 5

Resultados y discusion

El anélisis de los datos obtenidos durante el experimento fue hecho con Matlab y Scilab.

Al hablar de un vortice anular, de ahora en adelante, se haré referencia en realidad a
un promedio de ensamble de anillos o un promedio sobre las propiedades de los anillos que
fueron medidos para cada distancia de la pared de impacto, la razén de esto fue que para
cada anillo pudo haber ruido en la medicién, una diferencia entre anillos que pudo ser
suavizada con el promedio. Asi en el primer caso, el anillo libre, lo que se tiene es un
promedio del campo de velocidades de varios anillos y ése es tomado como, o llamado, el
campo de velocidades de un anillo.

En la figura 5.1 se muestra la componente uy del campo de velocidades sobre un
didmetro del vdrtice sin obstaculos en su camino; los colores azules indican velocidades
bajas y los colores rojos indican velocidades altas en el anillo. La sonda fue desplazada a lo
largo del eje marcado como “d”, la altura o eje “u” representa el valor de la velocidad y el
eje “t” representa el tiempo transcurrido no desde el inicio de la toma de datos, sino desde
un tiempo que permitiera resaltar el campo de velocidades al hacer las gréaficas; esto para
todas las figuras del capitulo presente. Ni en ésta ni en cualquier otra figura es posible ver
la pared, en virtud de que el eje “t” indica el tiempo transcurrido, no la direccion de
desplazamiento del anillo, y en el eje “d” se tiene el intervalo de medicién paralelo a la
pared y al plano que contiene al nicleo del vortice.

u [mv's]

5

250
20

Ell 150

d [mm] t [ms]

B0 o

Figura 5.1. Vista de la reconstruccion del campo de velocidades con respecto al intervalo de desplazamiento
de la sonday el tiempo de medicion.
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Como se comenté en el capitulo anterior ésta figura se formd juntado datos
promediados o curvas promediadas de velocidad contra tiempo, en la figura 5.1. se puede
imaginar eso como las curvas en los planos, que cortan el espacio, paralelos al plano u t,
Cincuenta planos acomodados con una separacion de 0.001 m entre si forman el eje d.
Matlab se encarga de hacerlos parecer una sabana continua. Todas las figuras salvo la 5.6
son proyecciones sobre un plano de graficas como la 5.1, ya sea sobre el plano d u como la
5.2 0 sobre el planodtcomo de la5.7 ala5.14.

Figura 5.2. Vista frontal de la reconstruccion, a lo largo del intervalo de medicion , del campo de velocidades
del anillo libre.

La figura 5.2 es una vista frontal de la figura 5.1, se muestra como varia la
velocidad uy en funcion de la distancia recorrida en el intervalo de medicion.

La velocidad uy , para todas las figuras, se mide en un conjunto de puntos
equidistantes separados entre si 1 mm y a una distancia fija de la pared de impacto. El
intervalo tiene una longitud un poco mayor al didmetro de los vortices anulares libres. Las
mediciones se repiten, a lo largo del didmetro, pero cambiando la distancia entre la sonda y
la pared. Esto se vera mas adelante.

No son necesarios tantos colores para obtener informacion de éste tipo de graficas
por lo que en delante, de las vistas frontales, se vera sélo el contorno.

La figura 5.3. es la misma que la anterior, desprovista de los colores. Al tratar de

reconstruir el campo de velocidades, con los datos tal como fueron adquiridos, con ayuda
de la ecuacion de continuidad no se obtiene la estructura de un vortice anular. Esto se debe
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a que con la sonda y la tarjeta de adquisicion de datos se obtiene la magnitud de la
velocidad, no su signo; es decir, su direccion (pues la sonda 55P11 toma datos en una
dimension y que el aire se desplace en una direccion o en la opuesta produce el mismo
enfriamiento y por lo tanto que la sonda mida el mismo potencial). De ésta figura no se
pueden obtener datos como la velocidad de desplazamiento del nucleo del vértice, ni la
vorticidad. Los valores que se obtuvieron con, y desde, la posicion de la sonda, para el
campo de velocidades, fueron mayores y menores que el valor de la velocidad de
desplazamiento pues la velocidad de la parte interna del nucleo del vértice anular es mayor
que la velocidad del centro del nicleo (que es la de desplazamiento) que a su vez es mayor
que la velocidad de la parte externa del nucleo. Esto se debe a que el campo de velocidades
en la parte interior del ndcleo del vdrtice tiene la misma direccion que la velocidad de
desplazamiento, mientras que en la parte exterior del nucleo, la direccion del campo de
velocidades tiene direccién contraria a la de desplazamiento. En caso de tener un sistema
de referencia desplazandose con el vortice anular, la velocidad sera tangente a la
circunferencia observada al hacer un corte transversal del niucleo pero su norma sera
constante, ademas de tener una velocidad de desplazamiento igual a cero.

R &

1 [t's]
148+ -

0.5 5

I:I 1 1 L 1 1
a 10 20 30 40 a0 B0

d [1n]

Figura 5.3. Contorno del campo de velocidades de la figura anterior (anillo libre).

Una imagen esquematica de lo que se debe obtener se muestra en la figura 5.4 en
donde se puede observar que hay un par de zonas de velocidades negativas, un par de
regiones en los que la velocidad incrementa mucho su valor hasta llegar a una zona de
velocidad constante. En la figura se muestra también qué regiones del campo de
velocidades corresponden al centro, al nicleo y a la parte exterior del vértice. La region
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exterior al nucleo del anillo es negativa pero creciente, en la regién del nicleo la velocidad
crece de manera lineal, esto se ve como dos zonas lineales, debido al corte que se hizo del
anillo, y en la regién central el campo de velocidades es constante. En la figura, los puntos
en donde se intersectan las lineas punteadas que van del centro del ndcleo a la grafica del
campo de velocidades y el campo de velocidades, indican el valor de la velocidad de
desplazamiento del vortice anular, tomando en cuenta que la Unica velocidad con la que se
pueden mover las particulas en dichos puntos es la de desplazamiento. Se observa que por
tratarse de lineas rectas los puntos se encuentran en el punto medio entre los extremos de
ellas. En puntos distintos de éstos, la velocidad seré la suma de una velocidad tangencial de
particulas que se desplazan alrededor del centro del nicleo mas la velocidad de
desplazamiento del vortice. De ésta manera las velocidad en la parte central del anillo,
0 <r <R, se ve incrementada por tener los sumandos el mismo signo, y en la parte que
corre del centro del nucleo hacia fuera del vortice, R < r < R+a , la velocidad se ve
disminuida hasta hacerse negativa, y ya fuera del vértice, R+a < r, la velocidad vuelve a
aumentar para acercarse a Cero.

i)

—!

—

—R—

Figura 5.4. Esquema del perfil de velocidades que se desea obtener para los vortices anulares.

Como las sondas detectan solamente la magnitud de la velocidad, fue necesario
hacer un cambio de signo a una parte del campo de velocidades detectado, pues, al utilizar
los datos adquiridos en la ecuacion de continuidad no se obtuvieron estructuras razonables,
o0 parecidas a los vortices anulares. En la figura 5.5. se observa que, a diferencia de la figura
5.3, los dos picos externos estan de cabeza, estos picos representan la velocidad de la parte
externa del nucleo del vortice.

De ésta figura que es la que presenta el campo de velocidades correcto, se puede
obtener el valor de la velocidad de desplazamiento del ndcleo del vértice anular.

También se observa que en la parte central del anillo el flujo no es rotacional pues
no hay cambios de velocidad, ésta se mantiene fija en 2.8 m/s, el campo es practicamente
constante.
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Figura 5.5. Vista frontal del campo de velocidades correcto del anillo libre.

El nacleo del anillo es una region en la que la velocidad varia de manera lineal por
considerar que tiene vorticidad constante, por lo que se puede decir, de ésta grafica, que el
nucleo del anillo de vorticidad libre promedio tiene un didmetro 2a de 0.004 m y que el
anillo tiene un diametro 2R de 0.017 m. Una vez identificado el diametro del ndcleo del
anillo es posible conocer la velocidad de desplazamiento del vortice, pues es la velocidad
detectada en la mitad del diametro, es decir, 0.9 m/s; la velocidad de desplazamiento segun
la ecuacion 3.4.10 es de 0.6 m/s. La velocidad medida es 1.5 veces mayor que la velocidad
esperada tedricamente. Al utilizar cualquiera de las velocidades mencionadas, se tiene que
el aire en los vortices anulares analizados en este experimento debe ser incompresible ya
que éstas son menores a 0.3Mach 1 esto se vio en el capitulo 2.

El tratamiento matematico para los vortices anulares en el capitulo 3 fue hecho
como si el aire del que estan formados fuera un continuo, fue posible hacer esto pues el

numero de Knudsen es muy pequefio. En el Capitulo 1 se vio que K =|I_’ donde | es el

camino libre medio entre las moléculas de la atmédsfera a nivel del mar cuyo valor es de
6.6332*10° m (Geometric altitude) [34] y L una longitud representativa del flujo: a (el
radio del ntcleo del vértice). Con esos datos K = 1.66 *10™ que es un nimero cinco
ordenes de magnitud menor que 1. Por esa misma razon las medidas de velocidad fueron
tomadas como si el fluido en el que se realizaron fuera un continuo.
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En el capitulo 2 se vio que hay similitud entre las ecuaciones de la mecanica de
fluidos y las de la electrodindmica. EI campo de velocidades sobre el eje de simetria del
anillo, esta dirigido segun el eje Ox y se expresa de la siguiente manera:

3
i-+ R & ..5.1)

" 2R(R%+ xzﬁ

Donde R es el radio del anillo. Al situarse en el centro del anillo x = 0 y el cociente entre

R3
los radios ——— - es igual a uno, por lo que tomando Unicamente la magnitud se tiene
(R2 + xzy
que
y T
= 2R

Al despejar T" e introducir los valores obtenidos experimentalmente para la velocidad
méxima en el centro del anillo y el radio, se tiene que I" = 0.05 m?/s.

Lo que sigue es calcular la vorticidad a partir de éste valor de la circulacion. De la
misma manera que la corriente esta relacionada con la densidad de corriente, la vorticidad y
la circulacion estan relacionadas; esto es, por la ecuacion 2.5.3

r:§a-df:j@-ﬁds:wm2

donde a es el radio del nucleo del anillo, de esta manera, se tiene una relacion sencilla para
obtener el valor de la vorticidad.

o= r
Al

de donde @ = 4000 1/s.

Se han obtenido entonces los valores de radio del ndcleo, radio del anillo, la
velocidad maxima, la velocidad de desplazamiento, la circulacion y la vorticidad del vortice
anular libre.

Ademas es posible hacer una reconstruccion del campo de velocidades del anillo
utilizando la ecuacion de continuidad (ec.1.4.3) y los datos adquiridos:

0 0 Ay)-
%+&=0 de donde _ou, <y :uy(y+ Y)-u,(y) de donde
ox oy ox oy Ay

ou,
uy(y+Ay):— x Ay+uy(y).
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ademas

ou, _adu, ot _ 1 du,
OX ot ox U ot

donde U es la velocidad de desplazamiento del vortice.

Graficando esto se obtiene la reconstruccion bidimensional del campo de velocidades del
vortice, dicha gréafica se observa en la figura 5.6. En ella se distingue una direccion oblicua
del vértice con respecto a las posiciones que toma la sonda al ser desplazada, no se puede
asegurar que la direccion sea oblicua a la pared. Que la direccion de desplazamiento del
anillo no sea exactamente perpendicular a la sonda no genera problema alguno; que esta
direccidn no sea exactamente perpendicular a la pared tampoco, pues se ha observado en
experimentos posteriores que el anillo tiende a orientar el plano que contiene su ndcleo con
la pared de impacto. Se observa en la grafica que la escala no inicia en ceros esto es porque
se tomd Unicamente la zona en espacio y el tiempo en la que se encuentra en anillo. En el
espacio con respecto a la posicion inicial del sistema de desplazamiento, no con respecto a
la caja dentro de la cual se encuentran los dispositivos ni con respecto a la pared de
impacto; en el tiempo con respecto a un intervalo que permitiera ver con claridad el
fenémeno.
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Figura 5.6. Reconstruccion bidimensional del campo de velocidades de un vortice anular libre,
a partir de los datos obtenidos con el anemdmetro utilizando la ecuacion de continuidad.
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En las figuras 5.6. y 5.7 se observa la estructura de un vortice anular sin obstaculos
en su camino (anillo libre). En éste caso, por no haber fuerzas externas actuando sobre el
vortice, el eje temporal tiene una equivalencia con un eje espacial de acuerdo con la
hipétesis de Taylor, ésta establece que las estructuras de flujo son transportadas por el flujo
medio. Dicho de otra manera, una adquisicion de datos en el tiempo equivale a una
adquisicion de datos en el espacio. La relacion entre t y x esta dada por la siguiente
ecuacion:

x = Ut ..5.2)

donde U es la velocidad media. Es decir es posible observar la estructura espacial del anillo
multiplicando el tiempo por la velocidad media, que es la velocidad de desplazamiento del
nucleo. El valor es de 0.9 m /s por lo que la estructura espacial del anillo libre es en esencia
la misma que se observa en las figuras 5.6 y 5.7.

Las figuras 5.6 y 5.7 fueron obtenidas a partir de los mismos datos, de hecho la 5.6
fue obtenida a partir de un subconjunto de los datos que forman la 5.7 pues se tomaron
datos que van del 10 mm a 42 mm en el eje d, nétese que en la figura 5.7 los datos de
distancia van de arriba a abajo mientras que en la 5.6 van de abajo a arriba, volteando los
datos de manera que las escalas crezcan en la misma direccion se observa que los vortices
tienen la misma desviacion, pues son el mismo. Ademas, el intervalo de tiempo utilizado en
la figura 5.6 es muy inferior al usado en la figura 5.7, va de los 100 ms a los 132 ms.

En las figuras 5.7 a 5.14 los colores estdn normalizados a la velocidad méaxima de
cada vortice anular, de manera que el rojo oscuro corresponde siempre a la velocidad
maxima de vortice, pero difiere su valor para cada distancia a la pared.

En la figura 5.8 no se observa diferencia con la figura 5.7, anillo libre. Lo que indica
que a 0.028 m de distancia de la pared, el vortice anular se comporta todavia como un
anillo libre; es decir, la pared no ha influenciado ain el campo de velocidades del vortice.

En la figura 5.9 se observa, un vortice anular simétrico y con las mismas
caracteristicas de un anillo libre. Esto indica que al desplazarse el anillo a una distancia de
0.025 m de la pared y hacia ésta, la influencia de la pared es despreciable.

En la figura 5.10 se muestra un vortice anular simétrico, casi sin perturbacion
alguna en su campo de velocidades, que es del tipo anillo libre. Entonces se puede decir que
un vortice anular que se desplaza en direccion de una colision frontal con una pared, a
0.020 m de ésta, casi no percibe la influencia en su campo de velocidades, de la pared. La
diferencia con el anillo libre es que para el anillo medido a 0.020 m de la pared, el campo
de velocidades tarda unos milisegundos mas en regresar a cero.

En la figura 5.11 se observa un cambio entre el campo de velocidades del anillo
libre y el del anillo con obstaculo. En esta imagen se puede apreciar que el anillo tarda mas
tiempo en pasar completamente pues hay una region detras de la zona central del anillo de
baja velocidad. Obsérvese la zona azul en la parte derecha de la gréfica, ain cuando la
porcion de alta velocidad pasa casi sin alteracion. En alguna region entre los 0.020 m y los
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0.015 m la influencia de la pared se hace manifiesta. Ademas aparecen zonas milisegundos
después del paso del anillo que muestran velocidades muy pequefias.

En la figura 5.12 se observa que hay una alteracion apreciable entre los campos de
velocidades del anillo libre y el anillo frente a la pared. La region de alta velocidad, al
centro del anillo, pasa en esencia inalterada pero se observa una estela o la aparicion de
vorticidad secundaria unos milisegundos después del paso del anillo que viene seguida de
una region larga, a ambos lados del vortice anular, dejando la regién central casi libre de
vortices, 0 movimiento.

Se observa en la figura 5.13 que la influencia de la pared es muy importante. El
anillo aument6 su diametro, que sigue siendo simétrico y aparecieron un par de regiones de
alta velocidad a ambos lados de la region central del anillo. Se puede ver que se detecta el
campo de velocidades de la region externa del vortice antes de su arribo, o la generacién de
vorticidad secundaria por el anillo al acercarse a la pared. Esa es la influencia del anillo en
el aire cercano a la pared. Ademas el campo de velocidades, después de su paso, no se hace
cero; esto es, hay vortices secundarios esta vez en toda la region detras del vortice.

En la figura 5.14 se observa que el arco, que indica la aparicion de un campo de
velocidades antes del arribo del vortice anular, es simétrico. Este arco es la influencia del
aire arrastrado por el vértice anular, sobre el aire que se encuentra en las cercanias de la
pared, este arco muestra que aunque el campo de velocidades del aire cercano a la pared es
muy tenue, no es cero. El vortice anular conserva la simetria en su parte central. Es posible
ver que la region central del anillo, con la velocidad maés alta, es muy estrecha en el eje
temporal pero su duracién es la misma que en la imagen anterior. Esto es un efecto de la
escala. También se puede apreciar que bajo la region central hay una pequefia zona de
velocidad alta, pero que no es de la misma intensidad que muestra la zona de alta velocidad
sobre la region central del vortice. El color azul claro indica una velocidad menor. El
tiempo durante el cual se observa vorticidad secundaria una vez pasado el vortice anular es
mayor que en las imagenes anteriores, pero esto sélo se refiere al tiempo, no a una region
mayor en el espacio. Es por ello que se puede decir que la zona de vorticidad secundaria
queda muy pegada a la pared y que mientras mas cerca de ella se esté, el campo de
velocidades puede ser detectado durante mas tiempo.

En las ultimas dos figuras se observa que el radio del anillo aumenta,
independientemente de que se pueda medir o no este crecimiento, eso se discutira en otras
figuras, pues la zona de velocidad alta, la que se encuentra en el centro del anillo crece en el
eje de las distancias. Son necesarias mas mediciones a diferentes distancias de la pared,
entre 0.01 m y 0.002 m, para caracterizar el crecimiento del radio con respecto a la
distancia vortice-pared.

Las figuras a, 5.15.a a 5.22.a, muestran lo que detecté la sonda al ser colocada,
justamente, en el centro del vortice. En ellas se observa una curva en el plano u t, medida
en el centro del anillo.

En ausencia de fuerzas externas, por medio de la Hipotesis de Taylor, se puede tener
la equivalencia de la variable t con la variable x (desplazamiento) ecuacién 5.2. Asi, es
posible hacer un ajuste de graficas comparando la experimental y la tedrica, que viene de la
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ecuacion 5.1 con la forma general u, =u,,, (1+(ct)2)7% conc=U/R, U lavelocidad de
desplazamiento (ec. 5.2), R el radio del vértice anular. De esta ecuacidn se obtiene una
figura simétrica, en ella la velocidad aumenta, del lado izquierdo, de la misma manera con
la que disminuye, del lado derecho. Se tiene la velocidad méxima justo en el centro de la
gréfica. Las curvas experimentales no son completamente simétricas tienen un
achatamiento o pendiente méas brusca del lado izquierdo, de ese lado se ve el arribo del
anillo, y la pendiente es mas suave del lado derecho, que equivale a ver la parte de atras del
anillo. La velocidad méxima no se encuentra en el centro de la curva, sino un poco a la
izquierda.

En las figuras 5.15.b a 5.19.b se muestran las graficas 5.15.a a 5.19.a en azul, con la
escala de tiempo en segundos, en el eje de las abscisas, y ademas desplazado su maximo a
cero, esto para hacer mas facil la comparacion y graficacion con las curvas teéricas en rojo.
Notese en todas estas graficas que del lado izquierdo del maximo, para velocidades
mayores a 0.1 m/s’, la curva medida va por debajo de la curva calculada, pues ésta muestra
un aumento de velocidad mas suave. Nétese también que del lado derecho del maximo la
curva medida disminuye mas suavemente que la calculada. La razén es que a diferencia de
la curva calculada para un vértice anular en un fluido sin viscosidad, el vortice anular
medido se desplaza en aire, éste ofrece una resistencia y deforma el campo de velocidades
del vértice achatandolo en el lado de enfrente produciendo un aumento de velocidad mas
abrupto, y alargando la parte de atrds produciendo una disminucion del campo de
velocidades mas suave.

Se puede ver en estas graficas que cuanto mas cerca se encuentra el anillo de la
pared, las curvas experimentales y las tedricas concuerdan menos, pues se hace palpable el
efecto de la pared en el campo de velocidades del anillo medido, alejandolo del caso de
vortice anular libre que describe la curva teorica.

En las figuras 5.21.a a 5.22.a, no es posible utilizar la hipdtesis de Taylor, pues para
las distancias a las que fueron tomados los datos de velocidad, el vértice siente la presencia
de la pared; es decir, una fuerza externa. No es posible, por esa razén, ajustar con curvas
teoricas, las curvas experimentales. Pero muestran que la forma de la curva es del mismo
tipo que para un vortice libre, de ellas se pueden obtener datos como la velocidad méaximay
el tiempo que tarda el vortice en atravesar la zona donde se encuentra puesta la sonda.

Las figuras 5.23 a 5.28 son curvas sobre planos u d (velocidad-distancia), muestran
el comportamiento del campo de velocidades del vortice anular al tomar medidas,
equidistantes con una separacion de un milimetro entre ellas, sobre una linea sobre el
didmetro de éste que intersecta la circunferencia que forma el centro del nucleo. En ellas,
los valles o picos negativos representan las velocidades minimas justo en la parte exterior
del nucleo del vértice anular y la cresta representa la zona de alta velocidad, encerrada por
la parte interna del nacleo del vortice. Es de estas graficas que se obtienen datos como el
radio del vortice anular, el radio del ndcleo del vortice, la velocidad de desplazamiento y la
velocidad maxima. Se observa que el anillo no siempre presenta una zona de velocidad
constante en la parte mas alta de las curvas, como en las figuras 5.24 y 5.26 a 5.28, esto

“ Este valor para la velocidad es importante, pues para velocidades menores o iguales a él, la medicion no es
confiable debido a la calibracién de la sonda.
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hace muy dificil decidir cudl es el diametro del ndcleo del anillo o en donde se encuentra el
centro de este ndcleo.

Una mayor resolucion de datos se puede obtener al desplazar la sonda distancias
menores o0 al construir un generador de vortices que los produzca mas grandes o una
combinacion de ambos.

Mientras no haya fuerzas externas, 0 mientras éstas no sean muy intensas, como es
el caso de la viscosidad para el anillo libre, o la influencia de la pared para el vdrtice entre
0.028m y 0.015m, estas curvas seran muy simétricas y brindaran la informacidn descrita en
el parrafo anterior. Cuando el vortice se encuentra mas cerca de la pared, entre 0.015 my
0.002 m, la interaccion con la pared es importante, esto se observa en las figuras 5.11 a la
5.14 y en la 5.27 que corresponde a un corte de la 5.11. En todas las imagenes se observa
que la estructura del vortice sigue siendo anular, pero la interaccion con el campo de
velocidades inducido en la pared, s6lo permite obtener, con el método de medicion
utilizado, la velocidad maxima del vértice anular.

La figuras 5.29 y 5.30 fueron hechas para constatar que efectivamente la velocidad,
tanto la de desplazamiento como la méxima, disminuye al acercarse el vortice a la pared.
En ambos casos el nimero de datos es insuficiente para hacer un ajuste de curvas y dar una
expresion matematica que muestre el cambio de la velocidad en funcién de la distancia a la
pared. En la figura 5.29 se tomaron valores de velocidad de desplazamiento del vortice que
pudieron ser medidos debido a que la interaccion con la pared no era notoria, pero eso dejo
fuera velocidades de desplazamiento a distancias pequefias con respecto a la pared. Por otro
lado, la figura 5.30 muestra la velocidad maxima contra la distancia a la pared. La ventaja
es que la velocidad méaxima fue medida directamente con la sonda, no es necesario
encontrarla al analizar la grafica de un vortice anular que cumpla con no ser afectado por
fuerzas externas, como la velocidad media en las graficas 5.23. a 5.27.

Por altimo, un punto importante para la realizacion del experimento, fue la
calibracion de la sonda. La figura 5.31 muestra la relacion que hay entre el potencial en la
sonda y la velocidad de desplazamiento, una vez hecha la calibracion. El punto que se aleja
de la recta de la calibracion es el que tiene por primera entrada 0 (m/s)"/2. Los puntos entre
este cero y la medicion que le sigue no pudieron ser tomados en cuenta debido a que el
tunel de viento no ofrece la confianza necesaria para considerar esos valores como
correctos, pues los ventiladores que impelen el viento dentro de él, no trabajan de manera
constante cuando se desean velocidades menores a 0.3 m/s. Es decir, a partir de un punto en
0 m/s < v < 0.3 m/s la velocidad medida por la sonda se aleja de la recta de calibracion.
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Figura 5.7. Anillo libre.
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Figura 5.8. Anillo medido a 0.028m de la pared de impacto.
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Figura 5.9. Anillo medido a 0.025m de distancia de la pared de impacto.
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Figura 5.10. Anillo medido a una distancia de 0.020m de la pared de impacto.

1] 50 100 150 200 2450
1 [ms]

Figura 5.11. Anillo medido a una distancia de 0.015m de la pared de impacto.
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Figura 5.12. Anillo medido a una distancia de 0.010m de la pared de impacto.
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Figura 5.13. Anillo medido a un a distancia de 0.005m de la pared de impacto.
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Figura 5.14. Anillo medido a una distancia de 0.002m de la pared de impacto.
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Figura 5.15. a) Velocidad medida por la sonda colocada en el centro del anillo. b) Comparacion con la curva
tedrica calculada con una ecuacion con la forma de la ecuacién 5.1. Anillo Libre.
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Figura 5.16. a) Velocidad medida por la sonda colocada en el centro del anillo. b) Comparacion con la curva
tedrica calculada con una ecuacion con la forma de la ecuacién 5.1. Anillo a 0.028 m de la pared.
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Figura 5.17. a) Velocidad medida por la sonda colocada en el centro del anillo. b) Comparacion con la curva
tedrica calculada con una ecuacion con la forma de la ecuacion 5.1. Anillo a 0.025 m de la pared.
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Figura 5.18. a) Velocidad medida por la sonda colocada en el centro del anillo. b) Comparacion con la curva
tedrica calculada con una ecuacion con la forma de la ecuacién 5.1. Anillo a 0.020 m de la pared.
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Figura 5.19. a) Velocidad medida por la sonda colocada en el centro del anillo. b) Comparacion con la curva
tedrica calculada con una ecuacion con la forma de la ecuacién 5.1. Anillo a 0.015 m de la pared.
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Figura 5.20. Velocidad medida por la sonda colocada en el centro del anillo. Anillo a 0.010 m de la pared.
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Figura 5.21. Velocidad medida por la sonda colocada en el centro del anillo. Anillo a 0.005 m de la pared.
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Figura 5.22. Velocidad medida por la sonda colocada en el centro del anillo. Anillo a 0.002 m de la pared.
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Figura 5.23. Reconstruccion del campo de velocidades del anillo libre, al desplazar la sonda a lo largo de una
linea sobre el didmetro, contenida en un plano ud (velocidad-distancia), que a su vez contiene la
circunferencia que forma el centro del ncleo.
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Figura 5.24. Reconstruccion del campo de velocidades del a 0.028 m de la pared, al desplazar la sonda a lo
largo de una linea sobre el didmetro, contenida en un plano ud (velocidad-distancia), que a su vez contiene la
circunferencia que forma el centro del nicleo.
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Figura 5.25. Reconstruccion del campo de velocidades del anillo a 0.025 m de la pared, al desplazar la
sonda a lo largo de una linea sobre el diametro, contenida en un plano ud (velocidad-distancia), que a su vez
contiene la circunferencia que forma el centro del nicleo.
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Figura 5.26. Reconstruccion del campo de velocidades del anillo a 0.020 m de la pared, al desplazar la sonda

a lo largo de una linea sobre el diametro, contenida en un plano ud (velocidad-distancia), que a su vez
contiene la circunferencia que forma el centro del ntcleo.
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Figura 5.27. Reconstruccion del campo de velocidades del anillo a 0.015 m de la pared, al desplazar la sonda

a lo largo de una linea sobre el diametro, contenida en un plano ud (velocidad-distancia), que a su vez
contiene la circunferencia que forma el centro del nicleo.
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Figura 5.28. Reconstruccion del campo de velocidades del anillo a 0.010 m de la pared, al desplazar la sonda

a lo largo de una linea sobre el diametro, contenida en un plano ud (velocidad-distancia), que a su vez
contiene la circunferencia que forma el centro del nucleo.

Velocidad de desplazamiento

Figura 5.29. Grafica de velocidad de desplazamiento de los vortices anulares
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Figura 5.30. Gréfica de velocidad de velocidad maxima de los vortices anulares

contra distancia a la pared de impacto.
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Figura 5.31. Gréfica de la calibracion de la sonda.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro

Para el trabajo que se presenta, fueron disefiados y construidos dispositivos para la
generacion de vortices anulares, para el aislamiento de éstos de corrientes de aire no
deseadas y para el desplazamiento de la sonda del anemometro con la cual fueron
adquiridos los datos. Estos dispositivos cumplieron su funcién, pues la masa de aire en el
interior de la caja de acrilico, quedo aislada de corrientes de aire externas a ella, aunque por
otro lado, fue necesario tener esa cavidad en una region de temperatura uniforme. Las tapas
de papel cascaron funcionan correctamente como parte de la tapa. La bocina generadora de
los vortices, los produce con las mismas caracteristicas (diametro, velocidad méxima
velocidad de desplazamiento) en los intervalos de tiempo programados. El sistema de
desplazamiento cumple con el propdsito de mover la sonda con la fineza requerida 0.001 m
a la vez. Basta con graduar la regla de desplazamiento con una fineza mayor para lograr
movimientos mas cortos y precisos. Dado su tamafio el sistema de desplazamiento puede
ser usado para medir vértices anulares de mayor tamafio. Estos mismos dispositivos podran
ser utilizados para realizar los experimentos planeados a futuro, de los que se habla
adelante.

En este trabajo también fue estudiado el campo de velocidades de un vortice anular
al interaccionar con una pared vertical perpendicular al vector de desplazamiento de éste.
En todas las figuras del capitulo 5, todos los campos de velocidades fueron tomados a una
distancia fija de la pared, cuando la hubo. Asi en cada una de las figuras 5.8 a 5.14 toda el
area comprendida entre los ejes, representa el campo de velocidades de los vortices a una
distancia fija de la pared. En el eje de las abscisas se observa la dependencia del tiempo y
no el desplazamiento de los vortices anulares acercandose a la pared.

La distancia en la que de hace notoria la interaccién del vortice anular con la pared
es entre los 0.02 m y los 0.015 m pues a distancias mayores el voértice anular se comporta
como un anillo libre. Se observa también que el radio del vortice anular no crece a estas
distancias.

La sonda mide la magnitud del campo de velocidades, pero no su direccién, por lo
que hay que buscar un procedimiento para determinar el cambio de signo y por lo tanto
determinar dénde, el campo, ha revertido su direccion. La sonda detecta aquellas
velocidades que son perpendiculares con respecto al alambre que la compone. Al utilizar la
ecuacion de continuidad fue posible determinar otra componente de las velocidades, asi, se
logré reconstruir un campo de velocidades bidimensional sobre un plano horizontal. Al
utilizar la ecuacion de continuidad en las mediciones de la figura 5.5 el campo que se
mostraba no correspondia al de un vértice anular por carecer de vortices, dando una idea de
en qué regiones introducir un cambio de signo en los datos, para obtener las velocidades de
la figura 5.6. Utilizando esta nueva serie de datos y la ecuacion de continuidad se obtuvo un
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campo de velocidades suave y con inversiones en su direccién; esto es, un campo en el que
se observan vortices. Esto fue hecho para el anillo libre.

En las figura 5.5 y 5.6 se observa que hay dos regiones en las que la velocidad
cambia notablemente. EI campo va de velocidades negativas a velocidades positivas.
Dichas variaciones de velocidades tienen forma de lineas rectas, que son las zonas en las
que la vorticidad se encuentra concentrada; es decir, en donde est4 el nlcleo de vortice
anular.

Con la figura 5.5, el radio del nacleo del anillo libre pudo ser determinado
encontrando el punto medio entre el minimo y el méximo de una de las rectas, y midiendo
la distancia entre éste y el minimo o el méaximo de la recta elegida. En la region
comprendida entre los méximos de las rectas la velocidad es la méxima y, ademas, es
practicamente constante. Hay ocasiones, cuando el anillo tiene enfrente una pared, pero se
comporta como anillo libre, que la velocidad en el centro no es constante ni las curvas que
van de la velocidad minima a la maxima son rectas. Hay que averiguar qué expresion
matematica describe la curva de velocidades que une la velocidad minima con la méxima.
También hace falta observar para qué casos o0 bajo qué condiciones ocurre que el campo de
velocidades al ser graficado como en las figuras 5.23 a 5.28 no presenta una velocidad
maxima constante.

En los resultados se puede observar que hay simetria en el proceso; es decir, el
anillo se deforma, pero lo hace aumentando su radio, no cambiando a una forma diferente
de la anular, esto se ve de la siguiente manera: el radio del anillo cerca de la pared no se
puede medir por medio de la anemometria de hilo caliente, pero la zona de velocidad en el
centro del anillo, crece en el eje de las distancias medidas a lo largo del didmetro. También
se observa que el campo de velocidades del anillo es diferente de cero por mas tiempo
cuando la sonda se encuentra muy cerca de la pared; es decir, cuando la masa de aire que
forma el vortice anular estéa interaccionando con la pared. Ademas aparece un campo de
velocidades simétrico, cercano a la pared, alrededor del anillo antes de su arribo. Es un
campo muy pequefio tanto en magnitud de velocidades como en sus dimensiones espaciales
pues se detecta a partir de la figura 5.13, es decir entre los 0.01 m y los 0.005 m de
distancia de la sonda a la pared comienza ser detectado. Este campo muestra que la
influencia del campo de velocidades de los vortices sobre el aire sobre la pared comienza a
una distancia paralela al radio del vértice de D > R+a, con R el radio del vértice y a el radio
del nucleo del vortice.

De las figuras 5.15.a a 5.19.a de las 5.20 a 5.22 y de la 5.30 se observa que la
velocidad méaxima disminuye lentamente al estar alejado el vortice de la pared pero mas
rapido a medida que se acorta la distancia entre el vortice y ésta.

De la figuras 5.23 a 5.28 y 5.29 la velocidad de traslacion sélo puede ser medida
cuando la influencia de la pared no es intensa, es decir cuando el vortice anular se comporta
como un anillo libre.

Las graficas 5.15.b a 5.19.b muestran que comparar las mediciones hechas con
curvas tedricas, se hace notoria la influencia de la viscosidad pues le resta simetria al
fendmeno, pues las curvas experimentales y las tedricas concuerdan menos conforme la
distancia a la pared disminuye, hay un corrimiento de estas Ultimas hacia la izquierda.
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En lo referente al trabajo a futuro falta observar con detalle, el comportamiento del
campo de velocidades de un vortice anular al impactar sobre diferentes tipos de paredes.
Por ejemplo, una pared en posicién oblicua con respecto al plano del anillo, o bien, en la
cara interior o exterior de una esquina formada por dos paredes. Lo mismo para una pared
de forma conica. Ademas es de interés la interaccion de un anillo con una pared en
movimiento paralelo y antiparalelo a su desplazamiento. Para tener mayor detalle del
campo de velocidades de los vdrtices anulares, hace falta o construir un generador de
anillos que los produzca mas grandes y utilizar los mismos desplazamientos de las sonda, o
usar desplazamientos de ésta mas finos y el mismo tamafio de anillos utilizado, o una
combinacion de ambos.
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