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Resumen

Esta tesis trata de los principales modelos de series de tiempo con valores discretos, primordialmente
de orden uno, que aparecieron en la literatura durante los afios 1978-1998. Centrandonos de manera
exhaustiva en procesos de tipo Autoregresivo como el INteger-valued Autoregresive de orden uno,
INAR(1), y Joe (1996); en menor proporcién estudiamos procesos con estructuras MA y ARMA,
con distintas distribuciones marginales como la Poisson, la Geométrica, la Binomial Negativa y
la Binomial. Se ejemplifica la teoria por medio de un caso concreto: usamos la serie de los casos
mensuales de poliomielitis reportados por los Centros para el Control y Prevencién de Enfermedades

-CDC- de los Estados Unidos entre los anos 1970-1983 para aplicar el modelo de Joe (1996).






Capitulo 1

Introduccion

Una serie de tiempo es una sucesién de observaciones, usualmente, ordenadas en el tiempo. En
algunos casos dicho ordenamiento puede ser hecho en otro indice, por ejemplo el espacio. Mientras en
muchos problemas estadisticos las observaciones se consideran independientes, en series de tiempo,
observaciones sucesivas pueden no serlo.

Existen dos grandes enfoques para el andlisis de series de tiempo. El enfoque del dominio de
frecuencias y el enfoque del dominio en el tiempo. El primero estd basado en la teoria del analisis
de Fourier. El segundo tiene su origen en la teoria cldsica de correlacion, y es el que nosotros
adoptamos en este trabajo.

El objetivo principal de la teoria de series de tiempo es el estudio, la descripcion y el andlisis de
la dindmica que gobierna una sucesién de datos aleatorios; se pretende hacer inferencia acerca del
mecanismo probabilistico que produce la serie. Este andlisis puede tener diversas finalidades, por
ejemplo el prondstico de valores futuros, controlar eventos futuros via intervencion o simplemente

una mejor comprensién y explicacién de un fenémeno observado.

1.1. Series de tiempo con valores discretos

En las ultimas cuatro décadas el estudio de series de tiempo ha recibido mucha atencién. La
clase més popular de modelos de series de tiempo consiste en los modelos Autoregresivos-Promedios
Moviles (ARMA). Estos son adecuados para modelar sucesiones dependientes estacionarias bajo
la suposicién de Normalidad, esto es, que la sucesién de innovacién es Normal. Sin embargo es-
ta suposicién es verdaderamente dificil de cumplir en la préictica. Una situacién critica en la que
la suposicion de Normalidad no es valida es cuando el fenédmeno en cuestién toma valores en un
espacio discreto. Regularmente este ultimo tipo de series aparece como el conteo de un evento,
objetos o individuos. Por ejemplo el nimero de pacientes en un hospital, el nimero de personas en
una cola esperando por un servicio, el nimero de accidentes en una fabrica, el nimero de articulos

defectuosos en muestras sucesivas de una linea de produccién, el niimero de personas reportadas



2 Introduccion

con cierta enfermedad, durante un lapso de tiempo determinado, un dia, un mes, un afo, etc.

A pesar de la clara necesidad de modelar y simular este tipo de datos, las cadenas de Markov re-
presentaban la tinica clase general de modelos disponibles para este fin, hasta finales de los setentas.
Serios intentos han sido hechos desde entonces para desarrollar modelos para series de tiempo con

valores discretos que exhiben una estructura de correlacién reconocible.

No tenemos conocimiento de la existencia de un libro propio sobre el tema. Mucho menos en espanol.
La mayor referencia es MacDonald y Zucchini (1997). En la primera parte de este libro los autores
presentan una breve resena de varios de los modelos de los capitulos 2 y 4 de este trabajo, sin
embargo no profundizan en éstos, ni tocan los enfoques mas generales. Otra referencia de este estilo
es el articulo de McKenzie (2003). Se cuenta, sin embargo, con una gran cantidad de trabajos que
se han ido publicando a lo largo de los anos, varios (no todos) de los cuales nos hemos dado a la

tarea de estudiar, reunir e integrar en este trabajo.

1.2. Resena historica

A continuacién una breve resenia histérica sobre la aparicion y rol de los trabajos esenciales que
se revisaron para la elaboracién de esta tesis:
Los primeros intentos por proporcionar modelos de series de tiempo estacionarios con distribucién
marginal no-Gaussiana se encuentran en Gaver y Lewis (1980), Lawrance y Lewis (1977), Jacobs y
Lewis (1977). Estos trabajos proponen modelos con distribucién marginal Exponencial y estructura
AR(1), MA(1) y ARMA(1,1) respectivamente. La exposicién general de dicho enfoque resulté en un
modelo Exponencial Autoregresivo-Promedios Méviles (EARMA (p, q)) presentado por Lawrance y
Lewis (1980). Gaver y Lewis (1980) y Lawrance (1982), bajo la misma linea, proponen un proceso
AR(1) con distribucién marginal Gamma, al que llamarfan GAR(1). Mientras que, Lewis (1983) y
Lewis et al. (1989) abordan igualmente la distribucién Gamma pero bajo un enfoque distinto.
Los trabajos de Gaver y Lewis (1980), Lawrance y Lewis (1977), y Jacobs y Lewis (1977) juegan un
papel muy importante en el desarrollo de modelos de series de tiempo con valores discretos. Pues,
son la pauta que motivaria la aparicién de los articulos de Jacobs y Lewis (1978a-c), y ademads, son
el andlogo continuo de los modelos con distribucién marginal Geométrica presentados por McKenzie
(1986).
Uno de los primeros trabajos para series de tiempo con valores en los enteros en la literatura son los
modelos Discretos de mezclas Autoregresivos-Promedios Méviles (DARMA), propuestos en Jacobs
y Lewis (1978a-c). Estos modelos son obtenidos por una mezcla probabilistica de una sucesién de
v.a.’s 1.i.d. con distribucién discreta. El enfoque Jacobs-Lewis puede ser visto como analogo al en-
foque Box-Jenkins en el cual la combinacion lineal de v.a.’s continuas es reemplazada por una mezcla
probabilistica. Como resultado de esto, una realizacion del proceso, en general, contendra muchas

corridas de un mismo valor. Jacobs y Lewis (1983) conjuntan los tres trabajos anteriores (1978a-c)
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en un proceso DARMA (p, N 4 1), e introducen uno nuevo al que llaman NDARMA.

En Gaver y Lewis (1980) se trata ya la cuestién de las distribuciones descomponibles-por si mismas
(S-D, self-decomposable) como distribuciones marginales para la solucién estacionaria de un proceso
AR(1) con marginal positiva. El articulo de Steutel y van Harn (1979) al establecer el concepto
de S-D caso discreto, se convierte en la llave que permitiria la creacién de un proceso AR(1) con
marginal discreta, bastante semejante a su andlogo continuo AR(1), no sélo en la forma sino también
en la estructura, denominado INAR(1) (INteger-valued Autoregressive). El caso en que la marginal
de este proceso es la distribucién Geométrica es estudiado por McKenzie (1986). Mientras que,
McKenzie (1988b) y Al-Osh y Alzaid (1987), de manera independiente, tratan de la distribucién
Poisson como la distribucién marginal requerida.

Otros modelos como Al-Osh y Alzaid (1991) y Al-Osh y Aly (1992) aparecen anos después para
procesos con distribucién marginal Binomial y Binomial Negativa respectivamente.

Estructuras como la MA(1) y la ARMA(1,1) son tratadas en varios de estos trabajos, con la
respectiva distribucién marginal. En repetidas ocasiones el apelativo MA y ARMA es més una
forma de relacionarlos con los casos continuos, teniendo como referencia la correlacién serial de los
procesos.

Posteriormente Joe (1996) introduce un proceso que unifica y generaliza los trabajos de Lewis (1983)
y Lewis et al. (1989), McKenzie (1986), McKenzie (1988b) y Al-Osh y Alzaid (1991) para procesos
AR(1) con marginal no-Gaussiana y de manera general con marginal en las familias paramétricas
infinitamente-divisibles cerradas bajo convolucién. Jgrgensen y Song (1998) concretan el trabajo

de Joe (1996) en los modelos de dispersién exponencial cerrados bajo convolucién (ED).

1.3. Sobre esta tesis

Como ya se menciond esta tesis trata de modelos de series de tiempo con valores discretos.
Haciendo un especial énfasis en procesos Autoregresivos de orden uno.
En particular, consiste en la revision de poco menos de una veintena de articulos sobre el tema
y en la aplicacion real de al menos uno de los modelos vistos a lo largo del trabajo. Comenzando
por los procesos DARMA de Jacobs y Lewis (1978a-c) hasta el proceso AR(1) de Joe (1996) en el
contexto de Jorgensen y Song (1998). En la mayoria de los casos los articulos omiten las pruebas y
se limitan a la presentaciéon de resultados, por razones de espacio. En este trabajo presentamos y
desglosamos las principales caracteristicas de cada modelo, tales como estacionariedad, correlacién
serial, distribucién conjunta, reversibilidad en el tiempo, esperanza y varianza condicionales, asi co-

mo las probabilidades de transicién para procesos AR(1).

El orden y contenido, de manera general, de este trabajo es conforme al de la apariciéon de los

articulos arriba mencionados.
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El segundo capitulo esta dedicado a la presentacién de una serie de conceptos y resultados elemen-
tales de procesos estocésticos y de la teoria de series de tiempo, bajo el enfoque del dominio en el
tiempo, que consideramos pueden ayudar a una mejor comprension del trabajo.

La primera parte del Capitulo 3 trata de los trabajos de Gaver y Lewis (1980), Lawrance y Lewis
(1977), Jacobs y Lewis (1977) como el precedente de los procesos DARMA y NDARMA de Jacobs
y Lewis (1978a-c; 1983) que son abordados en la segunda parte del mismo.

El Capitulo 4 introduce a la teoria de S-D. Mostramos que las distribuciones S-D son las distribu-
ciones marginales para la solucién estacionaria de un proceso AR(1) con valores en RT. En el caso
en que el proceso tome valores en Ny serd necesario reemplazar la multiplicacién escalar por el
operador de adelgazamiento Binomial, usando el concepto de descomponibilidad por si misma caso
discreto.

El Capitulo 5 trata de modelos de series de tiempo con valores discretos de orden uno basados prin-
cipalmente en adelgazamiento Binomial. Estudiamos concretamente tres distribuciones: Poisson,
Geométrica y Binomial, y las estructuras AR(1), MA(1) y ARMA(1,1) para las tres. Dos modelos
son la excepcion respecto al uso de este adelgazamiento. Una generalizacion del adelgazamiento
Binomial es usada por Al-Osh y Aly (1992), en tanto que Al-Osh y Alzaid (1991) usan adelgaza-
miento Hipergeométrico.

El Capitulo 6 introduce los conceptos bésicos de la teoria de modelos de dispersion exponencial
infinitamente-divisibles (ED). Posteriormente integra de la manera mas explicita posible los tra-
bajos de Joe (1996) y Jorgensen y Song (1998) en cuanto a procesos AR(1) se refiere, logrando una
gran compacidad que se ve reflejada en los Ejemplos de la subseccién 6.2.1.

Finalmente el Capitulo 7, presenta la aplicacién a datos reales del modelo AR(1) de Joe (1996) con
distribucién marginal Binomial Negativa, para la obtencién de los parametros de la distribucién.
Ciertamente varios programas por diversos métodos pueden darnos una estimacién de parametros,
pero todos ellos asumen independencia en los datos. En nuestro caso los datos exhiben correlacién.
Se elabora un cédigo en 0X que implementa dicha estimacién por el método de Maxima Verosimi-
litud (MV). Una discusién amplia sobre varios posibles ajustes se encuentra en este capitulo. La se-

rie analizada es el niimero de casos mensuales de poliomielitis en los Estados Unidos de 1970 a 1983.
Confiamos en que el trabajo sera una referencia valiosa para aquellos que se estan introduciendo al
tema por vez primera y del interés de aquellos lectores méas familiarizados en el campo. Ademsés,

creemos que puede ayudar a fomentar una mayor exploracién del tema a nivel de licenciatura.

Septiembre 2006



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Procesos estocasticos

Un espacio medible (S,() es un conjunto S con una o—algebra ¢ de subconjuntos de S. Un
espacio de probabilidad (2, F,P) es un espacio medible (2, F) con una medida de probabilidad P
sobre F. Sea X una funcién de Q a S (X : Q — ), se dice que X es (F, ()-medible si y solo si

X714 e F, para toda A € (.

Si S es el conjunto R de los Reales y, ¢ = B(R) la clase de conjuntos de Borel en R, entonces X es

llamada variable aleatoria (v.a.).

Definicién 2.1 (Proceso estocéastico) . Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad, (S,¢) un es-
pacio medible arbitrario, y 7" un conjunto arbitrario. Un proceso estocdstico sobre (2, F,P) con
espacio de estados (S,() y conjunto indice T es una funcién definida sobre Q x T' con valores en
S, tal que para toda t € T fija, X(.,t) : Q — S es (F, ()-medible.

Note que si T es el conjunto de los Reales positivos, R*, o el conjunto de los enteros no negativos,
Ng, y S =R 0 S = Z, un proceso estocéstico es una familia {X(w,t); w € , t € T} de variables
aleatorias.

Por brevedad usualmente un proceso estocastico es denotado por {Xy;t € T}, {X(¢t);t € T}, o
{Xiter.

Frecuentemente el conjunto indice de un proceso estocastico representa el tiempo. Por ello la suce-
sién {X,; n € Ng} es llamada proceso estocdstico a tiempo discreto, y a la familia {X;;¢ > 0} nos

referimos como un proceso estocdstico en tiempo continuo.

Definicién 2.2 (Cadena de Markov) . Una sucesién de variables aleatorias {Xp}n—01,. con

valores en S numerable, diremos que es una cadena de Markov (a tiempo discreto) si

P[Xn—‘rl = Tn+t1 | Xn = Tn, Xn—l =Tn-1,--- 7X0 = $0] = P[Xn—i—l = Tn+1 ‘ Xn = $n], (21)
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para todo xg,x1,...,Tpr1 € S y 1 un entero no negativo.

La ecuacion (2.1) es llamada la propiedad de Markov. Las probabilidades condicionales p(zy,, Tp41)
= P[X,11 = @py1 | X = z,,] son llamadas probabilidades de transicion de la cadena. Si estas

probabilidades no dependen del tiempo, i.e. de n, diremos que la cadena es homogénea en el tiempo.

Hablamos de una cadena de Markov de orden r, si dado un r > 1 fijo, se cumple

P[Xn—i-l = Tn+1 ‘ Xn=xp, Xn1=2p-1,...,X0 = xO]
= IPJ[aX—n—&—l = Tn+1 | X =T, ... 7Xn+1—7‘ = J;n—&—l—r}v
para todo xg,x1,...,Tnr1 € S y 1 un entero no negativo.

Esta ultima es la propiedad de Markov de orden r. La Definicién 2.2, es el caso particular en que

r=1.

Definicién 2.3 Un proceso estocédstico {Xy;¢ € T} se dice que tiene incrementos independientes
si para cualquier entero n > 1, y cualquier coleccion de indices t1 < t3 < ... < t, se cumple que las
variables aleatorias

Xty — Xy, Xog — Xt o, Xy, — Xu,y 1

son independientes.

Definicién 2.4 Un proceso estocdstico {X;;t € T} diremos que tiene incrementos estacionarios
si para cualquier entero n > 1, h > 0 y cualquier coleccién de indices t; < to < ... < t,, se cumple

d

( Xty = Xty Xy = Xty 1) =(Xitgy, = Xty oo Xty — Xt

n+h n—1+h ) *

Un ejemplo bésico de proceso estocéstico a tiempo continuo es el llamado proceso Poisson, N (t).
N(t) cuenta el nimero de veces que ocurre un determinado evento, partiendo de un inicio (tiempo
cero) al tiempo ¢ > 0.

Sea {1, }n=1,2,.. lasucesién que denota los tiempos en que ocurre el evento y {W), },,—1 2. la sucesién

de tiempos de interocurrencia, W,, =T, — T,—1, n =1,2,..., con Ty = 0.

Definicién 2.5 (Proceso Poisson) . {N(¢), ¢ > 0}, es un proceso Poisson (homogéneo) con in-

tensidad A, si y solo si
1. N(0) =0.
2. Tiene incrementes independientes y estacionarios.
3. N(t) tiene distribucién Poisson(At).

Ademas, los tiempos de interocurrencia {Wp,}n=12.. son variables aleatorias independientes con

distribucion exponencial(\).
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2.2. Series de tiempo

Definicién 2.6 (Serie de tiempo) . Una serie de tiempo es un conjunto de observaciones orde-

nadas en el tiempo.

Si con el conocimiento del pasado, el comportamiento futuro de la serie puede ser determinado se
dice que la serie es determinista. De otra manera decimos que se trata de una serie estadistica. Para
este 1ltimo tipo de series, en el mejor de los casos, el conocimiento del pasado puede sélo indicar
la estructura probabilistica del comportamiento futuro.

Una serie de tiempo estadistica puede ser considerada como la realizacién tinica de un proceso

estocdastico implicito.

A continuacion definimos una serie de funciones propias del enfoque de series de tiempo en el

dominio del tiempo.

Definicién 2.7 (Funcién de autocovarianza) . Definimos la funcién de autocovarianza (acv.f.)

v(t1,t2) de un proceso {Xy; t € T'}, como la covarianza entre Xy, y X3,, esto es

V(t,t2) = E(Xey — puy ) (X — Mtz)]v
con p; = E[X;] para cualquier t.

La funcién varianza es un caso especial de la acv.f. con t; = to.

Definicién 2.8 (Estacionario fuerte) . Un proceso {Xy; ¢t € T} se dice que es estrictamente
estacionario o estacionario fuerte si para todo entero n > 1, para cualesquiera t1,to, . .., t, elemen-
tos de Ty para toda h tal que t; + h,ts + h,...,t, + h € T, la distribucién conjunta del vector

(X4, Xitgy -+, Xy, ) €s igual a la distribucién conjunta del vector (X, +r, Xtgithy -« Xt,+h)-

En particular la definicién anterior es valida para n = 1, en cuyo caso tenemos que la distribucién
de X; es la misma para toda t. En otras palabras, la estructura probabilistica de un proceso
estrictamente estacionario no cambia al correr el tiempo.

Esta es una fuerte suposicion cuando se modelan datos reales por lo que en la préactica es necesario
definir estacionariedad en un sentido menos restrictivo. En lugar de fijar la distribucién de todo el
proceso, pediremos que solo los dos primeros momentos de la distribucion conjunta sean los mismos

ante corrimientos en el tiempo, concretamente.

Definicién 2.9 (Estacionario débil) . Un proceso {Xy; t € T} se dice que es estacionario de

sequndo orden o estacionario débil si

e = I, para todo ¢
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y
E[th XtQ] = E[Xt1+hXt2+h]7 (22)
para todo ty,to,t1 + h,ta +h e T.
Algunos autores prefieren enunciar la ecuacién (2.2) como E[Xy Xy,] = f(|t1 — t2]), esto es, que

E[X}, Xt,] es una funcién que depende unicamente de la separacién en el tiempo entre las variables
Xt Xty

Sea {X;; t € T'} un proceso estacionario de segundo orden, entonces
7(t17t2) = E[thth] - ,LLQ = E[th-‘thtz-i-h] - :u2'

Es obvio que en tal caso
Y(t1,t2) = f([tr — ta]).

Para escribir que la acv.f. depende tunicamente de la separacién en el tiempo entre las variables
usamos la notacién y(7) (funcién de 7) con 7 = to — t1. En series de tiempo 7 comunmente recibe
el nombre de rezago.

En base a esto es méas frecuente encontrarse con la siguiente definicién.

Definicién 2.10 Un proceso {Xy; t € T'} se dice que es estacionario de sequndo orden estacionario

débil si su media es constante y su acv.f. depende Unicamente del rezago, esto es

e = b, para todo t

Cov(X¢, Xerr) = (7).

En particular si 7 = 0, se tiene que la varianza del proceso (03;), al igual que la media, es constante.

La definicién también implica que ambas, media y varianza, deben ser finitas.

Obsérvese que si {X;} es un proceso estacionario de segundo orden
v(7) = Cov(Xy, Xirr) = Cov(Xigr, Xi) = Cov(Xy, Xy—r) = y(—7),

por lo tanto, en tal caso, la acv.f. es una funcién par. Ademads, la magnitud de la acv.f. depende de
las unidades en que el proceso es medido. Por ello, para propédsitos de interpretacion, es de ayuda

estandarizarla.

Definicién 2.11 (Funcién de autocorrelacién) . Si {X;; ¢t € T'} es un proceso estacionario de

segundo orden definimos la funcién de autocorrelacién (ac.f.) p(7), como
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Obviamente —1 < p(7) < 1, para cualquier valor de 7, y la ac.f. hereda de la acv.f. la simetria par,

p(T) = p(—7). Por lo que sélo es necesario calcularla para k> 0 (6 k£ <0).

Por dltimo, ;jcudl es la relacién que guardan los dos tipos de estacionariedad vistos arriba?

Estacionariedad fuerte = Estacionariedad débil

siempre que los dos primeros momentos existan.

Estacionariedad débil = Estacionariedad fuerte

si el proceso es Gaussiano

Definicién 2.12 (Proceso Gaussiano) . El comportamiento probabilistico de un proceso es-
tocéstico estd completamente determinado por todas sus distribuciones finito-dimensionales. Un
proceso {Xy;t € T} se dice que es Gaussiano si todas sus distribuciones finito-dimensionales son

Gaussianas (Normales).

A continuacién definimos una serie de procesos estocdsticos usados ampliamente en la mode-

lacién de series de tiempo.

2

Definicién 2.13 (MA(q)) . Sea {Z;} una sucesién de v.a.’s i.i.d. con media cero y varianza oZ.

Entonces el proceso {X;} es llamado de Promedios Mdviles de orden g (MA(q)) si
Xi = BoZt + 5121+ BoZy2+ ...+ ByZi—g,

con {f;} constantes. Usualmente -y para nosotros asi serd- fy = 1.

Proceso (k) k p(k)
o2 BBk k=01...0 YN BiBir/ Sy B2
MA(q) 0 k>q 0
v(=k) k<0 p(—Fk)

Cuadro 2.1: Funcién de autocovarianza y autocorrelacién de un proceso MA(q).

Puesto que (k) no depende de t, y la media es constante, el proceso MA(q) es estacionario de
segundo orden. Note ademds que la ac.f. se corta exactamente en el rezago q. Esta es una propiedad

caracteristica del proceso MA(q).

En particular para el caso ¢ = 1, tenemos
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MA (1)
X, = Zy+ B2y, (2.3)

2

con {Z;} una sucesién de v.a.’s i.i.d. con media cero y varianza o3.

Proceso ~v(k) k p(k)
ozp k=+1  B/(1+5%
MA(1)  o2(1+3%) k=0 1
0 e.0.C. 0

Definicién 2.14 (AR(p)) . Sea {Z;} una sucesién de v.a.’s i.i.d. con media cero y varianza o2.

Entonces el proceso {X;} es llamado Autoregresivo de orden p (AR(p)) si
Xi =1 Xp—1+ o Xio+...+ OépXt,p + Zy.

El Cuadro 2.2 ilustra el sistema de ecuaciones que determina la funciéon de autocovariaza y auto-

correlacién de un proceso AR(p). Dicho sistema recibe el nombre de ecuaciones de Yule- Walker.

Proceso v(k) k
o2 k=20
AR(p)  ary(k—1)+ay(k—=2)+...+apy(k—p) k>0
v(—k) k<0

p(k) k
1 k=0
aiplk — 1)+ aop(k —2) + ... + app(k —p) k>0
p(—k) k<0

Cuadro 2.2: Funcién de autocovarianza y autocorrelaciéon de un proceso AR(p).

Un resultado benéfico que se sigue de la propiedad de Markov de orden p, es que todas las
propiedades de distribucién de un proceso estacionario AR(p) pueden ser determinadas a partir
de su distribucién conjunta de orden (p + 1). Conviene saber que el resultado sigue siendo valido

para el proceso MA, atn cuando éste no es de Markov (McKenzie 1988a).

AR(1) Un proceso X;, AR(1), estd definido mediante la ecuacién
Xt :CKXt_l—i-Zt, t:071,2,..., (24)

donde las {Z;} son una sucesién de v.a.’s i.i.d. . El término Z; en (2.4) suele recibir el apelativo

de error, ruido, innovacion o incremento segun el contexto en el que se esté trabajando y las



2.2 Series de tiempo 11

propiedades que caractericen a éste.

La condicién de estacionariedad de segundo orden para el proceso AR(1) es |a| < 1. Ademads en tal

caso, X; puede expresarse como un proceso de Promedios Méviles de orden infinito (MA(o0))

Xi=aX;1+Z=> o/ Zy (2.5)
j=0
Proceso ~v(k) k p(k)
o2 k=0 1
AR()  aq(k—1)=ake? k>0 jaj<1  of
v(—k) k<0 alkl

De maneras muy variadas se ha probado en la literatura que la ac.f. de un proceso estacionario de
segundo orden, AR(1), es of, k=0,1,.... A continuacién presentamos una manera muy general de
hacerlo, basada en la estructura lineal de la media condicional. Este resultado sera de gran ayuda

en el resto de los capitulos.

Proposicién 2.15 Sea {X;} un proceso de media constante u, y tal que

E[Xi11]1X:]) = aXi + (1 — a)p, entonces
E[Xin | Xi] = * X+ (1 — ¥

Demostracion: Por induccién.
Para k = 1 se cumple por definicién.

Supongamos que se cumple para k — 1, por demostrar, que se cumple para k

E[Xik | Xo] = E[E[Xt+k|Xt+k—1] | Xt] = E[(aXt+k—1 + (1 —a)u) | Xt}
=B Xk X + (1 —a)p = a(akilXt +(1— akil)u) +(1—a)u
=X, + (1 - U
Corolario 2.16 Sea {X,;} como en la Proposicién anterior, entonces
E[X: X 1] = " E[XH + (1 — o).
Demostracion: Basta observar que
E[Xi X = E| Xe B[ Xk | Xe]|. U

Finalmente es inmediato el siguiente resultado.
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Corolario 2.17 Sea {X;} un proceso con media y varianza constantes, j y o2 respectivamente, y
esperanza condicional dada por E[X;4+1]|X;] = aX; + (1 — a)p, entonces
E[Xi Xiik] — E[X]E[ Xy

Com(Xs X,.) =adf. U
rr(Xe, Xitk) V/Var(Xt)/Var (X4 1) «

En particular un proceso estacionario de segundo orden AR(1) cumple con las condiciones del

Corolario 2.17, puesto que E[X;|X;_1] = aX;—1 + E[Z], y ya que por hipétesis la media del pro-

ceso es constante, aplicando esperanza en ambos lados de la ecuacién (2.4), se tiene E[Z;] = u(1—a).

Como hemos mencionado arriba (Cuadro 2.1) la ac.f. de un proceso MA(q) después del rezago ¢ es
cero. Proviendo asi, la ac.f., informacién sobre el orden del proceso cuando éste es de Promedios
Moéviles. Sin embargo si el proceso es un AR(p) la ac.f. por si sola no es suficiente para determinar

el orden de dependencia. Motivados por esto definimos la siguiente funcion.

Definicién 2.18 (Funcién de autocorrelacién parcial) . Definimos la funcion de autocorrela-

cion parcial (pac.f.), Uy, de un proceso {Xy; t € T'}, como
\I’kaIPZ’/‘Pk‘, k=1,2,...,

donde Py es la matriz de autocorrelacion de k x k,

1 p1 p2 -+ Pkl

p1 1 P - PE—2

P = p2 Pl I . pr-3
Pk-1 Pk—2 Pk—3 --- 1

y Pj. es Py con la tdltima columna reemplazada por

(p17 P2 ... 7Pk)/-

Se puede probar que la pac.f. de un proceso AR(p) se corta en el rezago p. Desarrollando asi, ésta

ultima, un papel equivalente al de la ac.f. para procesos MA(q). Véase al respecto el Cuadro 2.3.

Asi, por ejemplo, para un AR(1)
Uy = p(l) = «, y U =0, k>1.

Mientras que para un MA(1)

COMBO-)

Vir = 1— gk+) =

Una clase de modelos de gran ayuda para series de tiempo es formada combinando los procesos
MA y AR.
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Proceso ac.f. pac.f.
AR(p) Decae exponencialmente Cero después
u oscilando del rezago p
MA(q) Cero después Decae exponencialmente
del rezago g u oscilando

Cuadro 2.3: Comportamiento de la auto y parcial correlacion.

Definicién 2.19 (ARMA(p,q)) . Un proceso Autoregresivo-Promedios Maoviles, con p términos

AR y g términos MA se dice que es un proceso ARMA(p, ¢) y estd dado por

Xi=onXe1+ ...+ O[pXt_p +Zy+ 21+ ...+ ﬁth_q,

2

con {Z;} una sucesién de v.a.’s i.i.d. de media cero y varianza oZ.

Su acv.f. viene dada por la ecuacién
’Y(k) = 0417(]{ - 1) + 0‘2'70{ - 2) +.F O‘p’)/(k _p) + 721<k) + ﬂl’Yzz(k - 1)+

St ﬁq'}/zx(k - Q),
donde
’sz(]) = COV(Ztth—j) = E[ZtXt_j]

y naturalmente

’Vz:v(]) =0, J > 0,

(2.6)

(2.7)

puesto que X; es independiente de cualquier Z posterior. Entonces para k > ¢, la ecuacién (2.7) se

reduce a

Y(k) = cry(k — 1) + agy(k — 2) + ... + apy(k — p),

que no involucra los parametros del proceso MA. Por lo tanto, después del rezago ¢, la acv.f. se

comporta como la de un proceso AR(p).

Una forma mas practica de escribir el modelo (2.6) es
b(B)X; = a(B)Zy,
donde B denota el operador de rezago, el cual estd definido como
B*X, = X,_4, k=41,42...
y, a(+) y b(+) son polinomios definidos como

b(w)zl_blw_"‘_pwp, a(w):1+a1w+...+aqwq'

(2.8)



14 Preliminares

Un proceso ARMA(p, q) dado por (2.8) es estacionario si b(w) # 0 para todo nimero complejo
w tal que |w| < 1.

Si {Z;} es una sucesién de v.a.’s ii.d. con distribucién Normal(0,02) y b(w) # 0 para todo
numero complejo w tal que |w| < 1, {X;} definido por (2.8) es un proceso estrictamente estacionario

Gaussiano.

Definicién 2.20 (Invertibilidad) . Decimos que el proceso ARMA(p, q) es invertible si a(w) # 0

para todo nimero complejo w con |w| < 1.

La invertibilidad de un proceso implica que éste puede ser expresado en la forma de un proceso
Autoregresivo, posiblemente de orden infinito, cuyos coeficientes forman una suma convergente. Es
claro que un proceso AR es invertible por definicién, mientras que un proceso MA sélo lo sera bajo
las condiciones arriba mencionadas.

Lo anterior puede resumirse en el siguiente cuadro

Proceso Estacionariedad Invertibilidad
AR(p) Si b(w) # 0 Por definicién
para |w| <1
MA(q)  Por definicién Si a(w) #0
para |w| <1

Es de particular interés para nosotros el proceso ARMA con p=1=g.

ARMA(1,1)
Xi=aXy 1+ 24+ B2, (2.9)

con {Z;} una sucesién de v.a.’s i.i.d. de media cero y varianza o2.

Usando (2.7)
’Y(k) = aV(k - 1) + ’Yzw(k) + ﬁVzm(k - 1),

entonces
’Y(O) = aV(l) + 0—2 + ﬁVzm(_l)v (2'10)
(1) = ay(0)+ Bo? (2.11)
y
v(k) = ay(k — 1), k>1. (2.12)

Multiplicando por Z;_1, (2.9) y tomando esperanza

Yoz (—1) = aag + ﬂag.
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Sustituyendo esto en (2.10) y resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos

(1+280+5)

7(0) = T2 %%
1) = 2O LG

y el resto pueden ser determinadas por medio de la ec. (2.12).
Entonces la ac.f. viene dada por

p_1(a+ B)(1+ pa)
(1+2Ba+ (2)’

p(k) = k=1,2,.... L

Ya que un modelo ARMA invertible tiene una representacién AR infinita, la pac.f. no se corta y

persiste.

Por ultimo analizamos el concepto de reversibilidad en el tiempo para procesos con distribucién

marginal positiva. Solo para recordar,

Definicién 2.21 (Transformada de Laplace-Stieltjes) . Sea X una v.a.. Su transformada de
Laplace-Stieltjes estd dada como la funcién
®x:RT — RT con,

dx(t) := Ele¥] = /]R+ e " dFx(z).

La definicién para el caso conjunto es andloga.

Definicién 2.22 (Reversible en el tiempo) . Una serie de tiempo estacionaria {X;} es re-
versible en el tiempo si la distribucién conjunta del vector (X1, Xs,..., X) es la misma que la
del vector (Xy, Xk—1,...,X1), para toda k > 2.

Suponga que estd tratando con un proceso {X;} con distribucién marginal positiva. Una forma
muy simple de comprobar la reversibilidad en el tiempo es usando la transformada de Laplace de

la distribucién conjunta de varias X;’s consecutivas. La condicién de reversibilidad viene dada por

¢X1,X2,...,Xn (817 327 e 7Sn) = QX»,“Xn,l,...,Xl (81) 827 ceey Sn)
=®x, x5, X0 (5> Sn—1,---,51),
para cualquier si, ss, ..., Sy, N0 negativos, y n > 2.

Asi, si la transformada de Laplace conjunta es simétrica entonces el proceso es reversible en el
tiempo y viceversa.
Maés atn, para un proceso AR(p) (MA(q)) basta observar la distribucién conjunta de (p+1) ((g+1))

observaciones consecutivas para determinar si el proceso es reversible en el tiempo.
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2.3. Distribuciones

Las distribuciones que usaremos a lo largo de este trabajo son

Bernoulli(p)
fx(x) =p"(1—p)t=7, =01,
0<p<l.
E[X]=p, Var(X) = p(1 — p).
Oy (t) =pet +q, cong=1-—p.
Binomial(n, p)
fx(@) = ()p*(L—p)"*, z=0,1,...,n,
n=12...,
O<p<l1.
E[X] = np, Var(X) = np(1 — p).
Dx(t) = (pe '+ )", congqg=1-—p.
Beta-Binomial(«, 3,7n)
Lo+ ) n
Ix(@) = TG T+ 5+ ) <x) (a+a)l(B+n-2),
z=0,1,...,n,
n=12...,
a >0,
B> 0.
EX]=ngts  Var(X) = m a5
Hipergeométrica(N, M,n)
N—My\ (M n\ (N—n
= - — Mool
(n) (as)

r=a,a+1,...,b,
a =max{0,M — (N —n)},

b = min{n, M},
N=1,2...,

M=1,2,... N,
n=12,...,N.

conp==H.yq=1-p.
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Binomial Negativa(r,p)

1 T = 07 17 ?
rt+ar— x,r
= (" a0
O0<p<l1
E[X] :r%, Var(X) = riz2
ox(t) = (p/(L—ge™")) s cong=1-p.
Geométrica(p)
fX(x):(l_p)xp’ '1‘:071?"'?
O<p<l.
—1>r —1»
ElX]==F, Var(X) = e
(I)X(t):$; cong=1—p.
Caso particular de la Binomial Negativa con r = 1.
Poisson()\)
fx(x) = e, r=0,1,2,...
A > 0.
E[X] =\, Var(X) = \.
Dy (t) = eMe™ D),
Beta(a, 3)
Fla+8) 4 1 0<z<l1,
fx(z) = ————Lapo (1 — )Pt
x(@) D(a)I(B) ( ) a>0,03>0.
« of
BX]= 2 Var(X) = .
] a+p ar(X) (a4 B)*a+B+1)
Uniforme(a, b)
fX(Hf):ﬁ, a<x <b,
b>a.
—a)?
E[X]:“T“Lb, Var(X) = (bm)
eftbiefta
ox(t) = —pa
Gamma(k, \)
A x>0,
f ) = k—1 —/\x,
) = Fy E>0,yA>0
E[X] =%, Var(X) = &.
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Exponencial()\)
fx (@) =A™, x>0,
A > 0.
EX] =1, Var(X) = ;.
Px(t) = 34
Caso particular de la Gamma con k = 1.
Normal(u, 0?)
) ( )2 —o00 < x < 400,
_ TR -
fx(ﬂ«“)—g QWGXP{ 552 }, 00 < pi < +00,
o> 0.
EX]=p, Var(X) = o2
Dy (t) = e s’
Degenerada(9)
1 siz=90
Fx(z) = { o con § € R.
0 e.o.c
E[X] =4, Var(X) =0
Dx(t)=e

Teorema 2.23 (Transformacién de una variable aleatoria) . Sea X una v.a. que toma val-
ores en (a,b) C R, y funcién de densidad fx. Sea ¢ : (a,b) — R, una funcién continua estrictamente
creciente o decreciente, y con inversa diferenciable ¢ ~!. Entonces la v.a. Y = (X) toma valores

en ¢(a,b) y tiene funcién de densidad

L@ W) e )| siyeplab),

0 e.0.C.

fr(y) =



Capitulo 3
Motivacion y antecedentes

Este capitulo se encuentra dividido en dos secciones. En la primera estudiamos modelos de series
de tiempo con distribucién marginal Exponencial. El primer modelo que estudiamos es el modelo
EAR(1) (Exponencial Autoregresivo de orden 1) presentado en Gaver y Lewis (1980), aunque como
Lawrance y Lewis (1980, pg. 151) nos informan, el trabajo fue desarrollado desde 1974. La inno-
vacion de este proceso es una mezcla de una componente discreta en cero y una v.a. Exponencial.
Serfa de este elemento de mezcla del que se valdrian Lawrance y Lewis (1977) y Jacobs y Lewis
(1977) para la creacién de modelos con distribucién marginal Exponencial MA(1) y ARMA(1,1)
respectivamente. Dicho concepto también fue utilizado por Jacobs y Lewis (1978a-c; 1983) para
proveer el primer intento real de una clase de modelos para series de tiempo con valores discretos.
Sus dos clases de modelos, DARMA y NDARMA, son formadas por una mezcla probabilistica de
v.a.’s discretas i.i.d. con la distribucién requerida para el proceso. Como los autores prueban, un

proceso de este tipo contendrd, en general, muchas corridas de un mismo valor, seccién 2.

Recordatorio: Una v.a. W es una mezcla de las v.a.’s Z1, Zo, ..., Zy, si W es una seleccion aleatoria

de una y sélo una de éstas.

3.1. Modelos con distribucion Exponencial
Las motivaciones que dieron origen a estos modelos son:
1. Como alternativa a la teoria de series de tiempo con distribucién Gaussiana.

2. Como modelos con variables aleatorias correlacionadas positivamente y distribuciéon marginal

Exponencial.

3. Y principalmente como modelos de procesos puntuales con los cuales analizar series de even-

tos que no son Poisson, i.e., procesos -puntuales- de conteo que tiene a la sucesién {X,}
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como los tiempos de interocurrencia. A diferencia de la Definicion 2.5, estos tiempos no son

independientes.

3.1.1. EAR(1)
Consideremos el modelo AR(1)
Xn=pX,_1+en, n=0,1,2,..., (3.1)

donde {e,} es una sucesién de v.a.’s i.i.d.

;Dada una distribucién para las {X,,} la ecuacién autoregresiva (3.1) tiene solucién?, esto es, jexis-
te un proceso {e,}, tal que la sucesién de v.a.’s {X,,} tenga la distribucién marginal deseada?
Puesto que X,,_; es independiente de ¢, la transformada de Laplace, ®x, (s), de la distribucién de
X,, es:

Dx, (s) = Elexp(—sX,)] s>0

= Elexp{—s(pXn—1+en)}] = Px,_,(ps) P, (s).

Por lo tanto
Dy, (s)

P, () = ———"—. 3.2
E"( ) ®Xn71(ps) ( )
Supongamos que Xn €S un proceso marginalmente estacionario, entonces
Px(s)
P (s) = . 3.3

Hasta ahora la unica restriccién implicita que hemos hecho sobre p, es |p| < 1, pero si requerimos
que X, sea una v.a. positiva, habremos de pedir que 0 < p < 1. La razon es que si p es negativa,
pXp,—1 también lo es, y entonces necesitamos que el término e, (que es independiente de X,,_1)

haga positiva a X,,, sin embargo con tales condiciones (p < 0) la ec. (3.2) no tiene solucion.

En particular si requerimos que las X,,’s tengan distribucién Exponencial (\), ®x(s) = )\j\rs. Susti-

tuyendo en (3.2)
A A+ps  A+ps

@E(S):AJFS X Ats

A
A+s

—p+(1-p) (3.4)

Esta tltima ecuacion es la transformada de Laplace de una v.a. no negativa que con probabilidad

p toma el valor cero, y con (1 — p) es una v.a. Exponencial(\).
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Si queremos entonces que el modelo (3.1) tenga distribucién marginal Exponencial()), éste es-
tara dado por
Xn =pXn-1+en
_ {an_l c.p. p, (3.5)
pXn_1+ Gy cp. (1—p),
donde {G} es una sucesién de v.a.’s i.i.d. Exponenciales(\).
Este modelo recibe el nombre de EAR(1) (Exponencial Autoregresivo de orden 1).

Varios aspectos de este modelo deben resaltarse:
= ¢, es una mezcla de una componente discreta en cero y una v.a. Exponencial.
= (&, no depende del valor de p.

= Puesto que la esperanza de una mezcla es la mezcla de las esperanzas, resulta facil de obtener

Bl =(-p)y,  Var(en) = (1 - )5y

Xa
Estacionariedad El proceso es estacionario si tomamos Xy = Gy, (i.e. con distribucién Exponen-
cial(\) independiente del resto de las {Gp;n > 1}).

La prueba es obvia
D, (s) = Elexp(—sXy)]

= Elexp(—spXn-1)]p + Elexp(—spXn_1 — sGr)](1 - p)

A n A A (1= p) = A
_)\+psp A+psA+s pI=

Correlacion serial Obsérvese que E[X, 41| X,] = pXy, + (1 — p)y, con p = § = E[Gy] = E[X,],

por lo tanto haciendo uso del Corolario 2.17 se tiene
p(k) = Corr(Xp, Xpyx) =p*,  0<p<L (3.7)

Observemos que ésta es siempre positiva.

Distribuciéon conjunta La transformada de Laplace de la distribucién conjunta de X,, y X411

es

Dx, Xnp1(51,52) = Elexp(—s1Xy — 52X 41)]
= Elexp{—(s1 + ps2)X;, — s2en+1}]

= Elexp{—(s1 + ps2) X0 }|Pc,,,, (52)

_ A <)\+p32> (38)
A4 81+ psa \ A+ s2 '
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_)\< _|_(1_) A >
A+ 51+ psy p p)\—i-sz

A A A
=p——— + (1 — . 3.9
p)\—l—sl—i—psQ ( 2 <A+31+p32> </\—|—82> (3.9)

La distribucién bivariada de (X, X,+1) tiene una componente singular con probabilidad p, el

primer término en (3.9), que es la transformada de Laplace entre X, y pX,, y una componente
conjunta con probabilidad (1 — p), el segundo término en (3.9), que es la transformada de Laplace

entre X, y pXp + Gq.

Reversible en el tiempo En nuestro caso, el proceso EAR(1) no es reversible en el tiempo
puesto que (3.9) es no simétrica en s1 y $a.

Sélo por recordar, el modelo AR(1) Gaussiano es reversible en el tiempo.

Esperanza y varianza condicionales Consideremos X, y X,41. De (3.5) la regresién de X, 11

sobre X,, = z, es lineal en z:
E[Xni1|Xn = 2] = p Elpz] + (1 = p) Elpz + Gnia] = Elpz] + (1 — p) E[Gn1a],
simplificando
1
EXpn|Xn=2]=pz+ (1 - p)X (3.10)

Ademéis

E[X2,1|Xn = 2] = p E[(px)?] + (1 — p) E[(pz + Gni1)?]

1 2
3 2 22
= 200— + — | (1 — p).
px+px+px)\+>\2( p)

Quedandonos que

1— 2
Var(X,+1| X, =) = ()\QP), (3.11)

la cual es una constante igual a la varianza de la innovacién.

3.1.2. EMA(1)

Sea {e,} una sucesién de v.a.’s i.i.d. Exponenciales(A). El proceso EMA(1) (Exponencial de

Promedios Méviles de orden 1), {X,}, esta definido como

X, = {ﬁgn c.p. B, (3‘12)
Ben +en—1 cp. (1—=0),

0<pB<, n=0,£1,+£2,....
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Estacionariedad El proceso (3.12) tiene distribucién marginal Exponencial.

Demostracion:

®x, (s) = Elexp(—sXy)] = Elexp(—sfen)]f + Elexp(—sfen — sen—1)|(1 - 5)

A A A A
)\+ﬁsﬁ+)\+ﬁs)\+s( 8) A+s ( )
Compare esta tltima ecuacién con (3.6).
Correlacion Serial La distribucion de X, X1 es
BPenentt c.p. 32,
BPenentr + Ber, cp. B(1-0),
625n5n+1 + 65n+15n—1 C.p. ﬁ(l - 6)7

BPenent1 + Pk + Bensien-1 +eneno1 cp. (1—F)%

Su esperanza es facilmente calculada. Agrupando términos semejantes se tiene

E[XnXni1] = E[B%eneni1] + (1 — BE[Be2] + (1 — B)E[Ben—16ns1] + (1 — B)?Elen_164)

= B35+ B0~ 8) g+ B~ B + (1~ 65,
Simplificando
E[X, Xnt1]) = % + ﬁ;ﬁ
Por lo tanto
p(1) = Corr(Xn, Xns1) = B(1 — 8. (3.14)

Se puede observar directamente de la definicion del modelo que las correlaciones de orden mas alto
son cero.
La correlacién de orden uno, (3.14), limita en gran medida el modelo pues ademds de no poder

tomar valores negativos esta acotada por 0.25.

Distribucién conjunta De los cilculos de arriba, la distribucién conjunta de X,, y X,11 es la

mezcla de las distribuciones conjuntas

(Ben, Bens1) c.p. 32
(Ben, Bent1 +en) cp. B(1—0),
(Ben + en-1,Bent1) cp. B(1-7),
(Ben + €n_1,Bens1 +en) cp. (1—p)%



24 Motivacién y antecedentes

Entonces la trasformada de Laplace conjunta de X,, y X, 11 se calcula mediante
q)Xn,XnJrl (517 52) = E[eXp(_San - 52Xn+1)}

= B Elexp(—s10en — s202n11)]
+B(1 — B)Elexp(—s18en — s2{fen+1 + en})]
+8(1 = B)Elexp(—s1{Ben + en—1} — 5286n+1)]
+(1 = B)?Elexp(—s1{fen + en1} — s2{Bens1 + €n})]-
A

Sea 1)(s) la transformada de Laplace de la f.d.p. de las {e,,}, en este caso ¢(s) = 33;. Haciendo

uso de esta notacién nos queda
Dy, X, (51,52) = (Bs2) [ﬁ2¢(581) + B(1 — B)(s2 + Bs1) + B(1 — B)Y(Bs1)1(s1)

(1= B)%(s2 + Bs1)(s1)|
= (Bs2) | B(Bs1) + (1= B)sz + Bs1)| [ B+ (L= B(s1)]

N+ ABs1+ABsa A+ Bs;
()\+,381)()\+581+82) /\+81
A (A+ Bs1 + Bs2)

~ Ot B52) (0 + Bs1 + 59) (At 1) (3.15)

= ¥(Bs2)

Reversible en el tiempo Aunque como Jacobs y Lewis (1978a, pg. 100) aclaran, la re-
versibilidad en el tiempo de este proceso no puede ser determinada a partir de las propiedades de

segundo orden, el proceso es no reversible en el tiempo.

3.1.3. EARMA(1,1)

Mediante la combinacién de los dos modelos anteriores, se obtiene el proceso EARMA(1,1)

(Exponencial Autoregresivo-Promedios Méviles, ambos de orden 1). El cual esta definido como

)QL:‘{ﬁen c.p. 3, (3.16)

Ben + Ap—1 cp. (1 —0),
0<B<1, n=1,2...,
con
Ay = {pA”‘l op (3.17)
pAn_1+e, cp. (1-p),
0<p<l, n=12....

Analogamente {e,} es una sucesién de v.a.’s i.i.d. Exponenciales(\).
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Estacionariedad Comparando (3.17) con (3.5), se observa que {A,} es un proceso EAR(1) y
por lo tanto A,, tiene distribucién marginal Exponencial(A). Por lo tanto (3.16) tiene la misma
estructura que (3.12) y entonces X,, se distribuye Exponencial(\) para cada n.

Del estudio hecho a los dos modelos anteriores sabemos que el enunciado anterior se cumple siem-

pre que Ay = o, i.e. Ay se distribuya de manera Exponencial()) independiente del resto de las
{en;n=1,2,...}.

Correlacion serial La distribucién de X, X,,4+x viene dada por

ﬁ2€n5n+k C.p. 527
625n5n+k + B5nAn+k—1 C.p. 6(1 - /8)7
ﬁ25n5n+k + ﬁgn—l—kAnfl C.p. ﬁ(l - ﬁ)a

N

B2enenik + BenAnik-1 + BentkAn—1 + Anik—14n-1 cp. (1—pB)2%

Sea k # 0. En tal caso, agrupando términos, la esperanza viene dada por:

E[X X k] = Elenznsi] + (1 = B)(ElfenAnii 1] + ElBentsAn-1])
+(1 - B)2E[Ap ik 14n1]

= B(1 - B)ElenAnsnot] + (1 — B2E[An i1 Anr] + 2

o (3.18)

Ahora bien, para el calculo del primer sumando se tiene,

PAnik—16n c.p. p,

EnAnyk = {
e PAntk—16n+ entken c.p. (1 —p).

Comencemos cuando k = 0,
ElenAn] = ElpAn-1£n] + (1 — p)Ele})]

n

= pE[A,_164] + (1 — p)E[€2]

! 2 (2-)
:pﬁ—i_(l_p)ﬁ: \2

Mientras que para k > 1, puesto que las {e¢,} son v.a.’s i.i.d. Exponenciales()\), se tiene

1

E[gnAn+k] = pE[AnJrk:flEn] + (1 - p)p

1- 1-
=p (pE[An-Fk—QSn] + )\Qp) + )\2p

1—p 1-p 1—p
=p<p <pE[An+k—36n]+ 2 >+ \2 >+ A2
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_11=0p 9l —=0p 1—p 1—-0p
:pkE[AnEn]—i-pk 1T+pk QT—F—FP N2 + 2 (319)

Por lo tanto

R(2-p)  (1-pY P 1
S =500+ k2L (3.20)

ElenAnik] =p

Por otra parte, respecto al segundo sumando: puesto que {A, } es un proceso EAR(1), se sabe que su

correlacion serial es p4 (k) = p¥, y por consiguiente E[A, A, 4] = pa(k)Var(A)+E?[A] = pk/\l—Q—i—)\—lQ.

Sustituyendo estos dos tltimos resultados en (3.18)

Bl =00 - 9) [50- 4 55| w002 [ S +
=p1-p)(1 - p)p;l +(1-p)? (ii) - %
Entonces
p(1) = Corr(Xy,, Xnp1) = B(1 = B)(1 = p) + (1= 5)*p = 9(B, p) (3.21)
y en general
p(k) = Corr(Xn, Xpik) = 0" '9(B,p),  k=1,2,.... (3.22)

Vale la pena distinguir que cuando
p =0, tenemos la correlacién del proceso EMA(1), (3.14), y si
B =0, entonces la correlacién es la del proceso EAR(1), (3.7).

Escribimos p(1), en la forma

p(1) = g(B,p) = B(L = B) + p(26° =35 + 1) = B(L = B) + p(1 = B)(1 — 26) = g1 (8) + pg2(B).

Tanto g1 como g son no negativas para 3 €[0,0.5]. Mientras que para 5 €(0.5,1] g1 se mantiene
no negativa y go cambia de signo alcanzando su minimo absoluto en $=0.75 tomando un valor de
-0.125, para este mismo valor de 3, g1 vale 0.1875.

Asi pues cuando p = 1, g(3,1) = g1(8) +92(3) = 3% —28+1, que es un polinomio de segundo grado
con minimo absoluto igual a 0 en 5 = 1. De hecho en el intervalo [0,1] g(3, 1) decrece mondtonamente
de uno a cero. Para 0 < p <1 fija, g(8, p) = 91(8) + pg2() tiene un comportamiento totalmente

andlogo, decrece monotonamente de p a cero. Teniendo asi que p(k) es no negativa para toda k.

Distribucién conjunta La transformada de Laplace de la distribucién conjunta de X,, y Xy 41,

la obtenemos siguiendo la misma estrategia que hemos usado en los modelos anteriores
(I)Xn,Xn+1 (Sla 52) = E[eXp(_San - 52Xn+1)]

= B*Elexp(—s10en — 5282n+1)]
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+5(1 — B)Elexp(—s18en — so{fBent1 + An})]
+/B(1 - ﬂ)E[exp(_sl{ﬂEn + An—l} - 32B5n+1)]
+(1 — B)*Elexp(—s1{Ben + An—1} — s2{Bens1 + An})],

donde en el segundo y cuarto sumandos debemos de ser cuidadosos con A,, puesto que este término
no es independiente de €,. Sea 1(s) la transformada de Laplace de los {€,,} y ¢(s) la transformada
de las {A,} (ambas son iguales a A\/(\ + s), si hacemos la diferencia es para permitir una mejor

comprension del desarrollo), entonces nos queda

Dx, X, (51,52) = B71p(Bs1)1(Bs2)
+B(1 = B)py(Bs1)Y(Bs2)p(ps2) + B(1 — B)(1 — p)ib(Bs1 + s2)v(Bs2)(ps2)
+B(1 = B)(Bs1)9(s1)1(Bs2)
+(1 = B8)%p0(Bs1)1(Bs2) (51 + ps2) + (1 — B)*(1 = p)ib(Bs1 + s2)¢(Bs2)d(s1 + psa).

Agrupando el primer y tercer término, y el segundo con el ultimo, nos queda que

Dy, X,i1(81,52) = BY(Bs1)Y(Bs2) [ﬁ +(1 - 5)¢(81)}

| p(Bs1) + (1= p)(Bs1 + 52) [1o(Bs2) | B(L = B (ps2) + (1 = B)2(s1 + psa)]

= Bu(Bs1)ib(Bs2) (Xﬂi‘?)

A+ Bs1 + ps2) (1 = B)AN+ Bs1 + ps2)
+ <()\ + Bs1)(A + Bs1 + 82)> V(fs2) < (A + ps2) (A + s1 + ps2) ) )

Finalmente

A A
P,y X4 (51, 52) = ()\+ﬁs1> <>\+552>

y [ﬁ()\+ﬂsl) (1 — BN+ Bs1 + ps2)? }
(A+s1) (A + Bs1 4 s2) (A4 psa) (A + 81+ ps2) |

El lector puede comprobar que si

(3.23)

3 = 0, entonces se tiene la transforma de Laplace del modelo EAR(1), (3.8), y cuando
p =0, entonces tenemos la transformada de Laplace del modelo EMA(1), (3.15).

Por ultimo, escribimos el proceso EARMA(1,1) descrito por las ecuaciones (3.16) y (3.17) en la
siguiente forma:
Sean {U,} y {V,,} sucesiones independientes de v.a.’s i.i.d. tales que, P[U,, = 0] = 1 — P[U,, = 1]
—Be[0,1y, PV, =0 =1—P[V, =1] = p € [0, 1].
Entonces el proceso EARMA(1,1), toma la forma

Xn = Bgn + UnAn—ly (324)
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con

A, = ,OAn_l + Vaen, (325)

n=1,2,..., v {e,} una sucesién de v.a.’s independientes Exponenciales(\).

Esta notacién no representa ventaja alguna con respecto a la anterior. Pero nos permite visualizar
su estrecha relacién con respecto al primer gran intento de definir una clase de modelos de series
de tiempo con valores discretos analoga a la familia ARMA, los modelos DARMA. Modelos que a

continuacién estudiamos.

3.2. Modelos discretos generados por mezclas

Hasta antes de los modelos que serdn estudiados en esta seccidn sélo se contaba con modelos
de cadenas de Markov para analizar sucesiones dependientes de v.a.’s discretas.

Sin embargo estos modelos suelen tener dos inconvenientes:
1. Estar sobreparametrizados.

2. Frecuentemente se presentan datos cuya estructura se puede mostrar que no es de Markov,
al menos no de primer orden. Cadenas de Markov de orden maés alto pueden usarse pero esto

sélo empeora el inconveniente anterior.

Los modelos DARMA sin embargo permiten trabajar con sucesiones de v.a.’s discretas que no son
de Markov.

3.2.1. DARMA(1,N +1)

Sea {Y,,} una sucesién de v.a.’s i.i.d. que toma valores en un subconjunto contable E de la linea
real con distribucién 7, esto es, P[Y,, = i] = 7(i) para toda i € E.
Sean {U,} y {V,} sucesiones independientes de v.a.’s i.i.d. que toman el valor 0 y 1 de la siguiente

manera,

PU,=1=08 y P[V,=1]=p,
con 0 < B <1y 0<p<l,fijas.
Sea {D,,} una sucesién de v.a.’s i.i.d., tal que

P[D,, = i] = 6; i=0,1,2,...N,

con N un entero no negativo fijo.
La primer clase de modelos para series de tiempo con valores discretos que estudiaremos, es la clase

DARMA(1,N + 1) (Discreto de mezclas Autoregresivo-Promedios Méviles de orden uno y N + 1,
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respectivamente). Esta fue publicada en 1978 por Jacobs y Lewis, en dos diferentes articulos, y
esta definida como
X, =UnYn_p, + (1 — Un)Zn—(N+1)7 (3.26)
n=12,...,
con componente autoregresiva

Zn =VoZp1+ (1 —V,)Yn, (3.27)
n=-N,—N+1,-N+2,...,
Estacionariedad De (3.27) observamos que la v.a. Z,, puede ser expandida hacia atrds, y ob-

tener Z,, = Y,,_; con probabilidad p/(1 —p) para 0 < j < N+n,y Z, = Z_(N+1) con probabilidad

pNT L Esto es, Z, es una mezcla de las v.a.’s Yy, Yo_1,..., Y N, ¥ Z_(N41)-
Afirmacidn: Si empezamos el proceso con Z_(y41) teniendo distribucién 7 independiente de
{Yo;n > =N}, {Un}{Vo} vy {Dn}, entonces {X,,} forma una sucesién estacionaria de v.a.’s depen-

dientes discretas con distribucién marginal 7.

Demostracion: Por la observacién anterior, para cualquier ¢ € F

N+n
PlZn =] = Z PY,—; = Z]pj(l —p)+ P[Z—(N-H) = i]pN+"+1
=0
N+n '
= 2 m(@)p' (1= p) +w(@)p" T = m(i), (3.28)
=0

paran=—-N,—-N+1,—-N+2,....

Para {Y,,—p, }, tenemos

N N
PYo_p, =il =Y P[Yn_; =i,Dp=j] =) PDy=j] =n(i), (3.29)
=0 Jj=0

<

paratodoi € EFyn=1,2,.... Entonces
P[X, =i] = BP[Yy—p, = 1] + (1 = B)P[Z,_(n41) = 1] = 7(3),

paratodoi€e Eyn=1,2,.... L

Correlacion serial Aunque las X, tienen distribucién estacionaria 7, no son independientes
como las Y;,, de hecho la covarianza entre X, ; y X, es

COV(Xn+j, X'n,)

= Cov(UntYn+j—Dpy; + (1 = Untj) Zntj—(N+1) UnYn—D, + (1 = Un) Zy—(n+1))
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= /B2COV(Yn+j_Dn+j’ Yn_Dn)
+6(1 - B) [COV(YnH—DnH, an(NH)) + Cov(Yy-p,, Zn—(N+1)+j)]
+(1 = B)?Cov(Zp—(N-+1)+5s Zn—(N+1))- (3.30)

Examinemos con detenimiento cada uno de los cuatro sumandos.

Para el primero se tiene que, si j > N
Cov(Ynij—D,yjs Yn-D,) =0, (3.31)

para esto basta ver que n + j — Dp4; # n — Dy, para todan y D,.
Mientras que para 1 < j < N, si Dyyj = k'y D, =k — j, obtenemos la varianza de {Y;,}. Ahora

bien, como D,, € {0,1,..., N} se tiene que k debe empezar en j y terminar en N. Por lo tanto
COV(Yn+j—Dn+j>Yn—Dn) = Var(Y1) ZkN:j P[Dnﬂ' = k|P[D,, =k — j].
Entonces,
N N—j
Corr(Yn+ijn+j7YnfDn) = Z (5k5k—j = Z 5k5k+j (332)
k=3 k=0

Para el segundo sumando es claro que siempre se cumple la relacién n+ j — Dy 5 > n — (N + 1),

por lo tanto

Corr(Yn+j_Dn+j, Zn—(N—i—l)) = O, para j > 1. (333)

Para que el tercer sumando tenga valor distinto de cero, necesitamos n — D, < n — (N + 1) + j,
o equivalentemente (N + 1) —j < D, < N, entonces si 1 < j < N, D,, tomaréd valores desde
(N +1) — j hasta N, mientras que para j > N, D,, va de cero a N. Asi entonces, para 1 < j < N,

COV(YH—DW Zn—(N+1)+j)
N

= Y Cov(Va: Zno(N41)+5)P[Dn = K]
k=N+4+1—j

= (1= p)Var(Y,— (n4+1)+5)0n+1—5 + p(1 — p)Var(Y,,—(N+2)+5)ON+2—;
+0* (1= p)Var(Y_ (v 43)45)0N+3-5 + - + o/ (1 = p)Var(Y,-n)dn.

Como las Y,, son idénticamente distribuidas

N
k=N+1—j
' N
=1 =p)p NN gk, 1<G<N. (3.34)
k=N+1—j

Y para j > N,

N
Cort(Yn-p,s Zn—(n+1)45) = (1= p)p? NS~ phe. (3.35)
k=0
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Finalmente para el cuarto tenemos

Cov(Zn—(N+1)+j> Zn—(N+1))
= pCov(Zp—(N+1)+j-1: Zn—(N+1)) + (1 = p)Cov(Yoo (N11) 44> Zn—(N+1));
donde el segundo sumando es cero para toda j > 1, y para el primero es ficil ver que
CoV(Zn—(N+41)4j> Zn-(n+1)) = P’ Var(Z,_(n41))-

Por lo tanto
Corr(Zy—(N+41)+j> Zn—(N+1)) = P’ (3.36)

Uniendo los cuatro términos se tiene que la correlacién serial del proceso es la siguiente:

Sil<j<N
p(j) = Corr(Xn4j, Xn)
N—j ‘ N ‘
= 02D 00k + B = B) (L= p)p” NN e+ (1= 5)% (3.37)
k=0 k=N+1—j
y para j > N
p(j) = Corr(Xpyj, Xp) = B(L = B)p/~ NN " ok (1 — p)dj, + (1 - 8)%. (3.38)
k=0

Note que la correlacién del proceso es independiente de la distribucién marginal estacionaria.
Ademsds, observe que las correlaciones son todas no negativas.
DAR(1)
El proceso DAR(1) estd definido por la ecuacién (3.27).
Por razones de presentacién abordamos su estudio en la siguiente subseccién, DAR(p).
DMA(1)

El proceso DMA(N) estd definido como X,, =Y,,_p, el cual no es de Markov en general.
Por (3.29), (3.31) y (3.32) tenemos que el proceso DMA () es estacionario con distribucién marginal

m, y correlacion

P

p(j) = Corr(Xyp, X)) = Ok0k-+3 1<j<N
0

i

y p(j) =0, para j > N.
Cuando N =1, el proceso DMA(1) queda como

Y, c.p. a,
X, = { !
Y,-1 cp.(1—a).
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con o = 4.
En este caso

pl)=a(l—a) vy  p(j)=0, j=2.
Longitud de una corrida Para ¢ € F fijo, definimos
T; =inf{n > 1;Z,, #i} — 1,

como la longitud de una corrida de ¢, empezando al tiempo uno, y T; € {0,1,...}
Deseamos calcular la E[T;].
Seaap =1y a, =P[T; > n] =P[X; = Xo=---=X,, =i] para n > 1, entonces
a; =P[X, =] =7(i)
as =P[X1 = X9 =i] = an(i)as + (1 — a)7(i) [aapg + (1 — a)m(7)]
= an(i)a; + a(l — a)m(i)ag + (1 — a)?m (i)
Para aclarar un poco esta férmula, presentamos el siguiente razonamiento
XQZ{YQ c.p. «, Xl:{Yl c.p. a,
Y1 cp.(1—a), Yo cp.(1—a).

Caso 1: Con probabilidad «, Xo toma el valor Ys, luego le pido que tome el valor 4, con probabilidad

7(1), y ademds necesito que X7 = i, que da el primer sumando de ag (am(i)ay).

Caso 2: Con probabilidad 1—a, X5 toma el valor Y71, pedimos que tome el valor ¢, entonces pueden

suceder dos cosas,

i) con probabilidad a, X7 = Y3, y ya acabamos ((1 — a)7(i)a),

ii) con probabilidad 1 — «, X; =Y, en tal caso pedimos que tome el valor 4,

(1= a)m(@)(1 = a)m(7)).

Para n = 3,

Ys c.p. q, Yo c.p. qa, Y1 cp. a,
X, :{ 3 CP X, :{ 2 C.P X, :{ 1 CDp
Yo cp.(1—a), Y1 cp.(1-a), Yo cp.(1—a),

az = am(i)as + (1 — @) (5) [aal +(1—a)m(i){aag + (1 — a)ﬂ(z')}}
= an(i)az + a(l — a)m(i)a; + a(l — a)?7(i)? + (1 — a)37(i)3.
Ezxplicacion:

Caso 1: Con probabilidad a, X3 = Y3, pedimos que tome el valor i, y ademds necesitamos que

X9 = X = i. Todo esto sucede con probabilidad, an(i)as.

Caso 2: Con probabilidad 1 — «, Xo = Y5, le pido que tome el valor i, entonces
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i) si Xy = Ya, con probabilidad «, sélo nos resta pedir que X; =i ((1 — a)m(i)aay),
ii) si X2 = Y7, con probabilidad 1 — «, pedimos que tome el valor i, y entonces

a) si X; =Y con probabilidad «, ((1 — a)7(i)(1 — a)7(i)a),

b) si X; =Y} con probabilidad 1 — «, pedimos que tome el valor i,

(1= a)m(@)(1 = a)mw(@i)(1 — a)m(i)).

En general se puede probar por induccién que

= an(i)ap—1 + an(i) |aa,—o + an(i) [aan_3 + am(i) [ ..

______ {aay + ar(i)[oag + o_m(i)}}] H

= an(i)an_1 + aan(i)a,_o + ad’nw(i) a3+ + ad™ tn(i)" tag + a"n",

cona=1-a.
Entonces calculamos la esperanza de T; como
E[T])=300P0 2n] =30 an

+ar(i)ay +aan(i)ag +aw(i)?
+ar(i)ay +aan(i)a; +adlr(i)?ap +adw(i)
t+ar(i)ag +aan(i)az +ad’rw(i)ar +addn(i)dag +atw(i)?

Por lo tanto
E[T] = 220:1 an

=ay +an(i Zan—l—al—a [Zan + a1 — a)?n(i)? [ian 4.
n=1 n=0
a(l — )7 (i)" [Z Q| e +) (1= o) (i)"
n=0 n=2
- > (1—a)r(i) (1—a)?n(i)?
= ot om(i z:: 2:: [1_ (1= a)n(i )] T —a)r()
Sustituyendo
-« —a)?n(i)? —a)7(i
E|T;] = n(i) + ol 1)_((3 —_i_ (al)ﬂ(z)) (@) + [om(z) + 7 _(1(1 — ;);&) E[T;].

L 7@+ ol —a)(1 —7(3))]
E[T] = T—a(l-a)r()H{l—7()}
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Si « es cero o uno, { X, } es una sucesién de v.a.’s independientes. En tal caso E[T;] = 7(i)/(1—7(i)),
mientras que para 0 < o < 1,

, 7 (i)
BT = 7=y

Esto significa que la longitud esperada de una corrida de i’s para el proceso DMA(1) es siempre
mayor o igual a la longitud esperada de una corrida de ¢’ para una sucesién de v.a.’s independientes.

Ademids, dada una distribucién m, el maximo de E[T;] ocurre en o = 1/2. En este caso

E[T;] = 1 W(:r)(i) <1 T 17r(i)> '

Por ultimo, es de mencionar que los autores muestran que el proceso DMA(1) es reversible en

el tiempo.

DARMA (1,1)
El proceso {X,,}, DARMA(1,1), estd dado por

Y, c.p. B, Zp—1 C.P- P,
Xﬁ:{ n p. B8 v Zf:{nl p-p
anl C'p'(l - B) Yn C~p‘(1 - p)7

el cual es no Markoviano en general.
En el proceso DARMA(1,1), hay una eleccién aleatoria entre Z,,_; y Y,,. Z,_1 contiene toda la
informacién disponible del pasado y si Y,, es escogida, entonces la memoria del proceso antes del

tiempo n es perdida para siempre.

Haciendo N = 0, (3.31)-(3.34) son cero y, de (3.35) y (3.36) se tiene que
p(j) = Corr(Xn, Xpij) = 9 HBA =L —p) + (1 =P)%p, =1

3.2.2. DAR(p)

El modelo DAR(p) es la generalizacién del modelo DAR(1), ec. (3.27). Permite generar una
sucesion estacionaria de v.a.’s discretas con dependencia de Markov de orden p y distribucién
marginal dada.

Sea {Y,,} v {Vi,} como en la subseccién 2.2.1.;y {A,} una sucesién de v.a.’s independientes que

toma valores en {1,2,...,p}, con p en los naturales y tal que
P[A, =i =a;, i=12,...,p.
con Y ?_, a; = 1. Definimos el proceso DAR(p) (Discreto Autoregresivo de orden p) como

Xp=ViXna +(1-V,)Y,, n=12,.... (3.39)
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Directamente de la definicién se tiene
P
PXni1 = jlXn =11, .., Xnp1 = ip] = (1 = p)7(j) + Zpakjj(ik)7
k=1

donde o '
n)={, "=
0 e.o.c.
Estacionariedad La definicién del proceso DAR(p) requiere la especificacién de la distribucién
conjunta del vector (X_pi1,...,X_1, X0) que haga a la sucesién {X,,} estacionaria.
En Jacobs y Lewis (1978c) se muestra que existe una tnica distribucién limite v (con distribucién

marginal 7) para la cadena de Markov
{(Xn, Xn+1, ceey Xn+p71)a n = 1, 2, .. }
Por lo tanto si usamos v como la distribucién inicial para (X_p41,...,X_1, Xo), el proceso {X,},

DAR(p), es estacionario con distribucién marginal .

Correlacién serial Sea {X,,} un proceso estacionario DAR(p) con distribucién marginal 7.
De (3.39) se tiene que X, = X, 4x—; con probabilidad paj, para j = 1,2,...,p.
Entonces

COV(Xan-‘rl)
= p{E[Xan-i-l—An] - E[XH]E[XN—Fl—An]} + (1 - P){E[Xnyn+1] - E[Xn}E[erl]}-

El segundo sumando es cero y por el primero se tiene que

p
COV(Xn, Xn+1) =P Z OéjCOV(Xn, Xn+17j)-
Jj=1

Por lo tanto

r(1) = parr(0) + pagr(1) + -+ + payr(p — 1),
con r(k) = Corr(X,, Xnik)-

Haciendo lo mismo con X,, 42, Xy43, - - . obtenemos el conjunto completo de las ecuaciones de Yule-
Walker,

r(1) = pair(0) +pasr(1) 4o tpapr(p—1)

r(2) = pair(l) +paar(0) Fee Fpayr(p — 2)

r(p) = poar(p—1) +poor(p—2) +--- +payr(0)
y para k > 1,

rip+k) = par(p+k—1) + paor(p+k—2) +--+ +payr(k).
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Afirmacion: Las correlaciones seriales del proceso DAR(p) son todas no negativas.

Demostracion: Sea q(i),i > 1 la probabilidad de que X,, y X,,4; tomen el mismo valor aleatorio

Y con k < n. Sea R, el indice aleatorio de las Y; k < n que X,, toma, i.e. X;, =Yg,

n n+l
=> > EMYj|P[R, =k, Ry = j]
k=1 j=1
n n n+l
=Y ENZIP[Ry = Rpyy =K+ > _ Y EViYj|P[R, =k, Ry = j.
k=1 k=1 j=1

£k

Puesto que las Y,,, son v.a.’s i.i.d.
(X Xni1] = EYZB[R, = Rusd) + EX[ViJP[Ry # R,

Restando E[X,]|E[X, 4] = E[YR,]|E[YR,.,] = E*[Y1]

n—+1

COV(XanH) = E[Y12]P[Rn = Rn+l] + Ez[Yl](P[Rn i RnJrl] - 1)

= Var(Y1)P[Ry = R,

entonces

(1) = Corr(Xp, Xpy1) = P[R, = Ruqi] = q(1), 1> 1.
Por lo tanto las correlaciones del proceso DAR(p) son todas no negativas. U
DAR(1)

El proceso DAR(1) estd dado por
Xn =VoXna+ (1 —-V,)Y,, n=12,....

y ya ha sido tratado en la subseccién 3.2.1, obteniéndose resultados como las condiciones de esta-
cionariedad y su correlacién serial (ecs. (3.28) y (3.36)) bajo el enfoque de mezclas. No obstante,
presentamos de nuevo estos dos resultados pero bajo el punto de vista de cadenas de Markov y
utilizando la linealidad del proceso.

Directamente de la definicién el proceso DAR(1) es una cadena de Markov (de orden 1) con matriz

de probabilidades de transicién [P]; jer, dada por
P[Xnt1 = j|Xn =i = p(i,5) = (1 = p)7(j) + pL;(i),

con
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Estacionariedad Por demostrar
> w(@pi,j) = =), jEE.
ickE
Demostracion: Sean ¢,j € F,

> w(@i)p(i,g) = 1= p)w(i) Y _w(@) +p Y Lii)w(i)

i€ i€ i€E
= (L =p)7(j) + pr(j) = 7(j)-

Por lo tanto basta que X tenga distribuciéon 7 para que el proceso sea estacionario. U

Cabe mencionar que se ha llevado un direccién opuesta a la que normalmente se lleva en la teoria
de cadenas de Markov: primero hemos especificado la distribucion estacionaria asociada a la cadena
y luego la matriz de transicion. Ademds al cambiar el pardmetro p no se afecta a la distribucién

estacionaria, 7.

Correlacién serial Tomando esperanza condicional al proceso DAR(1)
EXny1 | Xn =a] = pz+ (1 - p)E[Y],

ya que la esperanza de {Y,,} y {X,,} es la misma, aplicamos el Corolario 2.17, y corroboramos una
vez mas que

Corr(X,, Xpir) = pF, k=0,1,....

Longitud de una corrida Para i € F fijo, definimos T; = inf{n > 1; Z,, # i} — 1, como antes.

Afirmacion: Para este proceso, al igual que para el caso del modelo DMA(1), la longitud espe-
rada de una corrida de 7'y, es mayor o igual que la de una sucesién de v.a.’s independientes.
Demostracion: Paran > 1,
PT,>n|=PZ1=Zy=...=Z, =1
=P[Z, =i|Zn-1 = i|P[Zh-1 = i|Zp—2=1i]...P[Z1 =] = n(i)p(i,i)" L.
Y, P[T; =0] =1 — 7 (7).

Entonces calculamos la esperanza de T; como

BIT] = 3BT > 0] = 3 w(i) (i)
n=1 n=1
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Figura 3.1: Simulacién de un proceso Poisson DAR(1), con A =5 y n = 100. En la parte superior:

p =0.3. En la parte inferior: p =0.7.
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Figura 3.2: Simulacién de un proceso Binomial DAR(1), con N = 10, p =0.5 y n = 100. En la parte

superior: p =0.3. En la parte inferior: p =0.7.



3.2 Modelos discretos generados por mezclas 39

Si p =0, entonces Z,, =Y, i.e. {Z,} es una sucesién de v.a.’s independientes y

E[T;] = w(i)/(1 — w(i)). Mientras que para 0 < p < 1

, m (i)
Bl = 15

como afirmamos. Ademés note que este incremento es constante para todos los estados (1/(1 — p)).
(W
Por otra parte resulta un célculo muy simple la P[T; = n].

Paran > 1,
P[T; = n] = P[T; > n] — P[T; > n+ 1] = (i) P(i,i)" [l — P(i,3)]. U

Las figuras 3.1 y 3.2 muestran simulaciones de procesos DAR(1) con distribucién marginal Poisson

y Binomial respectivamente.

3.2.3. DARMA (p, N +1)

Sean {Y,. }, {Un}, {Va}, {An} y, {Dn} como hasta ahora. El proceso DARMA (p, N+1) (Discreto
de mezclas Autoregresivo-Promedios Méviles de orden p y N + 1, respectivamente) esta definido

como

Xn=UnYn-p, + (1 = Un)Zp_(N41) (3.40)
n=12,...,
con cola autoregresiva dada por

Zn = VnZn—An + (1 - Vn)Yn7 (341)

n=-N,—-N+1,....

Como podemos observar este modelo conjunta a los 2 anteriores.

Estacionariedad Si {Z_N_p, Z_n_(p—1),---,Z-N-1} tiene distribucién conjunta v como en la
subseccion 3.2.2, DAR(p), el proceso DARMA(p, N + 1), {X,,; n = 1,2,...} es estacionario con

distribucién marginal 7.

Correlacién serial Sea {X,,} un proceso estacionario DARMA(p, N + 1).
Sear4(k) = Corr(Zy, Znik), k > 1, que sabemos se obtiene mediante las ecuaciones de Yule-Walker
(subseccién anterior).

Por otra parte,

Cov(Zn, Yn) = p(E[Zn-,Ys] = ElZn-a,)E[Ya]) + (1 = p)(E[Y;}] — E[Y,]E[Ya]),
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puesto que el primer término es cero se tiene que
Corr(Zp—n,Yn-n) = (1 — p). (3.42)

Sea rp(k) = Corr(Z, 44— (N+1), Yn-D,) = Z;V:O Corr(Zy 4 k—(N+1)> Yn—j)d;. Para que la correlacion
sea distinta de cero necesitamos que n+ k — (N + 1) > k — j o equivalentemente j > (N + 1) — k.

Entonces para

k=0,
TB(O) =0.
k=1,

rg(1) = onCorr(Z, 11 (N 11y, Yo—n) = On(1 — p).
k=2,
7(2) = 6n-1Corr(Zy yo—(N41)s Yao(n—1)) + INCorr(Zy o (N41)s Yn-N)

= (5]\],1(1 - p) + 5NpalCorr(Zn+1,(N+1),Yn,N) = (5]\],1(1 - p) + quT‘B(l).

k=3,

r5(3) = on—2C0rt(Zp 13- (N4+1)s Y (N-2))
+0N-1Cor1(Zp 43— (N41)s Yn—(v-1)) + OnCorr(Z, 13- (N 1) Yn-N)
=0n-2(1 = p) +n-1pa1Corr(Z, 1o (N41), Y- (N=1))
+on[parCort(Zy o (Ny1)s Yo—N) + paeCort(Z, 1 (N41)s Yn—N)]
= 0n—2(1 = p) + paarp(2) + pazrp(1).

Y en general se puede comprobar que
rp(k) = dn_(k-1)(1 = p) + parrp(k — 1) + paarp(k — 2) + ... + pag_175(1) + paxrp(0)

k
:5N7(k71) +Zpai7’3(k—i), k>1,
i=1

donde o; =0sii>p, yd; =0sij<0.
Ahora,

Cov(Xn, Xpik) = B (E[Yn-DoYnsk-D i) — EYn-D,)EYnsk-D, . ,))
+68(1 = B)(EYn-D, Znik—N+1)) — ElYn-D, | E[Z 11— (N11)))
+5(1 - ﬂ) (E[Yn—l—k:—Dm-an—(N—‘rl)] - E[Yn+k—Dn+k]E[Zn—(N+l)])

+(1 = B)*(ElZptk—(v41) Zn-n+1)) = ElZnii—v+1) Bl Zn—(nv+1)))-
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El tercer término es cero pues n+k — Dy >n — (N + 1) para toda k > 0.
Mientras que el primero, si 1 <k < N

N—Fk
B ENYn-p,Ynik-Doi) = EVa-DJENVaik-p,.,)) = 87 66k Var(Y1).
=0
Por lo tanto, {r(k)} con r(k) = Corr(X,, X, +r) puede ser obtenido mediante el sistema de ecua-

ciones
N—1

r(1) =62 6idir1 + 81— B)rp(l) + (1 - B)*ra(l)
=0

N—-2
r(2) =% 6ibira + 81— B)ra(2) + (1 - B)°ra(2)

1=0

r(N) = 32600n + B(1 — B)rg(N) + (1 — B)*r4(N)
r(N +k)=p1—B)rg(N+k)+ (1 —3)*ra(N +k), k> 1.

Las correlaciones de este proceso al igual que en el caso del modelo DAR(p) son todas no negativas

de hecho se puede usar exactamente la misma prueba.

3.2.4. NDARMA (p, N)

Una mezcla de un nimero finito de v.a.’s cada una con funcién de densidad de probabilidad .,
tiene funcion de densidad de probabilidad 7 atin si las v.a.s son dependientes. Basados en esto Jacobs
y Lewis (1983) presentaron un Nuevo modelo en el que, a diferencia del proceso DARMA (p, N + 1),

la autoregresion no estd definida sobre una cola autoregresiva sino sobre si misma:

Sea {Vi,},{An} v {Dy} como antes. Definimos el proceso {X,,} NDARMA(p, N 4+ 1) como

Xn = Van—An + (1 - Vn)Yn—Dn7 (343>
n=12....
Entonces con probabilidad p, X, es uno de los p valores anteriores X;,,_1,X,,_2,...,X,,_p y con

probabilidad (1 — p) es una mezcla de las Y;’s, n — N < k < n.
Obsérvese que si p = 0 entonces {X,,} es el proceso DMA(N) y si P[D,, = 0] = 1 entonces {X,,} es
el proceso DAR(p).

Estacionariedad Jacobs y Lewis (1983) prueban que el proceso NDARMA (p, N) es estacionario

con distribucién marginal 7.
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Correlacién serial La correlacion serial para un proceso estacionario NDARMA (p, N) satisface
las ecuaciones de Yule-Walker para un proceso ARMA(p, N) con restricciones en el rango de los
coeficientes.

Sea rp(i) = Corr(X,,Y,—;), la cual se puede calcular recursivamente mediante

rp(0) = Corr(X,,Y,) = pCorr(X,,—4,,Yn) + (1 — p)Corr(Y,—p,, Yn) = (1 — p)do.

rg(1) = Corr(X,, Yn—1) = pCorr(X,—4,, Yn—1) + (1 — p)Corr(Y,—p,,, Yn-1)

= pa1Corr(X,,—1,Yn—1) + (1 — p)d1

= paarp(0) + (1 — p)dr.

rg(2) = Corr(X,, Y,—2) = pCorr(X,,—4,, Yn—2) + (1 — p)Corr(Y,—p,, Yn—2)

= pa1Corr(X,,—1,Y,—2) + paeCorr(X,_2,Y,—2) + (1 — p)de

= pairp(l) + paarp(0) + (1 — p)da.

En general, es sencillo ver que

rp(i) = parrg(i — 1) + pagrp(i — 2) + - - - + payrp(0) + (1 — p)d;

donde o; =0sii>p,yd; =0sij>N.
Sea r(k) = Corr(X,, Xnik)

D N
= pz a;Corr( Xy, Xptk—i) + (1 —p) Z 0;Corr( Xy, Yiik—i),
i=1 i=k
entonces, para 1 < k < N
N
r(k) = pair(k — 1) + pogr(k —2) + -+ - + poypr(k —p) + (1 — p) Zdﬂ'B(i — k), (3.44)
i=k

con r(0) = 1.

Cuando k£ > N el dltimo término desaparece.

Las correlaciones seriales del proceso NDARMA (p, N) son todas no negativas. El argumento es el

mismo que se usé para el modelo DAR(p).
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NDARMA (1,1)

El proceso {X,,} NADRMA(1,1) viene dado por

Xn-1 cp. p,
Xn=14Y, c.p. (1—p)do,
Yo-1 cp. (1—p)(1—do),

con0<§H<ly0<p<l.
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Figura 3.3: Simulacién de un proceso Poisson NDARMA(1), con A = 5, n = 100 y 6p=0.5. En la

parte superior: p =0.3. En la parte inferior: p =0.7.

En este caso ay = 1, entonces por (3.44)

Por lo tanto

r(k) = Corr(Xyp, Xpik) = pFHp+ (1 - p)20(1 — )], k> 0.

Las figuras 3.3 y 3.4 muestran las simulaciones de procesos NDARMA(1,1) con marginal Poisson

y Binomial respectivamente.
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Figura 3.4: Simulacién de un proceso Binomial NDARMA(1), con N = 10, p =0.5, n = 100 y
09 = 0,5. En la parte superior: p =0.3. En la parte inferior: p =0.7.



Capitulo 4
Sobre descomponible-por si misma

Este capitulo pretende servir como un puente entre nuestro capitulo anterior y el siguiente. Ilus-

tramos el concepto de descomponible-por si misma (S-D) para variables aleatorias en RT. Concepto
que de manera implicita fue usado en el capitulo anterior. Es un resultado bien sabido que una
distribucién (no degenerada) descomponible-por si misma es absolutamente continua.
Introducimos el operador de adelgazamiento Binomial que nos permitird dar un concepto de
descomponibilidad-por si misma para variables aleatorias con valores en los enteros no negativos.
Fue a partir de este operador de donde surgié la posibilidad de crear modelos para series de tiempo
con valores discretos con estructura semejante a la de sus andlogos continuos AR y MA, sobre todo
de orden uno. Modelos que seran abordados en detalle en el siguiente capitulo.
La teoria de descomponibilidad-por si misma es bastante extensa. Nos limitaremos a presentar
algunos conceptos y resultados que son basicos en nuestro estudio sin entrar en demasia en los
detalles. Para una visién mé&s profunda del tema exhortamos al lector a que consulte el texto de
Steutel y van Harn (2004).

4.1. Descomponibilidad-por si misma

Definicién 4.1 Una variable aleatoria X se dice que es descomponible-por si misma (S-D) si para

todo « € (0, 1) existe una v.a. X, tal que

xdax+x., (4.1)

y en el lado derecho X y X, son independientes.

Claramente descomponibilidad por si misma es una propiedad de la distribucién de X, por lo que
ésta también recibe dicho nombre.
Obviamente toda distribucién degenerada es S-D. Ademads se sabe que toda distribucién S-D es

unimodal.
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Si X toma valores en RT entonces sus componentes X, también. En este caso usaremos transfor-

madas de Laplace para escribir (4.1).

Definicién 4.2 Sea X una v.a. con valores en RT y transformada de Laplace ®x. X (o su dis-
tribucién) es descomponible-por si misma si y solo si para todo « € (0, 1), existe una transformada
de Laplace ®, tal que

Dx(s) = Px(as)Pau(s). (4.2)

Ya que la transformada de Laplace (T.L.) es siempre positiva, la relacién (4.2) puede ser escrita
como
Px(s)

NOE ~e (4.3)

Es claro entonces que las distribuciones de las componentes X, de X en (4.1) estdn determinadas

de manera tnica por X.

Conviene saber dos cosas sobre distribuciones descomponibles-por si mismas:

1. La clase de distribuciones descomponibles-por si mismas es una amplia subclase de las distribu-

ciones infinitamente-divisibles.

Estas ltimas se encuentran definidas de la siguiente manera

Definicién 4.3 Una v.a. X se dice que es infinito-divisible (I-D) si para todo n € N existen

Xn1,Xn2,...,Xnn v.a’s independientes tales que

X an,l + -+ Xn,m (4'4)

y Xnj an para toda j y alguna X, llamada el factor de orden n-ésimo de X.

El termino infinito-divisible también aplica a la distribucién de X. Se sigue que una funcién de
distribucién F es I-D si y solo si para todo n € N, F' es la n-ésima convolucién de una funcién de
distribucién F;, con ella misma. Y si X posee T.L., ®x, entonces X es I-D si y solo si para toda

n € N, ®x es la n-ésima potencia de una T.L. ®,,:
F=F®", neN,  ®&x(s)={®,(s)}", neN, (4.5)

donde ® denota convolucion.

Asi mismo se tiene de la definicién que si X es I-D entonces ¢X también lo es, para cualquier ¢ € R;
v si X y Y son independientes e I-D ambas, entonces X 4+ Y es I-D, se dice entonces que la clase
infinitamente-divisible se preserva bajo convolucién.

De (4.5) se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 4.4 Una v.a. X con T.L. ®x es infinito-divisible si y solo si % es una T.L. para
todo t € (0, 00).
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Ejemplo 4.5 Sea € Ry 0 > 0. Si X tiene distribucién Normal(u,0?), X es infinito-divisible.

Para n € N el factor de orden n-ésimo X, tiene distribucién Normal(pu/n,o?/n). U

Ejemplo 4.6 Sea k> 0y A > 0. Si X tiene distribucién Gamma(k, A), con funcién de densidad
Ak
fx(z) = Z—aklemA7 (4.6)

X es infinito-divisible. Para n € N el factor de orden n-ésimo X, tiene distribucién Gamma(k/n, \).

Obsérvese que si k = 1 se tiene que la distribucién Exponencial(A) es infinito-divisible. U

2. Toda distribucién (no degenerada) descomponible-por si misma es absolutamente continua
(Steutel y van Harn (2004), pgs. 235 y 278), por lo que una variable aleatoria discreta (con

valores en Np) no podra serlo.

JHabra alguna manera anéloga a (4.1) para definir descomponibilidad-por si misma para v.a.’s con

valores en los enteros no negativos?, y en caso afirmativo, jqué significara ello?

Antes de responder a estas interrogantes presentamos el siguiente ejemplo para ilustra el uso de
S-D.

4.1.1. GAR(1)

Consideremos nuestro proceso estacionario AR(1)
Xn =pXn_1+en, n=0,+1,+2 ..., (4.7)

con |p| <1y, {e,} una sucesién de v.a.’s i.i.d.

En este apartado nos planteamos el siguiente problema: jes posible obtener un proceso estacionario
con distribucién marginal Gamma(k, A) que cumpla con el modelo (4.7)?

En el capitulo anterior hemos visto que si pretendemos que las {X,,} tengan distribucién marginal
positiva es necesario pedir p € [0,1). Ademés, encontramos que si suponiamos estacionariedad y
dédbamos la distribucién para las X,,’s la ecuacién que determinaria la distribucién de las €,, es

_ (I)X(S)
Px(ps)

Que esta tltima sea la transformada de Laplace de una distribucién (para todo p € (0,1)) no es

D (s)

. (4.8)

otra cosa sino saber si X es descomponible-por si misma. Se tiene entonces que:

Todas las distribuciones que sean descomponibles-por si mismas pueden ser distribu-

ciones marginales para la solucion estacionaria de la ecuacion (4.7).
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Queda resuelta asi, la primera pregunta que se planteé en este trabajo (pg. 20).

Nuestro problema es ahora, saber si la distribucién Gamma(k, \) es S-D y en tal caso deducir cémo
son las &,.

La transformada de Laplace para una variable aleatoria X, con funcién de densidad como en (4.6),

estd dada por ®x(s) = (52=), sustituyendo en (4.8) se tiene,

(I)E(S) A+s k k
_ (AAT;S> — <p+ (1 —p))\is> . (4.9)

Por el Ejemplo IT1.11.8 de Steutel y van Harn (2004), con p = A/A+a, se tiene que (A+ps)/(A+s) es

A+ps
A+s

k
una T.L. infinitamente-divisible. Lo que asegura, Proposicién 4.4, que ( ) es una transformada

de Laplace para cualquier k positiva. Por lo tanto X es descomponible-por si misma.

Tenemos entonces la mitad del problema, tal vez menos, resuelto. Ahora la interrogante es: ;cudl
es la distribucién que esta implicita en (4.9)? Uno puede ver que cuando k € {1,2,3,...}, € es una

mezcla finita de distribuciones Gamma. Por ejemplo cuando k = 2,

2
0.6 =+ 2000 - s 002 (555 ) (4.10)

que es una v.a. que con probabilidad p? toma el valor 0, con probabilidad 2p(1 — p) es una v.a.
Exponencial()\) y con (1 — p)? una v.a. Gamma(), 2).
.Y cudndo k no es un entero -positivo-? Lawrance (1982) mostré que la variable aleatoria de

innovacién, e, con transformada de Laplace (4.9), puede ser generada como
N
En = Z Jin para cada n, (4.11)
r=1

donde
» {Y;} es una sucesi6én de v.a.’s i.i.d. con distribucién Exponencial()),
» {U,} una sucesién de v.a.’s i.i.d. con distribucién Uniforme(0,1),
» N una v.a. Poisson con media kIn(1/p),
» {Y;}, {U,} y N, son independientes.
Proposicién 4.7 La transformada de Laplace de (4.11) es (4.9).

Demostracion: Haciendo uso del Teorema 2.23, se tiene que la distribucién de Z = pY, con

p € (0,1) y U una v.a. Uniforme(0,1) es

fz(2)=—- , z € (p,1). (4.12)
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Entonces si Y es una v.a. Exponencial()) independiente de U, y s > 0

1 e} 1 1
Ele™3%Y) = — e Xe M dydz
1
P 0 z Il(p)

1 00
hl(p) p Z Jo

- P S B e
N ln(p)/p z)\—i-szd N ln(p)1 [)\—Fsz} ,
B In [piﬁi)} _ In(p) - In(A+ ps) +In(A + s)
In(p) In(p)
In (32)
=l (4.13)

La T.L. de una v.a. Poisson compuesta es un calculo bastante sencillo y conocido, que se encuentra

més abajo. En particular para ¢, como en (4.11),

O, (s) = Dy (— In{Pg(s)}), (4.14)

donde R = ZY, con Z y Y como arriba.
Sustituyendo (4.13) y recordando que la T.L. para una v.a. Poisson(h) es ®x(s) = "¢ "~ En
particular si h = —kn(p), ®x(s) = exp{—kIn(p)[e”* — 1]}. Asi entonces,

B, (s) = exp{—kIn(p)("@n(D) — 1)}

— exp{—kIn(p)(@g(s) — 1)} = exp [k In (A;rp:ﬂ ,

que es la misma que (4.9). U

Acabamos de probar que el termino de innovacién €, en (4.7) tiene distribucién Poisson compuesta
como en (4.11). Esta forma nos permite generar €, y por lo tanto el modelo GAR(1) (Gamma Au-

toregresivo de orden 1) para cualquier par de valores k y p, incluso cuando éstos son muy pequenos.

Por 1ltimo, la T.L. de una v.a. Poisson compuesta se puede obtener de la siguiente manera.

Proposiciéon 4.8 Sea M = Eil Wi, con Wi, Wy ... v.a.’sii.d. y B una v.a. independiente de W;

para toda i, entonces la transformada de Laplace de M, ®,,(t), estd dada por

Oy (t) = B [(2w(1)"].
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Demostracion: ®;(t) = Ele”™M] = E[e*t(W1+Wz+...+WB)]

B B

=E|[[e™| =E E[He‘twi\B]
B B

e[ [ 1] =[]
B

= 2| [Tow.(0)| = B [(@w(®)"]

Que podemos reescribirlo como
(1) = B [(@w(t)7] = B MO = @ (- Infow (1)),

siempre que 0 < @y (t) < 1, condicién que asegura la positividad del argumento. En nuestro caso,

ya que p € (0,1) y s > 0, nos queda que ®r(s) cumple con esta condicién. U

Estacionariedad Por construccién el proceso es estacionario con distribucion marginal Ga-

mma(k,\), siempre que Xy tenga dicha distribucién.

Correlacién Serial Sabemos que ®.(0) = —E|[e]. Calculando esta derivada se obtiene que E[e] =
(1-p)k.
Ademés como X, se distribuye Gamma(k, \) se tiene que E[X,] = £, por lo tanto del Corolario

2.17 se tiene que

p(k) = p*, k=0,1,....

Distribucién Conjunta La transformada de Laplace de la distribucién conjunta de X,, y Xp41

es

(I)Xn,Xn-H (517 52) = E[eXp(_San - SQXn+1)]

= q)X(Sl + pSz)(I)a(SQ)

= (o) (rri-oxisy)
A\ + 51+ pse P PINT s

A o) A A )’“
p A+ 51+ psa A+ so

N <p)\+81+p82

Ya que esta iltima es no simétrica en s; y so, se sigue que el proceso es no reversible en el tiempo.
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Esperanza y Varianza Condicionales Consideremos X,, v X, 11.
k
E[Xpi1|Xn =12] = pz + Elgn] = pz + (1 - P)Xa
E[X7 1| Xy = 2] = p*a® + 2p2Eleni1] + Elei ).

Derivando dos veces la transformada de Laplace de &, (4.9), y evaluando en cero se obtiene el
iltimo sumando, quedando
2 2,2 kK
BlXp41|Xn = 2] = p"2" + 2p2(1 = p) 3 + 35(p = D(kp —k —p—1).
Asi, la varianza condicional es

k

Var(Xp41|Xn =2) = (1 - P%Fa

que es una constante, igual a k veces la varianza condicional del proceso EAR(1).

4.2. Descomponible-por si misma discreta

Definicién 4.9 Sea X una variable aleatoria con valores en Ny := {0,1,2,...} y funcién de den-
sidad pg(= P[X = k]). La funcion generadora de probabilidad (f.g.p.) de X estd definida como
Px :[0,1] — [0,1], con

Px(s) := E[SX]:Zpk s*, 0<s<1.
k=0

Es inmediato que si X y Y son v.a.’s independientes entonces Px.y = Px Py. Existe el teorema

de unicidad (Px = Py siy solo si X Q Y). Ademas, la densidad pi de X, puede obtenerse como

1
Dr = HP?(fk)(O)’ k € No.

En la seccién anterior nos planteamos la siguiente pregunta: ; Podemos hablar de descomponibilidad-
por si misma para v.a.’s con valores en Ny?, ;Habrd una forma andloga a (4.1) para definir
descomponibilidad-por si mismas para estas variables aleatorias? La repuesta es si.

En 1979 Steutel y van Harn presentaron un trabajo en el que propusieron, y de hecho establecieron,
el andlogo discreto de S-D.

Sea X una v.a. con valores en Ny y « € (0,1). Para dar una definicién de descomponible-por

si misma para X es necesario reemplazar la multiplicacién escalar aX en (4.1) por awo X, con
aoX=Y1+Ys+---+Yx,

donde Y7, Y5, ... son v.a.’s i.i.d. Bernoulli de media «, e independientes de X. Si X = 0 la suma es

cero.
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Conviene definir «o X también para a € {0, 1}. De manera natural hacemos, 0o X :=0y loX := 1.
Obsérvese que oo X, también es una v.a. con valores en Ny y definida en distribucién por su f.g.p.

como

Poox(s) = Px(1 — a+as). (4.15)

13 ”

Algunos resultados como éste sobre el operador “o” se encuentran al final del capitulo.

Estamos ya listos para dar la definicién de descomponibilidad-por si misma caso discreto.

Definiciéon 4.10 Una v.a. X que toma valores en Ny se dice que es descomponible-por si misma

discreta si para todo 0 < a < 1, existe una v.a. X, tal que

XgaoX—i—Xa, (4.16)

donde en el lado derecho a0 X, y X, son independientes.

Més adelante presentamos la funcién de densidad de « o X, ec. (4.21), de ésta (y puesto que
0 < a < 1) se obtiene que Pl o X = 0] > 0. Esto implica que las componentes X, de X, también

toman valores en Ny. Por lo tanto podemos usar la f.g.p. para reescribir (4.16).

Definicién 4.11 Sea X una v.a. con valores en Ny y f.g.p. Px. X (o su distribucién) es S-D

discreta si y solo si para todo 0 < « < 1, existe una f.g.p. P, tal que

Px(s) = Px(1 — a+ as)P,(s). (4.17)

Si definimos Gx(s) := Px (1 —s) y Ga(s) := Pa(1 — ), (4.17) puede ser escrita como
Gx(s) = Gx(as)Gq(s), (4.18)

que es mds similar a (4.2) para el caso en RT. La demostracién de (4.18) se encuentra al final del

capitulo.

De la Proposicién V.4.1. de Steutel y van Harn (2004) la componente X, en (4.16) también toma el
valor cero con probabilidad positiva. De esto se deduce un resultado interesantisimo: distribuciones
degeneradas en Ny que son descomponibles-por si mismas en el sentido cldsico (Seccién 3.1.) no
pueden ser S-D discretas. Mds atn, ya que distribuciones (no degeneradas) descomponibles-por
s{ mismas en R™ (y en todo R), son absolutamente continuas, se tiene que distribuciones con va-
lores en Ny no pueden ser ambas, descomponibles-por si mismas discretas y descomponibles-por

si mismas en el sentido clédsico.

Por otra parte en analogia a la secciéon anterior se sabe que:
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Proposicién 4.12 Una distribucién descomponible-por si misma discreta es infinito-divisible discre-

ta.

Donde, una variable aleatoria X que toma valores en Ny, se dice que es infinito-divisible discreta,

si cumple con la Definicién 4.3 y ademds P[X = 0] > 0. En términos de su f.g.p. se tiene

Proposicién 4.13 Una v.a. X con valores en Ny y f.g.p. Px, con Px(0) > 0, es infinito-divisible

discreta si y solo si P)t( es una f.g.p. para todo t € (0,00).

Ejemplo 4.14 Sea A > 0. Sea X una v.a. con distribucién Poisson(\), py = e*)‘%, k e Ng. X

es I-D discreta con factor de orden n-ésimo X,, con distribucién Poisson(A/n). U

Ejemplo 4.15 Parar =1,2,...y60 € (0,1), sea X una v.a. con distribucién Binomial Negativa(r, 0)

Pe = <r+:_1>9’“(1—9)r, k=0,1,....

X es I-D discreta con factor de orden n-ésimo X,, con distribucién Binomial Negativa(r/n,#). Si

r = 1 obtenemos que la distribucién Geométrica(f) es I-D. U

Retomando nuestro estudio sobre descomponiblidad-por si misma caso discreto, reescribimos la ec.

(4.17) como
_ Px(s)
Px(1—a+as)’

P,(s) (4.19)
y llamamos a esta funcidn, la funcion-P, de Px.

Proposiciéon 4.16 Sea X una v.a. con valores en Ny y f.g.p. Py. X es S-D discreta si y solo si

para toda « € (0,1), la funcién-P,, de Px, es absolutamente monétona.

Donde, sea H una funcién que toma valores en R y dominio [0,1). Se dice que H es absolutamente

mondtona si es no negativa y posee derivadas no negativas de todos los ordenes, esto es
H™(z) >0, neNy 0<z<1.
Considere el siguiente Teorema:

Teorema 4.17 Sea H : [0,1) — RT. H es absolutamente monétona si y solo si existe una sucesién

{hi}ken, de nimeros no negativos tales que
o0

H(z):thzk, 0<z<1
k=0

A partir de este Teorema, la Proposicién 4.16 es clara: La Definicién 4.11 pide que la funcién-FP,,
sea una f.g.p. Si pensamos en el Teorema 4.17 a la sucesién {hx} como probabilidades, éste nos dice

que hay una equivalencia entre ser una f.g.p. y ser una funcién absolutamente mondtona.
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Ejemplo 4.18 Sea X una v.a. con distribucién Poisson(f). Su f.g.p. es facilmente calculada como
Px(s) = e 0079,
Para o € (0,1) la funcién-P, de Px queda como
P.(s) = e 0(1—a)(1=s)

Se tiene Pén)(s) =[0(1 — )] exp{—0(1 — a)(1 — s)} > 0, para todo 0 < a < 1. Por lo tanto P, es

absolutamente monétona y X es S-D discreta. U

Ejemplo 4.19 Sea X una v.a. con distribucién Binomial Negativa(r, 6).

E[sx]zisk ( Hi_l )9%1-9)7‘

i.e.

Py(s) = (11—995>r |

Para a € (0,1), la funcién-P, de Px, queda como

Pu(s) = (1 —9(11—5;+ ozs))T

Del Ejemplo I1.11.15 de Steutel y van Harn (2004), P, es la r-ésima potencia de una f.g.p.

T
infinitamente-divisible, puesto que a € (0,1). Lo que asegura que (%) es una f.g.p.

= {a—i—(l—a) 1—9]7'

1—06s

para toda r positiva, Proposicién 4.13. Por lo tanto X es S-D discreta. L

Cabe mencionar que una distribucién (no degenerada) acotada no podré ser descomponible-por

si misma ni en el sentido clasico ni en el discreto. Esto se deriva del siguiente resultado.

Proposicion 4.20 Una variable aleatoria no degenerada acotada no puede ser infinito-divisible

(discreta).

Demostracion: Sea X una v.a. tal que | X| < a para alguna a € R y supongamos que X es infinito-
divisible. Entonces por (4.4), para n € N el factor de orden n-ésimo X,, de X satisface |X,| < a/n

y la Varianza de X puede ser estimada como
Var(X) = nVar(X,) < nE[X?] < a?/n,

haciendo tender n a infinito se tiene que Var(X)=0, por lo tanto X es degenerada. LI
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4.2.1. Operador de adelgazamiento Binomial

Definiciéon 4.21 Sea X una v.a. con valores en los enteros no negativos. El operador de adelgaza-

”

estd definido como

X .
0o X = 1Y st X >0,
0 si X =0,

miento Binomial “o

con {Y;} una sucesién de v.a.’s i.i.d. Bernoulli con P[Y; = 1] = 1 — P[Y; = 0] = a, e independientes
de X.

La sucesion Y7, Ys, ... es llamada la serie de conteo de avo X.

Ademds a o X, estd definida en distribucién por su f.g.p.

Proposicién 4.22 La f.g.p. de a0 X, es Pyox(s) = Px(1 — a + as).

Demostracidn: R .
S
X X
_ LHlE Yi| X } ELHlE[sYa}] :E|:<E[SY]>X:|
- E[(Pﬂs))x} = Px(Py(s))
y = BI )= ° #-e ) <o o
y=0,1

Proposicién 4.23 Dada X, a o X se distribuye Binomial (X, «).

Demostracion: Intuitivamente el resultado es claro. Basta recordar que la suma de v.a.’s Ber-
noulli es Binomial. Una prueba es la siguiente.

Si X es fija, digamos x, entonces P[X = x] = 1, y por lo tanto Px(s) = E[s*] = 5%, y
Puox(s)=Px(1—a+as)=(1—a+as)”.
De (4.20) se sigue que esta es la f.g.p. de una Binomial(z, o). U

[13 ”

Debido al resultado anterior es que el operador “o”, suele recibir el nombre de adelgazamiento

Binomial.

La v.a. a o X también toma valores en Ny y su distribucién puede obtenerse como

Plao X = k] :iﬂ»[aoxzk\xznm[xzn]
n=~k
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= i <Z> (1 — )" p,. (4.21)

n=k
En particular, Plao X = 0] =po + (1 — a)p1 + (1 — a)?pa + .. ..
Es claro que p; > 0, para al menos un 4, y puesto que o < 1, se tiene Pl o X = 0] > 0, como

afirmamos en la subseccién anterior.

Proposiciéon 4.24 Algunas propiedades del operador de adelgazamiento Binomial

1. 0o X =0.
2. 1o X = X.
3. Ozo(ﬁoX)g(ozﬂ)oX, con oy (3 tales que 0 < af < 1.

4. Elao X] = aE[X].

5. E[(ao X)?] = a?E[X?] + a(l — a)E[X].

6. E[(ao X)?] =a®.E[X3] +3a%(1 — a)E[X?] + a(l — a)(1 — 2a) E[X].
7. E[X(ao Z)] = aE[X Z).

8. E[X(ao2) =a’E[XZ% + a(l — a)E[XZ].

9. Si X y Z son independientes, E[(a o X)(5 0 Z)] = aSE[X]E[Z].

10. E[(ao X)(Bo Z)] = afE[X Z] si las series de conteo de awo X y 5o Z son independientes, e
independientes de X y Z.

11. E[(ao X)?(Bo Z)] = a*BE[X%Z] + a(l — a)BE[X Z] si las series de conteo de a0 X y S0 Z

son independientes, e independientes de X y Z.
12. E[XZ(BoW)] = BE[XZW].

13. E[X(BoZ)(yoW)| = ByE[XZW] si las series de conteo de fo Z y vo W son independientes,
e independientes de X, Z y W.

14. El(ao X)(Bo Z)(yoW)] = afyE[XZW] si las series de conteo de a0 X, foZ y yo W son
independientes, e independientes de X, Z y W.

15. Var(a o X)=a?Var(X)+a(l — a)E[X].
16. Si X y Z son independientes Cov(a o X, 30 Z) = 0.

17. Si las series de conteo de o X y § o Z son independientes, e independientes de X y Z,
entonces, Cov(ao X, B0 Z) = afCov(X, Z).
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18. Cov(X,a0 Z) = aCov(X, 7).
19. Cov(ao X,a0 X) =Var(awo X).

20. Cov(X,0 X) = aVar(X).
Demostracion:

1. Por definicién. U

2. Por definicion. U

3. Sabemos por la Proposicién 4.22 que Pyox(s) = Px(1 — a + as), entonces

Plaprox(s) = Px(1 —af + afs).

Por otra parte se sabe que a o X, también es v.a.. Entonces

Pao(ﬂoX) (5)

= Pgox(1—a+as)=Px(1-08+p{l —a+as})=Px(1-af+afs). U

X

DY

=1

E -y - E[XE[Y]] — aE[X]. U

e[y w1

5. Sea A= (0o X)? = Zfil Y; ZJX:1 Y;, que puede escribirse como

Y2+ YWY + VY3 + - + YiYy
+ Yo7 + Y o+ YaY3 + - 4 YoYy
A= + WY1 + VYo + Y§ o+ o 4 YaYx
+
+ YxV1 + YxY» + Y + - + Y3}
Aq
)+ A
)+
+ Ax
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Recordando que si Y ~Bernoulli(p), entonces E[Y™"] = p, para toda n € N, entonces E[A;|X]
= a+ a?(X —1). Ademds obsérvese que E[A;|X] = E[A1]|X] para toda i. Entonces

E[i}mx} :E[E:E[A”X]}

= F[X{a+a*(X —1)}] = E[a*X? + a(1 — a)X]

E[E[A;Xﬂ —E

= ’E[X?|+ a1l —a)E[X]. U

6. Sea B= (a0 X)3 =Y A+ YA+ --+YxA, con A como en 5.
Obsérvese que A puede ser reescrita como,
A= Y2+, Y+ 2V St +2Vs O, Vi - 4 2V 1 Vx.

Consideremos el primer sumando de B, Y7 A. Este queda

X X X X
Y +vi) YP4+2YP) Y+ 2 Yit+2Vi¥sy Vit 4+ 2Vi¥xoaYx
=2 1=2 =3 =4

Se tiene que
EY1A|X]

=a+a(X —1a+2a(X - Da+20*(X —2)a+20*(X —3)a+ ...+ 2%«

(X —-2)(X -1
2
El lector puede comprobar que E[Y;A|X] = E[Y1A|X] para toda i, entonces aplicando la

:a+3a2(X1)+2oz3[ ]:a+3a2(X1)+a3(X23X+2)

misma técnica que en 5,
El(ao X)% = E[B] = E[X{a +3a*(X — 1) + o3(X? - 3X +2)}]

=’E[X? +30%*(1 — a)E[X?] + a(l — a)(1 — 22)E[X]. U

- {XZE[Y]} = aE[XZ).

E[XZZ:Y} :E[XE[XZ:YHZ:

Note que lo anterior es equivalente a sélo escribir

| S

E[X(ao Z)] = E[XE[Q o Z|7]

= E[XaZ] = aE[XZ]. U
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8. E[X(ao2)?
- E[XE[(@ o 2)2\2]] = E[X{aZ® + a(1 - a)Z}] (por 5)

=’E[XZ* +a(l —a)E[XZ]. U

9. E[(aoX)(o0Z) = E (aoX)E[(goz)\Z]}

— E[(a o0 X)87] = E[ﬁZE[(a o X)1X]| = aBE[X]E[Z]. L

10. E[(ao X)(Bo Z)]

_ E[(a o X)E[(8 o Z)\Z]] —E [ﬂZE[(a o X)\X]] = aBE[XZ]. U

11. Haciendo el mismo procedimiento que en 10 y usando 5 como en 8, se obtiene el resultado. L
12. Usando esperanza condicional, condicionando sobre W, se obtiene el resultado. U

13. Aplicando un procedimiento semejante al de 10 se obtiene el resultado. U

14. De manera andloga a 10. U

15. Es consecuencia de 4 y 5. U

16. De9y 4. U

17. Por 10y 4. U

18. Cov(X,a0Z) =E[X(ao Z)] — E[X|E|ao Z] = aFE[XZ] — aE[X]E[Z] = aCov(X, Z). U
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19. Cov(ao X,a0 X) = E[(ao X)?] — E?[ao X] = a?E[X?] + a(1 — a)E[X] — o*E?[X]
= a?Var(X) + a(l — a)E[X] = Var(ao X). U

20. Por 18, con Z = X. U
Proposicién 4.25 Si definimos Gx(s) := Px(1 — s) y Gu(s) := Pa(1 — s) entonces,

Goox(s) = Gx(as).

Demostracion: Siguiendo el mismo procedimiento de la Proposicién 4.22 se obtiene

E[(1—s)*X] = E[E [(1 - 5)°°% | X] } =F (E [(1—s)"] )X] (4.22)
- E [(Gy(s))X} = E[(1 - as)¥X] = Gx(as), (4.23)

pues
Gy(s)=E[(1- S)Y] = Z (1-s)Ya?(1-a)Y=1—as. U (4.24)

y=0,1

A partir de este resultado, (4.18) es inmediata debido a la independencia en (4.16).



Capitulo 5
Modelos basados en adelgazamiento

El presente capitulo trata de modelos de series de tiempo con valores en los enteros no nega-
tivos, basados en adelgazamiento. Estudiamos concretamente las familias AR(1) discreta, MA(1)
discreta y ARMA(1,1) discreta. Para la primera se ha dedicado un mayor espacio no solo en el
presente trabajo sino en la literatura en general, tal es asi que ésta recibe el nombre particular de
INAR (INteger-valued Autoregressive) de orden uno, INAR(1). Para las tres familias estudiamos el
caso de las distribuciones Poisson, Geométrica y Binomial como distribucién marginal de los mo-
delos. Para la distribuciones Poisson y Geométrica usamos adelgazamiento Binomial, “o”, el cual
ha sido estudiado en detalle en el capitulo anterior. Para el caso de la distribucién Binomial por
la Proposicién 4.20 serd necesario hacer modificaciones y usar lo que llamaremos adelgazamiento
Hipergeométrico.

Por otra parte, para la familia AR(1) discreta también estudiamos la distribucién Binomial Negati-
va, presentando incluso dos modelos distintos con ésta distribucién marginal. El primero se obtiene

mediante adelgazamiento Binomial y el segundo por una generalizacién del mismo que denotamos

5.1. INAR(1)

Consideremos el modelo AR(1) con distribucién marginal no negativa dado por
X, =aX, 1+ Z,, n=0,£1,£2,.... (5.1)

donde « € [0,1), y {Z,} una sucesién de v.a.’s i.i.d. no negativas.

De manera particular hemos estudiado los casos en que el modelo posee distribucién marginal
Exponencial y Gamma (modelo EAR(1) y GAR(1) respectivamente).

Sin embargo si requerimos que las X,, tomen valores en un espacio de estados discreto, en particular
en Ny, el modelo (5.1) es inapropiado. Pues es claro que en general Z,, no puede ser independiente

del valor de X,,_1, ya que el espacio donde X,, toma valores condiciona tal independencia. Ademéds
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hemos visto que las soluciones estacionarias para (5.1) estan dadas por aquellas distribuciones que
son descomponibles-por si mismas, las cuales se sabe que son absolutamente continuas. No obstante

tenemos un concepto de descomponibilidad-por si misma caso discreto.

Definicién 5.1 Sea X una v.a. con valores en Ny y f.g.p. Px. X (o su distribucién) se dice que es

descomponible-por si misma discreta (S-D discreta) si para todo 0 < o < 1,

Px<8>

P, = 5.2
2(5) Px(1—a+as)’ (5:2)
es una funcién generadora de probabilidad.
En términos de v.a.’s la ec. (5.2) se escribe como
d
X=aoX+Z, (5.3)

donde en el lado derecho w0 X y Z son independientes, y Z es una v.a. en los enteros no negativos.

Aqui a o X estd definida (en distribucién) por su f.g.p. Px(1 — a + as), o como

X
aoX =>Y,
=1

donde X,Y7,Ys,... son independientes, y P[Y; = 1] = 1 — P[Y; = 0] = « para toda i; si X = 0,
la suma es cero. Ademds dado X, a o X se distribuye Binomial(X, ), es por ello que el operador

“o” recibe el nombre de adelgazamiento Binomial.

Ciertamente la ecuacién (5.3) nos da un modelo de series de tiempo con valores discretos, que recibe

en la literatura el nombre de INAR(1). Este es
Xp=aoX, 1+ Zn, n=041,42,.... (5.4)

con 0 < a <1,y {Z,} una sucesién de v.a.’s i.i.d. con valores en los enteros no negativos, e inde-
pendientes de todas las series de conteo involucradas en (5.4), las cuales a su vez son mutuamente
independientes. A este respecto serfa mas apropiado escribir a(™o, en lugar de ao, en la ecuacién

(5.4) para indicar explicitamente que hay una sucesién de v.a.’s, Y{*,Y5", ..., para cada n.

El modelo (5.4) puede interpretarse de la siguiente manera. Los componentes del proceso al tiempo
n, X,, son la suma de aquellos que sobreviven del tiempo n — 1 a n, i.e. o X,,_1, y de aquellos

que arriban al sistema en el intervalo (n — 1,n] como término de innovacién Z,.

Por ultimo, nos serd méas conveniente usar la que ha sido llamada funcidn alternativa generadora

de probabilidad (f.a.g.p.), en lugar de la f.g.p., que esté definida como

Gx(s):= Px(1—s) = E[(1-s)¥].
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En términos de dicha f.a.g.p. sabemos (Capitulo 3) que (5.2) queda como

Gx(s)

= Gxfasy

(5.5)

Por lo tanto si la sucesién {Z,,} con f.a.g.p. Gz(s) dada por (5.5) es usada como innovacién en (5.4)
(y Xo tiene f.a.g.p. Gx(s)), entonces el proceso {X,,} tendra distribucién marginal estacionaria con

fa.g.p. Gx(s).

A continuacién presentamos dos resultados que seran de gran ayuda para el resto de la seccion.

El modelo (5.4) es una cadena de Markov con matriz de probabilidades de transicién [P], donde
p(z,y) =PXpn = y[Xn—1 = 7]
= PlaoXy 1=k | Xy 1=2]P[Z, =y — k|
k

YAz

= <i> a*(1—a)* % P[Z, =y — k], (5.6)
k=0

donde y A x := min{y, z}.

Proposicién 5.2 Sea Gx,, x,., (u,v) == Px, x,,,(1—u,1—v) = E[(1—u)*"(1—v)%n+1], entonces

suponiendo estacionariedad para el proceso INAR(1), (5.4), se tiene

Gx(v)

Gx, Xpi1 (U,0) = Gx (u + av — auv) Gx(av) (5.7)
Demostracion:
E[(1 — u)Xn(1 — v)Xn+1] = E[(l —w)Xn(1 - v)*°Xn(1 — U)Znﬂ] (5.8)
Calculamos E[(1 — u)Xn (1 — v)@°Xn],
El(1—uw¥ (1 - v)*¥] = F [(1 —u) B[ - U)O‘OX"\XnH
= E[(l —u)%n(1— ow)X"] =F [(1 —u—av+ auv)X"} , (5.9)

donde en la pentltima igualdad se usé, E[(l - v)O‘OX”]Xn] =1 E [(1-v)Y] = L5 — av)

= (1 — aw)™", segiin vimos en (4.24).

Aplicando la independencia entre Z,4; vy X, en (5.8), suponiendo estacionariedad y usando (5.5),

se obtiene el resultado. U

Estudiaremos ahora distintas distribuciones marginales para (5.4). Es por demds mencionar que

éstas deben ser S-D discretas, si se desea que el proceso sea estacionario y con valores discretos.
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5.1.1. Poisson

Supongamos que deseamos que el proceso INAR(1),
X, =aoX,_ 1+ Zp, a € (0,1), (5.10)

con {Z,} es una sucesién de v.a.’s i.i.d. con valores en Ny, e independiente de todas las operaciones
de adelgazamiento en (5.10), las cuales a su vez se realizan de manera independiente, tenga dis-
tribucién marginal Poisson(6).
Puesto que la distribucién Poisson es S-D discreta es posible encontrar Z,, tal que el proceso {X,}
dado por (5.10) tenga dicha distribucién marginal.
La f.a.g.p. de la distribucién Poisson () es fécilmente calculada

o0

Gx(s) =E[1-s)%]=> (1~ s)ze—‘)% — ¢ 0e00=5) = =0,

=0
Entonces la f.a.g.p. de la distribucién de la innovacién es

e —0(1—a)s
Gz(s) = —gas = ¢ )

e—@as

que es reconocida inmediatamente como la f.a.g.p. de una v.a. Poisson(6&) con & = (1 — «). Por lo
tanto si la sucesién de v.a.’s i.i.d. {Z,,} tiene distribucién Poisson(fa@), y Xy es una v.a independiente

Poisson(#), entonces las { X, } tendran distribucién marginal Poisson().

Esperanza y varianza condicionales Es claro que

E[Xp|Xn_1] = Elao Xp_1|Xn_1] + E[Zy] = aXn_1 + (1 — a)0 (5.11)

Var(X,|Xn—1) = a(l —a)Xp—1 + (1 — a)b. (5.12)

Correlacién serial Puesto que la esperanza condicional E[X,,|X,_1] tiene la forma (5.11), del

Corolario 2.17 se tiene

p(k) = oF, k=0,1,....

Probabilidad condicional Usando (5.6) se obtiene

YyAT
B 1_ax+y 2k9yk
plawy) =t S S e 1=
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Distribucién conjunta Usando (5.7) se tiene

GXanH (u’ U) _ e—&(u-l—av—auv)e—a(l—a)v = exp{—H(u + v — auv)}. (5‘13)

Ya que la f.a.g.p. conjunta (5.13) es simétrica se sigue que el proceso Markoviano en cuestion es

reversible en el tiempo.

A manera de ilustracion la Figura 5.1 muestra la simulacién de dos procesos INAR(1) con distribu-

cién marginal Poisson de media 5.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

Figura 5.1: Simulacién de un proceso Poisson INAR(1), con A =5 y n = 100. En la parte superior:

« =0.3. En la parte inferior: o =0.7.

5.1.2. Geométrica

Gran parte del trabajo al que nos enfrentaremos al trabajar con esta distribucién ya ha sido
realizado en capitulos anteriores.
Como sabemos la distribucién Geométrica, con funcién de densidad px (k) = 6%(1—6), k =0,1,...
y 0 € (0,1), denotada por Geom(), es S-D discreta.

La f.a.g.p. de esta distribucién es

= 1—-0
_ X — _ J\zpz . —
Gx(s)=FE[(1—3s)"] ;:O(l $)*6%(1 —6) 1610
Si en esta ultima hacemos A = %, se tiene
A
Gx(s) = . (5.14)

A+ s
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. Conocida? jClaro! Es idéntica a la transformada de Laplace de la distribucién Exponencial(\).
La razén de la similitud entre la T.L. de una v.a. Exponencial y la f.a.g.p. de una distribucién
Geométrica es bien conocida, Proposicién 5.9. Por lo tanto cualquier resultado distribucional para
una combinacion lineal de v.a.’s Exponenciales puede ser duplicado para v.a.’s Geométricas si el
producto aX es reemplazado por a o X. Por ejemplo, al comparar (5.5) con (3.3), se tiene que la

distribucién para la innovacién, del proceso INAR(1) con distribucién marginal Geom(#), esta dada

0 c.p. «,
A { (5.15)
G, cp.(1-a),

por la mezcla

con {G,} una sucesién de v.a.’s i.i.d. Geom(#).

Esperanza y varianza condicionales

E[Xn|Xp_1] = aXn1 + E[Zn] = aXp_1 + (1 — a) E[Gh] (5.16)

— X1+ (1—a) ( ) Xy 4 (1 a)m.

1-6 A
En tanto que

Var(X,|X,-1) = a(1 — a)X,,_1 + Var(Z,)

=a(l-a)Xp1+(1—0a) 5(1+ab). (5.17)

0
(1-9)

Para el calculo de Var(Z,,) obsérvese que E[Z2] = (1 — a) O—L@)Q + ﬁ :

Por (5.14) se obtuvo inmediatamente (5.15). Observemos que (5.16) tiene la misma estructura que
(3.10), lineal en X,,_1. Sin embargo es de recalcar que (5.17) no comparte la estructura de (3.11).
Esta tltima es una constante (independiente del valor de X,,_;), mientras que la primera es lineal
en X,_1. {A qué se debe tal diferencia si como ya senalamos la f.a.g.p. (5.14) y la transformada
de Laplace de una v.a. Exponencial(A) son la misma? Hay una gran diferencia entre (5.1) y (5.10).
Asi, aX,,_1 es una constante cuando conocemos X,,_1, mientras que avo X,,_1 es una v.a., Binomial,

aun cuando el valor de X,,_1 es conocido.

Correlacion serial Puesto que E[X,,|X,,—1] dada por (5.16) cumple con la estructura establecida

en el Corolario 2.17, ya que E[G,] = E[X,] para toda n, se tiene

p(k) = oF, k=0,1,....

Probabilidad condicional Para calcular ésta usamos (5.6). Sin embargo hay que ser cuidadosos

por la estructura que tiene la innovacién Z,,.
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Paray=0,1,...,x

) =a( )t 1= a) ) (1)1 =yt - oyt

k=0

= (3)rn@r a3 ({atan

y k=0

Mientras que paray =z + 1,2+ 2,...

z,y)=(1—-«a Y TNk — ) k(1 - 0)evr.
plasy) = (1) 32 ({1 )41 -0y

or .

Esta ultima se simplifica multiplicando por g:

p(z,y) = @by (a + ad)*.

Distribucién conjunta Usando (5.7) y (5.14) se obtiene

A A+ av
. _ . 5.18
Xn7Xn+1(u’ U) Adu+av—auv A\+v ( )

Comparando estd tltima con la transformada de Laplace (3.8) del modelo EAR(1),

A A+ pso
[0} =
X X1 (81, 52) A+s1+psa A+sg

observamos que esta udltima difiere de (5.18) unicamente por el termino cruzado auv (psiss2).

Ademsds, puesto que (5.18) no es simétrica, el proceso es no reversible en el tiempo.

La figura 5.2 ilustra el comportamiento de un proceso INAR(1) con distribucién marginal Geométri-

ca.

5.1.3. Binomial Negativa

Parar >0y 6 € (0,1), sea X una v.a. con funcién de densidad

<r+kz—1

px (k) = I

)e’fu—e)’", kE=0,1,..., (5.19)

denotada por BN(r, ). Asi,

Gx(s) = 2(1 ("I e oy

:(19)T2<T+i_1>(095)m:(1G)TM.

=0
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Figura 5.2: Simulacién de un proceso Geométrico AR(1) con 6 =0.5, a=0.5 y n=100.

Haciendo A = ({%0) se obtiene

Gx(s) = <A18>T, (5.20)

que es idéntica a la transformada de Laplace de la distribucién Gamma(r, \). Como se mencioné en
la subseccion anterior, la razén de la similitud entre la T.L. de una v.a. Gamma y la f.a.g.p. de una
distribucién Binomial Negativa se encuentra en la Proposicién 5.9. Por lo tanto cualquier resultado
distribucional para una combinacion lineal de v.a.’s Gammas puede ser duplicado para v.a.’s Bino-

miales Negativas si el producto aX es reemplazado por avo X.

Por (5.5):
At as)’
G = 5.21
9= (552 . (5.21)
que es del todo idéntica a (4.9), modelo GAR(1).
Sir=1,2,...,(5.21) se resuelve como una mezcla finita de distribuciones Geométricas (véase (4.9)

y (4.10) por ejemplo). Sin embargo, para valores grandes de 7, una solucién asi es impréactica. Més
aun, para valores no enteros de r una solucién de esa indole no es posible.

Para el modelo GAR(1) se probé una solucién general para la innovacién. Se prob6 que la dis-
tribucién de la innovacién puede ser generada como una distribucién Poisson compuesta de la
forma (4.11). El anélogo discreto a (4.11) consistirfa en sustituir la multiplicacién por escalar por
adelgazamiento Binomial y la distribucién Exponencial por Geométrica, quedando

N
Zy =) (a") oY, para cada n, (5.22)

r=1
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con {U,} una sucesién de v.a.’s i.i.d. con distribucién Uniforme(0,1). {Y;} una sucesién de v.a.’s
i.i.d. Geom(€), y N es una v.a. Poisson de media rIn(1/«). Ademds, {Y,}, {U,} y N son indepen-

dientes.

. Representa realmente (5.22) una forma de generar la innovacién del proceso INAR(1) con dis-

tribucién marginal Binomial Negativa?

Proposicién 5.3 Z,, como en (5.22) es la innovacién para el proceso INAR(1) con distribucién
marginal BN(r, 0).

Demostracion: Siguiendo la estrategia que se utilizé para el modelo GAR(1) lo que haremos es
probar que la f.a.g.p. de Z,, como en (5.22) es igual a (5.21).

Sean W y Y dos v.a.’s independientes, entonces

E[(1—3)W0Y} :E[E[(l—s)WOY\W] .
*)

La esperanza que tiene una llave y un asterisco debajo no es sino la f.a.g.p. de W oY, con W

conocido en cuyo caso por (4.23), {x} = Gy (W), por lo tanto
E[(1— 5)V] = E[Gy (Ws)].

Si Y se distribuye Geom(6) y haciendo A = (1 — 6)/6, por (5.14) la ecuacién anterior queda como

El(1—s)"Y] = E [A +)\5W] _\E [A —I—lsW} . (5.23)

Sea W = aV, con a € (0,1) y U una v.a. Uniforme(0,1). Por (4.12) tenemos

1 1
= —— 1).
fW(w) w 111(0()7 w e (Oé, )
Sea M = X +1SW. Haciendo uso del Teorema 2.23 se obtiene
1 1 1 1 1
fM(m)__ln(a)E(l—)\m)’ me <)\+s’)\+o¢s>’
entonces L
1 XFas  dm 1 a(A+s)
EM|=— = 1 .
[M] ln(a)/l 1—2m  An(«) n{x\%-ozs]
Sustituyendo en (5.23)
a(A+s Mas
oy S m (B
Bl(1 -] = — e oy
In(a) In(a)

que 1o es sino (4.13). El resto de la demostracién es igual a la de la Proposicién 4.7. U
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Esperanza y varianza condicionales
E[X, | Xn-1] = aX,—1 + E[Z,]
r

X (5.24)

—aXo + 1 -a)r (125) = aXur 4 (1-a)

1-46
pues
N
E|Z,)] = E[ZE[@UT oY, | N]} - E[NE[aU ° Y]}
r=1
v, E[aU oY la obtenemos aplicando esperanza condicional sobre U, y la propiedad 4 de la Proposi-
cién 4.24 quedando, E[aY o Y] = E[aV]E[Y].

Por lo tanto

con E[aY] = E[W] = &L E[Y] = %9) =1,y E[N] = —rn(a).

Mientras que
Var(X,|Xn-1) = a(l —a)X,,—1 + Var(Z,).

Correlacién serial Puesto que E[X,,|X,,—1] tiene la forma (5.24), y E[X,] = (r0)/(1—0) =r/\

para toda n, entonces por el Corolario 2.17,
p(k) = oF, k=0,1,....
Distribucién conjunta Es claro que, como sucede entre los modelo EAR(1) y GAR(1), la f.a.g.p.

conjunta del modelo INAR(1) con distribucién marginal Binomial Negativa(r, 8) es r veces la de la

Geométrica(f), esto es, r veces (5.18)

A A ’
+ O‘”) , (5.25)

G V) =
Xn:X7L+1(u U) <)\+U+QU—O(U'U )\+U

con A= (1-20)/6.
Ya que ésta, no es simétrica se sigue que el proceso INAR(1) con distribucién marginal BN(r, 0) es
no reversible en el tiempo.

5.1.4. Propiedades generales

Teorema 5.4 El modelo INAR(1), (5.10), posee esperanza y varianza condicionales, de X,, dado

Xn_1, lineales en X, 1.
Demostracion: En (5.10)
E[Xn’Xn_l] = E[a o Xn_1|Xn_1] + E[Zn] =aXp_1+ . (526)

Var(X,,|X,—1) = Var(awo X,,_1|X,—1) + Var(Z,) = a(1 — o) X,,—1 + 0’2.
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Corolario 5.5 Si el modelo INAR(1) tiene varianza constante finita, entonces su funcién de auto-
correlacién es

Corr(X,, Xptx) = p(k) = oF, k=0,1,2,....

Demostracion: Aplicando esperanza en (5.26) se tiene E[X,] = aF[X,,_1] + u.. Por lo tanto si
{X,} posee media constante pu, entonces p(l — o) = p,.

Por el Corolario 2.17 se tiene el resultado. LU

Observe que la funcién de autocorrelacién del proceso INAR(1) es siempre positiva.
Teorema 5.6 Si el proceso INAR(1) es estacionario de segundo orden, su esperanza y varianza, f
y 02 respectivamente, estan dadas en términos de las de la innovacién, como

Hz 02:04/12:"’0'3
1—a)’ 1—a? '

Demostracion: La esperanza ya la hemos obtenido arriba.
Para la varianza: Por hipétesis el proceso posee varianza constante o2. Aplicando varianza de ambos

lados de la ecuacién (5.10) y usando la Proposicién 4.24, punto 15, se tiene

02 =a?0? +a(l —a)u+ o2

s a(l—a)u+o?  ap.+o2

= LJ
1—a? 1—a?

g

Teorema 5.7 Sean Z y W v.a.’s. Si las series de conteo de v o Z y de a o W son independientes,

e independientes de Z y W, entonces
ao(Z+MLaoZ+aow
Demostracion: Sabemos que
Goox(s) = Gx(as).
De donde
Gao(z+w)(s) = Gzw (as).
Por otra parte

Gaozraow (s) = E[(l — 5)%°Z(1 — s)aow} - E[(l _ )W g1 — s)a°Z|Z]}

- E[(1 — )W (1 - as)Z] - E[u —as)?E[(1 - s)aow\wﬂ

E[(l —as)?(1— as)W] = E[(1 — as)?tW],

i.e.

Goozsaow(s) = Gzyw(as).
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Acabamos de probar que Gaoz+aow (5) = Gao(z+w)-
Por lo tanto
a0(Z+W)QQOZ—|—a0W L

Tenemos entonces que el operador de adelgazamiento Binomial, por decirlo asi, abre sumas.

Ademas, es evidente que el resultado es valido para un ntmero arbitrario de sumandos.

Teorema 5.8 La distribucién marginal del proceso INAR(1), (5.10), puede ser expresada en térmi-

nos de la sucesién de innovacién {Z,}, como
oo
d i
X, = E ' o Lp_i.
i=0

g(Ozﬂ) oX.

Demostracion: Por la Proposicién 4.24, «ao (8o X)

Entonces

Xn = aoXy 1+ 72,
= ao(aoXn—2+Zn—1>+Zn
= ao (a o {aXn_3 + Zn_o} + Zn,l) + Zy

o

d Z i

- (0% OZn—i7
=0

puesto que por definicién, las Z,,’s son independientes de todas las series de conteo, las cuales a su
vez son mutuamente independientes. U

Este resultado es el andlogo discreto para el modelo continuo AR(1), ecuacién (2.5).

Por 1ltimo, presentamos un resultado pendiente.

Proposicion 5.9 Si un proceso Poisson de intensidad unitaria es observado por un periodo de
tiempo X que se distribuye Gamma(r, %), entonces el nimero de eventos (IN) que ocurren en ese

lapso de tiempo se distribuye Binomial Negativo(r, ).

Demostracion:
xn
PIN(X)=n|X =z] =" —
n!
puesto que la intensidad del proceso es A = 1.
Para simplificar la notacién hacemos 5 = %. Por lo que X ~Gamma(r, 3). Entonces

PN =n] = / e’ :E—' i "t e P dy
0 n! I'(r)

:ﬁl/ .fL'n+T_1€_(ﬂ+1)xdl’
L(r)n! Jo
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_ B 1 D(n+r)
C T(r)n! (B + 1)ntr

B 7"—|—n—1>< 1 >”< 8 >T
a n g+1 B+1) -

Por lo tanto N ~Binomial Negativa(r, ﬁ), y en términos de 6, N ~Binomial Negativa(r,§). U

5.2. Otros AR(1) discretos

Los dos modelos de esta seccién pretenden ilustrar formas alternativas al adelgazamiento Bino-
mial que permiten la creacion de modelos con distribucién marginal discreta, con valores en Ny, y

estructura AR(1).

Primero presentamos un modelo con distribuciéon marginal Binomial Negativa, que es la versién
discreta del modelo de Sim (1990) para un proceso AR(1) con distribucién marginal Gamma. Estos
dos modelos permiten ilustrar una generalizaciéon que se ha hecho del adelgazamiento Binomial.

“

Este operador lo denotamos por “e”, y estd definido como

N(X)
peX = W, (5.27)
=1

donde N(X) es una v.a. discreta no negativa y {W;} es una sucesién de v.a.’s i.i.d., independiente
de N(X), tales que E[N(X)W;|X]| = ¢X.

El adelgazamiento Binomial es un caso particular, en el que N(X) = X,y {W,;} son v. a.’s Bernoulli
de media ¢.

El segundo modelo considera la distribucién Binomial como distribucién marginal. Al tener la
distribucién Binomial un soporte finito el modelo (5.4) no puede funcionar, e introducimos lo que

ha sido llamado adelgazamiento Hipergeométrico, S(.).

5.2.1. Binomial Negativa

Necesitamos hacer algunos cambios en la notacion.
En esta subseccién 5.2.1 diremos que X tiene distribucién Binomial Negativa(r, #) si su funcién de

densidad estd dada por

px (k) = (’"*Z”)o’“u—a)k, k=0,1,.... (5.28)

Obsérvese que (5.28) en términos de (5.19), es una distribucién Binomial Negativa(r,1 — 6).

En éste caso

E[X] = . ; 9, Var(X) = 7~<10_20). (5.29)
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Ademads, cambiamos la notacion para la f.a.g.p. de X, sélo, y recalcamos sélo para esta subseccién
5.2.1, por Gx(5), con
Gx(5)=Gx(1—s):=E[1- S)X].

En este caso

Gx(s) =Bl - =3 ("I e ora -y
x=0

_07_ 1 7”_ 9 s
N 1-(1—s5—0+0s)) \s+0—0s)

Si por ejemplo § = a/(1 + ), con a > 0, entonces

r (14 «) _ a \"
Pl X]|=—- Var(X) = ———~ G = . 5.30
x=L v =R e - (L) (5:30
Considere ahora el modelo
Xn =pe Xn—l + Zru pE (07 1)7 (531)
con
N(X)
pe X = Z Wi,
i=0
donde

= {W;} es una sucesién de v.a.’s i.i.d. Geométricas de pardmetro 15, Wo = 0.
» Dado X, N(X) es una v.a. Binomial(X, \), con A = ap. Lo que implica 0 < a < 1/p.

= {Z,} es una sucesién de v.a.’s i.i.d. con distribucién Binomial Negativa(r, 175 ), 7 > 0,

y Z, es independiente de p e X,,_1.

La diferencia primordial entre p o X, yv p @ X, en este caso, se encuentra en que dada X, para
el primero se tiene una suma cierta de v.a.’s, mientras que para el segundo tenemos una suma

aleatoria de v.a.’s.

A continuacién enunciamos el resultado principal de esta subseccién.

Proposicién 5.10 Si X tiene distribucién Binomial Negativa(r entonces el modelo (5.31)

' T+ap)

define un proceso estacionario con distribucién marginal Binomial Negativa (r, =2

’ 1+aﬁ)‘

Demostracion: Observe que Gx, (5) = Gx,(1 —s) = E[(1 — s)*"]. Si X es fija digamos =,

entonces Gx, —,(1 —s) = (1 — s)*.

Ahora, la f.a.g.p. de pe X, dado X =z es

Gpex|x=2(5) = E [(1 —3) = Wyl x = x] — zi: < o >n <$> AT(1— M)

a+ s n
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Por independencia la f.a.g.p. de X,, dado X,_1 es

As \* Q "
_ S) = 1 — *
GXn|Xn_1—x(s) ( a+s> (a—i—s)

Entonces, de la observacion primera se tiene

o As « T
Gxn(5) = Gxy <1 B a—i—s) <a+s> '

Esta ecuacion se resuelve recursivamente.

As )ZGXn_Q 1 A(a)fs) a '

GXn—l (1

() o @)
T
\Zs
Y (R
a2+ as+ s o+ (a/\Tis)
En tanto que
A3s
GX —92 1 - QL — GX _3 1 — 2o<2+as+>\s 3 @
" o? +as+ s n a(a?+as+As)+22s 2o
a?+as+As o+ ——
a? + as+ A\s
T
A3s «
=Gx .|1-
Kns ( a® +a?s+ als + /\Qs> s
at
a? 4+ as+ s
Y; 5
A°s
G 1—
Kns < ad + a?s+ als + /\23>
.
s o
=Gx, 4|1~ 3 2 2 3 3
at + ads + a?As + adls + Ns n A°s
@ ad + a?s+ als+ N\2s

(5.33)
En general el lector puede comprobar que Gx, esta en términos de Gy, ,, m > 1, con Gx, .
evaluada en

Gy, . (1 - AT ) . (5.34)

a™ + amlg 4+ am 2 s + am3N25 4 ...+ aXM 25 + N\l

Analicemos el denominador

Oém+am_13+04m_2AS+Oém_3A2S+...—|—O&)\m_28+)\m_18

=a™ +s[@™ T Fam A+ " TIN a2 A
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=am s 14 p+pPd . pm ™Y (pues A = ap)

— M m—1 1 _pm
=a™ + s« 0 ) m > 1. (5.35)
-Pp

Por lo tanto, haciendo m = n en (5.34), es decir, expresando Gy, en términos de Gx,, nos queda

que esta ultima esta evaluada en

Gx, [ 1- S Y C2 N [ p——— (5.36)
am 4+ san! [%_pp} 1+2 [11:;;}
Asi,
Gx,, (3)
a T
~oxn0 (55
Q T
~ Gx,() (%)
2 ot <a>fs) o+ s
a o a \"
=G
Xn-s() ot AZs a—i—(’\S) (a—i—s)
a2+ as—+ As ars
« « T
=Gx,_.() = <a+s)
a+

am=l 4 am=25 4 am=3X s+ ...+ a\m 354 \2g

T

=Gx,_ () m‘i‘l | ( o )T, (5.37)

o
o+ p

m—1 m—2 | 1=pm~!
o + sa [ 1-p

haciendo uso de (5.35) para obtener esta iltima. Es de recalcar que (5.37) aplica para m > 2.
Ahora

T T
«o B o
o amflpmfls - o pmfls
am=1 4 sqm=2 [71*1{";1} 1+2 {1717’_7;71]
T

B o

N a(l — m—1lg
ot (1-pp
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_ ( a(l—p)+s1—p"" )T
1—p)+s(1—p™ 1)+ (L-p)p™'s

1—p)+s1—p
a(l —p)+s(1—pm)

T
> , para m > 2.

N ns S fal—p)+s(L—pm O\ [ a )
0, (9) = Cxo 1_1+p[} E(a(l—ppws(l—ppm)) (%)
ng a(l—p)+s(l—p) a(l—p)+s(l—p
~ G 1—”5[11,;} (GG st i psa

._'a(l—p)+s(1—p”_1) a >T
a(l-p)+s(1—p*) a+s)

Cancelandose todos los términos de en medio y quedando sélo

s <a(1p)+s(1p) a )

Gx,.(5) = Gx, 1_1+S|:1—[)”] a(l—p)+s(l—p*)ats
a | 1-p

B ng a(l —p) '
= X 1_1+§{11—Pﬂ <Oé(1—19)+81()1_p”>>'

Haciendo n — oo en esta iltima, se obtiene que

o all=p) "
Gx, (3) = <a(1p>+s) . (5.38)

De las ecuaciones (5.38) y (5.30) se tiene que la distribucién limite de X, es la distribucién Binomial
ap 7)
Y 1+ap/*

Por lo tanto, si Xy tiene distribucién Binomial Negativa(r, %) entonces, (5.31) define un proceso

Negativa(r
estacionario con esta distribucién marginal. L

Esperanza y varianza condicionales
BlXn|Xna] = Elae Xy | Xnoa] + E[Zy]
N(Xp—1)

> W
i=0

donde N ~ Binomial(X,,_1,A) independiente de toda Wj;. Aplicando esperanza condicional se tiene,
E[Zf\io W;| = E[N]E[Wi]. Haciendo uso de (5.30) tenemos que

=F Xn-1

+ E[Z,] = E[EN: Wl} + E[Z,),

1
EXn|Xpo1] = AXp_1— + — = pXp_y + —. (5.39)
(6% (6% «
Mientras que
N
Var(Xp| Xn_1) = Var(Z Wi) ¥ Var(Zy), (5.40)

1=0
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con N como arriba.

Nos ocupamos del primer sumando

Var(il%) - E[Var<§;wi N)} —i—Var(E[i;Wi N])

= E[NVar(W;)] + Var(NE[W1]) = Var(W;)E[N] + E*[W1]Var(N),

Haciendo uso de (5.30)

Var(iWi) -

Retomando finalmente (5.40),

(1+ )

1
7 AXn1 + 5 A= )Xo,

Ny r(l+ «
VaI'(Xn’Xn_l) = (2 + Oép)aXn_l + ((12)
Correlaciéon serial Puesto que X, tiene distribucién marginal Binomial Negativa(r, %), de
(5.29)

1- 22 r
+ap
n = E[Xn] =T ap P - —_.
14+ap ap

Entonces, E[X,|X,—1] se puede escribir como F[X,|X,_1] = pX,,—1 + (1 — p)u. Por lo tanto del
Corolario 2.17 se tiene

p(k) = p*, k=0,1,2,....

Distribucién conjunta Es claro que en este modelo tanto (5.6) como (5.7) ya no se pueden
usar.
En lugar de (5.7), para este modelo se tiene:

Considere X, y Xp+1,
G, X (8,9) = B =) (1 =)0 = B[(1 ) (1 =) (1 =) ] (5.a1)

Ahora
Bl(1- w1 —v)=X] = F {(1 —u)B|(1 - v)a’X”|XnH

- E[(l — )X (1 S )XW} por (5.32)

o+ v

X
:E[<1—u— v +)\uv> ]:Gx<u—|— Av B )\uv>'
a—+v a—+v a+v a4+

Aplicando independencia en (5.41),

_ T r
o ap a
Gx, Xpyt (U, 0) = ( )
Kot (,7) (ap+u+aﬁ’v—2fg)> a+wv
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042]5 r B 042]5 r
a2p+ou+avp+uv+ v —duv| | a?p+ au+v) +uv(l — ap)

Puesto que Gk, x,,,(,?) es simétrica en u y v, se tiene que el proceso (5.31) es reversible en el

tiempo. Podemos usar este resultado puesto que el proceso (5.31) es una cadena de Markov con

probabilidades condicionales de la siguiente forma:

Probabilidad condicional En este caso la idea es la misma que en (5.6):

y
P, y) =PXp =y[Xp 1 =2]=) PlaeX, 1=k|X, 1 =2]P[Z, =y— k] (5.42)
k=0
Ahora, hay que tener mucho cuidado con la v.a. (p e X,,_1|X,—1).

Abusando de la notacion

T N
Plpe X, 1=Fk| X, 1=2]=) P> Wi=k|N=m]PN=m]
m=0 =0

Donde N ~ Binomial(z, \), y > 7" W; ~ Binomial Negativa(m, 1)
Entonces
Plpe X k| X ] f: T\ am(1 = yye-m (MRS (o (e
[ 1 = 1= — — _ .
peSn 1= m k 14+« 1+«

m=0
Hay una observacién adicional que hacer para el caso en que m = 0. P[N = 0] = (1 — \)".

En tal caso a Z, en (5.42), no le queda otra mas que tomar el valor y. Esto es

P[X, = y|Xp_1 =2] = (1 A)””<T+Z_ 1) <1ia)y <1j—éa>r

o (1—ap)® (r+y—1
“rar () .

puesto que A = ap, y (1 — m) = HL&

Para el resto de los casos, m # 0, se tiene

P[X, = y|Xn_1 = 2] = ZZ( )Aml—/\) -m

k=0 m=1

(N ) ) ) ) )

Simplificando esta ultima y uniendo (5.43), tenemos que de manera general

+Z(1+a1—ap>m(;)i(er:_l)(rJrz:Z_l)}- (5.44)

k=0
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5.2.2. Binomial

Como ya se mencioné al inicio del capitulo, por la Proposicién 4.20 la distribucién Binomial no

es I-D discreta y por lo tanto no es descomponible-por si misma discreta y entonces no puede ser
una distribucién marginal para la solucién estacionaria del modelo (5.4), INAR(1). Sin embargo
como hemos visto en la subseccién anterior, pueden existir formas alternativas al modelo (5.4) que
permitan obtener modelos con estructura AR(1) y la distribucién marginal discreta deseada.
En particular el adelgazamiento Binomial asume que cada elemento del proceso al tiempo n — 1,
X1, es retenido al tiempo n con probabilidad (constante) «, o eliminado con probabilidad
a = (1 — «a). Esta es la suposicién que modificaremos. Asumiremos que la probabilidad de retener
un elemento de X;,,_1 no es constante sino que varia dependiendo del niimero de elementos que ya
han sido retenidos. Concretamente, dado X,,_1 = x asumimos que el nimero de elementos retenidos
(Sobrevivientes), S(X,—1), tiene distribucién Hipergeométrica(N, M, z) -y no Binomial(z, «)-. Esto
es

P[S(Xn_l) = k|Xn_1 = .CC] = (545)

N > M >0, max{0, M — (N —x)} < k < min{zx, M }.

Proposicién 5.11 Si X,,_; se distribuye Binomial(N,p) y, S(X,—1) | X,—1 tiene distribucién
como en (5.45), entonces S(X,_1) se distribuye Binomial(M, p).
Més aun, S(X;,—1) y, Xn—1 — S(X,—1), son independientes.

Demostracion: Obsérvese que

P[S(Xn_l) =k ‘ Xn—l = JJ] = N = N

Entonces
PIS(X,o1) = 4] = é (O ra-m
_ <]\k4>pk(l —pyM—k i (Z:f)pxka — p)N-M—atk
z=k
- (Y)pra-pr NZ (Y7 M)

Puesto que N — M < N — k para cualquier k, se tiene
M k M-k
PS(Xp-1) =k] = i p"(1—p) , k=0,1,..., M.

La independencia se prueba en el siguiente capitulo. U
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Definimos entonces el proceso AR(1) con distribucién marginal Binomial(N, p), BAR(1), como
Xn =8(Xn-1) + Zn, n=12,..., (5.46)

con {Z,} una sucesién de v.a.’s i.i.d. Binomiales(N — M,p), Xy una v.a.i. Binomial(N,p), y la
distribucién de S(X,,_1), representando los sobrevivientes de X,,_;, como en (5.45). Ademas, da-
do X,,—1 = z, se asume que S(X,_1) es independiente de {X,_;;j > 2} y sus sobrevivientes,
{5(Xn—j);7 = 2}.

Esperanza y varianza condicionales

M
E[Xn|anl} = N n—1+t (N - M)p = O‘anl + (N - M)p7 (547)
con o = M/N.
N-M_ «x x
Var(Xo|Xp1 = @) = =M~ (1= 1) + (V= M)p(1 — p)
NM — M?\ [Nz — 2?2 _
N_
—a(l —a)N_:lca:—k(N—M)pp. (5.48)

Obsérvese que a diferencia de todos los modelos vistos hasta el momento, la varianza condicional

de X,, dado X,,_1 para este modelo es cuadratica en X,,_1.

Correlacién serial Sea p = E[X,] = Np, entonces
M
E[Xn|Xn—1] = WXn—l + (N - M)p

M M
=N n1+<1—N> Np=aX,—1+ (1 —a)p.
Por el Corolario 2.17 se tiene

p(k) = ok, k=0,1,2,....

Observe que es conveniente que N no sea demasiado grande. De lo contrario se pierde la dependen-
cia. Ademas, para cualquier rezago la correlacion es siempre no negativa. De hecho es estrictamente

positiva.

Probabilidad condicional Usando (5.6) se tiene

p(z,y) =PX, =y|X,—1 = ]

S0/

k
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Distribucién conjunta Es claro que no podemos usar (5.7).

Solo para recordar, si W ~ Binomial(z, p),
- i TN i z—i x
Gww) = 31— ()1 =5 = (1= gy,
=0
Ademis, sea Gy (u,v) := E[(1 —u)" (1 — v)"], entonces

T

Gw (u,v) = Z(l —u—v+ uv)’(j)pz(l —p)* ' = (1 — pu — pv + puv)®.

1=0

Entonces para el modelo (5.46) tenemos que

= Gz(v) E[(l KSR (1 )50 (1 — 1))
= Gz(v) Gy(x,) (4, 0) Gx, - 5(x,0) (W)

= (1 —po) M1 = pu—pv + puv)™ (1 — pu)N M.

(5.49)

Puesto que G, x,,,(u,v) es simétrica en u y v, se sigue que el proceso BAR(1) es reversible en el

tiempo.

La Figura 5.3 presenta la simulacién de dos procesos BAR(1).

0 10 20 30 40 50 60 70 80

100

100

Figura 5.3: Simulacién de un modelo Binomial AR(1), con N = 10, p=0.5, y n = 100. En la parte

superior: a =0.3. En la parte inferior: o =0.7.
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5.3. MA(1) discretos

5.3.1. Poisson

Si bien (5.4) es la versién discreta -en los enteros no negativos- de (2.4), jpodemos hablar de la
version discreta de (2.3)7
., Qué pasa si reemplazamos la multiplicacién por escalar por adelgazamiento Binomial?
Consideremos el modelo
Xn=2Zy+B0Zp 1, (5.50)

con B € [0,1] y, {Z,} una sucesién de v.a.’s i.i.d. e independiente de todas las series de conteo
involucradas en (5.50), las cuales a su vez son mutuamente independientes.

Algunos autores dan el nombre de INMA(1) (INteger-valued Moving Average, de orden 1), al
proceso (5.50).

En particular nos planteamos el problema en el que (5.50) sea estacionario con distribucién marginal
Poisson(f). Puesto que la suma de v.a.’s Poisson es Poisson, supongamos que las Z,, se distribuyen

Poisson(p). Aplicando la f.a.g.p. de ambos lados de la ecuacién, nos queda
e 05 = gmHeSeHBs, (5.51)

de donde se concluye que p, = 6/(1 + ).
Esto es, si {Z,} es una sucesién de v.a.’s i.i.d. Poisson(0/(1 + 3)), entonces X,, como en (5.50),

define un proceso estacionario MA(1) discreto Poisson().

Correlacién serial
Cov(Xn, Xnyk) = Cov(Zn + B0 Zn-1, Znik + B0 Znyk-1)-

Para k=1,
0

Cov(Xn, Xni1) = Cov(Zn, B0 Zn) = (Var(Zn) = By

Mientras que para k > 1 se puede observar que Cov(X,,, X,,+x) = 0.

Por lo tanto

1 k=0,
p(k) =4 B/(1+B) k=1,
0 k>1.

Distribucién conjunta

G X Xa (0, 0) = B[(1 = u) ¥ (1 — )]

— [(1 _ U)Zn+5oZn_1(1 o v)Zn_H-i-ﬁoZn]

= Bl =)= B[(1 = ) (1 = Go)?] E[(1 - )]
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= Gz(Pu) Gz(u+ Pv — Pfuv) Gz(v)

:exp{—liﬁ[ﬂu—ku—kﬂv—ﬂuv—i-v]}

= EXP{_l—i—eﬁ(l +B)u+v— 0 fﬁuv]}

=exp{—0(u+v— puv)}, (5.52)

con p = p(1) = B/(1+ ).
Puesto que la f.a.g.p. de orden dos es simétrica en u y v, se tiene que el proceso es reversible en el
tiempo, McKenzie (1988a).

Por otra parte, al comparar las ecuaciones (5.52) y (5.13), se concluye que la distribucién conjunta
de (X, X,,4+1) para el proceso Poisson MA(1), tiene exactamente la misma forma que la correspon-
diente para el proceso Poisson AR(1). Ya que la distribucién conjunta es la misma se sigue que las
distribuciones condicionales y sus momentos también lo son, preservédndose asi las ecuaciones (5.11)
y (5.12) -con p en lugar de a-. Sin embargo, es muy importante notar que aunque la distribucién
bivariada sea la misma para los dos procesos, la estructura distribucional de los dos procesos es

completamente distinta.

La Figura 5.4 muestra la simulacién de un proceso INMA(1) con distribucién marginal Poisson de

media 5.

10

Figura 5.4: Simulacién de un proceso Poisson INMA(1), con A =5, 5=0.5 y n=100.
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5.3.2. Geométrico

Como hemos mencionado en secciones anteriores, la similitud entre la T.L. de una v.a. Expo-
nencial y la f.a.g.p. de una distribucién Geométrica se fundamenta en la Proposicién 5.9 y, permite
que cualquier resultado distribucional para una combinacién lineal de v.a.’s Exponenciales puede
ser duplicado para v.a.’s Geométricas si el producto aX es reemplazado por ao X. Por lo tanto, el
andlogo discreto del modelo (3.12), EMA(1), es

X, = {ﬂ o Zny c.p. B, (5.53)

BoZy+ Zpn1 cp.(1-0),
0<B<1, n=041,42,...,

con {Z,} una sucesién de v.a.’s i.i.d. Geom(0) (pz(k) = 6%(1 —6), k=0,1,...,y 0 € (0,1)).

Ya hemos calculado en apartados anteriores

0 0 1-6
E[Zn] = 70, Var(Zn) = (1 — 0)2, GZ(S) = m

Estacionariedad El proceso (5.53) tiene distribucién marginal Geométrica.
Gx, (s) = B(1 = s)*] = BE[(1 — 8)"%] + (1 = §) E[(1 — s)7°ZnH7n1]

=0Gz(Bs)+ (1 —6)Gz(Bs) Gz(s)
1 -9 1—9 1-0 1-¢
Ty e e B P

Por lo tanto las {X,,} tienen la misma distribucién que las {Z,}.

~ 4

Correlacion serial La distribucién de X, X,,+1 es

,

BoZy)(BoZni1) c.p. 32,

( )(B o Zny

(BoZn)(Bo Zny1) + (B o Zn)Zn c.p. B(1-0),
XnXnt1 =9 (BoZn)(BoZnt1)+ (B0 Zny1)Zn1 cp. B(1-0),

(B0Zn)(Bo Znt1)+ (BoZn)Zn

+(Bo Zns1)Zn1+ Zn12y cp. (1-p)2

Entonces,

Xy Xoi] = E[(B0 Z)(B o Zu)| + (1 = D)E[(B 0 Z) 2]
+(1 = B)E[(Bo Zut)Zn ] + (1~ B[ 2012,
Utilizando las propiedades 7 y 9 de la Proposicién 4.24, y la independencia entre las Z,,, tenemos

0 1

BlXnXna] = 855 + 501 - ) <(1_9)2 T A2> AL B)ag + (1 )5y
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con A= (1-0)/0 =1/u= E[X,] = E[Z,]. Agrupando términos

0

E[Xan—I—l] - i + ﬁ(l - ﬂ) (1 — 0)2'

=

Entonces
p(1) = Corr(X,,, Xp+1) = (1 — )

y el lector puede probar que
p(k) =0, sik>1.

Distribucion conjunta
Gy X (0, 0) = E[(1 = u) ¥ (1 = v) 4]
= B B[(1 = w1 — )R
81 B) B[(1 = u) % (1 = v)folmeit ]
HB(1 = B) El(1L = w)oPr 5 (1 v)Pelns]
+(1 = B)? Bl(1 — u) oot on1 (1 — p)fodnaatZn],
Este célculo es semejante al que se realiz6 en el modelo EMA(1) para obtener la transformada de
Laplace de la distribucién conjunta (X, X,,41). Por ello usaremos una notacién similar a la que se
us6 en ese momento.
Sea 1 (p,w) := E[(1 —w)r°?n] = G oz, (w) para cualquier n, con 0 <w < 1y, 0 < p < 1. Obsérvese
que (1, w) = E[(1 —w)?].

Entonces nos queda que

G X (0, 0) = $(8,0) | B29(8,u) + B(1 = B)E[(L — u) 77" (1 = v)?"]

+B(1 = B9 (B, w)p(1,u) + (1 = B)*E[(1 — w) 7 (1 — v) 7" ]ip(1, u) | -
De la demostracion de la Proposicién 5.2 se sabe que
E[(1 — u)P°%n (1 —v)%"] = B[(1 — fu)?"(1 — u)?"] = ¢¥(1,v + fu — fuv)

Sustituyendo este resultado y agrupando términos

Gt (10) = 08,0 {050 [+ (1 = (1]

L0+ pu = Gun) 51~ 8) + (1 BPw(1.0)] |
A A BN+ Pu) A A+ Bu— BA — fu
_)\—i—ﬁv{)\—i—ﬁu A4 u +)\—|—v—|—ﬁu—ﬂuv A4u }

A A A+ pu+ pu— FPuv
AP ANFuU A+v+Bu—Puv

Comparando esta ultima con (3.15), se tiene que sélo difieren por los términos cruzados uv.

(5.54)
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5.3.3. Binomial

De manera anéloga al proceso Binomial AR(1), definimos el proceso Binomial MA(1),
Xn =Zn+S(Zp-1), (5.55)

con {Z,} una sucesién de v.a.’s i.i.d. Binomial (N — Ny,p), con N; < N/2. Dado Z,_1 = =,
S(Zp-1) se distribuye Hipergeométrica(N — Ny, N1, z). Por lo tanto, Proposicién 5.11, S(Z,,—1)
se distribuye Binomial(Ny,p), y se tiene entonces que (5.55) genera un proceso estacionario con

distribucién marginal Binomial(NV, p).

Correlacion serial Para k =1,
Cov(Xy, Xnt1) = Cov(Xy, Zni1 + 5(Z1))
= Cov(Xy, Zn+1) + Cov(X,, S(Zy,)),

el primer sumando es cero. Asi

Cov(Xn, Xni1) = Cov(Xn, S(Zn)) = Cov([Zn + S(Zn-1)], S(Zn)) = Cov(S(Zn), Zn).

Ahora,
E[S(Zn)Zn} =FE ZnE[S(Zn)|Zn]] = E[ZnNleNl Zn] = N]lel E[ZEL]
= (N = Nplp -+ (N = Nujpl = Nuplp+ (N = Nl

restando E[S(Z,)|E[Z,] = Nip(N — N1)p, obtenemos que
Cov(Xp, Xpt1) = Cov(S(Z,), Zy) = Nipp. (5.56)

Finalmente, puesto que Var(X,,) = Npp, se tiene que

p(1) =

En tanto que para k > 1, el lector puede corroborar que
p(k) = 0.
Distribucion conjunta
G, (1,0) = EI(L = )5 (1 ) s 45(0)
= (70 1) (W) G,y (0) BJ(1 = )5 (1 = )5 (1 — )50

=1 =pu)™ 1= p)""M Gy, sz, (1) Gs(z,)(u,v)

= (1= pu)N M (1 = po)N =M (1 = pu — p + puv)™.
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Figura 5.5: Simulacién de un proceso Binomial MA(1) con N=10, p=0.5 y p(1)=0.5 y n=100.

Puesto que la f.a.g.p. conjunta de X,, y X1 del proceso Binomial MA(1) tiene la misma for-
ma que la correspondiente del proceso Binomial AR(1), ecuacién (5.49), entonces la distribucién
conjunta es la misma, al igual que las distribuciones condicionales y sus momentos, ecuaciones
(5.47) y (5.48). Sin embargo, es importante notar que aunque la distribucién bivariada es la mis-

ma para los dos procesos, la estructura distribucional de los dos procesos es completamente distinta.

La Figura 5.5 muestra la simulacién de un proceso Binomial MA(1).

5.4. ARMA(1,1) discretos

5.4.1. Poisson

Definimos el proceso ARMA(1,1) con distribucién marginal Poisson combinando los dos proce-
sos Poisson vistos anteriormente, INAR(1) y MA(1) discreto. La idea consiste en enlazar los dos

procesos por medio de un proceso de innovacién, {Z,}, comin. En concreto
X,=002Z,+ M,_1, g € 10,1], (5.57)

con

M,=aoM, | +Z, acl0l), (5.58)

donde {Z,, } es una sucesién de v.a.’s i.i.d., e independientes de todas las series de conteo involucradas

tanto en (5.57) como en (5.58), las cuales son todas mutuamente independientes.
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Estacionariedad De la seccién 5.1.1 tenemos que si {Z,} son v.a.’s i.i.d. Poisson(a#), y My una
v.a. independiente Poisson(#), entonces { My, } es un proceso estacionario AR(1) Poisson de media 6.
Con tales condiciones {X,,} es un proceso estacionario con distribucién marginal Poisson(0(1+a/3))

(véase por ejemplo la ecuacién (5.51)).

Correlacion serial

C(k) = COV(Xrn Xn+k) = COV(B © Zn + Mn—17 ﬁ © Zn+k + Mn—l—k—l)

= Cov(B o Zp, Myii—1) + Cov(My_1, My i5—1).

Para k=1,
c(1) = Cov(Xy, Xpy1) = Cov(B o Zp, My,) + Cov(M,_1, M,)
= Cov(Bo Zy,a0o My_1+ Z,) + Cov(M,—1,a0 My_1 + Zy)
= Cov(B o Zy, Zp) + Cov(M,—1,a00 My_1)
= B Var(Z) + a Var(M) (Proposicion 4.24)
= fab + ab = 0(a + pa).
Para k > 1

c(k) = Cov(Xy, Xntk) = Cov(B o Zp, Mpig—1) + Cov(My—1, My y—1)
= Cov(foZy,aoMyip—o+ Znik—1)+ Cov(My—1,00 My g9+ Myig—1)
= Cov(fo Zy,a0 Myip—2)+ Cov(My—1,c00 My —2)
—a [Cov(ﬂ 6 Zp, Mysi—2) + Cov(Mp_1, Mn+k_2)}
=aclk—1)=ad"1e(1) = F (a + pa).

Por lo tanto
1 k=0,
(k) =4 (a+ap)/(1+ap) k=1,
aF~1p(1) k> 1.

B
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14

12

10

Figura 5.6: Poisson ARMA(1,1), con A =5, a =0.5=0 y n=100.

Distribucion conjunta

Gx,.x

(u,0) = B[(1 —u)* (1 —v) 1]

_ [u_uWﬂMmel_wm%ﬂﬂm]

= B[(1— )% (1 = ) 1 (1 — )Mot (1 = p) oMot

= B|(1 = 0) % (1= )% (1= ) (1= u)Mor (1= v)eod |
= G4(Bv) Gz (v + Bu — Buv) G (u + av — auw)

— exp{—ab(Bv + v+ Bu — Buv)} exp{—0(u + av — auv)}

= exp{—60pa(u+v —uv) —0(u+v — auv)}.

La Figura 5.6 es la simulacién de un proceso ARMA(1,1) con distribucién marginal Poisson de

media 5.

5.4.2.

Geomeétrico

Consideremos esta vez, lo que seria la versién discreta del modelo Exponencial ARMA(1,1),

EARMA(1,1), dada por

X, = {ﬂ oy c.p. B, (5.50)

ﬁOZn‘FAnfl c.p. (1 *ﬂ),
0<B<1, n=12...,



5.4 ARMA(1,1) discretos 91

con

oAy c.p. a,
n = { ' (5.60)

aoAn 1+ 7, cp.(1—a),
0<a<l, n=12....

con {Z,} una sucesién de v.a.’s i.i.d. Geom(#).
Obviamente de los procesos INAR(1) y MA(1) con esta distribucién marginal, se tiene que la
condicién de estacionariedad para el procesos descrito por (5.59) y (5.60), Geométrico ARMA(1,1),

es Ag = Zp, esto es, Ap es una v.a. Geom(6) independiente del resto de las Z,.

Correlacién serial El modelo Geométrico ARMA(1,1) posee la misma correlacion serial que su
analogo continuo.

Escribiendo la distribucién de X, X, 1, como se hizo para el modelo MA (1) Geométrico, y tomando
esperanza nos queda:

Para k # 0,

B Xyuss] = B|(80 Z0)(80 Zugi) | + (1= BE| (B0 Z) Arsi |
+(1——B)E{Q3025H%)An_1]+—U,—[ﬂ2E{An_1Aﬂ+k,J.

Aplicando 7y 9 de la Proposicién 4.24, la independencia entre las variables y haciendo A = (1—-0) /6,
1 1
E[Xan-‘rk] = ﬁ2ﬁ + ﬁ(l - ﬂ)E[ZnAn—I—k—l] + /8(1 - /B)F + (1 - 5)2E[An—1An+k—1]
= (0~ ) BlZuAnisr] + (1~ BV Bl 1 An ] +
Compadrese esta tltima con (3.18). Puesto que E[(a o Ap4i)Z,] = aE[A,+iZ,] para cualquier i,

(5.61)

varios de los célculos que se realizaron para el modelo EARMA(1,1) se preservan aqui. Entre ellos
E[ZnAn] = Elpo Ap1Zy] + (1 — p)E[Z?l]
— PE[An1Za] + (1 — p)E[Z2]

1 0 1 1 0
=00 [ * 5] =

A2 (1—6)2
Y para k > 1,
k (1-a")
E[Z,Ap+k] = " E[Z, Ay + e (por (3.19))
1 0 (1—ak) 0 1

_ k| _ _ k(q_y_ 2 L

= [}\2+(1 a)(1_9)2}+ 32 a”(1 a)(1_0)2+)\2.
Asf mismo puesto que {4,,} es un proceso INAR(1)con distribucién marginal Geom(f), pa(k) = o¥,
' 0 1

E[AnAnir] = oF +

(1—06)2 " X2
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Sustituyendo estos resultados en (5.61),

E[XyXnik] = (1= 3) [oF11 - a)

0 1 ol &
T ) 08 e g
== )= P s+ 1= 8P (g ) +
- P 1) P a=ez)
Restando E%[X,] y dividiendo entre la Var(X,),
p(k) = B(1 =B = p)p" ™t + (1= B)*p*

= BB+ pB)p" Y, kE=1,2,....

Distribucién conjunta Siguiendo el mismo procedimiento que se utilizé en el modelo Geométri-

co MA(1) y usando la misma notacién, se tiene
Gt o (130) = B8, w8, v) + B(L = B) @ (B, w8, v) g, v)
(1 = @) B[(1 = w)*%r (1 = v) 2 Jp(8, ) e, v) | + B(1L = B (3, w)p(1,w)ih(8,v)
+(1 = B)*| 0o (8, W) (B, v) B[(1 — u)h= (1 — v)**in]

+(1 = ) B[(1 = w)” (1 = )] (8, v)B[(1 — w) (1 = 0)? 4] |

De la demostracién de la Proposicién 5.2 se sabe que
Bl(1 - u)%% (1 = 0)%] = B[(1 — Bu)?r (1 - u)?] = (1,0 + Bu — fuv)
y, E[(1 — )4 (1 — v)*4] = B[(1 — u)4(1 — au)?] = (1,u + av — auv).

Usando estos resultados y agrupando términos
G, X (1,0) = BB, (B,0) [+ (1= B)o(1, )]
o (B,u) + (1= )10+ fu— fuv) | (8, ) [B(1 - B)p(a, )
+(1 = B8, 0)(1,u + av - auw)]

Sustituyendo
A
G o () = By o) (E)

AN+ fu+ av — afuw) (1= B)A\ + fu+ av — afuv)
<()\+ﬁu)(/\+ﬂu+v—ﬂuv)>w(ﬁ’v)( A+ av)(A+u+ av — auw) >

Finalmente

A A
xantion) = (5250) (525

[ﬂ()\ + fu) (1= B)AN\ + Bu + av — afuv)? ]
(A +u) A+ Bu+ v — Puv)( A+ av)(A+u + av — auv) |

Comparese con (3.23). De nuevo, la diferencia entre la versién discreta y la continua son sélo los

términos cruzados, uv.

Ademas, si
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B =0, entonces se tiene la f.a.g.p. conjunta del modelo INAR(1) con distribucién marginal Geo-

métrica, ecuacion (5.18), y cuando

a =0, tenemos la f.a.g.p. conjunta del modelo Geométrico MA(1), ecuacién (5.54).

5.4.3. Binomial
Definimos el proceso Binomial ARMA(1,1), {X,,}, como
Xn =Y 1+ 5(Zy), (5.62)
con
Y, =SYn1) + Z,. (5.63)

Sea {Z,} una sucesién de v.a.’s i.i.d. con distribucién Binomial(N — M, p), Yy una v.a. indepen-
diente Binomial(N,p) y (S(Yn-1) | Yn—1 = y) con distribucién Hipergeométrica(N, M, y), entonces
{Y,,} es un proceso AR(1) estacionario con distribucién marginal Binomial(N, p). Ademds, dado
Zy, = x, suponemos que (S(Z,) | Z,) ~Hipergeométrica(N — M, N1, x), con N3 < N — M, entonces
S(Zy,) se distribuye Binomial(Ny,p), y por tanto el proceso {X,} es estacionario con distribucién

marginal Binomial(N + Ny, p).

Correlacion serial
g(1) = Cov(Xp, Xnt1) = Cov(Yy—1 + S(Zy), Yo + S(Zn11))
= Cov(Y,—1,Yn) + Cov(S(Z,), Yn)
= Cov(Yy—1,Yn) + Cov(S(Zn), S(Yn-1) + Zp)
= Cov(Y,—1,Ys) + Cov(S(Zyn), Zy).

Para el primer sumando puesto que {Y,} es un proceso estacionario BAR(1), p(1) = a = M/N.
Mientras que para el segundo, seguimos un procedimiento idéntico al que se realizé para obtener
(5.56). Quedando asi

Cov(X,, Xpt+1) = aVar(Y,,) + Nipp

= aNpp + Nipp = (M + N1)pp.

Para k > 1,
Cov(Xy, Xptk) = Cov(Yn—1+ S(Zn), Ynir-1+ S(Zntk))

= Cov(Yp—1, Ynii-1) + Cov(S(Z,), Ynik—1)-
El primer sumando se obtiene recursivamente

c(k) = Cov(Yn_1,Ypyr-1) = ac(k —1) = o ¢(1) = o Var(y) = (M

k
N> Npp. (5.64)

Para el segundo:
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Por demostrar

k
Cov(S(Zn), Yors) = (%) Nipp. (5.65)

Para k =1,

Cov(S(Zn), Ynr1) = Cov(S(Zn), S(Yy) + Zny1) = Cov(S(Zn), S(Y)).

Ahora bien
Cov(S(Zy), S(Yy)) = E|S(Z,)E[S(Y,) | Ya]| — E[S(Zn)]E[E[S(Yn) | Yn]] (5.66)
M M
= T EI8(Z)Y] - T EIS(Z)IEIY.)

puesto que S(Y,,) | Y, ~ Hipergeométrica(N, M,Y,,). Entonces

Cov(S(Zy), S(Y,)) = %COV(S(ZR),Y,L)

M M M

Por lo tanto
M
COV(S(ZTL)7 Yn—i—l) = lepﬁ.

N
Supongamos que la relacién (5.65) es valida para k — 1,
Cov(S(Zn), Ynsr) = Cov(S(Zn), S(Ynsk—-1) + Zntk)
M
= Cov(S(Zn), S(Ypik-1)) = WCOV(S(ZH), Yoik-1)s

esta tltima se obtiene de manera totalmente anédloga a (5.66). Luego, aplicando la hipétesis

de induccion

M (M k—1 M k
Con(s(2,). Vo) =y () Mwn= () Murw

L.Q.Q.D.
Entonces de (5.64) y (5.65),

Cov(Xp, Xnsr) = (%)k (Mpp + Nipp) = (%)k_lgu).

De estos calculos se tiene

I~
——~

p(k)_{ (M +Ny)/(N+N,) sik=1,
A" ) k> 1
Haciendo a« = M /N, 3 = N1/(N — M) y d = N1/N,

) (e+ap)/(1+d) k=1,
olk) = { aF1p(1) k> 1.



5.4 ARMA(1,1) discretos

95

Distribuciéon conjunta
GXnan+1 (uv U)

= FE[(1 - u)Yn71+S(Zn) (1— U)Yn+5(zn+1)]
= E[(1 — u)Yn-1+5Zn) (1 — )SOn-1)+Zn+5(Zn11))
=E[(1- U)Yn,lfs(ynfl) (1— U)S(Yn,l) (1- u)s(ynil)]

x B[(1 — v)Zn=5Zn) (1 — 4)SEZn) (1 — 4)S(Z] B[(1 — v)5Zn+1)]

= (1= pu)N M (1 = pu— pv + puv)™ (1 — pu) MM (1 — pu — p + puv)™ (1 - pv)™

= (1= pu)VM (1 = pu — pv + puv)™ N (1 — pr)N M.
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Capitulo 6

Modelo AR(1) con marginal ED

Harry Joe en 1996 publicé un articulo sobre series de tiempo considerando como marginal
familias paramétricas infinitamente-divisibles cerradas bajo convoluciéon. Dicho trabajo unifica y
generaliza trabajos previos que habian abordado la cuestién de modelos de series de tiempo con
distribucién marginal no-Gaussiana, como Lewis (1983) y Lewis et al. (1989) para el caso de la
distribucién Gamma, McKenzie (1986) para la distribucién Binomial Negativa, McKenzie (1988b)
para la Poisson y Al-Osh y Alzaid (1991) para la Binomial, en lo que se refiere a la estructura
AR(1). Asi mismo, su enfoque permite la creacién de un modelo AR(1) con distribucién marginal
Normal distinto al de la ecuacién (2.4).

Dos anos después Bent Jgrgensen y Peter Xue-Kun Song publican un articulo que trata modelos
de series de tiempo con marginal en la clase de modelos de dispersion exponencial infinitamente-
divisibles, la cual es un subconjunto de la clase tratada por Joe (1996). Los modelos construidos
por Jorgensen y Song (1998) estdan basados en el operador de adelgazamiento construido por Joe
(1996), el cual se reduce al operador de adelgazamiento Binomial y al adelgazamiento Hipergeo-
métrico cuando la distribucién que se trata es la Poisson y la Binomial respectivamente.

Aunque ambos articulos tratan procesos de la forma ARMA, nosotros nos limitamos al estudio del
proceso AR(1).

6.1. Modelos de dispersion exponencial

Sea X ~ ED*(6,)\) que denota un modelo de dispersién exponencial con funcién de densidad
de probabilidad
fx(z;0,\) = c(x; \) exp{0x — \k(0)}, z € R, (6.1)

donde 6 es llamado el pardmetro canénico cuyo dominio es el conjunto © = {6 € R; k(0) < oo}, A
el pardmetro indice con A € A C R y, k(0) = In [; c(z; \)e? dn(z)/A, donde n denota la medida
de Lebesgue o la medida de conteo, en el iltimo caso la integral se reemplaza por una suma.

Observe que (6.1) es una familia exponencial cuando A es conocida.
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Se sabe ademas que el modelo es infinitamente-divisible si y solo si el dominio del parametro indice
es A =RT.

Puesto que (6.1) es una funcién de densidad
/ c(z; N)eP dn(z) = M), (6.2)
R

Calculemos ahora la funcién generadora de momentos (f.g.m.) de X ~ ED*(0, \),

M (t) = E[eX] = M) / o \)e @D g ()

— exp {)\{k(e - k;(e)}}, por (6.2).
De donde podemos obtener ficilmente que

1

E[X]=M(0) y Var(X)=k'(0). (6.3)
Sean Z7 y Zy dos variables aleatorias independientes tales que
Z; ~ ED*(0,\;), i=1,2.
Y sea Z = Zy + Zs, entonces
Mz,4.2,(t) = Mz, (t) Mz, (t) = M ROHO-FO} = ary(3),

por lo que Z ~ ED*(0, A1 + A2).
Es decir, se tiene que

ED*(0,\1) ® ED*(6,)\2) = ED*(0, \1 + )2). (6.4)
Entonces cualquier modelo de dispersiéon exponencial satisface la férmula (6.4), se dice entonces

que la familia es cerrada bajo convolucién.

6.1.1. Ejemplos

Una forma de precisar un modelo de dispersién exponencial es especificando la funcién k(6), llamada
el cumulante generador de (6.1), o equivalentemente la funcion c(-; A).

Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 6.1 Sea k() = 62/2, entonces
Fx(w;0,0) = (w3 \) exp{0z — A*/2},

lo que implica que

1 x?
c(xz; ) = mexp{—}, A > 0.
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Asi, fx(xz;0, ) toma la forma

fx(z:0,)) =

i.e.

X ~ ED*(0,\) = Normal(OA, \). U
Ejemplo 6.2 Sea k(f) = —In(—6), con 0 < 0,
fx(@;0,) = (x; A) exp{0z + An(=0)} = c(a; \)e™ (—0)*,

entonces

quedando que

Por lo tanto
X ~ ED*(0,\) = Gamma(\, —0), con § < 0. U

Ejemplo 6.3 Sea k() = —In(1 — €%), con 6 < 0,
Fx(w;0,0) = (w3 \)e’ (1 — ),

implicando que

A+z—1 I'A+=z
c(m;)\):< N1 >:1£()\):c!)’ A > 0.
Sustituyendo
fx(36,)) = (A ol 1)699‘%1 =,
entonces

X ~ ED*(A,\) = Binomial Negativa(\,1 — ¢’), con 6 <0,
en términos de la notacién del Capitulo 1. U
Ejemplo 6.4 Sea k() = ¢,
Fx(z:0,)) = c(z; \) exp{fz — Ae?},

lo que implica que

Se tiene asi que

A 0\z
fX(fI?,@,A) - ( 6') eXp{—)\eg},
x!

i.e.

X ~ ED*(#,\) = Poisson(\e’). U
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Ejemplo 6.5 Sea k(6) = In(1 + ¢?),
Fx(@;0,0) = ez \)e’ (14 €”) 72,

entonces

Sustituyendo

=0 ()

X ~ ED*(#,\) = Binomial(\, e’ /(1 + ¢%)). U

por lo tanto

La clase de modelos de dispersién exponencial (infinitamente-divisibles) es muy extensa. De hecho
cualquier distribucién (I-D) con f.g.m. genera un modelo de dispersién exponencial (I-D) (Jorgensen
1986).

Joe (1996) considera la clase mas general de distribuciones infinitamente-divisibles de convolucién
cerrada que incluye distribuciones sin momentos. Sin embargo estas distribuciones pueden ser vistas

como la familia de modelos de dispersién exponencial con © = {0}, esto es, {ED*(0, A); A > 0}.

6.2. Operador de adelgazamiento de Joe
Sean Z1 y Zs dos variables aleatorias independientes tales que
Z; ~ ED*(0,\;), i=1,2. (6.5)

Hemos visto que Z = Z; + Zy ~ ED(0,\), con A = A\; + A2. Ya que la suma es suficiente para
el parametro 6, la distribucién condicional de Z; dado Z = x no depende de 6 y es denotada por
Z1 | Zy + Za ~ G(A1, A2, x), cuya funcién de densidad es
fZl (wa 9) )‘1) fZ2 (117 — Ww; 07 >‘2)
P AL, Ag) =
fzz(w|z; A1, A2) @00 1 )
_c(w; Ar) exp{Ow — A\k(0) }e(z — w; A2) exp{f(z — w) — Xok(0)}
N c(z; A1+ A2) exp{fx — (A1 + A2)k(0)}
_ c(w;Ar) ez — wi Ag)
N c(x; A)

La distribucién G (A1, A2, x) es llamada la contraccion correspondiente a ED*(6, \).

(6.6)

Definimos ahora la operacién de adelgazamiento, A(X;a), con « € [0, 1].
Sea X una v.a. con distribucién ED*(#, \), un modelo de dispersién exponencial infinitamente-

divisible, y sea @ = 1 — . Definimos la v.a. A(X;a) por la distribucién condicional

AX;a) | X =2 ~ G(a a\ ), (6.7)



6.2 Operador de adelgazamiento de Joe 101

entonces la distribucién marginal de A(X;a) es ED*(0,a\) (Proposicién 6.6), y decimos que
A(X; ) es el adelgazamiento de X por una proporcion «. Aunque bien podria llamarse el adel-
gazamiento de Joe. Se pide que X sea un modelo de dispersién exponencial infinitamente-divisible
para asegurar que tanto a\ como a\ sean valores validos para el pardmetro indice para cualquier
valor de o € (0,1) (véase al respecto el Ejemplo 6.12). En los casos extremos, o = 0, 1, definimos
A(X;1) =1,y A(X;0)=0.

Proposicién 6.6 Sea ED*(0, ) un modelo de dispersién exponencial con conjunto indice A, y
supongamos que X ~ ED*(0,\), y Y | X = x ~ G(A1, Ag, z), donde A\, Ao, A € A, y A = A1 + Ao
Entonces Y y X —Y son independientes, Y ~ ED*(0,\1) y X — Y ~ ED*(0, \2).

Demostracion: Supongamos que Z1 y Zo son dos v.a.’s independientes con distribucién (6.5), y
sea Z = Z1 + Zs. Entonces la distribucién condicional de Z; | Z y la distribucién marginal de Z
son las mismas que la distribucién condicional de Y | X y la distribucién marginal de X, respec-
tivamente. Por lo tanto la distribucién conjunta de (Z1, Z1 + Z2) es la misma que la distribucién
conjunta de (Y, X), lo que a su vez implica que la distribucién conjunta de (Z1, Z3) es la misma
que la distribucién conjunta de (Y, X —Y).

Por lo tanto Y y X — Y son independientes, Y ~ ED*(0,\) y X — Y ~ ED*(6,\2). U

Vale la pena mencionar que con el resultado anterior queda probada la independencia entre S(X,,—1)
y Xn—1—5(Xn—1), en la Proposicién 5.11, la cual hasta el momento no se habia demostrado, y sin

embargo se utilizé6 de manera intensa en aquel apartado.

En adelante, asuma A\; = a, Ay = @\, y a € (0,1), entonces A = A\; + Ao.

A continuacién presentamos el modelo AR(1) de Joe.

Definicién 6.7 El modelo estacionario AR(1) construido por Joe (1996), y puesto en el contexto

de ED por Jgrgensen and Song (1998), es
Xp = An(Xn-1;0) + €, n=12,..., (6.8)

donde el operador aleatorio A(+; ) es independiente de la variable de innovacién €, y estd definido
como en (6.7), el subindice n (en A,(-;a)) enfatiza que el adelgazamiento se realiza de manera
independiente para cada n. Las innovaciones {¢, } son v.a.’s i.i.d. con distribuciéon ED*(6, (1 —a)N).
Entonces la distribucién marginal de X,, es ED*(6, \) (siempre que Xo ~ ED*(6,)\)). Por lo tanto

(6.8) constituye un proceso estacionario con marginal ED*(6,\).

6.2.1. Ejemplos

Revisemos desde esta perspectiva parte del trabajo hecho en el capitulo anterior. Consideremos las

distribuciones Gamma, Binomial Negativa, Poisson y Binomial, y echemos un vistazo a la Normal,
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de acuerdo a sus correspondientes modelos de dispersiéon exponencial.
Ejemplo 6.8 Sean Z; y Z>, dos v.a.’s independientes tales que
Zi ~ ED*(Q, )\1) = Normal(@)\i, )\Z), 1= 1, 2.

La funcién de densidad de Z; dado Z = Z; + Z5 = x, como hemos visto es

c(w; A1) e(z — w; Ag)
c(x; \) '

fz1z(w|z; A, A2) =
En este caso, del Ejemplo 6.1, tenemos

(2mA) V2 exp{—w?/2X1} (27ho) /2 exp{—(z — w)?/2)2}
(27\) "2 exp{—22/2)\}

fzz(w|z; A, A2) =

)\1/2
= NST exp{—(w — ax)?/2a(1 — @) \},

con @ = A\ /. Es decir, se tiene que
Z1 | Zh + Zy = x ~ G(a\, a\ ) = Normal(az, a(l — a)A). (6.9)

Por lo tanto el proceso AR(1) (6.8), con distribucién marginal infinitamente-divisible ED*(6, \)

= Normal(6\, \) puede ser representado mediante la expresién
X, =aX,_1+w, + en, (6.10)

donde {wy} es una sucesién de v.a.’s i.i.d. con distribucién Normal(0, a@)), y {€,} es una sucesién
de v.a.’s i.i.d. con distribucién ED*(6, (1 — a)\) = Normal(6a\, aN).
Pues, observe que

aXp_1+ wp | Xno1 =z ~ Normal(az, aal),

que es la distribucién que obtuvimos en (6.9).

Ademas

aXn_1 + wy ~ Normal(af), a?)) + Normal(0, aa))
= Normal(fa\, a)\) = ED*(0, a\).
Y por ultimo,
aXp_1 + wy + €, ~ Normal(fa), aX) + Normal(fa\, al) = Normal(6A, A),

que es la distribuciéon deseada para el modelo.

Por lo tanto la representacién (6.10) es valida. U
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Ejemplo 6.9 Sean Z; y Zs, dos v.a.’s independientes con distribucién
Z; ~ ED*(0, \;) = Gamma(\;, —0), 6 <0; i=1,2.

Por el Ejemplo 6.2 tenemos que la funcién de densidad de Z; dado Z; + Z5 = «, es

w)\l—l (ZE o w))\g—l 1/')\1+)\2_1
L(Aa)  T(x2) /F()\l + A2)

fzz(wlz; A1, A2) =

(A1 + A2) w’\l_l(az — w)’\2_1
1“()\1)1“()\2) M tA2—1

LA +22) ( _ E)AQ‘I (9)“—1 1
- T(A)T(N9) x x x

Esta 1ltima es la funcién de densidad de una v.a. W tal que W = x A, con = una constante positiva

= , w € (0,x).

y A una v.a. Beta(A1, A2). El lector puede usar el Teorema 2.23 para corroborar esta afirmacién,
con W = p(A) =zA.
Asi que,

21| Zh+ Zy = x ~ G(a\, a\ x) = xBeta(a), @M).

Por lo tanto el modelos AR(1) (6.8), con distribucién marginal infinitamente-divisible ED*(6, \)

= Gamma(\, —6), 6 < 0, se expresa en la forma
Xp = AnXp_1 + €n, (6.11)

donde {A,} es una sucesién de v.a.’s i.i.d. Beta(a\, @\), en tanto que {€,} es una sucesion de v.a.’s
iid. ED*(0,(1 — a)A) = Gamma(a\, —0).

Este proceso AR(1) con coeficiente aleatorio y distribucién marginal Gamma es en esencia comple-
tamente distinto al modelo GAR(1) que estudiamos en el Capitulo 3. Fue introducido por Lewis
(1983), y profundizado su estudio en Lewis et al. (1989), llamandole: Beta-Gamma AR(1), teniendo
como punto de partida para su creacién el hecho de que el producto de una v.a. Beta(a, A — a)
con una v.a. Gamma(\, —0), independientes, es una v.a. Gamma(a\, —6). Resultado que en estos

momentos lo obtenemos directamente de la Proposicién 6.6, pues segtn ésta

ApXp_1 ~ ED*(0,a\) = Gamma(a\, —0). U

McKenzie (1986, pg.690) propuso el anédlogo discreto a (6.11), esto es, un proceso AR(1) de coe-
ficiente aleatorio y distribucién marginal Binomial Negativa (BN). El cual estd definido de la sigu-

iente manera
X, =A,0X, 1+ ¢€n, (6.12)

con {A,} una sucesién de v.a.’s i.i.d. Beta(aA, A — al),
A, o0 X, 1 = Zji”l‘l Bi(A,) donde {B;(A,)} es una sucesién de v.a.’s i.i.d. Bernoulli de me-

dia A,, e independientes de X, _; para cada n, y {€,} una sucesién de v.a.’s i.i.d. Binomial
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Negativa(A — a, p).

Para el proceso definido en (6.12) McKenzie (1986) encuentra que si A es una v.a. Beta(\1, \2),
entonces Ao X dado X = z se distribuye Beta-Binomial(A;, A2, z). Asi, si X se distribuye Binomial
Negativa(A1 + A2, p), Ao X se distribuye Binomial Negativa(A1, p). Por lo tanto, {X,,} es un proceso

estacionario con distribucién marginal Binomial Negativa(A; 4+ Ag, p).
Revisemos ahora la distribucién Binomial Negativa desde la perspectiva de modelos de dispersién
exponencial y veamos como este enfoque nos lleva al proceso (6.12).
Ejemplo 6.10 Sean Z; y Zs, dos v.a.’s independientes tales que
Zi~ ED*(0,)\) = BN\, 1—¢€%), 0<0; i=1,2

Usando el Ejemplo 6.3, la funcién de densidad de Z; dado Z; + Zs = z, es

I'(A +w) F()\2+az—w)/F()\1 + Ao+ x)
F()\l)w! F()\z)(l‘ — w)' F()\l + )\2)13'

fzz(wlz; A, Xa) =

. F()\l + )\2) (.CL‘
N F(Al)F()\g)F()\l + Ao + :L') w

que es una distribucién Beta-Binomial(A1, A2, z). Es decir, tenemos que

> A +w) (A + 2z — w),

21| Zh + Zy = x ~ G(a, a)\, z) = Beta-Binomial(a), @\, x).

Por lo tanto el proceso AR(1) (6.8), con distribucién marginal infinitamente-divisible ED*(6, \)

= Binomial Negativa(), 1 — %), # < 0, corresponde al proceso (6.12), con p = 1 — €.

Por dltimo note que al igual que en el ejercicio anterior la Proposicién 6.6, nos permite obtener
directamente
Apo X, 1 ~ ED*(,a)\) = BN(a), 1 —€%)

en~ ED*(0,(1—a))) =BN((1—a)X\,1—¢%). U
Ejemplo 6.11 Sean Z; y Zs, dos v.a.’s independientes con distribucién

Zi ~ ED*(0, \;) = Poisson(\e?),  i=1,2.

La densidad de Z; dado Z; + Zs es, del Ejemplo 6.4,

AP 5T

fzz(wlz; Ay, A2) = — /

w! (x —w)!

= (i) (1 — )"

(A1 + A2)”
z!
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con a = A1 /(A1 + A2). Es decir, tenemos que
21| Z1+ Zy = x ~ G(a\, a\, x) = Binomial(zx, «).

Por lo tanto el proceso AR(1) (6.8), con distribucién marginal infinitamente-divisible ED*(6, \)
= Poisson(Ae?) no es otro sino nuestro conocidisimo modelo INAR(1) con distribucién marginal
Poisson,

Xp=ao X, 1+ ép,

conaoX =Y +Ys+...+ Yy, donde {Y;} es una sucesién de v.a.’s i.i.d. Bernoulli de media «, e

independientes de X, y {€,} una sucesién de v.a.’s i.i.d.. De la Proposicién 6.6

oo X,_1 ~ ED*(0,a\) = Poisson(ae?)
€n ~ ED*(0,a)\) = Poisson(axe?). U

Si nos olvidamos de la condicién infinitamente-divisible para la distribucién de X en (6.7), podemos

entonces considerar la distribucién Binomial.
Ejemplo 6.12 Sean Z; y Zs, dos v.a.’s independientes con distribucién
Z; ~ ED*(0, ;) = Binomial(\;, ¢’ /(1 +¢%)), M eN; i=1,2.

La densidad de Z; dado Z; 4+ Zs es, del Ejemplo 6.5

My (Ao
fzy)z(wlz; A1, A2) = W (6.13)

T

Entonces, si restringimos « a la forma k/\, k € N (y k < A), nos queda
Z1 | Z1 + Zy = x ~ G(a\, a\, x) = Hipergeométrica(a\, al, x).

Por lo tanto el proceso AR(1) (6.8), con distribucién marginal no infinitamente-divisible ED*(6, \)
= Binomial(), e’ /(1 4 ¢%)) no es otro sino el modelo BAR(1), (5.46), visto en el capitulo anterior

X, = S(anl) + €n,
donde S(X,_1) | Xn—1 = x se distribuye como en (6.13), y por la Proposicién 6.6

S(X,_1) ~ ED*(#,a\) = Binomial(a\, e/ /(1 + %))

€n ~ ED*(A,&)\) = Binomial(a\, e’ /(1 + €%)).
En relacién a como se escribié el proceso BAR(1), en la seccién 5.2.2; se tiene que A\ = N y k = M.
Por tdltimo, es importante notar que el conjunto indice A para la distribucién no infinitamente-
divisible ED*(6, \)=Binomial(\, e’ /(1 + €%)), es A = {1,2,...}. Es por ello que se restringe a «, a
ser un miltiplo de A~!, de lo contrario aX y @\ podrian no pertenecer a A, lo cual es una hipétesis

de la Proposicién 6.6. U
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6.2.2. Propiedades generales

Proposicién 6.13 Si la distribucién ED*(0, \) para X, en (6.8) tiene momento de segundo orden,

entonces su autocorrelacién de orden k es oF.

Demostracion: Sean Zy, Zy, dos v.a.’s como en (6.5) y sea Z = Z + Zs.
Por (6.3), E[Z1] = MK (0) = a K (0) = aE[Z].
Entonces
EZ1] = Bz |Ez,[2112)| = aE4[2) = BzlaZ],

por lo tanto
EZ1 [Z1’Z] = aZ,

el subindice en las esperanzas enfatiza respecto a quién se calculan.

Se tiene entonces que
EAX;a) | X = 2] = ax,

si X posee primer momento.

De donde, la esperanza condicional del proceso (6.8) es
EX, | Xn-1=2]=az+ (1 — o)y,
entonces aplicando el Corolario 2.17, su correlacién de orden k es
p(k)=0a, — k=0,1,.... (6.14)

si el proceso tiene momento de segundo orden. LI

Sean Zi, Zs, dos v.a.’s como en (6.5). Denotamos la distribucién condicional de Z = Z; + Z5

dado Z; = w, por B(0, A2, w), cuya funcién de densidad es

f212, (x|w; 0, X2) = fz,(w;0,\1) fz,(x —w; 0, \2)

[z, (w30, A1)
= fZQ(:IZ — w; 9, )\2)
= c(x — w; A2) exp{f(z — w) — X2k(0)}. (6.15)

Asi entonces, escribiendo (6.7) en términos de la notacién (6.8) tenemos que

Ap(Xn—150) | Xyt =2 ~ G(a, al, z)

X | An(Xp—1;0) = w ~ B0, a\ w),

con funciones de densidad (6.6) y (6.15) respectivamente.
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El proceso (6.8) es de Markov (de orden uno) por construccién. Mas ain, sus probabilidades de

transicion pueden ser calculadas como

P(Tn, Tpy1) = P[Xng1 = Tpp1 | Xo = 24

= [ Fansranwdn/ 5z
= /wf(xn_,_l | w, xn) flw | ) fxn) dn/f(mn)

= / fz212, (@ns1|0) f2,)2(w]zy) dn

— eXP{gxg(J;l .—/\;\2]{(9)} / c(w; Ar)e(zn — wi A)e(Tng1 — w; Ag)e ™" d, (6.16)

donde f(zpy1 | w,zn) = f(@ng1 | w) se justifica por la independencia condicional de X, 11 v X,
dado Ap41(Xp;a) = w.

Si el modelo ED*(0, \) tiene soporte en los enteros no negativos entonces, la integral se reemplaza
por ZZLAO”T”“.
Proposicién 6.14 El proceso AR(1) descrito por (6.8), es reversible en el tiempo.

Demostracion: De los célculos anteriores la densidad conjunta, h, de (X, X,11) es

M@, Tns1) = exp{0(zn + znt1) — (A2 + A)k(0)}
X / c(w; A1)e(zn, — w; Ao)e(Tpe1 — w; A2) o tw dn,

puesto que esta ultima es simétrica en x,, y x,41, el proceso de Markov (6.8) es reversible en el

tiempo. U
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Capitulo 7
Aplicacion

El presente capitulo pretende ilustrar con un ejemplo la utilidad e importancia de la teoria
desarrollada en capitulos anteriores.
Para esto usaremos los casos mensuales de poliomielitis reportados por los Centros para el Control
y Prevencion de Enfermedades -CDC- de los Estados Unidos entre los anos 1970-1983. Estos datos
fueron utilizados por vez primera dentro del contexto estadistico por Zeger (1988), para ilustrar la
aplicacién de un modelo de regresion: parameter-driven model.
Encontramos en los datos una dependencia de Markov de orden uno. Ajustamos un modelo con
distribucién ED*(, \)=Binomial Negativa(\, 1 —e?) visto en el capitulo anterior. Los datos poseen
una observacién que se encuentra fuera del rango que prevalece en la serie. Nos preguntamos
sobre la influencia de este dato en el ajuste obtenido, por lo que realizamos ajustes con y sin él.
Asi mismo, diferenciamos los casos, «, el factor que pesa la dependencia de Markov, variable y «
constate(=p(1)). Realizamos un ajuste més excluyendo un total de dos observaciones obteniendo
mejores resultados. El método que utilizamos para la estimacién de los pardmetros es el de méxima
verosimilitud (MV).

7.1. Poliomielitis en U.S. de 1970 a 1983

El Cuadro 7.9 (al final del capitulo) contiene los casos mensuales de poliomielitis en Estados
Unidos reportados por los Centros para el Control y Prevencién de Enfermedades -CDC- de ese pais
entre los anos de 1970 a 1983 y publicados en el Morbidity and Mortality Weekly Report Annual
Summary (1970-1983).

La Figura 7.1 muestra la grafica de los datos.
Llama particularmente la atencién la observaciéon del mes de Noviembre de 1972 por su magnitud

respeto al resto de las observaciones. Este caso serd de suma importancia en nuestro analisis.



110 Aplicacion

=
i

o o Polio

B e
N W

=
=

=
o

P N W b OO N 00 ©

LA A AR A A A

Py
1970 1971 1972 1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982 1983 1984

Figura 7.1: Ntmero de casos mensuales de poliomielitis en U.S. entre los anos 1970-1983.

T Media Mediana | Moda | Varianza | Suma
Polio | 168 | 1.333333 1 0 3.504990 | 224

Cuadro 7.1: Principales estadisticos de los datos.

Un analisis de los datos se presenta a continuacién.

7.1.1. Distribucién

Es claro que los datos provienen de una distribuciéon discreta. A lo largo del trabajo hemos
tratado con tres distribuciones: Poisson, Binomial y Binomial Negativa, por lo que intentaremos

ajustar una de estas tres a los datos.

El histograma de los datos se encuentra en la Figura 7.2. Como podemos observar los datos
provienen de una distribucién asimétrica. Ademds, (del Cuadro 7.1) la varianza de los datos es ma-
yor a la media, por lo que los datos podrian provenir de una distribucién Binomial Negativa(\, p).
Realizamos una prueba de bondad de ajuste usando la prueba x? con un nivel de significancia
del 5%, e hipétesis nula: los datos provienen de una distribucién Binomial Negativa(1,p) con
p = 1/(X + 1) =0.42857. Obteniendo un p-valor(= 0.17638) mayor a 0.05. Por lo tanto no re-
chazamos la hipétesis nula. Asi, la distribucién que decidimos ajustar a los datos es, en efecto, una

distribuciéon Binomial Negativa.
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Figura 7.2: Histograma de los datos.

7.1.2. Modelo

Procedemos a inspeccionar las graficas de la ac.f. y pac.f. muestrales de los datos (Figura 7.3).
Como podemos observar, tanto en la ac.f. como en la pac.f., el Gnico rezago significativo es el
primero. Por lo que podria tratarse de un modelo AR(1), un MA(1), o incluso un ARMA(1,1),
discretos.

Decidimos ajustar un modelo AR(1) porque creemos que existe una dependencia entre las personas
que tienen poliomielitis hoy y las que lo tuvieron ayer. Recordemos que una de las causas de po-

liomielitis es el contagio.

Tenemos al menos tres modelos AR(1) con distribucién marginal Binomial Negativa:

1. Modelo INAR(1), (5.4), con innovacién (5.22), McKenzie (1986).
2. El modelo descrito por (5.31), Al-Osh y Aly (1992).

3. El modelo AR(1) de Joe (1996) con distribucién marginal
ED*(#,\)= Binomial Negativa(\, 1 — ¢’), ec. (6.12).

El método que usaremos para la estimacioén de los pardmetros es el de MV. Puesto que consideramos
una dependencia de Markov de orden 1, el cdlculo de las probabilidades de transicién, p(z,, Tn+1),

juega un papel primordial.



112 Aplicacion

0.4+
0.2
0.0 - T I T * T . T { T . T i ? - 1 l 1
-0.2 . . . . ! . . . . ! . . . . ! . . . . 1
0 5 10 15 20
0.41-
0.2
0.0 T T I . T hi I . T () . Ld
I i ! { l Lo
-0.2= ! | | |
0 5 10 15 20

Figura 7.3: ac.f. y pac.f. de los datos de poliomielitis del Cuadro 7.9.

El modelo 1. posee una innovacién bastante compleja (con f.a.g.p. (5.21), que pertenece a una dis-
tribucién Poisson compuesta de la forma (5.22) que dificulta el calculo de (5.6).

Para el modelo 2. calculamos explicitamente p(zy,Zn41), ecuaciéon (5.44). El ajuste de una dis-
tribucién Binomial Negativa por medio de este modelo serd el objeto de nuestro estudio en otro
momento y lugar.

Escogemos el modelo 3. para ejemplificar (en un caso particular: ED*(6,\) = Binomial Negati-
va(\, 1 — ¢€)) la utilidad del trabajo hecho por Joe (1996), y puesto en el contexto de modelos
de dispersién exponencial por Jgrgensen y Song (1998). Podemos calcular p(z,,z,+1) via la ec.
(6.16) 6, incluso, la construccién del proceso es tan generosa que, para el caso discreto, podemos
obtenerlas directamente de la definicién (Definicién 6.7),

P[Xn—l—l = Tp+1 ’ Xy = xn]

TnN\Tpt1

= Z PlAp+1(Xn;a) = w | Xy, = 2] Plep, = xpp1 — w),

w=0
donde
Api1(Xnsa) | Xpy =z ~ G(a, al, ),

la contraccién correspondiente a ED*(0, \), y

en ~ ED*(0,aM). U
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Realizamos un diagrama de dispersién entre los datos {z1,x9,...,z7_1} Vs. {x2,23,...,27}. La
Figura 7.4 muestra que la relaciéon que guardan los dos conjuntos de datos seria minimamente
explicada por una linea recta. Esto es, existe una cuestiéon no lineal en los datos que esperamos que

nuestro modelo pueda captar.

14 +
12+
10+
L +
8+ +
il
pa +
5 L
6 + +
L + +
4+ + +
+ + + +
2+ + + + + + + +
+ + + + +
Ll I I I I I I ]

Figura 7.4: Diagrama de dispersién entre {z1,z2,...,27-1} v {x2,x3,..., 27}, para los datos de

poliomielitis.

Resumiendo tenemos que para los datos de poliomielitis del Cuadro 7.9
= ajustaremos una distribucién Binomial Negativa,
= creemos poseen una dependencia de Markov de orden 1,

» ¢l modelo que usaremos para la estimacién de los pardmetros esta descrito por (6.12).

7.2. Parametros

Los detalles analiticos sobre la estimacién de los pardmetros presentados aqui, se encuentran en

la subseccién, 7.3. Estimacion.

Si bien por la prueba de bondad de ajuste de la subseccién 7.1.1, no rechazamos que los datos

provinieran de una distribucién Binomial Negativa con parametros (5\, p) =(1,0.42857), no significa
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que éstos sean los mejores. De hecho el estimador p = 1/(X + 1) supone que los datos provienen de
una muestra aleatoria. Sin embargo, el supuesto de independencia no es asumido por nosotros, sino
todo lo contrario, como hemos dicho creemos que existe una dependencia de Markov en los datos.
No obstante, (1,0.42857) serdn nuestro punto de partida. En contexto con la notacién del modelo
(7.2), nuestros pardmetros son A, 6, y no \,p, donde # y p guardan la relacién 1 — e’ = p, por lo
que nuestros puntos iniciales seran (\,0) =(1,-0.56).

Realizamos cuatro ajustes, usando el método de MV en todos.

Como podemos observar de la ec. (7.5) las probabilidades de transicién, p(z,, Z,+1), del proceso
estan determinadas por tres pardametros A\, 0 y «. Asi entonces, nuestros dos primeros ajustes di-

fieren en la consideracion siguiente:

Ajuste 1 Maximiza la log-verosimilitud, el logaritmo de la funcién descrita por (7.3), asumiendo
que & = p(1) =0.29480.

Ajuste 2 Maximiza la log-verosimilitud tomando a « como una variable. Esto significa que maxi-

mizamos el logaritmo de (7.3) con respecto a A, 0 y «.

La log-verosimilitud pasa de -268.16 en el punto (5\, 0, &)=(1,-0.56,0.29480) a -266.78 en su maxi-
mo (1.4694,-0.70965,0.29480) para el Ajuste 1. Mientras que para el Ajuste 2, la log-verosimilitud
pasa de la misma cantidad (-268.16) en el punto inicial (1,-0.56,0.29480) a -264.61 en su mdaximo
(5\, 0, &)=(1.3829,-0.71684,0.14998). Resulta interesante observar que si bien \, 6 experimentan un
cambio, la variacién mayor se da en &, al disminuir a casi la mitad de su valor inicial. Asi, la
log-verosimilitud alcanza un valor mayor al hacerla una funciéon de o también.

Comentario: Al decidir ajustar un modelo AR(1) (estacionario) a los datos, su correlacién de orden
uno debiera ser p(1) = «a. Sin embargo p(1) es s6lo una estimacion de p(1) y por lo tanto de a.
No significa que p(1) = «. Por lo tanto p(1) =0.29480 es una mera estimaciéon de o como lo es
& =0.14998 en el Ajuste 2.

Como mencionamos al principio del capitulo la observacién del mes de Noviembre de 1972
(z35 = 14) es bastante mayor que el resto de las observaciones. Los ajustes tres y cuatro son el

Ajuste 1 y el Ajuste 2, respectivamente, con la exclusion de este dato:

Ajuste 3 La correspondiente log-verosimilitud pasa de -260.32 en el punto (1,-0.56,0.29480), a
-257.86 en el maximo (1.8146,-0.85402,0.29480).

Ajuste 4 La log-verosimilitud pasa de -260.32 a, -255.34 en el maximo (1.7075,-0.86255,0.13867).

Por lo que al igual que entre el Ajuste 1 y el Ajuste 2, la log-verosimilitud alcanza un valor mayor
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Ntmero
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W

frecuencia relativa  Ajuste 1

de los datos
0.38095
0.32738
0.13095
0.07143
0.03571
0.01786
0.01190
0.00595
0.00595
0.00595
0.00595

0.36986
0.18190
0.08946
0.04400
0.02164
0.01064
0.00523
0.00257
0.00127
0.00062
0.00002

Ajuste 2

0.39592
0.19333
0.09440
0.04610
0.02251
0.01099
0.00537
0.00262
0.00128
0.00062
0.00002

Cuadro 7.2: Estimaciones del Ajuste 1 y Ajuste 2.

Figura 7.5: Ajustes 1 y 2. Consideran los 168 datos.
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0.40

0.35)

Numero frecuencia relativa  Ajuste 3

de casos de los datos
0.38323
0.32934
0.13174
0.07186
0.03593
0.01796
0.01198
0.00599
0.00599
0.00599
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0.36554
0.31122
0.19873
0.11280
0.06002
0.03066
0.01523
0.00741
0.00355
0.00168

Ajuste 4

0.39209
0.33099
0.20956
0.11794
0.06222
0.03152
0.01552
0.00749
0.00356
0.00167

Cuadro 7.3: Estimaciones del Ajuste 3 y Ajuste 4.

0.30
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0.15
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\ ——-Ajuste 3 ~—+ Aj uae_4\

Figura 7.6: Ajustes 3 y 4. Excluyen el punto x35 = 14.
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al hacerla una funciéon de o también.

Observemos como & en el dltimo ajuste ha disminuido ain méas. No obstante, & =0.13867 es
suficiente para afirmar que las observaciones de poliomielitis del Cuadro 7.9 no son independientes,
sino que guardan una dependencia de Markov de orden 1, y que por lo tanto no estamos trabajando

vanamente.

7.2.1. Discusion

Definimos el error absoluto del Ajuste i en el caso k (EAbs,(f)), como la distancia entre la fre-
cuencia estimada por el ajuste correspondiente para k casos de polio y la frecuencia relativa (real)

de los datos. Directamente de los Cuadros 7.2 y 7.3, obtenemos:

Numero EAbsg) EAbs,(f) EAbs,(:’) EAbs,(f)

de casos

k

0 0.01109 0.01497 0.01769 0.00886
1 0.14548 0.13405 0.01812 0.00165
2 0.04149 0.03655 0.06699 0.07782
3 0.02743 0.02533 0.04094 0.04608
4 0.01407 0.01321 0.02409 0.02630
5 0.00721 0.00687 0.01270 0.01355
6 0.00667 0.00654 0.00325 0.00354
7 0.00338 0.00333 0.00142 0.00150
8 0.00469 0.00467 0.00244 0.00243
9 0.00533 0.00533 0.00431 0.00432

14 0.00593  0.00594
EAbsEi) 0.27278 0.25678 0.19197 0.18606

Cuadro 7.4: Errores absolutos de cada ajuste.

)

donde EAbs,Ei)7 que denota el error absoluto total del Ajuste i, es igual a la suma de los EAbsg ,
con k=0,1,....

Como se puede observar, la observacién x35 = 14 es un punto influyente puesto que las caracteristi-
cas de los ajustes cambian al retirar esta observacion.

Mientras los ajustes uno y dos tienen una tendencia a dar frecuencias por debajo de la frecuencia
real de los datos (Cuadro 7.2), los ajustes tres y cuatro tienden a sobreestimar.

La mayor deficiencia por parte de los ajustes uno y dos, es su estimacién para un casos de polio. De
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hecho, resulta importante notar que mas del 50 % del error absoluto total de estos ajustes se debe,
Unicamente, a la pésima estimacién para un casos de polio. El Ajuste 2 manifiesta que es necesario
rectificar (aumentar) la estimacién para este caso pero el dejar variar «, tomarla como variable, no
es suficiente. Al retirar la observacion x3; = 14, el Ajuste 3 si puede dar una mejor estimacion para

un casos de polio (atn cuando « es constante).

El Ajuste 4 es el ajuste con menor error absoluto total. Su principal virtud son sus excelentes
estimaciones para cero y un casos de polio. Sin embargo, esta misma ventaja es causante de que
para los casos siguientes la distribucién Binomial Negativa correspondiente no alcance a descender
lo suficiente, propiciando asi una severa sobreestimacion para los casos dos, tres, cuatro y cinco de
poliomielitis. (Algo similar ocurre con el Ajuste 3). De hecho, los errores absolutos para estos casos
de polio por parte de los ajustes tres y cuatro, son casi el doble que los correspondientes de los

ajustes uno y dos (Cuadro 7.4).

Calculamos la prueba x? de Pearson de los cuatro ajustes, con un nivel de significancia del 5%
e hipdtesis nula: los datos se distribuyen Binomial Negativa(j\i,éi), con 5\z~, 0; los obtenidos en el
ajuste 1.

Los estadisticos de prueba de cada uno de los ajustes son:

Ajuste Estadistico
de prueba
1 38.48326
2 33.91558
3 8.56623
4 10.04396

Cuadro 7.5: Estadisticos de prueba para la prueba x? de Pearson de cada ajuste.

Estos estadisticos son comparados con el cuantil 0.95 de una distribucién ji-cuadrada con 4(=6-2)
grados de libertad, el cual es 9.488. Por lo tanto la hipdtesis nula es rechazada para los ajustes
uno, dos y cuatro, en tanto que para el Ajuste 3 no. En base a este criterio podriamos quedarnos
con este ultimo. Sin embargo, es importante subrayar que en nuestro ejemplo esta prueba no es un
criterio definitivo sino simplemente un criterio de referencia, pues la prueba x? de Pearson supone
que los datos provienen de una muestra aleatoria, mientras que en nuestro caso la suposicion de
correlacién serial distinta de cero es un supuesto basico en el desarrollo del problema.

Comentario: Fl estadistico de prueba del Ajuste 4 estd sélo un poco por arriba del cuantil, siendo
que la prueba es meramente una referencia y que su valor es mucho mas chico que el de los dos

primeros ajustes, el Ajuste 4 también podria ser adecuado.



7.2 Parametros 119

De la gréfica de los datos podemos observar que existen otros tres casos cuya frecuencia es de uno.
Estos son: siete, ocho y nueve casos de polio. Explorando posibilidades, si retiramos el caso z7 = 9
(y x35 = 14) obtenemos un modelo cuya estimacién para cero casos de polio es excelente, para
un casos de polio, sin llegar a ser tan atinada como la del Ajuste 4, permite que la distribucién
Binomial Negativa correspondiente pueda descender lo suficiente de manera tal que las estimaciones
para el resto de los casos sean bastante buenas. Denotamos a este ajuste como el Ajuste 5, el cual

maximiza la log-verosimilitud con respecto a A, 8 y a. Sus estimaciones se encuentran en el Cuadro
7.7.

La prueba y? de Pearson de este ajuste es la siguiente,

Casos de frecuencia  frcuencia Estadistico;

de poliomielitis de los datos estimada

fr fe
0 64 65 0.01538
1 55 49 0.73469
2 22 27 0.92593
3 12 14 0.28571
4 6 6 0
) 3 3 0.8
6 2 1
7 1 1
8 1 0
Total 166 2.76171

Cuadro 7.6: Prueba x? de Pearson del Ajuste 5.

Donde
(frj — fe;)?
fej

Estadistico; =

C
Estadistico de prueba = g Estadistico;.
=1
En este caso ¢ = 6, pues como criterio de la prueba se debe evitar que haya clases con frecuencia
menor a cinco observaciones. Por lo que los casos de poliomielitis, cinco, seis, siete y ocho, con fre-

cuencias tres, dos, uno y uno respectivamente, se suman, formando una sola clase. (Los estadisticos
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Namero frecuencia (relativa) Estimacién del EAbs,(f)

de casos de los datos Ajuste 5
0 0.38554 0.39147 0.00593
1 0.33133 0.29361 0.03772
2 0.13253 0.16516 0.03263
3 0.07229 0.08258 0.01026
4 0.03614 0.03871 0.00257
5 0.01807 0.01742 0.00065
6 0.01205 0.00762 0.00443
7 0.00602 0.00327 0.00276
8 0.00602 0.00138 0.00465

EAbs.”) 0.10159

Cuadro 7.7: Estimaciones del Ajuste 5.

~_Polio
040f
035 \
030fF
025}

Figura 7.7: Ajuste 5. Ajuste 6ptimo.
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de prueba del Cuadro 7.5 se obtuvieron de esta misma manera.)

El estadistico de prueba del Ajuste 5 es bastante menor en comparacion al del Ajuste 3, y al del
resto de los ajustes; ademads, sus estimaciones para cero, dos, tres, cuatro y cinco casos de polio son
las més cercanas a las frecuencias (relativas) de los datos (Cuadro 7.7). Por lo que optamos por

este ajuste como nuestro ajuste 6ptimo. Los pardmetros estimados por el Ajuste 5 son:

A 0 «
1.9953 | -0.98080 | 0.14055

Cuadro 7.8: Pardametros 6ptimos.

El lector podria preguntarse que hay acerca de un posible Ajuste 6 andlogo al Ajuste 5 pero con
« constante. Invitamos al lector a que modifique el cédigo de la subseccién 7.3.1 y corrobore que
las estimaciones de ambos ajustes son muy parecidas pero el estadistico de prueba del Ajuste 6 es,

ligeramente, mayor al correspondiente del Ajuste 5.

Conclusiones: En base a la discusion anterior concluimos que al ajustar a los datos de po-
liomielitis del Cuadro 7.9 un modelo del tipo (7.1) con distribucién marginal ED*(#, \)=Binomial
Negativa(\, 1 — ),

» la log-verosimilitud, el logaritmo de la funcién descrita por (7.3), alcanza un maximo mayor

al considerarla una funcién de A, 0 y a, y no sélo de A y 6.

= Los dos primeros ajustes, Ajuste 1 y Ajuste 2, poseen un pésima estimacién para un casos de
polio. Situacién que se corrige, sobresalientemente, al excluir el punto x35 = 14. Sin embargo

esta correccién es causante de una fuerte sobreestimacion en los casos subsiguientes.

» La prueba de bondad de ajuste x? de Pearson (que supone independencia en los datos), de

entre los ajustes uno, dos, tres y cuatro, opta por el Ajuste 3.

= Un mejor ajuste se obtiene al excluir las observaciones x3s = 14 y 27 = 9.

7.3. Estimacion
Considere el modelo AR(1) construido por Joe (1996)
Xn = An(Xn—1;0) + €, n=12,.... (7.1)

En el caso en que { X, } constituya un proceso estacionario con distribucién marginal ED*(0, \) =Bi-

nomial Negativa(), 1 — e?), hemos visto -Ejemplo 6.10- que éste toma la forma

X, =A,0X,_1+ €, (72)
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con {A,} una sucesién de v.a.’s i.i.d. Beta(a\, a\), A, o X,—1 = Zjinfl B;i(A,,) donde {B;(A,)}
es una sucesion de v.a.’s i.i.d. Bernoulli de media A,, e independientes de X,,_; para cada n, y {€,}

una sucesién de v.a.’s i.i.d. Binomial Negativa(a\,1 — e?), con @ = 1 — o como siempre.

Al existir una dependencia de Markov de orden 1, la funcién de verosimilitud Lx (A, #) para un

conjunto de datos x = {x1,x2,..., 27}, es
T-1
LX()‘a 9) = fX(m1;97 )‘> Hp(xnwrn-f-l)v (73)
n=1

donde p(z, x,+1) denota las probabilidades de transicién, P[X,+1 = 2p41 | X5 = ], de la cadena.

Al considerar un modelo de la forma (7.1), las p(x,,, £,+1) pueden ser obtenidas facilmente mediante
la formula dada por la ec. (6.16).

En este caso

T, T(N) P71 (1 — ef) A2
LA+ zp)

p(xn, wn—i—l) =

TnN\Tn41

FAM +w) T+ 2 —w) T A2 + Tpg1 —w) gy,
> TOWw! T) (@ — w)! TO) (@nrt —w)l©

w=0
pues si X ~ ED*(0,\) =Binomial Negativa(\,1 — ¢?), entonces c(z;\) = T'(A + 2)/T(N)z! y
k(0) = —In(1—¢%), Ejemplo 6.3. Ademés A\; = a), Ay = @\, con a € (0,1), y entonces A = A; + \o.

Realizando estas sustituciones nos queda que

zp ! T(N) efTn+1 (1-— 60)5‘>‘
{T(@aN)}2T(aN) T\ + )

I A\Tn+1

p(x’fh xn-i-l) =

—Ow = _ = _
" Z e " T(aA + zpy1 — w) (@A + z — w) I'(aX + w) ' (75)

w! (Tpt1 — w)! (zy, — w)!

w=0

El método numérico que decidimos usar para maximizar la log-verosimilitud es el Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS). Este método se encuentra implementado en el software Ox me-
diante la funcion MaxBFGS, que requiere la libreria maximize. Los detalles de su procedimiento se
encuentran fuera de nuestros objetivos. Informacién sobre el algoritmo puede obtenerse en Press et
al. (1992).

7.3.1. Caddigo

1 /********************************************************/

2 [RekkkkkckkclcRoRoRoRoRoR ok AJuste_2  wkrkkkkkkokkok ok Rk /
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/K ok sk ok sk ok ok ok sk ok sk ok sk ok ok ok sk ok ok Librerias requeridas skookskokokkok ok k ok /
#include <oxstd.h>
#import<maximize>
#include <oxdraw.h>
[ KKKk ok K Kok KoK ok KK Variables globales  kkkskskkkskikskkokskskxk/
static decl Glb_X;
/KKK KK KKK KKK K Sumandos KoKk H KKK KA KKK [
Numxyz(const nx, const z, const vP, const ny)
{
return
((exp(-vP[1]*ny)) ./factorial(ny)).*
((gammafact ((1-vP[2])*vP [0] +nx-ny) . *
gammafact ((1-vP[2]) *vP [0] +z-ny) . *
gammafact (vP [2]*vP[0]+ny)) ./
(factorial (nx-ny) .*factorial (z-ny)));
}
[xxkxxkkxrkkxkk Calcula p(x_{i},x_{i+1}) skkxkkksokkkkkkx/
pt(const vp, const x)
{
decl w, i, T, ptrant;
T=rows (x) ; //tamafio de la muestra
ptrant=zeros(1,T);
for (i=0; i<T-1; ++i)
{
w=range (0,min(x[i+1],x[i]));
ptrant [i]=((factorial(x[i])*gammafact (vp[0])*
exp(vp[1]*x[i+1])*((1-exp(vp[1]))~((1-vp[2])*vp[0])))/
(((gammafact ((1-vp[2])*vp[0]1))~(2))*
gammafact (vp [2] *vp [0] ) *gammafact (vp[0]+x[i])))*
sumr (Numxyz (x [i+1],x[1],vp,w));
}
ptrant [T-1]=(1-exp(vp[1])) “vp[0];
return ptrant;

}

/KoK ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok Log-verosimilitud Kok ok ok ok ok ok ok ok kK Rk ok ok ok /

LogVS(const VP, const serie)
{
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40 return sumr(log(pt(VP,serie)));

41 }

42 LogVSapp(const Vp,const adFunc,const avScore,const amHess)
43 {

44 adFunc[0]=LogVS(Vp,Glb_X);

45 return 1;

46 }

47  [xkkkkkkkkkkkkkkk  Estimador Maximo Verosimil —skkskskskskkkkxk/
48 MV(const vp_ini, const Pe, const serie)

49 |

50 decl EVecP, dfunc;

51 Glb_X=serie;

52 EVecP=vp_ini;

53 MaxControl(-1,100);

54 MaxControlEps(le-5,1e-5);

55 MaxBFGS(LogVSapp, &EVecP, &dfunc, 0, 1);

56 Pel[0]=EVecP;

57 return 1;

58 }

5O /kkkskskokokokkkkkokokok funcién de densidad  skkkskskskkkkkkkk/
60 /**x Binomial Negativa(\lambda, p), con p=1-exp(\theta)**x/
61 fX(const x, const V1t)

62 {

63 return

64 binomial (V1t[0]+x-1,V1t[0]-1).*

65 ((exp(V1t[1]))"x).*((1-exp(V1t[1]1))"V1t[0]);

66 X

67 /*xkkkkkkrkkikkk  Programa principal ok ok K KoKk KKKk Kk [
68 main()

69 {

70 decl s_polio=loadmat("DatosPolio.x1ls");

71 decl emv, r;

72 MV(<1;-0.56;0.29480>, &emv, s_polio);

73 r=range(0,15);

74 DrawAdjust(ADJ_AREA_X,0,0,16);

75 DrawDensity(0,s_polio’,"Polio",0,1,0,0,0,15,1);
76 DrawXMatrix(0,fX(r,emv),{"Ajuste_2"},r,"",2,1);
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77 SaveDrawWindow("Ajuste_2.gwg");
78 println("BN(lambda,l-exp(theta))=",fX(r,emv));
79 }

El cédigo anterior pertenece al Ajuste 2 de la seccién 7.2. A continuacién una breve descripcién del

mismo:

La funciéon Numxyz situada en la linea 10, calcula los sumandos de la suma que se encuentra en
(7.5), con nx jugando el papel de x,11, z el de x,, y ny el de w; vP denotard el vector de pardmetros

en el orden (A, 0, a)=(vP[0],vP[1],vP[2]). Observe que Ox indexa comenzando en cero, no en uno.

La funcién pt en la linea 20 efectiia el célculo completo de (7.4) y (7.5). ptrant[i] (lineas 28 a
32) calcula p(x;, zi11). Por ejemplo, la linea 32 realiza la suma que esté en (7.5). Para esto se usé el
hecho de que la funcién Numxyz(...) admite forma matricial para evaluarla sobre un rango dado
(w=range (0,min(x[i+1],x[i]))). En el ultimo elemento del vector ptrant guardamos el término

fx(21;0,)) de la ec. (7.3), linea 34. Que en nuestro caso es (1 — e?)*, puesto que x1 = 0.

La funcién LogVS recibe dos argumentos, VP y serie, y calcula la log-verosimilitud, esto es, el
logaritmo de (7.3). La funcién LogVSapp es una funcién apropiada declarada por necesidad. Recibe
un total de cuatro argumentos, las variables a estimar, Vp (A, y «), adFunc, avScore y amHess.
De entrada adFunc recibe una direccién y en la salida da la funcién evaluada en el punto Vp (linea
44 y 45). “Score” y el “Hessiano”, avScore y amHess, no se han especificado analiticamente, por
lo que MaxBFGS deberd usar las derivadas numéricas para calcular tales cantidades. Asi lo indican

el niimero 0 y 1 en el cuarto y quinto argumento de MaxBFGS(...) (linea 55).

La rutina encargada de la maximizacién estd dada en la linea 48 por
MV(const vp_ini, const Pe, const serie), donde vp_ini proporciona un vector de pardame-
tros iniciales para el algoritmo (BFGS), Pe sirve para guardar el resultado y serie provee los datos

con los cuales se hard la estimacion de los estimadores maximo verosimiles, linea 72.

La funcién fX(const x, const V1t) es la densidad de una distribucién Binomial Negati-
va(\, 1 — €%). Esta funcién nos permite graficar y obtener los valores estimados del ajuste, lineas
76-78.

El comando loadmat en la linea 70 permite a Ox leer archivos *.x1s, *.mat, *.dat, entre otros.
El archivo DatosPolio.x1s contiene las 168 observaciones de poliomielitis (Cuadro 7.9) en una
columna.

El Ajuste 5 requiere un archivo que no contenga las observaciones treinta y cinco con valor 14, ni
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la séptima con valor 9.

Mediante la funciéon DrawDendity en la linea 75 obtenemos el histograma de los datos de
poliomielitis (las 168 observaciones). Mientras que con DrawXmatrix graficamos el ajuste y con
SaveDrawWindow guardamos la figura generada en GiveWin. Obteniendo una grafica como la de la

Figura 7.7 pero con el Ajuste 2.

Una explicacién mas detallada sobre los argumentos de las funciones implementadas por 0x
puede consultarse en la ayuda del programa, situada generalmente en el archivo

C:\Archivos de programa\Ox\doc\index.html.
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1970
1971
1972
1973
1974
1975
1976
1977
1978
1979
1980
1981
1982
1983

Datos

Cuadro 7.9: Numero de casos mensuales de poliomielitis en U.S. de 1970 a 1983.

Ene.

S O = O W O = O O = = O N O

Feb. Mar.
1 0
2 0
3 1
0 0
0 1
1 0
3 1
1 0
0 0
0 0
1 1
0 0
1 0
1 0

Abr.

e}

[ = e N e e s T S e B

May. Jun.
1 3
0 1
1 4
1 1
1 0
0 0
0 2
1 0
0 1
7 8
3 0
0 0
0 1
0 1

Jul.
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2
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Oct.
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Nov.
3
1
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Capitulo 8

Conclusiones

Series de tiempo con valores discretos significa para nosotros una apasionante area de estudio de la

estadistica y la probabilidad aplicada.

En esta tesis hemos presentado y estudiado los principales modelos de series de tiempo con valores
discretos que surgieron entre los anos 1978 y 1998. Centrandonos de manera exhaustiva en procesos
Autoregresivos y en ligera proporcion en procesos con estructuras MA y ARMA, todos, en su gran

mayoria, de orden uno.

Modelos muy variados , de las maneras mas ingeniosas, se desarrollaron durante estos 20 anos.
Desde una mezcla probabilistica (1978) hasta la distribucién condicional de una v.a. dada esta mis-
ma mas la suma de otra v.a.i., recibiendo esta distribucién condicional el nombre de contraccion.
(1996 y 1998). Ambas ideas, aunque sencillas, ostentan un gran contenido. La primera se utilizé por
vez primera, en el contexto de series de tiempo, en modelos continuos con distribucién marginal
Exponencial. Modelos que poseen un andalogo discreto, con distribucién marginal Geométrica, al
reemplazar la multiplicacion escalar por adelgazamiento Binomial, herramienta fundamental para
el desarrollo de series de tiempo con valores discretos. Ademas, este adelgazamiento, al igual que
el adelgazamiento Hipergeométrico, puede obtenerse como un caso particular de la segunda idea,

contraccion.

Los modelos de series de tiempo con espacio de estados discreto aqui tratados, exhiben una elegan-
cia tedrica admirable. Por ejemplo, para los procesos AR(1), propiedades como la estacionariedad,
en la mayoria de los casos, se da por la construcciéon del modelo, radicando la dificultad del pro-
ceso en atinar la distribucién que sigue la sucesién de innovacién. En tanto que propiedades como
la correlacién serial se ha obtenido de manera andloga para todos los procesos AR(1) discretos,
basdndonos en la esperanza condicional lineal que poseen.

Para otras estructuras como la MA(1) y la ARMA(1,1), el adelgazamiento Binomial e Hipergeo-
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métrico han permitido la creacién de procesos estacionarios con tales estructuras, y distribuciones

marginales como la Poisson, la Geométrica y la Binomial Negativa.

No obstante, no existe una familia de modelos con estructura simple, practica y flexible, que pu-
diese ser provechosa para una variedad de tipos datos (con estructuras AR, MA o ARMA), como la
familia ARMA Gaussiana en el caso de series de tiempo con valores continuos. Lo que se tiene es un
amplio rango de familias, cada una con definicién, caracteristicas y, limitantes propias y distintas.
El trabajo de Joe (1996) consideramos es un valioso aporte, sin precedentes, que unifica varios de
los modelos publicados anteriormente, conocidos como procesos AR(1) con marginal no-Gaussiana,
tales como: Lewis (1983) y Lewis et al. (1989) para la distribucién Gamma, McKenzie (1986)
para la Binomial Negativa, Al-Osh y Alzaid (1987) y McKenzie (1988b) para la Poisson, y Al-Osh
y Alzaid (1991) para la distribucién Binomial. (El trabajo de Joe (1996) incluye como posible
marginal la distribucién Normal, y de manera general distribuciones en las familias paramétricas
infinitamente-divisibles cerradas bajo convolucién.) Sin embargo, esta unificacién es méas a nivel

tedrico que practico.

Aunque la aplicacién de los modelos discretos es uno de los puntos més explorados hoy dia, las
publicaciones que tratan sobre éste son realmente pocas, y el nimero que trata con datos no
simulados se reduce ain mas. En este trabajo hemos presentado un ejemplo en el que usamos los
casos mensuales de poliomielitis en EE.UU. entre los anos 1970 y 1983. No existe una metodologia
clara, formal y de cardcter universal para el analisis de series de tiempo con valores discretos. En

nuestro caso hicimos lo siguiente:

1. Conocer la(s) posible(s) distribucién(es) que siguen los datos.

2. Identificar la posible correlacién-dependencia que guardan los datos; escoger —si es el caso—

entre las diversas familias que tienen esa estructura y distribucién una de éstas.
3. Estimacién de los parametros.
4. Eleccién del modelo que mejor se ajusta a los datos, ajuste éptimo.

Varias consideraciones deben hacerse al respecto:

Ante la gran variedad de familias, cuyos modelos poseen expresiones de acuerdo a la distribu-
cién asignada, los modelos discretos aqui expuestos no han encontrado un espacio en los paquetes
estadisticos. Asi, para llevar a cabo la estimacién de pardmetros, punto 3, es necesaria la imple-
mentacion personal.

Para datos que exhiben una posible estructura AR(1), y usando el método de MV, tal imple-
mentacion es relativamente sencilla. Hemos presentado las probabilidades de transicién de practi-

camente todos los procesos AR(1) discretos vistos aqui, por lo que sélo necesitamos implementar
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dichas probabilidades y una rutina de maximizacién. Este fue el procedimiento que nosotros desa-

rrollamos.

Se desconocen las propiedades de los estimadores MV de cada modelo. Méas atin, determinar éstas,
en algunos casos, podria no ser inmediato, pues los estimadores MV podrian no tener una expre-
sion analitica. Sin embargo, la determinacién de las mismas podria ayudar como un criterio en la
eleccién de familia que debe hacerse en el punto 2. Otro elemento que podria ayudar, sobremanera,
a hacer dicha eleccion seria el contar con un criterio andlogo al de Akaike para series de tiempo con

valores continuos.

Nuestra determinacién del modelo que mejor se ajusta a los datos, ajuste 6ptimo, punto 5, carece de
un fundamento tedrico que vaya mas alld de la inspeccién grafica y, finalmente, de la consideracién
de la distancia entre la frecuencia estimada por el modelo-ajuste y la frecuencia real de los datos.

Pruebas de diagndstico son necesarias, éste es un punto en el que se debe profundizar.

Asi, el andlisis de series de tiempo con valores discretos es un drea de investigacién en pleno desa-
rrollo. Contintan (y continuaran) surgiendo publicaciones sobre el tema. Sin embargo, creemos que
su estudio se encuentra aun lejos de alcanzar una unificacién y generalizacién que le permita tener
una metodologia formal y practica, de ficil e inmediato acceso que pudiese ser provechosa en las

aplicaciones para todo usuario interesado en el tema.



132 Conclusiones




Bibliografia

Al-Osh, M.A. and Aly, E-E.A.A. (1992) First order autoregressive time series with negative
binomial and geometric marginals. Commun. Statist.- Theory Meth. 21, 2483-2492.

Al-Osh, M.A. and Alzaid, A.A. (1987) First-order integer-valued autoregressive (INAR(1)) process.
J.Time Ser. Anal. 8, 261-275.

Al-Osh, M.A. and Alzaid, A.A. (1991) Binomial autoregressive moving average models. Stoch.
Models 7, 261-282.

Alzaid, A.A. and Al-Osh, M.A. (1990) An integer-valued pth-order autoregressive structure
(INAR(p)) process. J. Appl. Prob. 27, 314-324.

Anderson, O.D. (1976) Time Series Analysis and Forecasting: The Box-Jenkins approach. Butter-

worths.

Chatfield, C. (2003) The Analysis of Time Series: An introduction. Chapman & Hall.

Da Silva, M.E. and Oliveira, V.L. (2004) Difference equations for the higher-order moments and
cumulants of the INAR(1) model. J. Time Series Anal. 25, 317-333.

Du, J.-G. and Li, Y. (1991) The Integer Valued Autoregressive (INAR(p)) Model. J. Time Series
Anal. 12, 129-142.

Gaver, D.P. and Lewis, P.A.W. (1980) First order autoregressive gamma sequences and point
processes. Adv. Appl. Prob. 12, 724-745.

Grunwald, G.K., Hyndman, R.J., Tedesco, L.M. and Tweedie, R.L. (2000) Non-Gaussian condi-
tional linear AR(1) models. Australian and New Zealand Journal of Statistics, 42(4), 479-495.

Jacobs, P.A. and Lewis, P.A.W. (1977) A mixed autoregressive-moving average exponential se-
quence and point process, EARMA(1,1). Adv. Appl. Prob. 9, 87-104.

Jacobs, P.A. and Lewis P.A.W. (1978a) Discrete Time Series generated by Mixtures I: Correla-
tional and Runs Properties. J.R. Statist. Soc. (B) 40, 94-105.



134

Jacobs, P.A. and Lewis, P.A.W. (1978b) Discrete Time Series generated by Mixtures II: Asymp-
totic Properties. J.R. Statist. Soc. (B) 40, 222-228.

Jacobs, P.A. and Lewis, P.A.W. (1978c) Discrete Time Series generated by Mixtures III: Autore-
gressive Processes (DAR(p)). Naval Postgraduate School Technical Report NPS55Lw 73061A.

Jacobs, P.A. and Lewis, P.A.W. (1983) Stationary Discrete Autoregressive-Moving Average Time
Series generated by Mixtures. J.Time Ser. Anal. 4, 19-36.

Joe, H. (1996) Time series models with univariate margins in the convolution-closed infinitely
divisible class. J. Appl. Prob. 33, 664-677.

Jorgensen, B. (1986) Some properties of exponential dispersion models. Scand. J. Statist. 13,
187-198.

Jorgensen, B. (1992) Exponential dispersion models and extensions: a review. Int. Statist. Rev.
60, 5-20.

Jorgensen, B. y Song, P.X.-K. (1998) Stationary time series models with exponential dispersion
model margins. J. Appl. Prob. 35, 78-92.

Kanter, M. (1975) Autoregression for discrete processes mod 2. J. Appl. Prob. 12, 371-375.

Latour, A. (1998) Existence and Stochastic Structure of a non-negative integer-valued autoregre-

ssive process. J. Time Series Anal. 19, 439-455.

Lawrance, A.J. (1982) The innovation distribution of a gamma distributed autoregressive process.
Scand. J. Statist. 9, 234-236.

Lawrance, A.J. and Lewis, P.A.W. (1977) An Exponential Moving Average sequence and point
process, EMA(1). J. Appl. Prob. 14, 98-113.

Lawrance, A.J. and Lewis, P.A.W. (1980) The Exponential Autoregressive-Moving Average EAR-
MA(p,q) Process. J.R. Statist. Soc. (B) 42, 150-161.

Lawrance, A.J. and Lewis, P.A.W. (1985) Modelling and residual analysis of nonlinear autoregre-

ssive time series in exponential variables (with discussion). J.R. Statist. Soc. (B) 47, 165-183.

Lewis, P.A.W. (1983) Generating negatively correlated gamma variates using the beta-gamma
transform. In Proc. 1983 Winter Simulation Conf. ed. S. Roberts, J. Banks and B. Schmeiser.
IEEE Press, New York. pp. 175-176.

Lewis, P.A.W., McKenzie, E. and Hugus, D.K. (1989) Gamma Processes. Commun. Statis. Stoch.
Models 5, 1-30.



135

Littlejohn, R.P. (1992) Discrete minification processes and reversibility. J. Appl. Prob. 29, 82-91.

MacDonald, I.L. and Zucchini, W. (1997) Hidden Markov and Other Models for Discrete-valued
Time Series. Chapman & Hall, London.

McKenzie, E. (1986) Autoregressive-moving average processes with negative-binomial and geo-

metric marginal distributions. Adv. Appl. Prob. 18, 679-705.

McKenzie, E. (1988a) The distributional structure of finite moving average processes. J. Appl.
Prob. 25, 313-321.

McKenzie, E. (1988b) Some ARMA models for dependent sequences of Poisson counts. Adv. Appl.
Prob. 20, 822-835.

McKenzie, E. (2003) Discrete variate time series. In Stochastic processes: modelling and simulation,

volume 21 of Handbook of Statist., 573-606. North-Holland, Amsterdam.
Mena, R.H. (2004) Un ejemplo en 0x. DATOS 26, 4-7.

Press, W.H., Teukolsky, S.A., Vetterling, W.T. and Flannery, B.P. (1992) Numerical recipes in C:
The Art of Scientific Computing (2nd edition). Cambridge University Press.

Sim, C.H. (1990) First-order autoregresive models for gamma and exponential variables. J. Appl.

Prob. 27, 325-332.

Steutel, F.W. and van Harn, K. (1979) Discrete analogues of self-decomposability and stability.
Ann. Prob. 7, 893-899.

Steutel, F.W. y van Harn, K. (2004) Infinite divisibility of probability distributions on the real line.
New York, M. Dekker.

Zeger, S.L. (1988) A regression model for time series of counts. Biometrika 75, 621-629.



Notacion y abreviaturas

~

Rt
T.L.
c.p.
e.o.c.

ecC.

iid.

f.d.p.

I-D
ED

L.Q.Q.D.
MV

Nu{o}={0,1,2,...}

Indica el final de la prueba.

Igualdad en distribucién de las variables aleatorias U y V.
El minimo entre y y x.

Definido como.

X se distribuye F'

Operador de convolucion.

Medida de probabilidad.

El conjunto de los reales positivos.

Transformada de Laplace.

con probabilidad

en otro caso

ecuacién

variable aleatoria

independientes e idénticamente distribuidas.

funcién de densidad de probabilidad.
Descomponible-por si misma (por sus siglas en Inglés).
Infinito-divisible

Modelo de dispersién Exponencial.

Lo que queriamos demostrar.

Méxima verosimilitud.
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