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Resumen

Esta tesis trata de los principales modelos de series de tiempo con valores discretos, primordialmente

de orden uno, que aparecieron en la literatura durante los años 1978-1998. Centrándonos de manera

exhaustiva en procesos de tipo Autoregresivo como el INteger-valued Autoregresive de orden uno,

INAR(1), y Joe (1996); en menor proporción estudiamos procesos con estructuras MA y ARMA,

con distintas distribuciones marginales como la Poisson, la Geométrica, la Binomial Negativa y

la Binomial. Se ejemplifica la teoŕıa por medio de un caso concreto: usamos la serie de los casos

mensuales de poliomielitis reportados por los Centros para el Control y Prevención de Enfermedades

-CDC- de los Estados Unidos entre los años 1970-1983 para aplicar el modelo de Joe (1996).





Caṕıtulo 1

Introducción

Una serie de tiempo es una sucesión de observaciones, usualmente, ordenadas en el tiempo. En

algunos casos dicho ordenamiento puede ser hecho en otro ı́ndice, por ejemplo el espacio. Mientras en

muchos problemas estad́ısticos las observaciones se consideran independientes, en series de tiempo,

observaciones sucesivas pueden no serlo.

Existen dos grandes enfoques para el análisis de series de tiempo. El enfoque del dominio de

frecuencias y el enfoque del dominio en el tiempo. El primero está basado en la teoŕıa del análisis

de Fourier. El segundo tiene su origen en la teoŕıa clásica de correlación, y es el que nosotros

adoptamos en este trabajo.

El objetivo principal de la teoŕıa de series de tiempo es el estudio, la descripción y el análisis de

la dinámica que gobierna una sucesión de datos aleatorios; se pretende hacer inferencia acerca del

mecanismo probabiĺıstico que produce la serie. Este análisis puede tener diversas finalidades, por

ejemplo el pronóstico de valores futuros, controlar eventos futuros v́ıa intervención o simplemente

una mejor comprensión y explicación de un fenómeno observado.

1.1. Series de tiempo con valores discretos

En las últimas cuatro décadas el estudio de series de tiempo ha recibido mucha atención. La

clase más popular de modelos de series de tiempo consiste en los modelos Autoregresivos-Promedios

Móviles (ARMA). Éstos son adecuados para modelar sucesiones dependientes estacionarias bajo

la suposición de Normalidad, esto es, que la sucesión de innovación es Normal. Sin embargo es-

ta suposición es verdaderamente dif́ıcil de cumplir en la práctica. Una situación cŕıtica en la que

la suposición de Normalidad no es válida es cuando el fenómeno en cuestión toma valores en un

espacio discreto. Regularmente este último tipo de series aparece como el conteo de un evento,

objetos o individuos. Por ejemplo el número de pacientes en un hospital, el número de personas en

una cola esperando por un servicio, el número de accidentes en una fábrica, el número de art́ıculos

defectuosos en muestras sucesivas de una ĺınea de producción, el número de personas reportadas
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con cierta enfermedad, durante un lapso de tiempo determinado, un d́ıa, un mes, un año, etc.

A pesar de la clara necesidad de modelar y simular este tipo de datos, las cadenas de Markov re-

presentaban la única clase general de modelos disponibles para este fin, hasta finales de los setentas.

Serios intentos han sido hechos desde entonces para desarrollar modelos para series de tiempo con

valores discretos que exhiben una estructura de correlación reconocible.

No tenemos conocimiento de la existencia de un libro propio sobre el tema. Mucho menos en español.

La mayor referencia es MacDonald y Zucchini (1997). En la primera parte de este libro los autores

presentan una breve reseña de varios de los modelos de los caṕıtulos 2 y 4 de este trabajo, sin

embargo no profundizan en éstos, ni tocan los enfoques más generales. Otra referencia de este estilo

es el art́ıculo de McKenzie (2003). Se cuenta, sin embargo, con una gran cantidad de trabajos que

se han ido publicando a lo largo de los años, varios (no todos) de los cuales nos hemos dado a la

tarea de estudiar, reunir e integrar en este trabajo.

1.2. Reseña histórica

A continuación una breve reseña histórica sobre la aparición y rol de los trabajos esenciales que

se revisaron para la elaboración de esta tesis:

Los primeros intentos por proporcionar modelos de series de tiempo estacionarios con distribución

marginal no-Gaussiana se encuentran en Gaver y Lewis (1980), Lawrance y Lewis (1977), Jacobs y

Lewis (1977). Estos trabajos proponen modelos con distribución marginal Exponencial y estructura

AR(1), MA(1) y ARMA(1,1) respectivamente. La exposición general de dicho enfoque resultó en un

modelo Exponencial Autoregresivo-Promedios Móviles (EARMA(p, q)) presentado por Lawrance y

Lewis (1980). Gaver y Lewis (1980) y Lawrance (1982), bajo la misma ĺınea, proponen un proceso

AR(1) con distribución marginal Gamma, al que llamaŕıan GAR(1). Mientras que, Lewis (1983) y

Lewis et al. (1989) abordan igualmente la distribución Gamma pero bajo un enfoque distinto.

Los trabajos de Gaver y Lewis (1980), Lawrance y Lewis (1977), y Jacobs y Lewis (1977) juegan un

papel muy importante en el desarrollo de modelos de series de tiempo con valores discretos. Pues,

son la pauta que motivaŕıa la aparición de los art́ıculos de Jacobs y Lewis (1978a-c), y además, son

el análogo continuo de los modelos con distribución marginal Geométrica presentados por McKenzie

(1986).

Uno de los primeros trabajos para series de tiempo con valores en los enteros en la literatura son los

modelos Discretos de mezclas Autoregresivos-Promedios Móviles (DARMA), propuestos en Jacobs

y Lewis (1978a-c). Éstos modelos son obtenidos por una mezcla probabiĺıstica de una sucesión de

v.a.’s i.i.d. con distribución discreta. El enfoque Jacobs-Lewis puede ser visto como análogo al en-

foque Box-Jenkins en el cual la combinación lineal de v.a.’s continuas es reemplazada por una mezcla

probabiĺıstica. Como resultado de esto, una realización del proceso, en general, contendrá muchas

corridas de un mismo valor. Jacobs y Lewis (1983) conjuntan los tres trabajos anteriores (1978a-c)
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en un proceso DARMA(p, N + 1), e introducen uno nuevo al que llaman NDARMA.

En Gaver y Lewis (1980) se trata ya la cuestión de las distribuciones descomponibles-por śı mismas

(S-D, self-decomposable) como distribuciones marginales para la solución estacionaria de un proceso

AR(1) con marginal positiva. El art́ıculo de Steutel y van Harn (1979) al establecer el concepto

de S-D caso discreto, se convierte en la llave que permitiŕıa la creación de un proceso AR(1) con

marginal discreta, bastante semejante a su análogo continuo AR(1), no sólo en la forma sino también

en la estructura, denominado INAR(1) (INteger-valued Autoregressive). El caso en que la marginal

de este proceso es la distribución Geométrica es estudiado por McKenzie (1986). Mientras que,

McKenzie (1988b) y Al-Osh y Alzaid (1987), de manera independiente, tratan de la distribución

Poisson como la distribución marginal requerida.

Otros modelos como Al-Osh y Alzaid (1991) y Al-Osh y Aly (1992) aparecen años después para

procesos con distribución marginal Binomial y Binomial Negativa respectivamente.

Estructuras como la MA(1) y la ARMA(1,1) son tratadas en varios de estos trabajos, con la

respectiva distribución marginal. En repetidas ocasiones el apelativo MA y ARMA es más una

forma de relacionarlos con los casos continuos, teniendo como referencia la correlación serial de los

procesos.

Posteriormente Joe (1996) introduce un proceso que unifica y generaliza los trabajos de Lewis (1983)

y Lewis et al. (1989), McKenzie (1986), McKenzie (1988b) y Al-Osh y Alzaid (1991) para procesos

AR(1) con marginal no-Gaussiana y de manera general con marginal en las familias paramétricas

infinitamente-divisibles cerradas bajo convolución. Jørgensen y Song (1998) concretan el trabajo

de Joe (1996) en los modelos de dispersión exponencial cerrados bajo convolución (ED).

1.3. Sobre esta tesis

Como ya se mencionó esta tesis trata de modelos de series de tiempo con valores discretos.

Haciendo un especial énfasis en procesos Autoregresivos de orden uno.

En particular, consiste en la revisión de poco menos de una veintena de art́ıculos sobre el tema

y en la aplicación real de al menos uno de los modelos vistos a lo largo del trabajo. Comenzando

por los procesos DARMA de Jacobs y Lewis (1978a-c) hasta el proceso AR(1) de Joe (1996) en el

contexto de Jørgensen y Song (1998). En la mayoŕıa de los casos los art́ıculos omiten las pruebas y

se limitan a la presentación de resultados, por razones de espacio. En este trabajo presentamos y

desglosamos las principales caracteŕısticas de cada modelo, tales como estacionariedad, correlación

serial, distribución conjunta, reversibilidad en el tiempo, esperanza y varianza condicionales, aśı co-

mo las probabilidades de transición para procesos AR(1).

El orden y contenido, de manera general, de este trabajo es conforme al de la aparición de los

art́ıculos arriba mencionados.
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El segundo caṕıtulo está dedicado a la presentación de una serie de conceptos y resultados elemen-

tales de procesos estocásticos y de la teoŕıa de series de tiempo, bajo el enfoque del dominio en el

tiempo, que consideramos pueden ayudar a una mejor comprensión del trabajo.

La primera parte del Caṕıtulo 3 trata de los trabajos de Gaver y Lewis (1980), Lawrance y Lewis

(1977), Jacobs y Lewis (1977) como el precedente de los procesos DARMA y NDARMA de Jacobs

y Lewis (1978a-c; 1983) que son abordados en la segunda parte del mismo.

El Caṕıtulo 4 introduce a la teoŕıa de S-D. Mostramos que las distribuciones S-D son las distribu-

ciones marginales para la solución estacionaria de un proceso AR(1) con valores en R+. En el caso

en que el proceso tome valores en N0 será necesario reemplazar la multiplicación escalar por el

operador de adelgazamiento Binomial, usando el concepto de descomponibilidad por śı misma caso

discreto.

El Caṕıtulo 5 trata de modelos de series de tiempo con valores discretos de orden uno basados prin-

cipalmente en adelgazamiento Binomial. Estudiamos concretamente tres distribuciones: Poisson,

Geométrica y Binomial, y las estructuras AR(1), MA(1) y ARMA(1,1) para las tres. Dos modelos

son la excepción respecto al uso de este adelgazamiento. Una generalización del adelgazamiento

Binomial es usada por Al-Osh y Aly (1992), en tanto que Al-Osh y Alzaid (1991) usan adelgaza-

miento Hipergeométrico.

El Caṕıtulo 6 introduce los conceptos básicos de la teoŕıa de modelos de dispersión exponencial

infinitamente-divisibles (ED). Posteriormente integra de la manera más expĺıcita posible los tra-

bajos de Joe (1996) y Jørgensen y Song (1998) en cuanto a procesos AR(1) se refiere, logrando una

gran compacidad que se ve reflejada en los Ejemplos de la subsección 6.2.1.

Finalmente el Caṕıtulo 7, presenta la aplicación a datos reales del modelo AR(1) de Joe (1996) con

distribución marginal Binomial Negativa, para la obtención de los parámetros de la distribución.

Ciertamente varios programas por diversos métodos pueden darnos una estimación de parámetros,

pero todos ellos asumen independencia en los datos. En nuestro caso los datos exhiben correlación.

Se elabora un código en OX que implementa dicha estimación por el método de Máxima Verosimi-

litud (MV). Una discusión amplia sobre varios posibles ajustes se encuentra en este caṕıtulo. La se-

rie analizada es el número de casos mensuales de poliomielitis en los Estados Unidos de 1970 a 1983.

Confiamos en que el trabajo será una referencia valiosa para aquellos que se están introduciendo al

tema por vez primera y del interés de aquellos lectores más familiarizados en el campo. Además,

creemos que puede ayudar a fomentar una mayor exploración del tema a nivel de licenciatura.

Septiembre 2006



Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1. Procesos estocásticos

Un espacio medible (S, ζ) es un conjunto S con una σ−álgebra ζ de subconjuntos de S. Un

espacio de probabilidad (Ω,F , P) es un espacio medible (Ω,F) con una medida de probabilidad P
sobre F . Sea X una función de Ω a S (X : Ω → S), se dice que X es (F , ζ)-medible si y solo si

X−1(A) ∈ F , para toda A ∈ ζ.

Si S es el conjunto R de los Reales y, ζ = B(R) la clase de conjuntos de Borel en R, entonces X es

llamada variable aleatoria (v.a.).

Definición 2.1 (Proceso estocástico) . Sea (Ω,F , P) un espacio de probabilidad, (S, ζ) un es-

pacio medible arbitrario, y T un conjunto arbitrario. Un proceso estocástico sobre (Ω,F , P) con

espacio de estados (S, ζ) y conjunto ı́ndice T es una función definida sobre Ω × T con valores en

S, tal que para toda t ∈ T fija, X(., t) : Ω → S es (F , ζ)-medible.

Note que si T es el conjunto de los Reales positivos, R+, o el conjunto de los enteros no negativos,

N0, y S = R o S = Z, un proceso estocástico es una familia {X(ω, t); ω ∈ Ω, t ∈ T} de variables

aleatorias.

Por brevedad usualmente un proceso estocástico es denotado por {Xt; t ∈ T}, {X(t); t ∈ T}, o

{Xt}t∈T .

Frecuentemente el conjunto ı́ndice de un proceso estocástico representa el tiempo. Por ello la suce-

sión {Xn; n ∈ N0} es llamada proceso estocástico a tiempo discreto, y a la familia {Xt; t ≥ 0} nos

referimos como un proceso estocástico en tiempo continuo.

Definición 2.2 (Cadena de Markov) . Una sucesión de variables aleatorias {Xn}n=0,1,... con

valores en S numerable, diremos que es una cadena de Markov (a tiempo discreto) si

P[Xn+1 = xn+1 | Xn = xn, Xn−1 = xn−1, . . . , X0 = x0] = P[Xn+1 = xn+1 | Xn = xn], (2.1)
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para todo x0, x1, . . . , xn+1 ∈ S y n un entero no negativo.

La ecuación (2.1) es llamada la propiedad de Markov. Las probabilidades condicionales p(xn, xn+1)

= P[Xn+1 = xn+1 | Xn = xn] son llamadas probabilidades de transición de la cadena. Si estas

probabilidades no dependen del tiempo, i.e. de n, diremos que la cadena es homogénea en el tiempo.

Hablamos de una cadena de Markov de orden r, si dado un r ≥ 1 fijo, se cumple

P[Xn+1 = xn+1 | Xn = xn, Xn−1 = xn−1, . . . , X0 = x0]

= P[Xn+1 = xn+1 | Xn = xn, . . . , Xn+1−r = xn+1−r],

para todo x0, x1, . . . , xn+1 ∈ S y n un entero no negativo.

Esta última es la propiedad de Markov de orden r. La Definición 2.2, es el caso particular en que

r = 1.

Definición 2.3 Un proceso estocástico {Xt; t ∈ T} se dice que tiene incrementos independientes

si para cualquier entero n ≥ 1, y cualquier colección de ı́ndices t1 < t2 < . . . < tn se cumple que las

variables aleatorias

Xt2 −Xt1 , Xt3 −Xt2 , . . . , Xtn −Xtn−1 ,

son independientes.

Definición 2.4 Un proceso estocástico {Xt; t ∈ T} diremos que tiene incrementos estacionarios

si para cualquier entero n ≥ 1, h > 0 y cualquier colección de ı́ndices t1 < t2 < . . . < tn, se cumple

(Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −Xtn−1)
d=(Xt2+h

−Xt1+h
, . . . , Xtn+h

−Xtn−1+h
).

Un ejemplo básico de proceso estocástico a tiempo continuo es el llamado proceso Poisson, N(t).

N(t) cuenta el número de veces que ocurre un determinado evento, partiendo de un inicio (tiempo

cero) al tiempo t > 0.

Sea {Tn}n=1,2,... la sucesión que denota los tiempos en que ocurre el evento y {Wn}n=1,2,... la sucesión

de tiempos de interocurrencia, Wn = Tn − Tn−1, n = 1, 2, . . ., con T0 = 0.

Definición 2.5 (Proceso Poisson) . {N(t), t ≥ 0}, es un proceso Poisson (homogéneo) con in-

tensidad λ, si y solo si

1. N(0) = 0.

2. Tiene incrementes independientes y estacionarios.

3. N(t) tiene distribución Poisson(λt).

Además, los tiempos de interocurrencia {Wn}n=1,2,... son variables aleatorias independientes con

distribución exponencial(λ).
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2.2. Series de tiempo

Definición 2.6 (Serie de tiempo) . Una serie de tiempo es un conjunto de observaciones orde-

nadas en el tiempo.

Si con el conocimiento del pasado, el comportamiento futuro de la serie puede ser determinado se

dice que la serie es determinista. De otra manera decimos que se trata de una serie estad́ıstica. Para

este último tipo de series, en el mejor de los casos, el conocimiento del pasado puede sólo indicar

la estructura probabiĺıstica del comportamiento futuro.

Una serie de tiempo estad́ıstica puede ser considerada como la realización única de un proceso

estocástico impĺıcito.

A continuación definimos una serie de funciones propias del enfoque de series de tiempo en el

dominio del tiempo.

Definición 2.7 (Función de autocovarianza) . Definimos la función de autocovarianza (acv.f.)

γ(t1, t2) de un proceso {Xt; t ∈ T}, como la covarianza entre Xt1 y Xt2 , esto es

γ(t1, t2) = E
[
(Xt1 − µt1)(Xt2 − µt2)

]
,

con µt = E[Xt] para cualquier t.

La función varianza es un caso especial de la acv.f. con t1 = t2.

Definición 2.8 (Estacionario fuerte) . Un proceso {Xt; t ∈ T} se dice que es estrictamente

estacionario o estacionario fuerte si para todo entero n ≥ 1, para cualesquiera t1, t2, . . . , tn elemen-

tos de T y para toda h tal que t1 + h, t2 + h, . . . , tn + h ∈ T , la distribución conjunta del vector

(Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) es igual a la distribución conjunta del vector (Xt1+h, Xt2+h, . . . , Xtn+h).

En particular la definición anterior es válida para n = 1, en cuyo caso tenemos que la distribución

de Xt es la misma para toda t. En otras palabras, la estructura probabiĺıstica de un proceso

estrictamente estacionario no cambia al correr el tiempo.

Ésta es una fuerte suposición cuando se modelan datos reales por lo que en la práctica es necesario

definir estacionariedad en un sentido menos restrictivo. En lugar de fijar la distribución de todo el

proceso, pediremos que sólo los dos primeros momentos de la distribución conjunta sean los mismos

ante corrimientos en el tiempo, concretamente.

Definición 2.9 (Estacionario débil) . Un proceso {Xt; t ∈ T} se dice que es estacionario de

segundo orden o estacionario débil si

µt = µ, para todo t
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y

E[Xt1Xt2 ] = E[Xt1+hXt2+h], (2.2)

para todo t1, t2, t1 + h, t2 + h ∈ T .

Algunos autores prefieren enunciar la ecuación (2.2) como E[Xt1Xt2 ] = f(|t1 − t2|), esto es, que

E[Xt1Xt2 ] es una función que depende únicamente de la separación en el tiempo entre las variables

Xt1 , Xt2 .

Sea {Xt; t ∈ T} un proceso estacionario de segundo orden, entonces

γ(t1, t2) = E[Xt1Xt2 ]− µ2 = E[Xt1+hXt2+h]− µ2.

Es obvio que en tal caso

γ(t1, t2) = f(|t1 − t2|).

Para escribir que la acv.f. depende únicamente de la separación en el tiempo entre las variables

usamos la notación γ(τ) (función de τ) con τ = t2 − t1. En series de tiempo τ comúnmente recibe

el nombre de rezago.

En base a esto es más frecuente encontrarse con la siguiente definición.

Definición 2.10 Un proceso {Xt; t ∈ T} se dice que es estacionario de segundo orden estacionario

débil si su media es constante y su acv.f. depende únicamente del rezago, esto es

µt = µ, para todo t

y

Cov(Xt, Xt+τ ) = γ(τ).

En particular si τ = 0, se tiene que la varianza del proceso (σ2
x), al igual que la media, es constante.

La definición también implica que ambas, media y varianza, deben ser finitas.

Obsérvese que si {Xt} es un proceso estacionario de segundo orden

γ(τ) = Cov(Xt, Xt+τ ) = Cov(Xt+τ , Xt) = Cov(Xt, Xt−τ ) = γ(−τ),

por lo tanto, en tal caso, la acv.f. es una función par. Además, la magnitud de la acv.f. depende de

las unidades en que el proceso es medido. Por ello, para propósitos de interpretación, es de ayuda

estandarizarla.

Definición 2.11 (Función de autocorrelación) . Si {Xt; t ∈ T} es un proceso estacionario de

segundo orden definimos la función de autocorrelación (ac.f.) ρ(τ), como

ρ(τ) =
γ(τ)
γ(0)

=
γ(τ)
σ2

x

.
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Obviamente −1 ≤ ρ(τ) ≤ 1, para cualquier valor de τ , y la ac.f. hereda de la acv.f. la simetŕıa par,

ρ(τ) = ρ(−τ). Por lo que sólo es necesario calcularla para k ≥ 0 (ó k ≤ 0).

Por último, ¿cuál es la relación que guardan los dos tipos de estacionariedad vistos arriba?

Estacionariedad fuerte =⇒ Estacionariedad débil

siempre que los dos primeros momentos existan.

Estacionariedad débil =⇒ Estacionariedad fuerte

si el proceso es Gaussiano

Definición 2.12 (Proceso Gaussiano) . El comportamiento probabiĺıstico de un proceso es-

tocástico está completamente determinado por todas sus distribuciones finito-dimensionales. Un

proceso {Xt; t ∈ T} se dice que es Gaussiano si todas sus distribuciones finito-dimensionales son

Gaussianas (Normales).

A continuación definimos una serie de procesos estocásticos usados ampliamente en la mode-

lación de series de tiempo.

Definición 2.13 (MA(q)) . Sea {Zt} una sucesión de v.a.’s i.i.d. con media cero y varianza σ2
z .

Entonces el proceso {Xt} es llamado de Promedios Móviles de orden q (MA(q)) si

Xt = β0Zt + β1Zt−1 + β2Zt−2 + . . . + βqZt−q,

con {βi} constantes. Usualmente -y para nosotros aśı será- β0 = 1.

Proceso γ(k) k ρ(k)

MA(q)

σ2
z

∑q−k
i=0 βiβi+k

0

γ(−k)

k = 0, 1, . . . , q

k > q

k < 0

∑q−k
i=0 βiβi+k/

∑q
i=0 β2

i

0

ρ(−k)

Cuadro 2.1: Función de autocovarianza y autocorrelación de un proceso MA(q).

Puesto que γ(k) no depende de t, y la media es constante, el proceso MA(q) es estacionario de

segundo orden. Note además que la ac.f. se corta exactamente en el rezago q. Ésta es una propiedad

caracteŕıstica del proceso MA(q).

En particular para el caso q = 1, tenemos
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MA(1)

Xt = Zt + βZt−1, (2.3)

con {Zt} una sucesión de v.a.’s i.i.d. con media cero y varianza σ2
z .

Proceso γ(k) k ρ(k)

MA(1)

σ2
zβ

σ2
z(1 + β2)

0

k = ±1

k = 0

e.o.c.

β/(1 + β2)

1

0

Definición 2.14 (AR(p)) . Sea {Zt} una sucesión de v.a.’s i.i.d. con media cero y varianza σ2
z .

Entonces el proceso {Xt} es llamado Autoregresivo de orden p (AR(p)) si

Xt = α1Xt−1 + α2Xt−2 + . . . + αpXt−p + Zt.

El Cuadro 2.2 ilustra el sistema de ecuaciones que determina la función de autocovariaza y auto-

correlación de un proceso AR(p). Dicho sistema recibe el nombre de ecuaciones de Yule-Walker.

Proceso γ(k) k

AR(p)

σ2
x

α1γ(k − 1) + α2γ(k − 2) + . . . + αpγ(k − p)

γ(−k)

k = 0

k > 0

k < 0

ρ(k) k

1

α1ρ(k − 1) + α2ρ(k − 2) + . . . + αpρ(k − p)

ρ(−k)

k = 0

k > 0

k < 0

Cuadro 2.2: Función de autocovarianza y autocorrelación de un proceso AR(p).

Un resultado benéfico que se sigue de la propiedad de Markov de orden p, es que todas las

propiedades de distribución de un proceso estacionario AR(p) pueden ser determinadas a partir

de su distribución conjunta de orden (p + 1). Conviene saber que el resultado sigue siendo válido

para el proceso MA, aún cuando éste no es de Markov (McKenzie 1988a).

AR(1) Un proceso Xt, AR(1), está definido mediante la ecuación

Xt = αXt−1 + Zt, t = 0, 1, 2, . . . , (2.4)

donde las {Zt} son una sucesión de v.a.’s i.i.d. . El término Zt en (2.4) suele recibir el apelativo

de error, ruido, innovación o incremento según el contexto en el que se esté trabajando y las
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propiedades que caractericen a éste.

La condición de estacionariedad de segundo orden para el proceso AR(1) es |α| < 1. Además en tal

caso, Xt puede expresarse como un proceso de Promedios Móviles de orden infinito (MA(∞))

Xt = αXt−1 + Zt =
∞∑

j=0

αjZn−j . (2.5)

Proceso γ(k) k ρ(k)

AR(1)

σ2
x

αγ(k − 1) = αkσ2
x

γ(−k)

k = 0

k ≥ 0; |α| < 1

k < 0

1

αk

α|k|

De maneras muy variadas se ha probado en la literatura que la ac.f. de un proceso estacionario de

segundo orden, AR(1), es αk, k = 0, 1, . . .. A continuación presentamos una manera muy general de

hacerlo, basada en la estructura lineal de la media condicional. Este resultado será de gran ayuda

en el resto de los caṕıtulos.

Proposición 2.15 Sea {Xt} un proceso de media constante µ, y tal que

E[Xt+1|Xt] = αXt + (1− α)µ, entonces

E[Xt+k | Xt] = αkXt + (1− αk)µ.

Demostración: Por inducción.

Para k = 1 se cumple por definición.

Supongamos que se cumple para k − 1, por demostrar, que se cumple para k

E[Xt+k | Xt] = E
[
E[Xt+k|Xt+k−1] | Xt

]
= E

[
(αXt+k−1 + (1− α)µ) | Xt

]
= αE[Xt+k−1|Xt] + (1− α)µ = α

(
αk−1Xt + (1− αk−1)µ

)
+ (1− α)µ

= αkXt + (1− αk)µ. t

Corolario 2.16 Sea {Xt} como en la Proposición anterior, entonces

E[XtXt+k] = αkE[X2
t ] + (1− αk)µ2.

Demostración: Basta observar que

E[XtXt+k] = E
[
XtE[Xt+k|Xt]

]
. t

Finalmente es inmediato el siguiente resultado.
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Corolario 2.17 Sea {Xt} un proceso con media y varianza constantes, µ y σ2
x respectivamente, y

esperanza condicional dada por E[Xt+1|Xt] = αXt + (1− α)µ, entonces

Corr(Xt, Xt+k) =
E[XtXt+k]− E[Xt]E[Xt+k]√

Var(Xt)
√

Var(Xt+k)
= αk. t

En particular un proceso estacionario de segundo orden AR(1) cumple con las condiciones del

Corolario 2.17, puesto que E[Xt|Xt−1] = αXt−1 + E[Zt], y ya que por hipótesis la media del pro-

ceso es constante, aplicando esperanza en ambos lados de la ecuación (2.4), se tiene E[Zt] = µ(1−α).

Como hemos mencionado arriba (Cuadro 2.1) la ac.f. de un proceso MA(q) después del rezago q es

cero. Proviendo aśı, la ac.f., información sobre el orden del proceso cuando éste es de Promedios

Móviles. Sin embargo si el proceso es un AR(p) la ac.f. por śı sola no es suficiente para determinar

el orden de dependencia. Motivados por esto definimos la siguiente función.

Definición 2.18 (Función de autocorrelación parcial) . Definimos la función de autocorrela-

ción parcial (pac.f.), Ψkk, de un proceso {Xt; t ∈ T}, como

Ψkk =| P∗
k |

/
| Pk |, k = 1, 2, . . . ,

donde Pk es la matriz de autocorrelación de k × k,

Pk =



1 ρ1 ρ2 . . . ρk−1

ρ1 1 ρ1 . . . ρk−2

ρ2 ρ1 1 . . . ρk−3

...
...

...
...

...

ρk−1 ρk−2 ρk−3 . . . 1


y P∗

k es Pk con la última columna reemplazada por

(ρ1, ρ2 . . . , ρk)′.

Se puede probar que la pac.f. de un proceso AR(p) se corta en el rezago p. Desarrollando aśı, ésta

última, un papel equivalente al de la ac.f. para procesos MA(q). Véase al respecto el Cuadro 2.3.

Aśı, por ejemplo, para un AR(1)

Ψ11 = ρ(1) = α, y Ψkk = 0, k > 1.

Mientras que para un MA(1)

Ψkk =
(−1)k−1βk(1− β2)

1− β2(k+1)
, k ≥ 1.

Una clase de modelos de gran ayuda para series de tiempo es formada combinando los procesos

MA y AR.
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Proceso ac.f. pac.f.

AR(p) Decae exponencialmente Cero después

u oscilando del rezago p

MA(q) Cero después Decae exponencialmente

del rezago q u oscilando

Cuadro 2.3: Comportamiento de la auto y parcial correlación.

Definición 2.19 (ARMA(p, q)) . Un proceso Autoregresivo-Promedios Móviles, con p términos

AR y q términos MA se dice que es un proceso ARMA(p, q) y está dado por

Xt = α1Xt−1 + . . . + αpXt−p + Zt + β1Zt−1 + . . . + βqZt−q, (2.6)

con {Zt} una sucesión de v.a.’s i.i.d. de media cero y varianza σ2
z .

Su acv.f. viene dada por la ecuación

γ(k) = α1γ(k − 1) + α2γ(k − 2) + . . . + αpγ(k − p) + γzx(k) + β1γzx(k − 1)+

. . . + βqγzx(k − q), (2.7)

donde

γzx(j) = Cov(Zt, Xt−j) = E[ZtXt−j ]

y naturalmente

γzx(j) = 0, j > 0,

puesto que Xt es independiente de cualquier Z posterior. Entonces para k > q, la ecuación (2.7) se

reduce a

γ(k) = α1γ(k − 1) + α2γ(k − 2) + . . . + αpγ(k − p),

que no involucra los parámetros del proceso MA. Por lo tanto, después del rezago q, la acv.f. se

comporta como la de un proceso AR(p).

Una forma más práctica de escribir el modelo (2.6) es

b(B)Xt = a(B)Zt, (2.8)

donde B denota el operador de rezago, el cual está definido como

BkXt = Xt−k, k = ±1,±2 . . .

y, a(·) y b(·) son polinomios definidos como

b(w) = 1− b1w − · · · − bpw
p, a(w) = 1 + a1w + · · ·+ aqw

q.
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Un proceso ARMA(p, q) dado por (2.8) es estacionario si b(w) 6= 0 para todo número complejo

w tal que |w| ≤ 1.

Si {Zt} es una sucesión de v.a.’s i.i.d. con distribución Normal(0,σ2) y b(w) 6= 0 para todo

número complejo w tal que |w| ≤ 1, {Xt} definido por (2.8) es un proceso estrictamente estacionario

Gaussiano.

Definición 2.20 (Invertibilidad) . Decimos que el proceso ARMA(p, q) es invertible si a(w) 6= 0

para todo número complejo w con |w| ≤ 1.

La invertibilidad de un proceso implica que éste puede ser expresado en la forma de un proceso

Autoregresivo, posiblemente de orden infinito, cuyos coeficientes forman una suma convergente. Es

claro que un proceso AR es invertible por definición, mientras que un proceso MA sólo lo será bajo

las condiciones arriba mencionadas.

Lo anterior puede resumirse en el siguiente cuadro

Proceso Estacionariedad Invertibilidad

AR(p) Si b(w) 6= 0 Por definición

para |w| ≤ 1

MA(q) Por definición Si a(w) 6= 0

para |w| ≤ 1

Es de particular interés para nosotros el proceso ARMA con p = 1 = q.

ARMA(1,1)

Xt = αXt−1 + Zt + βZt−1, (2.9)

con {Zt} una sucesión de v.a.’s i.i.d. de media cero y varianza σ2
z .

Usando (2.7)

γ(k) = αγ(k − 1) + γzx(k) + βγzx(k − 1),

entonces

γ(0) = αγ(1) + σ2
z + βγzx(−1), (2.10)

γ(1) = αγ(0) + βσ2
z (2.11)

y

γ(k) = αγ(k − 1), k > 1. (2.12)

Multiplicando por Zt−1, (2.9) y tomando esperanza

γzx(−1) = ασ2
z + βσ2

z .
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Sustituyendo esto en (2.10) y resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos

γ(0) =
(1 + 2βα + β2)

1− α2
σ2

z ,

γ(1) =
(α + β)(1 + βα)

1− α2
σ2

z

y el resto pueden ser determinadas por medio de la ec. (2.12).

Entonces la ac.f. viene dada por

ρ(k) = αk−1 (α + β)(1 + βα)
(1 + 2βα + β2)

, k = 1, 2, . . . . t

Ya que un modelo ARMA invertible tiene una representación AR infinita, la pac.f. no se corta y

persiste.

Por último analizamos el concepto de reversibilidad en el tiempo para procesos con distribución

marginal positiva. Sólo para recordar,

Definición 2.21 (Transformada de Laplace-Stieltjes) . Sea X una v.a.. Su transformada de

Laplace-Stieltjes está dada como la función

ΦX :R+ → R+ con,

ΦX(t) := E[e−tX ] =
∫

R+

e−tx dFX(x).

La definición para el caso conjunto es análoga.

Definición 2.22 (Reversible en el tiempo) . Una serie de tiempo estacionaria {Xt} es re-

versible en el tiempo si la distribución conjunta del vector (X1, X2, . . . , Xk) es la misma que la

del vector (Xk, Xk−1, . . . , X1), para toda k ≥ 2.

Suponga que está tratando con un proceso {Xt} con distribución marginal positiva. Una forma

muy simple de comprobar la reversibilidad en el tiempo es usando la transformada de Laplace de

la distribución conjunta de varias Xi’s consecutivas. La condición de reversibilidad viene dada por

ΦX1,X2,...,Xn(s1, s2, . . . , sn) = ΦXn,Xn−1,...,X1(s1, s2, . . . , sn)

= ΦX1,X2,...,Xn(sn, sn−1, . . . , s1),

para cualquier s1, s2, . . . , sn, no negativos, y n ≥ 2.

Aśı, si la transformada de Laplace conjunta es simétrica entonces el proceso es reversible en el

tiempo y viceversa.

Más aún, para un proceso AR(p) (MA(q)) basta observar la distribución conjunta de (p+1) ((q+1))

observaciones consecutivas para determinar si el proceso es reversible en el tiempo.
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2.3. Distribuciones

Las distribuciones que usaremos a lo largo de este trabajo son

Bernoulli(p)

fX(x) = px(1− p)1−x, x = 0, 1,

0 < p < 1.

E[X] = p, Var(X) = p(1− p).

ΦX(t) = pe−t + q, con q = 1− p.

Binomial(n, p)

fX(x) =
(
n
x

)
px(1− p)n−x, x = 0, 1, . . . , n,

n = 1, 2, . . .,

0 < p < 1.

E[X] = np, Var(X) = np(1− p).

ΦX(t) = (pe−t + q)n, con q = 1− p.

Beta-Binomial(α, β, n)

fX(x) =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)Γ(α + β + n)

(
n

x

)
Γ(α + x)Γ(β + n− x),

x = 0, 1, . . . , n,

n = 1, 2, . . .,

α > 0,

β > 0.

E[X] = n α
α+β , Var(X) = nαβ

(α+β)2
α+β+n
α+β+1 .

Hipergeométrica(N,M,n)

fX(x) =

(
N−M
n−x

)(
M
x

)(
N
n

) =

(
n
x

)(
N−n
M−x

)(
N
M

) ,

x = a, a + 1, . . . , b,

a = máx{0,M − (N − n)},
b = mı́n{n, M},
N = 1, 2, . . .,

M = 1, 2, . . . , N ,

n = 1, 2, . . . , N .

E[X] = nM
N , Var(X) = N−n

N−1 npq, con p = M
N , y q = 1− p.
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Binomial Negativa(r, p)

fX(x) =
(

r + x− 1
r − 1

)
(1− p)xpr,

x = 0, 1, . . . ,

r > 0,

0 < p < 1.

E[X] = r 1−p
p , Var(X) = r 1−p

p2 .

ΦX(t) =
(
p/(1− qe−t)

)r
, con q = 1− p.

Geométrica(p)

fX(x) = (1− p)xp, x = 0, 1, . . .,

0 < p < 1.

E[X] = 1−p
p , Var(X) = 1−p

p2 .

ΦX(t) = p
1−qe−t , con q = 1− p.

Caso particular de la Binomial Negativa con r = 1.

Poisson(λ)

fX(x) = e−λ λx

x! , x = 0, 1, 2, . . .,

λ > 0.

E[X] = λ, Var(X) = λ.

ΦX(t) = eλ(e−t−1).

Beta(α, β)

fX(x) =
Γ(α + β)
Γ(α)Γ(β)

xα−1(1− x)β−1,
0 < x < 1,

α > 0, β > 0.

E[X] =
α

α + β
, Var(X) =

αβ

(α + β)2(α + β + 1)
.

Uniforme(a, b)

fX(x) = 1
b−a , a < x < b,

b > a.

E[X] = a+b
2 , Var(X) = (b−a)2

12 .

ΦX(t) = e−tb−e−ta

−t(b−a) .

Gamma(k, λ)

fX(x) =
λk

Γ(k)
xk−1e−λx,

x > 0,

k > 0, y λ > 0.

E[X] = k
λ , Var(X) = k

λ2 .

ΦX(t) =
(

λ
λ+t

)r
.
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Exponencial(λ)

fX(x) = λe−λx, x > 0,

λ > 0.

E[X] = 1
λ , Var(X) = 1

λ2 .

ΦX(t) = λ
λ+t .

Caso particular de la Gamma con k = 1.

Normal(µ, σ2)

fX(x) =
1

σ
√

2π
exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
,

−∞ < x < +∞,

−∞ < µ < +∞,

σ > 0.

E[X] = µ, Var(X) = σ2.

ΦX(t) = e−tµ+ 1
2
t2σ2

.

Degenerada(δ)

fX(x) =

{
1 si x = δ

0 e.o.c.
con δ ∈ R.

E[X] = δ, Var(X) = 0.

ΦX(t) = e−tδ.

Teorema 2.23 (Transformación de una variable aleatoria) . Sea X una v.a. que toma val-

ores en (a, b) ⊆ R, y función de densidad fX . Sea ϕ : (a, b) → R, una función continua estrictamente

creciente o decreciente, y con inversa diferenciable ϕ−1. Entonces la v.a. Y = ϕ(X) toma valores

en ϕ(a, b) y tiene función de densidad

fY (y) =

 fX(ϕ−1(y))
∣∣∣ d
dyϕ−1(y)

∣∣∣ si y ∈ ϕ(a, b),

0 e.o.c.



Caṕıtulo 3

Motivación y antecedentes

Este caṕıtulo se encuentra dividido en dos secciones. En la primera estudiamos modelos de series

de tiempo con distribución marginal Exponencial. El primer modelo que estudiamos es el modelo

EAR(1) (Exponencial Autoregresivo de orden 1) presentado en Gaver y Lewis (1980), aunque como

Lawrance y Lewis (1980, pg. 151) nos informan, el trabajo fue desarrollado desde 1974. La inno-

vación de este proceso es una mezcla de una componente discreta en cero y una v.a. Exponencial.

Seŕıa de este elemento de mezcla del que se valdŕıan Lawrance y Lewis (1977) y Jacobs y Lewis

(1977) para la creación de modelos con distribución marginal Exponencial MA(1) y ARMA(1,1)

respectivamente. Dicho concepto también fue utilizado por Jacobs y Lewis (1978a-c; 1983) para

proveer el primer intento real de una clase de modelos para series de tiempo con valores discretos.

Sus dos clases de modelos, DARMA y NDARMA, son formadas por una mezcla probabiĺıstica de

v.a.’s discretas i.i.d. con la distribución requerida para el proceso. Como los autores prueban, un

proceso de este tipo contendrá, en general, muchas corridas de un mismo valor, sección 2.

Recordatorio: Una v.a. W es una mezcla de las v.a.’s Z1, Z2, . . . , Zn, si W es una selección aleatoria

de una y sólo una de éstas.

3.1. Modelos con distribución Exponencial

Las motivaciones que dieron origen a estos modelos son:

1. Como alternativa a la teoŕıa de series de tiempo con distribución Gaussiana.

2. Como modelos con variables aleatorias correlacionadas positivamente y distribución marginal

Exponencial.

3. Y principalmente como modelos de procesos puntuales con los cuales analizar series de even-

tos que no son Poisson, i.e., procesos -puntuales- de conteo que tiene a la sucesión {Xn}
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como los tiempos de interocurrencia. A diferencia de la Definición 2.5, estos tiempos no son

independientes.

3.1.1. EAR(1)

Consideremos el modelo AR(1)

Xn = ρXn−1 + εn, n = 0, 1, 2, . . . , (3.1)

donde {εn} es una sucesión de v.a.’s i.i.d.

¿Dada una distribución para las {Xn} la ecuación autoregresiva (3.1) tiene solución?, esto es, ¿exis-

te un proceso {εn}, tal que la sucesión de v.a.’s {Xn} tenga la distribución marginal deseada?

Puesto que Xn−1 es independiente de εn la transformada de Laplace, ΦXn(s), de la distribución de

Xn es:

ΦXn(s) = E[exp(−sXn)] s > 0

= E[exp{−s(ρXn−1 + εn)}] = ΦXn−1(ρs)Φεn(s).

Por lo tanto

Φεn(s) =
ΦXn(s)

ΦXn−1(ρs)
. (3.2)

Supongamos que Xn es un proceso marginalmente estacionario, entonces

Φε(s) =
ΦX(s)
ΦX(ρs)

. (3.3)

Hasta ahora la única restricción impĺıcita que hemos hecho sobre ρ, es |ρ| < 1, pero si requerimos

que Xn sea una v.a. positiva, habremos de pedir que 0 ≤ ρ < 1. La razón es que si ρ es negativa,

ρXn−1 también lo es, y entonces necesitamos que el término εn (que es independiente de Xn−1)

haga positiva a Xn, sin embargo con tales condiciones (ρ < 0) la ec. (3.2) no tiene solución.

En particular si requerimos que las Xn’s tengan distribución Exponencial (λ), ΦX(s) = λ
λ+s . Susti-

tuyendo en (3.2)

Φε(s) =
λ

λ+ s

λ+ ρs

λ
=
λ+ ρs

λ+ s

= ρ+ (1− ρ)
λ

λ+ s
. (3.4)

Esta última ecuación es la transformada de Laplace de una v.a. no negativa que con probabilidad

ρ toma el valor cero, y con (1− ρ) es una v.a. Exponencial(λ).
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Si queremos entonces que el modelo (3.1) tenga distribución marginal Exponencial(λ), éste es-

tará dado por

Xn = ρXn−1 + εn

=
{
ρXn−1 c.p. ρ,

ρXn−1 +Gn c.p. (1− ρ),
(3.5)

donde {Gn} es una sucesión de v.a.’s i.i.d. Exponenciales(λ).

Este modelo recibe el nombre de EAR(1) (Exponencial Autoregresivo de orden 1).

Varios aspectos de este modelo deben resaltarse:

εn es una mezcla de una componente discreta en cero y una v.a. Exponencial.

Gn no depende del valor de ρ.

Puesto que la esperanza de una mezcla es la mezcla de las esperanzas, resulta fácil de obtener

E[εn] = (1− ρ)
1
λ
, Var(εn) = (1− ρ2)

1
λ2
.

Estacionariedad El proceso es estacionario si tomamos X0 = G0, (i.e. con distribución Exponen-

cial(λ) independiente del resto de las {Gn;n ≥ 1}).
La prueba es obvia

ΦXn(s) = E[exp(−sXn)]

= E[exp(−sρXn−1)]ρ+ E[exp(−sρXn−1 − sGn)](1− ρ)

=
λ

λ+ ρs
ρ+

λ

λ+ ρs

λ

λ+ s
(1− ρ) =

λ

λ+ s
, n = 0, 1, . . . . (3.6)

Correlación serial Obsérvese que E[Xn+1|Xn] = ρXn + (1− ρ)µ, con µ = 1
λ = E[Gn] = E[Xn],

por lo tanto haciendo uso del Corolario 2.17 se tiene

ρ(k) = Corr(Xn, Xn+k) = ρk, 0 ≤ ρ < 1. (3.7)

Observemos que ésta es siempre positiva.

Distribución conjunta La transformada de Laplace de la distribución conjunta de Xn y Xn+1

es

ΦXn,Xn+1(s1, s2) = E[exp(−s1Xn − s2Xn+1)]

= E[exp{−(s1 + ρs2)Xn − s2εn+1}]

= E[exp{−(s1 + ρs2)Xn}]Φεn+1(s2)

=
λ

λ+ s1 + ρs2

(
λ+ ρs2
λ+ s2

)
(3.8)
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=
λ

λ+ s1 + ρs2

(
ρ+ (1− ρ)

λ

λ+ s2

)

= ρ
λ

λ+ s1 + ρs2
+ (1− ρ)

(
λ

λ+ s1 + ρs2

)(
λ

λ+ s2

)
. (3.9)

La distribución bivariada de (Xn, Xn+1) tiene una componente singular con probabilidad ρ, el

primer término en (3.9), que es la transformada de Laplace entre Xn y ρXn, y una componente

conjunta con probabilidad (1− ρ), el segundo término en (3.9), que es la transformada de Laplace

entre Xn y ρXn +Gn.

Reversible en el tiempo En nuestro caso, el proceso EAR(1) no es reversible en el tiempo

puesto que (3.9) es no simétrica en s1 y s2.

Sólo por recordar, el modelo AR(1) Gaussiano es reversible en el tiempo.

Esperanza y varianza condicionales Consideremos Xn y Xn+1. De (3.5) la regresión de Xn+1

sobre Xn = x, es lineal en x:

E[Xn+1|Xn = x] = ρE[ρx] + (1− ρ)E[ρx+Gn+1] = E[ρx] + (1− ρ)E[Gn+1],

simplificando

E[Xn+1|Xn = x] = ρx+ (1− ρ)
1
λ
. (3.10)

Además

E[X2
n+1|Xn = x] = ρE[(ρx)2] + (1− ρ)E[(ρx+Gn+1)2]

= ρ3x2 +
[
ρ2x2 + 2ρx

1
λ

+
2
λ2

]
(1− ρ).

Quedándonos que

Var(Xn+1|Xn = x) =
(1− ρ2)
λ2

, (3.11)

la cual es una constante igual a la varianza de la innovación.

3.1.2. EMA(1)

Sea {εn} una sucesión de v.a.’s i.i.d. Exponenciales(λ). El proceso EMA(1) (Exponencial de

Promedios Móviles de orden 1), {Xn}, está definido como

Xn =
{
βεn c.p. β,

βεn + εn−1 c.p. (1− β),
(3.12)

0 ≤ β ≤ 1, n = 0,±1,±2, . . . .
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Estacionariedad El proceso (3.12) tiene distribución marginal Exponencial.

Demostración:

ΦXn(s) = E[exp(−sXn)] = E[exp(−sβεn)]β + E[exp(−sβεn − sεn−1)](1− β)

=
λ

λ+ βs
β +

λ

λ+ βs

λ

λ+ s
(1− β) =

λ

λ+ s
. (3.13)

Compare esta última ecuación con (3.6).

Correlación Serial La distribución de XnXn+1 es
β2εnεn+1 c.p. β2,

β2εnεn+1 + βε2n c.p. β(1− β),

β2εnεn+1 + βεn+1εn−1 c.p. β(1− β),

β2εnεn+1 + βε2n + βεn+1εn−1 + εnεn−1 c.p. (1− β)2.

Su esperanza es fácilmente calculada. Agrupando términos semejantes se tiene

E[XnXn+1] = E[β2εnεn+1] + (1− β)E[βε2n] + (1− β)E[βεn−1εn+1] + (1− β)2E[εn−1εn]

= β2 1
λ2

+ β(1− β)
2
λ2

+ β(1− β)
1
λ2

+ (1− β)2
1
λ2
.

Simplificando

E[XnXn+1] =
1
λ2

+
β − β2

λ2
.

Por lo tanto

ρ(1) = Corr(Xn, Xn+1) = β(1− β). (3.14)

Se puede observar directamente de la definición del modelo que las correlaciones de orden más alto

son cero.

La correlación de orden uno, (3.14), limita en gran medida el modelo pues además de no poder

tomar valores negativos está acotada por 0.25.

Distribución conjunta De los cálculos de arriba, la distribución conjunta de Xn y Xn+1 es la

mezcla de las distribuciones conjuntas

(βεn, βεn+1) c.p. β2,

(βεn, βεn+1 + εn) c.p. β(1− β),

(βεn + εn−1, βεn+1) c.p. β(1− β),

(βεn + εn−1, βεn+1 + εn) c.p. (1− β)2.
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Entonces la trasformada de Laplace conjunta de Xn y Xn+1 se calcula mediante

ΦXn,Xn+1(s1, s2) = E[exp(−s1Xn − s2Xn+1)]

= β2E[exp(−s1βεn − s2βεn+1)]

+β(1− β)E[exp(−s1βεn − s2{βεn+1 + εn})]

+β(1− β)E[exp(−s1{βεn + εn−1} − s2βεn+1)]

+(1− β)2E[exp(−s1{βεn + εn−1} − s2{βεn+1 + εn})].

Sea ψ(s) la transformada de Laplace de la f.d.p. de las {εn}, en este caso ψ(s) = λ
λ+s . Haciendo

uso de esta notación nos queda

ΦXn,Xn+1(s1, s2) = ψ(βs2)
[
β2ψ(βs1) + β(1− β)ψ(s2 + βs1) + β(1− β)ψ(βs1)ψ(s1)

+(1− β)2ψ(s2 + βs1)ψ(s1)
]

= ψ(βs2)
[
βψ(βs1) + (1− β)ψ(s2 + βs1)

][
β + (1− β)ψ(s1)

]
= ψ(βs2)

λ2 + λβs1 + λβs2
(λ+ βs1)(λ+ βs1 + s2)

λ+ βs1
λ+ s1

=
λ2(λ+ βs1 + βs2)

(λ+ βs2)(λ+ βs1 + s2)(λ+ s1)
. (3.15)

Reversible en el tiempo Aunque como Jacobs y Lewis (1978a, pg. 100) aclaran, la re-

versibilidad en el tiempo de este proceso no puede ser determinada a partir de las propiedades de

segundo orden, el proceso es no reversible en el tiempo.

3.1.3. EARMA(1,1)

Mediante la combinación de los dos modelos anteriores, se obtiene el proceso EARMA(1,1)

(Exponencial Autoregresivo-Promedios Móviles, ambos de orden 1). El cual está definido como

Xn =
{
βεn c.p. β,

βεn +An−1 c.p. (1− β),
(3.16)

0 ≤ β ≤ 1, n = 1, 2, . . . ,

con

An =
{
ρAn−1 c.p. ρ,

ρAn−1 + εn c.p. (1− ρ),
(3.17)

0 ≤ ρ < 1, n = 1, 2, . . . .

Análogamente {εn} es una sucesión de v.a.’s i.i.d. Exponenciales(λ).
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Estacionariedad Comparando (3.17) con (3.5), se observa que {An} es un proceso EAR(1) y

por lo tanto An tiene distribución marginal Exponencial(λ). Por lo tanto (3.16) tiene la misma

estructura que (3.12) y entonces Xn se distribuye Exponencial(λ) para cada n.

Del estudio hecho a los dos modelos anteriores sabemos que el enunciado anterior se cumple siem-

pre que A0 = ε0, i.e. A0 se distribuya de manera Exponencial(λ) independiente del resto de las

{εn; n = 1, 2, . . .}.

Correlación serial La distribución de XnXn+k viene dada por
β2εnεn+k c.p. β2,

β2εnεn+k + βεnAn+k−1 c.p. β(1− β),

β2εnεn+k + βεn+kAn−1 c.p. β(1− β),

β2εnεn+k + βεnAn+k−1 + βεn+kAn−1 +An+k−1An−1 c.p. (1− β)2.

Sea k 6= 0. En tal caso, agrupando términos, la esperanza viene dada por:

E[XnXn+k] = E[β2εnεn+k] + (1− β)
(
E[βεnAn+k−1] + E[βεn+kAn−1]

)
+(1− β)2E[An+k−1An−1]

= β(1− β)E[εnAn+k−1] + (1− β)2E[An+k−1An−1] +
β

λ2
. (3.18)

Ahora bien, para el cálculo del primer sumando se tiene,

εnAn+k =
{
ρAn+k−1 εn c.p. ρ,

ρAn+k−1 εn + εn+k εn c.p. (1− ρ).

Comencemos cuando k = 0,

E[εnAn] = E[ρAn−1εn] + (1− ρ)E[ε2n]

= ρE[An−1εn] + (1− ρ)E[ε2n]

= ρ
1
λ2

+ (1− ρ)
2
λ2

=
(2− ρ)
λ2

.

Mientras que para k ≥ 1, puesto que las {εn} son v.a.’s i.i.d. Exponenciales(λ), se tiene

E[εnAn+k] = ρE[An+k−1εn] + (1− ρ)
1
λ2

= ρ

(
ρE[An+k−2εn] +

1− ρ

λ2

)
+

1− ρ

λ2

= ρ

(
ρ

(
ρE[An+k−3εn] +

1− ρ

λ2

)
+

1− ρ

λ2

)
+

1− ρ

λ2

...
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= ρkE[Anεn] + ρk−1 1− ρ

λ2
+ ρk−2 1− ρ

λ2
+ . . .+ ρ

1− ρ

λ2
+

1− ρ

λ2
. (3.19)

Por lo tanto

E[εnAn+k] = ρk (2− ρ)
λ2

+
(1− ρk)
λ2

=
ρk

λ2
(1− ρ) +

1
λ2
, k ≥ 1. (3.20)

Por otra parte, respecto al segundo sumando: puesto que {An} es un proceso EAR(1), se sabe que su

correlación serial es ρA(k) = ρk, y por consiguiente E[AnAn+k] = ρA(k)Var(A)+E2[A] = ρk 1
λ2 + 1

λ2 .

Sustituyendo estos dos últimos resultados en (3.18)

E[XnXn+k] = β(1− β)
[
ρk−1

λ2
(1− ρ) +

1
λ2

]
+ (1− β)2

[
ρk + 1
λ2

]
+

β

λ2

= β(1− β)(1− ρ)
ρk−1

λ2
+ (1− β)2

(
ρk

λ2

)
+

1
λ2
.

Entonces

ρ(1) = Corr(Xn, Xn+1) = β(1− β)(1− ρ) + (1− β)2ρ = g(β, ρ) (3.21)

y en general

ρ(k) = Corr(Xn, Xn+k) = ρk−1g(β, ρ), k = 1, 2, . . . . (3.22)

Vale la pena distinguir que cuando

ρ = 0, tenemos la correlación del proceso EMA(1), (3.14), y si

β = 0, entonces la correlación es la del proceso EAR(1), (3.7).

Escribimos ρ(1), en la forma

ρ(1) = g(β, ρ) = β(1− β) + ρ(2β2 − 3β + 1) = β(1− β) + ρ(1− β)(1− 2β) = g1(β) + ρg2(β).

Tanto g1 como g2 son no negativas para β ∈[0,0.5]. Mientras que para β ∈(0.5,1] g1 se mantiene

no negativa y g2 cambia de signo alcanzando su mı́nimo absoluto en β=0.75 tomando un valor de

-0.125, para este mismo valor de β, g1 vale 0.1875.

Aśı pues cuando ρ = 1, g(β, 1) = g1(β)+g2(β) = β2−2β+1, que es un polinomio de segundo grado

con mı́nimo absoluto igual a 0 en β = 1. De hecho en el intervalo [0,1] g(β, 1) decrece monótonamente

de uno a cero. Para 0 ≤ ρ ≤ 1 fija, g(β, ρ) = g1(β) + ρg2(β) tiene un comportamiento totalmente

análogo, decrece monotonamente de ρ a cero. Teniendo aśı que ρ(k) es no negativa para toda k.

Distribución conjunta La transformada de Laplace de la distribución conjunta de Xn y Xn+1,

la obtenemos siguiendo la misma estrategia que hemos usado en los modelos anteriores

ΦXn,Xn+1(s1, s2) = E[exp(−s1Xn − s2Xn+1)]

= β2E[exp(−s1βεn − s2βεn+1)]
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+β(1− β)E[exp(−s1βεn − s2{βεn+1 +An})]

+β(1− β)E[exp(−s1{βεn +An−1} − s2βεn+1)]

+(1− β)2E[exp(−s1{βεn +An−1} − s2{βεn+1 +An})],

donde en el segundo y cuarto sumandos debemos de ser cuidadosos con An puesto que este término

no es independiente de εn. Sea ψ(s) la transformada de Laplace de los {εn} y φ(s) la transformada

de las {An} (ambas son iguales a λ/(λ + s), si hacemos la diferencia es para permitir una mejor

comprensión del desarrollo), entonces nos queda

ΦXn,Xn+1(s1, s2) = β2ψ(βs1)ψ(βs2)

+β(1− β)ρψ(βs1)ψ(βs2)φ(ρs2) + β(1− β)(1− ρ)ψ(βs1 + s2)ψ(βs2)φ(ρs2)

+β(1− β)ψ(βs1)φ(s1)ψ(βs2)

+(1− β)2ρψ(βs1)ψ(βs2)φ(s1 + ρs2) + (1− β)2(1− ρ)ψ(βs1 + s2)ψ(βs2)φ(s1 + ρs2).

Agrupando el primer y tercer término, y el segundo con el último, nos queda que

ΦXn,Xn+1(s1, s2) = βψ(βs1)ψ(βs2)
[
β + (1− β)φ(s1)

]
+
[
ρψ(βs1) + (1− ρ)ψ(βs1 + s2)

]
ψ(βs2)

[
β(1− β)φ(ρs2) + (1− β)2φ(s1 + ρs2)

]
= βψ(βs1)ψ(βs2)

(
λ+ βs1
λ+ s1

)
+
(

λ(λ+ βs1 + ρs2)
(λ+ βs1)(λ+ βs1 + s2)

)
ψ(βs2)

(
(1− β)λ(λ+ βs1 + ρs2)
(λ+ ρs2)(λ+ s1 + ρs2)

)
.

Finalmente

ΦXn,Xn+1(s1, s2) =
(

λ

λ+ βs1

)(
λ

λ+ βs2

)
×
[
β(λ+ βs1)
(λ+ s1)

+
(1− β)λ(λ+ βs1 + ρs2)2

(λ+ βs1 + s2)(λ+ ρs2)(λ+ s1 + ρs2)

]
. (3.23)

El lector puede comprobar que si

β = 0, entonces se tiene la transforma de Laplace del modelo EAR(1), (3.8), y cuando

ρ = 0, entonces tenemos la transformada de Laplace del modelo EMA(1), (3.15).

Por último, escribimos el proceso EARMA(1,1) descrito por las ecuaciones (3.16) y (3.17) en la

siguiente forma:

Sean {Un} y {Vn} sucesiones independientes de v.a.’s i.i.d. tales que, P[Un = 0] = 1 − P[Un = 1]

= β ∈ [0, 1] y, P[Vn = 0] = 1− P[Vn = 1] = ρ ∈ [0, 1].

Entonces el proceso EARMA(1,1), toma la forma

Xn = βεn + UnAn−1, (3.24)
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con

An = ρAn−1 + Vnεn, (3.25)

n = 1, 2, . . ., y {εn} una sucesión de v.a.’s independientes Exponenciales(λ).

Esta notación no representa ventaja alguna con respecto a la anterior. Pero nos permite visualizar

su estrecha relación con respecto al primer gran intento de definir una clase de modelos de series

de tiempo con valores discretos análoga a la familia ARMA, los modelos DARMA. Modelos que a

continuación estudiamos.

3.2. Modelos discretos generados por mezclas

Hasta antes de los modelos que serán estudiados en esta sección sólo se contaba con modelos

de cadenas de Markov para analizar sucesiones dependientes de v.a.’s discretas.

Sin embargo estos modelos suelen tener dos inconvenientes:

1. Estar sobreparametrizados.

2. Frecuentemente se presentan datos cuya estructura se puede mostrar que no es de Markov,

al menos no de primer orden. Cadenas de Markov de orden más alto pueden usarse pero esto

sólo empeora el inconveniente anterior.

Los modelos DARMA sin embargo permiten trabajar con sucesiones de v.a.’s discretas que no son

de Markov.

3.2.1. DARMA(1, N + 1)

Sea {Yn} una sucesión de v.a.’s i.i.d. que toma valores en un subconjunto contable E de la ĺınea

real con distribución π, esto es, P[Yn = i] = π(i) para toda i ∈ E.

Sean {Un} y {Vn} sucesiones independientes de v.a.’s i.i.d. que toman el valor 0 y 1 de la siguiente

manera,

P[Un = 1] = β y P[Vn = 1] = ρ,

con 0 ≤ β ≤ 1 y, 0 ≤ ρ < 1, fijas.

Sea {Dn} una sucesión de v.a.’s i.i.d., tal que

P[Dn = i] = δi, i = 0, 1, 2, . . . N,

con N un entero no negativo fijo.

La primer clase de modelos para series de tiempo con valores discretos que estudiaremos, es la clase

DARMA(1,N + 1) (Discreto de mezclas Autoregresivo-Promedios Móviles de orden uno y N + 1,
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respectivamente). Ésta fue publicada en 1978 por Jacobs y Lewis, en dos diferentes art́ıculos, y

está definida como

Xn = UnYn−Dn + (1− Un)Zn−(N+1), (3.26)

n = 1, 2, . . . ,

con componente autoregresiva

Zn = VnZn−1 + (1− Vn)Yn, (3.27)

n = −N,−N + 1,−N + 2, . . . ,

Estacionariedad De (3.27) observamos que la v.a. Zn puede ser expandida hacia atrás, y ob-

tener Zn = Yn−j con probabilidad ρj(1− ρ) para 0 ≤ j ≤ N +n, y Zn = Z−(N+1) con probabilidad

ρN+n+1. Esto es, Zn es una mezcla de las v.a.’s Yn, Yn−1, . . . , Y−N , y Z−(N+1).

Afirmación: Si empezamos el proceso con Z−(N+1) teniendo distribución π independiente de

{Yn;n ≥ −N}, {Un},{Vn} y {Dn}, entonces {Xn} forma una sucesión estacionaria de v.a.’s depen-

dientes discretas con distribución marginal π.

Demostración: Por la observación anterior, para cualquier i ∈ E

P[Zn = i] =
N+n∑
j=0

P[Yn−j = i]ρj(1− ρ) + P[Z−(N+1) = i]ρN+n+1

=
N+n∑
j=0

π(i)ρj(1− ρ) + π(i)ρN+n+1 = π(i), (3.28)

para n = −N,−N + 1,−N + 2, . . ..

Para {Yn−Dn}, tenemos

P[Yn−Dn = i] =
N∑

j=0

P[Yn−j = i,Dn = j] = π(i)
N∑

j=0

P[Dn = j] = π(i), (3.29)

para todo i ∈ E y n = 1, 2, . . .. Entonces

P[Xn = i] = βP[Yn−Dn = i] + (1− β)P[Zn−(N+1) = i] = π(i),

para todo i ∈ E y n = 1, 2, . . .. t

Correlación serial Aunque las Xn tienen distribución estacionaria π, no son independientes

como las Yn, de hecho la covarianza entre Xn+j y Xn, es

Cov(Xn+j , Xn)

= Cov(Un+jYn+j−Dn+j + (1− Un+j)Zn+j−(N+1), UnYn−Dn + (1− Un)Zn−(N+1))
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= β2Cov(Yn+j−Dn+j , Yn−Dn)

+β(1− β)
[
Cov(Yn+j−Dn+j , Zn−(N+1)) + Cov(Yn−Dn , Zn−(N+1)+j)

]
+(1− β)2Cov(Zn−(N+1)+j , Zn−(N+1)). (3.30)

Examinemos con detenimiento cada uno de los cuatro sumandos.

Para el primero se tiene que, si j > N

Cov(Yn+j−Dn+j , Yn−Dn) = 0, (3.31)

para esto basta ver que n+ j −Dn+j 6= n−Dn, para toda n y Dn.

Mientras que para 1 ≤ j ≤ N , si Dn+j = k y Dn = k − j, obtenemos la varianza de {Yn}. Ahora

bien, como Dn ∈ {0, 1, . . . , N} se tiene que k debe empezar en j y terminar en N . Por lo tanto

Cov(Yn+j−Dn+j , Yn−Dn) = Var(Y1)
∑N

k=j P[Dn+j = k]P[Dn = k − j].

Entonces,

Corr(Yn+j−Dn+j , Yn−Dn) =
N∑

k=j

δkδk−j =
N−j∑
k=0

δkδk+j (3.32)

Para el segundo sumando es claro que siempre se cumple la relación n+ j −Dn+j > n− (N + 1),

por lo tanto

Corr(Yn+j−Dn+j , Zn−(N+1)) = 0, para j ≥ 1. (3.33)

Para que el tercer sumando tenga valor distinto de cero, necesitamos n −Dn ≤ n − (N + 1) + j,

o equivalentemente (N + 1) − j ≤ Dn ≤ N , entonces si 1 ≤ j ≤ N , Dn tomará valores desde

(N + 1)− j hasta N , mientras que para j > N , Dn va de cero a N . Aśı entonces, para 1 ≤ j ≤ N ,

Cov(Yn−Dn , Zn−(N+1)+j)

=
N∑

k=N+1−j

Cov(Yn−k, Zn−(N+1)+j)P[Dn = k]

= (1− ρ)Var(Yn−(N+1)+j)δN+1−j + ρ(1− ρ)Var(Yn−(N+2)+j)δN+2−j

+ρ2(1− ρ)Var(Yn−(N+3)+j)δN+3−j + . . .+ ρj−1(1− ρ)Var(Yn−N )δN .

Como las Yn son idénticamente distribuidas

Corr(Yn−Dn , Zn−(N+1)+j) =
N∑

k=N+1−j

(1− ρ)ρk−(N+1−j)δk

= (1− ρ)ρ−(N+1−j)
N∑

k=N+1−j

ρkδk, 1 ≤ j ≤ N. (3.34)

Y para j > N ,

Corr(Yn−Dn , Zn−(N+1)+j) = (1− ρ)ρj−(N+1)
N∑

k=0

ρkδk. (3.35)
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Finalmente para el cuarto tenemos

Cov(Zn−(N+1)+j , Zn−(N+1))

= ρCov(Zn−(N+1)+j−1, Zn−(N+1)) + (1− ρ)Cov(Yn−(N+1)+j , Zn−(N+1)),

donde el segundo sumando es cero para toda j ≥ 1, y para el primero es fácil ver que

Cov(Zn−(N+1)+j , Zn−(N+1)) = ρjVar(Zn−(N+1)).

Por lo tanto

Corr(Zn−(N+1)+j , Zn−(N+1)) = ρj . (3.36)

Uniendo los cuatro términos se tiene que la correlación serial del proceso es la siguiente:

Si 1 ≤ j ≤ N

ρ(j) = Corr(Xn+j , Xn)

= β2
N−j∑
k=0

δkδk+j + β(1− β)(1− ρ)ρ−(N+1−j)
N∑

k=N+1−j

ρkδk + (1− β)2ρj (3.37)

y para j > N

ρ(j) = Corr(Xn+j , Xn) = β(1− β)ρj−(N+1)
N∑

k=0

ρk(1− ρ)δk + (1− β)2ρj . (3.38)

Note que la correlación del proceso es independiente de la distribución marginal estacionaria.

Además, observe que las correlaciones son todas no negativas.

DAR(1)

El proceso DAR(1) está definido por la ecuación (3.27).

Por razones de presentación abordamos su estudio en la siguiente subsección, DAR(p).

DMA(1)

El proceso DMA(N) está definido como Xn = Yn−Dn el cual no es de Markov en general.

Por (3.29), (3.31) y (3.32) tenemos que el proceso DMA(N) es estacionario con distribución marginal

π, y correlación

ρ(j) = Corr(Xn, Xn+j) =
N−j∑
k=0

δkδk+j , 1 ≤ j ≤ N

y ρ(j) = 0, para j > N .

Cuando N = 1, el proceso DMA(1) queda como

Xn =
{
Yn c.p. α,

Yn−1 c.p.(1− α).
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con α = δ0.

En este caso

ρ(1) = α(1− α) y ρ(j) = 0, j ≥ 2.

Longitud de una corrida Para i ∈ E fijo, definimos

Ti = inf{n ≥ 1;Zn 6= i} − 1,

como la longitud de una corrida de i, empezando al tiempo uno, y Ti ∈ {0, 1, . . .}
Deseamos calcular la E[Ti].

Sea a0 = 1 y an = P[Ti ≥ n] = P[X1 = X2 = · · · = Xn = i] para n ≥ 1, entonces

a1 = P[X1 = i] = π(i)

a2 = P[X1 = X2 = i] = απ(i)a1 + (1− α)π(i) [αa0 + (1− α)π(i)]

= απ(i)a1 + α(1− α)π(i)a0 + (1− α)2π(i)2.

Para aclarar un poco esta fórmula, presentamos el siguiente razonamiento

X2 =
{
Y2 c.p. α,

Y1 c.p.(1− α),
X1 =

{
Y1 c.p. α,

Y0 c.p.(1− α).

Caso 1: Con probabilidad α,X2 toma el valor Y2, luego le pido que tome el valor i, con probabilidad

π(i), y además necesito que X1 = i, que da el primer sumando de a2 (απ(i)a1).

Caso 2: Con probabilidad 1−α, X2 toma el valor Y1, pedimos que tome el valor i, entonces pueden

suceder dos cosas,

i) con probabilidad α, X1 = Y1, y ya acabamos ((1− α)π(i)α),

ii) con probabilidad 1− α, X1 = Y0, en tal caso pedimos que tome el valor i,

((1− α)π(i)(1− α)π(i)).

Para n = 3,

X3 =
{
Y3 c.p. α,

Y2 c.p.(1− α),
X2 =

{
Y2 c.p. α,

Y1 c.p.(1− α),
X1 =

{
Y1 c.p. α,

Y0 c.p.(1− α),

a3 = απ(i)a2 + (1− α)π(i)
[
αa1 + (1− α)π(i){αa0 + (1− α)π(i)}

]
= απ(i)a2 + α(1− α)π(i)a1 + α(1− α)2π(i)2 + (1− α)3π(i)3.

Explicación:

Caso 1: Con probabilidad α, X3 = Y3, pedimos que tome el valor i, y además necesitamos que

X2 = X1 = i. Todo esto sucede con probabilidad, απ(i)a2.

Caso 2: Con probabilidad 1− α, X2 = Y2, le pido que tome el valor i, entonces
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i) si X2 = Y2, con probabilidad α, sólo nos resta pedir que X1 = i ((1− α)π(i)αa1),

ii) si X2 = Y1, con probabilidad 1− α, pedimos que tome el valor i, y entonces

a) si X1 = Y1 con probabilidad α, ((1− α)π(i)(1− α)π(i)α),

b) si X1 = Y0 con probabilidad 1− α, pedimos que tome el valor i,

((1− α)π(i)(1− α)π(i)(1− α)π(i)).

En general se puede probar por inducción que

an = P[X1 = X2 = · · · = Xn = i]

= απ(i)an−1 + ᾱπ(i)

[
αan−2 + ᾱπ(i)

[
αan−3 + ᾱπ(i)

[
· · ·

· · · · · · {αa1 + ᾱπ(i)[αa0 + ᾱπ(i)]}
]]]

= απ(i)an−1 + αᾱπ(i)an−2 + αᾱ2π(i)2an−3 + · · · · · ·+ αᾱn−1π(i)n−1a0 + ᾱnπn,

con ᾱ = 1− α.

Entonces calculamos la esperanza de Ti como

E[Ti] =
∑∞

n=1 P[Ti ≥ n] =
∑∞

n=1 an

= a1

+απ(i)a1 +αᾱπ(i)a0 +ᾱ2π(i)2

+απ(i)a2 +αᾱπ(i)a1 +αᾱ2π(i)2a0 +ᾱ3π(i)3

+απ(i)a3 +αᾱπ(i)a2 +αᾱ2π(i)2a1 +αᾱ3π(i)3a0 +ᾱ4π(i)4

+ · · ·

Por lo tanto

E[Ti] =
∑∞

n=1 an

= a1 + απ(i)
∞∑

n=1

an + α(1− α)π(i)

[ ∞∑
n=0

an

]
+ α(1− α)2π(i)2

[ ∞∑
n=0

an

]
+ · · ·

· · ·+ α(1− α)nπ(i)n

[ ∞∑
n=0

an

]
+ · · · · · ·+

∞∑
n=2

(1− α)nπ(i)n

= a1 + απ(i)
∞∑

n=1

an +
∞∑

n=0

an

[
α(1− α)π(i)

1− (1− α)π(i)

]
+

(1− α)2π(i)2

1− (1− α)π(i)
.

Sustituyendo

E[Ti] = π(i) +
α(1− α)π(i) + (1− α)2π(i)2

1− (1− α)π(i)
+
[
απ(i) +

α(1− α)π(i)
1− (1− α)π(i)

]
E[Ti].

Agrupando términos

E[Ti] =
π(i)[1 + α(1− α)(1− π(i))]
{1− α(1− α)π(i)}{1− π(i)}

.
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Si α es cero o uno, {Xn} es una sucesión de v.a.’s independientes. En tal caso E[Ti] = π(i)/(1−π(i)),

mientras que para 0 ≤ α ≤ 1,

E[Ti] ≥
π(i)

1− π(i)
.

Esto significa que la longitud esperada de una corrida de i’s para el proceso DMA(1) es siempre

mayor o igual a la longitud esperada de una corrida de i’s para una sucesión de v.a.’s independientes.

Además, dada una distribución π, el máximo de E[Ti] ocurre en α = 1/2. En este caso

E[Ti] =
π(i)

1− π(i)

(
1 +

1
4− π(i)

)
.

Por último, es de mencionar que los autores muestran que el proceso DMA(1) es reversible en

el tiempo.

DARMA(1,1)

El proceso {Xn}, DARMA(1,1), está dado por

Xn =
{
Yn c.p. β,

Zn−1 c.p.(1− β)
y Zn =

{
Zn−1 c.p. ρ,

Yn c.p.(1− ρ),

el cual es no Markoviano en general.

En el proceso DARMA(1,1), hay una elección aleatoria entre Zn−1 y Yn. Zn−1 contiene toda la

información disponible del pasado y si Yn es escogida, entonces la memoria del proceso antes del

tiempo n es perdida para siempre.

Haciendo N = 0, (3.31)-(3.34) son cero y, de (3.35) y (3.36) se tiene que

ρ(j) = Corr(Xn, Xn+j) = ρj−1[β(1− β)(1− ρ) + (1− β)2ρ], j ≥ 1.

3.2.2. DAR(p)

El modelo DAR(p) es la generalización del modelo DAR(1), ec. (3.27). Permite generar una

sucesión estacionaria de v.a.’s discretas con dependencia de Markov de orden p y distribución

marginal dada.

Sea {Yn} y {Vn} como en la subsección 2.2.1.,y {An} una sucesión de v.a.’s independientes que

toma valores en {1, 2, . . . , p}, con p en los naturales y tal que

P[An = i] = αi, i = 1, 2, . . . , p.

con
∑p

i=1 αi = 1. Definimos el proceso DAR(p) (Discreto Autoregresivo de orden p) como

Xn = VnXn−An + (1− Vn)Yn, n = 1, 2, . . . . (3.39)
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Directamente de la definición se tiene

P[Xn+1 = j|Xn = i1, . . . , Xn−p+1 = ip] = (1− ρ)π(j) +
p∑

k=1

ραkIj(ik),

donde

Ij(ik) =
{

1 si ik = j,

0 e.o.c.

Estacionariedad La definición del proceso DAR(p) requiere la especificación de la distribución

conjunta del vector (X−p+1, . . . , X−1, X0) que haga a la sucesión {Xn} estacionaria.

En Jacobs y Lewis (1978c) se muestra que existe una única distribución ĺımite ν (con distribución

marginal π) para la cadena de Markov

{(Xn, Xn+1, . . . , Xn+p−1), n = 1, 2, . . .}.

Por lo tanto si usamos ν como la distribución inicial para (X−p+1, . . . , X−1, X0), el proceso {Xn},
DAR(p), es estacionario con distribución marginal π.

Correlación serial Sea {Xn} un proceso estacionario DAR(p) con distribución marginal π.

De (3.39) se tiene que Xn+k = Xn+k−j con probabilidad ραj , para j = 1, 2, . . . , p.

Entonces

Cov(Xn, Xn+1)

= ρ{E[XnXn+1−An ]− E[Xn]E[Xn+1−An ]}+ (1− ρ){E[XnYn+1]− E[Xn]E[Yn+1]}.

El segundo sumando es cero y por el primero se tiene que

Cov(Xn, Xn+1) = ρ

p∑
j=1

αjCov(Xn, Xn+1−j).

Por lo tanto

r(1) = ρα1r(0) + ρα2r(1) + · · ·+ ραpr(p− 1),

con r(k) = Corr(Xn, Xn+k).

Haciendo lo mismo con Xn+2, Xn+3, . . . obtenemos el conjunto completo de las ecuaciones de Yule-

Walker,
r(1) = ρα1r(0) +ρα2r(1) + · · · +ραpr(p− 1)

r(2) = ρα1r(1) +ρα2r(0) + · · · +ραpr(p− 2)
...

r(p) = ρα1r(p− 1) +ρα2r(p− 2) + · · · +ραpr(0)

y para k ≥ 1,

r(p+ k) = ρα1r(p+ k − 1) + ρα2r(p+ k − 2) + · · · +ραpr(k).
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Afirmación: Las correlaciones seriales del proceso DAR(p) son todas no negativas.

Demostración: Sea q(i), i ≥ 1 la probabilidad de que Xn y Xn+i tomen el mismo valor aleatorio

Yk con k ≤ n. Sea Rn el ı́ndice aleatorio de las Yk k ≤ n que Xn toma, i.e. Xn = YRn ,

E[XnXn+l] = E[YRnYRn+l
]

=
n∑

k=1

n+l∑
j=1

E[YkYj ]P[Rn = k,Rn+l = j]

=
n∑

k=1

E[Y 2
k ]P[Rn = Rn+l = k] +

n∑
k=1

n+l∑
j=1
j 6=k

E[YkYj ]P[Rn = k,Rn+l = j].

Puesto que las Yn, son v.a.’s i.i.d.

E[XnXn+1] = E[Y 2
1 ]P[Rn = Rn+l] + E2[Y1]P[Rn 6= Rn+l].

Restando E[Xn]E[Xn+l] = E[YRn ]E[YRn+l
] = E2[Y1]

Cov(Xn, Xn+l) = E[Y 2
1 ]P[Rn = Rn+l] + E2[Y1](P[Rn 6= Rn+l]− 1)

= Var(Y1)P[Rn = Rn+l],

entonces

r(l) = Corr(Xn, Xn+l) = P[Rn = Rn+l] = q(l), i ≥ 1.

Por lo tanto las correlaciones del proceso DAR(p) son todas no negativas. t

DAR(1)

El proceso DAR(1) está dado por

Xn = VnXn−1 + (1− Vn)Yn, n = 1, 2, . . . .

y ya ha sido tratado en la subsección 3.2.1, obteniéndose resultados como las condiciones de esta-

cionariedad y su correlación serial (ecs. (3.28) y (3.36)) bajo el enfoque de mezclas. No obstante,

presentamos de nuevo estos dos resultados pero bajo el punto de vista de cadenas de Markov y

utilizando la linealidad del proceso.

Directamente de la definición el proceso DAR(1) es una cadena de Markov (de orden 1) con matriz

de probabilidades de transición [P]i,j∈E , dada por

P[Xn+1 = j|Xn = i] = p(i, j) = (1− ρ)π(j) + ρIj(i),

con

Ij(i) =
{

1 si i = j,

0 e.o.c.
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Estacionariedad Por demostrar∑
i∈E

π(i)p(i, j) = π(j), j ∈ E.

Demostración: Sean i, j ∈ E,∑
i∈E

π(i)p(i, j) = (1− ρ)π(j)
∑
i∈E

π(i) + ρ
∑
i∈E

Ij(i)π(i)

= (1− ρ)π(j) + ρπ(j) = π(j).

Por lo tanto basta que X0 tenga distribución π para que el proceso sea estacionario. t

Cabe mencionar que se ha llevado un dirección opuesta a la que normalmente se lleva en la teoŕıa

de cadenas de Markov: primero hemos especificado la distribución estacionaria asociada a la cadena

y luego la matriz de transición. Además al cambiar el parámetro ρ no se afecta a la distribución

estacionaria, π.

Correlación serial Tomando esperanza condicional al proceso DAR(1)

E[Xn+1 | Xn = x] = ρx+ (1− ρ)E[Yn],

ya que la esperanza de {Yn} y {Xn} es la misma, aplicamos el Corolario 2.17, y corroboramos una

vez más que

Corr(Xn, Xn+k) = ρk, k = 0, 1, . . . .

Longitud de una corrida Para i ∈ E fijo, definimos Ti = inf{n ≥ 1;Zn 6= i} − 1, como antes.

Afirmación: Para este proceso, al igual que para el caso del modelo DMA(1), la longitud espe-

rada de una corrida de i’s, es mayor o igual que la de una sucesión de v.a.’s independientes.

Demostración: Para n ≥ 1,

P[Ti ≥ n] = P[Z1 = Z2 = . . . = Zn = i]

= P[Zn = i|Zn−1 = i]P[Zn−1 = i|Zn−2 = i] . . .P[Z1 = i] = π(i)p(i, i)n−1.

Y, P[Ti = 0] = 1− π(i).

Entonces calculamos la esperanza de Ti como

E[Ti] =
∞∑

n=1

P[Ti ≥ n] =
∞∑

n=1

π(i)P (i, i)n−1

= π(i)
1

1− P (i, i)
=

π(i)
(1− ρ)(1− π(i))

.
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Figura 3.1: Simulación de un proceso Poisson DAR(1), con λ = 5 y n = 100. En la parte superior:

ρ =0.3. En la parte inferior: ρ =0.7.
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Figura 3.2: Simulación de un proceso Binomial DAR(1), con N = 10, p =0.5 y n = 100. En la parte

superior: ρ =0.3. En la parte inferior: ρ =0.7.
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Si ρ = 0, entonces Zn = Yn, i.e. {Zn} es una sucesión de v.a.’s independientes y

E[Ti] = π(i)/(1− π(i)). Mientras que para 0 ≤ ρ < 1

E[Ti] ≥
π(i)

1− π(i)
,

como afirmamos. Además note que este incremento es constante para todos los estados (1/(1−ρ)).
t
Por otra parte resulta un cálculo muy simple la P[Ti = n].

Para n ≥ 1,

P[Ti = n] = P[Ti ≥ n]− P[Ti ≥ n+ 1] = π(i)P (i, i)n−1[1− P (i, i)]. t

Las figuras 3.1 y 3.2 muestran simulaciones de procesos DAR(1) con distribución marginal Poisson

y Binomial respectivamente.

3.2.3. DARMA(p, N + 1)

Sean {Yn}, {Un}, {Vn}, {An} y, {Dn} como hasta ahora. El proceso DARMA(p,N+1) (Discreto

de mezclas Autoregresivo-Promedios Móviles de orden p y N + 1, respectivamente) está definido

como

Xn = UnYn−Dn + (1− Un)Zn−(N+1), (3.40)

n = 1, 2, . . . ,

con cola autoregresiva dada por

Zn = VnZn−An + (1− Vn)Yn, (3.41)

n = −N,−N + 1, . . . .

Como podemos observar este modelo conjunta a los 2 anteriores.

Estacionariedad Si {Z−N−p, Z−N−(p−1), . . . , Z−N−1} tiene distribución conjunta ν como en la

subsección 3.2.2, DAR(p), el proceso DARMA(p,N + 1), {Xn; n = 1, 2, . . .} es estacionario con

distribución marginal π.

Correlación serial Sea {Xn} un proceso estacionario DARMA(p,N + 1).

Sea rA(k) = Corr(Zn, Zn+k), k ≥ 1, que sabemos se obtiene mediante las ecuaciones de Yule-Walker

(subsección anterior).

Por otra parte,

Cov(Zn, Yn) = ρ(E[Zn−AnYn]− E[Zn−An ]E[Yn]) + (1− ρ)(E[Y 2
n ]− E[Yn]E[Yn]),
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puesto que el primer término es cero se tiene que

Corr(Zn−N , Yn−N ) = (1− ρ). (3.42)

Sea rB(k) = Corr(Zn+k−(N+1), Yn−Dn) =
∑N

j=0 Corr(Zn+k−(N+1), Yn−j)δj . Para que la correlación

sea distinta de cero necesitamos que n+ k − (N + 1) ≥ k − j o equivalentemente j ≥ (N + 1)− k.

Entonces para

k = 0,

rB(0) = 0.

k = 1,

rB(1) = δNCorr(Zn+1−(N+1), Yn−N ) = δN (1− ρ).

k = 2,

rB(2) = δN−1Corr(Zn+2−(N+1), Yn−(N−1)) + δNCorr(Zn+2−(N+1), Yn−N )

= δN−1(1− ρ) + δNρα1Corr(Zn+1−(N+1), Yn−N ) = δN−1(1− ρ) + ρα1rB(1).

k = 3,

rB(3) = δN−2Corr(Zn+3−(N+1), Yn−(N−2))

+δN−1Corr(Zn+3−(N+1), Yn−(N−1)) + δNCorr(Zn+3−(N+1), Yn−N )

= δN−2(1− ρ) + δN−1ρα1Corr(Zn+2−(N+1), Yn−(N−1))

+δN [ρα1Corr(Zn+2−(N+1), Yn−N ) + ρα2Corr(Zn+1−(N+1), Yn−N )]

= δN−2(1− ρ) + ρα1rB(2) + ρα2rB(1).

Y en general se puede comprobar que

rB(k) = δN−(k−1)(1− ρ) + ρα1rB(k − 1) + ρα2rB(k − 2) + . . .+ ραk−1rB(1) + ραkrB(0)

= δN−(k−1) +
k∑

i=1

ραirB(k − i), k ≥ 1,

donde αi = 0 si i > p, y δj = 0 si j < 0.

Ahora,

Cov(Xn, Xn+k) = β2(E[Yn−DnYn+k−Dn+k
]− E[Yn−Dn ]E[Yn+k−Dn+k

])

+β(1− β)(E[Yn−DnZn+k−(N+1)]− E[Yn−Dn ]E[Zn+k−(N+1)])

+β(1− β)(E[Yn+k−Dn+k
Zn−(N+1)]− E[Yn+k−Dn+k

]E[Zn−(N+1)])

+(1− β)2(E[Zn+k−(N+1)Zn−(N+1)]− E[Zn+k−(N+1)]E[Zn−(N+1)]).
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El tercer término es cero pues n+ k −Dn+k > n− (N + 1) para toda k ≥ 0.

Mientras que el primero, si 1 ≤ k ≤ N

β2(E[Yn−DnYn+k−Dn+k
]− E[Yn−Dn ]E[Yn+k−Dn+k

]) = β2
N−k∑
i=0

δiδi+kVar(Y1).

Por lo tanto, {r(k)} con r(k) = Corr(Xn, Xn+k) puede ser obtenido mediante el sistema de ecua-

ciones

r(1) = β2
N−1∑
i=0

δiδi+1 + β(1− β)rB(1) + (1− β)2rA(1)

r(2) = β2
N−2∑
i=0

δiδi+2 + β(1− β)rB(2) + (1− β)2rA(2)

...

r(N) = β2δ0δN + β(1− β)rB(N) + (1− β)2rA(N)

r(N + k) = β(1− β)rB(N + k) + (1− β)2rA(N + k), k ≥ 1.

Las correlaciones de este proceso al igual que en el caso del modelo DAR(p) son todas no negativas

de hecho se puede usar exactamente la misma prueba.

3.2.4. NDARMA(p, N)

Una mezcla de un número finito de v.a.’s cada una con función de densidad de probabilidad π,

tiene función de densidad de probabilidad π aún si las v.a.s son dependientes. Basados en esto Jacobs

y Lewis (1983) presentaron un Nuevo modelo en el que, a diferencia del proceso DARMA(p,N+1),

la autoregresión no está definida sobre una cola autoregresiva sino sobre śı misma:

Sea {Vn},{An} y {Dn} como antes. Definimos el proceso {Xn} NDARMA(p,N + 1) como

Xn = VnXn−An + (1− Vn)Yn−Dn , (3.43)

n = 1, 2 . . . .

Entonces con probabilidad ρ, Xn es uno de los p valores anteriores Xn−1, Xn−2, . . . , Xn−p y con

probabilidad (1− ρ) es una mezcla de las Yk’s, n−N ≤ k ≤ n.

Obsérvese que si ρ = 0 entonces {Xn} es el proceso DMA(N) y si P[Dn = 0] = 1 entonces {Xn} es

el proceso DAR(p).

Estacionariedad Jacobs y Lewis (1983) prueban que el proceso NDARMA(p,N) es estacionario

con distribución marginal π.
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Correlación serial La correlación serial para un proceso estacionario NDARMA(p,N) satisface

las ecuaciones de Yule-Walker para un proceso ARMA(p,N) con restricciones en el rango de los

coeficientes.

Sea rB(i) = Corr(Xn, Yn−i), la cual se puede calcular recursivamente mediante

rB(0) = Corr(Xn, Yn) = ρCorr(Xn−An , Yn) + (1− ρ)Corr(Yn−Dn , Yn) = (1− ρ)δ0.

rB(1) = Corr(Xn, Yn−1) = ρCorr(Xn−An , Yn−1) + (1− ρ)Corr(Yn−Dn , Yn−1)

= ρα1Corr(Xn−1, Yn−1) + (1− ρ)δ1

= ρα1rB(0) + (1− ρ)δ1.

rB(2) = Corr(Xn, Yn−2) = ρCorr(Xn−An , Yn−2) + (1− ρ)Corr(Yn−Dn , Yn−2)

= ρα1Corr(Xn−1, Yn−2) + ρα2Corr(Xn−2, Yn−2) + (1− ρ)δ2

= ρα1rB(1) + ρα2rB(0) + (1− ρ)δ2.

En general, es sencillo ver que

rB(i) = ρα1rB(i− 1) + ρα2rB(i− 2) + · · ·+ ραirB(0) + (1− ρ)δi,

donde αi = 0 si i > p, y δj = 0 si j > N .

Sea r(k) = Corr(Xn, Xn+k)

= ρ

p∑
i=1

αiCorr(Xn, Xn+k−i) + (1− ρ)
N∑

i=k

δiCorr(Xn, Yn+k−i),

entonces, para 1 ≤ k ≤ N

r(k) = ρα1r(k − 1) + ρα2r(k − 2) + · · ·+ ραpr(k − p) + (1− ρ)
N∑

i=k

δirB(i− k), (3.44)

con r(0) = 1.

Cuando k > N el último término desaparece.

Las correlaciones seriales del proceso NDARMA(p,N) son todas no negativas. El argumento es el

mismo que se usó para el modelo DAR(p).
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NDARMA(1,1)

El proceso {Xn} NADRMA(1,1) viene dado por

Xn =


Xn−1 c.p. ρ,

Yn c.p. (1− ρ)δ0,

Yn−1 c.p. (1− ρ)(1− δ0),

con 0 ≤ δ0 ≤ 1 y 0 ≤ ρ < 1.
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Figura 3.3: Simulación de un proceso Poisson NDARMA(1), con λ = 5, n = 100 y δ0=0.5. En la

parte superior: ρ =0.3. En la parte inferior: ρ =0.7.

En este caso α1 = 1, entonces por (3.44)

r(1) = ρ+ (1− ρ)δ1rB(0)

= ρ+ (1− ρ)2δ0(1− δ0)

y

r(k) = ρr(k − 1), k > 1.

Por lo tanto

r(k) = Corr(Xn, Xn+k) = ρk−1[ρ+ (1− ρ)2δ0(1− δ0)], k > 0.

Las figuras 3.3 y 3.4 muestran las simulaciones de procesos NDARMA(1,1) con marginal Poisson

y Binomial respectivamente.
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Figura 3.4: Simulación de un proceso Binomial NDARMA(1), con N = 10, p =0.5, n = 100 y

δ0 = 0,5. En la parte superior: ρ =0.3. En la parte inferior: ρ =0.7.



Caṕıtulo 4

Sobre descomponible-por śı misma

Este caṕıtulo pretende servir como un puente entre nuestro caṕıtulo anterior y el siguiente. Ilus-

tramos el concepto de descomponible-por śı misma (S-D) para variables aleatorias en R+. Concepto

que de manera impĺıcita fue usado en el caṕıtulo anterior. Es un resultado bien sabido que una

distribución (no degenerada) descomponible-por śı misma es absolutamente continua.

Introducimos el operador de adelgazamiento Binomial que nos permitirá dar un concepto de

descomponibilidad-por śı misma para variables aleatorias con valores en los enteros no negativos.

Fue a partir de este operador de donde surgió la posibilidad de crear modelos para series de tiempo

con valores discretos con estructura semejante a la de sus análogos continuos AR y MA, sobre todo

de orden uno. Modelos que serán abordados en detalle en el siguiente caṕıtulo.

La teoŕıa de descomponibilidad-por śı misma es bastante extensa. Nos limitaremos a presentar

algunos conceptos y resultados que son básicos en nuestro estudio sin entrar en demaśıa en los

detalles. Para una visión más profunda del tema exhortamos al lector a que consulte el texto de

Steutel y van Harn (2004).

4.1. Descomponibilidad-por śı misma

Definición 4.1 Una variable aleatoria X se dice que es descomponible-por śı misma (S-D) si para

todo α ∈ (0, 1) existe una v.a. Xα tal que

X
d=αX + Xα, (4.1)

y en el lado derecho X y Xα son independientes.

Claramente descomponibilidad por śı misma es una propiedad de la distribución de X, por lo que

ésta también recibe dicho nombre.

Obviamente toda distribución degenerada es S-D. Además se sabe que toda distribución S-D es

unimodal.
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Si X toma valores en R+ entonces sus componentes Xα también. En este caso usaremos transfor-

madas de Laplace para escribir (4.1).

Definición 4.2 Sea X una v.a. con valores en R+ y transformada de Laplace ΦX . X (o su dis-

tribución) es descomponible-por śı misma si y solo si para todo α ∈ (0, 1), existe una transformada

de Laplace Φα tal que

ΦX(s) = ΦX(αs)Φα(s). (4.2)

Ya que la transformada de Laplace (T.L.) es siempre positiva, la relación (4.2) puede ser escrita

como

Φα(s) =
ΦX(s)
ΦX(αs)

. (4.3)

Es claro entonces que las distribuciones de las componentes Xα de X en (4.1) están determinadas

de manera única por X.

Conviene saber dos cosas sobre distribuciones descomponibles-por śı mismas:

1. La clase de distribuciones descomponibles-por śı mismas es una amplia subclase de las distribu-

ciones infinitamente-divisibles.

Estas últimas se encuentran definidas de la siguiente manera

Definición 4.3 Una v.a. X se dice que es infinito-divisible (I-D) si para todo n ∈ N existen

Xn,1, Xn,2, . . . , Xn,n v.a.’s independientes tales que

X
d=Xn,1 + · · ·+ Xn,n, (4.4)

y Xn,j
d=Xn para toda j y alguna Xn llamada el factor de orden n-ésimo de X.

El termino infinito-divisible también aplica a la distribución de X. Se sigue que una función de

distribución F es I-D si y solo si para todo n ∈ N, F es la n-ésima convolución de una función de

distribución Fn con ella misma. Y si X posee T.L., ΦX , entonces X es I-D si y solo si para toda

n ∈ N, ΦX es la n-ésima potencia de una T.L. Φn:

F = Fn~(n), n ∈ N; ΦX(s) = {Φn(s)}n, n ∈ N, (4.5)

donde ~ denota convolución.

Aśı mismo se tiene de la definición que si X es I-D entonces cX también lo es, para cualquier c ∈ R;

y si X y Y son independientes e I-D ambas, entonces X + Y es I-D, se dice entonces que la clase

infinitamente-divisible se preserva bajo convolución.

De (4.5) se obtiene el siguiente resultado:

Proposición 4.4 Una v.a. X con T.L. ΦX es infinito-divisible si y solo si Φt
X es una T.L. para

todo t ∈ (0,∞).
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Ejemplo 4.5 Sea µ ∈ R y σ > 0. Si X tiene distribución Normal(µ, σ2), X es infinito-divisible.

Para n ∈ N el factor de orden n-ésimo Xn tiene distribución Normal(µ/n, σ2/n). t

Ejemplo 4.6 Sea k > 0 y λ > 0. Si X tiene distribución Gamma(k, λ), con función de densidad

fX(x) =
λk

Γ(k)
xk−1e−λx, (4.6)

X es infinito-divisible. Para n ∈ N el factor de orden n-ésimo Xn tiene distribución Gamma(k/n, λ).

Obsérvese que si k = 1 se tiene que la distribución Exponencial(λ) es infinito-divisible. t

2. Toda distribución (no degenerada) descomponible-por śı misma es absolutamente continua

(Steutel y van Harn (2004), pgs. 235 y 278), por lo que una variable aleatoria discreta (con

valores en N0) no podrá serlo.

¿Habrá alguna manera análoga a (4.1) para definir descomponibilidad-por śı misma para v.a.’s con

valores en los enteros no negativos?, y en caso afirmativo, ¿qué significará ello?

Antes de responder a estas interrogantes presentamos el siguiente ejemplo para ilustra el uso de

S-D.

4.1.1. GAR(1)

Consideremos nuestro proceso estacionario AR(1)

Xn = ρXn−1 + εn, n = 0,±1,±2, . . . , (4.7)

con |ρ| ≤ 1 y, {εn} una sucesión de v.a.’s i.i.d.

En este apartado nos planteamos el siguiente problema: ¿es posible obtener un proceso estacionario

con distribución marginal Gamma(k, λ) que cumpla con el modelo (4.7)?

En el caṕıtulo anterior hemos visto que si pretendemos que las {Xn} tengan distribución marginal

positiva es necesario pedir ρ ∈ [0, 1). Además, encontramos que si supońıamos estacionariedad y

dábamos la distribución para las Xn’s la ecuación que determinaŕıa la distribución de las εn, es

Φε(s) =
ΦX(s)
ΦX(ρs)

. (4.8)

Que esta última sea la transformada de Laplace de una distribución (para todo ρ ∈ (0, 1)) no es

otra cosa sino saber si X es descomponible-por śı misma. Se tiene entonces que:

Todas las distribuciones que sean descomponibles-por śı mismas pueden ser distribu-

ciones marginales para la solución estacionaria de la ecuación (4.7).
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Queda resuelta aśı, la primera pregunta que se planteó en este trabajo (pg. 20).

Nuestro problema es ahora, saber si la distribución Gamma(k, λ) es S-D y en tal caso deducir cómo

son las εn.

La transformada de Laplace para una variable aleatoria X, con función de densidad como en (4.6),

está dada por ΦX(s) = ( λ
λ+s)

k, sustituyendo en (4.8) se tiene,

Φε(s)

=
(

λ + ρs

λ + s

)k

=
(

ρ + (1− ρ)
λ

λ + s

)k

. (4.9)

Por el Ejemplo III.11.8 de Steutel y van Harn (2004), con ρ = λ/λ+a, se tiene que (λ+ρs)/(λ+s) es

una T.L. infinitamente-divisible. Lo que asegura, Proposición 4.4, que
(

λ+ρs
λ+s

)k
es una transformada

de Laplace para cualquier k positiva. Por lo tanto X es descomponible-por śı misma.

Tenemos entonces la mitad del problema, tal vez menos, resuelto. Ahora la interrogante es: ¿cuál

es la distribución que está impĺıcita en (4.9)? Uno puede ver que cuando k ∈ {1, 2, 3, . . .}, ε es una

mezcla finita de distribuciones Gamma. Por ejemplo cuando k = 2,

Φε(s) = ρ2 + 2ρ(1− ρ)
λ

λ + s
+ (1− ρ)2

(
λ

λ + s

)2

, (4.10)

que es una v.a. que con probabilidad ρ2 toma el valor 0, con probabilidad 2ρ(1 − ρ) es una v.a.

Exponencial(λ) y con (1− ρ)2 una v.a. Gamma(λ, 2).

¿Y cuándo k no es un entero -positivo-? Lawrance (1982) mostró que la variable aleatoria de

innovación, εn, con transformada de Laplace (4.9), puede ser generada como

εn =
N∑

r=1

ρUrYr, para cada n, (4.11)

donde

{Yr} es una sucesión de v.a.’s i.i.d. con distribución Exponencial(λ),

{Ur} una sucesión de v.a.’s i.i.d. con distribución Uniforme(0,1),

N una v.a. Poisson con media k ln(1/ρ),

{Yr}, {Ur} y N , son independientes.

Proposición 4.7 La transformada de Laplace de (4.11) es (4.9).

Demostración: Haciendo uso del Teorema 2.23, se tiene que la distribución de Z = ρU , con

ρ ∈ (0, 1) y U una v.a. Uniforme(0,1) es

fZ(z) = −1
z

1
ln(ρ)

, z ∈ (ρ, 1). (4.12)
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Entonces si Y es una v.a. Exponencial(λ) independiente de U , y s > 0

E[e−sZY ] = −
∫ 1

ρ

∫ ∞

0
e−szy 1

z

1
ln(ρ)

λe−λy dy dz

= − 1
ln(ρ)

∫ 1

ρ

λ

z

∫ ∞

0
e−y(λ+sz) dy dz

= − 1
ln(ρ)

∫ 1

ρ

λ

z

1
λ + sz

dz = − 1
ln(ρ)

ln
[
z(λ + s)
λ + sz

] ∣∣∣∣∣
1

ρ

=
ln
[

ρ(λ+s)
λ+ρs

]
ln(ρ)

=
ln(ρ)− ln(λ + ρs) + ln(λ + s)

ln(ρ)

= 1−
ln
(

λ+ρs
λ+s

)
ln(ρ)

. (4.13)

La T.L. de una v.a. Poisson compuesta es un cálculo bastante sencillo y conocido, que se encuentra

más abajo. En particular para εn como en (4.11),

Φεn(s) = ΦN (− ln{ΦR(s)}) , (4.14)

donde R = ZY , con Z y Y como arriba.

Sustituyendo (4.13) y recordando que la T.L. para una v.a. Poisson(h) es ΦX(s) = eh(e−s−1). En

particular si h = −k ln(ρ), ΦX(s) = exp{−k ln(ρ)[e−s − 1]}. Aśı entonces,

Φεn(s) = exp{−k ln(ρ)(eln(ΦR(s)) − 1)}

= exp{−k ln(ρ)(ΦR(s)− 1)} = exp
[
k ln

(
λ + ρs

λ + s

)]
,

que es la misma que (4.9). t

Acabamos de probar que el termino de innovación εn en (4.7) tiene distribución Poisson compuesta

como en (4.11). Esta forma nos permite generar εn y por lo tanto el modelo GAR(1) (Gamma Au-

toregresivo de orden 1) para cualquier par de valores k y ρ, incluso cuando éstos son muy pequeños.

Por último, la T.L. de una v.a. Poisson compuesta se puede obtener de la siguiente manera.

Proposición 4.8 Sea M =
∑B

i=1 Wi, con W1,W2 . . . v.a.’s i.i.d. y B una v.a. independiente de Wi

para toda i, entonces la transformada de Laplace de M , ΦM (t), está dada por

ΦM (t) = E
[
(ΦW (t))B

]
.
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Demostración: ΦM (t) = E[e−tM ] = E[e−t(W1+W2+...+WB)]

= E

[
B∏

i=1

e−tWi

]
= E

[
E

[ B∏
i=1

e−tWi | B
]]

= E

[
B∏

i=1

E
[
e−tWi | B

] ]
= E

[
B∏

i=1

E
[
e−tWi

] ]

= E

[
B∏

i=1

ΦWi(t)

]
= E

[
(ΦW (t))B

]
.

Que podemos reescribirlo como

ΦM (t) = E
[
(ΦW (t))B

]
= E

[
eB ln{ΦW (r)}

]
= ΦB (− ln{ΦW (t)}) ,

siempre que 0 < ΦW (t) < 1, condición que asegura la positividad del argumento. En nuestro caso,

ya que ρ ∈ (0, 1) y s > 0, nos queda que ΦR(s) cumple con esta condición. t

Estacionariedad Por construcción el proceso es estacionario con distribución marginal Ga-

mma(k,λ), siempre que X0 tenga dicha distribución.

Correlación Serial Sabemos que Φ′
ε(0) = −E[ε]. Calculando esta derivada se obtiene que E[ε] =

(1− ρ) k
λ .

Además como Xn se distribuye Gamma(k, λ) se tiene que E[Xn] = k
λ , por lo tanto del Corolario

2.17 se tiene que

ρ(k) = ρk, k = 0, 1, . . . .

Distribución Conjunta La transformada de Laplace de la distribución conjunta de Xn y Xn+1

es

ΦXn,Xn+1(s1, s2) = E[exp(−s1Xn − s2Xn+1)]

= ΦX(s1 + ρs2)Φε(s2)

=
(

λ

λ + s1 + ρs2

)k (
ρ + (1− ρ)

λ

λ + s2

)k

=
(

ρ
λ

λ + s1 + ρs2
+ (1− ρ)

λ

λ + s1 + ρs2

λ

λ + s2

)k

.

Ya que esta última es no simétrica en s1 y s2, se sigue que el proceso es no reversible en el tiempo.
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Esperanza y Varianza Condicionales Consideremos Xn y Xn+1.

E[Xn+1|Xn = x] = ρx + E[εn+1] = ρx + (1− ρ)
k

λ
,

E[X2
n+1|Xn = x] = ρ2x2 + 2ρxE[εn+1] + E[ε2

n+1].

Derivando dos veces la transformada de Laplace de εn (4.9), y evaluando en cero se obtiene el

último sumando, quedando

E[X2
n+1|Xn = x] = ρ2x2 + 2ρx(1− ρ)

k

λ
+

k

λ2
(ρ− 1)(kρ− k − ρ− 1).

Aśı, la varianza condicional es

Var(Xn+1|Xn = x) = (1− ρ2)
k

λ2
,

que es una constante, igual a k veces la varianza condicional del proceso EAR(1).

4.2. Descomponible-por śı misma discreta

Definición 4.9 Sea X una variable aleatoria con valores en N0 := {0, 1, 2, . . .} y función de den-

sidad pk(= P [X = k]). La función generadora de probabilidad (f.g.p.) de X está definida como

PX : [0, 1] → [0, 1], con

PX(s) := E[sX ] =
∞∑

k=0

pk sk, 0 ≤ s ≤ 1.

Es inmediato que si X y Y son v.a.’s independientes entonces PX+Y = PXPY . Existe el teorema

de unicidad (PX = PY si y solo si X
d=Y ). Además, la densidad pk de X, puede obtenerse como

pk =
1
k!

P
(k)
X (0), k ∈ N0.

En la sección anterior nos planteamos la siguiente pregunta: ¿Podemos hablar de descomponibilidad-

por śı misma para v.a.’s con valores en N0?, ¿Habrá una forma análoga a (4.1) para definir

descomponibilidad-por śı mismas para estas variables aleatorias? La repuesta es śı.

En 1979 Steutel y van Harn presentaron un trabajo en el que propusieron, y de hecho establecieron,

el análogo discreto de S-D.

Sea X una v.a. con valores en N0 y α ∈ (0, 1). Para dar una definición de descomponible-por

śı misma para X es necesario reemplazar la multiplicación escalar αX en (4.1) por α ◦X, con

α ◦X = Y1 + Y2 + · · ·+ YX ,

donde Y1, Y2, . . . son v.a.’s i.i.d. Bernoulli de media α, e independientes de X. Si X = 0 la suma es

cero.
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Conviene definir α◦X también para α ∈ {0, 1}. De manera natural hacemos, 0◦X := 0 y 1◦X := 1.

Obsérvese que α ◦X, también es una v.a. con valores en N0 y definida en distribución por su f.g.p.

como

Pα◦X(s) = PX(1− α + αs). (4.15)

Algunos resultados como éste sobre el operador “ ◦ ” se encuentran al final del caṕıtulo.

Estamos ya listos para dar la definición de descomponibilidad-por śı misma caso discreto.

Definición 4.10 Una v.a. X que toma valores en N0 se dice que es descomponible-por śı misma

discreta si para todo 0 < α < 1, existe una v.a. Xα tal que

X
d=α ◦X + Xα, (4.16)

donde en el lado derecho α ◦X, y Xα son independientes.

Más adelante presentamos la función de densidad de α ◦ X, ec. (4.21), de ésta (y puesto que

0 < α < 1) se obtiene que P[α ◦X = 0] > 0. Esto implica que las componentes Xα de X, también

toman valores en N0. Por lo tanto podemos usar la f.g.p. para reescribir (4.16).

Definición 4.11 Sea X una v.a. con valores en N0 y f.g.p. PX . X (o su distribución) es S-D

discreta si y solo si para todo 0 < α < 1, existe una f.g.p. Pα tal que

PX(s) = PX(1− α + αs)Pα(s). (4.17)

Si definimos GX(s) := PX(1− s) y Gα(s) := Pα(1− s), (4.17) puede ser escrita como

GX(s) = GX(αs)Gα(s), (4.18)

que es más similar a (4.2) para el caso en R+. La demostración de (4.18) se encuentra al final del

caṕıtulo.

De la Proposición V.4.1. de Steutel y van Harn (2004) la componente Xα en (4.16) también toma el

valor cero con probabilidad positiva. De esto se deduce un resultado interesant́ısimo: distribuciones

degeneradas en N0 que son descomponibles-por śı mismas en el sentido clásico (Sección 3.1.) no

pueden ser S-D discretas. Más aún, ya que distribuciones (no degeneradas) descomponibles-por

śı mismas en R+ (y en todo R), son absolutamente continuas, se tiene que distribuciones con va-

lores en N0 no pueden ser ambas, descomponibles-por śı mismas discretas y descomponibles-por

śı mismas en el sentido clásico.

Por otra parte en analoǵıa a la sección anterior se sabe que:
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Proposición 4.12 Una distribución descomponible-por śı misma discreta es infinito-divisible discre-

ta.

Donde, una variable aleatoria X que toma valores en N0, se dice que es infinito-divisible discreta,

si cumple con la Definición 4.3 y además P[X = 0] > 0. En términos de su f.g.p. se tiene

Proposición 4.13 Una v.a. X con valores en N0 y f.g.p. PX , con PX(0) > 0, es infinito-divisible

discreta si y solo si P t
X es una f.g.p. para todo t ∈ (0,∞).

Ejemplo 4.14 Sea λ > 0. Sea X una v.a. con distribución Poisson(λ), pk = e−λ λk

k! , k ∈ N0. X

es I-D discreta con factor de orden n-ésimo Xn con distribución Poisson(λ/n). t

Ejemplo 4.15 Para r = 1, 2, . . . y θ ∈ (0, 1), sea X una v.a. con distribución Binomial Negativa(r, θ)

pk =
(

r + k − 1
k

)
θk(1− θ)r, k = 0, 1, . . . .

X es I-D discreta con factor de orden n-ésimo Xn con distribución Binomial Negativa(r/n, θ). Si

r = 1 obtenemos que la distribución Geométrica(θ) es I-D. t

Retomando nuestro estudio sobre descomponiblidad-por śı misma caso discreto, reescribimos la ec.

(4.17) como

Pα(s) =
PX(s)

PX(1− α + αs)
, (4.19)

y llamamos a esta función, la función-Pα de PX .

Proposición 4.16 Sea X una v.a. con valores en N0 y f.g.p. PX . X es S-D discreta si y solo si

para toda α ∈ (0, 1), la función-Pα de PX , es absolutamente monótona.

Donde, sea H una función que toma valores en R y dominio [0,1). Se dice que H es absolutamente

monótona si es no negativa y posee derivadas no negativas de todos los ordenes, esto es

H(n)(z) ≥ 0, n ∈ N0; 0 ≤ z < 1.

Considere el siguiente Teorema:

Teorema 4.17 Sea H : [0, 1) → R+. H es absolutamente monótona si y solo si existe una sucesión

{hk}k∈N0 de números no negativos tales que

H(z) =
∞∑

k=0

hkz
k, 0 ≤ z < 1.

A partir de este Teorema, la Proposición 4.16 es clara: La Definición 4.11 pide que la función-Pα,

sea una f.g.p. Si pensamos en el Teorema 4.17 a la sucesión {hk} como probabilidades, éste nos dice

que hay una equivalencia entre ser una f.g.p. y ser una función absolutamente monótona.
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Ejemplo 4.18 Sea X una v.a. con distribución Poisson(θ). Su f.g.p. es fácilmente calculada como

PX(s) = e−θ(1−s).

Para α ∈ (0, 1) la función-Pα de PX queda como

Pα(s) = e−θ(1−α)(1−s).

Se tiene P
(n)
α (s) = [θ(1− α)]n exp{−θ(1− α)(1− s)} > 0, para todo 0 < α < 1. Por lo tanto Pα es

absolutamente monótona y X es S-D discreta. t

Ejemplo 4.19 Sea X una v.a. con distribución Binomial Negativa(r, θ).

E[sX ] =
∞∑

k=0

sk

(
r + k − 1

k

)
θk(1− θ)r

= (1− θ)r
∞∑

k=0

(
r + k − 1

k

)
(θs)k = (1− θ)r 1

(1− θs)r
,

i.e.

PX(s) =
(

1− θ

1− θs

)r

.

Para α ∈ (0, 1), la función-Pα de PX , queda como

Pα(s) =
(

1− θ(1− α + αs)
1− θs

)r

=
[
α + (1− α)

1− θ

1− θs

]r

.

Del Ejemplo II.11.15 de Steutel y van Harn (2004), Pα es la r-ésima potencia de una f.g.p.

infinitamente-divisible, puesto que α ∈ (0, 1). Lo que asegura que
(

1−θ(1−α+αs)
1−θs

)r
es una f.g.p.

para toda r positiva, Proposición 4.13. Por lo tanto X es S-D discreta. t

Cabe mencionar que una distribución (no degenerada) acotada no podrá ser descomponible-por

śı misma ni en el sentido clásico ni en el discreto. Esto se deriva del siguiente resultado.

Proposición 4.20 Una variable aleatoria no degenerada acotada no puede ser infinito-divisible

(discreta).

Demostración: Sea X una v.a. tal que |X| ≤ a para alguna a ∈ R y supongamos que X es infinito-

divisible. Entonces por (4.4), para n ∈ N el factor de orden n-ésimo Xn de X satisface |Xn| ≤ a/n

y la Varianza de X puede ser estimada como

Var(X) = nVar(Xn) ≤ nE[X2
n] ≤ a2/n,

haciendo tender n a infinito se tiene que Var(X)=0, por lo tanto X es degenerada. t
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4.2.1. Operador de adelgazamiento Binomial

Definición 4.21 Sea X una v.a. con valores en los enteros no negativos. El operador de adelgaza-

miento Binomial “ ◦ ” está definido como

α ◦X =

{∑X
j=1 Yj si X > 0,

0 si X = 0,

con {Yj} una sucesión de v.a.’s i.i.d. Bernoulli con P [Yj = 1] = 1−P [Yj = 0] = α, e independientes

de X.

La sucesión Y1, Y2, . . . es llamada la serie de conteo de α ◦X.

Además α ◦X, está definida en distribución por su f.g.p.

Proposición 4.22 La f.g.p. de α ◦X, es Pα◦X(s) = PX(1− α + αs).

Demostración:

E
[
sY1+···+YX

]
= E

[ X∏
j=1

sYj

]
= E

[
E

[ X∏
j=1

sYj

∣∣∣X]]

= E

[ X∏
j=1

E
[
sYj | X

] ]
= E

[ X∏
j=1

E
[
sYj
] ]

= E

[(
E
[
sY
] )X

]

= E

[(
PY (s)

)X
]

= PX(PY (s))

y

PY (s) = E[sY ] =
∑

y=0,1

syαy(1− α)1−y = 1− α + αs. t (4.20)

Proposición 4.23 Dada X, α ◦X se distribuye Binomial (X, α).

Demostración: Intuitivamente el resultado es claro. Basta recordar que la suma de v.a.’s Ber-

noulli es Binomial. Una prueba es la siguiente.

Si X es fija, digamos x, entonces P[X = x] = 1, y por lo tanto PX(s) = E[sX ] = sx, y

Pα◦X(s) = PX(1− α + αs) = (1− α + αs)x.

De (4.20) se sigue que esta es la f.g.p. de una Binomial(x, α). t

Debido al resultado anterior es que el operador “ ◦ ”, suele recibir el nombre de adelgazamiento

Binomial.

La v.a. α ◦X también toma valores en N0 y su distribución puede obtenerse como

P[α ◦X = k] =
∞∑

n=k

P[α ◦X = k|X = n] P[X = n]
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=
∞∑

n=k

(
n

k

)
αk(1− α)n−k pn. (4.21)

En particular, P[α ◦X = 0] = p0 + (1− α)p1 + (1− α)2p2 + . . ..

Es claro que pi > 0, para al menos un i, y puesto que α < 1, se tiene P[α ◦ X = 0] > 0, como

afirmamos en la subsección anterior.

Proposición 4.24 Algunas propiedades del operador de adelgazamiento Binomial

1. 0 ◦X = 0.

2. 1 ◦X = X.

3. α ◦ (β ◦X) d=(αβ) ◦X, con α y β tales que 0 ≤ αβ ≤ 1.

4. E[α ◦X] = αE[X].

5. E[(α ◦X)2] = α2E[X2] + α(1− α)E[X].

6. E[(α ◦X)3] = α3.E[X3] + 3α2(1− α)E[X2] + α(1− α)(1− 2α)E[X].

7. E[X(α ◦ Z)] = αE[XZ].

8. E[X(α ◦ Z)2] = α2E[XZ2] + α(1− α)E[XZ].

9. Si X y Z son independientes, E[(α ◦X)(β ◦ Z)] = αβE[X]E[Z].

10. E[(α ◦X)(β ◦ Z)] = αβE[XZ] si las series de conteo de α ◦X y β ◦ Z son independientes, e

independientes de X y Z.

11. E[(α ◦X)2(β ◦ Z)] = α2βE[X2Z] + α(1− α)βE[XZ] si las series de conteo de α ◦X y β ◦ Z

son independientes, e independientes de X y Z.

12. E[XZ(β ◦W )] = βE[XZW ].

13. E[X(β ◦Z)(γ ◦W )] = βγE[XZW ] si las series de conteo de β ◦Z y γ ◦W son independientes,

e independientes de X, Z y W .

14. E[(α ◦X)(β ◦ Z)(γ ◦W )] = αβγE[XZW ] si las series de conteo de α ◦X, β ◦ Z y γ ◦W son

independientes, e independientes de X, Z y W .

15. Var(α ◦X)=α2Var(X)+α(1− α)E[X].

16. Si X y Z son independientes Cov(α ◦X, β ◦ Z) = 0.

17. Si las series de conteo de α ◦ X y β ◦ Z son independientes, e independientes de X y Z,

entonces, Cov(α ◦X, β ◦ Z) = αβCov(X, Z).
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18. Cov(X, α ◦ Z) = αCov(X, Z).

19. Cov(α ◦X, α ◦X) =Var(α ◦X).

20. Cov(X, α ◦X) = αVar(X).

Demostración:

1. Por definición. t

2. Por definición. t

3. Sabemos por la Proposición 4.22 que Pα◦X(s) = PX(1− α + αs), entonces

P(αβ)◦X(s) = PX(1− αβ + αβs).

Por otra parte se sabe que a ◦X, también es v.a.. Entonces

Pα◦(β◦X)(s)

= Pβ◦X(1− α + αs) = PX(1− β + β{1− α + αs}) = PX(1− αβ + αβs). t

4.

E

[
X∑

i=1

Yi

]
= E

[
E
[ X∑

i=1

Yi | X
]]

= E
[
XE[Y ]

]
= αE[X]. t

5. Sea A = (α ◦X)2 =
∑X

i=1 Yi
∑X

j=1 Yj , que puede escribirse como

A =



Y 2
1 + Y1Y2 + Y1Y3 + · · · + Y1YX

+ Y2Y1 + Y 2
2 + Y2Y3 + · · · + Y2YX

+ Y3Y1 + Y3Y2 + Y 2
3 + · · · + Y3YX

+ · · ·
+ YXY1 + YXY2 + Y 2

3 + · · · + Y 2
X

=


A1

+ A2

+ · · ·
+ AX
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Recordando que si Y ∼Bernoulli(p), entonces E[Y n] = p, para toda n ∈ N, entonces E[A1|X]

= α + α2(X − 1). Además obsérvese que E[Ai|X] = E[A1|X] para toda i. Entonces

E
[
E[A|X]

]
= E

[
E
[ X∑

i=1

Ai | X
]]

= E
[ X∑

i=1

E[Ai | X]
]

= E[X{α + α2(X − 1)}] = E[α2X2 + α(1− α)X]

= α2E[X2] + α(1− α)E[X]. t

6. Sea B = (α ◦X)3 = Y1A + Y2A + · · ·+ YXA, con A como en 5.

Obsérvese que A puede ser reescrita como,

A =
∑X

i=1 Y 2
i + 2Y1

∑X
i=2 Yi + 2Y2

∑X
i=3 +2Y3

∑X
i=4 Yi + · · ·+ 2YX−1YX .

Consideremos el primer sumando de B, Y1A. Éste queda

Y 3
1 + Y1

X∑
i=2

Y 2
i + 2Y 2

1

X∑
i=2

Yi + 2Y1Y2

X∑
i=3

Yi + 2Y1Y3

X∑
i=4

Yi + · · ·+ 2Y1YX−1YX .

Se tiene que

E[Y1A|X]

= α + α(X − 1)α + 2α(X − 1)α + 2α2(X − 2)α + 2α2(X − 3)α + . . . + 2α21α

= α + 3α2(X − 1) + 2α3

[
(X − 2)(X − 1)

2

]
= α + 3α2(X − 1) + α3(X2 − 3X + 2)

El lector puede comprobar que E[YiA|X] = E[Y1A|X] para toda i, entonces aplicando la

misma técnica que en 5,

E[(α ◦X)3] = E[B] = E[X{α + 3α2(X − 1) + α3(X2 − 3X + 2)}]

= α3E[X3] + 3α2(1− α)E[X2] + α(1− α)(1− 2α)E[X]. t

7.

E
[
X

Z∑
i−1

Yi

]
= E

[
XE

[ Z∑
i=1

Yi | Z
]]

= E
[
XZE[Y ]

]
= αE[XZ].

Note que lo anterior es equivalente a sólo escribir

E[X(α ◦ Z)] = E
[
XE[α ◦ Z|Z]

]
= E[XαZ] = αE[XZ]. t
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8. E[X(α ◦ Z)2]

= E
[
XE[(α ◦ Z)2|Z]

]
= E[X{αZ2 + α(1− α)Z}] (por 5)

= α2E[XZ2] + α(1− α)E[XZ]. t

9. E[(α ◦X)(β ◦ Z)] = E
[
(α ◦X)E[(β ◦ Z)|Z]

]
= E[(α ◦X)βZ] = E

[
βZE[(α ◦X)|X]

]
= αβE[X]E[Z]. t

10. E[(α ◦X)(β ◦ Z)]

= E
[
(α ◦X)E[(β ◦ Z)|Z]

]
= E

[
βZE[(α ◦X)|X]

]
= αβE[XZ]. t

11. Haciendo el mismo procedimiento que en 10 y usando 5 como en 8, se obtiene el resultado. t

12. Usando esperanza condicional, condicionando sobre W , se obtiene el resultado. t

13. Aplicando un procedimiento semejante al de 10 se obtiene el resultado. t

14. De manera análoga a 10. t

15. Es consecuencia de 4 y 5. t

16. De 9 y 4. t

17. Por 10 y 4. t

18. Cov(X, α ◦ Z) = E[X(α ◦ Z)]− E[X]E[α ◦ Z] = αE[XZ]− αE[X]E[Z] = αCov(X, Z). t
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19. Cov(α ◦X, α ◦X) = E[(α ◦X)2]− E2[α ◦X] = α2E[X2] + α(1− α)E[X]− α2E2[X]

= α2Var(X) + α(1− α)E[X] = Var(α ◦X). t

20. Por 18, con Z = X. t

Proposición 4.25 Si definimos GX(s) := PX(1− s) y Gα(s) := Pα(1− s) entonces,

Gα◦X(s) = GX(αs).

Demostración: Siguiendo el mismo procedimiento de la Proposición 4.22 se obtiene

E
[
(1− s)α◦X] = E

[
E
[
(1− s)α◦X | X

] ]
= E

[(
E
[
(1− s)Y

] )X
]

(4.22)

= E
[
(GY (s))X

]
= E

[
(1− αs)X

]
= GX(αs), (4.23)

pues

GY (s) = E
[
(1− s)Y

]
=
∑

y=0,1

(1− s)yαy(1− α)1−y = 1− αs. t (4.24)

A partir de este resultado, (4.18) es inmediata debido a la independencia en (4.16).



Caṕıtulo 5

Modelos basados en adelgazamiento

El presente caṕıtulo trata de modelos de series de tiempo con valores en los enteros no nega-

tivos, basados en adelgazamiento. Estudiamos concretamente las familias AR(1) discreta, MA(1)

discreta y ARMA(1,1) discreta. Para la primera se ha dedicado un mayor espacio no solo en el

presente trabajo sino en la literatura en general, tal es aśı que ésta recibe el nombre particular de

INAR (INteger-valued Autoregressive) de orden uno, INAR(1). Para las tres familias estudiamos el

caso de las distribuciones Poisson, Geométrica y Binomial como distribución marginal de los mo-

delos. Para la distribuciones Poisson y Geométrica usamos adelgazamiento Binomial, “ ◦ ”, el cual

ha sido estudiado en detalle en el caṕıtulo anterior. Para el caso de la distribución Binomial por

la Proposición 4.20 será necesario hacer modificaciones y usar lo que llamaremos adelgazamiento

Hipergeométrico.

Por otra parte, para la familia AR(1) discreta también estudiamos la distribución Binomial Negati-

va, presentando incluso dos modelos distintos con ésta distribución marginal. El primero se obtiene

mediante adelgazamiento Binomial y el segundo por una generalización del mismo que denotamos

por “ • ”.

5.1. INAR(1)

Consideremos el modelo AR(1) con distribución marginal no negativa dado por

Xn = αXn−1 + Zn, n = 0,±1,±2, . . . . (5.1)

donde α ∈ [0, 1), y {Zn} una sucesión de v.a.’s i.i.d. no negativas.

De manera particular hemos estudiado los casos en que el modelo posee distribución marginal

Exponencial y Gamma (modelo EAR(1) y GAR(1) respectivamente).

Sin embargo si requerimos que las Xn tomen valores en un espacio de estados discreto, en particular

en N0, el modelo (5.1) es inapropiado. Pues es claro que en general Zn no puede ser independiente

del valor de Xn−1, ya que el espacio donde Xn toma valores condiciona tal independencia. Además
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hemos visto que las soluciones estacionarias para (5.1) están dadas por aquellas distribuciones que

son descomponibles-por śı mismas, las cuales se sabe que son absolutamente continuas. No obstante

tenemos un concepto de descomponibilidad-por śı misma caso discreto.

Definición 5.1 Sea X una v.a. con valores en N0 y f.g.p. PX . X (o su distribución) se dice que es

descomponible-por śı misma discreta (S-D discreta) si para todo 0 < α < 1,

PZ(s) =
PX(s)

PX(1− α+ αs)
, (5.2)

es una función generadora de probabilidad.

En términos de v.a.’s la ec. (5.2) se escribe como

X
d=α ◦X + Z, (5.3)

donde en el lado derecho α ◦X y Z son independientes, y Z es una v.a. en los enteros no negativos.

Aqúı α ◦X está definida (en distribución) por su f.g.p. PX(1− α+ αs), o como

α ◦X =
X∑

i=1

Yi,

donde X,Y1, Y2, . . . son independientes, y P[Yi = 1] = 1 − P[Yi = 0] = α para toda i; si X = 0,

la suma es cero. Además dado X, α ◦X se distribuye Binomial(X,α), es por ello que el operador

“ ◦ ”, recibe el nombre de adelgazamiento Binomial.

Ciertamente la ecuación (5.3) nos da un modelo de series de tiempo con valores discretos, que recibe

en la literatura el nombre de INAR(1). Éste es

Xn = α ◦Xn−1 + Zn, n = 0,±1,±2, . . . . (5.4)

con 0 < α < 1, y {Zn} una sucesión de v.a.’s i.i.d. con valores en los enteros no negativos, e inde-

pendientes de todas las series de conteo involucradas en (5.4), las cuales a su vez son mutuamente

independientes. A este respecto seŕıa más apropiado escribir α(n)◦, en lugar de α◦, en la ecuación

(5.4) para indicar expĺıcitamente que hay una sucesión de v.a.’s, Y n
1 , Y

n
2 , . . ., para cada n.

El modelo (5.4) puede interpretarse de la siguiente manera. Los componentes del proceso al tiempo

n, Xn, son la suma de aquellos que sobreviven del tiempo n − 1 a n, i.e. α ◦Xn−1, y de aquellos

que arriban al sistema en el intervalo (n− 1, n] como término de innovación Zn.

Por último, nos será más conveniente usar la que ha sido llamada función alternativa generadora

de probabilidad (f.a.g.p.), en lugar de la f.g.p., que está definida como

GX(s) := PX(1− s) = E[(1− s)X ].
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En términos de dicha f.a.g.p. sabemos (Caṕıtulo 3) que (5.2) queda como

GZ(s) =
GX(s)
GX(αs)

, (5.5)

Por lo tanto si la sucesión {Zn} con f.a.g.p. GZ(s) dada por (5.5) es usada como innovación en (5.4)

(y X0 tiene f.a.g.p. GX(s)), entonces el proceso {Xn} tendrá distribución marginal estacionaria con

f.a.g.p. GX(s).

A continuación presentamos dos resultados que serán de gran ayuda para el resto de la sección.

El modelo (5.4) es una cadena de Markov con matriz de probabilidades de transición [P], donde

p(x, y) = P[Xn = y|Xn−1 = x]

=
∑

k

P[α ◦Xn−1 = k | Xn−1 = x] P[Zn = y − k]

=
y∧x∑
k=0

(
x

k

)
αk(1− α)x−k P[Zn = y − k], (5.6)

donde y ∧ x := mı́n{y, x}.

Proposición 5.2 Sea GXn,Xn+1(u, v) := PXn,Xn+1(1−u, 1−v) = E[(1−u)Xn(1−v)Xn+1 ], entonces

suponiendo estacionariedad para el proceso INAR(1), (5.4), se tiene

GXn,Xn+1(u, v) = GX(u+ αv − αuv)
GX(v)
GX(αv)

. (5.7)

Demostración:

E[(1− u)Xn(1− v)Xn+1 ] = E
[
(1− u)Xn(1− v)α◦Xn(1− v)Zn+1

]
. (5.8)

Calculamos E[(1− u)Xn(1− v)α◦Xn ],

E
[
(1− u)Xn(1− v)α◦Xn

]
= E

[
(1− u)XnE

[
(1− v)α◦Xn |Xn

]]
= E

[
(1− u)Xn(1− αv)Xn

]
= E

[
(1− u− αv + αuv)Xn

]
, (5.9)

donde en la penúltima igualdad se usó, E
[
(1 − v)α◦Xn |Xn

]
=
∏Xn

i=1E
[
(1− v)Yi

]
=
∏Xn

i=1(1 − αv)

= (1− αv)Xn , según vimos en (4.24).

Aplicando la independencia entre Zn+1 y Xn en (5.8), suponiendo estacionariedad y usando (5.5),

se obtiene el resultado. t

Estudiaremos ahora distintas distribuciones marginales para (5.4). Es por demás mencionar que

éstas deben ser S-D discretas, si se desea que el proceso sea estacionario y con valores discretos.
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5.1.1. Poisson

Supongamos que deseamos que el proceso INAR(1),

Xn = α ◦Xn−1 + Zn, α ∈ (0, 1), (5.10)

con {Zn} es una sucesión de v.a.’s i.i.d. con valores en N0, e independiente de todas las operaciones

de adelgazamiento en (5.10), las cuales a su vez se realizan de manera independiente, tenga dis-

tribución marginal Poisson(θ).

Puesto que la distribución Poisson es S-D discreta es posible encontrar Zn tal que el proceso {Xn}
dado por (5.10) tenga dicha distribución marginal.

La f.a.g.p. de la distribución Poisson(θ) es fácilmente calculada

GX(s) = E[(1− s)X ] =
∞∑

x=0

(1− s)xe−θ θ
x

x!
= e−θeθ(1−s) = e−θs.

Entonces la f.a.g.p. de la distribución de la innovación es

GZ(s) =
e−θs

e−θαs
= e−θ(1−α)s,

que es reconocida inmediatamente como la f.a.g.p. de una v.a. Poisson(θᾱ) con ᾱ = (1−α). Por lo

tanto si la sucesión de v.a.’s i.i.d. {Zn} tiene distribución Poisson(θᾱ), yX0 es una v.a independiente

Poisson(θ), entonces las {Xn} tendrán distribución marginal Poisson(θ).

Esperanza y varianza condicionales Es claro que

E[Xn|Xn−1] = E[α ◦Xn−1|Xn−1] + E[Zn] = αXn−1 + (1− α)θ (5.11)

y

Var(Xn|Xn−1) = α(1− α)Xn−1 + (1− α)θ. (5.12)

Correlación serial Puesto que la esperanza condicional E[Xn|Xn−1] tiene la forma (5.11), del

Corolario 2.17 se tiene

ρ(k) = αk, k = 0, 1, . . . .

Probabilidad condicional Usando (5.6) se obtiene

p(x, y) = x! e−ᾱθ
y∧x∑
k=0

αk(1− α)x+y−2k θy−k

k!(x− k)!(y − k)!
, y = 0, 1, 2, . . . .
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Distribución conjunta Usando (5.7) se tiene

GXn,Xn+1(u, v) = e−θ(u+αv−αuv)e−θ(1−α)v = exp{−θ(u+ v − αuv)}. (5.13)

Ya que la f.a.g.p. conjunta (5.13) es simétrica se sigue que el proceso Markoviano en cuestión es

reversible en el tiempo.

A manera de ilustración la Figura 5.1 muestra la simulación de dos procesos INAR(1) con distribu-

ción marginal Poisson de media 5.
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Figura 5.1: Simulación de un proceso Poisson INAR(1), con λ = 5 y n = 100. En la parte superior:

α =0.3. En la parte inferior: α =0.7.

5.1.2. Geométrica

Gran parte del trabajo al que nos enfrentaremos al trabajar con esta distribución ya ha sido

realizado en caṕıtulos anteriores.

Como sabemos la distribución Geométrica, con función de densidad pX(k) = θk(1− θ), k = 0, 1, . . .

y θ ∈ (0, 1), denotada por Geom(θ), es S-D discreta.

La f.a.g.p. de esta distribución es

GX(s) = E[(1− s)X ] =
∞∑

x=0

(1− s)xθx(1− θ) =
1− θ

1− θ + θs
.

Si en esta última hacemos λ = 1−θ
θ , se tiene

GX(s) =
λ

λ+ s
. (5.14)
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¿Conocida? ¡Claro! Es idéntica a la transformada de Laplace de la distribución Exponencial(λ).

La razón de la similitud entre la T.L. de una v.a. Exponencial y la f.a.g.p. de una distribución

Geométrica es bien conocida, Proposición 5.9. Por lo tanto cualquier resultado distribucional para

una combinación lineal de v.a.’s Exponenciales puede ser duplicado para v.a.’s Geométricas si el

producto αX es reemplazado por α ◦X. Por ejemplo, al comparar (5.5) con (3.3), se tiene que la

distribución para la innovación, del proceso INAR(1) con distribución marginal Geom(θ), está dada

por la mezcla

Zn =
{ 0 c.p. α,

Gn c.p. (1− α),
(5.15)

con {Gn} una sucesión de v.a.’s i.i.d. Geom(θ).

Esperanza y varianza condicionales

E[Xn|Xn−1] = αXn−1 + E[Zn] = αXn−1 + (1− α)E[Gn] (5.16)

= αXn−1 + (1− α)
(

θ

1− θ

)
= αXn−1 + (1− α)

1
λ
.

En tanto que

Var(Xn|Xn−1) = α(1− α)Xn−1 + Var(Zn)

= α(1− α)Xn−1 + (1− α)
θ

(1− θ)2
(1 + αθ). (5.17)

Para el cálculo de Var(Zn) obsérvese que E[Z2
n] = (1− α)

[
θ

(1−θ)2
+ θ2

(1−θ)2

]
.

Por (5.14) se obtuvo inmediatamente (5.15). Observemos que (5.16) tiene la misma estructura que

(3.10), lineal en Xn−1. Sin embargo es de recalcar que (5.17) no comparte la estructura de (3.11).

Esta última es una constante (independiente del valor de Xn−1), mientras que la primera es lineal

en Xn−1. ¿A qué se debe tal diferencia si como ya señalamos la f.a.g.p. (5.14) y la transformada

de Laplace de una v.a. Exponencial(λ) son la misma? Hay una gran diferencia entre (5.1) y (5.10).

Aśı, αXn−1 es una constante cuando conocemos Xn−1, mientras que α◦Xn−1 es una v.a., Binomial,

aún cuando el valor de Xn−1 es conocido.

Correlación serial Puesto que E[Xn|Xn−1] dada por (5.16) cumple con la estructura establecida

en el Corolario 2.17, ya que E[Gn] = E[Xn] para toda n, se tiene

ρ(k) = αk, k = 0, 1, . . . .

Probabilidad condicional Para calcular ésta usamos (5.6). Sin embargo hay que ser cuidadosos

por la estructura que tiene la innovación Zn.
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Para y = 0, 1, . . . , x

p(x, y) = α

(
x

y

)
αy(1− α)x−y + (1− α)

y∑
k=0

(
x

k

)
αk(1− α)x−k(1− θ)θy−k

=
(
x

y

)
αy+1(ᾱ)x−y + ᾱθ̄θy−x

y∑
k=0

(
x

k

)
αk(ᾱθ)x−k.

Mientras que para y = x+ 1, x+ 2, . . .

p(x, y) = (1− α)
x∑

k=0

(
x

k

)
αk(1− α)x−k(1− θ)θy−k.

Esta última se simplifica multiplicando por θx

θx :

p(x, y) = ᾱθ̄θy−x(α+ ᾱθ)x.

Distribución conjunta Usando (5.7) y (5.14) se obtiene

GXn,Xn+1(u, v) =
λ

λ+ u+ αv − αuv

λ+ αv

λ+ v
. (5.18)

Comparando está última con la transformada de Laplace (3.8) del modelo EAR(1),

ΦXn,Xn+1(s1, s2) =
λ

λ+ s1 + ρs2

λ+ ρs2
λ+ s2

,

observamos que esta última difiere de (5.18) únicamente por el termino cruzado αuv (ρs1s2).

Además, puesto que (5.18) no es simétrica, el proceso es no reversible en el tiempo.

La figura 5.2 ilustra el comportamiento de un proceso INAR(1) con distribución marginal Geométri-

ca.

5.1.3. Binomial Negativa

Para r > 0 y θ ∈ (0, 1), sea X una v.a. con función de densidad

pX(k) =
(
r + k − 1

k

)
θk(1− θ)r, k = 0, 1, . . . , (5.19)

denotada por BN(r, θ). Aśı,

GX(s) =
∞∑

x=0

(1− s)x

(
r + x− 1

x

)
θx(1− θ)r

= (1− θ)r
∞∑

x=0

(
r + x− 1

x

)
(θ − θs)x = (1− θ)r 1

[1− (θ − θs)]r
.



68 Modelos basados en adelgazamiento

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

1

2

3

4

5

Figura 5.2: Simulación de un proceso Geométrico AR(1) con θ =0.5, α=0.5 y n=100.

Haciendo λ = (1−θ)
θ se obtiene

GX(s) =
(

λ

λ+ s

)r

, (5.20)

que es idéntica a la transformada de Laplace de la distribución Gamma(r, λ). Como se mencionó en

la subsección anterior, la razón de la similitud entre la T.L. de una v.a. Gamma y la f.a.g.p. de una

distribución Binomial Negativa se encuentra en la Proposición 5.9. Por lo tanto cualquier resultado

distribucional para una combinación lineal de v.a.’s Gammas puede ser duplicado para v.a.’s Bino-

miales Negativas si el producto αX es reemplazado por α ◦X.

Por (5.5):

GZ(s) =
(
λ+ αs

λ+ s

)r

, (5.21)

que es del todo idéntica a (4.9), modelo GAR(1).

Si r = 1, 2, . . ., (5.21) se resuelve como una mezcla finita de distribuciones Geométricas (véase (4.9)

y (4.10) por ejemplo). Sin embargo, para valores grandes de r, una solución aśı es impráctica. Más

aún, para valores no enteros de r una solución de esa ı́ndole no es posible.

Para el modelo GAR(1) se probó una solución general para la innovación. Se probó que la dis-

tribución de la innovación puede ser generada como una distribución Poisson compuesta de la

forma (4.11). El análogo discreto a (4.11) consistiŕıa en sustituir la multiplicación por escalar por

adelgazamiento Binomial y la distribución Exponencial por Geométrica, quedando

Zn =
N∑

r=1

(αUr) ◦ Yr, para cada n, (5.22)
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con {Ur} una sucesión de v.a.’s i.i.d. con distribución Uniforme(0,1). {Yr} una sucesión de v.a.’s

i.i.d. Geom(θ), y N es una v.a. Poisson de media r ln(1/α). Además, {Yr}, {Ur} y N son indepen-

dientes.

¿Representa realmente (5.22) una forma de generar la innovación del proceso INAR(1) con dis-

tribución marginal Binomial Negativa?

Proposición 5.3 Zn como en (5.22) es la innovación para el proceso INAR(1) con distribución

marginal BN(r, θ).

Demostración: Siguiendo la estrategia que se utilizó para el modelo GAR(1) lo que haremos es

probar que la f.a.g.p. de Zn como en (5.22) es igual a (5.21).

Sean W y Y dos v.a.’s independientes, entonces

E
[
(1− s)W◦Y

]
= E

[
E[(1− s)W◦Y |W ]︸ ︷︷ ︸

(∗)

]
.

La esperanza que tiene una llave y un asterisco debajo no es sino la f.a.g.p. de W ◦ Y , con W

conocido en cuyo caso por (4.23), {∗} = GY (Ws), por lo tanto

E[(1− s)W◦Y ] = E[GY (Ws)].

Si Y se distribuye Geom(θ) y haciendo λ = (1− θ)/θ, por (5.14) la ecuación anterior queda como

E[(1− s)W◦Y ] = E

[
λ

λ+ sW

]
= λE

[
1

λ+ sW

]
. (5.23)

Sea W = αU , con α ∈ (0, 1) y U una v.a. Uniforme(0,1). Por (4.12) tenemos

fW (w) = − 1
w

1
ln(α)

, w ∈ (α, 1).

Sea M = 1
λ+sW . Haciendo uso del Teorema 2.23 se obtiene

fM (m) = − 1
ln(α)

1
m

1
(1− λm)

, m ∈
(

1
λ+ s

,
1

λ+ αs

)
,

entonces

E[M ] = − 1
ln(α)

∫ 1
λ+αs

1
λ+s

dm

1− λm
=

1
λ ln(α)

ln
[
α(λ+ s)
λ+ αs

]
.

Sustituyendo en (5.23)

E[(1− s)W◦Y ] =
ln
[

α(λ+s)
λ+αs

]
ln(α)

= 1−
ln
(

λ+αs
λ+s

)
ln(α)

,

que no es sino (4.13). El resto de la demostración es igual a la de la Proposición 4.7. t
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Esperanza y varianza condicionales

E[Xn | Xn−1] = αXn−1 + E[Zn]

= αXn−1 + (1− α)r
(

θ

1− θ

)
= αXn−1 + (1− α)

r

λ
, (5.24)

pues

E[Zn] = E
[ N∑

r=1

E[αUr ◦ Yr | N ]
]

= E
[
NE[αU ◦ Y ]

]
y, E[αU ◦Y ] la obtenemos aplicando esperanza condicional sobre U , y la propiedad 4 de la Proposi-

ción 4.24 quedando, E[αU ◦ Y ] = E[αU ]E[Y ].

Por lo tanto

E[Zn] = E
[
NE[αU ]E[Y ]

]
= E[N ]E[αU ]E[Y ],

con E[αU ] = E[W ] = α−1
ln(α) ; E[Y ] = θ

(1−θ) = 1
λ , y E[N ] = −r ln(α).

Mientras que

Var(Xn|Xn−1) = α(1− α)Xn−1 + Var(Zn).

Correlación serial Puesto que E[Xn|Xn−1] tiene la forma (5.24), y E[Xn] = (rθ)/(1− θ) = r/λ

para toda n, entonces por el Corolario 2.17,

ρ(k) = αk, k = 0, 1, . . . .

Distribución conjunta Es claro que, como sucede entre los modelo EAR(1) y GAR(1), la f.a.g.p.

conjunta del modelo INAR(1) con distribución marginal Binomial Negativa(r, θ) es r veces la de la

Geométrica(θ), esto es, r veces (5.18)

GXn,Xn+1(u, v) =
(

λ

λ+ u+ αv − αuv

λ+ αv

λ+ v

)r

, (5.25)

con λ = (1− θ)/θ.

Ya que ésta, no es simétrica se sigue que el proceso INAR(1) con distribución marginal BN(r, θ) es

no reversible en el tiempo.

5.1.4. Propiedades generales

Teorema 5.4 El modelo INAR(1), (5.10), posee esperanza y varianza condicionales, de Xn dado

Xn−1, lineales en Xn−1.

Demostración: En (5.10)

E[Xn|Xn−1] = E[α ◦Xn−1|Xn−1] + E[Zn] = αXn−1 + µz. (5.26)

Var(Xn|Xn−1) = Var(α ◦Xn−1|Xn−1) + Var(Zn) = α(1− α)Xn−1 + σ2
z .
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Corolario 5.5 Si el modelo INAR(1) tiene varianza constante finita, entonces su función de auto-

correlación es

Corr(Xn, Xn+k) = ρ(k) = αk, k = 0, 1, 2, . . . .

Demostración: Aplicando esperanza en (5.26) se tiene E[Xn] = αE[Xn−1] + µz. Por lo tanto si

{Xn} posee media constante µ, entonces µ(1− α) = µz.

Por el Corolario 2.17 se tiene el resultado. t

Observe que la función de autocorrelación del proceso INAR(1) es siempre positiva.

Teorema 5.6 Si el proceso INAR(1) es estacionario de segundo orden, su esperanza y varianza, µ

y σ2 respectivamente, están dadas en términos de las de la innovación, como

µ =
µz

(1− α)
, σ2 =

αµz + σ2
z

1− α2
.

Demostración: La esperanza ya la hemos obtenido arriba.

Para la varianza: Por hipótesis el proceso posee varianza constante σ2. Aplicando varianza de ambos

lados de la ecuación (5.10) y usando la Proposición 4.24, punto 15, se tiene

σ2 = α2σ2 + α(1− α)µ+ σ2
z .

σ2 =
α(1− α)µ+ σ2

z

1− α2
=
αµz + σ2

z

1− α2
. t

Teorema 5.7 Sean Z y W v.a.’s. Si las series de conteo de α ◦ Z y de α ◦W son independientes,

e independientes de Z y W , entonces

α ◦ (Z +W ) d=α ◦ Z + α ◦W.

Demostración: Sabemos que

Gα◦X(s) = GX(αs).

De donde

Gα◦(Z+W )(s) = GZ+W (αs).

Por otra parte

Gα◦Z+α◦W (s) = E
[
(1− s)α◦Z(1− s)α◦W

]
= E

[
(1− s)α◦WE[(1− s)α◦Z |Z]

]
= E

[
(1− s)α◦W (1− αs)Z

]
= E

[
(1− αs)ZE[(1− s)α◦W |W ]

]
= E

[
(1− αs)Z(1− αs)W

]
= E[(1− αs)Z+W ],

i.e.

Gα◦Z+α◦W (s) = GZ+W (αs).
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Acabamos de probar que Gα◦Z+α◦W (s) = Gα◦(Z+W ).

Por lo tanto

α ◦ (Z +W ) d=α ◦ Z + α ◦W. t

Tenemos entonces que el operador de adelgazamiento Binomial, por decirlo aśı, abre sumas.

Además, es evidente que el resultado es válido para un número arbitrario de sumandos.

Teorema 5.8 La distribución marginal del proceso INAR(1), (5.10), puede ser expresada en térmi-

nos de la sucesión de innovación {Zn}, como

Xn
d=

∞∑
i=0

αi ◦ Zn−i.

Demostración: Por la Proposición 4.24, α ◦ (β ◦X) d=(αβ) ◦X.

Entonces

Xn = α ◦Xn−1 + Zn

= α ◦ (α ◦Xn−2 + Zn−1) + Zn

= α ◦
(
α ◦ {αXn−3 + Zn−2}+ Zn−1

)
+ Zn

...
d=

∞∑
i=0

αi ◦ Zn−i,

puesto que por definición, las Zn’s son independientes de todas las series de conteo, las cuales a su

vez son mutuamente independientes. t
Este resultado es el análogo discreto para el modelo continuo AR(1), ecuación (2.5).

Por último, presentamos un resultado pendiente.

Proposición 5.9 Si un proceso Poisson de intensidad unitaria es observado por un peŕıodo de

tiempo X que se distribuye Gamma(r, 1−θ
θ ), entonces el número de eventos (N) que ocurren en ese

lapso de tiempo se distribuye Binomial Negativo(r, θ).

Demostración:

P[N(X) = n|X = x] = e−x x
n

n!
,

puesto que la intensidad del proceso es λ = 1.

Para simplificar la notación hacemos β = 1−θ
θ . Por lo que X ∼Gamma(r, β). Entonces

P[N = n] =
∫ ∞

0
e−x x

n

n!
βr

Γ(r)
xr−1 e−βx dx

=
βr

Γ(r)
1
n!

∫ ∞

0
xn+r−1e−(β+1)x dx
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=
βr

Γ(r)
1
n!

Γ(n+ r)
(β + 1)n+r

=
(
r + n− 1

n

)(
1

β + 1

)n( β

β + 1

)r

.

Por lo tanto N ∼Binomial Negativa(r, 1
β+1), y en términos de θ, N ∼Binomial Negativa(r, θ). t

5.2. Otros AR(1) discretos

Los dos modelos de esta sección pretenden ilustrar formas alternativas al adelgazamiento Bino-

mial que permiten la creación de modelos con distribución marginal discreta, con valores en N0, y

estructura AR(1).

Primero presentamos un modelo con distribución marginal Binomial Negativa, que es la versión

discreta del modelo de Sim (1990) para un proceso AR(1) con distribución marginal Gamma. Estos

dos modelos permiten ilustrar una generalización que se ha hecho del adelgazamiento Binomial.

Este operador lo denotamos por “ • ”, y está definido como

φ •X =
N(X)∑
i=1

Wi, (5.27)

donde N(X) es una v.a. discreta no negativa y {Wi} es una sucesión de v.a.’s i.i.d., independiente

de N(X), tales que E[N(X)Wi|X] = φX.

El adelgazamiento Binomial es un caso particular, en el que N(X) = X, y {Wi} son v. a.’s Bernoulli

de media φ.

El segundo modelo considera la distribución Binomial como distribución marginal. Al tener la

distribución Binomial un soporte finito el modelo (5.4) no puede funcionar, e introducimos lo que

ha sido llamado adelgazamiento Hipergeométrico, S(.).

5.2.1. Binomial Negativa

Necesitamos hacer algunos cambios en la notación.

En esta subsección 5.2.1 diremos que X tiene distribución Binomial Negativa(r, θ) si su función de

densidad está dada por

pX(k) =
(
r + k − 1

k

)
θr(1− θ)k, k = 0, 1, . . . . (5.28)

Obsérvese que (5.28) en términos de (5.19), es una distribución Binomial Negativa(r, 1− θ).

En éste caso

E[X] = r
1− θ

θ
, Var(X) = r

(1− θ)
θ2

. (5.29)
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Además, cambiamos la notación para la f.a.g.p. de X, sólo, y recalcamos sólo para esta subsección

5.2.1, por GX(s̄), con

GX(s̄) = GX(1− s) := E[(1− s)X ].

En este caso

GX(s̄) = E[(1− s)X ] =
∞∑

x=0

(
r + x− 1

x

)
θr(1− θ)x(1− s)x

= θr

(
1

1− (1− s− θ + θs)

)r

=
(

θ

s+ θ − θs

)r

.

Si por ejemplo θ = α/(1 + α), con α > 0, entonces

E[X] =
r

α
, Var(X) =

r(1 + α)
α2

, GX(s̄) =
(

α

α+ s

)r

. (5.30)

Considere ahora el modelo

Xn = p •Xn−1 + Zn, p ∈ (0, 1), (5.31)

con

p •X =
N(X)∑
i=0

Wi,

donde

{Wi} es una sucesión de v.a.’s i.i.d. Geométricas de parámetro α
1+α , W0 = 0.

Dado X, N(X) es una v.a. Binomial(X,λ), con λ = αp. Lo que implica 0 < α < 1/p.

{Zn} es una sucesión de v.a.’s i.i.d. con distribución Binomial Negativa(r, α
1+α), r > 0,

y Zn es independiente de p •Xn−1.

La diferencia primordial entre p ◦ X, y p • X, en este caso, se encuentra en que dada X, para

el primero se tiene una suma cierta de v.a.’s, mientras que para el segundo tenemos una suma

aleatoria de v.a.’s.

A continuación enunciamos el resultado principal de esta subsección.

Proposición 5.10 Si X0 tiene distribución Binomial Negativa(r, αp̄
1+αp̄) entonces el modelo (5.31)

define un proceso estacionario con distribución marginal Binomial Negativa (r, αp̄
1+αp̄).

Demostración: Observe que GXn(s̄) = GXn(1 − s) = E[(1 − s)Xn ]. Si X es fija digamos x,

entonces GXn=x(1− s) = (1− s)x.

Ahora, la f.a.g.p. de p •X, dado X = x es

Gp•X|X=x(s̄) = E
[
(1− s)

∑N(X)
i=0 Wi

∣∣∣X = x
]

=
x∑

n=0

(
α

α+ s

)n(x
n

)
λn(1− λ)x−n
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=
(

λα

α+ s
+ 1− λ

)x

=
(

1− λs

α+ s

)x

. (5.32)

Por independencia la f.a.g.p. de Xn dado Xn−1 es

GXn|Xn−1=x(s̄) =
(

1− λs

α+ s

)x( α

α+ s

)r

.

Entonces, de la observación primera se tiene

GXn(s̄) = GXn−1

(
1− λs

α+ s

) (
α

α+ s

)r

.

Esta ecuación se resuelve recursivamente.

GXn−1

(
1− λs

α+ s

)
= GXn−2

1−
λ
(

λs
α+s

)
α+

(
λs

α+s

)
 α

α+
(

λs
α+s

)
r

= GXn−2

(
1− λ2s

α2 + αs+ λs

) α

α+
(

λs
α+s

)
r

.

En tanto que

GXn−2

(
1− λ2s

α2 + αs+ λs

)
= GXn−3

(
1−

λ3s
α2+αs+λs

α(α2+αs+λs)+λ2s
α2+αs+λs

) α

α+
λ2s

α2 + αs+ λs


r

= GXn−3

(
1− λ3s

α3 + α2s+ αλs+ λ2s

) α

α+
λ2s

α2 + αs+ λs


r

y,

GXn−3

(
1− λ3s

α3 + α2s+ αλs+ λ2s

)

= GXn−4

(
1− λ4s

α4 + α3s+ α2λs+ αλ2s+ λ3s

) α

α+
λ3s

α3 + α2s+ αλs+ λ2s


r

.

(5.33)

En general el lector puede comprobar que GXn está en términos de GXn−m , m ≥ 1, con GXn−m

evaluada en

GXn−m

(
1− λms

αm + αm−1s+ αm−2λs+ αm−3λ2s+ . . .+ αλm−2s+ λm−1s

)
. (5.34)

Analicemos el denominador

αm + αm−1s+ αm−2λs+ αm−3λ2s+ . . .+ αλm−2s+ λm−1s

= αm + s[αm−1 + αm−2λ+ αm−3λ2 + . . .+ αλm−2 + λm−1]
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= αm + sαm−1[1 + p+ p2 + . . .+ pm−2 + pm−1] (pues λ = αp)

= αm + sαm−1

[
1− pm

1− p

]
, m ≥ 1. (5.35)

Por lo tanto, haciendo m = n en (5.34), es decir, expresando GXn en términos de GX0 , nos queda

que esta última está evaluada en

GX0

1− αnpns

αn + sαn−1
[

1−pn

1−p

]
 = GX0

1− pns

1 + s
α

[
1−pn

1−p

]
 . (5.36)

Aśı,

GXn(s̄)

= GXn−1( )
(

α

α+ s

)r

= GXn−2( )

 α

α+
(

λs
α+s

)
r (

α

α+ s

)r

= GXn−3( )

 α

α+
λ2s

α2 + αs+ λs


r α

α+
(

λs
α+s

)
r (

α

α+ s

)r

...

= GXn−m( )

 α

α+
λm−1s

αm−1 + αm−2s+ αm−3λs+ . . .+ αλm−3s+ λm−2s


r

· · ·
(

α

α+ s

)r

= GXn−m( )


α

α+
αm−1pm−1s

αm−1 + sαm−2
[

1−pm−1

1−p

]


r

· · · · · ·
(

α

α+ s

)r

, (5.37)

haciendo uso de (5.35) para obtener esta última. Es de recalcar que (5.37) aplica para m ≥ 2.

Ahora
α

α+
αm−1pm−1s

αm−1 + sαm−2
[

1−pm−1

1−p

]


r

=


α

α+
pm−1s

1 + s
α

[
1−pm−1

1−p

]


r

=

 α

α+
α(1− p)pm−1s

α(1− p) + s(1− pm−1)


r
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=
(

α(1− p) + s(1− pm−1)
α(1− p) + s(1− pm−1) + (1− p)pm−1s

)r

=
(
α(1− p) + s(1− pm−1)
α(1− p) + s(1− pm)

)r

, para m ≥ 2.

Por lo tanto, por (5.37) y (5.36)

GXn(s̄) = GX0

1− pns

1 + s
α

[
1−pn

1−p

]
 n∏

m=2

(
α(1− p) + s(1− pm−1)
α(1− p) + s(1− pm)

)r (
α

α+ s

)r

= GX0

1− pns

1 + s
α

[
1−pn

1−p

]
 (

α(1− p) + s(1− p)
α(1− p) + s(1− p2)

α(1− p) + s(1− p2)
α(1− p) + s(1− p3)

. . .

· · · α(1− p) + s(1− pn−1)
α(1− p) + s(1− pn)

α

α+ s

)r

.

Cancelándose todos los términos de en medio y quedando sólo

GXn(s̄) = GX0

1− pns

1 + s
α

[
1−pn

1−p

]
 (

α(1− p) + s(1− p)
α(1− p) + s(1− pn)

α

α+ s

)r

= GX0

1− pns

1 + s
α

[
1−pn

1−p

]
 (

α(1− p)
α(1− p) + s(1− pn)

)r

.

Haciendo n→∞ en esta última, se obtiene que

GXn(s̄) =
(

α(1− p)
α(1− p) + s

)r

. (5.38)

De las ecuaciones (5.38) y (5.30) se tiene que la distribución ĺımite de Xn es la distribución Binomial

Negativa(r, αp̄
1+αp̄).

Por lo tanto, si X0 tiene distribución Binomial Negativa(r, αp̄
1+αp̄) entonces, (5.31) define un proceso

estacionario con esta distribución marginal. t

Esperanza y varianza condicionales

E[Xn|Xn−1] = E[α •Xn−1 | Xn−1] + E[Zn]

= E

[
N(Xn−1)∑

i=0

Wi

∣∣∣Xn−1

]
+ E[Zn] = E

[ N∑
i=0

Wi

]
+ E[Zn],

donde N ∼ Binomial(Xn−1, λ) independiente de toda Wi. Aplicando esperanza condicional se tiene,

E[
∑N

i=0Wi] = E[N ]E[W1]. Haciendo uso de (5.30) tenemos que

E[Xn|Xn−1] = λXn−1
1
α

+
r

α
= pXn−1 +

r

α
. (5.39)

Mientras que

Var(Xn|Xn−1) = Var
( N∑

i=0

Wi

)
+ Var(Zn), (5.40)
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con N como arriba.

Nos ocupamos del primer sumando

Var
( N∑

i=0

Wi

)
= E

[
Var
( N∑

i=0

Wi

∣∣∣N)]+ Var
(
E
[ N∑

i=0

Wi

∣∣∣N])

= E[NVar(W1)] + Var(NE[W1]) = Var(W1)E[N ] + E2[W1]Var(N),

Haciendo uso de (5.30)

Var
( N∑

i=0

Wi

)
=

(1 + α)
α2

λXn−1 +
1
α2
λ(1− λ)Xn−1.

Retomando finalmente (5.40),

Var(Xn|Xn−1) = (2 + αp̄)
p

α
Xn−1 +

r(1 + α)
α2

.

Correlación serial Puesto que Xn tiene distribución marginal Binomial Negativa(r, αp̄
1+αp̄), de

(5.29)

µ = E[Xn] = r
1− αp̄

1+αp̄
αp̄

1+αp̄

=
r

αp̄
.

Entonces, E[Xn|Xn−1] se puede escribir como E[Xn|Xn−1] = pXn−1 + (1 − p)µ. Por lo tanto del

Corolario 2.17 se tiene

ρ(k) = pk, k = 0, 1, 2, . . . .

Distribución conjunta Es claro que en este modelo tanto (5.6) como (5.7) ya no se pueden

usar.

En lugar de (5.7), para este modelo se tiene:

Considere Xn y Xn+1,

GXn,Xn+1(ū, v̄) = E[(1− u)Xn(1− v)Xn+1 ] = E
[
(1− u)Xn(1− v)α•Xn(1− v)Zn+1

]
. (5.41)

Ahora

E
[
(1− u)Xn(1− v)α•Xn

]
= E

[
(1− u)XnE

[
(1− v)α•Xn |Xn

]]

= E

[
(1− u)Xn

(
1− λv

α+ v

)Xn
]

por (5.32)

= E

[(
1− u− λv

α+ v
+

λuv

α+ v

)X ]
= GX

(
u+

λv

α+ v
− λuv

α+ v

)
.

Aplicando independencia en (5.41),

GXn,Xn+1(ū, v̄) =

(
αp̄

αp̄+ u+ λv
α+v −

λuv
α+v

)r (
α

α+ v

)r
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=
[

α2p̄

α2p̄+ αu+ αvp̄+ uv + λv − λuv

]r

=
[

α2p̄

α2p̄+ α(u+ v) + uv(1− αp)

]r

.

Puesto que GXn,Xn+1(ū, v̄) es simétrica en u y v, se tiene que el proceso (5.31) es reversible en el

tiempo. Podemos usar este resultado puesto que el proceso (5.31) es una cadena de Markov con

probabilidades condicionales de la siguiente forma:

Probabilidad condicional En este caso la idea es la misma que en (5.6):

p(x, y) = P[Xn = y|Xn−1 = x] =
y∑

k=0

P[α •Xn−1 = k | Xn−1 = x] P[Zn = y − k]. (5.42)

Ahora, hay que tener mucho cuidado con la v.a. (p •Xn−1|Xn−1).

Abusando de la notación

P[p •Xn−1 = k | Xn−1 = x] =
x∑

m=0

P[
N∑

i=0

Wi = k | N = m] P[N = m].

Donde N ∼ Binomial(x, λ), y
∑m

i=0Wi ∼ Binomial Negativa(m, α
1+α).

Entonces

P[p •Xn−1 = k | Xn−1 = x] =
x∑

m=0

(
x

m

)
λm(1− λ)x−m

(
m+ k − 1

k

)(
1− α

1 + α

)k ( α

1 + α

)m

.

Hay una observación adicional que hacer para el caso en que m = 0. P[N = 0] = (1− λ)x.

En tal caso a Zn en (5.42), no le queda otra más que tomar el valor y. Esto es

P[Xn = y|Xn−1 = x] = (1− λ)x

(
r + y − 1

y

)(
1

1 + α

)y ( α

1 + α

)r

=
αr(1− αp)x

(1 + α)r+y

(
r + y − 1

y

)
, (5.43)

puesto que λ = αp, y
(
1− α

1+α

)
= 1

1+α .

Para el resto de los casos, m 6= 0, se tiene

P[Xn = y|Xn−1 = x] =
y∑

k=0

x∑
m=1

(
x

m

)
λm(1− λ)x−m

×
(
m+ k − 1

k

)(
1

1 + α

)k ( α

1 + α

)m(r + y − k − 1
y − k

)(
1

1 + α

)y−k ( α

1 + α

)r

.

Simplificando esta última y uniendo (5.43), tenemos que de manera general

p(x, y) =
αr(1− αp)x

(1 + α)r+y

{(
r + y − 1

y

)

+
x∑

m=1

(
α

1 + α

αp

1− αp

)m(x
m

) y∑
k=0

(
m+ k − 1

k

)(
r + y − k − 1

y − k

)}
. (5.44)
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5.2.2. Binomial

Como ya se mencionó al inicio del caṕıtulo, por la Proposición 4.20 la distribución Binomial no

es I-D discreta y por lo tanto no es descomponible-por śı misma discreta y entonces no puede ser

una distribución marginal para la solución estacionaria del modelo (5.4), INAR(1). Sin embargo

como hemos visto en la subsección anterior, pueden existir formas alternativas al modelo (5.4) que

permitan obtener modelos con estructura AR(1) y la distribución marginal discreta deseada.

En particular el adelgazamiento Binomial asume que cada elemento del proceso al tiempo n − 1,

Xn−1, es retenido al tiempo n con probabilidad (constante) α, o eliminado con probabilidad

ᾱ = (1− α). Esta es la suposición que modificaremos. Asumiremos que la probabilidad de retener

un elemento de Xn−1 no es constante sino que vaŕıa dependiendo del número de elementos que ya

han sido retenidos. Concretamente, dado Xn−1 = x asumimos que el número de elementos retenidos

(Sobrevivientes), S(Xn−1), tiene distribución Hipergeométrica(N,M, x) -y no Binomial(x, α)-. Esto

es

P[S(Xn−1) = k|Xn−1 = x] =

(
x
k

)(
N−x
M−k

)(
N
M

) , (5.45)

N > M > 0, máx{0,M − (N − x)} ≤ k ≤ mı́n{x,M}.

Proposición 5.11 Si Xn−1 se distribuye Binomial(N, p) y, S(Xn−1) | Xn−1 tiene distribución

como en (5.45), entonces S(Xn−1) se distribuye Binomial(M,p).

Más aún, S(Xn−1) y, Xn−1 − S(Xn−1), son independientes.

Demostración: Obsérvese que

P[S(Xn−1) = k | Xn−1 = x] =

(
x
k

)(
N−x
M−k

)(
N
M

) =

(
M
k

)(
N−M
x−k

)(
N
x

) .

Entonces

P[S(Xn−1) = k] =
N∑

x=0

(
M

k

)(
N −M

x− k

)
px(1− p)N−x

=
(
M

k

)
pk(1− p)M−k

N∑
x=k

(
N −M

x− k

)
px−k(1− p)N−M−x+k

=
(
M

k

)
pk(1− p)M−k

N−k∑
i=0

(
N −M

i

)
pi(1− p)N−M−i.

Puesto que N −M ≤ N − k para cualquier k, se tiene

P[S(Xn−1) = k] =
(
M

k

)
pk(1− p)M−k, k = 0, 1, . . . ,M.

La independencia se prueba en el siguiente caṕıtulo. t
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Definimos entonces el proceso AR(1) con distribución marginal Binomial(N, p), BAR(1), como

Xn = S(Xn−1) + Zn, n = 1, 2, . . . , (5.46)

con {Zn} una sucesión de v.a.’s i.i.d. Binomiales(N −M,p), X0 una v.a.i. Binomial(N, p), y la

distribución de S(Xn−1), representando los sobrevivientes de Xn−1, como en (5.45). Además, da-

do Xn−1 = x, se asume que S(Xn−1) es independiente de {Xn−j ; j ≥ 2} y sus sobrevivientes,

{S(Xn−j); j ≥ 2}.

Esperanza y varianza condicionales

E[Xn|Xn−1] =
M

N
Xn−1 + (N −M)p = αXn−1 + (N −M)p, (5.47)

con α = M/N .

Var(Xn|Xn−1 = x) =
N −M

N − 1
M

x

N

(
1− x

N

)
+ (N −M)p(1− p)

=
(
NM −M2

N2

)(
Nx− x2

N − 1

)
+ (N −M)pp̄

= α(1− α)
N − x

N − 1
x+ (N −M)pp̄. (5.48)

Obsérvese que a diferencia de todos los modelos vistos hasta el momento, la varianza condicional

de Xn dado Xn−1 para este modelo es cuadrática en Xn−1.

Correlación serial Sea µ = E[Xn] = Np, entonces

E[Xn|Xn−1] =
M

N
Xn−1 + (N −M)p

=
M

N
Xn−1 +

(
1− M

N

)
Np = αXn−1 + (1− α)µ.

Por el Corolario 2.17 se tiene

ρ(k) = αk, k = 0, 1, 2, . . . .

Observe que es conveniente que N no sea demasiado grande. De lo contrario se pierde la dependen-

cia. Además, para cualquier rezago la correlación es siempre no negativa. De hecho es estrictamente

positiva.

Probabilidad condicional Usando (5.6) se tiene

p(x, y) = P[Xn = y|Xn−1 = x]

=
m∑

k=0

(
M

k

)(
N −M

x− k

)(
N −M

y − k

)
py−k(1− p)N−M−(y−k)

/(
N

x

)
.
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Distribución conjunta Es claro que no podemos usar (5.7).

Solo para recordar, si W ∼ Binomial(x, p),

GW (u) =
x∑

i=0

(1− u)i

(
x

i

)
pi(1− p)x−i = (1− pu)x.

Además, sea GW (u, v) := E[(1− u)W (1− v)W ], entonces

GW (u, v) =
x∑

i=0

(1− u− v + uv)i

(
x

i

)
pi(1− p)x−i = (1− pu− pv + puv)x.

Entonces para el modelo (5.46) tenemos que

GXn,Xn+1(u, v) = E
[
(1− u)Xn(1− v)S(Xn)+Zn+1

]
= GZ(v)E

[
(1− u)Xn−S(Xn)(1− v)S(Xn)(1− u)S(Xn)

]
= GZ(v)GS(Xn)(u, v)GXn−S(Xn)(u)

= (1− pv)N−M (1− pu− pv + puv)M (1− pu)N−M . (5.49)

Puesto que GXn,Xn+1(u, v) es simétrica en u y v, se sigue que el proceso BAR(1) es reversible en el

tiempo.

La Figura 5.3 presenta la simulación de dos procesos BAR(1).
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Figura 5.3: Simulación de un modelo Binomial AR(1), con N = 10, p=0.5, y n = 100. En la parte

superior: α =0.3. En la parte inferior: α =0.7.
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5.3. MA(1) discretos

5.3.1. Poisson

Si bien (5.4) es la versión discreta -en los enteros no negativos- de (2.4), ¿podemos hablar de la

versión discreta de (2.3)?

¿Qué pasa si reemplazamos la multiplicación por escalar por adelgazamiento Binomial?

Consideremos el modelo

Xn = Zn + β ◦ Zn−1, (5.50)

con β ∈ [0, 1] y, {Zn} una sucesión de v.a.’s i.i.d. e independiente de todas las series de conteo

involucradas en (5.50), las cuales a su vez son mutuamente independientes.

Algunos autores dan el nombre de INMA(1) (INteger-valued Moving Average, de orden 1), al

proceso (5.50).

En particular nos planteamos el problema en el que (5.50) sea estacionario con distribución marginal

Poisson(θ). Puesto que la suma de v.a.’s Poisson es Poisson, supongamos que las Zn se distribuyen

Poisson(µz). Aplicando la f.a.g.p. de ambos lados de la ecuación, nos queda

e−θs = e−µzse−µzβs, (5.51)

de donde se concluye que µz = θ/(1 + β).

Esto es, si {Zn} es una sucesión de v.a.’s i.i.d. Poisson(θ/(1 + β)), entonces Xn como en (5.50),

define un proceso estacionario MA(1) discreto Poisson(θ).

Correlación serial

Cov(Xn, Xn+k) = Cov(Zn + β ◦ Zn−1, Zn+k + β ◦ Zn+k−1).

Para k = 1,

Cov(Xn, Xn+1) = Cov(Zn, β ◦ Zn) = βVar(Zn) = β
θ

(1 + β)
.

Mientras que para k > 1 se puede observar que Cov(Xn, Xn+k) = 0.

Por lo tanto

ρ(k) =


1 k = 0,

β/(1 + β) k = 1,

0 k > 1.

Distribución conjunta

GXn,Xn+1(u, v) = E[(1− u)Xn(1− v)Xn+1 ]

= E[(1− u)Zn+β◦Zn−1(1− v)Zn+1+β◦Zn ]

= E[(1− u)β◦Zn−1 ]E[(1− u)Zn(1− βv)Zn ]E[(1− v)Zn+1 ]
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= GZ(βu)GZ(u+ βv − βuv)GZ(v)

= exp
{
− θ

1 + β
[βu+ u+ βv − βuv + v]

}

= exp
{
− θ

1 + β
(1 + β)[u+ v − β

1 + β
uv]
}

= exp{−θ(u+ v − ρuv)}, (5.52)

con ρ = ρ(1) = β/(1 + β).

Puesto que la f.a.g.p. de orden dos es simétrica en u y v, se tiene que el proceso es reversible en el

tiempo, McKenzie (1988a).

Por otra parte, al comparar las ecuaciones (5.52) y (5.13), se concluye que la distribución conjunta

de (Xn, Xn+1) para el proceso Poisson MA(1), tiene exactamente la misma forma que la correspon-

diente para el proceso Poisson AR(1). Ya que la distribución conjunta es la misma se sigue que las

distribuciones condicionales y sus momentos también lo son, preservándose aśı las ecuaciones (5.11)

y (5.12) -con ρ en lugar de α-. Sin embargo, es muy importante notar que aunque la distribución

bivariada sea la misma para los dos procesos, la estructura distribucional de los dos procesos es

completamente distinta.

La Figura 5.4 muestra la simulación de un proceso INMA(1) con distribución marginal Poisson de

media 5.
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Figura 5.4: Simulación de un proceso Poisson INMA(1), con λ = 5, β=0.5 y n=100.
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5.3.2. Geométrico

Como hemos mencionado en secciones anteriores, la similitud entre la T.L. de una v.a. Expo-

nencial y la f.a.g.p. de una distribución Geométrica se fundamenta en la Proposición 5.9 y, permite

que cualquier resultado distribucional para una combinación lineal de v.a.’s Exponenciales puede

ser duplicado para v.a.’s Geométricas si el producto αX es reemplazado por α ◦X. Por lo tanto, el

análogo discreto del modelo (3.12), EMA(1), es

Xn =
{
β ◦ Zn c.p. β,

β ◦ Zn + Zn−1 c.p. (1− β),
(5.53)

0 ≤ β ≤ 1, n = 0,±1,±2, . . . ,

con {Zn} una sucesión de v.a.’s i.i.d. Geom(θ) (pZ(k) = θk(1− θ), k = 0, 1, . . ., y θ ∈ (0, 1)).

Ya hemos calculado en apartados anteriores

E[Zn] =
θ

1− θ
, Var(Zn) =

θ

(1− θ)2
, GZ(s) =

1− θ

1− θ + θs
.

Estacionariedad El proceso (5.53) tiene distribución marginal Geométrica.

GXn(s) = E[(1− s)Xn ] = β E[(1− s)β◦Zn ] + (1− β)E[(1− s)β◦Zn+Zn−1 ]

= β GZ(βs) + (1− β)GZ(βs)GZ(s)

= β
1− θ

1− θ + θβs
+ (1− β)

1− θ

1− θ + θβs

1− θ

1− θ + θs
=

1− θ

1− θ + θs
.

Por lo tanto las {Xn} tienen la misma distribución que las {Zn}.

Correlación serial La distribución de XnXn+1 es

XnXn+1 =



(β ◦ Zn)(β ◦ Zn+1) c.p. β2,

(β ◦ Zn)(β ◦ Zn+1) + (β ◦ Zn)Zn c.p. β(1− β),

(β ◦ Zn)(β ◦ Zn+1) + (β ◦ Zn+1)Zn−1 c.p. β(1− β),

(β ◦ Zn)(β ◦ Zn+1) + (β ◦ Zn)Zn

+(β ◦ Zn+1)Zn−1 + Zn−1Zn c.p. (1− β)2.

Entonces,

E[XnXn+1] = E
[
(β ◦ Zn)(β ◦ Zn+1)

]
+ (1− β)E

[
(β ◦ Zn)Zn

]
+(1− β)E

[
(β ◦ Zn+1)Zn−1

]
+ (1− β)2E

[
Zn−1Zn

]
.

Utilizando las propiedades 7 y 9 de la Proposición 4.24, y la independencia entre las Zn, tenemos

E[XnXn+1] = β2 1
λ2

+ β(1− β)
(

θ

(1− θ)2
+

1
λ2

)
+ β(1− β)

1
λ2

+ (1− β)2
1
λ2
,
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con λ = (1− θ)/θ = 1/µ = E[Xn] = E[Zn]. Agrupando términos

E[XnXn+1] =
1
λ2

+ β(1− β)
θ

(1− θ)2
.

Entonces

ρ(1) = Corr(Xn, Xn+1) = β(1− β)

y el lector puede probar que

ρ(k) = 0, si k > 1.

Distribución conjunta

GXn,Xn+1(u, v) = E[(1− u)Xn(1− v)Xn+1 ]

= β2E[(1− u)β◦Zn(1− v)β◦Zn+1 ]

+β(1− β)E[(1− u)β◦Zn(1− v)β◦Zn+1+Zn ]

+β(1− β)E[(1− u)β◦Zn+Zn−1(1− v)β◦Zn+1 ]

+(1− β)2E[(1− u)β◦Zn+Zn−1(1− v)β◦Zn+1+Zn ].

Este cálculo es semejante al que se realizó en el modelo EMA(1) para obtener la transformada de

Laplace de la distribución conjunta (Xn, Xn+1). Por ello usaremos una notación similar a la que se

usó en ese momento.

Sea ψ(ρ,w) := E[(1−w)ρ◦Zn ] = Gρ◦Zn(w) para cualquier n, con 0 ≤ w ≤ 1 y, 0 < ρ ≤ 1. Obsérvese

que ψ(1, w) = E[(1− w)Zn ].

Entonces nos queda que

GXn,Xn+1(u, v) = ψ(β, v)
[
β2ψ(β, u) + β(1− β)E[(1− u)β◦Zn(1− v)Zn ]

+β(1− β)ψ(β, u)ψ(1, u) + (1− β)2E[(1− u)β◦Zn(1− v)Zn ]ψ(1, u)
]
.

De la demostración de la Proposición 5.2 se sabe que

E[(1− u)β◦Zn(1− v)Zn ] = E[(1− βu)Zn(1− u)Zn ] = ψ(1, v + βu− βuv)

Sustituyendo este resultado y agrupando términos

GXn,Xn+1(u, v) = ψ(β, v)
{
ψ(β, u)

[
β2 + β(1− β)ψ(1, u)

]
+ψ(1, v + βu− βuv)

[
β(1− β) + (1− β)2ψ(1, u)

]}
=

λ

λ+ βv

{
λ

λ+ βu

β(λ+ βu)
λ+ u

+
λ

λ+ v + βu− βuv

λ+ βu− βλ− β2u

λ+ u

}
=

λ

λ+ βv

λ

λ+ u

λ+ βu+ βv − β2uv

λ+ v + βu− βuv
. (5.54)

Comparando esta última con (3.15), se tiene que sólo difieren por los términos cruzados uv.
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5.3.3. Binomial

De manera análoga al proceso Binomial AR(1), definimos el proceso Binomial MA(1),

Xn = Zn + S(Zn−1), (5.55)

con {Zn} una sucesión de v.a.’s i.i.d. Binomial (N − N1, p), con N1 ≤ N/2. Dado Zn−1 = x,

S(Zn−1) se distribuye Hipergeométrica(N − N1, N1, x). Por lo tanto, Proposición 5.11, S(Zn−1)

se distribuye Binomial(N1, p), y se tiene entonces que (5.55) genera un proceso estacionario con

distribución marginal Binomial(N, p).

Correlación serial Para k = 1,

Cov(Xn, Xn+1) = Cov(Xn, Zn+1 + S(Zn))

= Cov(Xn, Zn+1) + Cov(Xn, S(Zn)),

el primer sumando es cero. Aśı

Cov(Xn, Xn+1) = Cov(Xn, S(Zn)) = Cov([Zn + S(Zn−1)], S(Zn)) = Cov(S(Zn), Zn).

Ahora,

E[S(Zn)Zn] = E
[
ZnE[S(Zn)|Zn]

]
= E

[
Zn

N1

N −N1
Zn

]
=

N1

N −N1
E[Z2

n]

=
N1

N −N1
(N −N1)p[p̄+ (N −N1)p] = N1p[p̄+ (N −N1)p],

restando E[S(Zn)]E[Zn] = N1p(N −N1)p, obtenemos que

Cov(Xn, Xn+1) = Cov(S(Zn), Zn) = N1pp̄. (5.56)

Finalmente, puesto que Var(Xn) = Npp̄, se tiene que

ρ(1) =
N1

N
.

En tanto que para k > 1, el lector puede corroborar que

ρ(k) = 0.

Distribución conjunta

GXn,Xn+1(u, v) = E[(1− u)Zn+S(Zn−1)(1− v)Zn+1+S(Zn)]

= GS(Zn−1)(u)GZn+1(v)E
[
(1− u)Zn−S(Zn)(1− v)S(Zn)(1− u)S(Zn)

]
= (1− pu)N1 (1− pv)N−N1 GZn−S(Zn)(u)GS(Zn)(u, v)

= (1− pu)N−N1 (1− pv)N−N1 (1− pu− pv + puv)N1 .
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Figura 5.5: Simulación de un proceso Binomial MA(1) con N=10, p=0.5 y ρ(1)=0.5 y n=100.

Puesto que la f.a.g.p. conjunta de Xn y Xn+1 del proceso Binomial MA(1) tiene la misma for-

ma que la correspondiente del proceso Binomial AR(1), ecuación (5.49), entonces la distribución

conjunta es la misma, al igual que las distribuciones condicionales y sus momentos, ecuaciones

(5.47) y (5.48). Sin embargo, es importante notar que aunque la distribución bivariada es la mis-

ma para los dos procesos, la estructura distribucional de los dos procesos es completamente distinta.

La Figura 5.5 muestra la simulación de un proceso Binomial MA(1).

5.4. ARMA(1,1) discretos

5.4.1. Poisson

Definimos el proceso ARMA(1,1) con distribución marginal Poisson combinando los dos proce-

sos Poisson vistos anteriormente, INAR(1) y MA(1) discreto. La idea consiste en enlazar los dos

procesos por medio de un proceso de innovación, {Zn}, común. En concreto

Xn = β ◦ Zn +Mn−1, β ∈ [0, 1], (5.57)

con

Mn = α ◦Mn−1 + Zn, α ∈ [0, 1), (5.58)

donde {Zn} es una sucesión de v.a.’s i.i.d., e independientes de todas las series de conteo involucradas

tanto en (5.57) como en (5.58), las cuales son todas mutuamente independientes.
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Estacionariedad De la sección 5.1.1 tenemos que si {Zn} son v.a.’s i.i.d. Poisson(ᾱθ), y M0 una

v.a. independiente Poisson(θ), entonces {Mn} es un proceso estacionario AR(1) Poisson de media θ.

Con tales condiciones {Xn} es un proceso estacionario con distribución marginal Poisson(θ(1+ᾱβ))

(véase por ejemplo la ecuación (5.51)).

Correlación serial

c(k) = Cov(Xn, Xn+k) = Cov(β ◦ Zn +Mn−1, β ◦ Zn+k +Mn+k−1)

= Cov(β ◦ Zn,Mn+k−1) + Cov(Mn−1,Mn+k−1).

Para k = 1,

c(1) = Cov(Xn, Xn+1) = Cov(β ◦ Zn,Mn) + Cov(Mn−1,Mn)

= Cov(β ◦ Zn, α ◦Mn−1 + Zn) + Cov(Mn−1, α ◦Mn−1 + Zn)

= Cov(β ◦ Zn, Zn) + Cov(Mn−1, α ◦Mn−1)

= βVar(Z) + αVar(M) (Proposición 4.24)

= βᾱθ + αθ = θ(α+ βᾱ).

Para k > 1

c(k) = Cov(Xn, Xn+k) = Cov(β ◦ Zn,Mn+k−1) + Cov(Mn−1,Mn+k−1)

= Cov(β ◦ Zn, α ◦Mn+k−2 + Zn+k−1) + Cov(Mn−1, α ◦Mn+k−2 +Mn+k−1)

= Cov(β ◦ Zn, α ◦Mn+k−2) + Cov(Mn−1, α ◦Mn+k−2)

= α
[
Cov(β ◦ Zn,Mn+k−2) + Cov(Mn−1,Mn+k−2)

]
= α c(k − 1) = αk−1 c(1) = αk−1 θ(α+ βᾱ).

Por lo tanto

ρ(k) =


1 k = 0,

(α+ ᾱβ)/(1 + ᾱβ) k = 1,

αk−1ρ(1) k > 1.
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Figura 5.6: Poisson ARMA(1,1), con λ = 5, α =0.5=β y n=100.

Distribución conjunta

GXn,Xn+1(u, v) = E[(1− u)Xn(1− v)Xn+1 ]

= E
[
(1− u)β◦Zn+Mn−1(1− v)β◦Zn+1+Mn ]

= E
[
(1− u)β◦Zn(1− v)β◦Zn+1(1− u)Mn−1(1− v)α◦Mn−1+Zn

]
= E

[
(1− v)β◦Zn+1(1− u)β◦Zn(1− v)Zn(1− u)Mn−1(1− v)α◦Mn−1

]
= GZ(βv)GZ(v + βu− βuv)GM (u+ αv − αuv)

= exp{−ᾱθ(βv + v + βu− βuv)} exp{−θ(u+ αv − αuv)}

= exp{−θβᾱ(u+ v − uv)− θ(u+ v − αuv)}.

La Figura 5.6 es la simulación de un proceso ARMA(1,1) con distribución marginal Poisson de

media 5.

5.4.2. Geométrico

Consideremos esta vez, lo que seŕıa la versión discreta del modelo Exponencial ARMA(1,1),

EARMA(1,1), dada por

Xn =
{
β ◦ Zn c.p. β,

β ◦ Zn +An−1 c.p. (1− β),
(5.59)

0 ≤ β ≤ 1, n = 1, 2, . . . ,
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con

An =
{
α ◦An−1 c.p. α,

α ◦An−1 + Zn c.p. (1− α),
(5.60)

0 ≤ α < 1, n = 1, 2, . . . .

con {Zn} una sucesión de v.a.’s i.i.d. Geom(θ).

Obviamente de los procesos INAR(1) y MA(1) con esta distribución marginal, se tiene que la

condición de estacionariedad para el procesos descrito por (5.59) y (5.60), Geométrico ARMA(1,1),

es A0 = Z0, esto es, A0 es una v.a. Geom(θ) independiente del resto de las Zn.

Correlación serial El modelo Geométrico ARMA(1,1) posee la misma correlación serial que su

análogo continuo.

Escribiendo la distribución de XnXn+k, como se hizo para el modelo MA(1) Geométrico, y tomando

esperanza nos queda:

Para k 6= 0,

E[XnXn+k] = E
[
(β ◦ Zn)(β ◦ Zn+k)

]
+ (1− β)E

[
(β ◦ Zn)An+k−1

]
+(1− β)E

[
(β ◦ Zn+k)An−1

]
+ (1− β)2E

[
An−1An+k−1

]
.

Aplicando 7 y 9 de la Proposición 4.24, la independencia entre las variables y haciendo λ = (1−θ)/θ,

E[XnXn+k] = β2 1
λ2

+ β(1− β)E[ZnAn+k−1] + β(1− β)
1
λ2

+ (1− β)2E[An−1An+k−1]

= β(1− β)E[ZnAn+k−1] + (1− β)2E[An−1An+k−1] +
β

λ2
. (5.61)

Compárese esta última con (3.18). Puesto que E[(α ◦ An+i)Zn] = αE[An+iZn] para cualquier i,

varios de los cálculos que se realizaron para el modelo EARMA(1,1) se preservan aqúı. Entre ellos

E[ZnAn] = E[ρ ◦An−1Zn] + (1− ρ)E[Z2
n]

= ρE[An−1Zn] + (1− ρ)E[Z2
n]

= ρ
1
λ2

+ (1− ρ)
[

θ

(1− θ2)
+

1
λ2

]
=

1
λ2

+ (1− α)
θ

(1− θ)2
.

Y para k ≥ 1,

E[ZnAn+k] = αkE[ZnAn] +
(1− αk)
λ2

(por (3.19))

= αk

[
1
λ2

+ (1− α)
θ

(1− θ)2

]
+

(1− αk)
λ2

= αk(1− α)
θ

(1− θ)2
+

1
λ2
.

Aśı mismo puesto que {An} es un proceso INAR(1)con distribución marginal Geom(θ), ρA(k) = αk,

y

E[AnAn+k] = αk θ

(1− θ)2
+

1
λ2
.
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Sustituyendo estos resultados en (5.61),

E[XnXn+k] = β(1− β)
[
αk−1(1− α)

θ

(1− θ)2
+

1
λ2

]
+ (1− β)2

[
αk θ

(1− θ)2
+

1
λ2

]
+

β

λ2

= β(1− β)(1− ρ)ρk−1 θ

(1− θ)2
+ (1− β)2ρk

(
θ

(1− θ)2

)
+

1
λ2
.

Restando E2[Xn] y dividiendo entre la Var(Xn),

ρ(k) = β(1− β)(1− ρ)ρk−1 + (1− β)2ρk

= β̄(βρ̄+ ρβ̄)ρk−1, k = 1, 2, . . . .

Distribución conjunta Siguiendo el mismo procedimiento que se utilizó en el modelo Geométri-

co MA(1) y usando la misma notación, se tiene

GXn,Xn+1(u, v) = β2ψ(β, u)ψ(β, v) + β(1− β)
[
αψ(β, u)ψ(β, v)φ(α, v)

+(1− α)E[(1− u)β◦Zn(1− v)Zn ]ψ(β, v)φ(α, v)
]

+ β(1− β)ψ(β, u)φ(1, u)ψ(β, v)

+(1− β)2
[
αψ(β, u)ψ(β, v)E[(1− u)An−1(1− v)α◦An−1 ]

+(1− α)E[(1− u)β◦Zn(1− v)Zn ]ψ(β, v)E[(1− u)An−1(1− v)α◦An−1 ]
]
.

De la demostración de la Proposición 5.2 se sabe que

E[(1− u)β◦Zn(1− v)Zn ] = E[(1− βu)Zn(1− u)Zn ] = ψ(1, v + βu− βuv)

y, E[(1− u)An(1− v)α◦An ] = E[(1− u)An(1− αu)An ] = ψ(1, u+ αv − αuv).

Usando estos resultados y agrupando términos

GXn,Xn+1(u, v) = βψ(β, u)ψ(β, v)
[
β + (1− β)φ(1, u)

]
+
[
αψ(β, u) + (1− α)ψ(1, v + βu− βuv)

]
ψ(β, v)

[
β(1− β)φ(α, v)

+(1− β)2ψ(β, v)ψ(1, u+ αv − αuv)
]
.

Sustituyendo

GXn,Xn+1(u, v) = βψ(βu)ψ(β, v)
(
λ+ βu

λ+ u

)
+
(

λ(λ+ βu+ αv − αβuv)
(λ+ βu)(λ+ βu+ v − βuv)

)
ψ(β, v)

(
(1− β)λ(λ+ βu+ αv − αβuv)
(λ+ αv)(λ+ u+ αv − αuv)

)
.

Finalmente

GXn,Xn+1(u, v) =
(

λ

λ+ βu

)(
λ

λ+ βv

)
×
[
β(λ+ βu)
(λ+ u)

+
(1− β)λ(λ+ βu+ αv − αβuv)2

(λ+ βu+ v − βuv)(λ+ αv)(λ+ u+ αv − αuv)

]
.

Compárese con (3.23). De nuevo, la diferencia entre la versión discreta y la continua son sólo los

términos cruzados, uv.

Además, si
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β = 0, entonces se tiene la f.a.g.p. conjunta del modelo INAR(1) con distribución marginal Geo-

métrica, ecuación (5.18), y cuando

α = 0, tenemos la f.a.g.p. conjunta del modelo Geométrico MA(1), ecuación (5.54).

5.4.3. Binomial

Definimos el proceso Binomial ARMA(1,1), {Xn}, como

Xn = Yn−1 + S(Zn), (5.62)

con

Yn = S(Yn−1) + Zn. (5.63)

Sea {Zn} una sucesión de v.a.’s i.i.d. con distribución Binomial(N −M,p), Y0 una v.a. indepen-

diente Binomial(N, p) y (S(Yn−1) | Yn−1 = y) con distribución Hipergeométrica(N,M, y), entonces

{Yn} es un proceso AR(1) estacionario con distribución marginal Binomial(N, p). Además, dado

Zn = x, suponemos que (S(Zn) | Zn) ∼Hipergeométrica(N −M,N1, x), con N1 < N −M , entonces

S(Zn) se distribuye Binomial(N1, p), y por tanto el proceso {Xn} es estacionario con distribución

marginal Binomial(N +N1, p).

Correlación serial

g(1) = Cov(Xn, Xn+1) = Cov(Yn−1 + S(Zn), Yn + S(Zn+1))

= Cov(Yn−1, Yn) + Cov(S(Zn), Yn)

= Cov(Yn−1, Yn) + Cov(S(Zn), S(Yn−1) + Zn)

= Cov(Yn−1, Yn) + Cov(S(Zn), Zn).

Para el primer sumando puesto que {Yn} es un proceso estacionario BAR(1), ρ(1) = α = M/N .

Mientras que para el segundo, seguimos un procedimiento idéntico al que se realizó para obtener

(5.56). Quedando aśı

Cov(Xn, Xn+1) = αVar(Yn) +N1pp̄

= αNpp̄+N1pp̄ = (M +N1)pp̄.

Para k > 1,

Cov(Xn, Xn+k) = Cov(Yn−1 + S(Zn), Yn+k−1 + S(Zn+k))

= Cov(Yn−1, Yn+k−1) + Cov(S(Zn), Yn+k−1).

El primer sumando se obtiene recursivamente

c(k) = Cov(Yn−1, Yn+k−1) = α c(k − 1) = αk−1 c(1) = αk Var(Y ) =
(
M

N

)k

Npp̄. (5.64)

Para el segundo:
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Por demostrar

Cov(S(Zn), Yn+k) =
(
M

N

)k

N1pp̄. (5.65)

Para k = 1,

Cov(S(Zn), Yn+1) = Cov(S(Zn), S(Yn) + Zn+1) = Cov(S(Zn), S(Yn)).

Ahora bien

Cov(S(Zn), S(Yn)) = E
[
S(Zn)E[S(Yn) | Yn]

]
− E[S(Zn)]E

[
E[S(Yn) | Yn]

]
(5.66)

=
M

N
E[S(Zn)Yn]− M

N
E[S(Zn)]E[Yn],

puesto que S(Yn) | Yn ∼ Hipergeométrica(N,M, Yn). Entonces

Cov(S(Zn), S(Yn)) =
M

N
Cov(S(Zn), Yn)

=
M

N
Cov(S(Zn), S(Yn−1) + Zn) =

M

N
Cov(S(Zn), Zn) =

M

N
N1pp̄.

Por lo tanto

Cov(S(Zn), Yn+1) =
M

N
N1pp̄.

Supongamos que la relación (5.65) es válida para k − 1,

Cov(S(Zn), Yn+k) = Cov(S(Zn), S(Yn+k−1) + Zn+k)

= Cov(S(Zn), S(Yn+k−1)) =
M

N
Cov(S(Zn), Yn+k−1),

esta última se obtiene de manera totalmente análoga a (5.66). Luego, aplicando la hipótesis

de inducción

Cov(S(Zn), Yn+k) =
M

N

(
M

N

)k−1

N1pp̄ =
(
M

N

)k

N1pp̄.

L.Q.Q.D.

Entonces de (5.64) y (5.65),

Cov(Xn, Xn+k) =
(
M

N

)k−1

(Mpp̄+N1pp̄) =
(
M

N

)k−1

g(1).

De estos cálculos se tiene

ρ(k) =

{
(M +N1)/(N +N1) si k = 1,(

M
N

)k−1
ρ(1) k > 1.

Haciendo α = M/N , β = N1/(N −M) y d = N1/N ,

ρ(k) =

{
(α+ ᾱβ)/(1 + d) k = 1,

αk−1ρ(1) k > 1.
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Distribución conjunta

GXn,Xn+1(u, v)

= E[(1− u)Yn−1+S(Zn) (1− v)Yn+S(Zn+1)]

= E[(1− u)Yn−1+S(Zn) (1− v)S(Yn−1)+Zn+S(Zn+1)]

= E[(1− u)Yn−1−S(Yn−1) (1− v)S(Yn−1) (1− u)S(Yn−1)]

×E[(1− v)Zn−S(Zn) (1− u)S(Zn) (1− v)S(Zn)]E[(1− v)S(Zn+1)]

= (1− pu)N−M (1− pu− pv + puv)M (1− pv)N−M−N1 (1− pu− pv + puv)N1 (1− pv)N1

= (1− pu)N−M (1− pu− pv + puv)M+N1 (1− pv)N−M .
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Caṕıtulo 6

Modelo AR(1) con marginal ED

Harry Joe en 1996 publicó un art́ıculo sobre series de tiempo considerando como marginal

familias paramétricas infinitamente-divisibles cerradas bajo convolución. Dicho trabajo unifica y

generaliza trabajos previos que hab́ıan abordado la cuestión de modelos de series de tiempo con

distribución marginal no-Gaussiana, como Lewis (1983) y Lewis et al. (1989) para el caso de la

distribución Gamma, McKenzie (1986) para la distribución Binomial Negativa, McKenzie (1988b)

para la Poisson y Al-Osh y Alzaid (1991) para la Binomial, en lo que se refiere a la estructura

AR(1). Aśı mismo, su enfoque permite la creación de un modelo AR(1) con distribución marginal

Normal distinto al de la ecuación (2.4).

Dos años después Bent Jørgensen y Peter Xue-Kun Song publican un art́ıculo que trata modelos

de series de tiempo con marginal en la clase de modelos de dispersión exponencial infinitamente-

divisibles, la cual es un subconjunto de la clase tratada por Joe (1996). Los modelos construidos

por Jørgensen y Song (1998) están basados en el operador de adelgazamiento construido por Joe

(1996), el cual se reduce al operador de adelgazamiento Binomial y al adelgazamiento Hipergeo-

métrico cuando la distribución que se trata es la Poisson y la Binomial respectivamente.

Aunque ambos art́ıculos tratan procesos de la forma ARMA, nosotros nos limitamos al estudio del

proceso AR(1).

6.1. Modelos de dispersión exponencial

Sea X ∼ ED∗(θ, λ) que denota un modelo de dispersión exponencial con función de densidad

de probabilidad

fX(x; θ, λ) = c(x;λ) exp{θx− λk(θ)}, x ∈ R, (6.1)

donde θ es llamado el parámetro canónico cuyo dominio es el conjunto Θ = {θ ∈ R; k(θ) < ∞}, λ

el parámetro ı́ndice con λ ∈ Λ ⊆ R+ y, k(θ) = ln
∫

R c(x;λ)eθx dη(x)/λ, donde η denota la medida

de Lebesgue o la medida de conteo, en el último caso la integral se reemplaza por una suma.

Observe que (6.1) es una familia exponencial cuando λ es conocida.
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Se sabe además que el modelo es infinitamente-divisible si y solo si el dominio del parámetro ı́ndice

es Λ = R+.

Puesto que (6.1) es una función de densidad∫
R

c(x;λ)eθx dη(x) = eλk(θ). (6.2)

Calculemos ahora la función generadora de momentos (f.g.m.) de X ∼ ED∗(θ, λ),

MX(t) = E[etX ] = e−λk(θ)

∫ ∞

−∞
c(x;λ)e(θ+t)x dη(x)

= exp
{

λ{k(θ + t)− k(θ)}
}

, por (6.2).

De donde podemos obtener fácilmente que

E[X] = λk
′
(θ) y Var(X) = λk

′′
(θ). (6.3)

Sean Z1 y Z2 dos variables aleatorias independientes tales que

Zi ∼ ED∗(θ, λi), i = 1, 2.

Y sea Z = Z1 + Z2, entonces

MZ1+Z2(t) = MZ1(t) MZ2(t) = eλ1+λ2{k(θ+t)−k(θ)} = MZ(t),

por lo que Z ∼ ED∗(θ, λ1 + λ2).

Es decir, se tiene que

ED∗(θ, λ1) ~ ED∗(θ, λ2) = ED∗(θ, λ1 + λ2). (6.4)

Entonces cualquier modelo de dispersión exponencial satisface la fórmula (6.4), se dice entonces

que la familia es cerrada bajo convolución.

6.1.1. Ejemplos

Una forma de precisar un modelo de dispersión exponencial es especificando la función k(θ), llamada

el cumulante generador de (6.1), o equivalentemente la función c(·;λ).

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 6.1 Sea k(θ) = θ2/2, entonces

fX(x; θ, λ) = c(x;λ) exp{θx− λθ2/2},

lo que implica que

c(x;λ) =
1√
2πλ

exp
{
−x2

2λ

}
, λ > 0.



6.1 Modelos de dispersión exponencial 99

Aśı, fX(x; θ, λ) toma la forma

fX(x; θ, λ) =
1√
2πλ

exp
{
−(x− θλ)2

2λ

}
,

i.e.

X ∼ ED∗(θ, λ) = Normal(θλ, λ). t

Ejemplo 6.2 Sea k(θ) = − ln(−θ), con θ < 0,

fX(x; θ, λ) = c(x;λ) exp{θx + λ ln(−θ)} = c(x;λ)eθx(−θ)λ,

entonces

c(x;λ) =
xλ−1

Γ(λ)
, λ > 0,

quedando que

fX(x; θ, λ) =
(−θ)λ

Γ(λ)
xλ−1eθx.

Por lo tanto

X ∼ ED∗(θ, λ) = Gamma(λ,−θ), con θ < 0. t

Ejemplo 6.3 Sea k(θ) = − ln(1− eθ), con θ < 0,

fX(x; θ, λ) = c(x;λ)eθx(1− eθ)λ,

implicando que

c(x;λ) =
(

λ + x− 1
λ− 1

)
=

Γ(λ + x)
Γ(λ) x!

, λ > 0.

Sustituyendo

fX(x; θ, λ) =
(

λ + x− 1
λ− 1

)
eθx(1− eθ)λ,

entonces

X ∼ ED∗(θ, λ) = Binomial Negativa(λ, 1− eθ), con θ < 0,

en términos de la notación del Caṕıtulo 1. t

Ejemplo 6.4 Sea k(θ) = eθ,

fX(x; θ, λ) = c(x;λ) exp{θx− λeθ},

lo que implica que

c(x;λ) =
λx

x!
, λ > 0.

Se tiene aśı que

fX(x; θ, λ) =
(λeθ)x

x!
exp{−λeθ},

i.e.

X ∼ ED∗(θ, λ) = Poisson(λeθ). t
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Ejemplo 6.5 Sea k(θ) = ln(1 + eθ),

fX(x; θ, λ) = c(x;λ)eθx(1 + eθ)−λ,

entonces

c(x;λ) =
(

λ

x

)
, λ ∈ N.

Sustituyendo

fX(x; θ, λ) =
(

λ

x

) (
eθ

1 + eθ

)x (
1

1 + eθ

)λ−x

,

por lo tanto

X ∼ ED∗(θ, λ) = Binomial(λ, eθ/(1 + eθ)). t

La clase de modelos de dispersión exponencial (infinitamente-divisibles) es muy extensa. De hecho

cualquier distribución (I-D) con f.g.m. genera un modelo de dispersión exponencial (I-D) (Jørgensen

1986).

Joe (1996) considera la clase más general de distribuciones infinitamente-divisibles de convolución

cerrada que incluye distribuciones sin momentos. Sin embargo estas distribuciones pueden ser vistas

como la familia de modelos de dispersión exponencial con Θ = {0}, esto es, {ED∗(0, λ);λ > 0}.

6.2. Operador de adelgazamiento de Joe

Sean Z1 y Z2 dos variables aleatorias independientes tales que

Zi ∼ ED∗(θ, λi), i = 1, 2. (6.5)

Hemos visto que Z = Z1 + Z2 ∼ ED(θ, λ), con λ = λ1 + λ2. Ya que la suma es suficiente para

el parámetro θ, la distribución condicional de Z1 dado Z = x no depende de θ y es denotada por

Z1 | Z1 + Z2 ∼ G(λ1, λ2, x), cuya función de densidad es

fZ1|Z(w|x; λ1, λ2) =
fZ1(w; θ, λ1) fZ2(x− w; θ, λ2)

fZ(x; θ, λ1 + λ2)

=
c(w;λ1) exp{θw − λ1k(θ)}c(x− w;λ2) exp{θ(x− w)− λ2k(θ)}

c(x;λ1 + λ2) exp{θx− (λ1 + λ2)k(θ)}

=
c(w;λ1) c(x− w;λ2)

c(x;λ)
. (6.6)

La distribución G(λ1, λ2, x) es llamada la contracción correspondiente a ED∗(θ, λ).

Definimos ahora la operación de adelgazamiento, A(X;α), con α ∈ [0, 1].

Sea X una v.a. con distribución ED∗(θ, λ), un modelo de dispersión exponencial infinitamente-

divisible, y sea ᾱ = 1− α. Definimos la v.a. A(X;α) por la distribución condicional

A(X;α) | X = x ∼ G(αλ, ᾱλ, x), (6.7)
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entonces la distribución marginal de A(X;α) es ED∗(θ, αλ) (Proposición 6.6), y decimos que

A(X;α) es el adelgazamiento de X por una proporción α. Aunque bien podŕıa llamarse el adel-

gazamiento de Joe. Se pide que X sea un modelo de dispersión exponencial infinitamente-divisible

para asegurar que tanto αλ como ᾱλ sean valores válidos para el parámetro ı́ndice para cualquier

valor de α ∈ (0, 1) (véase al respecto el Ejemplo 6.12). En los casos extremos, α = 0, 1, definimos

A(X; 1) = 1, y A(X; 0) = 0.

Proposición 6.6 Sea ED∗(θ, λ) un modelo de dispersión exponencial con conjunto ı́ndice Λ, y

supongamos que X ∼ ED∗(θ, λ), y Y | X = x ∼ G(λ1, λ2, x), donde λ1, λ2, λ ∈ Λ, y λ = λ1 + λ2.

Entonces Y y X − Y son independientes, Y ∼ ED∗(θ, λ1) y X − Y ∼ ED∗(θ, λ2).

Demostración: Supongamos que Z1 y Z2 son dos v.a.’s independientes con distribución (6.5), y

sea Z = Z1 + Z2. Entonces la distribución condicional de Z1 | Z y la distribución marginal de Z

son las mismas que la distribución condicional de Y | X y la distribución marginal de X, respec-

tivamente. Por lo tanto la distribución conjunta de (Z1, Z1 + Z2) es la misma que la distribución

conjunta de (Y, X), lo que a su vez implica que la distribución conjunta de (Z1, Z2) es la misma

que la distribución conjunta de (Y, X − Y ).

Por lo tanto Y y X − Y son independientes, Y ∼ ED∗(θ, λ1) y X − Y ∼ ED∗(θ, λ2). t

Vale la pena mencionar que con el resultado anterior queda probada la independencia entre S(Xn−1)

y Xn−1−S(Xn−1), en la Proposición 5.11, la cual hasta el momento no se hab́ıa demostrado, y sin

embargo se utilizó de manera intensa en aquel apartado.

En adelante, asuma λ1 = αλ, λ2 = ᾱλ, y α ∈ (0, 1), entonces λ = λ1 + λ2.

A continuación presentamos el modelo AR(1) de Joe.

Definición 6.7 El modelo estacionario AR(1) construido por Joe (1996), y puesto en el contexto

de ED por Jørgensen and Song (1998), es

Xn = An(Xn−1;α) + εn, n = 1, 2, . . . , (6.8)

donde el operador aleatorio A(·;α) es independiente de la variable de innovación εn y está definido

como en (6.7), el sub́ındice n (en An(·;α)) enfatiza que el adelgazamiento se realiza de manera

independiente para cada n. Las innovaciones {εn} son v.a.’s i.i.d. con distribución ED∗(θ, (1−α)λ).

Entonces la distribución marginal de Xn es ED∗(θ, λ) (siempre que X0 ∼ ED∗(θ, λ)). Por lo tanto

(6.8) constituye un proceso estacionario con marginal ED∗(θ, λ).

6.2.1. Ejemplos

Revisemos desde esta perspectiva parte del trabajo hecho en el caṕıtulo anterior. Consideremos las

distribuciones Gamma, Binomial Negativa, Poisson y Binomial, y echemos un vistazo a la Normal,
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de acuerdo a sus correspondientes modelos de dispersión exponencial.

Ejemplo 6.8 Sean Z1 y Z2, dos v.a.’s independientes tales que

Zi ∼ ED∗(θ, λi) = Normal(θλi, λi), i = 1, 2.

La función de densidad de Z1 dado Z = Z1 + Z2 = x, como hemos visto es

fZ1|Z(w|x; λ1, λ2) =
c(w;λ1) c(x− w;λ2)

c(x;λ)
.

En este caso, del Ejemplo 6.1, tenemos

fZ1|Z(w|x; λ1, λ2) =
(2πλ1)−1/2 exp{−w2/2λ1} (2πλ2)−1/2 exp{−(x− w)2/2λ2}

(2πλ)−1/2 exp{−x2/2λ}

=
λ1/2

√
2πλ1λ2

exp{−(w − αx)2/2α(1− α)λ},

con α = λ1/λ. Es decir, se tiene que

Z1 | Z1 + Z2 = x ∼ G(αλ, ᾱλ, x) = Normal(αx, α(1− α)λ). (6.9)

Por lo tanto el proceso AR(1) (6.8), con distribución marginal infinitamente-divisible ED∗(θ, λ)

= Normal(θλ, λ) puede ser representado mediante la expresión

Xn = αXn−1 + ωn + εn, (6.10)

donde {ωn} es una sucesión de v.a.’s i.i.d. con distribución Normal(0, αᾱλ), y {εn} es una sucesión

de v.a.’s i.i.d. con distribución ED∗(θ, (1− α)λ) = Normal(θᾱλ, ᾱλ).

Pues, observe que

αXn−1 + ωn | Xn−1 = x ∼ Normal(αx, αᾱλ),

que es la distribución que obtuvimos en (6.9).

Además

αXn−1 + ωn ∼ Normal(αθλ, α2λ) + Normal(0, αᾱλ)

= Normal(θαλ, αλ) = ED∗(θ, αλ).

Y por último,

αXn−1 + ωn + εn ∼ Normal(θαλ, αλ) + Normal(θᾱλ, ᾱλ) = Normal(θλ, λ),

que es la distribución deseada para el modelo.

Por lo tanto la representación (6.10) es válida. t
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Ejemplo 6.9 Sean Z1 y Z2, dos v.a.’s independientes con distribución

Zi ∼ ED∗(θ, λi) = Gamma(λi,−θ), θ < 0; i = 1, 2.

Por el Ejemplo 6.2 tenemos que la función de densidad de Z1 dado Z1 + Z2 = x, es

fZ1|Z(w|x; λ1, λ2) =
wλ1−1

Γ(λ1)
(x− w)λ2−1

Γ(λ2)

/
xλ1+λ2−1

Γ(λ1 + λ2)

=
Γ(λ1 + λ2)
Γ(λ1)Γ(λ2)

wλ1−1(x− w)λ2−1

xλ1+λ2−1

=
Γ(λ1 + λ2)
Γ(λ1)Γ(λ2)

(
1− w

x

)λ2−1 (w

x

)λ1−1 1
x

, w ∈ (0, x).

Esta última es la función de densidad de una v.a. W tal que W = xA, con x una constante positiva

y A una v.a. Beta(λ1, λ2). El lector puede usar el Teorema 2.23 para corroborar esta afirmación,

con W = ϕ(A) = xA.

Aśı que,

Z1 | Z1 + Z2 = x ∼ G(αλ, ᾱλ, x) = xBeta(αλ, ᾱλ).

Por lo tanto el modelos AR(1) (6.8), con distribución marginal infinitamente-divisible ED∗(θ, λ)

= Gamma(λ,−θ), θ < 0, se expresa en la forma

Xn = AnXn−1 + εn, (6.11)

donde {An} es una sucesión de v.a.’s i.i.d. Beta(αλ, ᾱλ), en tanto que {εn} es una sucesión de v.a.’s

i.i.d. ED∗(θ, (1− α)λ) = Gamma(ᾱλ,−θ).

Este proceso AR(1) con coeficiente aleatorio y distribución marginal Gamma es en esencia comple-

tamente distinto al modelo GAR(1) que estudiamos en el Caṕıtulo 3. Fue introducido por Lewis

(1983), y profundizado su estudio en Lewis et al. (1989), llamándole: Beta-Gamma AR(1), teniendo

como punto de partida para su creación el hecho de que el producto de una v.a. Beta(αλ, λ− αλ)

con una v.a. Gamma(λ,−θ), independientes, es una v.a. Gamma(αλ,−θ). Resultado que en estos

momentos lo obtenemos directamente de la Proposición 6.6, pues según ésta

AnXn−1 ∼ ED∗(θ, αλ) = Gamma(αλ,−θ). t

McKenzie (1986, pg.690) propuso el análogo discreto a (6.11), esto es, un proceso AR(1) de coe-

ficiente aleatorio y distribución marginal Binomial Negativa (BN). El cual está definido de la sigu-

iente manera

Xn = An ◦Xn−1 + εn, (6.12)

con {An} una sucesión de v.a.’s i.i.d. Beta(αλ, λ− αλ),

An ◦ Xn−1 =
∑Xn−1

i=1 Bi(An) donde {Bi(An)} es una sucesión de v.a.’s i.i.d. Bernoulli de me-

dia An e independientes de Xn−1 para cada n, y {εn} una sucesión de v.a.’s i.i.d. Binomial
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Negativa(λ− αλ, p).

Para el proceso definido en (6.12) McKenzie (1986) encuentra que si A es una v.a. Beta(λ1, λ2),

entonces A◦X dado X = x se distribuye Beta-Binomial(λ1, λ2, x). Aśı, si X se distribuye Binomial

Negativa(λ1+λ2, p), A◦X se distribuye Binomial Negativa(λ1, p). Por lo tanto, {Xn} es un proceso

estacionario con distribución marginal Binomial Negativa(λ1 + λ2, p).

Revisemos ahora la distribución Binomial Negativa desde la perspectiva de modelos de dispersión

exponencial y veamos como este enfoque nos lleva al proceso (6.12).

Ejemplo 6.10 Sean Z1 y Z2, dos v.a.’s independientes tales que

Zi ∼ ED∗(θ, λi) = BN(λi, 1− eθ), θ < 0; i = 1, 2.

Usando el Ejemplo 6.3, la función de densidad de Z1 dado Z1 + Z2 = x, es

fZ1|Z(w|x; λ1, λ2) =
Γ(λ1 + w)
Γ(λ1)w!

Γ(λ2 + x− w)
Γ(λ2)(x− w)!

/
Γ(λ1 + λ2 + x)
Γ(λ1 + λ2)x!

=
Γ(λ1 + λ2)

Γ(λ1)Γ(λ2)Γ(λ1 + λ2 + x)

(
x

w

)
Γ(λ1 + w)Γ(λ2 + x− w),

que es una distribución Beta-Binomial(λ1, λ2, x). Es decir, tenemos que

Z1 | Z1 + Z2 = x ∼ G(αλ, ᾱλ, x) = Beta-Binomial(αλ, ᾱλ, x).

Por lo tanto el proceso AR(1) (6.8), con distribución marginal infinitamente-divisible ED∗(θ, λ)

= Binomial Negativa(λ, 1− eθ), θ < 0, corresponde al proceso (6.12), con p = 1− eθ.

Por último note que al igual que en el ejercicio anterior la Proposición 6.6, nos permite obtener

directamente

An ◦Xn−1 ∼ ED∗(θ, αλ) = BN(αλ, 1− eθ)

y

εn ∼ ED∗(θ, (1− α)λ) = BN((1− α)λ, 1− eθ). t

Ejemplo 6.11 Sean Z1 y Z2, dos v.a.’s independientes con distribución

Zi ∼ ED∗(θ, λi) = Poisson(λie
θ), i = 1, 2.

La densidad de Z1 dado Z1 + Z2 es, del Ejemplo 6.4,

fZ1|Z(w|x; λ1, λ2) =
λw

1

w!
λx−w

2

(x− w)!

/
(λ1 + λ2)x

x!

=
(

x

w

)
αw(1− α)x−w
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con α = λ1/(λ1 + λ2). Es decir, tenemos que

Z1 | Z1 + Z2 = x ∼ G(αλ, ᾱλ, x) = Binomial(x, α).

Por lo tanto el proceso AR(1) (6.8), con distribución marginal infinitamente-divisible ED∗(θ, λ)

= Poisson(λeθ) no es otro sino nuestro conocid́ısimo modelo INAR(1) con distribución marginal

Poisson,

Xn = α ◦Xn−1 + εn,

con α ◦X = Y1 + Y2 + . . . + YX , donde {Yi} es una sucesión de v.a.’s i.i.d. Bernoulli de media α, e

independientes de X, y {εn} una sucesión de v.a.’s i.i.d.. De la Proposición 6.6

α ◦Xn−1 ∼ ED∗(θ, αλ) = Poisson(αλeθ)

y

εn ∼ ED∗(θ, ᾱλ) = Poisson(ᾱλeθ). t

Si nos olvidamos de la condición infinitamente-divisible para la distribución de X en (6.7), podemos

entonces considerar la distribución Binomial.

Ejemplo 6.12 Sean Z1 y Z2, dos v.a.’s independientes con distribución

Zi ∼ ED∗(θ, λi) = Binomial(λi, e
θ/(1 + eθ)), λi ∈ N; i = 1, 2.

La densidad de Z1 dado Z1 + Z2 es, del Ejemplo 6.5

fZ1|Z(w|x; λ1, λ2) =

(
λ1

w

) (
λ2

x−w

)(
λ1+λ2

x

) . (6.13)

Entonces, si restringimos α a la forma k/λ, k ∈ N (y k < λ), nos queda

Z1 | Z1 + Z2 = x ∼ G(αλ, ᾱλ, x) = Hipergeométrica(αλ, ᾱλ, x).

Por lo tanto el proceso AR(1) (6.8), con distribución marginal no infinitamente-divisible ED∗(θ, λ)

= Binomial(λ, eθ/(1 + eθ)) no es otro sino el modelo BAR(1), (5.46), visto en el caṕıtulo anterior

Xn = S(Xn−1) + εn,

donde S(Xn−1) | Xn−1 = x se distribuye como en (6.13), y por la Proposición 6.6

S(Xn−1) ∼ ED∗(θ, αλ) = Binomial(αλ, eθ/(1 + eθ))

y

εn ∼ ED∗(θ, ᾱλ) = Binomial(ᾱλ, eθ/(1 + eθ)).

En relación a como se escribió el proceso BAR(1), en la sección 5.2.2, se tiene que λ = N y k = M .

Por último, es importante notar que el conjunto ı́ndice Λ para la distribución no infinitamente-

divisible ED∗(θ, λ)=Binomial(λ, eθ/(1 + eθ)), es Λ = {1, 2, . . .}. Es por ello que se restringe a α, a

ser un múltiplo de λ−1, de lo contrario αλ y ᾱλ podŕıan no pertenecer a Λ, lo cual es una hipótesis

de la Proposición 6.6. t
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6.2.2. Propiedades generales

Proposición 6.13 Si la distribución ED∗(θ, λ) para Xn en (6.8) tiene momento de segundo orden,

entonces su autocorrelación de orden k es αk.

Demostración: Sean Z1, Z2, dos v.a.’s como en (6.5) y sea Z = Z1 + Z2.

Por (6.3), E[Z1] = λ1k
′(θ) = αλk′(θ) = αE[Z].

Entonces

E[Z1] = EZ

[
EZ1 [Z1|Z]

]
= αEZ [Z] = EZ [αZ],

por lo tanto

EZ1 [Z1|Z] = αZ,

el sub́ındice en las esperanzas enfatiza respecto a quién se calculan.

Se tiene entonces que

E[A(X;α) | X = x] = αx,

si X posee primer momento.

De donde, la esperanza condicional del proceso (6.8) es

E[Xn | Xn−1 = x] = αx + (1− α)µ,

entonces aplicando el Corolario 2.17, su correlación de orden k es

ρ(k) = αk, k = 0, 1, . . . . (6.14)

si el proceso tiene momento de segundo orden. t

Sean Z1, Z2, dos v.a.’s como en (6.5). Denotamos la distribución condicional de Z = Z1 + Z2

dado Z1 = w, por B(θ, λ2, w), cuya función de densidad es

fZ|Z1
(x|w; θ, λ2) =

fZ1(w; θ, λ1) fZ2(x− w; θ, λ2)
fZ1(w; θ, λ1)

= fZ2(x− w; θ, λ2)

= c(x− w;λ2) exp{θ(x− w)− λ2k(θ)}. (6.15)

Aśı entonces, escribiendo (6.7) en términos de la notación (6.8) tenemos que

An(Xn−1;α) | Xn−1 = x ∼ G(αλ, ᾱλ, x)

y

Xn | An(Xn−1;α) = w ∼ B(θ, ᾱλ, w),

con funciones de densidad (6.6) y (6.15) respectivamente.
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El proceso (6.8) es de Markov (de orden uno) por construcción. Más aún, sus probabilidades de

transición pueden ser calculadas como

p(xn, xn+1) = P[Xn+1 = xn+1 | Xn = xn]

=
∫

w
f(xn+1, xn, w) dη

/
f(xn)

=
∫

w
f(xn+1 | w, xn) f(w | xn) f(xn) dη

/
f(xn)

=
∫

w
fZ|Z1

(xn+1|w) fZ1|Z(w|xn) dη

=
exp{θxn+1 − λ2k(θ)}

c(xn;λ)

∫
w

c(w;λ1)c(xn − w;λ2)c(xn+1 − w;λ2)e−θw dη, (6.16)

donde f(xn+1 | w, xn) = f(xn+1 | w) se justifica por la independencia condicional de Xn+1 y Xn

dado An+1(Xn;α) = w.

Si el modelo ED∗(θ, λ) tiene soporte en los enteros no negativos entonces, la integral se reemplaza

por
∑xn∧xn+1

w=0 .

Proposición 6.14 El proceso AR(1) descrito por (6.8), es reversible en el tiempo.

Demostración: De los cálculos anteriores la densidad conjunta, h, de (Xn, Xn+1) es

h(xn, xn+1) = exp{θ(xn + xn+1)− (λ2 + λ)k(θ)}

×
∫

w
c(w;λ1)c(xn − w;λ2)c(xn+1 − w;λ2) e−θw dη,

puesto que esta última es simétrica en xn y xn+1, el proceso de Markov (6.8) es reversible en el

tiempo. t



108 Modelo AR(1) con marginal ED



Caṕıtulo 7

Aplicación

El presente caṕıtulo pretende ilustrar con un ejemplo la utilidad e importancia de la teoŕıa

desarrollada en caṕıtulos anteriores.

Para esto usaremos los casos mensuales de poliomielitis reportados por los Centros para el Control

y Prevención de Enfermedades -CDC- de los Estados Unidos entre los años 1970-1983. Estos datos

fueron utilizados por vez primera dentro del contexto estad́ıstico por Zeger (1988), para ilustrar la

aplicación de un modelo de regresión: parameter-driven model.

Encontramos en los datos una dependencia de Markov de orden uno. Ajustamos un modelo con

distribución ED∗(θ, λ)=Binomial Negativa(λ, 1−eθ) visto en el caṕıtulo anterior. Los datos poseen

una observación que se encuentra fuera del rango que prevalece en la serie. Nos preguntamos

sobre la influencia de este dato en el ajuste obtenido, por lo que realizamos ajustes con y sin él.

Aśı mismo, diferenciamos los casos, α, el factor que pesa la dependencia de Markov, variable y α

constate(=ρ̂(1)). Realizamos un ajuste más excluyendo un total de dos observaciones obteniendo

mejores resultados. El método que utilizamos para la estimación de los parámetros es el de máxima

verosimilitud (MV).

7.1. Poliomielitis en U.S. de 1970 a 1983

El Cuadro 7.9 (al final del caṕıtulo) contiene los casos mensuales de poliomielitis en Estados

Unidos reportados por los Centros para el Control y Prevención de Enfermedades -CDC- de ese páıs

entre los años de 1970 a 1983 y publicados en el Morbidity and Mortality Weekly Report Annual

Summary (1970-1983).

La Figura 7.1 muestra la gráfica de los datos.

Llama particularmente la atención la observación del mes de Noviembre de 1972 por su magnitud

respeto al resto de las observaciones. Este caso será de suma importancia en nuestro análisis.
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Figura 7.1: Número de casos mensuales de poliomielitis en U.S. entre los años 1970-1983.

T Media Mediana Moda Varianza Suma

Polio 168 1.333333 1 0 3.504990 224

Cuadro 7.1: Principales estad́ısticos de los datos.

Un análisis de los datos se presenta a continuación.

7.1.1. Distribución

Es claro que los datos provienen de una distribución discreta. A lo largo del trabajo hemos

tratado con tres distribuciones: Poisson, Binomial y Binomial Negativa, por lo que intentaremos

ajustar una de estas tres a los datos.

El histograma de los datos se encuentra en la Figura 7.2. Como podemos observar los datos

provienen de una distribución asimétrica. Además, (del Cuadro 7.1) la varianza de los datos es ma-

yor a la media, por lo que los datos podŕıan provenir de una distribución Binomial Negativa(λ, p).

Realizamos una prueba de bondad de ajuste usando la prueba χ2 con un nivel de significancia

del 5%, e hipótesis nula: los datos provienen de una distribución Binomial Negativa(1, p̂) con

p̂ = 1/(X̄ + 1) =0.42857. Obteniendo un p-valor(= 0.17638) mayor a 0.05. Por lo tanto no re-

chazamos la hipótesis nula. Aśı, la distribución que decidimos ajustar a los datos es, en efecto, una

distribución Binomial Negativa.
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Figura 7.2: Histograma de los datos.

7.1.2. Modelo

Procedemos a inspeccionar las gráficas de la ac.f. y pac.f. muestrales de los datos (Figura 7.3).

Como podemos observar, tanto en la ac.f. como en la pac.f., el único rezago significativo es el

primero. Por lo que podŕıa tratarse de un modelo AR(1), un MA(1), o incluso un ARMA(1,1),

discretos.

Decidimos ajustar un modelo AR(1) porque creemos que existe una dependencia entre las personas

que tienen poliomielitis hoy y las que lo tuvieron ayer. Recordemos que una de las causas de po-

liomielitis es el contagio.

Tenemos al menos tres modelos AR(1) con distribución marginal Binomial Negativa:

1. Modelo INAR(1), (5.4), con innovación (5.22), McKenzie (1986).

2. El modelo descrito por (5.31), Al-Osh y Aly (1992).

3. El modelo AR(1) de Joe (1996) con distribución marginal

ED∗(θ, λ)= Binomial Negativa(λ, 1− eθ), ec. (6.12).

El método que usaremos para la estimación de los parámetros es el de MV. Puesto que consideramos

una dependencia de Markov de orden 1, el cálculo de las probabilidades de transición, p(xn, xn+1),

juega un papel primordial.
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Figura 7.3: ac.f. y pac.f. de los datos de poliomielitis del Cuadro 7.9.

El modelo 1. posee una innovación bastante compleja (con f.a.g.p. (5.21), que pertenece a una dis-

tribución Poisson compuesta de la forma (5.22) que dificulta el cálculo de (5.6).

Para el modelo 2. calculamos expĺıcitamente p(xn, xn+1), ecuación (5.44). El ajuste de una dis-

tribución Binomial Negativa por medio de este modelo será el objeto de nuestro estudio en otro

momento y lugar.

Escogemos el modelo 3. para ejemplificar (en un caso particular: ED∗(θ, λ) = Binomial Negati-

va(λ, 1 − eθ)) la utilidad del trabajo hecho por Joe (1996), y puesto en el contexto de modelos

de dispersión exponencial por Jørgensen y Song (1998). Podemos calcular p(xn, xn+1) v́ıa la ec.

(6.16) ó, incluso, la construcción del proceso es tan generosa que, para el caso discreto, podemos

obtenerlas directamente de la definición (Definición 6.7),

P[Xn+1 = xn+1 | Xn = xn]

=
xn∧xn+1∑

w=0

P[An+1(Xn;α) = w | Xn = xn] P[εn = xn+1 − w],

donde

An+1(Xn;α) | Xn = xn ∼ G(αλ, ᾱλ, xn),

la contracción correspondiente a ED∗(θ, λ), y

εn ∼ ED∗(θ, ᾱλ). t
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Realizamos un diagrama de dispersión entre los datos {x1, x2, . . . , xT−1} Vs. {x2, x3, . . . , xT }. La

Figura 7.4 muestra que la relación que guardan los dos conjuntos de datos seŕıa mı́nimamente

explicada por una ĺınea recta. Esto es, existe una cuestión no lineal en los datos que esperamos que

nuestro modelo pueda captar.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

2

4
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10
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14

xn

x n
+1

Figura 7.4: Diagrama de dispersión entre {x1, x2, . . . , xT−1} y {x2, x3, . . . , xT }, para los datos de

poliomielitis.

Resumiendo tenemos que para los datos de poliomielitis del Cuadro 7.9

ajustaremos una distribución Binomial Negativa,

creemos poseen una dependencia de Markov de orden 1,

el modelo que usaremos para la estimación de los parámetros está descrito por (6.12).

7.2. Parámetros

Los detalles anaĺıticos sobre la estimación de los parámetros presentados aqúı, se encuentran en

la subsección, 7.3. Estimación.

Si bien por la prueba de bondad de ajuste de la subsección 7.1.1, no rechazamos que los datos

provinieran de una distribución Binomial Negativa con parámetros (λ̂, p̂) =(1,0.42857), no significa
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que éstos sean los mejores. De hecho el estimador p̂ = 1/(X̄ +1) supone que los datos provienen de

una muestra aleatoria. Sin embargo, el supuesto de independencia no es asumido por nosotros, sino

todo lo contrario, como hemos dicho creemos que existe una dependencia de Markov en los datos.

No obstante, (1,0.42857) serán nuestro punto de partida. En contexto con la notación del modelo

(7.2), nuestros parámetros son λ, θ, y no λ, p, donde θ y p guardan la relación 1 − eθ = p, por lo

que nuestros puntos iniciales serán (λ̂, θ̂) =(1,-0.56).

Realizamos cuatro ajustes, usando el método de MV en todos.

Como podemos observar de la ec. (7.5) las probabilidades de transición, p(xn, xn+1), del proceso

están determinadas por tres parámetros λ, θ y α. Aśı entonces, nuestros dos primeros ajustes di-

fieren en la consideración siguiente:

Ajuste 1 Maximiza la log-verosimilitud, el logaritmo de la función descrita por (7.3), asumiendo

que α̂ = ρ̂(1) =0.29480.

Ajuste 2 Maximiza la log-verosimilitud tomando a α como una variable. Esto significa que maxi-

mizamos el logaritmo de (7.3) con respecto a λ, θ y α.

La log-verosimilitud pasa de -268.16 en el punto (λ̂, θ̂, α̂)=(1,-0.56,0.29480) a -266.78 en su máxi-

mo (1.4694,-0.70965,0.29480) para el Ajuste 1. Mientras que para el Ajuste 2, la log-verosimilitud

pasa de la misma cantidad (-268.16) en el punto inicial (1,-0.56,0.29480) a -264.61 en su máximo

(λ̂, θ̂, α̂)=(1.3829,-0.71684,0.14998). Resulta interesante observar que si bien λ̂, θ̂ experimentan un

cambio, la variación mayor se da en α̂, al disminuir a casi la mitad de su valor inicial. Aśı, la

log-verosimilitud alcanza un valor mayor al hacerla una función de α también.

Comentario: Al decidir ajustar un modelo AR(1) (estacionario) a los datos, su correlación de orden

uno debiera ser ρ(1) = α. Sin embargo ρ̂(1) es sólo una estimación de ρ(1) y por lo tanto de α.

No significa que ρ̂(1) = α. Por lo tanto ρ̂(1) =0.29480 es una mera estimación de α como lo es

α̂ =0.14998 en el Ajuste 2.

Como mencionamos al principio del caṕıtulo la observación del mes de Noviembre de 1972

(x35 = 14) es bastante mayor que el resto de las observaciones. Los ajustes tres y cuatro son el

Ajuste 1 y el Ajuste 2, respectivamente, con la exclusión de este dato:

Ajuste 3 La correspondiente log-verosimilitud pasa de -260.32 en el punto (1,-0.56,0.29480), a

-257.86 en el máximo (1.8146,-0.85402,0.29480).

Ajuste 4 La log-verosimilitud pasa de -260.32 a, -255.34 en el máximo (1.7075,-0.86255,0.13867).

Por lo que al igual que entre el Ajuste 1 y el Ajuste 2, la log-verosimilitud alcanza un valor mayor
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Número frecuencia relativa Ajuste 1 Ajuste 2

de casos de los datos

0 0.38095 0.36986 0.39592

1 0.32738 0.18190 0.19333

2 0.13095 0.08946 0.09440

3 0.07143 0.04400 0.04610

4 0.03571 0.02164 0.02251

5 0.01786 0.01064 0.01099

6 0.01190 0.00523 0.00537

7 0.00595 0.00257 0.00262

8 0.00595 0.00127 0.00128

9 0.00595 0.00062 0.00062

14 0.00595 0.00002 0.00002

Cuadro 7.2: Estimaciones del Ajuste 1 y Ajuste 2.
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Figura 7.5: Ajustes 1 y 2. Consideran los 168 datos.
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Número frecuencia relativa Ajuste 3 Ajuste 4

de casos de los datos

0 0.38323 0.36554 0.39209

1 0.32934 0.31122 0.33099

2 0.13174 0.19873 0.20956

3 0.07186 0.11280 0.11794

4 0.03593 0.06002 0.06222

5 0.01796 0.03066 0.03152

6 0.01198 0.01523 0.01552

7 0.00599 0.00741 0.00749

8 0.00599 0.00355 0.00356

9 0.00599 0.00168 0.00167

Cuadro 7.3: Estimaciones del Ajuste 3 y Ajuste 4.
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Figura 7.6: Ajustes 3 y 4. Excluyen el punto x35 = 14.
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al hacerla una función de α también.

Observemos como α̂ en el último ajuste ha disminuido aún más. No obstante, α̂ =0.13867 es

suficiente para afirmar que las observaciones de poliomielitis del Cuadro 7.9 no son independientes,

sino que guardan una dependencia de Markov de orden 1, y que por lo tanto no estamos trabajando

vanamente.

7.2.1. Discusión

Definimos el error absoluto del Ajuste i en el caso k (EAbs(i)k ), como la distancia entre la fre-

cuencia estimada por el ajuste correspondiente para k casos de polio y la frecuencia relativa (real)

de los datos. Directamente de los Cuadros 7.2 y 7.3, obtenemos:

Número EAbs(1)k EAbs(2)k EAbs(3)
k EAbs(4)k

de casos

k

0 0.01109 0.01497 0.01769 0.00886

1 0.14548 0.13405 0.01812 0.00165

2 0.04149 0.03655 0.06699 0.07782

3 0.02743 0.02533 0.04094 0.04608

4 0.01407 0.01321 0.02409 0.02630

5 0.00721 0.00687 0.01270 0.01355

6 0.00667 0.00654 0.00325 0.00354

7 0.00338 0.00333 0.00142 0.00150

8 0.00469 0.00467 0.00244 0.00243

9 0.00533 0.00533 0.00431 0.00432

14 0.00593 0.00594

EAbs(i)t 0.27278 0.25678 0.19197 0.18606

Cuadro 7.4: Errores absolutos de cada ajuste.

donde EAbs(i)t , que denota el error absoluto total del Ajuste i, es igual a la suma de los EAbs(i)k ,

con k = 0, 1, . . ..

Como se puede observar, la observación x35 = 14 es un punto influyente puesto que las caracteŕısti-

cas de los ajustes cambian al retirar esta observación.

Mientras los ajustes uno y dos tienen una tendencia a dar frecuencias por debajo de la frecuencia

real de los datos (Cuadro 7.2), los ajustes tres y cuatro tienden a sobreestimar.

La mayor deficiencia por parte de los ajustes uno y dos, es su estimación para un casos de polio. De
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hecho, resulta importante notar que más del 50% del error absoluto total de estos ajustes se debe,

únicamente, a la pésima estimación para un casos de polio. El Ajuste 2 manifiesta que es necesario

rectificar (aumentar) la estimación para este caso pero el dejar variar α, tomarla como variable, no

es suficiente. Al retirar la observación x35 = 14, el Ajuste 3 śı puede dar una mejor estimación para

un casos de polio (aún cuando α es constante).

El Ajuste 4 es el ajuste con menor error absoluto total. Su principal virtud son sus excelentes

estimaciones para cero y un casos de polio. Sin embargo, esta misma ventaja es causante de que

para los casos siguientes la distribución Binomial Negativa correspondiente no alcance a descender

lo suficiente, propiciando aśı una severa sobreestimación para los casos dos, tres, cuatro y cinco de

poliomielitis. (Algo similar ocurre con el Ajuste 3). De hecho, los errores absolutos para estos casos

de polio por parte de los ajustes tres y cuatro, son casi el doble que los correspondientes de los

ajustes uno y dos (Cuadro 7.4).

Calculamos la prueba χ2 de Pearson de los cuatro ajustes, con un nivel de significancia del 5 %

e hipótesis nula: los datos se distribuyen Binomial Negativa(λ̂i, θ̂i), con λ̂i, θ̂i los obtenidos en el

ajuste i.

Los estad́ısticos de prueba de cada uno de los ajustes son:

Ajuste Estad́ıstico

de prueba

1 38.48326

2 33.91558

3 8.56623

4 10.04396

Cuadro 7.5: Estad́ısticos de prueba para la prueba χ2 de Pearson de cada ajuste.

Estos estad́ısticos son comparados con el cuantil 0.95 de una distribución ji-cuadrada con 4(=6-2)

grados de libertad, el cual es 9.488. Por lo tanto la hipótesis nula es rechazada para los ajustes

uno, dos y cuatro, en tanto que para el Ajuste 3 no. En base a este criterio podŕıamos quedarnos

con este último. Sin embargo, es importante subrayar que en nuestro ejemplo esta prueba no es un

criterio definitivo sino simplemente un criterio de referencia, pues la prueba χ2 de Pearson supone

que los datos provienen de una muestra aleatoria, mientras que en nuestro caso la suposición de

correlación serial distinta de cero es un supuesto básico en el desarrollo del problema.

Comentario: El estad́ıstico de prueba del Ajuste 4 está sólo un poco por arriba del cuantil, siendo

que la prueba es meramente una referencia y que su valor es mucho más chico que el de los dos

primeros ajustes, el Ajuste 4 también podŕıa ser adecuado.
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De la gráfica de los datos podemos observar que existen otros tres casos cuya frecuencia es de uno.

Éstos son: siete, ocho y nueve casos de polio. Explorando posibilidades, si retiramos el caso x7 = 9

(y x35 = 14) obtenemos un modelo cuya estimación para cero casos de polio es excelente, para

un casos de polio, sin llegar a ser tan atinada como la del Ajuste 4, permite que la distribución

Binomial Negativa correspondiente pueda descender lo suficiente de manera tal que las estimaciones

para el resto de los casos sean bastante buenas. Denotamos a este ajuste como el Ajuste 5, el cual

maximiza la log-verosimilitud con respecto a λ, θ y α. Sus estimaciones se encuentran en el Cuadro

7.7.

La prueba χ2 de Pearson de este ajuste es la siguiente,

Casos de frecuencia frcuencia Estad́ısticoj

de poliomielitis de los datos estimada

fr fe

0 64 65 0.01538

1 55 49 0.73469

2 22 27 0.92593

3 12 14 0.28571

4 6 6 0

5 3 3 0.8

6 2 1

7 1 1

8 1 0

Total 166 2.76171

Cuadro 7.6: Prueba χ2 de Pearson del Ajuste 5.

Donde

Estad́ısticoj =
(frj − fej)2

fej

y

Estad́ıstico de prueba =
c∑

j=1

Estad́ısticoj .

En este caso c = 6, pues como criterio de la prueba se debe evitar que haya clases con frecuencia

menor a cinco observaciones. Por lo que los casos de poliomielitis, cinco, seis, siete y ocho, con fre-

cuencias tres, dos, uno y uno respectivamente, se suman, formando una sola clase. (Los estad́ısticos
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Número frecuencia (relativa) Estimación del EAbs(5)
k

de casos de los datos Ajuste 5

0 0.38554 0.39147 0.00593

1 0.33133 0.29361 0.03772

2 0.13253 0.16516 0.03263

3 0.07229 0.08258 0.01026

4 0.03614 0.03871 0.00257

5 0.01807 0.01742 0.00065

6 0.01205 0.00762 0.00443

7 0.00602 0.00327 0.00276

8 0.00602 0.00138 0.00465

EAbs(5)
t 0.10159

Cuadro 7.7: Estimaciones del Ajuste 5.
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Figura 7.7: Ajuste 5. Ajuste óptimo.
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de prueba del Cuadro 7.5 se obtuvieron de esta misma manera.)

El estad́ıstico de prueba del Ajuste 5 es bastante menor en comparación al del Ajuste 3, y al del

resto de los ajustes; además, sus estimaciones para cero, dos, tres, cuatro y cinco casos de polio son

las más cercanas a las frecuencias (relativas) de los datos (Cuadro 7.7). Por lo que optamos por

este ajuste como nuestro ajuste óptimo. Los parámetros estimados por el Ajuste 5 son:

λ θ α

1.9953 -0.98080 0.14055

Cuadro 7.8: Parámetros óptimos.

El lector podŕıa preguntarse que hay acerca de un posible Ajuste 6 análogo al Ajuste 5 pero con

α constante. Invitamos al lector a que modifique el código de la subsección 7.3.1 y corrobore que

las estimaciones de ambos ajustes son muy parecidas pero el estad́ıstico de prueba del Ajuste 6 es,

ligeramente, mayor al correspondiente del Ajuste 5.

Conclusiones: En base a la discusión anterior concluimos que al ajustar a los datos de po-

liomielitis del Cuadro 7.9 un modelo del tipo (7.1) con distribución marginal ED∗(θ, λ)=Binomial

Negativa(λ, 1− eθ),

la log-verosimilitud, el logaritmo de la función descrita por (7.3), alcanza un máximo mayor

al considerarla una función de λ, θ y α, y no sólo de λ y θ.

Los dos primeros ajustes, Ajuste 1 y Ajuste 2, poseen un pésima estimación para un casos de

polio. Situación que se corrige, sobresalientemente, al excluir el punto x35 = 14. Sin embargo

esta corrección es causante de una fuerte sobreestimación en los casos subsiguientes.

La prueba de bondad de ajuste χ2 de Pearson (que supone independencia en los datos), de

entre los ajustes uno, dos, tres y cuatro, opta por el Ajuste 3.

Un mejor ajuste se obtiene al excluir las observaciones x35 = 14 y x7 = 9.

7.3. Estimación

Considere el modelo AR(1) construido por Joe (1996)

Xn = An(Xn−1;α) + εn, n = 1, 2, . . . . (7.1)

En el caso en que {Xn} constituya un proceso estacionario con distribución marginal ED∗(θ, λ) =Bi-

nomial Negativa(λ, 1− eθ), hemos visto -Ejemplo 6.10- que éste toma la forma

Xn = An ◦Xn−1 + εn, (7.2)
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con {An} una sucesión de v.a.’s i.i.d. Beta(αλ, ᾱλ), An ◦ Xn−1 =
∑Xn−1

i=1 Bi(An) donde {Bi(An)}
es una sucesión de v.a.’s i.i.d. Bernoulli de media An e independientes de Xn−1 para cada n, y {εn}
una sucesión de v.a.’s i.i.d. Binomial Negativa(ᾱλ, 1− eθ), con ᾱ = 1− α como siempre.

Al existir una dependencia de Markov de orden 1, la función de verosimilitud Lx(λ, θ) para un

conjunto de datos x = {x1, x2, . . . , xT }, es

Lx(λ, θ) = fX(x1; θ, λ)
T−1∏
n=1

p(xn, xn+1), (7.3)

donde p(xn, xn+1) denota las probabilidades de transición, P[Xn+1 = xn+1 | Xn = xn], de la cadena.

Al considerar un modelo de la forma (7.1), las p(xn, xn+1) pueden ser obtenidas fácilmente mediante

la formula dada por la ec. (6.16).

En este caso

p(xn, xn+1) =
xn! Γ(λ) eθxn+1(1− eθ)λ2

Γ(λ + xn)

×
xn∧xn+1∑

w=0

Γ(λ1 + w)
Γ(λ1)w!

Γ(λ2 + xn − w)
Γ(λ2)(xn − w)!

Γ(λ2 + xn+1 − w)
Γ(λ2)(xn+1 − w)!

e−θw,

pues si X ∼ ED∗(θ, λ) =Binomial Negativa(λ, 1 − eθ), entonces c(x;λ) = Γ(λ + x)/Γ(λ)x! y

k(θ) = − ln(1−eθ), Ejemplo 6.3. Además λ1 = αλ, λ2 = ᾱλ, con α ∈ (0, 1), y entonces λ = λ1 +λ2.

Realizando estas sustituciones nos queda que

p(xn, xn+1) =
xn! Γ(λ) eθxn+1(1− eθ)ᾱλ

{Γ(ᾱλ)}2 Γ(αλ) Γ(λ + xn)
(7.4)

×
xn∧xn+1∑

w=0

e−θw

w!
Γ(ᾱλ + xn+1 − w) Γ(ᾱλ + xn − w) Γ(αλ + w)

(xn+1 − w)! (xn − w)!
. (7.5)

El método numérico que decidimos usar para maximizar la log-verosimilitud es el Broyden-

Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS). Este método se encuentra implementado en el software Ox me-

diante la función MaxBFGS, que requiere la libreŕıa maximize. Los detalles de su procedimiento se

encuentran fuera de nuestros objetivos. Información sobre el algoritmo puede obtenerse en Press et

al. (1992).

7.3.1. Código

1 /********************************************************/

2 /************************ Ajuste_2 ******************/
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3 /******************** Librerı́as requeridas **********/

4 #include <oxstd.h>

5 #import<maximize>

6 #include <oxdraw.h>

7 /*************** Variables globales ****************/

8 static decl Glb_X;

9 /******************* Sumandos ****************/

10 Numxyz(const nx, const z, const vP, const ny)

11 {

12 return

13 ((exp(-vP[1]*ny))./factorial(ny)).*

14 ((gammafact((1-vP[2])*vP[0]+nx-ny).*

15 gammafact((1-vP[2])*vP[0]+z-ny).*

16 gammafact(vP[2]*vP[0]+ny))./

17 (factorial(nx-ny).*factorial(z-ny)));

18 }

19 /************** Calcula p(x_{i},x_{i+1}) ***************/

20 pt(const vp, const x)

21 {

22 decl w, i, T, ptrant;

23 T=rows(x); //tama~no de la muestra

24 ptrant=zeros(1,T);

25 for (i=0; i<T-1; ++i)

26 {

27 w=range(0,min(x[i+1],x[i]));

28 ptrant[i]=((factorial(x[i])*gammafact(vp[0])*

29 exp(vp[1]*x[i+1])*((1-exp(vp[1]))^((1-vp[2])*vp[0])))/

30 (((gammafact((1-vp[2])*vp[0]))^(2))*

31 gammafact(vp[2]*vp[0])*gammafact(vp[0]+x[i])))*

32 sumr(Numxyz(x[i+1],x[i],vp,w));

33 }

34 ptrant[T-1]=(1-exp(vp[1]))^vp[0];

35 return ptrant;

36 }

37 /************** Log-verosimilitud ****************/

38 LogVS(const VP, const serie)

39 {
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40 return sumr(log(pt(VP,serie)));

41 }

42 LogVSapp(const Vp,const adFunc,const avScore,const amHess)

43 {

44 adFunc[0]=LogVS(Vp,Glb_X);

45 return 1;

46 }

47 /**************** Estimador Máximo Verosı́mil **********/

48 MV(const vp_ini, const Pe, const serie)

49 {

50 decl EVecP, dfunc;

51 Glb_X=serie;

52 EVecP=vp_ini;

53 MaxControl(-1,100);

54 MaxControlEps(1e-5,1e-5);

55 MaxBFGS(LogVSapp, &EVecP, &dfunc, 0, 1);

56 Pe[0]=EVecP;

57 return 1;

58 }

59 /*************** función de densidad **************/

60 /** Binomial Negativa(\lambda, p), con p=1-exp(\theta)**/

61 fX(const x, const Vlt)

62 {

63 return

64 binomial(Vlt[0]+x-1,Vlt[0]-1).*

65 ((exp(Vlt[1]))^x).*((1-exp(Vlt[1]))^Vlt[0]);

66 }

67 /*************** Programa principal ****************/

68 main()

69 {

70 decl s_polio=loadmat("DatosPolio.xls");

71 decl emv, r;

72 MV(<1;-0.56;0.29480>, &emv, s_polio);

73 r=range(0,15);

74 DrawAdjust(ADJ_AREA_X,0,0,16);

75 DrawDensity(0,s_polio’,"Polio",0,1,0,0,0,15,1);

76 DrawXMatrix(0,fX(r,emv),{"Ajuste_2"},r,"",2,1);
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77 SaveDrawWindow("Ajuste_2.gwg");

78 println("BN(lambda,1-exp(theta))=",fX(r,emv));

79 }

El código anterior pertenece al Ajuste 2 de la sección 7.2. A continuación una breve descripción del

mismo:

La función Numxyz situada en la ĺınea 10, calcula los sumandos de la suma que se encuentra en

(7.5), con nx jugando el papel de xn+1, z el de xn y ny el de w; vP denotará el vector de parámetros

en el orden (λ, θ, α)=(vP[0],vP[1],vP[2]). Observe que Ox indexa comenzando en cero, no en uno.

La función pt en la ĺınea 20 efectúa el cálculo completo de (7.4) y (7.5). ptrant[i] (ĺıneas 28 a

32) calcula p(xi, xi+1). Por ejemplo, la ĺınea 32 realiza la suma que está en (7.5). Para esto se usó el

hecho de que la función Numxyz(. . . ) admite forma matricial para evaluarla sobre un rango dado

(w=range(0,min(x[i+1],x[i]))). En el último elemento del vector ptrant guardamos el término

fX(x1; θ, λ) de la ec. (7.3), ĺınea 34. Que en nuestro caso es (1− eθ)λ, puesto que x1 = 0.

La función LogVS recibe dos argumentos, VP y serie, y calcula la log-verosimilitud, esto es, el

logaritmo de (7.3). La función LogVSapp es una función apropiada declarada por necesidad. Recibe

un total de cuatro argumentos, las variables a estimar, Vp (λ, θ y α), adFunc, avScore y amHess.

De entrada adFunc recibe una dirección y en la salida da la función evaluada en el punto Vp (ĺınea

44 y 45). “ Score ” y el “Hessiano ”, avScore y amHess, no se han especificado anaĺıticamente, por

lo que MaxBFGS deberá usar las derivadas numéricas para calcular tales cantidades. Aśı lo indican

el número 0 y 1 en el cuarto y quinto argumento de MaxBFGS(. . . ) (ĺınea 55).

La rutina encargada de la maximización está dada en la ĺınea 48 por

MV(const vp_ini, const Pe, const serie), donde vp_ini proporciona un vector de paráme-

tros iniciales para el algoritmo (BFGS), Pe sirve para guardar el resultado y serie provee los datos

con los cuales se hará la estimación de los estimadores máximo verośımiles, ĺınea 72.

La función fX(const x, const Vlt) es la densidad de una distribución Binomial Negati-

va(λ, 1 − eθ). Esta función nos permite graficar y obtener los valores estimados del ajuste, ĺıneas

76-78.

El comando loadmat en la ĺınea 70 permite a Ox leer archivos *.xls, *.mat, *.dat, entre otros.

El archivo DatosPolio.xls contiene las 168 observaciones de poliomielitis (Cuadro 7.9) en una

columna.

El Ajuste 5 requiere un archivo que no contenga las observaciones treinta y cinco con valor 14, ni
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la séptima con valor 9.

Mediante la función DrawDendity en la ĺınea 75 obtenemos el histograma de los datos de

poliomielitis (las 168 observaciones). Mientras que con DrawXmatrix graficamos el ajuste y con

SaveDrawWindow guardamos la figura generada en GiveWin. Obteniendo una gráfica como la de la

Figura 7.7 pero con el Ajuste 2.

Una explicación más detallada sobre los argumentos de las funciones implementadas por Ox

puede consultarse en la ayuda del programa, situada generalmente en el archivo

C:\Archivos de programa\Ox\doc\index.html.
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7.4. Datos

Cuadro 7.9: Número de casos mensuales de poliomielitis en U.S. de 1970 a 1983.

Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago. Sep. Oct. Nov. Dic.

1970 0 1 0 0 1 3 9 2 3 5 3 5

1971 2 2 0 1 0 1 3 3 2 1 1 5

1972 0 3 1 0 1 4 0 0 1 6 14 1

1973 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 0

1974 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 2

1975 0 1 0 1 0 0 1 2 0 0 1 2

1976 0 3 1 1 0 2 0 4 0 2 1 1

1977 1 1 0 1 1 0 2 1 3 1 2 4

1978 0 0 0 1 0 1 0 2 2 4 2 3

1979 3 0 0 2 7 8 2 4 1 1 2 4

1980 0 1 1 1 3 0 0 0 0 1 0 1

1981 1 0 0 0 0 0 1 2 0 2 0 0

1982 0 1 0 1 0 1 0 2 0 0 1 2

1983 0 1 0 0 0 1 2 1 0 1 3 6



128 Aplicación



Caṕıtulo 8

Conclusiones

Series de tiempo con valores discretos significa para nosotros una apasionante área de estudio de la

estad́ıstica y la probabilidad aplicada.

En esta tesis hemos presentado y estudiado los principales modelos de series de tiempo con valores

discretos que surgieron entre los años 1978 y 1998. Centrándonos de manera exhaustiva en procesos

Autoregresivos y en ligera proporción en procesos con estructuras MA y ARMA, todos, en su gran

mayoŕıa, de orden uno.

Modelos muy variados , de las maneras más ingeniosas, se desarrollaron durante estos 20 años.

Desde una mezcla probabiĺıstica (1978) hasta la distribución condicional de una v.a. dada esta mis-

ma más la suma de otra v.a.i., recibiendo esta distribución condicional el nombre de contracción.

(1996 y 1998). Ambas ideas, aunque sencillas, ostentan un gran contenido. La primera se utilizó por

vez primera, en el contexto de series de tiempo, en modelos continuos con distribución marginal

Exponencial. Modelos que poseen un análogo discreto, con distribución marginal Geométrica, al

reemplazar la multiplicación escalar por adelgazamiento Binomial, herramienta fundamental para

el desarrollo de series de tiempo con valores discretos. Además, este adelgazamiento, al igual que

el adelgazamiento Hipergeométrico, puede obtenerse como un caso particular de la segunda idea,

contracción.

Los modelos de series de tiempo con espacio de estados discreto aqúı tratados, exhiben una elegan-

cia teórica admirable. Por ejemplo, para los procesos AR(1), propiedades como la estacionariedad,

en la mayoŕıa de los casos, se da por la construcción del modelo, radicando la dificultad del pro-

ceso en atinar la distribución que sigue la sucesión de innovación. En tanto que propiedades como

la correlación serial se ha obtenido de manera análoga para todos los procesos AR(1) discretos,

basándonos en la esperanza condicional lineal que poseen.

Para otras estructuras como la MA(1) y la ARMA(1,1), el adelgazamiento Binomial e Hipergeo-
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métrico han permitido la creación de procesos estacionarios con tales estructuras, y distribuciones

marginales como la Poisson, la Geométrica y la Binomial Negativa.

No obstante, no existe una familia de modelos con estructura simple, práctica y flexible, que pu-

diese ser provechosa para una variedad de tipos datos (con estructuras AR, MA o ARMA), como la

familia ARMA Gaussiana en el caso de series de tiempo con valores continuos. Lo que se tiene es un

amplio rango de familias, cada una con definición, caracteŕısticas y, limitantes propias y distintas.

El trabajo de Joe (1996) consideramos es un valioso aporte, sin precedentes, que unifica varios de

los modelos publicados anteriormente, conocidos como procesos AR(1) con marginal no-Gaussiana,

tales como: Lewis (1983) y Lewis et al. (1989) para la distribución Gamma, McKenzie (1986)

para la Binomial Negativa, Al-Osh y Alzaid (1987) y McKenzie (1988b) para la Poisson, y Al-Osh

y Alzaid (1991) para la distribución Binomial. (El trabajo de Joe (1996) incluye como posible

marginal la distribución Normal, y de manera general distribuciones en las familias paramétricas

infinitamente-divisibles cerradas bajo convolución.) Sin embargo, esta unificación es más a nivel

teórico que práctico.

Aunque la aplicación de los modelos discretos es uno de los puntos más explorados hoy d́ıa, las

publicaciones que tratan sobre éste son realmente pocas, y el número que trata con datos no

simulados se reduce aún más. En este trabajo hemos presentado un ejemplo en el que usamos los

casos mensuales de poliomielitis en EE.UU. entre los años 1970 y 1983. No existe una metodoloǵıa

clara, formal y de carácter universal para el análisis de series de tiempo con valores discretos. En

nuestro caso hicimos lo siguiente:

1. Conocer la(s) posible(s) distribución(es) que siguen los datos.

2. Identificar la posible correlación-dependencia que guardan los datos; escoger –si es el caso–

entre las diversas familias que tienen esa estructura y distribución una de éstas.

3. Estimación de los parámetros.

4. Elección del modelo que mejor se ajusta a los datos, ajuste óptimo.

Varias consideraciones deben hacerse al respecto:

Ante la gran variedad de familias, cuyos modelos poseen expresiones de acuerdo a la distribu-

ción asignada, los modelos discretos aqúı expuestos no han encontrado un espacio en los paquetes

estad́ısticos. Aśı, para llevar a cabo la estimación de parámetros, punto 3, es necesaria la imple-

mentación personal.

Para datos que exhiben una posible estructura AR(1), y usando el método de MV, tal imple-

mentación es relativamente sencilla. Hemos presentado las probabilidades de transición de prácti-

camente todos los procesos AR(1) discretos vistos aqúı, por lo que sólo necesitamos implementar
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dichas probabilidades y una rutina de maximización. Este fue el procedimiento que nosotros desa-

rrollamos.

Se desconocen las propiedades de los estimadores MV de cada modelo. Más aún, determinar éstas,

en algunos casos, podŕıa no ser inmediato, pues los estimadores MV podŕıan no tener una expre-

sión anaĺıtica. Sin embargo, la determinación de las mismas podŕıa ayudar como un criterio en la

elección de familia que debe hacerse en el punto 2. Otro elemento que podŕıa ayudar, sobremanera,

a hacer dicha elección seŕıa el contar con un criterio análogo al de Akaike para series de tiempo con

valores continuos.

Nuestra determinación del modelo que mejor se ajusta a los datos, ajuste óptimo, punto 5, carece de

un fundamento teórico que vaya más allá de la inspección gráfica y, finalmente, de la consideración

de la distancia entre la frecuencia estimada por el modelo-ajuste y la frecuencia real de los datos.

Pruebas de diagnóstico son necesarias, éste es un punto en el que se debe profundizar.

Aśı, el análisis de series de tiempo con valores discretos es un área de investigación en pleno desa-

rrollo. Continúan (y continuarán) surgiendo publicaciones sobre el tema. Sin embargo, creemos que

su estudio se encuentra aún lejos de alcanzar una unificación y generalización que le permita tener

una metodoloǵıa formal y práctica, de fácil e inmediato acceso que pudiese ser provechosa en las

aplicaciones para todo usuario interesado en el tema.
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Notación y abreviaturas

N0 N ∪ {0} = {0, 1, 2, . . .}

t Indica el final de la prueba.

U
d=V Igualdad en distribución de las variables aleatorias U y V .

y ∧ x El mı́nimo entre y y x.

:= Definido como.

X ∼ F X se distribuye F .

~ Operador de convolución.

P Medida de probabilidad.

R+ El conjunto de los reales positivos.

T.L. Transformada de Laplace.

c.p. con probabilidad

e.o.c. en otro caso

ec. ecuación

v.a. variable aleatoria

i.i.d. independientes e idénticamente distribuidas.

f.d.p. función de densidad de probabilidad.

S-D Descomponible-por śı misma (por sus siglas en Inglés).

I-D Infinito-divisible

ED Modelo de dispersión Exponencial.

L.Q.Q.D. Lo que queŕıamos demostrar.

MV Máxima verosimilitud.
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