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Prefacio

El andlisis de supervivencia se presenta en diversas dreas, incluyendo la
medicina, biologfa, ingenierfa y economifa. Su importancia radica en el interés
de poder medir probabilidades de supervivencia y predecir los tiempos de vida
de diversos eventos en cada una de las dreas de investigacién.

Un modelo de supervivencia es una férmula matemdtica que sirve para
representar el comportamiento del tiempo de falla de los individuos bajo
estudio. Para esto es importante la obtencién de datos que representen el
fenémeno a estudiar, estos datos pueden presentarse principalmente en dos
formas que son: completos y censurados, completos cuando se conocen to-
dos los tiempos de falla de los individuos bajo estudio y censurados cuando
por alguna causa no se conoce el tiempo de falla del individuo bajo estudio.
Alrededor del anslisis de supervivencia se presentan varias formas de distribu-
ciones de probabilidad, las cuales son muy adecuadas para su aplicacién, ya
que representan de buena forma el tiempo de falla para los modelos en los
cuales son usadas.

En este trabajo se pretende realizar un primer acercamiento hacia lo que
son los modelos de supervivencia, desde por qué surgen y para qué sirven,
hasta la obtencién de los modelos y sus aplicaciones. Para ello se hace uso de
herramientas bésicas de estadistica y probabilidad para un buen desarrollo y
mejor entendimiento del analisis requerido para este tema. Asimismo, se trata
de presentar un balance entre la teorfa y la aplicaciéon presentando algunos
ejemplos para cada uno de los modelos que se mencionen.

En el primer capitulo se hace una introduccién de lo que es un modelo de
supervivencia. Se revisara brevemente en qué consiste un modelo de super-
vivencia, qué interpretaciones permite a partir de él, como se puede utilizar,
cuales son las formas de presentarse y desarrollarse asi como sus alcances y
limitaciones. También se comentan las bases del andlisis de supervivencia, sus
fundamentos y cuales son sus aplicaciones practicas mediante la descripcién
de algunos ejemplos.

En el segundo capitulo se explican los fundamentos matematicos sobre
los cuales se basan los modelos de supervivencia. Se explica cudl es la impor-
tancia de la funcién de tasa de riesgo y su utilizacién para el desarrollo de un



modelo. También se explican cuales son las formas de distribuciones proba-
bilisticas més adoptadas para emplearse en un modelo (Weibull, Gompertz,
Makeham y exponencial), sus distintas propiedades y su funcionalidad den-
tro del andlisis de supervivencia. Se describen las formas de medidas condi-
cionales y distribuciones truncadas y también se hace una breve mencién
acerca de la forma actuarial de representar dichas medidas.

En el tercer capitulo se explican los distintos métodos paramétricos de
obtener un modelo de supervivencia a partir de una muestra (por ejemplo:
méxima verosimilitud, minimos cuadrados) y algunas propiedades de dichos
métodos. También se explica lo que son las muestras censuradas y las ade-
cuaciones que se realizan en los métodos de estimacién para poder generar un
modelo a partir de éstas. Una vez obtenido el modelo, se exponen las prue-
bas estadisticas formales (Kolmogorov-Smirnov y x? (ji-cuadrada)) donde lo
que se desea es verificar si se cumplen las hipdtesis en las que se basa dicho
modelo, y si verdaderamente éste se ajusta bien a los datos observados. A
lo largo de todo este capitulo se desarrollan varios ejemplos précticos para
un mejor entendimiento del tema. Para finalizar, se hace una breve introduc-
cién hacia lo que son los modelos multivariados, explicando algunas de sus
presentaciones y propiedades.

En el capitulo final se muestran algunas formas de los modelos multies-
tados, los cuales son una extensién mdas compleja de los modelos de super-
vivencia. Se describen las formas de los modelos multiestados presentados,
asi como sus bases y propiedades junto con algunas formas de estimar sus
parametros.



Capitulo 1

Introduccion

El anilisis estadistico de supervivencia el cual es referido como tiempo de
vida, tiempo de supervivencia o tiempo de falla, es un importante tema para
investigadores de diversas dreas como ingenierfa y ciencias biomédicas.

Por conveniencia, cuando se habla de modelos de supervivencia se hace
referencia a datos de tiempo de falla. En ocasiones los eventos de interés
son muertes de individuos en un sentido real y el tiempo de vida es la edad
actual de un individuo o quizés el tiempo de supervivencia medido desde
algin punto inicial particular.

Los siguientes ejemplos ilustran algunos casos tipicos en los cuales surge
el planteamiento y uso de los modelos de supervivencia:

(a) Algunos tipos de articulos fabricados pueden ser reparados ante una
falla. En este caso uno podria estar interesado en el periodo de tiempo
entre fallas sucesivas de un articulo o pieza y referirse a éste como el
tiempo de vida.

(b) En estudios médicos de enfermedades fatales el interés radica en el tiem-
po de supervivencia de individuos con esta enfermedad, medido desde
la fecha del diagndstico o desde algin otro punto inicial.



1.1. Definicién y formas de los modelos de
supervivencia

Un Modelo de Supervivencia es la funcién de distribucién de probabilidad
de un tipo especial de variable aleatoria, la cual se describe a continuacién.

Sea T una variable aleatoria no negativa que representa el tiempo de vida
(o de falla) de individuos en una poblacién. Suponiendo que un individuo de
la poblacién se mantiene con vida en el tiempo ¢ = 0, se estd interesado en
la probabilidad de que dicho individuo continie con vida en el futuro (para
cualquier t).

Asi la variable aleatoria considerada, definida como el tiempo de falla de
un individuo sabiendo que existe al tiempo t = 0, es frecuentemente llamada
variable aleatoria del tiempo de falla. SiT denota el tiempo de falla, entonces
la probabilidad de que el individuo contintie funcionando al tiempo ¢ es la
misma que la probabilidad de que el tiempo de falla exceda el valor de t.
Simbdlicamente esta probabilidad estd denotada por S(t). Formalmente:

S(t)=P(T >1t). (1.1)
(ver [7] pag. 8)

Por la definicién de T se tienen las propiedades:

S(0) =1 (1.2)
lim S(#) = 0. (1.3)

(ver [7] pag. 9)
y S(t) es una funcién no creciente.

Ahora, si T es el tiempo de falla de un individuo que existe en ¢t = 0,
entonces T es también el tiempo futuro de vida del individuo medido desde
t=0.

Las formas en que se pueden presentar los modelos de supervivencia son:
paramétrica y no paramétrica. Cuando las probabilidades de supervivencia
son dadas mediante una férmula matematica se dice que el modelo S(t) esta
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en forma paramétrica, esto es porque los valores de S(t) dependen de uno
o mas pardametros. Por ejemplo, si se supone un modelo de supervivencia
S(t) = 7%, que corresponde a la funcién de supervivencia cuando T tiene
una distribucién de probabilidad exponencial, S(t) depende del pardmetro 6,
del cual posteriormente se estima su valor. Por su parte, en los modelos de
supervivencia no paramétricos los valores numeéricos de S(¢) son presentados
para ciertos valores seleccionados de ¢, mas cominmente valores enteros. El
modelo de supervivencia no paramétrico méas comin es el conocido como
tabla de vida o tabla de mortalidad.

Dado que el modelo de supervivencia no paramétrico S(x) presenta val-
ores sélo para niimeros enteros x = 0, 1, ... es claro que esta forma de modelo
presenta una carencia de respuesta para valores de x fraccionales, por lo tan-
to es necesario hacer una suposicién acerca de la forma de S(z) entre enteros
subsecuentes. Esta suposicion es llamada distribucién supuesta de mortali-
dad, la cual definird los valores de S(z) para toda x > 0. Para esta nueva
distribucién entre enteros subsecuentes las tres suposiciones mas comunes
son: lineal, exponencial e hiperbélica. Los modelos de supervivencia actuari-
ales usualmente estéan dados en forma no paramétrica. En la siguiente secciéon
se describen esos modelos.

1.2. Modelos de supervivencia actuariales

En el a&mbito actuarial, los modelos estudiados se dividen principalmente
en dos grandes ramas: vida y no vida. Como su nombre lo menciona, en
el drea de vida la variable aleatoria 1" representa el tiempo de vida de una
persona. En los modelos de supervivencia actuariales de vida, se toma en
cuenta la edad cronolégica de los individuos en estudio, reconociendo que la
supervivencia estd en funcién de la edad.

Por su parte, en los modelos actuariales de no vida, la variable aleatoria T’
para este caso representa el tiempo de ocurrencia de un evento asociado con
una persona distinto de la muerte, por ejemplo: tiempo de ocurrencia de una
enfermedad o el tiempo de ocurrencia de un accidente automovilistico. Para
este caso también se puede plantear un modelo de supervivencia mediante la
funcién S(t) = P(T > t), ya que la variable T sigue representando el tiempo
de ocurrencia o falla de un evento.



En la rama de vida, existen dos tipos de modelos de supervivencia actu-
ariales los cuales son: el modelo agregado y el modelo selecto.

1.2.1. El Modelo Selecto

Considerando un modelo de supervivencia que utilizado para el célculo
de primas de seguros con respecto a personas seleccionadas para una cierta
cobertura a edad x, la funcién S(t) puede tomar distintos valores dependiendo
de la edad z, por lo cual necesitamos que S(t) también dependa del valor x
cuando t = 0. Para estos casos se hace uso del simbolo S(¢; ). En este nuevo
contexto, la edad seleccionada x es llamada wvariable concomitante. En el
dmbito actuarial la forma més usual de esta forma de modelo es simplemente
tener por separado una funcién S(t) para cada valor .

La edad (x) no es la tnica variable concomitante que puede tener in-
fluencia sobre el modelo de supervivencia, otra variable importante podria
ser el sexo, en este caso la variable concomitante probablemente reflejarfa la
necesidad de tener modelos por separado de hombres y mujeres.

1.2.2. El Modelo Agregado

Esta forma de modelo de supervivencia actuarial se distingue por la par-
ticularidad de que el tiempo de inicio ¢ = 0 coincide con el nacimiento del
individuo (z = 0). Notando que ambas variables se mueven juntas podemos
ocupar cualquiera de ellas para representarse en el modelo de interés, por
conveniencia se usa z. Es claro que para este caso S(x) y S(t) son funciones
idénticas pero ambas difieren de S(¢;x). En este caso, la variable aleatoria
X es la edad de muerte o el tiempo futuro de vida, asi como en su caso T’
representa una variable aleatoria del tiempo de muerte o tiempo de falla.

1.3. Estimacion

Una vez especificada la forma del modelo S(t) (o S(z)), es necesario
establecer una aproximacion o estimaciéon al modelo real, la cual se denota



por S (t). Se utilizardn varias aproximaciones para estimar S(t) dependiendo
de la naturaleza de los datos y del diseno del estudio.

Para el modelo no paramétrico usualmente se estiman las probabilidades
condicionales de supervivencia sobre pequenos intervalos unitarios (general-

mente periodos de un ano) y se obtiene una estimacién de S(t) a partir de
dichas probabilidades.

Respecto al modelo paramétrico, la estimacién de los pardmetros de-
sconocidos de la supuesta forma de distribucién adoptada para el modelo
S(t) produce el modelo estimado S(t). En el modelo paramétrico se consigue
la estimaciéon por una primera aproximacion de sucesiones de intervalos de
probabilidad condicional y se adecua a la forma paramétrica elegida y estas
aproximaciones llevan a una prueba de hipétesis para modelos paramétricos.

1.4. Ejemplos

Los siguientes ejemplos describen situaciones en donde pueden usarse los
modelos de supervivencia.

Ejemplo 1.1 FEn la tabla 1.1 se muestra una tabla de vida para menores de
18 anos como ejemplo de un modelo de supervivencia actuarial no paramétri-
co, en la cual se inicia con un radix de 100,000 personas vivas a la edad 0y
se tienen los datos de las muertes ano con ano. Apartir de las muertes d, se
calculan los valores para q, y p,. Para encontrar el valor estimado de S(t)
se realiza el cdlculo §(x) =Do P1* e Po_i-

Ejemplo 1.2 Unos cientificos describieron la experiencia de supervivencia
de un grupo de pacientes quienes estuvieron bajo tratamiento en conexion con
un tipo de enfermedad fatal, dando como resultado la tabla 1.2.

En este caso se calcularon las probabilidades de supervivencia en cada
intervalo de unidad de tiempo, las cuales representan el modelo estimado.

Ejemplo 1.3 En la tabla 1.3 se muestran 2 grupos de pacientes de leucemia,
el tiempo de falla (tiempo hasta la muerte) en semanas y con 2 tipos de
sangre y con glébulos blancos incluidos. En el lado izquierdo se muestran los
oh positivos en una muestra de N=17, mientras que del lado derecho los oh
negativos con una muestra de N=16.



En este caso se ilustra como es que se puede hacer uso de una variable

concomitante al poder plantear modelos de supervivencia separados para cada
tipo de Oh.

(ver [4] pag. 9)

Edad x l, dy Gz D S(x)

0 100000 2042 0.02042 0.97958 1

1 97958 131  0.00134 0.99866 0,97958
2 97827 119 0.00122 0.99878  0,97827
3 97708 109 0.00112 0.99888 0,97708
4 97599 101 0.00103 0.99897 0,97599
5 97498 95  0.00097 0.99903 0,97498
6 97403 90 0.00092  0.99908 0,97403
7 97313 86  0.00088 0.99912 0,97313
8 97227 84  0.00086 0.99914 0,97227
9 97143 82  0.00084 0.99916 0,97143
10 97061 82  0.00084 0.99916 0,97061
11 96979 82 0.00085 0.99915 0,96979
12 96897 83  0.00086 0.99914 0,96897
13 96814 84  0.00087 0.99913 0,96814
14 96730 86  0.00089 0.99911 0,96730
15 96644 87  0.00090 0.99910 0,96644
16 96557 89 0.00092  0.99908  0,96557
17 96468 91 0.00094 0.99906 0,96468
18 96377 93  0.00096 0.999004 0,96377

Tabla 1.1
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Intervalo (anos) # muertes # retiros # expuestos Prob.sup.estimada

[0, 1) 90 0 374 0.759
1, 2) 76 0 248 0.556
2, 3) 51 0 208 0.420
3, 4) 25 12 157 0.350
[4, 5) 20 5 120 0.291
[5, 6) 7 9 95 0.268
6, 7) 4 9 79 0.254
7, 8) 1 3 66 0.250
8, 9) 3 5 62 0.237
[9, 10) 2 5 54 0.228
[10, 00) A7 0 47 0
Tabla 1.2

GBI Oh+4+ Tiempo de muerte GBI Oh- Tiempo de muerte

2300 65 4400 56
750 156 3000 65
4300 100 4000 17
2600 134 1500 7
6000 16 9000 16
10500 108 5300 22
10000 121 10000 3
17000 4 19000 4
5400 39 27000 2
7000 143 28000 3
9400 56 31000 8
32000 26 26000 4
35000 22 21000 3
100000 1 79000 30
100000 1 100000 4
52000 5 100000 43
100000 65 - -
Tabla 1.3
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Capitulo 2

Las matematicas de los
modelos de supervivencia

2.1. La distribucién de T

Hasta ahora se ha descrito el modelo de supervivencia en términos de
la funcién S(¢) la cual representa la probabilidad P(T" > t) donde T es la
variable aleatoria del tiempo de falla, esta funcién es llamada funcion de
supervivencia. A continuacién se desarrollan las matemdticas que llevan a
entender la naturaleza de los modelos de supervivencia y los conceptos que
dentro de ellos se manejan.

2.1.1. Relacién de la funcién de supervivencia con otras
funciones

La funcién de distribucién F'(t) mide la probabilidad de que la falla ocurra
antes del tiempo t.

La relacién que existe entre la funcién de distribucién de supervivencia y
la funcién de distribucién acumulativa es:

F(t)=1-5(t); (2.1)
(ver [2] pdg. 10)
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por (1.2) y (1.3) se tiene que F'(0) =0y que th F(t)=1

La funcidén de densidad de probabilidad de T, se relaciona con S(t) de la
siguiente manera:

ft) = —F(t) = =—5(t) (2.2)

como consecuencia se tiene que:
s)= [ £y (23
t

Es importante notar que f(t) es una funcién de densidad incondicional de
falla al tiempo t, es por esto que esta funcién mide la densidad de probabilidad
de falla al tiempo t dado que el individuo existié al tiempo ¢t = 0.

2.1.2. La funcién de tasa de riesgo

Esta es una medida instantdnea de falla al tiempo ¢ dado que se ha sobre-
vivido al tiempo ¢, se conoce como tasa de riesgo y se denota por A(t). Esta
funcién es el punto de partida para desarrollar un modelo de supervivencia,
ya que a partir de la misma se obtiene las funciones antes mencionadas. Su
importancia radica en que expresa el riesgo instantdneo de falla de un indi-
viduo a través del tiempo y es allf donde entran las suposiciones del modelo
de supervivencia al establecer la forma posible del riesgo de falla instantdneo.

Dentro del d&mbito de los modelos de supervivencia actuariales, la tasa de
riesgo es comuinmente llamada fuerza de mortalidad ya que en el estudio de
estos modelos la falla considerada es la muerte de los individuos.

Para una definicién formal de la tasa de riesgo se considera la probabilidad
de que la variable aleatoria asociada con el tiempo de supervivencia 1', se
encuentre entre t y t + 0t, condicionado con que 7" sea mayor o igual a ¢, es
decir P(t <T < t+dt|T >t). Esta probabilidad condicional es expresada
como una probabilidad por unidad de tiempo entre el intervalo de tiempo dt,
para que resulte una tasa. La funcién de riesgo es el limite de esta cantidad
cuando 0t tiende a cero, teniendo la expresion:
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< >
)\(t)zlimp<t—T<t+5t|T—t)_ (2.4)
6t—0 ot
(ver [2] pag. 12)

De la definicién de la tasa de riesgo dada por (2.4), se puede obtener una
relacién entre la funcién de supervivencia y la tasa de riesgo. Usando el resul-
tado de que la probabilidad de un evento A, condicionado a la probabilidad
de ocurrencia de un evento B, estd dada por P(A | B) = P(AB) /P (B),
donde P(AB) es la probabilidad conjunta de ocurrencia del evento A y B,
la probabilidad condicional dada en la definicién de la tasa de riesgo en (2.4)
es:

Pt <T<t+6t)
P(T>1)

(2.5)

que es igual a
F(t+dt)— F(t)
S5(t) ’

donde F'(t) es la funcién de distribucién de probabilidad de 7. Sustituyendo
en (2.4) se obtiene:

(2.6)

D) = lim (F (t + 52 —F <t>> , S}t)’ 2.7)

Se observa que

dt—0 ot

es la definicién de la derivada de F'(t) con respecto de ¢, la cual es f(t). Con
esto resulta la relacion:

. (F(t+5t)—F(t)) 25

A(t) = = (2.9)

(ver [2] pag. 12)
dada la expresién de A(t) y la igualdad (2.2) se obtiene:

—45(t)  d
A(t) = o~ o S(t) (2.10)



e integrando ambos lados:

/Ot My)dy = —1InS(t), (2.11)

despejando,
t
S(t) = exp [—/ )\(y)dy] : (2.12)
0
La funcién acumulativa de riesgo es definida como:

A(t) = /Ot AMy)dy = —1nS(t), (2.13)

(ver [2] pag. 12)
por lo que:

S(t) = exp[—A(t)] (2.14)

2.1.3. Modelos de supervivencia actuariales

En el contexto de los modelos de supervivencia actuariales se hace uso
de simbolos especiales para los conceptos anteriormente referidos. La funcién
de tasa de riesgo, que es llamada fuerza de mortalidad, es denotada por el
simbolo 1,

b — %@ =L ns) (2.15)

(ver [1] pag. 55)

Para referirse al primer momento de la variable aleatoria X , que para
estos modelos representa el tiempo de vida de una persona, se hace uso del
sfmbolo €o, que es el valor esperado de X sabiendo que el individuo estd vivo
en x = 0; es también conocido como esperanza de vida al nacer.
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éwdwmzlmwﬂ@m (2.16)
(ver [1] pag. 68)

Para referirse al modelo selecto S(t; ), se recuerda que t es el valor de la
variable aleatoria T'y x es la edad de la persona quien fue seleccionada para
el modelo. Para este caso se hace uso de los simbolos fi,),, para la funcién

de tasa de riesgo y de é[x] para la esperanza de vida de una persona de edad
x.

2.2. Modelos de supervivencia paramétricos

En esta seccién se exploran varias distribuciones de probabilidad con-
tinuas no negativas que son consideradas para aplicarse como modelos de
supervivencia paramétricos. En la practica algunas de estas distribuciones
ajustan mejor que otras dada la experiencia que se ha tenido en el estudio
de la distribucion del tiempo de falla.

2.2.1. Distribucién uniforme

La distribucién uniforme es una funcién de probabilidad con dos pardmet-
ros y una funcién de densidad de probabilidad constante. Los pardmetros de
la funcién son los limites del intervalo sobre el cual se define la variable
aleatoria. De manera que para una variable aleatoria definida en el intervalo
[a, b] la funcién de densidad de probabilidad es la siguiente:

ﬂﬂ:bidagtgb (2.17)

Para el caso de la variable aleatoria 1" se tiene que a = 0 y b es la longitud
del intervalo. Cuando se hace uso de la distribucién uniforme como un modelo
de supervivencia se hace uso de la letra w para el valor del pardmetro, con
lo cual la funcién de densidad de probabilidad para esta distribucién queda
definida como:
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f(t)zi,()étgw (2.18)

de la cual se obtienen las siguentes expresiones:

F(t) = /Otf(y)dy = 5 (2.19)
S(t) =1 F(t) = / RO (2.20)
A(t) = % _ ﬁ (2.21)

La distribucién uniforme usada como un modelo de supervivencia no es
apropiada para un amplio rango de tiempo, por lo menos en el caso de un
modelo de supervivencia de personas. El mayor uso de esta distribucion es
sobre intervalos cortos de tiempo (o edad).

2.2.2. Distribucién exponencial

Esta distribuciéon queda definida por su funcién de riesgo constante dada
por:
At) =106 (2.22)

(ver [2] pag. 108 )
su funcién de supervivencia se obtiene por:

S(t) = exp (- /O t de) et (2.23)

(ver [2] pag. 108)
y su funcién de densidad es:

f(t) = —%5@) = fe 0. (2.24)

(ver [2] pag. 108)
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Este es un modelo muy simple, dado que en él se supone que el riesgo de
muerte para cualquier tiempo a partir del principio del estudio es el mismo.
En la siguiente figura se ilustra la simplicidad de la funcién de riesgo para el
modelo exponencial con distintos valores para 6.

Funcion de riesgo A(t)
1.00
.90 6=09

.80
.70
.60
.50

.40
.30
.20 6=0.2

.10 0=0.1

0 30 40 50 70 80 100

La distribuciéon exponencial ha sido utilizada ampliamente como mode-
lo de supervivencia en diversas dreas desde estudios de tiempo de vida en
articulos de manufactura hasta en investigaciones de supervivencia en enfer-
medades cronicas.

Histéricamente la distribucion exponencial fue la primera en usarse como
un modelo para la distribucion del tiempo de vida, esto es porque aparente-
mente esta distribucion era muy adecuada para representar los tiempos de
vida de diversas cosas, especialmente articulos de fabricacion.

2.2.3. Distribucion Weibull

Esta distribucién también se define mediante su funcién de riesgo:

At)=ayt"™,  a,y>0, (2.25)
(ver [2] pag. 110)
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y su funcién de distribucién de supervivencia estd dada por:

S(t) = exp [— /Ot a’yy”ldyl = exp [—at’] (2.26)
(ver [2] pag. 110)

En el caso particular donde v = 1, la funcién de riesgo toma un valor
constante « y el tiempo de supervivencia tiene una distribucion exponencial.
Para otros valores de v, la funcién de riesgo crece o decrece monétonamente,
es decir, no cambia de direccién. La forma general para la funcién de riesgo
de la distribucién Weibull , para distintos valores de 7y, se muestra en la
siguiente figura.

Funcion de riesgo A(t)

y>2

Esta distribucion es quizés la mas utilizada en modelos de distribucién del
tiempo de vida. Al igual que la distribuciéon exponencial, es muy usada para
los modelos que representan el tiempo de vida de articulos de manufactura,
asi como en diversas dreas de fisica y también en estudios biomédicos, por
ejemplo, en estudios del tiempo de ocurrencia de tumores en una poblacion.

2.2.4. Distribucion Gompertz

Esta distribucién fue sugerida como un modelo de supervivencia por Gom-
pertz en el ano de 1825 y usualmente estd definida por su funcién de riesgo:
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At)=Bc',t>0,B>0,c>1 (2.27)

(ver [1] pag. 78)
de aqui se obtiene la funcién de distribucién de supervivencia dada por:

S(t) = exp [— /0 t chdy] — exp [15(1 - ct)} (2.28)

nc

La funcién de densidad de probabilidad estd dada por A(¢)-S(t) y es claro
que no tiene una expresién conveniente.

2.2.5. Distribucién Makeham

Esta distribucién fue propuesta por Makeham en 1860 como una modi-
ficacién de la distribucién de Gompertz, sugiriendo que la funcién de riesgo
tiene una parte independiente de la edad en si misma, asi que fue agregada
una constante al modelo de Gompertz:

Mt)=A+ B t>0,B>0,c>1,A>-B (2.29)

(ver [1] pag. 78)
la funcién de supervivencia estd dada por:

nc

S(t) = exp [- /0 At ch)dy] ~ exp [13(1 _ ) - At] (2.30)

Al igual que la distribucién de Gompertz, la funcién de densidad de prob-
abilidad esta dada por A\(¢)-S(t) y es claro que no tiene una forma matematica
tratable y el cdlculo de probabilidades, momentos y otras cantidades es real-
mente diffcil.

2.3. Formas de medidas condicionales y dis-
tribuciones truncadas

Hasta ahora sélo se han considerado medidas de probabilidad desde una
edad x = 0, denotando estas probabilidades como S(x) o F(z), estas prob-
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abilidades son no condicionales. Ahora se considerardn casos en que se sabe
que el individuo bajo estudio se encuentra funcionando (o vivo) para z > 0
y se buscardn las probabilidades de supervivencia medidas a partir de esa
nueva edad x > 0.

2.3.1. Probabilidades condicionales

En esta seccién el principal interés es encontrar cudl es la probabilidad
de que un individuo sobreviva a la edad = 4+ n, dado que se sabe que ha
sobrevivido hasta la edad x. De manera general, si una probabilidad condi-
cional se multliplica por la probabilidad del evento en el cual se condiciona
se obtiene la probabilidad de la interseccién de los eventos involucrados.
Para este caso, la probabilidad del evento en el cual se condiciona es S(x)
y la probabilidad de la interseccién de los eventos involucrados S(z + n),
tomando esto en cuenta se tiene que la probabilidad condicional, denotada
por ,p., estd dada por:

S(x +n)

50 (2.31)

nPz =
(ver [1] pag. 54)

Por su parte, la probabilidad condicional de falla (o de muerte) antes de
la edad = + n, denotada por ,q,, estd dada por:
S(x) — S(z+n)
S(x)

(ver [1] pag. 54)
2.3.2. Distribuciéon de X truncada inferiormente

Cuando se habla de probabilidades condicionales donde el evento sobre
el cual se condiciona es que se sobreviva a la edad x, se hace referencia a la
distribucién en un subconjunto del espacio muestral que corresponde a los
valores de X que exceden a z. Esta distribucién es llamada la distribucion
de X truncada debajo de x.
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De esta forma la probabilidad de supervivencia condicional ,p, queda
establecida de la siguiente manera:

wDe=PX>z+n|X>z)=5a+n|X >2x) (2.33)

esta ecuacion representa la probabilidad de que la edad de falla (o muerte)
sea superior a x +n, dado que ésta excedié a x. Es claro que esta es la misma
probabilidad mencionada en la seccién anterior, por lo cual, de (2.31) y (2.33)
se obtiene la igualdad:

~ S(z+n)
S(x+n|X>zx)= 5@ (2.34)
De igual forma se tiene:
wie = P(X<z+n|X>z) (2.35)
= Po<X<z+n|X>z)=Flax+n|X>uz)
Comparando (2.32) y (2.35) se nota que:
— F - F

Flotn|X>q) =@ =Swdn)  Fladtn)=Fa) g

S(x) 1—F(x)

La funcion de densidad de probabilidad condicional para un tiempo de
falla (o de muerte) y, dado que estd vivo a la edad x (y > z), es denotada
por f(y | X > x) y se obtiene por:

Pl X = 0) = (| X > ) = 5 [P FD ) T o
debido a que d%F(x) = 0. Como F(z) =1— S(x) se tiene:
fly| X >2) = % (2.38)

A este resultado también se puede llegar de una forma intuitiva dado que
del lado izquierdo de (2.38) lo que se tiene es la probabilidad condicional
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de falla al tiempo y dado que se ha sobrevivido al tiempo = (y > x), si se
multiplica esta probabilidad condicional por la probabilidad del evento sobre
el cual se condiciona, que es S(x), se obtiene la probabilidad de la interseccion
de los eventos que es estar vivo a la edad y.

Por su parte, la funcion de tasa de riesgo condicional se denota por A(y |
X > z) y al calcular su expresién se obtiene un resultado particular:

| X>z) fly) .Sy  fly)
Ml X >0 = x>0~ 5@~ @) S @ 239

es la misma expresién que para la distribucién no truncada.

2.3.3. Distribucién de X truncada superior e inferior-
mente

El caso general para el estudio de una distribucion truncada es tomar en
cuenta los valores de la variable aleatoria X sobre un intervalo determinado,
de manera que la funcién de distribucién de supervivencia queda establecida
por:

Sely<X<z)=PX>z|y<X<z2) (2.40)

paray <z < z.

Esta expresion representa la probabilidad de que la falla (o muerte) ocurra
después de la edad x, dado que ésta ocurre entre y y z (realmente se habla
de una probabilidad de muerte entre y y z). De igual forma, si se multiplica
esta probabilidad condicional por la probabilidad de la condicién, que es
S(y) — S(z), se obtiene la probabilidad no condicional de falla (o muerte)
entre x y z, que es S(x) — S(z), con lo cual resulta:

S(x) = 5()

S(:L‘|y<X§z):m.

(2.41)

La correspondiente funcion de distribucién de probabilidad doblemente
truncada estd dada por:
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Frly<X<z)=Py<X<z|y<X<z) (2.42)
como Flx|y< X <z)=1-S8(x|y< X < 2) se tiene:
Sly) —Sx) _ F(z) - Fly)
S(y) = S(z)  F(z) = Fly)

La funcion de densidad de probabilidad doblemente truncada queda ex-
presada como:

Fzly<X<z)=

(2.43)

f(x|y<X§z):—di;S(x|y<X§z):—% [%] (2.44)
como —LS(z) = f(z) y —£5(2) = 0 se tiene:
LG
f(x|y<X§z)—S(y)_S(z). (2.45)

Finalmente, la funcién tasa de riesgo doblemente truncada se obtiene
como:

flely< X <2)

A<x|y<X§2):S(x|y<X<z)’

(2.46)
de donde,

N 1y <X <) = 50 =5 * 5 —50) ~ S -5 47

Como f(x) = A(z) - S(z), se tiene que:

A(x) - 5(x)
S(x) = 5(2)

Es importante resaltar que (2.39) muestra cémo para el caso de una dis-
tribucién truncada la funcién de tasa de riesgo no se ve afectada por un
truncamiento inferior, lo cual es un resultado intuitivo, dado que la funcién
de tasa de riesgo es una funcién condicional a la supervivencia de z, por lo
cual, cualquier truncamiento antes de x no afecta a esta funcién. Por otra
parte, en (2.48) se nota cémo un truncamiento superior de la funcién de dis-
tribucién de X si afecta a la funcién tasa de riesgo, y esto es porque el tiempo
probable de falla restante se ve reducido.

Mz ly< X <z)= (2.48)
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2.3.4. La tasa central

Otro tipo de medida condicional sobre el intervalo de edad [z, z + 1] es
llamada tasa central de mortalidad y es denotada por m,. Esta es definida
como el valor de peso promedio de la funcién de tasa de riesgo sobre el
intervalo [z, x + 1], usando como peso la funcién A(y) y la probabilidad de
sobrevivir a la edad y.

_ LTS8 M)y
LTS (y)dy

T

(2.49)

(ver [1] pag. 70)

Mis generalmente, ,,m,. es el riesgo promedio o tasa central de mortalidad,
sobre el intervalo [z, z + n] y estd dada por:

TS (y) - Ay)dy

nMy = — , (2.50)
S S )y
(ver [1] pag. 70)
aplicando el cambio de variable y = x + s, resulta:
" S(x4s) - Mz +s)d
My = s (xn 5) Az ¥ 5)ds (2.51)
Jo S(z+ s)ds
dividiendo el numerador y el denominador por S(x) se obtiene:
n S(x+s) n
o fO S(x) /\(l’ + S)dS . fo pruerst 2 59
nflz = n Sts) g o sbads (2.52)
fO S(@) S 0 sPx
donde p, es la probabilidad condicional Sg‘(;ﬁ)&) Y Mgy s €5 el stmbolo actuarial

estdndar para A(z + s).

En el siguiente capitulo se presentan los métodos de estimacién paramétri-
ca utlilizados para este tipo de modelos, asf como algunas pruebas estadisticas
que serviran para validar la aplicacién de un modelo.
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Capitulo 3

Estimacion de modelos de
supervivencia paramétricos

Este capitulo se enfoca a la estimacién de los modelos de supervivencia
en forma paramétrica. Se consideran dos grupos de modelos de supervivencia
pardmetricos. El primer grupo consiste en modelos univariados S(t) (o S(z))
de los cuales se estiman sus pardmetros con muestras de datos no censura-
dos y con datos censurados. En el segundo grupo se considera el modelo de
supervivencia paramétrico que incluye variables concomitantes como lo es
el modelo selecto S(t;x). Se consideran varias aproximaciones para la esti-
macién paramétrica, haciendo énfasis en los métodos de minimos cuadrados
y méxima verosimilitud.

3.1. Modelos univariados con datos no cen-
surados

En el estudio de los modelos de supervivencia paramétricos, se hace una
distincién entre los modelos que involucran muestras en los cuales se conoce
el tiempo exacto de falla (o muerte) y aquellos en los que el tiempo de falla
(o muerte) ha sido agrupado. Esta seccién se enfoca a la estimacién de los
modelos de supervivencia paramétricos en los cuales la muestra se presenta
con datos no censurados y los tiempos de falla (o muerte) son totalmente
conocidos.
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3.1.1. Meétodo de momentos

Supoénga que se tiene una muestra de n individuos que se sabe que ex-
isten al tiempo ¢ = 0 y en cada uno de ellos se observa su tiempo de falla.
Suponiendo que estos tiempos de falla son independientes, se obtienen los
datos t1,ts, 3. ..,t, (cada uno como realizaciones de las variables aleatorias
T1,T5,Ts...,T,,); para este caso se desea estimar S(¢) como un modelo de
supervivencia paramétrico, es decir, se adopta una funcién particular de la
variable T', dependiente de uno o més pardmetros y se usan los datos obser-
vados para estimar esos parametros desconocidos.

El método de momentos para la estimacion de los pardmetros consiste en
igualar el r-ésimo momento muestral con el r-ésimo momento poblacional,
planteando asf un sistema de ecuaciones y resolviendo para cada pardmetro
desconocido.

La forma més facil para estimar un modelo de supervivencia paramétrico
es usando una funcién que dependa de una sola variable. Para este caso se
toma de ejemplo la distribucién exponencial con S(t) = =% para estimar su
unico pardmetro 6.

Sea

- Ly, (3.1)

n
=1

.

que es el tiempo promedio de falla de la muestra, también conocido como
primer momento muestral. Por otro lado se sabe que E [T] = % porque 1’ se
distribuye exponencial. Aplicando el método de momentos se tiene:

5:

(3.2)

SRR
3

>t
=1

que es el valor estimado para el pardmetro suponiendo una distribucién ex-
ponencial.

Para un modelo paramétrico con dos pardmetros, es necesario conocer el
segundo momento muestral para aplicar el metédo de momentos.
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3.1.2. Meétodo de maxima verosimilitud

Para aplicar este método se obtiene la funcién de verosimilitud (L(6)) y
el desarrollo consiste en maximizar la funcién de log-verosimulitud (In L(0))
con respecto a cada pardmetro que se desea estimar.

Para este caso, nuevamente se toma de ejemplo la distribucién exponencial
con S(t) = e % y f(t;) = e % La funcién de verosimilitud estd dada por:

n n _6. z .
L) = [/ (k) = [Joe " =07 "2 (3.3)
=1 =1

y la funcién de log-verosimilitud es:
L) =n-In6—0-) t (3.4)
i=1

tomando la derivada de In L(f) con respecto a 6 e igualando a cero se tiene:

n

Dy =" - Y ti=0 (3.5)

resolviendo se obtiene el estimador para 6 el cual es:
~ n
9 == n =
> ti
i=1

que es el mismo que se obtuvo por el método de momentos.

SRR
—~
o
(=2}
SN—

Para constatar que 0 es un punto méximo, se encuentra la segunda deriva-
da de In L(€) con respecto a 6 y se evalia en el punto obtenido. si resulta un

valor menor a cero, entonces # es un valor méaximo.

d—21nL<9)——ﬁ<o V 0eR (3.7)
db? 9t '

por lo tanto, 6 si es un punto maximo.
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Ejemplo 3.1 En un experimento con 6 ratones recién nacidos se observan
los siguientes tiempos exactos de muerte: 0.6, 2.2, 2.8, 3.1, 4.6 y 7.2. Se
ajusta un modelo de supervivencia exponencial a los datos y se calcula el
valor de 0 mediante el método de mdxima verosimilitud.

Por los datos observados se tiene que t = % Yt = %0, y por el método

i=1
de mdxima verosimilitud se obtiene el valor 6 = % = 2% =0.3

=]

3.1.3. Meétodo de minimos cuadrados

Para aplicar este método se debe desarrollar primero un modelo que se
llama funcion de supervivencia empirica, €l cual se define de la siguiente
manera: sean tq,ts,ts...t,, los tiempos de falla observados en los individuos
bajo estudio, la funcién de supervivencia empirica estd dada por:

1‘ st t <t
So(t) = % sttt <t<ti; 1=1,23..,n—-1 (38)
0 st t>t,

(ver [8] pag. 82)

Lo que se expresa en esta funcién es que se toma un modelo observando la
propocién de supervivencia de acuerdo a los datos obtenidos en la muestra,
de esta forma se construye una distribucién de supervivencia empirica de
acuerdo al remanente de individuos vivos bajo estudio. La siguiente grafica
muestra una posible forma de esta funcién para una muestra de tiempos de
falla con n = 5:
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S°(t)= proporcién observada de supervivencia al tiempo t
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Cabe aclarar que esta distribucién es totalmente empirica y es sélo la
interpretacion de los datos observados, es decir, no se debe mal interpretar
pensando que, de acuerdo a esta funcién, la probabilidad de falla antes del
tiempo ¢ es cero, ni tampoco que no se pueda sobrevivir més alld de un cierto
tiempo %5, es sélo que la muestra observada presenta este comportamiento.

Una vez teniendo esta funcién empirica, se adopta un modelo paramétrico
para S(t) dependiente de ciertos pardmetros desconocidos y se considera la
siguiente suma de cuadrados definida por:

SS =Y "[S(t:) - S°(t:)] (3.9)
i=1
donde los tinicos pardmetros desconocidos son los de S(t;).

Hay que notar que (3.9) define las desviaciones entre S(t) y S°(t) para
la parte inferior izquierda de la funcién S°(t), este procedimiento ejerce una
pequena tendencia descendente al momento de calcular los valores estimados
para los pardmetros desconocidos de S(t). De igual forma redefiniendo la
funcién S'S de la siguiente manera:

5SS = an [S(t;) — S°(ti)]? (3.10)
(ver [8] pag. 186)
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que ajusta los datos de S(t) y S°(t) para la parte superior derecha de
S°(t), se obtiene una cierta tendencia ascendente para el cdlculo de los
pardametros desconocidos de S(t). Por lo anterior, es mejor considerar los
puntos medios de los intervalos entre S°(t;) y S°(t;—1) para realizar un mejor
ajuste en el modelo, de lo cual se redefine la funcién SS como:

5SS = Z( — = S"( )+S°(t“)]> . (3.11)
(ver [8] pag. 187)

El método de minimos cuadrados consiste en derivar la funcién S.S con
respecto a cada pardmetro, igualar cada derivada a cero y resolver para cada
pardmetro desconocido. Este método de estimacién es fécil de aplicar cuando
los pardmetros a estimar son de forma lineal dentro de la funcién SS, o cuan-
do las derivadas parciales son de forma lineal con respecto a los pardametros
desconocidos. Como éste no es el caso mas frecuente dentro de la estimacion,
en varias ocasiones es necesario aplicar una transformacion, frecuentemente
logaritmica, para poder desarrollar dicho método.

Ejemplo 3.2 Supdngase que se realiza un estudio y se tiene la siguiente
muestra que refleja los tiempos de muerte (en dias) de ciertos individuos en
estudio en un laboratorio: 3, 4, 5, 7, 7, 8, 10, 10, 10, 12, como se repiten
algunos valores se considera n = 7 que son sdlo los datos distintos dentro
de la muestra. La correspondiente forma de S°(t) se muestra en la siguiente

grafica:
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Se trata de ajustar los datos a un modelo con distribucion exponencial y
se estima el pardmetro 0.
Se tiene:

SS = Z( — = S"( )+S°(ti1)])2 (3.12)

como 2 =0 es una ecuacion exponencial en 0, se aplica la transformacion
InS(t;) = —0t; yIn (3 [S°(t;) + S°(ti—1)]) con lo cual se obtiene:

S5 = z:: (-9@ “n {% 15°(t:) + S°(ti1)]}>2 | (3.13)

derivando con respecto a 0

-5, Z( _m{é[swtiwswti_n]}) (~t)  (314)

tqualando a cero

02t2+2t { (t:) + S°(ti_ )]}:0 (3.15)
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con lo que se obtiene el estimador:

(=

La siguiente tabla muestra los valores necesarios para evaluar 6.

S (315700 + )

=

7
>t
i=1

1 tz So<tz) tzz tz - In {% [So(tz) + So<t1_1)]}
13 090 9 -0.15387
2 4 0.80 16 -0.65007
3 5 070 25 _1.43841
4 7 050 49 -3.57578
5 8 040 64 -6.388006
6 10 0.10 100 -15.86294
7 12 0.00 144 -85.94879
49 407 62.01792

con lo cual se obtiene el valor estimado 5 = 62.01792 _ (j 15938,

(ver [8] pag. 188)

407

3.1.4. Meétodo de medianas

(3.16)

Este método sélo se puede aplicar a modelos dependientes de un sélo
pardmetro. Sea ¢ que representa la mediana de la muestra. La mediana de la
distribucion es el valor de ¢ (denotado t1,,) para el cual S(t;/2) = 3. El método
consiste en igualar las medianas y resolver para el pardmetro desconocido.

Suponiendo un modelo de supervivencia con distribucion exponencial, se
. _ 1 | .
tiene que resolver S(t; /2) = 5 0 € 71/2 = 5 para t1 /3 resultando:

(ver [8] pag. 183)

tiyg = ——7F= =1,

quedando el estimador para # como:
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Il
9:—%. (3.18)

3.1.5. Meétodo de percentiles

Este método es una extension del método de medianas para aplicarse a
un modelo con més de un parametro.

Si t, es el valor de ¢t tal que S(¢t,) = 1 — p, entonces t, es el 100p —
éstmo percentil de la distribucién. Si p = %, entonces 1, es la mediana.
Para aplicar este método se calculan los correspondientes percentiles de la
muestra y se igualan con los de la distribucién supuesta para el modelo (que
se encuentran en términos de los parametros desconocidos) y se resuelve para

cada pardametro.
3.1.6. Tiempos de muerte agrupados

Este diseno de estudio es mds comiin en las técnicas de estimacion para
modelos no paramétricos. Al igual que en el caso anterior, se aplican los méto-
dos de maxima verosimilitud y minimos cuadrados para realizar la estimacién
de los modelos de supervivencia paramétricos.

Maxima verosimilitud

Supoéngase que se tiene n individuos vivos en ¢ = 0 y se observan las
muertes de éstos en k intervalos independientes de igual longitud. Sea d; el
nimero de muertes observadas en el intervalo (7,7 + 1]. La probabilidad de
muerte en (4,7 4+ 1] de un individuo vivo en ¢t = 0 es S(i) — S(i + 1), con lo
cual, la aportacién a la funcién de verosimilitud del i-ésimo intervalo es:

Li(0) = [S(i) — S(i + 1), (3.19)

(ver [8] pag. 190)
por lo tanto, la funcién de verosimilitud total es:

L) =] [S(i) — S(i +1))%. (3.20)

I
—

&
I
o
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(ver [8] pag. 190)

Ejemplo 3.3 Se considera una muestra de 20 individuos que existen al
tiempo t = 0. Todos ellos mueren dentro de un periodo de 5 semanas y
solo se conoce la semana en que murieron: 2 en la primera semana, 3 en
la seqgunda, 8 en la tercera, 6 en la cuarta y 1 en la quinta. Se tiene que
ajustar un modelo de supervivencia exponencial para este grupo de datos. El
siguiente diagrama muestra la forma del estudio.

20 2 3 8 6 1
-
0 1 2 3 4 5

En general, S(i) — S(i + 1) = e7 — 700D = ¢=0(1 — &%), con lo cual
se tiene:

4 4
0 id; d;
L) =l (1-e"]" = 5 (1= e (3.21)
i=0
4 4
L) =—0-) i-di+In(l—e’)-) d (3.22)
i=0 =0
haciendo dlnd];(a) = 0 resulta:
4
. > i d;
el = . (3.23)
Yodi+>i-d;
=0 =0
4 4
De los datos se obtiene Y d; = 20 y > i-d; = 41, lo cual produce el
i=0 i=0

estimador § = 0.3973

Minimos cuadrados

Se reconoce que S(i) — S(i+ 1) = S(7) - ¢; es la probabilidad multinomial
de que un individuo de la muestra original de n muera en el intervalo (7, 7+1],
entonces n [S(i) — S(i + 1)] corresponde al nimero esperado de muertes en
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el intervalo (7,7 + 1], como d; es el nimero observado de muertes en dicho
intervalo, el método de estimaciéon por minimos cuadrados se realiza mini-
mizando:

SS = Z (n[S(i)—S(i+1)]—d}*. (3.24)

(ver [8] pag. 191)

3.2. Modelos univariados con datos censura-
dos

Esta seccién se enfoca a la estimacién de modelos supervivencia paramétri
cos con datos censurados, es decir, se consideran muestras que han sido trun-
cadas de acuerdo al diseno del experimento y a partir de dichas muestras se
estiman los pardmetros adecuados para cada modelo. Se considera el méto-
do de méxima verosimilitud, con adecuaciones respecto al presentado en la
seccion anterior debido a la presencia de censura.

3.2.1. Meétodo de maxima verosimilitud

Supdngase un estudio en el cual se tienen n individuos vivos en t = 0, en
¢l se observa el tiempo exacto de cada muerte para un tiempo mayor a t = r
y se suspende la observacion en alguna t donde todavia continidan individuos
vivos. Como no todos los individuos en estudio han muerto, se tiene una
situacién con datos censurados. En el contexto médico se dice que el estudio
ha sido truncado.

Para el caso de este diseno de estudio se aplica la aproximacion por el
método de méxima verosimilitud, sélo que la funcién de verosimilitud tiene
una modificaciéon dada por la alteracién que en ésta se produce debido al
truncamiento de los datos. La aportacién de cada muerte a la funcién de
verosimilitud corresponde a su respectiva probabilidad de muerte hasta ¢t = r
y la contribucién de cada sobreviviente hasta el tiempo ¢ = r es simplemente
la probabilidad de sobrevivir hasta t = r, la cual es S(r). Si de la muestra
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de n individuos se observan d muertes en total, la funcién de verosimilitud
queda de la siguiente manera:

L(9) = [S(r)]" - Hf(tz‘)' (3.25)
(ver [2] pag. 116)

Ejemplo 3.4 Considere los datos descritos en el estudio del ejemplo 3.2 y
que éstos han sido truncados en t = 9. Al estimar el pardmetro 0 para este
caso se observa que ent =9 han ocurrido 6 muertes y 4 contintdan con vida,
se tiene:

L) = 5O T[ (0. (3.26)

en este caso S(9) = e y f(t;) = 0e=%, cont; = 3,4,5,7,7,8, sustituyendo:

6
L(0) = [6_9‘9]4 . Hﬁe_eti = 0. 7360 . 7340 (3.27)
i=1

dnL®) _ 0, se obtiene § = S = 0.08571.

derivando In L(0) y haciendo —= 8=

De manera més general, supéngase que el i-ésimo individuo en estudio se
mantiene en observacién al tiempo r; y sale de dicha observacién al tiempo
t;, un individuo puede salir de la observacién por muerte o por el fin de
el periodo en el cual seria observado. Se supone que la muerte es la tnica
causa aleatoria de salida. La probabilidad de sobrevivir del tiempo r; a t; es
timriPry = gé:j que es la aportacién total a la funcién de verosimilitud de los
individuos vivos. Para los individuos muertos se usa la funcién de densidad

de probabilidad, la cual se obtiene multiplicando ¢, _,,p,, por A(¢;), se tiene:

o - [[24 8820 329

(ver [8] pag. 193)
donde el primer producto denota a todos los individuos con vida y el
segundo a las muertes que se presentaron durante el periodo de observacién.

Definiendo la siguiente variable indicadora:
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(3.29)

5 — 1 si el individuo i muere en (t,t+ 1]
‘1 0 en otro caso,

como (3.28) contiene %tgf) para todos los n individuos en estudio y A(¢;) solo
e

T
para las muertes, se puede escribir la funcién de verosimilitud de la siguiente

forma:

L(0) = H—S (t:) s Jj(’f")] (3.30)

n
=1 v

(ver [8] pag. 194)

Ejemplo 3.5 Considere el siguiente cuadro que presenta a seis pacientes
que recibieron un transplante de corazon y se mantuvieron en observacion
hasta el 31 de Diciembre de 2005.

Paciente Fecha del transplante  Fecha de muerte

1 1 Enero 2004 1 Abril 2005

2 1 Abril 2004 1 Abril 2005

3 1 Julio 2004 —

4 1 Octubre 2004 1 Julio 2005

5 1 Enero 2005 —

6 1 Abril 2005 1 Octubre 2005

Se estima el pardmetro del modelo suponiendo una distribucion exponen-
cial y tomando el ano calendario de 2005 como el periodo de observacion.

Al momento de entrar en el estudio, los seis pacientes tienen los siguientes
valores de r;: vy = 1,79 = 0.75,r3 = 0.50,74 = 0.25,r5 = 0 y rg = 0.
Al tiempo de salida del estudio, los valores de t; son los siquientes: t; =
1.25,t9 = 1,t3 = 1.50,t4, = 0.75,t5 = 1 y tg = 0.50. Hay que notar que
los tiempos t3 y ts son tiempos en los cuales la observacion ha finalizado,
mientras que los demds t; son tiempos de muerte.

6

De (3.80) se tiene InL(0) = > [—0-t;+6 -1, +1nd-;|. Derivando y
=1

6
~ > 0i
haciendo dlnd—s(e) =0, se obtiene § = 7=— = 2= =1.1429.
> (ti—ri) ‘
=1

(ver [8] pag. 194)



3.3. Pruebas de hipé6tesis de modelos paramétri-
cos

En esta seccion se exploran brevemente las pruebas estadisticas formales
que son usadas para determinar la aceptacién de un modelo paramétrico como
una adecuada representacién del modelo real S(t) en cuestién. Se realizan
las pruebas de hipétesis para los diferentes disenios de estudio anteriormente
tratados, es decir, tanto para el caso de tiempos de muerte agrupados como
para el caso donde los tiempos de muerte son totalmente conocidos. En ambos
casos se supone que los datos son no censurados.

3.3.1. Prueba )? (Ji-cuadrada)

Esta prueba estadistica estd disenada para emplearse en un modelo es-
timado para muestras de tiempos de muerte agrupados. Supéngase que me-
diante algin procedimiento anteriormente descrito se ha obtenido el modelo
estimado S(t) y ahora lo que se desea es saber qué tan buena aproximacion
es este modelo estimado del modelo real S(t).

Sea

~

Ei:n[g(i)—g(z’—l—l) L i=0,1,2,. k-1 (3.31)

(ver [3] pag. 186)

el nimero estimado de individuos muertos en el intervalo (7,7 + 1] de
acuerdo con el modelo estimado. Se recuerda que para la obtencién del mod-
elo estimado para muestras de tiempos agrupados, se subdivide el tiempo de
observacién en k intervalos de igual longitud. Tomando d;, que representa el
nimero de individuos muertos observados en (i, + 1], se usa la estadistica
de prueba

k=1, 55
E; —d;)?
X2:Z—( — ) (3.32)
i= L
(ver [3] pag. 186)
para el desarrollo de la prueba de hipétesis. Dicha cantidad aproximada-
mente se distribuye como una variable aleatoria % con & — 1 — r grados
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de libertad, donde r es el mimero de pardmetros desconocidos estimados en

S().

La prueba de consiste en plantear la hipétesis nula Hy = el modelo ajusta
a la distribucuén supuesta estimada vs H, = el modelo no ajusta correcta-
mente a la distribucién supuesta estlmada La regla de desicién es rechazar
Hy con grado de significancia o si x? excede el valor en tablas de Xk 20-e)

1—r> en
otro caso aceptar Hy. (para mayores referencias, ver [3] pdg. 186)

Ejemplo 3.6 Se realiza la prueba de hipdtesis x? para ver si el modelo §(t)
determmado en el ejemplo 3.3 es una buena representacion de S(t). Como

X = 0.3973 se calculan los valores E y se obtiene la siguiente tabla para
k=6:

A~

, oo gy (Eimdi)?

Ez (Ez dz) Ei
6.5574 20.7698  3.1673
4.4074 1.9807 0.4494

1.9911 26.0712 8.0715
1.8383 0.1144 0.0855
2.7435 7.5267 2.7435

23.0839

d
2
3
2.9624 8 25.8774 8.5665
6
1
0

™. WO N

Como sdlo hay un pardmetro estimado se compara con una estadistica
% con 4 grados de libertad. Una tabla de valores para x* muestra que la
probabilidad de obtener una medida de 23.0839 o mayor es menos de 0.001,
con esto se encuentra una evidencia significativa de que el modelo S(t) no es
una buena representacion de S(t).

3.3.2. Prueba Kolmogorov-Smirnov

Esta prueba se realiza para modelos estimados mediante datos comple-
tamente conocidos, en este caso se desea comparar el modelo estimado S(t)
como una representacién de S(t) a partir de la distribucién de supervivencia
empirica S°(t). Para su aplicacion se define la siguiente estadistica de prueba:

D, = sup \§<t> — 5°(1)]
t

(3.33)
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conocida como estadistica de Kolmogorov-Smirnov.

Esta medida representa la mayor desviacién absoluta entre S (t) y S°(t)
sobre todo el dominio de ¢. El subindice de D,, significa que esta medida
depende del tamano de la muestra n. Dado esto, la medida que serd utilizada
para efectos de la prueba es:

Y =vn-D, (3.34)

Para esta prueba, normalmente la estadistica Kolmogorov-Smirnov se
plantea de la forma D,, = sup ’F(t) — F°(t)], pero sustituyendo S(t) en (3.33)
t

se tiene

1—F(t)—(1-F(t)] = |-F@)+F@)

- |- (—ﬁ(t) + Fo(t)>‘
— |Fe) - Fo(t)‘ (3.35)

quedando la estadistica cominmente planteada para esta prueba, y de esta
manera las regiones de rechazo son las mismas.

La prueba de consiste en plantear la hipétesis nula Hy = el modelo ajusta
a la distribucuén supuesta estimada vs H, = el modelo no ajusta correcta-
mente a la distribucién supuesta estimada. La regla de desicién es rechazar
H, con grado de significancia o si Y excede el valor en tablas de Y= en
otro caso aceptar Hy. (para mayores referencias, ver [3] pdg. 293)

Ejemplo 3.7 Se realiza una prueba de hipétesis con la estadistica Kolmogorov-

Smirnov_suponiendo que a los datos del ejemplo 5.2 se ajusta un modelo es-
timado S(t) =1 — % La siguiente figura muestra el modelo de distribucion
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empirica S°(t) comparado con el modelo supuesto para los datos S (1).

1.00 S°(0)

.90 l
.80
.70

.60

50 R
S(t
40 ®

.30 J7
.20
.10

12

0 3 4 5 7 8 10 15

La siguiente tabla compara los valores de S(t) con los de S°(t), donde
S°(t™) denota los valores de S°(t) justo antes det y S°(tT) denota los valores
de S°(t) justo después de t.

t S S) Se) [ S() —S°() |
3 0.80000 1.00  0.90 0.20000
4 073333 0.90  0.80 0.16667
5 0.66667 0.80  0.70 0.13333
7 0.53333 070 0.50 0.16667
8 0.46667 0.50  0.40 0.06667
10 0.83338% 040  0.10 0.23333
12 0.20000 0.10  0.00 0.20000
15 0.00000 0.00  — 0.00000

De la tabla se observa que la mdaxima desviacion es 0.23333, con lo cual
se tiene el valor y = (0.23333) - /10 = 0.73786 y se busca la probabilidad
P(Y > 0.73786). Buscando este valor en tablas no se encuentra evidencia

significativa en contra de la hipdtesis del modelo estimado supuesto S (t).

3.4. Modelos multivariados

Ahora se considera el caso general donde hay s variables concomitantes
21, 22, 23..., Zs, todas ellas denotadas por el vector columna z y la funcién
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de supervivencia denotada por S(¢;z). Al igual que como se definieron las
funciones para el caso univariado, se tienen expresiones semejantes en el caso
multivariado para cada una de ellas:

At 7) = —% In S(t: 7). (3.36)

(ver [8] pag. 210)

S(t;z) = exp (- /0 t)\(u;z)du) , (3.37)

(ver [8] pag. 210)
y
f(t;z) = S(t;z) - M(t; z). (3.38)

(ver [8] pag. 210)

Cada individuo del grupo al cual se aplica S(t;z) tiene su propia funcién
de tasa de riesgo, donde los valores de z se aplican especificamente a cada
individuo. Por ejemplo, supéngase que z; es la edad del individuo y que 2 y
z3 son variables indicadoras definidas por:

0 sies hombre
=7 { 1 sl es mujer (3.39)
0 sies alcohdlico
== { 1 sino es alcohdlico ’ (3.40)

para este caso un individuo ¢ de 30 anos, no alcohdlico, mujer tendria una
funcién de tasa de riesgo \(t;z;) donde z; = [30, 1, 1].

Como en casos anteriores, S(; z) estd en forma paramétrica y las variables
t v de z dependen de ciertos pardmetros. Al igual que se hizo para el caso
univariado, se escoge una forma paramétrica para S(t;z) y se estiman los
valores para los pardmetros a partir de la muestra dada usando el método de
méxima verosimilutud.

Para la construccién de la funcién de verosimilitud se supone que la per-
sona ¢ entra en observacion al tiempo r; y sale de dicha observacién al tiempo
t; ya sea vivo o muerto. La contribucién a la funcién de verosimilitud del i-
ésimo individuo vivo es:
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L; = 20 (3.41)

(ver [8] pag. 211)
si la observacién termina por muerte, o es:
Li=—"% 3.42
= Sz (3.42)
(ver [8] pag. 211)
si la observacion termina al tiempo t; y el individuo continia vivo. Ambos
casos pueden ser incorporados escribiendo

S(ti;zi) - [\t 2:)]”

L. =
‘ S(n;zi) ’

(3.43)

(ver [8] pag. 211)
donde §; es la variable indicadora definida en (3.29). La funcién de verosimil-
itud total queda dada por:

L= s - 52, (3.44)

i=1
(ver [8] pag. 211)

En teoria, siempre se pueden estimar los pardmetros en (3.44) maximizan-
do la funcién L, pero la dificultad de la maximizaciéon dependerd de la com-
plejidad de A(t;z) asi como de S(t;z).

3.4.1. Modelo multiplicativo

En esta forma de modelo el riesgo total A(t;z) estd compuesto por un
riesgo subyacente como funcién del tiempo A(t), y el riesgo adicional surge
de las variables concomitantes multiplicadas juntas. El modelo més conocido
de este grupo es el Modelo de Cozx donde

A(t; 2;) = exp(a;z;), (3.45)

(ver [7] pag. 251)
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de donde el riesgo total es:

At; ) = H)\ (t;z;) = A(t) - exp (Za@) . (3.46)

(ver [7] pag. 251)

Ademsds, si el riesgo subyacente es constante durante todo el tiempo, se
puede hacer A(t) = e obteniendo:

A(t; z;) = exp (Zajzj> = 27 (3.47)

=0
donde &' = [ag, ay,...,as] y 2 =20, 21, ..., 25). (ver [8] pdg. 214)
Para estimar los pardmetros a; de (3.47) se construye la funcién de verosimil-
itud dada por (3.44). Como A(t; z;) = e*? es constante, se tiene:
S(t;; z)
S(ri;z)

= exp [—(ti — 1) - ealz} , (3.48)
(ver [8] pag. 215)

sustituyendo

L= ﬁ [ealz] 5 - eXp [—(ti — 1) - ealz] , (3.49)

=1

(ver [8] pag. 215)

resultando . .
InL =Y 6-az—» (t;—r)- e (3.50)
i=1 i=1
haciendo agnL = 0 se obtiene:
25 Zji— Z i —Ti) €22 =0 (3.51)
=1

donde zj; es la j—ésima Varlable concomitante del individuo i. Las (s + 1)
ecuaciones resultantes (j = 0,1, ..., s) son resueltas simultdneamente para ay,
ai, ..., as, que usualmente se hace por métodos numéricos.

En este trabajo no se adentra demasiado en estas formas de modelos, ya
que esta fuera de los fines del mismo y sélo se hace referencia a estos para
dar a conocer las diferentes maneras que existen para su planteamiento de
acuerdo a los requerimientos del estudio.
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3.5. Aplicaciones

En esta seccién se describe un ejemplo de la aplicacién de los modelos de
supervivencia junto con la forma de estimar sus pardametros a partir de la
muestra dada. Existen varias situaciones de importancia dentro del anélisis
econdémico y financiero para el desarrollo de los modelos de supervivencia, un
caso de importancia econémica serd descrito mediante un ejemplo el cual es
la situacién de una huelga laboral.

La siguiente tabla muestra la duracién de las huelgas reportadas en E. U.
por las industrias de manufactura sobre el periodo de 1968 a 1976. Para lograr
un grado de homogeneidad, sélo se cuentan como huelgas oficiales aquellas
en las que participan 1000 o més trabajadores. Hay un total de 62 huelgas
en la muestra y 12 fueron censuradas debido a que excedian el periodo de
observaciéon de 80 dfas. También hay varios empates en la muestra, con 4
huelgas que duraron tres dfas, otras cuatro que duraron también 4 dias y asi
sucesivamente. (para mayores referencias, ver [5])

Para cada orden de duracién j, sea t; periodo de duracién y d; denota el
nimero de huelgas que duraron exactamente ¢; dias.

46



Orden j Duracién t; d; | Orden j Duracién t; d;
1 1 1 21 26 1
2 2 4 22 27 1
3 3 4 23 28 1
4 4 1 24 29 1
) 5 1 25 32 1
6 7 1 26 33 1
7 8 1 27 36 1
8 9 2 28 37 1
9 10 1 29 38 1
10 11 1 30 41 1
11 12 2 31 42 1
12 13 1 32 43 2
13 14 1 33 44 1
14 15 1 34 49 2
15 17 1 35 52 2
16 19 1 36 61 1
17 21 2 37 72 1
18 22 1
19 23 1
20 25 1

Tabla 3.1

Como se ha visto en secciones anteriores, los pardmetros de la distribucién
pueden ser estimados por el método de méxima verosimilitud. Si se tiene una
muestra completa, la funcién de verosimilitud es:

n

L) = [ [ f(1;:6), (3.52)

j=1

donde 0 es un vector de uno o més pardametros y f(t;;60) denota la funcién
de densidad de probabilidad del j-ésimo periodo de duracién.

Como se estd en una situacién con datos censurados (12 huelgas cen-
suradas que rebasaron el periodo de observacién de 80 dias) se hace uso de
la funcién de verosimilitud modificada con la variable indicadora ¢, anteri-
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ormente definida, como:

=] [S(t;;0)]" (3.53)

J=1

con lo cual la funcién log-verosimilitud es:

In L(6) :zn:(sj.ln[f(t +Z [1—6;]-In[S(t;; 0)], (3.54)

substituyendo f(t;;0) = S(t;;60) - A(t;; 0) se obtiene:

In L(0) :Zn:ln [S(t;0)] + Zn:éj In [A(t5;0)]. (3.55)

Si se selecciona una distribuciéon exponencial para el modelo, se tiene el
resultado obtenido en la seccién 3.2.1 (ver Ejemplo 3.5) que es:

-

0j

1

6=X="1

: (3.56)

-

tj
1

J

donde 215 ; es el mimero observado de huelgas finalizadas y thj es la ex-
= j=
posicién exacta de tiempo de las huelgas.

De los datos se calcula 25 =50y Zt — 2118, resultando A = =

2118
j= j=
0.0236
(para mayores referencias acerca de todo el ejemplo, ver [5])

3.5.1. Uso de variables concomitantes

La distribucién del periodo de duracion de las huelgas puede estar sujeta
a varias caracteristicas del grupo laboral en estudio, como pueden ser: (1)
tamano del grupo, (2) tipo de industria, (3) tiempo del ano, (4) propuestas
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en disputa y (5) estado actual de la economia. Todas estas variables con-
comitantes pueden ser representadas en un modelo pardmetrico para ajustar
mejor los datos. En el caso de los datos para las huelgas, las primeras cuatro
influencias antes listadas pueden ser consideradas.

En esta seccion se desarrolla el modelo paramétrico para incluir una vari-
able concomitante que es un indice de la produccién industrial. Se utiliza el
modelo de Cox caracterizado por tener una tasa de riesgo constante A = e
y la variable concomitante z; representa un valor fijo del indice de la pro-
duccién industrial asociada con cada huelga. Con esto la funcién de riesgo
es:

A(tj; a0, a1, 21) = e®F931 (3.57)

(ver [8] pag. 280)
con funcién de supervivencia
S(tj;ag, a1, 21) = e [—t; - e0FH] (3.58)
(ver [8] pag. 280)

y de (3.55) se obtiene la funcién de log-verosimilitud que es:

1I1L CLQ, CL1 Z t a0—|—a1~z1 + Z (Sj (CLQ +ap - 21) (359)

(para mayores referencias acerca de todo el ejemplo, ver [5])

3.5.2. Alternativa paramétrica de modelos exponen-
ciales

Como se ha visto en varios casos anteriores, la distribucién exponencial es
frecuentemente seleccionada para modelar el tiempo de falla de una variable
aleatoria, en parte se debe a la propiedad de tener una funcién de riesgo
constante.

Una extension simple para el modelo exponencial es suponer que la tasa
de riesgo se mantiene constante al nivel \; hasta el tiempo y y que ésta
cambia al valor Ay para un tiempo mayor de y. Esta forma se conoce como
modelo exponencial por casos y se define por su funcién de tasa de riesgo que

€s:
A(t) _{ VR (3.60)
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la funcién de supervivencia queda como:

et 0<t<y
S(t) :{ AN (3.61)

y la funcién de densidad de probabilidad es:
A - e tM 0<t<y

f(t> - { )\2 . efy’)‘l . ef(tfy))ﬂ t Z Y . (3'62)

Usando esta nueva forma de modelo se puede estimar los valores para \;
y A2 por el método de méxima verosimilitud para los datos de la siguiente
tabla,

Unidad Resultado Tiempo del resultado

A Falla ta<y
B Retirado tp<y
C Falla to>y
D Retirado tp>y

De la seccién 3.2.1 se sabe que la contribucién a la funcién de verosimilitud
para la i-ésima falla es f(¢;) y la contribucién para la j-ésima retirada es S(t;),
con esto se obtiene:

L, do) = (A e (eteh)
(g - e¥M . emliomm2y (mvh L o=(ip—w)h2) (3 63)

(ver [8] pag. 296)
la funcién de log-verosimilitud es:

In LA, A2) = InA+Indy — M(ta+tp+2y) — X [(tc —y) + (tp — )]
= 11'1)\1"‘111)\2—)\1 'E1 —)\1 'Eg, (364)

(ver [8] pag. 296)
donde F; denota la exposiciéon exacta al riesgo \;, derivando e igualando
a cero

(9lnL()\1,)\2) . 1 .
N T E,=0 (3.65)
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resultando los valores estimados como

Ni=—. (3.66)

En el siguiente capitulo se presentan algunos modelos multiestados junto
con sus propiedades y sus aplicaciiones dentro del dambito del andlisis de
supervivencia.
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Capitulo 4

Modelos multiestados

Dentro del estudio de los modelos de supervivencia algunos de estos
pueden ser vistos como modelos de dos o méas estados, esto es en el sen-
tido de que un individuo puede estar en cualquiera de los estados vivo o
muerto. Suponiendo un modelo en el que el estado A denota estar vivo y el
estado B denota estar muerto, este modelo sélo permite pasar del estado A
al estado B. Con esto, la transferencia desde el estado A es sélo la muerte,
entonces la tasa de riesgo para cualquier transferencia desde el estado A se
llamada fuerza de mortalidad. En un caso més general, donde la transferencia
desde un estado A hacia cualquier otro puede ser por diversas causas ademas
de la muerte, se conoce como fuerza de transferencia.

Estado - Estado
A B

En esta nueva forma de modelo existen varios ejemplos dentro del &mbito
actuarial que van maés alld del caso de solamente dos estados. Por ejemplo,
sea A el estado en que un individuo se mantiene activo y puede pasar al
estado B que es estar inhabilitado de acuerdo con una fueza de inhabilitacién
(fuerza de transferencia). Los individuos del estado B pueden morir y pasar
al estado C de acuerdo con una fuerza de mortalidad, por supuesto también
los individuos del estado A pueden pasar al estado C por una fuerza de
mortalidad aplicable a los individuos del estado A. Con esto se plantea un
modelo donde un individuo tiene la posibilidad de pasar del estado A a
cualquiera de los dos estados B o C, y también de ser tranferido del estado
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B al estado C. Se supone que todas las inhabilitaciones son permanentes, asi
que no es posible pasar del estado A a B y regresar al estado A, y légicamente
una vez llegando al estado C no es posible regresar a ningtin otro estado.

Estado — Estado
A B

N4

Estado
C

4.1. Modelo de progresion de una enfermedad

El primer modelo multiestados que se considera es un modelo progresi-
vo de distintas etapas de una enfermedad como lo es el modelo del SIDA
propuesto por Panjer.

En el modelo de Panjer se definen un total de seis estados. Primero se
considera el estado en que el individuo no estd infectado por el virus denotado
por la, si el individuo estd infectado por el virus pero no presenta sintomas de
la enfermedad se considera que estd en el estado 1b. Los siguientes tres estados
denotados por 2a, 2b y 3 representan las etapas progresivas de la enfermedad,
el estado final es la muerte denotado por 4. Se supone que los individuos
progresan a través de las etapas de la enfermedad sin poder regresar a ninguna
de éstas, también, por simplicidad, se supone que la muerte antes del estado
3 es un riesgo lo suficientemente menor como para ser ignorado. Lo principal
es que un individuo en cualquier estado s6lo puede pasar hacia el siguiente
estado en el modelo.

Estado| | Estado| | Estado| | Estado| | Estado| |Estado
la 1b 2a 2b 3 4

(salud) (muerte)

Entonces el tinico decremento esta dado por la progresién de los individuos
hacia el siguiente estado, con esto el modelo queda completamente definido
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por las tasas de riesgo (fuerza de progresién) operando en cada caso. Un
supuesto de simplificacién es que estas fuerzas de progresién son constantes
dentro de cada estado, denotadas por u; para j = la, 10,2a,2b,y 3, con lo
cual no dependen de la edad o sexo del individuo.

4.1.1. Propiedades del modelo

Si la fuerza de progresion es constante, entonces la variable aleatoria Tj
que mide el tiempo de espera en el estado j tiene distribucion exponencial
con:

Sr,(t) = P(Tj > t) = e "4 (4.1)

Fr,(t)=P(Ty <t)=1—¢ " (4.2)
d s

fry(t) = P, () = iy - e (4.3)

La variable aleatoria T es independiente de las demds variables aleatorias
asociadas con los otros estados, es decir, la progresion de un estado hacia el
siguiente no depende del tiempo que el individuo haya estado en el estado
previo. En el modelo se supone que un individuo sélo puede dejar el estado
3 por la muerte, con lo cual p es la fuerza de mortalidad para un individuo
con SIDA y Tj es el tiempo de vida de dicho individuo. Entonces la variable
aleatoria definida por:

R=Ty+T; (4.4)

denota el tiempo de vida de un individuo en el estado 20, con un valor
esperado
1 1
E(R) = E(Tw) + E(T3) = — + —. (4.5)
Hap M3

De igual forma se pueden definir otras variables aleatorias como suma de
las variables aleatorias bésicas.
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Ejemplo 4.1 Dadas las suposiciones del modelo, se busca la probabilidad de
que un indiwiduo que en este momento estd en el estado i, se encuentre en
el siguiente estado en t anos a partir de ahora.

Considere un indiwviduo que se mueve del estado i al estado i +1 en un
tiempo r, donde 0 < r <t y éste permanece en el estado 1+ 1 hasta el tiempo
t. La probabilidad (diferencial) de este evento es e i -y, - e~ Hividy,
entonces la probabilidad total es:

t
Pz‘7i+1<t) = / e Hi . M e 6_(t_r)'Ui+1dT
0

t
— Mi.et'ﬂi+l/ e"’(#i+1*#i)dr
0

e~ t(ivi—n) _q

= py-e ]
Mip1 — My
Mi<€_t'ui — e_t'ui+1)
M1 — My
e tH; e tHiy
S + ) (4.6)

Mir — My My — My
(ver [8] pag. 251)

Para el caso especial donde el estado 7 4 1 es la muerte, desde este no ex-
isten mds posibles progresiones, entonces f1;,; = 0 y el resultado del ejemplo
anterior se reduce a 1 — e *#i, que es la probabilidad de morir dentro de ¢
anos cuando se estd en el estado i.

El caso general para el ejemplo anterior puede ser extendido para encon-
trar las probabilidades de progresion desde cualquier estado hacia cualquier
otro posterior y permanecer en ese estado en el tiempo . Por ejemplo, con-
sidérese la probabilidad de moverse desde el estado ¢, a través del estado 7,
hacia el estado k y estar en éste en el tiempo ¢. Si la transferencia del estado
1 al estado j ocurre en el tiempo r,0 < r < t, y la transferencia del estado j
al estado k£ ocurre al tiempo s,r < s < t, entonces la probabilidad deseada
estd dada por:
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t t
Pi7j7/§(t) = / / e T Hi . L e—(S—r)-uj . :uj . 6—(t—s)-ukdsdT
0 r

t

t
= e e tH / el (1= 1) / eSe=15) dsdr
0 r
t t(g—t;) _ or(pp—p;)
= - /"Lj . et'ﬂk/ eT’(/—Lj*/‘i) <€ ! € ! > dr
0 My — My
.. - e tH t
— M/ (et'(uk—uj) . er(ﬂj—m) _ €T(”’“_“i)) dr
Hi — [y 0
—t- (s — s . e
_ Mhye g |:€t'(,uk_/1'j) {et (=) — 1] B et (e —=pi) _ 1]
My — My My — Hy My — Hi
B M 1 [et'ﬂi — e tH B et et'#k}
Hy — 1y Hj — [y Hie — H
ILL. . :U’ e_t'uz' (Iu _ :U’) e—t'uj e_t'“k
_ i M [ k J . + ]
e = 1y LGy — pa) (e = 1) 1y — By by — 4
= My 4y + +
PGy — ) G — ) (g — ) (b — 147)
etk :| (4 7)
(1 — Mk)(ﬂj — [y) ' .

(ver [8] pag. 253)

Ahora, se trata de encontrar la distribucién exacta de la variable aleatoria
R = Ty, + T3, que representa el tiempo de vida de un individuo que se
encuentra en el estado 2b. La funcién de distribucién de probabilidad se
denota por Fr = Fr,, + Fr, y estd dada por (4.7), con i =2b, j =3y k = 4,
como el estado 4 es la muerte, se tiene que u, = 0.
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F B /’L3 . e—t-,qu /”[/212 . e_t'u3
R =
_(M3 - M2b) _(M% - M3)
fig — Hop + Hoy - €771 — iy - eTH

+1

(13 — M2b)
pg(1—e7") gy (1 — e ")
= +
(113 — Hop) (fop — Hi3)
Hs Hop
= —'FT t) + ———— 'FTt 4.8
H3 — Hap 1) Hap — H3 () (48)

Con esto, la funcién de supervivencia de R es:

Sp(t) = 1— Fy

2%} Hap
= —— . Sn (t) + —=— - S7.(t 4.9
R , T2b< ) , R T3( ) ( )

y la funcién de densidad de probabilidad es:

d
fr(t) = prad
H3 Hap
= —3 () + - fry(t 4.10
M3 — Hap Fr (1) Hap — H3 I (t) ( )

4.1.2. Estimacion de los parametros del modelo

Dada la suposicién de una fuerza constante de progresion, el modelo de
Panjer es viable para estimar los valores de p; j = la, 10, 2a, 2b, 3, mediante
algunos métodos como se ha visto en temas anteriores, teniendo en cuenta
que se tiene una muestra de los tiempos exactos en los que los individuos bajo
estudio progresan a través de cada estado planteado en el modelo. Con esto,
se puede usar el método de méxima verosimilitud para estimar cada fuerza de
progresién constante, asi como el nimero de individuos que progresan hacia
el siguiente estado, donde los pardmetros y; son estimados de forma separada
dependiendo de la muestra. A pesar de esto, en la préctica por lo regular no
se tiene una informacién tan completa y detallada de los tiempos de muerte
de todos los individuos en estudio, asi que muchas veces por conveniencia se
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subdividié el periodo de observacién en k grupos, de donde se tendran los
datos a partir de la muestra original para observar la forma en que progresan
los individuos a través de los distintos estados del modelo.

Para cada j-ésimo estado inicial se toma en cuenta el niimero total de
individuos en cada etapa denotado por n;, y el mimero de los que progresan
hacia el siguiente estado durante la observacién, denotado por d;, donde n; y
d; se refieren al i-ésimo grupo en tiempo bajo observaciéon. Entonces, n; — d;
denota el niimero de individuos que permanecieron en el grupo inicial durante
el periodo de observacion.

Sea p; la probabilidad de permanecer en la etapa inicial y ¢; = 1 — p; la
probabilidad de progresar hacia el siguiente estado del modelo. De esta forma
se tiene un modelo binomial y la verosimilitud para estimar p; es:

d; n; —d;
Li(p;) = (1 =p)™ - (pi) (4.11)
(ver [8] pag. 256)
para el i-ésimo grupo en tiempo bajo observacion, y

k

L) =@ =p)" - ()" (4.12)

i=1
(ver [8] pag. 256)
dado que hay k grupos totales bajo observacién.

La funcién log-verosimilitud es

di -In(1—p;)+ (n; —d;) - Inp; (4.13)

=3
=
||

(ver [8] pag. 256)
resultando la ecuacion

Oln(L) <~ Opi l di  ni— di]
=y - - =0 4.14
op; ; Op; [ 1—p pi (4.14)

que puede resolverse para ji; por iteracion.

Par realizar las estimaciones de fi;, es claro que se debe de expresar p;
en téminos de 1 Si f; es supuesta como constante, entonces p; = e i
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donde r; denota el periodo de tiempo que permanece en la j-ésima etapa el
individuo del i-ésimo grupo bajo observacion.

4.2. Modelo de cuidado continuo de retiro en
comunidades

Este es un modelo multiestados mas complejo que el presentado en la
seccion anterior, donde la conveniencia del modelo radicaba en que los indi-
viduos solamente podian progresar de un estado a otro sin poder regresar a
través de ellos. En este modelo se analiza el patrén de supervivencia de los
residentes de una comunidad de cuidado continuo en retiro (CCCR). Este
modelo fue propuesto por B. L. Jones.

Este modelo es representado por cuatro estados dados por:

1 Estado (A): Residente como unidad de vida independiente.

2 Estado (B): Residencia temporal con servicio de enfermerfa.

(B):
3 Estado (C): Residencia permanente con servicio de enfermeria.
(D):

4 Estado (D): Salida de CCCR, por muerte o salida voluntaria.

Las personas en el estado (A) pueden ser transferidas a cualquiera de los
estados (B), (C) o (D). Las personas en el estado (B) pueden ser transferidas
de vuelta al estado (A) o hacia los estados (C) o (D). Las personas en el estado
(C) sélo pueden transferirse al estado (D), sin poder regresar a ningin estado
anterior. Finalmente, las personas en el estado (D) han salido del CCCR y
por lo tanto no se transfieren hacia ningiin otro estado. La siguiente figura

ilustra la forma del modelo.

Estado — Estado
A | < (B)

Estado

Estado
(D) < ©)
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4.2.1. Probabilidades de transicion

Al igual que como se vio en el modelo de Panjer, se supone que existe
una fuerza de transicién constante del estado () al estado (j), denotada por
p;;- Por la forma del modelo, se puede ver que algunas de las probabilidades
de transicién son cero (como ji., v fi) v que las personas de algunos estados
estdn sujetas a mds de una fuerza de transicion (como en el estado (A) y (B)).
En el caso de una persona en el estado (A) estd expuesta a un decremento
triple, en particular, la fuerza de transicién total para una persona en el
estado (A) esta dada por:

:U’: = Hap + Hac + Had (415)

Como la fuerza de transicién total es constante, la variable aleatoria T,
que denota el periodo de tiempo de estancia en el estado (A) tiene una dis-
tribucién exponencial. Entonces la funcién de supervivencia para una persona
en el estado (A) al tiempo t = 0 estd dada por:

Sa(t) = e tHa, (4.16)

El valor esperado del periodo de tiempo de estancia en el estado (A) estd
dado por:

BE(T,) = — (4.17)

y la varianza es:

2
Var(T,) = (i*) . (4.18)
Ha
Se aplican las mismas observaciones para la variable aleatoria Ty, que
denota el periodo de tiempo de estancia en el estado (B), la cual tiene una
fuerza de transicién total dada por:

My = Hpg + Hpe + Hipg (4.19)

Las personas en el estado (C) estdn sujetas a una sola fuerza de transicién
hacia el estado (D), con lo cual, es un decremento simple. La variable aleatoria
T, tiene distribucién exponencial con funcién de supervivencia

S.(t) = e the (4.20)
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Debido a la propiedad de pérdidad de memoria de la distribucién exponen-
cial, las probabilidades de supervivencia en cada estado son independientes
del tiempo que haya permanecido la persona en ese estado. La suposiciéon
de una fuerza de transicién constante con su consecuente distribicién expo-
nencial es claramente cuestionable, estas suposiciones se han hecho para la
simplificacién del andlisis.

Ejemplo 4.2 Para una persona en el estado (A) se busca la expresiones
para:
a) La probabilidad de que no deje el estado (A) durante el siguiente ario.

b) La probabilidad de que deje el estado (A) sdlo por la tranferencia hacia
el estado (C) durante el siguiente ano.

c) La probabilidad de que deje el estado (A) por la tranferencia hacia el
estado (B) durante el siguiente anio y continie en ese estado hasta el
término del ano.

a) La probabilidad estd dada directamente por S,(1) = e Ha

b) La fuerza de transferencia hacia el estado (C) se denota por p,. y la
probabilidad deseada estd dada por:

' u
/ e tHp dt = Hae () oni), (4.21)
0 lua

c) Aqui el evento es transferirse al estado (B) y permanecer en él hasta el
tiempo t = 1, la probabilidad del evento estd dada por:

1 1
/ e—wzuab e O P Ly - e M / et (s —=13) gt
0 0

e (£
“ 1y — i

e—MZ — e—MZ
= fop | —F—
My — g

67.“:; efﬂg
= [l " -+ — - - (4.22)
Hy — Hq Mo — Hyp
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Comentarios finales

En este trabajo se dio una perspectiva inicial del andlisis y modelos de
supervivencia, comentando sus formas, estimaciones y aplicaciones junto con
las perspectivas actuariales en cuanto a este tipo de modelos.

En lo que concierne a las matematicas de los modelos de supervivencia,
dio una introduccién sobre las bases en las cuales se desarrollan los modelos
de supervivencia, incluyendo las formas actuariales para su aplicacién. Se
mostraron cuales son las principales distribuciones de probabilidad que se
usan para el desarrollo del anélisis junto con una breve explicacién de cual
es su utilidad. Esto es importante, ya que a partir de estas distribuciones se
obtienen las propiedades posteriores de cada modelo, lo cual determina lo
préctico de su uso y aplicacion.

En cuanto a la estimacién paramétrica, se dio un énfasis en los métodos
mds comuinmente usados que son méxima verosimilitud y minimos cuadra-
dos, también se hizo mencién de otros métodos menos comunes pero ttiles
dependiendo el tipo de andlisis que se requiera. Dada la complejidad de los
modelos multivariados, no se abundé demasiado en lo relacionado a éstos y
solo se consideré hacer una pequena mencién de sus formas para tener un
panorama mds amplio del alcance y entorno de los modelos de supervivencia.

Finalizando, en el capitulo de los modelos multiestados se mostraron solo
unos modelos de forma muy particular sin adentrarse de manera general en
modelos de este tipo. Para tener una perspectiva més amplia de este tipo de
modelos se requerirfa un trabajo mucho més extenso para poder desarrollarse
de forma m&s minuciosa, pero esto queda fuera de los objetivos del presente
trabajo.

En este documento se desarrollaron los temas previstos de una forma bési-
ca y sencilla, en los ejemplos se muestra como con las herramientas bésicas
de estadistica y probabilidad, se pueden obtener y aplicar los modelos de
supervivencia paramétricos.

Este trabajo cumplié con sus objetivos, ya que lo principal no era abundar
demasiado en los temas sino dar una introduccién a las formas y aplicaciones
generales de los modelos de supervivencia.
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