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Prefacio

Los modelos de supervivencia, empezaron a tener un gran desarrollo en el
siglo XX, ya que lo modelos de supervivencia solo se enfocaban a los seguros
y finanzas, mientras que con los avances tecnolégicos se empezé a trabajar
en disminuir los riesgos de muerte.

En el primer capitulo se aborda la definicién de modelo de superviven-
cia, asf como los modelos de supervivencia actuariales (el modelos selecto
y el modelo agregado), las diferentes formas de los modelos de superviven-
cia ( forma paramétrica y forma tabular), asi como su estimacién y algunos
ejemplos.

El capitulo dos trata del modelo de supervivencia tabular, en especifico, la
tabla de mortalidad o tabla de vida, las funciones derivadas de ¢, (el nimero
de personas vivas a edad ) y los diferentes supuestos para edades no enteras
(lineal, exponencial e hiperbdlico).

En el tercer capitulo se hace un anélisis, separando los modelos en es-
tudios con datos completos e incompletos. Tambien se hace un anélisis de
la estimaciéon de momentos; se estudia la diferencia entre un estudio con
un medio de decremento simple y doble, utilizando distintos supuestos de
distribucién.

La estimaciéon de momentos por la aproximaciéon de Hoem en un medio
de decremento doble, es vista como otro método distinto a la estimacién
actuarial y a la estimacién méaximo verosimil, asi como el estimador producto-
limite (estimador de Kaplan-Meier).

El tdltimo capitulo trata de aplicaciones actuariales, en especifico las es-
timaciones con suposicones exponenciales, asf como un aplicacién donde se
utilizan las herramientas vistas durante el trabajo, por ejemplo la exposi-
cién exacta, la exposicion actuarial y la exposiciéon programada, asi como
diferentes casos especiales.

Para la lectura de este trabajo se requieren conocimientos bésicos de
estadistica, probabilidad y cdlculo diferencial e integral, y puede usarse como
texto de apoyo en la nueva materfa de estadistica III, ya que es un texto
introductorio a los modelos de supervivencia tabulares.



Capitulo 1

Introduccion

El andlisis estadistico de supervivencia, el cual es referido como andlisis
de tiempo de vida, tiempo de supervivencia o tiempo de falla es un impor-
tante tema para investigadores de diversas dreas como ingenierfa y ciencias
biomédicas.

Por conveniencia cuando se habla de modelos de supervivencia se hace
referencia a datos de tiempo de falla. En ocasiones los eventos de interés
son muertes de individuos en un sentido real y el tiempo de vida es la edad
actual de un individuo o quizds el tiempo de supervivencia medido desde
algin punto inicial particular.

Los siguientes ejemplos ilustran algunos casos tipicos en los cuales surge
el planteamiento y uso de los modelos de supervivencia:

(a) Algunos tipos de articulos fabricados pueden ser reparados ante una
falla. En este caso uno podria estar interesado en el periodo de tiempo
entre fallas sucesivas de un articulo o pieza y referirse a éste como el
tiempo de vida.

(b) En estudios médicos de enfermedades fatales el interés radica en el tiem-
po de supervivencia de individuos con esta enfermedad, medido desde
la fecha del diagnéstico o desde algin otro punto inicial.



1.1 Definicion y formas de los modelos de su-
pervivencia

Un Modelo de Supervivencia es la funcién de distribucién de probabilidad de
un tipo especial de variable aleatoria, la cual se describe a continuacién.

Sea T una variable aleatoria no negativa que representa el tiempo de vida
(o de falla) de individuos en una poblacién. Suponiendo que un individuo de
la poblacién se mantiene con vida en el tiempo ¢ = 0, se estd interesado en
la probabilidad de que dicho individuo continte con vida en el futuro (para
cualquier t). Simbdélicamente esta probabilidad estd denotada por S(t).

Asi la variable aleatoria considerada, definida como el tiempo de falla de
un individuo sabiendo que existe al tiempo ¢t = 0, es frecuentemente llamada
variable aleatoria del tiempo de falla. SiT denota el tiempo de falla, entonces
la probabilidad de que el individuo continte funcionando al tiempo t es la
misma que la probabilidad de que el tiempo de falla exceda el valor de t.
Formalmente:

S(t) = P(T > ). (1.1)

(Ver [2], pdg 11).
Por la definicién de T’ se tienen las propiedades:

S(0) =1 (1.2)
lim S(#) = 0. (1.3)

y S(t) es una funcién no creciente.

Ahora, si T es el tiempo de falla de un individuo que existe en t = 0,
entonces T es también el tiempo futuro de vida del individuo medido desde
t=0.

Las formas en que se pueden presentar los modelos de supervivencia son:
paramétrica y tabular (no paramétrica). Cuando las probabilidades de super-
vivencia son dadas mediante una férmula matematica se dice que el modelo
S(t) estd en forma paramétrica, esto es porque los valores de S(t) depen-
den de uno o méds pardametros. Por ejemplo, si se supone un modelo de
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supervivencia S(t) = e, que corresponde a la funcién de supervivencia
cuando T tiene una distribucién de probabilidad exponencial, S(t) depende
del parametro 6, del cual posteriormente se estima su valor. Por su parte,
en los modelos de supervivencia tabulares los valores numeéricos de S(t) son
presentados para ciertos valores seleccionados de ¢, mas comiinmente valores
enteros. El modelo de supervivencia tabular méds comin es el conocido como
tabla de vida o tabla de mortalidad.

Dado que el modelo de supervivencia tabular S(z) presenta valores sélo
para nimeros enteros x = 0,1,... es claro que esta forma de modelo pre-
senta una carencia de respuesta para valores de x fraccionales, por lo tanto
es necesario hacer un supuesto acerca de la forma de S(z) entre enteros sub-
secuentes. Este supuesto es llamada distribucién supuesta de mortalidad,
la cual nos definird los valores de S(x) para toda = > 0. Para esta nueva
distribucién entre enteros subsecuentes los tres supuestos mé&s comunes son:
lineal, exponencial e hiperbdlico. Los modelos de supervivencia actuariales
usualmente estdn dados en forma tabular. En la siguiente seccién se describen
esos modelos.

1.2 Modelos de supervivencia actuariales

En el d4mbito actuarial, los modelos estudiados se dividen principalmente en
dos grandes ramas: vida y no vida. Como su nombre lo menciona, en el
drea de vida la variable aleatoria 7T’ representa el tiempo de vida de una
persona. En los modelos de supervivencia actuariales de vida, se toma en
cuenta la edad cronoldgica de los individuos en estudio, reconociendo que la
supervivencia estd en funcién de la edad.

Por su parte, en los modelos actuariales de no vida, la variable aleatoria T’
para este caso representa el tiempo de ocurrencia de un evento asociado con
una persona distinto de la muerte, por ejemplo: tiempo de ocurrencia de una
enfermedad o el tiempo de ocurrencia de un accidente automovilistico. Para
este caso también se puede plantear un modelo de supervivencia mediante la
funcién S(t) = P(T > t), ya que la variable T sigue representando el tiempo
de ocurrencia o falla de un evento.

En la rama de vida, existen dos tipos de modelos de supervivencia actu-
ariales los cuales son: el modelo agregado y el modelo selecto.
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1.2.1 El Modelo Selecto

Considerando un modelo de supervivencia que es utilizado para el célculo
de primas de seguros con respecto a personas seleccionadas para una cierta
cobertura a edad (z), la funcién S(t) puede tomar distintos valores dependi-
endo de la edad (z), por lo cual necesitamos que S(t) también dependa del
valor (z) cuando ¢ = 0. Para estos casos se hace uso del simbolo S(¢;z). En
este nuevo contexto, la edad seleccionada (x) es llamada variable concomi-
tante. En el &mbito actuarial la forma més usual de esta forma de modelo es
simplemente tener por separado una funcién S(t) para cada valor (x).

La edad (x) no es la unica variable concomitante que puede tener in-
fluencia sobre el modelo de supervivencia, otra variable importante podria
ser el sexo, en este caso la variable concomitante probablemente reflejaria la
necesidad de tener modelos por separado de hombres y mujeres.

1.2.2 El Modelo Agregado

Este modelo de supervivencia actuarial se distingue por la particularidad de
que el tiempo de inicio ¢ = 0 coincide con el nacimiento del individuo (z = 0).
Notando que ambas variables se mueven juntas podemos ocupar cualquiera
de ellas para representarse en el modelo de interés, por conveniencia se usa x.
Es claro que para este caso S(z) y S(t) son funciones idénticas pero ambas
difieren de S(¢; ). En este caso, la variable aleatoria X es la edad de muerte
o el tiempo futuro de vida, asi como en su caso T’ representa una variable
aleatoria del tiempo de muerte o tiempo de falla.

1.3 Estimaciéon

Una vez especificada la forma del modelo S(t) (o S(x)), es necesario estable-
cer una aproximacién o estimacién al modelo real, la cual se denota por
S(t). Se utilizardn varias aproximaciones para estimar S(¢) dependiendo de
la naturaleza de los datos y del diseno del estudio.

Para el modelo tabular usualmente se estiman las probabilidades condi-
cionales de supervivencia sobre pequenos intervalos unitarios (generalmente
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periodos de un ano) y se obtiene una estimacién de S(t) a partir de dichas
probabilidades.

Respecto al modelo paramétrico, la estimacién de los pardmetros descono-
cidos de la supuesta forma de distribucién adoptada para el modelo S(t)
produce el modelo estimado S (t). En el modelo paramétrico se consigue
la estimaciéon por una primera aproximaciéon de sucesiones de intervalos de
probabilidad condicional y se adecua a la forma paramétrica elegida y estas
aproximaciones llevan a una prueba de hipétesis para modelos paramétricos.

1.4 Ejemplos

Los siguientes ejemplos describen situaciones en donde pueden usarse los
modelos de supervivencia.

Ejemplo 1.1 En la tabla 1.1 se muestra una tabla de vida para menores de
18 anos como ejemplo de un modelo de supervivencia actuarial no paramétrico,
en la cual se inicia con un radix de 100,000 personas vivas a la edad 0 y se
tienen los datos de las muertes ano con ano. Apartir de las muertes d, se
calculan los valores para q, y p.. Para encontrar el valor estimado de S(t)
se realiza el cdlculo §(x) =Do P1* e Poei-

Ejemplo 1.2 Unos cientificos describieron la experiencia de supervivencia
de un grupo de pacientes quienes estuvieron bajo tratamiento en conexion con
un tipo de enfermedad fatal, dando como resultado la tabla 1.2.

En este caso se calcularon las probabilidades de supervivencia en cada
intervalo de unidad de tiempo, las cuales representan el modelo estimado.

Ejemplo 1.3 En la tabla 1.3 se muestran 2 grupos de pacientes de leucemia,
el tiempo de falla (tiempo hasta la muerte) en semanas y con 2 tipos de
sangre y con globulos blancos incluidos. En el lado izquierdo se muestran los
oh positivos en una muestra de N=17, mientras que del lado derecho los oh
negativos con una muestra de N=16.

En este caso se ilustra como es que se puede hacer uso de una variable

concomitante al poder plantear modelos de supervivencia separados para cada
tipo de Oh. (Ver [3] pdg. 9).



Edad z l, d, Gz D S(x)

0 100000 2042 0.02042 0.97958 1

1 97958 131 0.00134 0.99866  0,97958

2 97827 119 0.00122  0.99878  0,97827

3 97708 109 0.00112 0.99888 0,97708

4 97599 101 0.00103 0.99897 0,97599

5 97498 95  0.00097 0.99903 0,97498

6 97403 90  0.00092 0.99908 0,97403

7 97313 86 0.00088 0.99912 0,97313

8 97227 84  0.00086 0.99914 0,97227

9 97143 82 0.00084 0.99916 0,97143

10 97061 82  0.00084 0.99916 0,97061

11 96979 82  0.00085 0.99915 0,96979

12 96897 83  0.00086 0.99914  0,96897

13 96814 84  0.00087 0.99913 0,96814

14 96730 86  0.00089 0.99911 0,96730

15 96644 87  0.00090 0.99910 0,96644

16 96557 89  0.00092 0.99908 0,96557

17 96468 91  0.00094 0.99906 0,96468

18 96377 93  0.00096 0.999004 0,96377

Tabla 1.1
Intervalo (anos) # muertes # retiros # expuestos Prob.sup.estimada
[0, 1) 90 0 374 0.759
1, 2) 76 0 248 0.556
(2, 3) 51 0 208 0.420
(3, 4) 25 12 157 0.350
[4, 5) 20 5 120 0.291
[5, 6) 7 9 95 0.268
6, 7) 4 9 79 0.254
[7, 8) 1 3 66 0.250
8, 9) 3 5 62 0.237
[9, 10) 2 5 54 0.228
[10, 00) 47 0 47 0
Tabla 1.2




GBI Oh+ Tiempo de muerte GBI Oh- Tiempo de muerte
2300 65 4400 56
750 156 3000 65
4300 100 4000 17
2600 134 1500 7
6000 16 9000 16
10500 108 5300 22
10000 121 10000 3
17000 4 19000 4
5400 39 27000 2
7000 143 28000 3
9400 56 31000 8
32000 26 26000 4
35000 22 21000 3

100000 79000 30

100000 100000 4

52000 100000 43

100000 65 - -
Tabla 1.3
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Capitulo 2

La tabla de mortalidad

Las tablas de mortalidad (también llamadas de vida) fueron desarrolladas
por actuarios independientemente del desarrollo de la teoria estadistica de
modelos de supervivencia con distribuciones de probabilidad y su estimacion.
Por esta razon, la terminologia y notacion es diferente a la naturaleza estocds-
tica de los demds modelos.

La tabla de vida es una tabla de valores numéricos de S(x) para ciertos
valores de x como la siguiente:

S(x)
1.00000
97408
97259
97160
97082

BSlwln ol s

109 | .00001
110 | .00000
Tabla 2.1

La tabla de vida muestra valores de S(z) para todos los valores enteros
de z (x=0,1,...), por esta razén es claro poner un limite superior a = en
donde a partir de este valor de z , S(z) tome el valor cero. Generalmente se
usa w para este valor. Se puede ver que S(w —1) > 0y que S(w) =0. En la
tabla 2.1, w = 110.
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2.1 La forma tradicional de la tabla de mor-

talidad

El modelo tabular usualmente se presenta con las siguientes caracterfsticas:
1.- Los valores de S(z) son multiplicados generalmente por 100,000 para
transformar los valores decimales en enteros.
2.- La columna de S(x) es cambiada a ¢, donde ¢ representa "el nimero
de vivos".

Desde S(0) = 1, { es la constante que multiplicando a las S(z) las
transforma en ¢, , esta constante es llamada radix (generalmente es de
100,000).

Formalmente:

0, =l S(x). (2.1)

(Ver [1], pag 64)
Se transforma entonces la tabla 2.1 en la tabla 2.1a

él‘
100000
97,408
97,250
97,160
97,082

N RSN R Nl R

109 1
110 0
Tabla 2.1a

La ventaja bésica de esta forma tradicional de tabla es que es susceptible
de interpretacién. La diferencia entre S(z) y ¢, es que las S(x) son probabil-
idades y /. es el niimero esperado de sobrevivientes a edad x de un grupo
de ¢y nuevos nacimientos.

Se define :

dy =y — s (2.2)

12



nly =Ly — Loy, (2.3)
(Ver [1], pag 59)
Donde /, representa el niimero de sobrevivientes a edad x , £, ., representa

el mimero de sobrevivientes a edad x +n y ,,d, es el nimero de muertos entre
las edades x y x + n.

Ahora:
dy
= — 2.4
=y (2.4)
y
Tldﬂj
W= (2.5)

(Ver [1], pag 53)

Esta ,,q, representa la probabilidad condicional de muerte a la edad x+n,
dado que tiene la edad x.

Finalmente:

éa: n
Esta ,,p, representa la probabilidad de sobrevivir a la edad x + n, dado
que ya se tiene la edad =x.

2.2 Otras funciones derivadas de /7,

Aunque la tabla de vida solamente toma valores /,, para ciertos valores de x
(usualmente enteros), se supondra que la funcién ¢, que produce estos valores
es continua y diferenciable para obtener otras funciones de mortalidad.

2.2.1 La fuerza de mortalidad

La derivada de /, se puede interpretar como la tasa de cambio instantanea
de /,. Esta derivada es negativa porque ¢, es una funcién decreciente y
representa el nimero de personas que se estdn muriendo a la edad z.

13



Se define:

_4d
dx gx

e = —f— (2.7)

como la fuerza de mortalidad a la edad z. Como se vio ¢, = {y - S(x), y
de (2.7) se obtiene:

—35@) _ f(z)
Az) = —& = 2.8
() = 2 = L (28)
debido a que S(z) = P (X > x) = 1—F(z), donde F(z) representa la funcién
de distribucién de la variable aleatoria tiempo de vida X. A\(x) es llamada la
tasa de riesgo. Se observa que p, y A(x) son funciones idénticas, al dividir

el numerador y denominador de p, entre £g.

Por lo tanto, de (2.8) se tiene:

—4.9(z) d
_ dx - _
(Ver [1], pag 55)
y al despejar S(x) da:
S(0) =2 0 = expl- [yl (210)
0

que puede ser interpretado como el factor de decremento, el cual reduce el
conjunto inicial de tamano ¢, al tamano ¢, a la edad .
Ahora:

d
. _Ega:—&—s

s = (2.11)

éaj—ks
Esta es una forma de la fuerza de mortalidad que serd usada frecuentemente.

2.2.2 La funcién de densidad de probabilidad

Los datos mostrados en la tabla de vida son una representaciéon de una dis-
tribucién de la variable aleatoria del tiempo futuro de vida X (con funcién

14



de densidad de probabilidad). Se tiene que f(z) = A(x)-S(x), en la tabla de
vida A\(z) = pu, v S(z) = i—i, por lo tanto:

la
F@) = pe - (52) = o o (2.12)
(Ver [1], pag 56)
Ahora que se conoce la funcién de densidad se puede encontrar E[X]
denotada por ¢ de la siguiente manera:

eo = E[X] = /x - f(x) de = /x ‘w Pofly dx (2.13)
0 0

(Ver [1], pag 68)

Integrando por partes con u = x y dv = u, po, se tiene que: du = dx y
dividiendo el numerador y denominador de (2.7) entre £, y usando el hecho
de que ,py = %5, se obtiene que

oo 00
d
v = zPoH dr = - d_ zPo = — zPo-
xr
0 0

De lo anterior, se tiene que:

o = F[X] = / Do dx = %/ﬁ dz. (2.14)
0
0

Se define

Ty = /em da. (2.15)

Por lo tanto

-7 (2.16)

La funcién Tj es un caso especial de T}, definida por

o0

T, = / ¢, dy. (2.17)

xT
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(Ver [1], pag 71)

El stmbolo T, representa el nimero total de anos vividos después de la
edad x por el grupo de sobrevivientes con £, miembros iniciales.

El segundo momento de X estd dado por

o
B = [ . (2.18)
0
Integrando por partes con v = 2%, du = 2z - dz, v = —,po, dv =, Py [, S€
obtiene
9 2
E[X*=2- |2 ppodx = — - [ xl.dz,
lo
0 0
volviendo a integrar por partes con u = z, du = dx, v = =T, dv = {,, esto

es porque de (2.17) se tiene que:

d

—T, = —{,. 2.1

dx (2.19)
y por el teorema fundamental del célculo, [ ¢, dz = —T,. Por lo tanto:

oo

2 2
E[Xz]:%-/x-éxdng—o-/ﬂdx,
0

y se define

Yy = /Tx dz. (2.20)
0

Obteniendo

E[X? = 2- Yo (2.21)
%
Finalmente
2
Var(X) = B[X?] — {B[X]}? = 2;/“ - (%) | (2.22)
0 0
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2.2.3 Probabilidades condicionales y densidades

Las probabilidades condicionales conocidas son: ,p, v g, pero ahora nos
interesa ,,;m ¢, la cual representard la probabilidad de que una persona viva a
edad x muera entre las edades x+n y x+n+m. En términos de probabilidad
formal:

nme = Prl(z+n) < X <(z+n+m)| X >zl

En otros términos, puede expresarse como la probabilidad de que una persona
de edad = sobreviva n anos, pero muera dentro de los siguientes m anos.
Puede ser escrita por

nm4z =n Pz *m Qz4n, (223)
en términos de /, se tiene
€x+n mdern mdern

La funcién de densidad de probabilidad de muerte a la edad y cuando se estd

vivo a la edad = (y > z), estd dada por f(y | X > z) = % Se tiene que
fly) = %Eyuy y S(z) = %7 por lo tanto
by
f(y | X > I) - ZZ 4 —y—z Pxfly, (225)
cambiando s = y — x como y = = + s se tiene:
f(S | X > CL’) =s Pelyys, (226)

donde la variable aleatoria S denota la cantidad de tiempo de vida futura de
una persona viva a la edad z. Si tanto el numerador como el denominador
de (2.11) es dividido entre ¢, se obtiene

d
— s sPz
Ppys = — 2.27
+ o (2.27)
lo cual muestra que:

d
— Pz = —sPz Myis 2.28
7 P Po Mo (2.28)
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El tiempo futuro de vida esperado de una persona viva a la edad z estd
dado por

0, = /s ‘s Do Hgps A5 = / sPs ds, (2.29)
0 0
esto resulta al integrar por partes con u = s, du =ds, v = — p, y dv = (p,

Hyis Ademas gp, = % por lo tanto:

oo

o _ 1. by Tz
0

T

Analégamente a lo que se hizo en (2.18) y (2.21) se tiene

E[S?] = g : (2.31)
donde
Y, = / T, dy. (2.32)
Finalmente
2-Y, (T
Var(S) = E[S?] — {E[9]}* = T <€—> . (2.33)
2.2.4 La tasa central de mortalidad
La tasa central de mortalidad estd definida por
f spaz qu+s dS
fly = (2.34)

n
[ spa ds
0

Ez«‘fs

(Ver [1], pdg 70), como sp, = <** se tiene
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f €z+s Hagts ds
0

niy =

Y

f gx_i'_s ds
0

ahora

n

/gm-ﬁ-s/”bx—&-sds = _€$+S (|): Eﬂ? - Eﬂ?""n = ndx

0
por lo tanto:

donde

an = / gx_i'_s ds.

0

Si n =1, se tiene una funcién con intervalo de un ano

1

L:c = / E:c—l—s dS,

0

y la tasa central en el intervalo (z,z + 1] estd dada por

(Ver [1], pag 70). La relacién entre L, y T, estd dada por

0o x+1 x+2

T, = /Eydy:/ﬁydy —l—/@dy—l—...

x T z+1

— LI+LI+1+

Entonces
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o0

T.=Y L, (2.40)
y=x

2.2.5 El concepto de exposicién

Se tiene que recordar que sp, i, , es la funciéon de densidad de probabilidad
para la muerte a la edad x + s, dado que se estd vivo a la edad z. Si se
multiplica por /., la cual se puede interpretar como el nimero de personas
vivas en un grupo a la edad x, se obtiene £, 1, ,, como la tasa de muertes
ocurridas en el grupo a la edad exacta x + s. Ahora, {45 1, ds es la
diferencial del niimero de muertes ocurridas a la edad exacta x4 s. Entonces

5 lyts Hyp s ds es el nimero total de anos vividos después de llegar a edad
1
z. Finalmente [ s- 0,15 p1,,, ds, da el nimero total de afios vividos después

de la edad z, pgr todos los que murieron entre la edad z y = + 1.

Para el grupo /., el nimero de sobrevivientes a la edad = + 1 estd dado
por /1. Cada una de estas personas vive un ano desde la edad x a la edad
x + 1, por lo que /,,; también representa el nimero total de anos vividos,
entre la edad = y x 4+ 1, por quienes sobrevivieron a edad z + 1. Por lo que:

1

lyta +/ S lyts Pyys ds, (2.41)
0

representa el niimero total de anos vividos entre la edad z y  + 1 por las £,
personas, quienes constituyen el grupo a edad =x.

Esta cantidad es medida en unidades de anos vividos y es llamada ex-
posicion, debido a que es una medida de la extensién a la que el grupo
estd expuesto al riesgo de morir. Las personas que mueren contribuyen a
la exposicién total hasta el tiempo de muerte. Se puede simplificar (2.41)
integrando por partes, obteniendo

1

1
1
£x+1 — S €m+s | —+ / €z+s ds = / £x+s ds
0
0

0
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La cual ha sido definida como L. Este resultado sugiere la posibilidad de una
interpretacién directa de L, como concepto de exposicién, donde la integral
definida en (2.38) es por definicién el limite de la suma de Riemann:

R= Z (Cyis + ) (D 57) (2.42)

donde /.., - representa el nimero de personas vivas en el i-ésimo subinter-
valo de (z,z + 1]. Multiplicando por A s; (el ancho del subintervalo) da el
niimero de anos-vida vividos en el subintervalo. Donde 7, ;¢ estd en constante
cambio, R es solamente una aproximacion del mimero preciso de anos-vida
vividos en (z,z + 1]. Pero

1

L, = / lpis ds =1lim R,
A all—0

da el valor exacto del concepto de exposicién, donde ||Al| es el més grande

de los A s;.
Por extension

nL:c = / g:c-‘rs d57
0

da la exposicién exacta en el intervalo (x, z + n].

o0

T.=> Ly,
y=x

Claramente da la exposicién exacta sobre el intervalo (z,00) y puede ser
tomado como el nimero agregado total de anos-vida vividos en el futuro por
el grupo /,. Entonces % da el promedio de vida futura por persona en
el grupo /,. :

_ G
/'I’:C_Lu

xT

i, definida como un promedio continuo de la funcién de riesgo A(y) sobre el
intervalo (z, x4+ 1]. La razén pu,, es la tasa de muerte (tasa de mortalidad)
en un intervalo de un ano. Esta tasa difiere de la probabilidad ¢, donde es
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posible que i, exceda uno, mientras que ¢, no. Para el intervalo (x,x + n|
se tiene

ndx

an ‘

Una modificacién del concepto de exposicién, podria ser contada solamente
en (z,z+1] por los sobrevivientes en el intervalo. Existen ¢, sobrevivientes
exactamente en un ano, pero también estos estdn en la exposicion. De manera
similar ¢, es la exposicién en (x + 1,z + 2| y asi sucesivamente por lo que
se tiene

nﬂx::

T* = f: ‘. (2.43)

y=z+1
Se puede describir 7 como el tiempo futuro de vida total del grupo ¢,
y que solamente los anos enteros de tiempo de vida son contados. Entonces

_I;
=7
es el nimero promedio (o esperado) de anos enteros de vida futura por per-
sona en el grupo /.. Esto es llamado la esperanza limitada de vida a

(2.44)

€y

la edad x, es distinto de la esperanza completa denotada por és. Se puede
derivar una férmula alterna para e, como

D DR/ SYATES Syt (2.45)
T k=1 k=1

xy:x+l
Finalmente se puede suponer que una persona vive aproximadamente un ano
y medio en el ano de muerte, por lo que

o
thjex%—g,

Este resultado intuitivo se formalizard en el siguiente capitulo.

2.2.6 La relacién entre ,q, y n/t,

Con el concepto de exposiciéon se desarrollé una férmula muy usada que
relaciona las funciones ,,q, y nit,. Se explorard la relacién con n = 1, donde
Qe =5V [, = j.f—” por lo tanto se relacionard ¢, y L,.

x
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1 1

/S . €x+sﬂz+sd8 = /€x+sd8 — €x+]_ = Lm — £x+1, (246)
0 0

da el nimero agregado de anos-vida vividos en (x, z + 1] por quienes mueren
a la edad z en el intervalo. Se divide (2.46) entre d, y este nimero promedio
es necesariamente menor que uno y se podra llamar fraccién promedio de
(x,x + 1], se define esta fraccién promedio de f, como

L. —
fo =t len (2.47)
dy
donde d, = ¢, — {1 entonces ¢, = {, — d, por lo cual
L,=0,—(1—f,)dg, (2.48)
Cuando
= = = ) 2.49
Alternativamente
lpy=1L,+ (1— f.) dg, (2.50)
entonces
d, d,
a: (2.51)

como /, es no creciente en (x,x + 1], entonces L, < ¢, como i, > g.
Generalizando, se considera el intervalo de n anos (z, x + n] cuando

n n

/s Ay shlyy ds = /€m+sd5 —nlyy1= pLpy—n-lppy,. (2.52)
0 0
Analogamente
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nJxr — y 2.
fom B (2:53)
como lyp, = lp— ,d, se tiene
o)
Ly =nly—n (1—, fi) nds, (2.54)
cuando
— = = . (2.55
Mo T Tl —n (L= nfo) nde  nl—(— nfs) ngal (2:55)
(Ver [5], pdg 55). Alternativamente
6
1
l, = - [nLe +1 (1= fo) nde], (2.56)
entonces
(2.57)

(Ver [5], pdg 55). (2.57) nos da la relacién general para obtener ,q, en
términos de ,u,. Esta formula es importante en la estimacién de una tabla
de vida de una polacién de datos.

2.3 Meétodos para edades no enteras

En el modelo de tabla de vida se supone que ¢, tiene una cierta forma
matemdtica entre x y x + 1. El supuesto de ¢, es que es diferenciable en
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el intervalo abierto 0 < s < 1 perono en s =0 6 s = 1. La habilidad para
determinar /.., numéricamente para cualquier s, 0 < s < 1, podrd ayudar a
calcular probabilidades de la forma (p, y 1_sp.+s ¥ Sus complementos q, y
1—sqx+s-

Este supuesto entre edades no enteras es muy importante. Se podran ver
los elementos esenciales en la estimacién del modelo y su uso para hacer cédlcu-
los del modelo de tabla de vida. Los tres supuestos de una forma matematica
para ¢, son: lineal, exponencial e hiperbdlico.

2.3.1 Forma lineal para 7,

Cuando 4, es una funcién lineal entre x y x + 1 es de la forma a + bs, es
continua y si s = 0, entonces ¢, = a y cuando s = 1 se tiene /.1 = a + b,
porlotanto b=/, .1 —a 6 b=V, 1 —l, = —d,.

Por lo tanto, se tiene

Coss = by — 5+ d, (2.58)

una forma alternativa es usar ¢, — £, en lugar de d, obteniendo

Ex-i—s =l — S(Ex - gl‘-‘rl) =S gw-‘rl + (1 - S)gxa (259)

todos los valores de 7, ¢ vienen de ¢, y {,,; mediante una interpolacion
lineal.
Se tiene que:

pr:£2:8:1_s.(z_z:1_s.qm (260)
y
sQe =1 —s Pz = S (qg. (261)

También se tiene que:

6;54,-1 6:1:—&-1 Pz
Pare = L - , 2.62
1—sPo+ lpis lp—s-dp, 1—s-q, ( )
y
1_5'%:_1790 (1_3)'(11
—sxszl_—s T+s — = . 2.63
1—sla+ 1—s P+ 1—5-q 1—5-q ( )
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Después

d
—ay d
ds T+s x qx
= = = 2.64
Hats E:c—i—s gm —5- dx 1—g- qm7 ( )
el cual multiplicado por (2.60) da un resultado muy conveniente.
f(S | X > l‘) = sPxlypts = qx- (265)

Se nota que p,, y f(s | X > x) no estd definido en s =0y s = 1 donde
/.. no es diferenciable en estos puntos. Finalmente se tiene

1 1
1 1
L, = / lprs ds = / (by —s-dy)ds =1, — §dm =Vl + §d:p, (2.66)
0 0
y
T, = iL: i(ﬁ 1+1d):T*+1£. (2.67)
T = y = y+ o e T ota
Cuando
My = — = = , (2.68)
y
o T, Tr+3t, 1
x— 5, —  ,  — ¢tz o) 2.
e 0 0 €t 5 (2.69)

el cual se habfa desarollado intuitivamente en el capitulo anterior.

La FDP para el tiempo de muerte durante el intervalo es una constante
y la funcién de distribucién acumulada(FDA) que es 4g., es una funcién
lineal. Esto muestra que la variable aleatoria S tiene una distribucién uni-
forme sobre (z,z + 1]. {,4s decrece uniformemente (i.e. las personas estdn
muriendo uniformemente) en el intervalo. Por esta razén el supuesto lineal
para £, s es tradicionalmente llamada supuesto de distribucién uniforme
de muertes (DMU). El supuesto DMU es muy utilizada para hacer calculos
a partir de la tabla de vida, la FDP es una constante, por estd razén este
supuesto es el mas popular.
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2.3.2 Forma Exponencial para /,

Cuando 4,., es una funcién exponencial entre x y = + 1 es de la forma
+
lris = a-b° es continua y si s = 0, entonces ¢, = a y cuando s = 1 se tiene
. ¢ ¢

. a .
Se tiene

gﬂ? ’ s —s
g:rJrs = fx < €+1> = <€x+1) . (é;p)l (270)

Todos los valores de /,.,, vienen de ¢, y /,,1 mediante una interpolacién
exponencial. Una forma alternativa de (2.70) es substituyendo £, 1 = £, p,
y se tiene

Otras funciones son:
EI S S
y
sdz = 1-— sPx = 1- (p:c)s =1- (1 - Q:c)s (273)
También se tiene
Eaﬂ—l £x+1 Pz 1—s
—sPz+s = - 5 — s — Dz 2.74
' " lots e (pz) (p:r) ( ) ( )
y
1—slz+s = 1-—- 1—sPz+s = 1-— (px)lis =1- (]- - QI>178 (275)
Después
L =l (pa) ]
ds tx+s x px npx
r+s - - ) - - ]-npq; 2.76
M * gx—i—s gw (px) ( )

Una constante para 0 < s < 1. Cuando /,,, es exponencial, la fuerza de
mortalidad, 1, ., es constante en (x, z 4 1), esta fuerza constante es llamada
simplemente p. Entonces (2.76) cambia a 1 = —Inp, y se pueden reescribir
las formulas anteriores como:
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pa=c" (2.77)
de (2.72) a

sPx = et (278)

y (2.74) se convierte en
1-sPz+s = e—u(l—s) (279)

La FDP condicional se encuentra multiplicando (2.79 )y (2.76), obteniendo

fs| X >2) = spaltpys=p-e" (2.80)

La FDP de S dada por (2.80) y su funcién de distribucién de supervivencia
(FDS) dada por (2.78), claramente muestra que S tiene una distribucién
exponencial en (z,z + 1]. Como la fuerza de mortalidad es constante, este
supuesto es llamada supuesto de fuerza constante.

Se puede ver que el supuesto exponencial no es tan conveniente como el
supuesto lineal para hacer cdlculos desde la tabla de vida, pero por otra parte
es mds conveniente para el propédsito de la estimaciéon del modelo.

Las funciones de exposicién tienen la forma

1 1
_Ea: *Yx _da: da:
L, = / eachs ds = /gx (pac)s ds = lnpq = Y = I (281)
0 0 ’
La tasa central es
d, d,
= —_ = — = 2.82

 es el valor constante de pi,, ., con 0 < s < 1y se llamard pu,. Por otra
parte, en el intervalo (z + 1,z + 2) se tiene una fuerza constante diferente,

fypr1 = —Inp,q, donde L, = Zzi También se tiene que:
o0 o
d
L= Li=) - (2.83)
y=r y=x Y

Esta no es una forma conveniente, pero 7T, puede ser precisamente calculado
a partir de la tabla de vida bajo un supuesto exponencial. Finalmente es
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puede ser obtenido como =%, de nuevo esta férmula simple no es conveniente

para e

2.3.3 Forma Hiperbdlica para ¢,

Cuando ¢, es una funcion hiperbdlica entre z y v+ 1 es de la forma ¢, ; =
(a + bs)™", es continua y si s = 0, entonces £, = 1 6a=4ycuando s =1

se tiene 0,1 = a%b 6b= ﬁ —a= Kzlﬂ — é Entonces
1 1 11\ !
lprs = | — - — 2.84
i (gx e [gx—&-l gaz]) ( )
6
1 1 1 1 1

= — —— | =s- 1—3s)-— 2.85
éers Ew i |:€:c+1 éx:| i ngrl * ( S) é:c ( )

Donde los valores de r L pueden ser determinados por una interpolacién

lineal entre los reciprocos de 0, v ¢, 11. Lainterpolacién lineal en el reciproco
de una funcién es llamada interpolacién armémica en la funcién misma.

De (2.84)se pueden determinar otras funciones. Para obtener ;p,, primero
se necesita:

a4 (1 { 1 1]> <1 ) pe+5(1—p,)
sPz = :gx — +s - =14s— -1
(p) gw—&-s ly g:c—&-l ly 2 Dz

Por lo tanto

Pz 1_Qx
prts(l—p:) 1—(1—-5)q ( )
Se tiene
S (Qr
=1 pp= 2.
q s (2.87)

También se tiene

Coin 1 1 1
1 spac+s €x+s €x+1 (ex + S l€x+l &J > px+3 ( px) ( 3) 4z
(2.88)
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1—sqz+s = 1-— 1—sPz+s = (1 - 3) Gz (289)
Despues usando ¢p, = m se encontrard
d
o sPx (pa;+s-qx)2 Pet S G Dzt+5S-Q: 1—(1—5)%
(2.90)
y
=9 g)

El supuesto hiperbdlico es algo ilégica ya que p,., decrece en (x,z + 1),
mientras que en el supuesto lineal incrementa y en el supuesto exponencial
es constante. Este supuesto no se usa para hacer célculos a partir de la
tabla de vida y tampoco es muy usada para la estimacion fuera de la ciencia
actuarial.

La relacion 1_4q.+s = (1 — $) ¢, ha sido utilizada en las aproximaciones
actuariales tradicionales para la estimacién de modelos de supervivencia por
més de un siglo. El supuesto es llamado supuesto de Balducci o distribu-
cién de Balducci porque el actuario italiano Gaetano Balducci hizo mayor
uso de la distribucién hiperbdlica en sus escritos.

En las funciones de exposicién primero debemos recordar que: £, = —

a+bs
_ 1 _ 1 1

dondea =~y b= 7. — 1., entonces

1 1 p ;

S 1 a+
L,= [ l,1sds= =—-1

/+S/a+bs bn<a)

0 0
sustituyendo a y b se tiene

ly 1 Inp,
Ly= 2 = ( np ) (2.92)
4z Dz dz

o z
De L, se pueden encontrar T}, m, y e,de las férmulas usuales.

En la siguiente tabla se muestran las diferencias entre las distribuciones
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Funcion Lineal Exponencial Hiperbdlica
by —s-d, Uy (pa)’ s. L \7!
Loys =5 Lpy1+ = (gw-&-l)s ) ( (1 —KTSSI. 1 )
(1-5)- L, (0,)'° E
Pz
sPzx 1—s- 4z (px)s =e :Prisgl_;;;z)
3 1_8.(;_5)‘11
sz S (o 1-(1-4¢) W )
Pe 1-s _ —p(i—s) | Pzt sl —ps
1-sPrts o (pa) " =e =1-(1-5)q
1-sqz+s % 1—(1- Qm)l_s (1-5)q
Hats Tz p=—lnp e
. p—HS x(l—qx
sPzxlzys ; qwld K€ [1—(1—5)q.]>
T Uz dsz _ Inps
Lo = K:c-‘rl + %d:c H bont ( Gz )
T ( -Tl)z
m, s . Spuine
Tabla 2.2

(Ver [1], pag 75].

En el siguiente capitulo se vera la estimaciéon de modelos de supervivencia
tabulares o no paramétricos, utilizando un estudio con datos completos 6 con
datos incompletos.
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Capitulo 3

Modelos de supervivencia
tabulares

3.1. Estimacién para muestras con datos no
censurados

Se empezara la estimacién de modelos de supervivencia con un diseno
muy simple, el cual se usa en estudios clinicos, donde el observador mantiene
cada unidad de estudio bajo observacién, durante un tiempo corto hasta que
falle y no se permite que las unidades se retiren del estudio si no han falla-
do. En este caso se habla de datos completos. La estimacién de modelos
de supervivencia de datos completos (no censurados) y el analisis de tales
estimaciones son considerablemente mas sencillos que el caso con datos in-
completos (censurados).

Como las situaciones de datos no censurados estan presentes por lo general
solamente en estudios clinicos, se usard S(t) como la funcién de supervivencia
a estimar, la variable de interés es, por tanto, el tiempo de supervivencia (de
ahora en adelante, falla) desde algin evento inicial. El estimador de S(t) sera
denotado por S(t) en la mayorfa de los casos.
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3.1.1 Diseno del estudio

Todas las unidades de estudio bajo observacion, estardn definidas al tiempo
t = 0, y serédn observadas a lo largo del tiempo hasta que todas mueran;
se documenta el tiempo exacto de cada muerte. El grupo inicial forma una
cohorte, lo que significa que es cerrado, es decir, no hay entradas después del
tiempo t = 0. El grupo podria tomar cualquiera de las siguientes dos formas:

1. El tiempo t = 0 es obtenido el mismo dfa para todas las unidades de
estudio y méas tarde una muerte observada de duracion ¢ podria ocurrir
en el t — ésimo dia de estudio. En este caso es fdcil ver la idea de
supervivencia, como el tiempo desde el evento inicial.

2. Cada persona tiene su propio valor inicial llamado ¢ = 0, para después
observar su propio valor ¢ de muerte. En este caso la edad cronolégica
de cada persona no importa. El tiempo bajo observacién (tiempo de
investigacion) es distinto al tiempo cronolégico, ya que éste es la fecha
del calendario donde empieza la investigacion.

La estimacion del modelo de supervivencia no dependerd si el tiempo
inicial ocurre en diferentes dias o en el mismo dia para todas las unidades de
estudio.

3.1.2 Tiempo exacto de muerte

Basado en una muestra de datos, se deberd estimar la distribucién de super-
vivencia aplicable a las unidades de estudio. Una aproximacién muy natural
de S(t) es la proporcién observada de una muestra de supervivencia en cada
punto t. Una grafica de esta distribucién observada de superivencia,
también llamada distribucién empirica de supervivencia se muestra a
continuacion.
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S°(t)= proporcién observada de supervivencia al tiempo t
1.00

.80

.60

40

20

Se usard S°(t) para denotar esta distribucién. Para un conjunto inicial
de tamano n, note que:

1 parat <t
So(t) =<9 ™= parat; <t<tiy1i=12,...,n—1 (3.1)
0 vparat>t,

(Ver [6], pag 48)

Se espera que S(t) sea una funcién mondétona decreciente de t y el esti-
mador S (t) pueda mostrar esta propiedad. Se reconoce que la forma escalon-
ada de S°(t) resulta del tamano de muestra finita. Como resultado de in-
crementar el tamano de la muestra, se pueden obtener un mayor nimero de
etapas (o escalones) y asi se tendran valores estimados de S(t) "més suaves"
que aquéllos obtenidos de muestras mas pequenas. Es posible sobreponer a
la grafica de S°(t) una curva suave que ajuste el esquema escalonado. A este
procedimiento se le llama graduacion.

En el procedimiento de estimacién descrito, se supone que el tiempo de
muerte es documentado con suficiente exactitud, pero esto no es mds que
una muerte en cada punto del tiempo. Si las unidades de medicién (es decir,
semanas, dias, etc) no son suficientemente finas, 6 la muestra es muy grande,
6 ambas , se tienen muertes muiltiples que pueden ocurrir en un mismo
punto. Cuando esto ocurre los escalones de la grafica de S°(t) se reducen en

~ , donde 7 es el mimero de muertes en el mismo punto.
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Analisis de la distribucién empirica de supervivencia

S°(t) es el estimador de S(t), cada estimacién depende de la aleatoriedad de
la ocurrencia de las muertes previas al tiempo ¢. Para cualquier valor fijo de
t se define S°(t) como:

(1) = nimero de sobrevivientes al tiempo t N (3.2)

n n

(Ver [4], pdg 9)

Donde N; denota el mimero (aleatorio) de sobrevivientes al tiempo t.
(3.2) es el estimador de S(t), mientras que S(t) representa la probabilidad
de supervivencia (real u operativa) al tiempo t para al individuo en estudio.
Cuando V; es una variable aleatoria binomial con pardmetros n (tamano de
la muestra) y S(t), entonces:

E[N]=n-S(t) (3.3)

Var [Ny =n-S(t)- F(t) (3.4)
donde F(t) =1—5(t).
En este caso S°(t) = % es una proporcién de variable aleatoria binomial
con:

E[S°(t)] = — - E[Ni] = 5(t) (3.5)

S|

Var [S°(t)] = % Var |y = S8 FO (3.6)

n
(3.5) muestra que S°(t) es un estimador insesgado de S(t).
Como S(t) no es conocido, se tienen valores nimericos para Var [S°(t)]
obtenidas por aproximaciones o estimaciones, usando S°(¢) en lugar de S(t).
S°(t) - Fo(t)

Var [8°(1)] = === (3.7)

donde F°(t) =1 — S°(t).
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3.1.3 Tiempos de muerte agrupados

Si un grupo bajo observacién es muy grande, se usardn aproximaciones de
grupos de muertes. Se empezard dividiendo el tiempo continuo en un nimero
indefinido de intervalos de igual tamano.

Notacién

Como se ha dicho antes n es el tamano del conjunto bajo estudio, todas
las unidades de n son observadas hasta morir, cada una de las n muertes estd
en uno de los k intervalos. Sea D, la variable aleatoria para el nimero de
muertes que ocurren en el (t+ 1) — ésimo intervalo (es decir, entre t y t + 1),
0 <t < k—1yd representa la realizacién de D; en el estudio actual. Se
puede ver que:

n= Y d. (3.8)

(Ver [5], pag 86)

Sea N, la variable aleatoria del niimero de sobrevivientes al tiempo ¢ y n;
la realizacion de V; en el estudio actual. Necesariamente Ng =ny Ny =0y
la relacién es:

Niy1 = Ny — Dy parat=0,1,... k—1. (3.9)

En un estudio con datos no censurados y muertes agrupadas, el objetivo es
estimar S(¢) mediante otras funciones del modelo de supervivencia y analizar
los estimadores obtenidos (dependientes de las variables aleatorias).

Las distribuciones de N, y D,

Sea N; una variable aleatoria binomial con pardmetros n y S(t). Como
se vio E(Ny) = n-S(t)y Var(Ny) = n-S(t) - F(t). El conjunto de
variables aleatorias Dy, D1, ..., Dj_; tiene una distribucién multinomial con
P(Dy=dy) =S5(t)-q=1]q. Asf,

k-1
n!
P (do,dy, ..., dp1) = (¢ go)™ (3.10)
dol -l dy 1! L4
ED)=n- g (3.11)
Var (D) =n- 11 ¢ - (1 — ¢1q,) (3.12)
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Cov(Dy, D) = —n (1 G) (+1¢0) (3.13)

La distribucién, la media, la varianza y covarianza son todas incondicionales,
es decir, estdan dadas solamente por las n unidades de estudio al tiempo t = 0.
Si se condiciona en N; = n; sobrevivientes al tiempo ¢, D, es una variable
aleatoria binomial, con media n; - ¢; y varianza n; - q; - ps.

Estimacion de S(t) y ¢ 1 qo

S(t) puede ser estimada usando la proporcién observada de supervivencia
al tiempo t, esto es

— Nt
=

S(t) (3.14)

n
es una variable aleatoria de proporcién binomial con media y varianza dada
en (3.5) y (3.6), respectivamente, con S(t) reemplazando a S°(t). De manera
similar, ; | go se estima usando las frecuencias relativas de muerte observadas
entre t y t + 1. Esto es:

g =— t=0,1,...,k—1, (3.15)

(Ver [5], pdg 87), es una proporcién multinomial, con media

1

E[1q] = ~-E[Di] =114 (3.16)
y varianza
— 1 (1 —
Var (t | qo) = E Var (Dt) — t 1 4o (n t ! QO)’ (317)

se observa que el estimador de proporcién multinomial t/|% = % es inses-
gado, debido a (3.16).

Estimacion de ¢; y p;

Sea ¢; la probabilidad condicional de muerte entre ¢ y ¢t + 1, dado que
se estd vivo al tiempo t y p, = 1 — ¢; la probabilidad de supervivencia. El
estimador de ¢; estd dado por:

dy

G = — 3.18
qt nt’ ( )
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(Ver [5], pag 87), si se condiciona en n; sobrevivientes al tiempo t, D, es
binomial, por lo que (3.18) es una proporcién binomial con media

~ 1
Elg | mi] = o E[Di] = g, (3.19)
t
y varianza
~ 1 1 —
Var (q | ) = — - Var (Dy) = M, (3.20)
U U

de igual forma

~ ny — Dt Nt+1
)

Ty Ty
es también una proporcién binomial con media
Epe | ] = p, (3.22)
y varianza
~ 1-—
Var 5, | ) = 22 - P:) (3.23)
t

donde ¢; = 1 — p, entonces (3.20) y (3.23)son iguales.
Estimacion de S(t) por {p;}
Una estimacion de S(t) alterna a (3.14) puede ser considerando la relacién:

S(t)=po-p1---pi-1, (3.24)

(Ver [5], pag 89), donde cada p; es una probabilidad condicional, aunque el
producto S (t), es no condicional.
De acuerdo a (3.24), se obtiene el estimador:

S(t) =Do- D1 Pr1, (3.25)

por lo tanto S(t), es un estimador de forma directa (incondicional) si es de
la forma (3.14) o de forma indirecta (condicional) si es de la forma (3.25),
pero con el mismo valor numérico 5 (t). En estudios con datos no censurados
se puede utilizar la aproximacién (3.14), mientras que en estudios con datos
censurados se utilizard la aproximacién (3.25).
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Los estimadores py, ¢, t | po, los cuales tienen proporciones binomiales
o multinomiales, y la aproximacién incondicional (3.14), son estimadores
de méxima verosimilitud, con propiedades de insesgamiento, consistencia
y eficiencia. La aproximacién condicional (3.25), es también el producto de
un estimador méximo verosimil Po. S(t) es también un estimador maximo
verosimil y es insesgado.

Estimacion de la funcién de riesgo

Se considerard la funcién de riesgo de T', donde t* =t + % representa, el
punto intermedio del intervalo (¢, + 1] (la tasa de riesgo estd dada en un
punto del tiempo, no en un intervalo). Para expresar la tasa de riesgo A\(t*)
en términos de p; (0 ¢;) se necesita un supuesto de distribucién como las que
se describen en la seccién 2.3.

A continuacién se muestra un resumen de los estimadores para las distin-
tas funciones estudiadas y sus caracteristicas.

Funcién | Estimador I. o C. Sesgo | Varianza
t ] qo D Incondicional Insesgado ”q‘)(lnﬂ
S(t) — Incondicional | Insesgado w

Dy Ntn“ Condicional en n; | Insesgado p;—'fqt
G % Condicional en n; | Insesgado bt

3.2 Diseno del estudio para el modelo con

datos censurados

Uno de los propésitos de esta seccién es introducir al lector al problema de
estimar ¢, en el intervalo (z,z + 1], dado que se estd con vida a la edad x,
para asf llegar a un estimador de S(z).

También se revisard la teorfa bdsica de los decrementos dobles con el
objetivo de familiarizarse con las relaciones y la notacién, antes de abordar
el problema de estimacién.

3.2.1 Introduccién

En muchas situaciones de estimaciéon es comin encontrar personas bajo ob-
servacion, en donde no todas son retenidas hasta la muerte, como en las
aplicaciones actuariales de seguros y pensiones. En algunas situaciones se
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tienen uno o mas eventos aleatorios (adicionales a la muerte), donde cada
uno de los miembros de la muestra son susceptibles a ser eliminados, por
ejemplo la incapacidad, el retiro o la terminacién voluntaria. En gen-
eral, se unirdn todos los decrementos aleatorios (diferentes de la muerte) y
se les llamara salidas del estudio. Es importante senalar que una retirada
es un evento aleatorio en el mismo sentido que la muerte.

Cuando el periodo de observacién termina, muchos miembros permanecen
con vida en la muestra y son llamados finalistas. Es importante ver que las
salidas son eventos aleatorios, mientras que los finalistas no lo son. Si se tiene
la fecha en la cual el periodo de observacién termina, se puede establecer la
edad mdxima de un miembro particular y cada miembro tiene una edad
final programada.

La informacién bdsica que se requiere en cada miembro de la muestra
para aproximar estimaciones, consiste en:

1. Fechas del periodo de observacién.
2. Fecha de unién al grupo bajo observacién.
3. Fecha de cumpleanos.

4. Fecha de muerte o retirada, la que ocurra.

De los primeros 3, cada miembro de la muestra tiene una edad de comienzo
bajo observacién y una edad programada puede ser establecida a la salida de
la observacién. Para el i —ésimo miembro de la muestra, se refiere a estas dos
edades como y; y z; respectivamente. Necesariamente y; < z; y se presenta
en pares ordenados (y;, z;) para el i — ésimo miembro. Si la muerte o retirada
ocurre en el periodo de observacién (es decir antes de la edad z;) , entonces
la observacién termina antes de la edad final programada. En ningin caso
la observaciéon puede continuar después de la edad final programada. Un
problema que se presenta son las fracciones de anos, por lo que se puede
dividir el ano en dias, para facilitar el cdlculo a lo largo del estudio.

3.2.2 Contribucién de un individuo al intervalo (z, x+1]

La aproximacién para estimar S (x), o su equivalente /,,, se usard en la pres-
encia de datos censurados, pero primero se deberd estimar p, (probabilidad
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condicional de supervivencia a la edad = + 1, dado que estd vivo a la edad
x) ya que tiene la forma:

S(@)=Po P Doty (3.26)

donde también se puede estimar ¢, de p, como

La notacién (z,z + 1] es usada para indicar la muertes a la edad = + 1
en este intervalo. Para estimar q,, se necesita conocer qué contribucién tuvo
cada miembro de la muestra en el intervalo (z,x + 1], en otras palabras,
se necesita conocer la experiencia de supervivencia de cada miembro
entre la edad = y x 4+ 1. Para obtener esta experiencia se necesita ver el par
ordenado (y;, z;) para la persona i relacionada al intervalo (z,x + 1]. Por lo
que se tienen los siguientes casos:

1. Si z; < z, entonces la persona i no contribuye al intervalo (z,z + 1].
2. Siy; > x+1, de manera similar la persona i no contribuye al intervalo.

3. Siy; <wyz >x+1, entonces la persona i estd bajo observacion en
el intervalo entero (z,z + 1].

4. Finalmente, es posible que x < y; <z +16 2 < z; <z + 1 6 ambos.

Descartando los dos primeros casos, ya que la persona i no contribuye al
intervalo, se dice que la persona i entra en (x,x + 1] a la edad = + r; y estd
programado a salir de (xz,z+ 1] a edad z+s;. Siy; < x entonces la persona i
entra en (z,x+ 1] a la edad exacta x, asi ;, = 0y si x < y; < x4+ 1, entonces
entra a la edad = + 7;, con 0 < r; < 1. Si z; > = + 1 entonces la persona 1
es programada a salir de (z,z + 1] a la edad exacta x + 1, por lo que s; = 1
ysix < z; < x4+ 1, entonces la salida programada es a la edad x + s; con
0 < s; < 1. Por lo que los intervalos serdn 0 <r; <1y 0 <s; <1.

Las relaciones entre la edad de entrada con la edad programada de salida
del estudio (y;, 2;) v la edad de entrada con la edad programada de salida
para el intervalo estimado (x + 7;,z + s;) son muy importantes. Para esti-
mar ¢, para el intervalo (x,z + 1] la informacién necesaria estd dada por
(x 4+ r;,x + s;) o simplemente por (74, s;).
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Se debe notar que la persona i no puede contribuir al intervalo (z,z + 1]
cuando = < z;, ya que puede morir o retirarse antes que x y para esta persona
no estd definida ni r;, ni s; en el intervalo (z,z + 1.

Para los pares ordenados (7, s;), que satisfacen las condiciones 0 < r; < 1
y 0 < s; <1, en el intervalo (x,x + 1], se tienen varios casos especiales en los
cuales las estimaciones son simplificadas.

Caso especial A

Si para un cierto intervalo (z,z + 1], r; = 0 y s; = 1 para toda ¢, de tal
manera que todas las personas entran en el intervalo estimado al principio y
son programadas a permanecer bajo observacion a edad x + 1, por lo que es
sencillo estimar q,.

Caso especial B

Si para un cierto intervalo (z,z + 1], s; = 1 para toda i, pero en general
0 < r; < 1, las personas pueden entrar en (z,x + 1] a cualquier edad, pero
todas son programadas a salir al final del intervalo a edad x + 1.

Caso especial C

Si para un cierto intervalo (z,x + 1], 7; = 0 para toda i, pero en general
0 < s; < 1, todas las personas entran en (z,z + 1] a edad z, pero las salidas
estan distribuidas en el intervalo.

Los casos especiales pueden ser obtenidos como resultado del periodo de
observacion. En las secciones 3.3 y 3.4 se revisardn estos casos especiales en
el proceso de la estimacién de g, .

3.2.3 Medios de decremento simple y doble

La persona i — ésima entra al intervalo estimado (z,z + 1] a la edad = + r;,
0 <r; <1,y estd programada a salir del intervalo a laedad z+s;, 0 < s; < 1,
por lo que la probabilidad de supervivencia a edad x + s, para esta persona
es s_rPrir, ¥ la probabilidad de muerte en este intervalo es:

s—rQe4r = 1- s—rPz4r- (328)

Estas probabilidades estédn condicionadas a que llegue con vida a edad x + 7.
La funcién de densidad de muerte a edad x + ¢, dado que estd vivo a edad
x + r, estd dada por:

tfrprrr lua:—|—t' (329)
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Esta notacion es adecuada solamente si el estudio estd en un medio donde la
muerte es el tinico evento aleatorio (se hablard de un medio de decremento
simple). Si la muerte y la retirada son eventos aleatorios que afectan el
estudio se hablard de un medio de decremento doble, donde los cédlculos
para la estimacion son mds complejos.

Se empezard con la funcién bésica ;p,, la cual representa la probabilidad
de no morir antes de la edad x+t, dado que se estd vivo a edad x en un medio
de decremento simple. Cuando se encuentra en un medio de decremento
doble, es necesario especificar el evento aleatorio, donde ;p, representa la
probabilidad de no ocurrencia antes de la edad x + ¢t. Por lo que se usard
tp;‘d) como la probabilidad de que la muerte no ocurra antes de la edad x + ¢
y tp;(w) como la probabilidad de no retirada antes de la edad x + ¢, donde
cada una de estas probabilidades estdn en un medio de decremento simple.

Esta tpgd) representa exactamente el mismo concepto que ya se habia
manejado antes como ;p,. Similarmente se usard q;(d) como la medida de
probabilidad de muerte en (x,x 4+ 1] y representa el mismo concepto que ya
se habfa manejado antes como ¢,. Se asocia tp;(d) y q;(d) con la fuerza de
mortalidad ,ufﬁt (previamente denotado por ji,,,) para tener la relacién:

t

i = exp |~ [l du (3.30)
0
y
1
¢ =1—exp —/Mﬂt dul| . (3.31)

0

Ahora como también la retirada es un evento aleatorio, existe una fuerza
de retirada, ,ugi)t a la edad x +t y la relacioén es:

t

D) = exp | — / py du (3.32)
0
(Ver [5], pag 105), y
1
™) =1—exp —/ugi)t du| . (3.33)
0
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Si los eventos aleatorios de muerte y retirada son independientes, entonces

o = (3.34)

(Ver [5], pdg 105), es la probabilidad de no muerte y no retirada antes de la
edad x+t, dado que estd vivo y no se ha retirado a la edad x. Se supondra la
independencia de estos eventos para la realizacion de los célculos posteriores.

La funcién de densidad de muerte a la edad x + t, dado que se esta vivo
a la edad =z, es

W (3.35)
(Ver [5], pag 105), la funcién de densidad de retirada es

P (3.36)
Las relaciones mds generales son

S

e =1l =1 —e | = [l 60
el = 1 ) = 1= | = [l d (3.39)

r

P = D) (3.39)

y la funcién de densidad de muerte es

T d
T (3.40)

mientras que la funcién de densidad de retirada estd dada por:

t—rpgrﬂa(c?t- (3.41)
(w

Sea, qf(cd) V Qz ) las probabilidades de muerte y retirada antes de la edad
x + 1, en presencia de otro decremento (es decir, en un medio con doble
decremento). Es de notar que estas probabilidades son distintas al concepto

de ¢V v ). Esto es,
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1

/D = / U i [ 1= @) [l g e (34

o —

1 1
a\" = / WD, du = / [1— ] [1 = g™ ), du. (3.43)
0 0

La probabilidad de supervivencia de la edad = a la edad z + 1 es

p( 11— q(T) 1 _ q( ) _ q(“’) (3.44)

De forma mds general S_rqg(C ﬁr y S_rq:(ﬂ +)r representan la probabilidad de

muerte y retirada antes de la edad = 4 s dado que se tiene la edad = + 7, en
presencia de otro decremento. Por lo que se tiene que

S S

sfrqic—?r = / u— Tpfc—gr:ux—l—u du _/ |:]~ - u— rqx(—cfl—)r] |:1 - u— Tq;(-i‘,-uz} /’I’I-'ru du
r r
(3.45)
s s
w d w
s— Tga(:Jr)r - / u— Tp(x+r:ux+u du _/ [1 - u—rq;(Jr)r] [1 - u— rq;c(ﬂz} ,UJ:c+u du.
(3.46)
y
s—?"pglzr = 1 - s— T‘qg(ctk)r - ]- - s—rq:(cilgr - S—qui)r‘ (347)

Las relaciones entre los dobles decrementos de probabilidad qg(cd)7 qg(;w) y los
correspondientes al decremento simple q;(d), qé(w) se analizan bajo el supuesto
de distribuciones uniforme y exponencial.
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Distribuciéon uniforme

En cada decremento, muerte y retirada, se tiene distribuciones uniformes en
el intervalo (x,x + 1], entonces

0" =5 ¢ (348)
y
a =50 g, (3.49)
De (2.64) se tiene
/(d)
(d) qx
Hots = =@ (3.50)
- 1 —s- qé(d)
y
/(w)
(w) _ Q=
Hat's = 1——‘q'x(w)' (3.51)

Para encontrar qg(gd) en términos de q;( ) y qr bajo el supuesto uniforme, se

sustituye (3.48),(3.49) y (3.50) en (3.42), se obtiene

1
R

= ¢@ / —u-g"] du
0
_ @ {1 L 1 (3.52)

(Ver [5], pag 107).
Similarmente, usando (3.43) se obtiene

N[ —

1
£ = [1- 3] (3.5

Para encontrar q;(d) en términos de qg(ﬁd) y qg(gw), se necesita resolver un par

de ecuaciones cuadraticas dadas por (3.52) y (3.53). De (3.52) se tiene
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A . E— (3.54)

1—4. g
y de (3.53) se tiene
(w)
w) —
AR E— (3.55)
1—4- ¢

Sustituyendo (3.55) en (3.54) se obtiene la ecuacién cuadratica

1

5 (@) - (1 - %qgﬁw) + %qg‘gd)) ¢\ +q\" =0,

la cual se resuelve por

¢D=b—\/t2—2. ¢V, (3.56)

donde b =1 — %qg(f") + %qg(cd). Por simetria, se tiene

¢ =b—\b2—2.¢", (3.57)

donde b =1 — %qéd) + %q;gw). Se debe notar que en ambas ecuaciones se toma

el radical negativo, ya que el positivo llevarfa a qé(d) >16 q;(w) > 1.

Distribucién exponencial

Si tanto las muertes como las salidas se suponen que tienen distribuciones
exponenciales (fuerzas constantes) en el intervalo (x,x + 1], entonces

P = et (3.58)

P = e (3.59)

de acuerdo a lo establecido en (2.78). Por la propiedad de la fuerza constante
se tiene

i = p@ (3.60)



et = . (3.61)
(@

Para encontrar ¢;~ en términos de u¥ y u(*) bajo el supuesto exponen-
cial, se substituye (3.58),(3.59) y (3.60) en (3.42), para obtener

1

¢’ = / - O du
0

1

— M(d)/ ol +u) 1
0
p

)
B _(Mw)ﬂb(w))}
O e - , (3.62)

Similarmente, de (3.43) se obtiene

w)

(
(w) _ 1% . _<,u(d)+u(w))i|
& = [1 e . (3.63)

Para encontrar q;(d) en términos de qg(ﬁd) y qg(gw), se necesita resolver un par

de ecuaciones dadas por (3.62) y (3.63). De (3.62) se tiene

— (@D )
N (3.64)
2D 1 ) ek '
y de (3.63) se obtiene
e .
(d) (w) W)’ (3.65)
D+ g pu

de (3.64) y (3.65) se obtiene

entonces
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G &

Entonces se sustituye (3.66) en (3.62) y se tiene

(d) (w) (d) (w)
Yo+ qr @ [T T4 _ @
(d) [1 — €Xp [_M q(d) - Qx

qx z

@, (w)
@ +q
exp [—u(‘” (%)] =1—-¢" — ¢,
qz

(w) (d) (w)
w qgs qI qu’ﬂ
I CO RN ) R A () R C) <—> . (3.66)

por lo tanto

p@ = —In (1@ - qy(cw))q;@/(q;d)wéw)) | (3:67)
Finalmente, se tiene
(@) /( (), ()
£ =10 =1 e <1 (1 — ) ) (g
lo cual se puede escribir como
q<d>/(q(d>+q<w))
¢ =1 (p{)" (3.69)
(Ver [5], padg 110), y por simetria
¢® =1— (pg;r))qa(c“’)/(qid”rqiw)) _ (3.70)

3.3 Procedimientos de momentos para datos
censurados

El fundamento para estimar por procedimientos de momentos, es el principio
estadistico de que el nimero de muertes observadas en (x,x + 1] es el mismo
que el de una cierta muestra. Se supone que el nimero actual de muertes
en el intervalo, denotado por d,, estd disponible, entonces el problema de
estimacién consiste en dos pasos:
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1. Encontrar una expresién para el nimero esperado de muertes en el
intervalo (z,z + 1J;

2. Resolver la ecuaciéon de momentos para el estimador deseado.

Generalmente se requiere un supuesto de distribucién, para resolver la
ecuacién de momentos.

3.3.1 Estimacion de momentos en un medio de decre-
mento simple

Los datos béasicos como el periodo de observacién, las fechas de cumpleanos,
las fechas en que el miembro se une al grupo bajo observacion y las fechas de
muerte, al ser analizadas en conjunto producen los pares ordenados (z + r;,
x +s;), donde la persona i — ésima tiene una contribucién en (z, z + 1.

Para la persona i, la probabilidad de muerte durante la observacién en
un medio con decremento simple, es la probabilidad de muerte antes de la
edad x + s;, dado que lleg6 con vida a la edad = + r;, lo cual es 5, @uir,, ¥
es también el nimero de muertes esperado de una muestra de tamano uno.
Donde el niimero de muertes es uno (con probabilidad s, ,,q.+,), 0 cero (con
probabilidad g, . pyir,). Entonces el niimero esperado es

Vogiori Quiry 0 simriDavry = simriQutry - (3-71)

La relacién basica de momentos

Si n, es el ndmero total de personas que contribuyen en (x,z + 1], entonces

Nz
el nimero total de muertes esperadas es Y .. qztr,- (Por conveniencia se
i=1
usard n en lugar de n, en las sumas). Cuando se iguala al nimero actual de
muertes observadas, se obtiene la ecuaciéon de momentos

n

E [D-'E] = Z Sz‘fT'iq.’E+Ti == d:p; (3.72)

i=1
(Ver [5], pdg 114), donde D, es la variable aleatoria de muertes en (x, x + 1],

y d, es el nimero observado.
Para resolver el estimador g, de (3.72), se usard la aproximacién
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si—riQotr; ~ (S’i - ri) *Qx- (373)
(Ver [5], pdg 114). Entonces (3.72) se convierte en

E[Dy] = qu- Y (si—ri) = da, (3.74)
del cual es fécil obtener

—, (3.75)
; (si —1i)

que es la forma general del estimador de momentos en un medio con decre-
mento simple.

Casos especiales

Sir; = 0y s; = 1 para todas las personas (n,) quienes contribuyen a (z, z+1],
entonces se tiene g, ¢uir, = ¢ ¥ (3.72) se convierte en

entonces (3.75) se convierte en

a—— (3.77)

(Ver [5], pdg 114).

Este es el caso especial A, donde (3.77) es un estimador de proporcién
binomial, donde el niimero de personas en la muestra, n,, puede ser pensado
como un nimero de ensayos binomiales. Cada ensayo es considerado inde-
pendiente y la probabilidad de muerte en una prueba simple (¢,) se supone
constante para todas las pruebas. En esta situacién, la proporcién de muertes
en la muestra , dadas por (3.77), es un estimador natural para el pardmetro
Ga-

Si s; = 1 para todas las personas, pero r; > 0 para algunas de las n, per-
sonas quienes contribuyen a (z, z + 1], entonces se tiene s, ¢otr; = 1—r; Qutrss
y (3.72) se convierte en
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n

E [‘Dm] - Z 1—7‘7',q33+7‘i - d:ru (3.78)

=1

entonces la aproximacion general dada por (3.73) se convierte en

1—r;Qutr; = (1 - Ti) “dz- (379)
Sustituyendo (3.79) en (3.78), se obtiene el resultado
~ dy
o= (3.80)
(Ver [5], pdg 115), que es el estimador de momentos para el caso especial
B.
Si r; = 0 para todas las personas, pero s; < 1 para algunas de las n,

personas quienes contribuyen a (z,z + 1], entonces se tiene . . Guir, = s.Gz,
y (3.72) se convierte en

n

ED =) o = d, (3.81)

=1

la aproximacién general dada por (3.73) se convierte en

s:0e = Si * Q- (3.82)
Cuando (3.82) es sustituido en (3.81) se obtiene el resultado
dy
0 (3.83)

>
i=1
(Ver [5], pdg 116), que es el estimador de momentos para el caso especial
C.
Exposicién

El par ordenado (r;, s;), representa el intervalo de edad dentro de (z,z + 1],
en el cual la persona i, estd bajo observacién. Se dice que la persona i estd
expuesta al riesgo de muerte desde la edad = + r; hasta la edad x + s;.
Numéricamente, s; — 4, es la longitud de tiempo (en anos) que la persona
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1 estd expuesta, también representa la cantidad de exposicién, medida en

unidades de anos-vividos, con la que contribuye esa persona. La exposicion
n

total contribuida por la muestra es Y (s; — 7;), el denominador del estimador
i=1

de (3.75). Es importante ver que el denominador del estimador de momentos

representa la exposicién programada de la muestra. Cuando un miembro

de la muestra muere bajo la observacién, no toda la exposicién programada

es realizada. La exposicién realizada es la exposicién exacta y no puede

exceder a la exposicién programada.

Intuitivamente, las muertes observadas divididas entre la exposicion ex-
acta proporciona un estimador de la tasa central de muerte, m,, para el
intervalo (z,z + 1]. A partir del valor derivado de m,, se puede estimar g,
por

. My
= — 3.84
=1 T My (3:84)
donde se hizo el supuesto de distribucién lineal para £, (ver (2.68)). Alter-
nativamente, si se supone una distribucién exponencial para ¢, (el supuesto
de fuerza de mortalidad constante) entonces esta fuerza constante, p, es la

misma que m,, entonces [ = m,, por lo tanto

Gp=1—eF=1—¢" (3.85)
Ver (2.77).

Agrupamiento

Se considera el caso especial B, en donde las n, personas quienes contribuyen
a (z,x + 1], entran a este intervalo a varias edades, pero estdn programadas
a salir del intervalo a la edad x + 1. Es razonable suponer que varias de estas
n, personas, entran al intervalo a la edad exacta x (es decir, se tiene r; = 0);
Sea b, el subconjunto de n, que tiene r; = 0. El resto de la muestra serd
k. = n, — b,, donde todas las personas tienen r; con 0 < r; < 1. Se supone
que el valor promedio de estas r;’s es 7, con 0 < r < 1.

Un resultado de este agrupamiento es el niimero esperado de muertes en
el intervalo (z,x + 1], mediante b, - ¢, + kz* 1-+Gutr, POr lo que la ecuacién
de momentos sera

E [Dx] = bx “qr + kx ‘1—r Qu4r = da:> (386)
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bajo un supuesto hiperbdélico (ver (2.89)), 1_+@prr = (1 — 1) - ¢z, de (3.86) es
facil resolver para el estimador

. dy

(Ver [5], pdg 118).

Ahora se considera el caso especial C, en donde todas las n, personas estin
expuestas desde la edad x (es decir, tienen r; = 0), pero estén programadas
a salir a distintas edades z; con © < z; < x + 1. Sea ¢, el subconjunto de n,,
que representa la salida programada a edad z; < x4+ 1 ( s; < 1) . El resto
de la muestra, n, — c,, estdn programadas a permanecer bajo observacion
hasta la edad = + 1. Se supone que le valor promedio de estas s;’s es s, con
0<s<1.

El nimero esperado de muertes en (x,x + 1], es ahora (n, — ¢;) - gz + ¢4
sQz, por lo que la ecuacién de momentos se convierte en

E [Dl’] = (’I’Lx - CJ:) Qe+ Co sz (388)
bajo un supuesto lineal, 3¢, = s-¢,,de (3.88) es fcil resolver para el estimador

. d,
qz =

T (3.89)

(Ver [5], pdg 119).

Propiedades de los estimadores de momentos

Se explorard la media y varianza de los estimadores de momentos. Una
caracteristica de los estimadores de momentos para ¢, es que son siempre
insesgados bajo los supuestos lineal 6 exponencial u otras aproximaciones
para obtenerlos. Para investigar el insesgamineto, se necesita comparar el
valor esperado del estimador con el valor real del pardmetro ¢,, el cual se
busca estimar. Se usaré ¢, para representar el valor observado de la variable
aleatoria del estimador, cuando la variable aleatoria del mimero de muertes
D,, toma el valor d,. Se usard (), para denotar la variable aleatoria del
estimador, por lo que

Gy= P (3.90)

i_i(si—n-)
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es la relacién entre las variables aleatorias CAQI y D, para el estimador de
momentos en un medio de decremento simple. Entonces el valor esperado de
Q). estd dado por

A } E [Dx]

; (si — 1)

donde FE [D,] = s, —r,Gz+r;- Cuando g, . q.+r, €s aproximada por (3.73), se
i=1

obtiene

n

. Z si—r;Qz+r; qz - i (Si - ri)
FE [Qw] - izyi nZ:1
S(si-r)  D(s—n)

Esto muestra que el estimador (3.75) es insesgado bajo la aproximacién us-
ada.

Para determinar la varianza del estimador de momentos general dada por
(3.75), primero se debe notar que la variable aleatoria para el nimero de
muertes en (x,x + 1] D,, puede ser escrita como:

= (- (3.91)

D, = z: D;, (3.92)

donde D; es la variable aleatoria (con valores 0 6 1) del nimero de muertes
para la persona i. Se supone que las D;, ¢ = 1,2,...,n, son mutuamente
independientes. Donde D; tiene una distribuciéon binomial, con tamano de
muestra 1 y probabilidad de ocurrencia g, _,,gs+r,, por lo que:

n

Var (Dw> = ZV&T (Dl) = Z si—riQztr; (1 - Si—n‘qgc-l-n') ) (393)
=1

i=1

. Z si—ri Qo+r; (1 - Si—n‘qz-l-n')
Var (Qx | ng {rs, s,}) ==t

li (5 — m] ? (3.94)
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La notacién Var (Qm | ne, {74, sl}> es usada para recordar que la varianza

estd condicionada al tamano de la muestra n,, y a los tiempos en los que
cada persona entra y estd programada a salir en (z,x + 1]. La varianza de
(3.75) puede ser aproximada mediante ()., ya que es una proporcién binomial
n
con tamano de muestra Y (s; —7;), la aproximacion de esta varianza es
i=1
A Pzq
Var (Qx | ng {rs, sl}) N (3.95)
> (si—ri)
i=1

Una aproximacién de momentos diferente para el caso especial C

Las muertes esperadas fuera de c,, estdn programadas a salir a la edad = + s
y estan dadas por ¢,- 4q,. La fraccién del intervalo de probabilidad requiere
un supuesto uniforme para resolver la ecuacién de momentos. Ahora se
considera una diferente aproximacion en donde se supone que los ¢, finalistas
programados tienen la misma probabilidad de muerte en (x, z + 1], asi como
los restantes n, — c,, de q,. Se consideran todas las muertes fuera de ¢, en
(x,x + 1]; se llamard dS. Algunas de estas muertes ocurrirdn despues del
estudio y asf ser observadas, mientras que otras ocurrirdn antes de la salida
y no son observadas. Sea d., el nimero de muertes observadas fuera de ¢, y
a representa la proporcién de dS que es observada. Entonces d, = a - d5.

Se debe notar que dS es conocido, mientras que «, no estd calculado. Del
grupo ¢, C;+ ¢, son las muertes esperadas en (z,x + 1] y o - ¢, g, es el
nimero esperado de muertes observables. (n, — ¢;) - ¢, son las muertes es-
peradas observables fuera de n, —c,, por lo que el total de muertes esperadas
observables estd dado por la ecuacién de momentos

Sea e, el nimero actual de finalistas en la muestra. Ahora se considerard
el nimero esperado observable de finalistas en la muestra. Se tiene ¢, (1 — ¢,)
como el niumero esperado de no muertos en (z,z + 1]y (1 —a) - ¢, - G
el esperado a morir, pero después de que han sido finalistas observados.
Entonces el total esperado de finalistas observables, estd dado por la ecuacién
de momentos

(=) +(1—aQ) € Qe =C— Q- Cp Qe =€y (3.97)
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Se debe notar que estos no son los finalistas observados en (x, x + 1] desde el
grupo n, — C;.
El estimador de ¢, es obtenido de eliminar ¢, de las ecuaciones (3.96) y

(3.97). De la ecuacién (3.97), se tiene ¢, = ;%*—; sustituyendo en (3.96) se
gz
tiene que:
1- z " Yz
nxQx_< a)e 4 :dxa
l-a-q

lo cual da la ecuacién cuadrética

a-nx-qi—[nx—(1—oz)~ex+oz~dx]qx+d$:0, (3.98)

donde la solucién es

N _b—\/bQ—4oz-nm-dx

T

, (3.99)

200 - Ny,

(Ver [5], pag 123), donde b = n, — (1 — «) - e, + a - d,. El radical negativo
es usado en (3.99) por que en el radical positivo se tendria que ¢, > 1.
Una ventaja del estimador (3.99) sobre el estimador (3.89) es que no se
requiere conocer el valor de c,, pero depende del niimero actual de finalistas
observados, e,; tampoco se require de un supuesto de distribucién, pero se
require suponer un valor para .

3.3.2 Estimacion de momentos en un medio de decre-
mento doble
La probabilidad de muerte para la persona ¢ bajo una observacién en un

. d . )
medio con doble decremento doble es Si_riqi sz, y es también el niimero es-
perado de muertes de tamano uno para el caso de decremento simple.

La relaciéon basica de momentos

Se consideran tanto la muerte como la retirada, eventos aleatorios. Analoga-
mente a la ecuaciéon de momentos (3.72) en el caso de decremento simple, se
escribe un par de ecuaciones de momentos

n

i=1
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n

EW,] =Y oondl = w, (3.101)

1=1

donde W, es la variable aleatoria de salidas en (x,z + 1], y w, denota
el mimero observado de salidas en la muestra. Una forma de resolver las
ecuaciones (3.100) y (3.101), es usar aproximaciones andlogas a (3.73), que
servirdn para estimar las probabilidades qg(cd) y qg(cw) en un medio de doble
decremento:

sl-—n-qg(f«?ri ACETORIS (3.102)
y
S O R (3.103)
produciendo
dy
@) = 57— (3.104)
; (s;i — i)
y

L S— (3.105)

Sin embargo, el objetivo es estimar las probabilidades q;(d) y q;(w), en un medio

con decremento simple. Se deberd estimar q;;(d) y q;(w) de los estimados @(fl)
y @(Cw) bajo un supuesto (lineal o exponencial) y usando las aproximaciones
(3.102) y (3.103). Estas aproximaciones normalmente resultan en ecuaciones

’ -t ~(d) A (w)
que se deberdn resolver numéricamente para q; ' y @z -

Supuesto de distribucién uniforme

Si se supone que los eventos aleatorios, muerte y retirada, tienen una dis-
tribucién uniforme en (z,z + 1] en el contexto de un medio con decremento
simple, de (2.63) se sabe que
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S _ (uw—r)- g
T+r 1— r- q;;(d) 9

con 0 < r < u <1, también se sabe de (2.64) que:

/(d)

M(d) _ Gz
T+u 1—u- q;(d) )
por lo que,
/(d)
1(d) d _ 4z
(1 - u—rqurr) Mzt = T‘Q:@(d)'
Entonces:

s

d w d d
s—rqu—zr = /|:1 - u—rqg:(+2i| [1 - u—rqlx(-i—)ri| Mgc—&)—udu

r

du

S
/ 0 1-u g™
1_T'Qx l_T’q:;(w)

r

q;(d) [(S . 7,) B % (32 B 7a2> i q;(w)}

= : 3.106
[1 . qﬁ/ﬁ(d)] [1 . q;(w)} ( )
Similarmente, se tiene
" £ [(S —r) =L (s2— ) q;(d)}
s—rqachr = l(d) /(w) (3107)
1—7-qz 1—7r-q
Sustituyendo (3.106) en (3.100) resulta
n (5= 1) =3 (2 1) )]
= d,, (3.108)

E[D,] = Z [1 . q/(d)} [1 /(w)i|

T —T-qz
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similarmente sustituyendo (3.107) en (3.101) resulta

n g (s—1)—L(s2—7r2)- /)
E{Wm] = Zq [1[Sr.2§d)]2[1sriaql(w?} } = Wy (3.109)

=1 T

La complejidad de las ecuaciones anteriores requiere una solucién nimerica
En el caso especial A, en donde r; = 0y s; = 1 para toda i, las estima-

. (d ! . . . .
ciones de qx( ) y qx(w) se simplifican considerablemente ya que las ecuaciones

(3.104) y (3.105) se simplifican en

dy
g == (3.110)
Ty
y
W= (3.111)
Ty

por lo que se producen los estimadores:

Ny — 2w, + 2d,) — \/ Ne — 2w, + 1d, . 2n,d,
o (o= 3300 = (o = ) o
Ny
(Ver [5], pag 127), y
Ny — 2dy + 2w, \/ Ny — +d, + 2w,)” — 2n,w,
E]\;(w) _ ( 2 2 ) ( 2 2 ) . (3.113)

Ty

Supuesto de distribucién exponencial

Si los eventos aleatorios, muerte y retirada, se supone que tienen una dis-

tribucién exponencial (fuerza constante) en (z, z + 1], entonces uﬂu = 5@,
1- ufrqgc(—(&i—)r = e—(u—r)p,(d) y 1- ufrq/x(j—ur)‘ = e—(u—r)u(w) por lo que
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d w d d
e = [ 1= )] [1= ] i

(d)
_ K _ —(u—r)(u(d)_i,-u(w))]
= @ g ) e (3.114)
y andlogamente
(w)
w) _ _ H [ _ 7(ufr)(p,(d)+u(w))i|
s=rutr = (@) + p(w) 1—e . (3.115)

Sustituyendo (3.114) en (3.100) resulta

n
_ K _ f(ufr)(u(d)ﬂl(”))] _
B0 =Y 1-c —d,, (3.116)

=1

andlogamente sustituyendo (3.115) en (3.101) resulta

(w)
N )]
BW) =3 e — w,. (3.117)

=1

De nuevo es necesario una solucién numérica para las ecuaciones ﬁ(d) y ﬁ(w).
En el caso especial A, de las ecuaciones (3.69) y (3.70) se tiene

- dm _ . dm/(dm+wx)
P =1- {%1 (3.118)
(Ver [5], pdg 128), y
¢ =1~ l%} (3.119)
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Estimacion de momentos por la aproximacién de Hoem en un
medio con decremendo doble

La dificultad matematica de las soluciones de (3.100) y (3.101) para Zj;;(d) y

&\;(w), bajo un supuesto lineal o exponencial, motiva a encontrar una aprox-
imacién diferente para la estimaciéon de momentos en un medio con decre-
mento doble. Una opcién es la aproximacién actuarial y otra es la aproxi-
maciéon de Hoem.

Para la persona i, quien entra a (z, z+1] a la edad z+r;, Hoem contempla
una edad tedrica programada para la retirada, llamada x + ¢; en la misma
forma que existe una edad programada de salida al final del periodo de ob-
servacion, llamado x + s;. La diferencia es que = + s; es conocida, mientras
que x + t; es desconocida. Para estas personas con t; < s;, los valores de t;
se vuelven conocidas posteriormente cuando la experiencia de la muestra es
revelada y las salidas son observadas.

Usando la interpretacién de exposiciéon del estimador de momentos, se
encuentra la exposicién (s; — ;) si la persona i sobrevive a la edad progra-
mada de salida, y la exposicién (t; — ;) si la persona i se retira a la edad

La exposicién para una muerte fue la exposicién programada (s; — 1),
en un medio con decremento simple. En un medio con decremento doble se
usard la exposicién programada para una muerte, pero ésta serd la menor
entre (s; — ;) y (t; — r;). En otras palabras, si una persona tiene un tiempo
de retirada programado desconocido de t; < s;, y muere antes del tiempo ¢;,
este tiempo de retirada programado nunca serd conocido.

Este dilema de Hoem se puede simplificar suponiendo que nadie que
muera en (x,r + 1] tiene un valor ¢; que fuese menor que s;. En otras
palabras, todas las muertes contribuyen (s; — r;) a la exposicién. Entonces
el estimador de qé(d) estd dado por la razén del nimero de muertes a la ex-
posicion.

El punto importante es que todas las personas tienen un valor conocido
de s; al entrar en (z,z + 1], a pesar del resultado de la perona i (sobreviva,
muera o se retire). Cada valor ¢; puede ser conocido solamente si la persona
actualmente se retira.
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3.3.3 La aproximacién actuarial para la estimacién de
momentos

De las aproximaciones para la estimacién de ¢, sobre el intervalo (z,z + 1],
la aproximacién actuarial fue la primera en ser desarrollada, desde mediados
del siglo XIX. El método fue desarrollado de manera intuitiva, en ausencia
de teoria estadistica y fue hecho con el interés de simplificar los cdlculos y
almacenar la informacion.

La aproximacién actuarial tradicional permanecié hasta la segunda mi-
tad del siglo XX, cuando aumenté la capacidad de procesar datos y surgié
la teorfa estadistica moderna. El método actuarial supone un medio con
decremento doble.

El concepto de exposicién actuarial

La principal diferencia entre la aproximacién actuarial tradicional y la aprox-
imacién de momentos, es que la aproximacion actuarial por lo general no hace
uso del concepto de exposicién programada. Mds bien, hace uso de un tipo
de exposicién observada, la cual se llamara exposicién actuarial.

Se supone que la persona ¢ entra a (z,z + 1] alaedad z +r;, 0 < r; <
1. Bajo el método actuarial, si la persona ¢ es un finalista observado a
edad x + s;, él contribuye una exposicién de (s; — r;). Si él es un retirado
observado a la edad = +t;, donde necesariamente, t; < s;, el contribuye una
exposicién de (t; — r;). Sin embargo, la identificacién de la edad programada
de salida, para una persona quien muere antes, requiere un anélisis extensivo
de datos. Para resolver el problema de un desconocido x+ s; para una muerte
observada, se puede suponer que s; = 1 para todas las muertes.

Propiedades del estimador actuarial

En un medio con decremento simple, el estimador actuarial para los casos
especiales A y B, es el mismo que el estimador de momentos. En situaciones
donde los finalistas a edad x + s; donde s; < 1, varias investigaciones han
mostrado en una simulacién, que el estimador actuarial es negativamente
sesgado. A gran escala los estudios actuariales de seguros de vida, siempre
consideran un nimero considerable de finalistas para el periodo de obser-
vacion.

El estimador de momentos siempre produce un mayor estimador ¢, que el
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estimador actuarial. Finalmente, todos los estimadores de la forma %,

son aproximadamente de proporcién binomial, todos son aproximadamente

insesgados y con varianza dada por: —£ziz—,
exposicion

3.3.4 Estimacién de S(x)

Para estimar S(x) se usard la aproximacion

S(x)=po-pr---- Po1- (3.120)
Para encontrar el valor esperado y la varianza de S (x), se debe suponer:

1. Que cada p;, ¢ = 0,1,...,2 — 1, es aproximadamente una proporcién

binomial e insesgado, con media p; y varianza 2, donde n; es la ex-

k2
posicién usada para calcular ¢;. Se debe notar que esta exposicién es
al principio interpretada como una muestra binomial aproximada.

2. Que las p;’s son mutuamente independientes.

La principal consecuencia de la primera suposicién es entonces que es
insesgado, E[ p; | n;] = p;. La importancia de la segunda suposicién es que
el valor esperado de un producto de variables aleatorias independientes es el
producto de sus valores esperados.

Valor esperado de S(z)

Es importante notar que este valor esperado es condicional en el conjunto de
exposiciones de los estimados de ¢;, parai = 0,1,...,x — 1. Esto se refleja

usando la notacién £ [§ (x) | {n;}]

Con S(z) dado por (3.120), se tiene

B[56) | (03] = Bl s | 1] = T Blpi | £ut)], (3221

como una consecuencia de la suposicion de independencia. Entonces de la
suposicién de que es insesgado, se tiene

E[S(@) | {n}| =po-pr--e pecs = S(a). (3.122)

Esto muestra que S (x) es insesgado bajo los dos supuestos.

64



Varianza de S (x)

De nuevo se nota que esta varianza es condicional en el conjunto de exposi-
ciones y se refleja en la notacién Var [S (x) | {n;}} .

Se procede de a primera suposicion,

Var [8) [{n}] = E[S@? )] - (B[S@) | 0])
= B[-5 2 {n)] -
(Epo-pr----- Pot | {0 1)) (3.123)

por la definicién de S(z) dada por (3.120). La suposicién de independencia
hace que se reescriba (3.123) como:

Var [S) | tnt)] = [T B 1 ()] - (H 55 | {nm) SENEREN

Ahora para cada p;,

Var (i | {ni}) = E [} | {ni}] = (E[pi | {ni}))’,
por lo que
E[p; | {ni}] = Var @i | {n}}) + (E[i | {n}}])".

Pero cada p; es tomado como una proporcién binomial insesgada, por lo que
el primer momento es

Ep; [ {ni}] = pi, (3.125)
y el segundo momento es
~ Piti 4y
E 5| {ni}] =20+ 07 = ) ( — 1) . (3.126)

Sustituyendo (3.125) y (3.126) en (3.124), se tiene
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)

ver [3w) 1 6] = TT 0" ( %“)‘(ﬁ“

donde S(xz) =po-p1----- Pz—1 = Hpi.
i=0
La expresion exacta para la varianza condicional de S(x), dada por (3.127) ,
en algunas ocasiones es aproximada de la siguiente manera. Expandiendo el
producto de los términos binomiales, se obtiene

z—1
H(anrl) - <1+ q°,>(1+ Q1,)~-(1+qx—‘})
i—0 pin; Doy p1iny Pr—1Myp_q

= 14+ ﬂ, + Q1, 4o+ C]xi—} + (otros términos)
DPong P17y Da—1T0g 3

donde los demas términos son muy pequenos y se ignoran, por lo que se puede

z—1 z—1
] qi qi
aproximar H <pm; + 1) por 1+ Zopm
i=0 =

por

r. Entonces (3.127), es aproximada

%

z—1

Var [5(:@) | {n;}} SEE D P (3.128)

!/
im0 Pi"i

Esta férmula para la varianza condicional de S(z) es conocida como la fér-

mula de Greenwood. Se debe notar que S (x) es una funcién de las x
variables aleatorias pg, D1, . .., Pu—1, especificamente del producto de ellas.

3.4 Procedimientos de maxima verosimilitud

En esta seccion se estudiard la estimacién por maxima verosimilitud
(EMV) como una alternativa de los estimadores actuariales y de momentos,

66



considerando un medio con decremento sencillo y doble.

En la estimacion, la edad precisa de muerte es informacion que se puede
incorporar para conseguir una mejor estimacién. Se deben distinguir dos
subdivisiones importantes del estimador maximo verosimil:

1. En el caso donde se usa la edad precisa de muerte, se dice que se tiene
una situaciéon de datos completos.

2. En el caso donde sélo se usa el nimero de muertes en el intervalo
(x,x + 1], se dice que se tiene una situacién de datos incompletos.

Se debe notar que en la estimacién de momentos se usan los datos incom-
pletos de las muertes, mientras que en el estimador de maxima verosimilitud
se pueden usar tanto datos incompletos como datos completos. La infor-
macién que se necesita para conocer la funcién de verosimilitud son los
datos disponibles, incluyendo la cuestiéon de que se tengan datos incompletos
o completos para las muertes.

3.4.1 Medio de decremento simple, caso especial A
Datos incompletos

En esta situacién, de los n, vivos a edad exacta z, d, de ellos mueren en
(x,z + 1], y n, — d, sobreviven a la edad = + 1. En este contexto, se tiene
una muestra aleatoria Y7, ..., Y, , donde cada Y; (i = 1,...,n,) tiene una dis-
tribucién Bernoulli con P(Y; = 1) = ¢, la probabilidad de muerte, por lo
que

f)=¢ - (1—q)' ™" i=1,..n,
y la verosimilitud estarfa dada por:

L(qe | nody) = H f(wi)- (3.129)

La notacioén L (g, | n.d,) hace recordar que la verosimilitud es una funcién
donde ¢, es desconocida, y que n, y d, son valores dados.

g»yi S-Sy
L(gy | neds) = g’ -(1—gq)= =
= g7 (1—g)™ " (3.130)
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Frecuentemente esta funcién se puede simplificar usando L en lugar de
L (g, | nyd,). Finalmente, por conveniencia se suprime el subindice z. Por
lo que se puede reescribir la verosimilitud para el caso especial A, en una
situacién de datos incompletos como:

L=q¢" (1—¢" " (3.131)

(Ver [5], pag 147).

El problema ahora es encontrar el valor de ¢, llamado ¢, el cual maximice
(3.131). Formalmente, si ¢ existe, se tiene que L (¢) > L (q) para toda q.

Se define la logverosimilitud ¢, como:

{=InL=d-lng+(n—d)-In(1—-gq). (3.132)
De donde, al derivar e igualar a cero, se obtiene:
. dy
T = 3.133
= (3.133)

que es el mismo estimador que (3.77).
Se tiene:

21nL 1 1
- - <0,

0@ | a nid, n3 —nid,
ng

por lo si es un maximo.

Datos completos

Se supone que se tiene la edad precisa de muerte para cada una de las d,
muertes en el intervalo. Donde esta edad es diferente para cada muerte y se
toma el producto de cada contribucién de muerte a la funcién de verosimili-
tud. La verosimilitud para la i — ésima muerte estd dada por la funcién de
densidad de probabilidad por muerte a esa edad particular, dado que se estéd
con vida a la edad x. Esto es, para cada muerte a la edad z;,

flei)  S(i)-A(wi)
S (x) S(x)

es la contribucién a L de la i — ésima muerte. Sea s; = x; — x el tiempo de
la i — ésima muerte en (z,x + 1], donde 0 < s; < 1, entonces se tiene

Li=f(x; | X >2)= (3.134)

68



S ts) Ao +s)

en notacion estandar actuarial. La contribuciéon a L por todas las muertes
combinadas es:

d

I P (1) - (3.136)

=1

donde es comunmente escrita como H s; D (,um +Si), y se lee como "multipli-

D
cado sobre todas las muertes".

Naturalmente, los n, — d, sobrevivientes contribuyen (1 — ¢,)™* * a L,
entonces la verosimilitud total es:

L= (1 - qﬂﬂ)nm_dx ) H siPx (:ua:—&-si) ) (3137)
D
para el caso especial A con una situaciéon de datos completos.

Para resolver (3.137) para @,, es necesario tomar un supuesto de dis-
tribucion, para expresar ,p, (uz +S¢) en términos de ¢,. Se considerardn dos
supuestos.

Bajo el supuesto lineal, o uniforme, de (2.65) se tiene que para toda s;,
0 <s <1, 5Dz (,ux +Si) = ¢,. Entonces la contribucién a L para todas

las d, muertes, en términos de H 5Pz (1ars,) llega a ser (¢2)™, y (3.137)
D

llega a ser ¢ - (1 — q)”_d, que es (3.131). Esto es, para el caso especial A
con datos completos, evaluado bajo el supuesto de distribucién uniforme,
produce el mismo estimador que el caso especial A con datos parciales, el
cual no requiere supuesto para su evaluacion.

Bajo el supuesto exponencial, se recuerda que ji,, . es una constante
llamada 1 = —Inp, y de (2.72) se tiene que 4. p, = (p.)* = e #%, por lo que
(3.137) se convierte en:

L= ()" " [T )" n

D

= u’-exp |—p(n—d) _M'Zsi : (3.138)
D
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Entonces

zzlnL:d-lnM—u[(n—d)JrZsi], (3.139)

dé  d
r_d- [m —d)+ §] 0, (3.140)

de esta manera se tiene:

R d
M_(n—d)—i-Zsi'
D

(3.141)

El denominador de (3.141) es la exposicién exacta, mencionada anterior-
mente. Asi, (3.141) estima a m,, que es lo mismo que p bajo el supuesto
exponencial (fuerza constante). Por lo que

Go=1—c" (3.142)
es el estimador méximo verosimil de ¢,. Puesto que ¢, y p tienen una corre-
spondencia uno a uno.

Ahora se mostrard una forma alterna de escribir la funcién de verosimil-
itud para el modelo con datos completos. Se define ¢; como el tiempo en el
que la ¢ — ésima persona de las n, deja la observacién, ya sea que llegue a
la edad  + 1 (donde t; = 1 y la persona es un sobreviviente), 6 que muera
(donde t; < 1y la persona ¢ es un muerto). Se define §; como una variable
indicadora donde

5 = { 1 sila persona ¢ muere en (z,z + 1] (3.143)
0 en otro caso
Entonces la contribucién a L por la i — ésima persona en n, es
05
Li = 1,0z (Hogs,)" - (3.144)

(Ver [5], pdg 150). La estructura de (3.144) muestra que L; = ;,py (fppy,) Si
la i — ésima persona es un muerto (donde 6; = 1),y L; = 4,p, silai— ésima
persona es un sobreviviente (donde J; = 0). En el caso especial A se tiene
que t; = 1 para toda i, donde §; = 0.
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3.4.2 Caso general en un medio de decremento simple

Se desarrollard una forma general para la funcién de verosimilitud en un
medio de decremento simple para los casos especiales B y C.

Forma general para datos completos

Se debe recordar que n, es el nimero total de personas en la muestra que
contribuyen al intervalo de estimacién (x, x+1], y x+7; es la edad en el que la
i— ésima persona entra a (r,r+1], 0 < r; < 1. Sea z+t; la edad en el que la
i— ésima persona deja a (z,z+1], 0 < ¢; < 1, ya sea un finalista programado
y observado, un sobreviviente del intervalo o un muerto. Sea ¢; la variable
indicadora para la ¢ — ésima persona definida por (3.143). Entonces si t; = 1
y 0; = 0, la ¢ — ésima persona es un sobreviviente; si t; < 1y d; = 0, la
1 — ésima persona es un finalista observado; sit; <1y d; =1, lai — ésima
persona es un muerto.

Ahora se puede ver que si r; = 0 para toda ¢, se tiene el caso especial A o
el caso especial C. Similarmente, si ¢; = 1 para toda i donde 0; = 0 (es decir,
para toda i quien no muere), se tiene el caso especial A o el caso especial B.
Esto se puede ver en la siguiente tabla:

tzzl,VZ, (5120 t; < 1,paz, 5120
r; =0, Vi | Caso especial A Caso especial C

r;, p.a.i | Caso especial B Caso general
Tabla 3.1

La forma general de la contribucién a L por la ¢ — ésima persona es:

Li = t;—riPx+r; (Mx+ti)6i , (3145)

donde si §; = 0, la verosimilitud es la probabilidad de sobrevivencia desde la
edad z +7; ax +t;, y si §; = 1 la verosimilitud es la funcién de densidad
de muerte a la edad z + t; dado que se estd con vida a la edad z + r;. La
verosimilitud total es:

L= H ti—riPx+r; (:uac+ti)6i : (3146)

i=i
Para evaluar (3.146) se debe hacer uso de un supuesto de distribucién. De
nuevo se consideraran dos casos.

71



Distribucién exponencial para datos completos.

Bajo el supuesto exponencial (fuerza constante), se tiene

L = (N)d . Hef(ti*m)ﬂ’ (3.147)

(Ver [5], pdg 152), entonces

EzlnL:d-lnu—u-Z(ti—n), (3.148)

=1

que al derivar e igualar a cero, da:

= — (3.149)

(3.149) es el estimador méximo verosimil para el caso general con datos
completos, y los casos especiales A, B y C estdn contenidos en él.

Distribucién uniforme para datos completos

Bajo el supuesto de distribucién uniforme

]-_Ti'QI _1_T2q.73

ti—r;Pz+r; = 1- ti—r;Qetr; = ) (3150)

(Ver [5], pag 152), y

dx

—1;- Qx
Cuando (3.150) y (3.151) son sustituidos en (3.146), se tiene que (3.146) con-
tendrd ¢, para cada muerto, (1 — ¢; - ¢, ) para cada sobreviviente del intervalo
(t; = 1) y para cada finalista observado (t; < 1),y (1 —7;-¢,) " para todos.
Entonces (3.146) se convierte en:

n

L=(¢)" [[Q=ri-a)™ J]C—tia). (3.152)

=1 S&E
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(S&E denota los sobrevivientes y finalistas). Entonces al derivar L con re-
specto a ¢ e igualar a cero:

dm -~ r;
D S e

En general, (3.153) se debe resolver para g, por iteracién.

Si r; = 0 para todas las n, personas en la muestra y si t; = 1 para todos
los n, — d, no muertos, entonces se tiene el caso especial A y se resuelve de
manera lineal para el estimador (3.133).

Si t; = 1 para todos los n, — d, no muertos, r; = 0 para las b, de las n,
personas en la muestra, y r; > 0 para los restantes k, = n, — b,, entonces se
tiene el caso especial B. Si r; = r, una constante, para todas las k, personas,
entonces se tiene el caso especial B agrupado definido en la seccién (3.1.4).
En este caso (3.153) se convierte en:

(i) wealet) e e

de donde se obtiene la ecuacion cuadratica

t;
Zl— = 0. (3.153)
S&E - ti e

r(n—k)¢®—(n—rk+rd)g+d=0, (3.155)

que lleva al resultado:

. b- \/b2—4r(nx—kx)dm
T = 2r (ng — kz) ’

donde b = n, — rk, + rd,. El radical negativo es usado en (3.156), por que
el radical positivo llevaria a q, > 1.

Similarmente, para el caso especial C agrupado con la edad comin de
salida = + s para todos los finalistas programados. En este tiempo r; = 0
para todas las n, personas en la muestra, t;, = s para todos los e, finalistas
observados y t; = 1 para los n, —e, —d, sobrevivientes del intervalo. Entonces
(3.153) se convierte en:

g_e <ﬁ) —(n—e—d) (%_q) o, (3.157)

que lleva al resultado:

(3.156)
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b= b% —4sn,d,

q Do ( )

donde b = n, — (1 —s)e, + sd,. Se debe notar que (3.158) es similar a
(3.156), donde 7 es reemplazado por s, k es reemplazado por —e y n — k
reemplazado por n.

Caso especial C con datos incompletos

Se supone que todas las n, personas quienes entran a (z,z + 1] a la edad
exacta x (es decir, r; = 0) y también se supone que ¢, de ellos tienen una
edad comin (o en promedio) programada de salida z + s, 0 < s < 1. Los
restantes n, — ¢, estdn programados a permanecer en la muestra a la edad
r+ 1.

Se nota que ¢, y n,; — ¢, son muestras binomiales separadas. Un miembro
de c, puede morir antes de la edad x + s, o puede sobrevivir hasta esta edad
y salir de la observacién; un miembro de n, — ¢, puede morir antes de la
edad x + 1, o sobrevivir hasta esta edad y salir de la observacién. Sea d,
el nimero observado de muertes fuera de la muestra c,, y sea d el nimero
observado de muertes fuera de la muestra n, — ¢, por lo que el nimero total
de muertes observadas es d, = d., + d!I. Se debe notar que e, = ¢, — d), es el
nimero observado de finalistas a la edad x + s.

La contribucién a la verosimilitud de la muestra c, es:

LC = (qu)d/ : (1 - s%c)cjdl (3159)

y la contribucién de la muestra n, — ¢, es:

Ly—e=(q.)"  (1— q)" ", (3.160)

Donde los dos grupos son muestras binomiales independientes, por lo que la
verosimilitud total es el producto de L. y L,,_.. Entonces

L= (s(Jx)dl : (1 - s(h)c_d, : (C_Z:c)d” : (1 - qg;>n_c_d” . (3161)

(Ver [5], pag 155). Si la verosimilitud es evaluada bajo el supuesto uniforme,
esto es sq, = S - ¢, se tiene

L=(s)" (g)" (1=5-q)"" (¢)" (1= @) ". (3162
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Eliminando la constante (s)dl y combinando los términos ¢ y ¢%', se tiene
que:

L=¢* (1—s-¢q)" (1— ¢, (3.163)

de donde se obtiene

dg;L _ %l le—d) (1__58(1) —(n—c—d") (%_q) =0. (3.164)

Peroc—d =e,yn—c—d"=n—c—(d—d') =n—d— e, entonces se puede
ver que (3.164) es lo mismo que (3.157) por lo que resulta el mismo estimador
(3.158). Se tiene que para el caso especial C agrupado, el estimador méximo
verosimil bajo el supuesto uniforme es el mismo para datos completos que
para datos incompletos.

La verosimilitud dada por (3.161) es evaluada bajo el supuesto exponen-
cial, con ¢p, = (p,)°, se tiene que:

L=(1=p)" - 0)7 (@) - (1—g)" " (3.165)
Usando e = ¢ — d', se puede reescribir el segundo factor de (3.165) como
(pz)™, y cuando se combina con el iltimo factor se produce:

U

L=petred (1 —p? . (1-p), (3.166)

del cual se puede obtener

1" 1" U s—1
dlnL:se+n—c—d _ d _d-sp . (3.167)
dp p l—-p 1-p°

La ecuacién dada por (3.167) se debe resolver por métodos numéricos, para
el estimador maximo verosimil p, (y luego ¢, = 1 — p,).

Si la informacién disponible no incluye las muertes d/, y d/ por separado,
o no muestra la subdivisiéon de n, en ¢, y n, — ¢;, entonces se crea una
verosimilitud m&s complicada para datos incompletos. Se supone que los
datos consisten solamente en el hecho de que fuera de las n, personas a edad
x, existen e, finalistas observados a edad = + s, d, muertes observadas, y
ng — e, — d, sobrevivientes a edad x + 1.

La expresién
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L= (%c)d ’ (1 - %c)nieid ’ (1 - qu)e (3168)

no es enteramente correcta para la verosimilitud, donde se sabe que no todos
los d, fueron muertos en el intervalo (z, z+1] (no se sabe exactamente cudntos
murieron y cudntos de los que han muerto en (x,z + s| fueron observados).

La proporcién desconocida de n, de quienes estdn programados a salir a
edad x + s puede ser incorporada en la estructura aleatoria del modelo. Sea
¢ esta proporcién desconocida; esto es, ¢, = ¢-n,. Entonces la probabilidad
de una muerte observada es ¢ g, + (1 — @) - gz, y €l primer término de la
verosimilitud puede ser [¢ -5 ¢z + (1 — @) - ¢,]".

Entonces se procede a encontrar el estimador maximo verosimil de ¢, para
despues encontrar el estimador méximo verosimil de ¢,. Se debe notar que ¢
aparece solamente en el primer término de L. De donde In L es una funcién
decreciente de ¢, bajo las distribuciones uniforme y exponencial, por lo que
se sigue que In L, y L, es maximizada por ¢ = 0.

Cuando se evaliia bajo el supuesto uniforme, es facil ver que (3.168) es lo
mismo que (3.163), y de nuevo resulta el estimador (3.158).

Cuando se evaliia bajo el supuesto exponencial, ocurre una pequena sim-
plificacién. Se puede reescribir (3.168) como

L= (1 - px)d ) (pm)n—e—d ’ (px>sea (3169)

y cuando se combinan los dos términos en p,, se obtiene

L =prd=t=)e (1 — p)?, (3.170)

Entonces

dnL n—-d—-(1-s)e d

= =0, 3.171

dp p l—p (3171
se resuelve de manera lineal para obtener
~ dy

Gz = (3.172)

ne — (1 —38)e,

(Ver [5], pdg 157). Se puede ver que (3.172) es el estimador actuarial para el
caso especial C, descrito anteriormente.
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Caso especial C con censura aleatoria

Una manera alternativa de usar los valores exactos o promedios de s;, para
las ¢, personas con 0 < s; < 1, es suponer que los valores de s; son aleatorios
y distribuidos sobre (z,x 4 1]. Entonces el tiempo programado de salida es
una variable aleatoria S y ¢(s) denota su funcién de densidad. En anélisis
de datos de supervivencia, donde la terminacién de la observacién causada
por el término del periodo de anélisis es llamada censura, esta estructura es
conocida como un mecanismo de censura aleatoria.

Para construir la verosimilitud para el caso especial C con datos incom-
pletos, se necesita la probabilidad de que una persona en ¢, muera antes
de la edad programada de salida. Si una edad programada de salida exacta
no es usada, y se supone una distribucién aleatoria para la edad progra-
mada de salida, entonces se debe calcular primero la probabilidad marginal
de muerte antes de la edad programada de salida. Si g, denota esta proba-
bilidad marginal, entonces:

1

@:b@;liﬁ@-%w (3.173)
0

(Ver [5], pdg 159). La integral en (3.173) muestra que la probabilidad
marginal p, es un gran valor promedio de 4p,.

Para evaluar (3.173), se debe hacer un supuesto de distribucién con re-
specto a la mortalidad y especificamente la distribucién de S. Si se hace
un supuesto lineal para la mortalidad y una distribucién uniforme para S
(donde g(s) = 1), entonces (3.173) se evalia como

1
T =7 o (3.174)

El estimador méaximo verosimil para el caso especial C es

L=(g)" 1—q)" " @) 1-g)" (3.175)

bajo censura aleatoria, como opuesto a (3.161) para la verosimilitud donde
se supone un valor promedio (fijo) de s.
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Resumen del estimador maximo verosimil en un medio con decre-
mento simple

El estimador maximo verosimil para el caso general con datos completos y
una distribucién exponencial dado por (3.149), es aplicable para los casos
especiales A, By C.

Similarmente, el estimador (3.153) es para el caso general con datos com-
pletos con una distribucién uniforme.

Para datos incompletos se desarrollaron resultados para el caso especial A
y C bajo cada supuesto de distribucién exponencial y uniforme. El estimador
méximo verosimil para el caso especial B es derivado andlogamente que el
caso especial C. El estimador maximo verosimil en el caso general con datos
parciales es considerablemente méas complejo.

3.4.3 Medio de decremento doble

Si tanto la muerte como la retirada son eventos aleatorios en el intervalo
. . /(d .

(x,x + 1], entonces se tendra que estimar ¢, = qx( ) en un medio de doble

decremento. Ahora se explorard el estimador de mdxima verosimilitud en un

medio de doble decremento.

Forma general para datos completos

Sea x + r; la edad en que la persona i entra en (z,x +1],0 <r; <1,y n, el
nimero total de personas en la muestra. Sea x+1t; la edad en que la persona
i deja el intervalo (z,z + 1], 0 < t; < 1, ya sea como un sobreviviente del
intervalo (t; = 1), como un finalista observado (¢; < 1), o como resultado de
uno de los eventos aleatorios (muerte o retirada).

Entonces cada persona bajo observacién, de la edad = + r; a la edad
xr + t;, tiene una probabilidad de no muerte, ni retirada de ti_ripﬂn. Para
los sobrevivientes del intervalo y los finalistas, esta "sobrevivencia total" (es
decir, no mueren ni se retiran) es la contribucién a la verosimilitud. Para
cada muerte y retirada, se necesitan las respectivas funciones de densidad,
dadas por (3.40) y (3.41), para ser multiplicadas por la fuerza apropiada.
Entonces la verosimilitud total es:
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L= et Hum Hu;ﬁ’t,. (3.176)
i=1
d
= H t,-—rq;pg—&-)’ri H tz—nprm H/”Lf”t Huz+t (3.177)
i=1
(Ver [5], pdg 160). Se debe recordar la variable indicadora d; definida por
(3.143). Ahora se introduce una segunda variable indicadora +,, donde

(3.178)

[ 1 sila persona i se retira en (z,z + 1]
T 0 en otro caso

Usando estas dos variables indicadoras, se puede reescribir la verosimilitud
como:

w % w) \ 7
L= H t,—rqpa:—&-rl th_r,p;(% <M§gd+)t> (M;Jr)tl) ) (3-179)

=1

donde p,, lti es requerida en la funcién de verosimilitud solamente si la persona

i es un muerto (0; = 1), y uﬁfti es requerida solamente si la persona 7 es un
retirado (v, = 1).

El objetivo es estimar qz . Suponiendo que la muerte y la retirada son
independientes, entonces los termmos que contengan (w) son constantes con
respecto a q;(d), y pueden ser eliminados de la verosimilitud. Por lo anterior,
se tiene:

n 5
L=TTanpl - (1) (3.180)
=1

Por lo que ¢,—,Dytr, ¥ ,ugﬁt en (3.146) son las mismas funciones de mortalidad

que t,npﬁ)” y uiit en (3.180). Asi (3.180) es exactamente la misma que
(3.146).
Datos completos, distribucién exponencial para la mortalidad

Como (3.180) es la misma que (3.146), se sigue que la maximizacién de
(3.180) bajo la distribucién exponencial producird el estimador de méxima
verosimilitud para (4, la fuerza constante sobre (z, x4+ 1), dado por (3.149).
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Datos completos, distribucién uniforme para la mortalidad

Bajo la distribucién uniforme (3.180), que es la misma que (3.146), es maxi-
mizada para el valor de ¢, la cual satisface que:

dx - r; ti
— E — E =0 3.181
Qx—’_i:ll_ri'qz ﬁl_tzq:r 7 ( )

donde la tltima suma es tomada sobre todas las personas que no mueren.
La ecuacién (3.180), al igual que en el decremento simple, se resuleve por
iteracion.

Datos incompletos, caso especial A

La estimacion de q'x(d) para datos incompletos en presencia de salidas aleato-
rias es mds compleja que en el caso con datos completos. Ahora se considerara
solamente el caso especial A, donde r; = 0 y s; = 1 para toda i quienes no
mueren o no se retiran. Se supone que la unica informacién disponible es
la edad exacta x, el nimero de muertos d, y el nimero de retirados w, en
(x,x + 1], entonces n, — d, — w, sobreviven a la edad = + 1. La edad exacta
de muerte y retirada no estéan disponibles.
La verosimilitud de esta muestra es:

L=[q@)" - [¢]" - [1 = gl — g™ (3.182)

(Ver [5], pag 161), donde qg(gd) y q§;”) estdn definidas por (3.42) y (3.43),

respectivamente. Para encontrar los estimadores de méxima verosimilitud

para ¢z v ¢, primero se necesita escribir que:

InL=d, Ing®+w, g™ +n, —d, —w,) In(1-g?—g"). (3.183)

Entonces se encuentra que

oL d,  n,—d,—w,

e R e B | (3.184)
L S LI W O
y
I<1w> B wa> - (d) 12@ =0, (3.18)



los cuales se resuelven simultdneamente, obteniendo:

A
g == (3.186)
resultado que coincide con (3.133) y

g = L=, (3.187)

Ty

Si el objetivo es estimar qfc(d) y q;(w), en lugar de solamente qéd) y qa(;w), se deben

adoptar nuevamente supuestos de distribuciones para los eventos aleatorios,
muerte y retirada.

Datos incompletos (caso especial A), distribuciones exponenciales

De las ecuaciones (3.69) y (3.70), con q;(cd) y qg(;w) reemplazados por los esti-

madores dados por (3.186) y (3.187), se tiene directamente que:

_d— d/(d+w)
gD —1_ (—" w) (3.188)
n
(Ver [5], pég 163), y
_d— w/(d+w)
g =1- (u> . (3.189)
n

Se debe notar que los estimadores de maxima verosimilitud (3.188) y (3.189)
son los mismos que los estimadores de momentos (3.118) y (3.119).

Datos incompletos (caso especial A), distribuciones uniformes
De las ecuaciones (3.56) y (3.57), con qéd) y qg(cw) reemplazados por los esti-
madores dados por (3.186) y (3.187), se tiene que:

~(d) b— \/ b2 — 2nxdx

= 3.190
T nx ’ ( )
donde b = n, — %wx + %dx, y
B/ )
7 b—+/b nxwx’ (3.191)
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donde b = n, — %dw + %wx. Se debe notar que los estimadores de méax-
ima verosimilitud (3.188) y (3.189) son los mismos que los estimadores de
momentos (3.112) y (3.113).

3.4.4 El estimador producto-limite

Este estimador es frecuentemente llamado el estimador de Kaplan-Meier.
El estimador producto-limite es estimador de maxima verosimilitud.

Una caracteristica béasica del estimador producto-limite es que no requiere
un supuesto de distribucién.

Estimaciéon de ¢,

Para el estimador producto-limite se tratardn a los finalistas y las salidas
aleatorias como semejantes, por lo que a ambos se les llamardn termina-
ciones. La presencia de entrantes a cualquier edad es también considerada
para la estimacion.

Ahora se subdividird el intervalo bésico de estimacién en subintervalos,
partiendo a (z,z+ 1] en cada punto donde ocurra una entrada o terminacion.
Se puede ver que cada subintervalo representa una situacién del caso espe-
cial A, en donde no hay eventos en el subintervalo excepto (posiblemente) la
muerte. Si g; es la probabilidad condicional de muerte en el i — ésimo subin-
tervalo, dado que lleg6 con vida al principio de este subintervalo, entonces el
estimador de maxima verosimilitud de ¢; es la proporcién binomial simple:

q = ﬁ, (3.192)
(2
donde d; es el nimero observado de muertes en el ¢ — ésimo subintervalo, y
n; es el tamano de la muestra binomial para este subintervalo. Claramente
si d; = 0, entonces g; = 0.
El estimador producto-limite de ¢, es definido como:

m m

@zl—H(l—qﬁ-)zl—H(ni;di), (3.193)

=1 =1

(Ver [5], pdg 168), donde m es el nimero de subintervalos en (x,x + 1].

La regla usual para cuando ocurra una muerte a la misma edad de una
entrada o terminacién, es que pertenezca al subintervalo precedente al evento.
Por lo que es consistente a la notacién general (z,z + 1].
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Una alternativa a la particién de (z, z+ 1] en cada entrada y terminacién,
podria ser una particién en cada punto de muerte. Sea r; el conjunto de riesgo
para el j — ésimo subintervalo y estd definido como el niimero de personas en
la muestra, inmediatamente precedente a la muerte, la cual marcé el fin del
J — ésimo subintervalo. La probabilidad estimada de muerte en el j — ésimo
subintervalo es:

T (3.194)

excepto para el tltimo subintervalo en (x,z + 1]. Donde no hay muertos en
este subintervalo, entonces g; para este subintervalo es cero. Finalmente

i—1-Tlo-a) - -1 () (3.195)

=1 i=1

da el estimador para q,.

En la particién de puntos de muerte, si una muerte y una entrada o una
muerte y una terminacién ocurren al mismo tiempo, se necesita interpretar el
conjunto de riesgo "inmediatamente precedente" a la muerte y se considera
la muerte como precedente a la entrada o terminacion.

Si hay més de una muerte a la misma edad, entonces (3.194) es modificado
a:

7= (3.196)

donde d; es el nimero de muertes simultdneas y que marcan el final del
7 — ésimo subintervalo.

Propiedades del estimador

El estimador producto-limite es insesgado y consistente. Para la varianza del
estimador, se considera que:

p. =[P (3.197)
=1

que viene directamente de (3.193). Se debe recordar que cada p; es una
proporcién binomial, condicional al tamano de su muestra n;. Entonces todas
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las p;’s son condicionalmente independientes y con proporciones binomiales,
por lo que son insesgadas. De pasos andlogos a (3.127), se tiene que:

Var 5, | {ni}) = (v.)*- [H ( Ly 1) - 1] S (3199)

=1

Donde ¢, = 1—p,, por lo que sigue que (3.198) es también la Var (g, | {n;}).
De los mismos pasos que se siguieron de (3.127) a (3.128), se obtiene la
aproximacion:

Var (g, | {ni}) = Var (D, | {ni}) Z <

) (3.199)

piny

En cualquier caso, una estimacién numérica para la varianza se obtiene susti-
tuyendo los estimados p;, ¢; v P, obtenidos de la muestra.

Para una muestra muy grande con muchas entradas y terminaciones,
como en el caso de estudios de companias aseguradoras, el estimador producto
limite no es generalmente usado por el gran nimero de subintervalos. Para
estudios clinicos es muy usado, especificamente en situaciones donde no hay
entradas después del tiempo t = 0.

Estimacion de S(t)

Se supone que se tiene una muestra de n personas, todas observadas desde
el tiempo t = 0. Si el estudio se detiene antes de que todos mueran, entonces
se tienen terminaciones desde la muestra a varios valores de ¢. Si r; es el
conjunto de riesgo inmediatamente precedente del j—ésimo punto de muerte,
entonces se tiene que:

Se debe notar que g; estima la probabilidad de muerte sobre el intervalo, al
final del j — ésimo punto de muerte, dado que llegé con vida al principio del
intervalo. Entonces

S (tm) = ﬁ (1-q) = ﬁ (” ; dj) (3.200)

J=1 Jj=1
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estima la probabilidad de sobrevivencia desde ¢t = 0 a t = t,,, el tiempo
del m — ésimo punto de muerte. Para toda t se tiene que ¢, <t < 11,
el estimador de S(t) es el mismo que S (t,,), donde no hay muertos en la
muestra entre ¢, v t. Entonces

. " e —d
S(L‘)ZH(rj J) para tp, <t <tpi, m=1,2,... (3.201)
=1

Tj

Como un caso especial, S (t) =1 para t < t;.
Andlogamente a (3.199), la varianza de S(t) es aproximada por:

Var [5(t) | {r;}] ~ [S())”- f: (%) , (3.202)

para t,, <t < t,41. (3.202) es numéricamente estimado sustituyendo g; por
q¢;, Dj por p; y S(t) por S(t), entonces se obtiene:

— ~ 12 d.
% [St .}z[sﬂ- 4 ), 3.203
or [0 L] = [S0] X (s (3.208)
7=1
donde g; = ‘f—”
Finalmente, si no todos son terminantes (es decir, datos completos), en-
tonces para toda j, 7,41 = r; — d;. Por lo que se puede ver que (3.200) llega
a ser:

S(t,) = ﬁ (E) = Imtt (3.204)

=1 ] T

(Ver [5], pdg 172), donde r; = n, la muestra original, y 7,11 es el nimero de
sobrevivientes antes del (m + 1) — ésimo punto de muerte, o justo después
del m — ésimo punto de muerte.

El estimador Nelson-Aalen

La funcién acumulativa de riesgo estd definida como:

t

A(t) = / A(y)dy = —n 5(1),

0
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(Ver [5], pag 172), de donde, S(t) = e *®. Por lo que es razonable estimar
S(t) mediante A(t) y asi definir:

S(t) = e A0, (3.205)

lo cual da la relaciéon

A(t) = —InS5(), (3.206)

para considerar de nuevo (3.200), el estimador producto-limite de S(t), para
tm <t < tpy1. Sustituyendo (3.200) en (3.206) se tiene que:

At) = —In [ﬁ (”;dﬂ’)]

j=1 J
= > In(1-2), tn<t<tmn. (3.207)
=1 i
2
Se puede recordar que —In (1 — f—]> = % + % (‘f—]> + ---. Ignorando los

términos cuadraticos y los términos pequenos de la suma, se obtiene la aprox-
imacion:
d; d;
—In (1 — —j) ~ 2L (3.208)
Tj Tj

(Ver [5], pag 173), y se puede aproximar la funcién acumulativa por:

~ " d
A(t) = Zr—] b <t < tmit, (3.209)
j=1"7

de esta forma, aproximar la funcién de sobrevivencia como:

. " d;
S(t) = exp (—Z—]) ot <t <t (3.210)
=1
(Ver [5], pdg 173), el cual es llamado el estimador Nelson-Aalen.
Si s6lo hay una muerte en cada punto de muerte (es decir, d; = 1 para

toda j), y si no hay terminantes, entonces el estimador Nelson-Aalen es
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particularmente fécil de calcular. En este caso, r; = n — j + 1, por lo que se
tiene:

A(t) = Loy t <t <t
4Ly, n n-1 n—m+1 ™= mH

=1

Con esto termina lo relacionado con estimacién de modelos de tabulares,
para continuar con una pequena aplicaciéon de lo que se vio en este capitulo.
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Capitulo 4

Aplicaciones actuariales
tradicionales

En este capitulo se exploraran algunas aplicaciones de la teorfa estudiada
en los capitulos anteriores.

4.1. Edad actual

La edad exacta y; es obtenida de la fecha de cumpleanos y de la fecha en
que esa persona entra al periodo de observacion.

4.1.1. Anos decimales

Una forma conveniente de obtener las edades exactas es expresar esas
fechas de eventos en términos de anos decimales. Por lo que se puede
obtener una tabla dfa a dfa, como la siguiente:
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Fecha|Ene| Feb| Mar| Abr| May| Jun| Jul| Ago| Sep| Oct| Nov| Dic
1 1 32 60 91 121 152 182 213 244 274 305 335
2 2 33 61 92 122 153 183 214 245 275 306 336
3 3 34 62 93 123 154 184 215 246 276 307 337
4 4 35 63 94 124 155 185 216 247 277 308 338
5 5 36 64 95 125 156 186 217 248 278 309 339
6 6 37 65 96 126 157 187 218 249 279 310 340
7 7 38 66 97 127 158 188 219 250 280 311 341
8 8 39 67 98 128 159 189 220 251 281 312 342
9 9 40 68 99 129 160 190 221 252 282 313 343
10 10 41 69 100 130 161 191 222 253 283 314 344
11 11 42 70 101 131 162 192 223 254 284 315 345
12 12 43 71 102 132 163 193 224 255 285 316 346
13 13 44 72 103 133 164 194 225 256 286 317 347
14 14 45 73 104 134 165 195 226 257 287 318 348
15 15 46 74 105 135 166 196 227 258 288 319 349
16 16 47 75 106 136 167 197 228 259 289 320 350
17 17 48 76 107 137 168 198 229 260 290 321 351
18 18 49 77 108 138 169 199 230 261 291 322 352
19 19 50 78 109 139 170 200 231 262 292 323 353
20 20 51 79 110 140 171 201 232 263 293 324 354
21 21 52 80 111 141 172 202 233 264 294 325 355
22 22 53 81 112 142 173 203 234 265 295 326 356
23 23 54 82 113 143 174 204 235 266 296 327 357
24 24 55 83 114 144 175 205 236 267 297 328 358
25 25 56 84 115 145 176 206 237 268 298 329 359
26 26 57 85 116 146 177 207 238 269 299 330 360
27 27 58 86 117 147 178 208 239 270 300 331 361
28 28 59 87 118 148 179 209 240 271 301 332 362
29 29 88 119 149 180 210 241 272 302 333 363
30 30 89 120 150 181 211 242 273 303 334 364
31 31 90 151 212 243 304 365

Tabla 4.1

Cualquier evento que ocurra el 29 de Febrero se supone que ocurrié6 el 28
de Febrero. La parte decimal de un ano decimal es obtenida de dividir el dia
del ano entre 365.

4.1.2 Edad exacta

Se puede ver que la edad exacta se obtiene de restar el ano decimal del
cumpleanos al ano decimal del evento.
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Ejemplo 4.1 Sila persona nacid el 11 de Octubre de 1953, y entra al periodo
de observacion el 1° de Agosto de 1992, encontrar y; la edad exacta en la cual
empieza la observacion.

Solucion: El 1° de Agosto de 1992 es el ano decimal 1992 + 213/365 =
1992.58. Por lo que y; = 1992.58 — 1953.78 = 38.80.

(Ver [5], pag 227)

Para cada persona en la muestra, tres edades son importantes: la edad de
entrada al estudio y;, la edad programada de salida del estudio z;, y la edad
actual de salida del estudio, debido a la muerte o la retirada antes de la edad
z;, si alguna de las dos ocurre. Se denota la edad exacta de muerte como 6;,
y la edad exacta de retirada como ¢;, se puede ver que si 6; = 0 entonces
la 7 — ésima persona no es un muerto en estudio, y si ¢, = 0 entonces la
1 — éstma persona no es un retirado en estudio.

Cada persona en el estudio se le asigna un vector edad definido por v} =
[yi, zi, 0, ;] el cual contiene toda la informacién necesaria para el proceso de
la contribucién de la ¢ — ésima persona a los estimadores.

Ejemplo 4.2 Un periodo de observacion empieza a correr del 1° de Agosto
de 1992 al 31 de Diciembre de 1997. La persona nacid el 11 de octubre de
1953, y murid el 12 de abril de 1996. Encontrar el vector edad v, para esta
persona.

Solucion: Del ejemplo 4.1 se tiene y; = 38.80, el 31 de diciembre es el ano
decimal 1997+365/365 = 1998.00, por lo que la edad programada de salida es
2 = 1998 —1953.78 = 44.22, el 12 de abril es el ano decimal 1996+102/365 =
1996.28, por lo que la edad de muerte es 6; = 1996.28 — 1953.78 = 42.50. La
edad de salida es ¢; = 0. Entonces v} = [38.80,44.22,42.50, 0].

(Ver [5], pag 228)

Para estimar g, sobre el intervalo (x,x + 1], es necesario determinar la
contribucién de la i — ésima persona. Se debe notar que si y; > x + 1,
entonces la 1 — ésima persona entra después de la edad z + 1 y no contribuye
a (x,r + 1]. Similarmente, si z; < x, entonces la i — ésima persona deja el
estudio antes de la edad = y no contribuye a (z,z + 1].

Una vez que se ha eliminado el vector edad para las personas quienes no
contribuyen a (z, z + 1], el siguiente paso es convertir cada vector edad en un
vector duracién para el intervalo (z,z + 1]. Se denota el vector duracién
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por w;, = [ry, 8, L;, K], donde, necesariamente al menos ¢; 6 r; debe de ser
cero. El doble subindice de u’ identifica tanto la persona como el intervalo
de estimacion.

Las siguientes relaciones son para las personas quienes contribuyen a
(x, x4+ 1].

0 siy; <
yi—x stz <y <z+1

siz; > x+1

{zi—x sir<zi<xz+1
S; =
1

0
L = 0, —x sizr<0;<x+1 (4.3)

0 sif, >xz+1

p,—x siz<¢g;, <zx+1 (4.4)
0 sig, >x+1

R; =

Ejemplo 4.3 Convertir el vector edad del ejemplo 4.3 en un vector duracion
para los intervalos de estimacion (38,39], (39,40] y (42, 43].

Solucion:

Para (38,39], se tiene r; =y; — 38 = .80, s; = 1 (por que z; > 39), 1; =0
(por que 0; > 39), y k; = 0 (por que ¢; = 0); entonces u; 33 = [.80,1,0,0].

Para (39,40], 7, = 0 (por que y; < 39), s; =1 (por que z; > 40), 1; =0
(por que 0; > 40), y k; = 0 (por que ¢; = 0); entonces u; 35 = [0,1,0,0].

Para el intervalo (42,43], r; = 0 (por que y; < 42), s; = 1 (por que
z; > 43), 1; = 0; —42 = 50 y r; = 0 (por que ¢; = 0); entonces u; o =
[0,1,.50,0]. Donde u; . no esta definido para para x < 38 ¢ para x > 42, por
que la i — ésima persona no contribuye a ninguno de estos intervalos.

(Ver [5], pag 229)

4.1.3 Caélculo de la exposicion

Mucho de los estimadores tienen la forma general g, = % Los cuales
incluyen el estimador de momentos (que utiliza la exposicién programada),
el estimador actuarial (que utiliza la exposicién actuarial) y el estimador
méximo verosimil para datos completos, bajo el supuesto exponencial (que

utiliza la exposicién exacta).
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A los estimadores de esta forma se les pueden aplicar los datos bésicos
representados por u; , en el intervalo (x,z +1]. Se debe notar que el mimero
de muertes observadas en (z, z + 1] es simplemente el niimero de vectores w; ,
con ¢; # 0. Similarmente, el nimero de salidas observadas en (x,z + 1] es el
nimero de vectores con x; # 0.

La exposicién exacta sobre (x, x + 1] contribuida por la i — ésima persona
es:

Si
(exposicion exacta), . = | t | —ri, (4.5)
Ki
Si
donde | ¢; | representa el minimo de s;, ¢;, k; que exceda cero. En otras
K

palabras, si t; = k; = 0, entonces la 7 —ésima persona no muere ni se retira en
(z, z+1], entonces se tiene (exposicion exacta), ., = s; —1;. Pero si la persona
muere en (z, z+1], se tiene 1; < s; y k; = 0, entonces (exposicion exacta), =
t; — r;. Finalmente, si la persona se retira en (z,x + 1], se tiene r; < sy
t; = 0, entonces (exposicion exacta) iw = Ki = Ti.

Para encontrar la exposicién programada para la estimacion de la prob-
abilidad de mortalidad q;;(d) bajo la aproximacién de momentos de Hoem, se
tiene que:

. . S
(exposicion programada); , = | 7T (4.6)
donde k; es usado si la i — ésima persona se retira en (z,z+1], y s; es usada
en otro caso.

La exposicién actuarial difiere de los otros dos tipos de exposicién, ya que

se tiene que:

Si
(exposicion actuarial), , = | w; | — 13, (4.7)
1

donde k; es usado si la i — ésima persona se retira en (x,x + 1], s; es usada
si la @ — ésima persona no muere ni se retira en (z,z + 1], y 1 es usada si la
i — ésima persona muere en (x,x + 1].
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Ejemplo 4.4 Considerar el vector edad v; = [39.85,40.75,40.25,0]. Encon-
trar (a) (exposicion exacta); a0, (b) (exposicion programada); a0, (¢) (exposi-
cion actuarial); 40.

Solucidn: Primero se necesita convertir v; a u;, = [0,.75,.25,0]. En-
tonces que tiene que:

(a)(exposicion exacta); 4o = .25, (Li < s;);

(b)(exposicion programada); 4, = .75

(¢)(exposicion actuarial); ;o =1

(Ver [5], pag 230)

La exposicién total sobre (z,z + 1] es sumar la contribucién de todas las
personas quienes contribuyen a (x,x + 1]. Entonces:

(exposicién) = Z (exposicién); , , (4.8)

donde (4.8) contiene los tres tipos de contribucién.

4.1.4 Agrupamiento

En muchos casos una edad promedio puede sustituir la edad exacta de
todas las personas en un cierto rango de edad. Por ejemplo,si se considera a
todas las personas con edad exacta y; entre z y x + 1, la edad exacta puede
ser sustituida por una edad comun ¢’ para cada una de las y;, frecuentemente
seusay = +% como el valor promedio de las ys. Los entrantes del estudio
han sido agrupados por la edad del tiltimo cumpleanos. Un segundo tipo
de agrupamiento es el de edad de calendario. La edad de calendario estd
definida como la edad entera, obtenida en el cumpleanos en el mismo ano en
donde el evento toma lugar. Por ejemplo, si el cumpleanos de una persona es
el 14 de Septiembre de 1960, y la fecha de retirada es el 26 de Junio de 1994,
entonces la edad de calendario es 34. La edad de calendario se encuentra
como:

CA=CYE - CYB, (4.9)

donde CYE es el ano del evento y CYB es el ano del cumpleanos.

Se puede ver que una persona con edad de calendario w, tiene una edad
exacta de evento que cae en (w — 1,w + 1). La ventaja de un agrupamiento
por edad de calendario es que una edad entera w puede sustituir varias edades
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fraccionales. Cuando las salidas son agrupadas por edad de calendario y se
supone la ocurrencia de una edad entera w, entonces todas las salidas ocurren
a los limites de los intervalos de estimacién. La ocurrencia de salidas en los
limites de los intervalos de estimacion, simplifican el trabajo de estimacion,
creando problemas de estimacion de casos especiales A.

4.2 Edades Aseguradas

Mucha gente no compra pdlizas individuales de seguros, el dia de su cumplenos,
por lo que se tienen varias edades fraccionales. Asi, una edad asegurada

entera puede sustituir la edad actual de la fecha de la poliza. En otras pal-

abras,

I'A = Edad actual més cercana al cumpleanos, (4.10)

donde I A es la edad asegurada.

4.2.1 Valuacién del ano del cumpleanos

Asignar una edad asegurada entera en la expedicién de la poliza, implica
que una fecha hipotética de cumplenos, llamada la fecha asegurada de
cumpleanos, ha sustituido a la fecha actual de cumplenos. Claramente, el
mes y dia de esta fecha asegurada de cumpleanos es la misma que la fecha
de expedicién de la péliza. El ano hipotético de cumpleanos, llamado la
valuacién del ano de cumplenos(VYB), es entonces:

VYB=CYI - IA, (4.11)

donde C'Y'I es el ano de calendario de la expedicién de la pdliza. Se puede
ver que VY B es frecuentemente el mismo que C'Y B, pero solo puede ser un
ano mas 6 un ano menos que C'Y B.

Ejemplo 4.5 Una pdliza de sequro es expedida el 22 de Agosto de 1998.
Encontrar la TA y el VY B, si la edad actual de cumplearios es (a) 12 de
Enero de 1978, (b) 4 de Julio de 1977.

Solucion:

(a)Como el 22 de Agosto de 1998 es el cumplearios mds cercano préximo al
12 de Enero de 1999, entonces A = 21. Se tiene VY B = 1998 — 21 = 1977,
el cual es un ano menor que el CY B actual.
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(b)Como el 22 de Agosto de 1998 es el cumplearios mas cercano pasado
del 4 de Julio de 1998, entonces IA = 21. Se tiene VY B = 1998 —21 = 1977,
el cual es el mismo que el C'Y B actual.

(Ver [5], pdg 234)

4.2.2 Estudios Ano a Ano

La principal consecuencia de un estudio ano a ano con edades aseguradas,
es que todas las personas entran al estudio a la edad entera y;. Para los
estudios de edad asegurada afio a afo, todos los vectores u; , son de la forma
0,1, ¢4, ki], por lo que producen casos especiales A.

Si no existen salidas, entonces el estimador ¢, se obtiene de contar el
nimero de vectores u; , con r; = 0, que da n,, y el nimero con ¢; # 0 que
da d,, para (z,z + 1]. Si existen salidas, el nimero de ellas en (z, x + 1], w,
es el nimero de vectores u;x con k; # 0. Con n,, d, y w, resueltos se puede

obtener A% y ¢ por (3.112), (3.113), (3.118) y (3.119). Se debe notar que
para todos los s; = 1, el estimador de momentos y el estimador actuarial es
el mismo.

Otra aproximacion que es frecuentemente usada cuando las salidas estdn
presentes en un estudio con edad asegurada ano a ano, es el grupo de salidas
por edad calenddrica asegurada. Esta es similar a al edad calendérica
actual, excepto que VY B es usada en vez de CY B. Esto es:

CIA=VYW —VYB, (4.12)

donde CTA es la edad calendérica asegurada , y CYW es el ano calenddrico
de retirada. Entonces todas las salidas con CIA = w, estdn asignadas a
0; = w en lugar de sus edades actuales ¢,.

Ejemplo 4.6 Para la siguiente muestra de 10 pdlizas, estimar qso bajo las
siguientes condiciones:

1)El periodo de observacion empieza a correr ano a anio de 1993 a 1998.

2)Las edades aseguradas son usadas desde el principio.

3)Las salidas estan agrupadas por CIA.

Solucion: Primero se asigna una IA y una VY B a cada perona. Con
la VY B, la fecha de expedicion de la poliza y las fechas del periodo de ob-
servacion se obtiene una y; y z; para todas las personas en el estudio. La
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Persona| Fecha de cump. | Fecha de exp de pél | Fecha de muerte | Fecha de retirada
1 17-Mar-64 20-Jun-92 il il
2 06-May-64 06-Ago-92 12-Jun-93 el
3 12-Ago-64 18-Dic-92 il 18-Jun-95
4 27-Oct-64 04-Jun-93 el el
5 04-Jun-65 28-Abr-93 29-Ago-96 il
6 18-Abr-65 16-Jun-93 il 12-Dic-95
7 20-May-65 29-Oct-93 21-Abr-96 hokk
8 04-Jul-65 16-Feb-94 ok el
9 16-Sep-65 22-Ago-94 il 22-Feb-97
10 11-Dic-65 06-Mar-95 17-Feb-97 il
Figure 4.1:

suposicion de agrupamiento de salidas, implica que un ¢, entero reemplaza
el valor fraccional exacto. Las edades exactas de muerte 0; son fraccionales.
Con el vector v; se puede obtener el vector duracion wu;so. Los datos se re-
sumen en la siguiente tabla:

Persona | IA|VYB | y; | 2 0; G; | i | S| b | K
1 28 | 1964 | 29 | 84 0 1 0
2 28| 1964 | —| —| — | —| — | —| — | —
3 28 | 1964 | 29 | 84 0 3110\ 1| 0| 1
4 28 | 1965 | 28| 33 0 01| 0| 1 01| 0
53 28 | 1965 | 28| 33| 31.34| 0| 0 | 1 01| 0
6 28 | 1965 | 28 | 33 0 0| —| —| — | —
7 28 | 1965 | 28| 33| 3048 0 | 0 | 1 | .48| 0
8 29 | 1965 | 29| 33 0 ol 0| 1| 01| 0
9 29 | 1965 | 29| 33 0 3210\ 11| 010

10 29 | 1966 | 29| 32 30.95| 0| 0| 1 |.95| 0

Se debe notar que la persona 2 y 6 no contribuyen a (30,31]. Por que la
persona 2 no entra al estudio, ya que muere antes del periodo de observacion,
y la persona 6 se retira a la edad C1A = 30, es decir no entra a (30, 31]. Por
lo que ngyp = 8 personas que entran a al edad de 30 arios (es decir, r; = 0)
y permanecen hasta la edad 31 (es decir, s; = 1 y k; £ s;), excepto para
dso = 2 (las personas 7 y 10). Por lo que se usa el estimador (3.77), y se
obtiene q39 = % =.25.

(Ver [5], pag 236)
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Ejemplo 4.7 Repetir el ejemplo 4.8, para calcular el estimador mdximo
verosimil de datos completos para qsg, suponiendo una fuerza constante de
mortalidad sobre (30, 31].

Solucion: FEn este caso la exposicion exacta es 1 para las 6 personas
quienes no mueren en (30,31], .48 para la persona 7, y .95 para la persona
10. Entonces i = =2z, por lo que 30 = 1 — e~2/743 = 23599.

7437
(Ver [5], pag 237)

4.2.3 Estudios selectos

Para la estimacién de S (t;x), se consideran tnicamente las pdlizas que se
expidieron a la /A = x. Se supone un periodo de observacién ano a ano,
la fecha es similar a la descrita para el estudio de edad asegurada, con las
siguientes caracteristicas:

1) El vector v;, ahora representa la duracién de la poliza desde la
entrada hasta la salida programada, muerte o retirada, en lugar de la edad
asegurada. Se debe notar que para las poélizas expedidas durante el periodo
de observacién, la duracién al entrar al estudio es 0.

2) El vector u,,, representa el lugar de esos eventos en el intervalo de
estimacién (¢,t + 1].

3)Las salidas estén agrupadas por la duracién de calendario, en lugar
de la edad asegurada calenddrica. Se debe notar que la duracién calendéarica
esta definida por:

CD=CYW —CYI. (4.13)

El siguiente ejemplo mostrara la similitud de los estudios selectos a los estu-
dios con edad asegurada.

Ejemplo 4.8 Considerar las pdlizas del ejemplo 4.8 con [A = 28. FEstimar
qpg+2 usando un periodo de observacion que empieza en 1994 y termina en
1999, agrupando las salidas por duracion calenddrica.

Solucion: Del ejemplo 4.8, de las pdlizas 1 a 7 tienen [A = 28, y la pdliza
2 no es parte del estudio por que muere antes de que se abra el periodo de
observacion. Las otras polizas tienen un vector duracion v;, como sigue:
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Poliza | y; | zi | 0; | ¢;
1 217 0 0
3 217 0 3
4 116 0 0
5 116133840
6 116 0 2
7 11612480

Para el intervalo de estimacion (2, 3], todas las pdlizas entran at =2 (es de-

cir, r; = 0), excepto la péliza 6 que no contribuye a (2, 3]. Todas las pdlizas es-

tan programadas a completar (2, 3], excepto la pdliza 7. Usando el estimador

mdximo verosimil bajo el supuesto uniforme , se tiene que: Qagl+2 = % =.20.

Usando el supuesto exponencial, se tiene: Qg2 = 1 — e~ /448 — 20005.
(Ver [5], pag 258)

4.3 FEdades Fiscales

En los casos de seguros grupales 6 planes de pensiones grupales, un gran
niimero de personas estdn bajo una sola poéliza o plan. Entonces existe una
fecha clave para cada plan, llamado plan anual 6 fecha del plan de val-
uacién. Todos los miembros del plan tienen una edad integral en esta fecha
clave. Esta edad es llamada edad fiscal.

Esta situacion es similar a las edades aseguradas, donde cada seguro in-
dividual tiene una edad asegurada entera en la pdliza anual. Para todas las
personas en un plan anual se tiene la fecha T que es la misma para todas
las personas.

4.3.1 Ano de cumpleanos fiscal

Andlogamente a la definicion de edad asegurada y valuacién del ano de
cumpleanos, se asigna a cada persona en un plan grupal una edad fiscal (F'A)
con alguna fecha T particular. Entonces se define el ano de cumpleanos
fiscal (F'Y' B) como:

FYB =7z — FA. (4.14)
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FY B puede ser el mismo que el de C'Y B, 6 un ano menos ¢ un ano mas.
Una vez que el F'Y B ha sido asignado, la fecha T en el F'Y B es entonces una
fecha hipotética para el cumpleanos para cada persona en el plan grupal.

4.3.2 Periodo de observacion para estudios de edad fis-
cal

La forma que corre un periodo de observacién, es desde una fecha T en un
cierto ano a una fecha T un ano més tarde. Se debe notar que un estudio T
a T es tanto un estudio fecha a fecha, como un estudio ano a ano.

El principal beneficio de usar un periodo de observaciéon T a T es que para
todos los miembros en el plan, cuando entran en el periodo de observacion
entran a la edad entera y;. Similarmente todas estdn programadas a salir
a la edad z;. Por lo que y; y z; implica que r; = 0 y s; = 1 para cualquier
intervalo de estimacion (x, x 4 1], y por tanto tener problemas de estimacion
casos especiales A.

4.3.3 Nuevos miembros y salidas

Pueden entrar trabajadores nuevos en un plan grupal bajo un estudio en
una fecha T, entonces estos nuevos trabajadores pueden entrar al estudio a
una edad fiscal entera. Similarmente, las personas pueden retirarse del plan
grupal por terminar su trabajo a cualquier fecha y a cualquier edad fiscal
fracccional. Se recuerda que y; es la edad en que la persona entra al estudio,
ya sea como un nuevo miembro cuando se abre el periodo de observacién (en
este caso y; es un entero), o como un nuevo miembro durante el periodo de
observacion (en este caso y; puede ser fraccional).

Si se utiliza un agrupamiento edad de calendario fiscal, entonces una
edad fiscal entera puede sustituir las edades fiscales fraccionales. Si se uti-
liza un agrupamiento edad ultimo cumpleanos fiscal, entonces se utliza
usualmente y + 3 para todas las edades exactas fraccionales en (y,y + 1].

Ejemplo 4.9 Un plan de sequros de vida grupal tiene una fecha de aniver-
sario el 30 de Junio. De la siguiente muestra, estimar qso usando un periodo
de observacion que corre desde el 30 de Junio de 1990, hasta el 30 de Junio de
1995. Agrupar los nuevos miembros y salidas por la edad ltimo cumpleanos
fiscal, suponer una edad promedio de y + %, y usar el estimador actuarial.
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Miem | FY B | Fec. de Afi. al plan | Fec. de Muerte | Fec. de Retirada
1 1952 12/May/89 — 30/Sep/93
2 1952 24/Ago/89 — —

3 1951 03/0ct/89 17/Mar/9/ —
7| 1951 30/ Jun,/90 - 30/Abr/90
5 | 1951 18/May,/90 - -
6 1950 03/Jun/91 — —
7 1951 15/Jul/90 — 15/Feb/92
8 1951 07/Abr/92 22/ Jun/92 —
9 1958 15/Sep/9/ — —
10 | 1953 01/Jul/95 — —

Solucion: Se nota que el miembro 4 se retira del plan antes de que el periodo
de observacion se abra; y el miembro 10 no entra hasta despues de que el
periodo de observacion se cierra, por lo que ninguno de estos miembros estan
en el estudio. Los miembros del 6 al 9 son nuevos miembros durante el
periodo de observacion. La siguiente tabla muestra la edad fiscal en que
entra al estudio, la edad programada fiscal para salir del estudio, la edad
ultimo cumpleanos fiscal a la muerte y el agrupamiento edad fiscal para las
salidas.

Miembro | vy, zi | 0i | &
1 38 | 48| 0 | 41.5
2 38 | 43| 0 0
3 39 | 441 42| 0
5 39 | 441 0 0
6 40.51 45| 0 0
7 39.5| 44| 0 | 40.5
8 40.51 44140 0
9 41.51 42| 0 0

El miembro 9 no contribuye a (40,41], ya que y; > 41. Los miembros 6 y 8
entran a (40,41] a la edad 40.5 y los otros 5 entran a la edad 40. El miembro
7 deja el estudio a la edad 40.5 los otros los dejan a la edad 41, excepto
el miembro 8, quien muere en (40,41]. Pero bajo el estimador actuarial, el

miembro 8 esta expuesto a la edad 41. Por lo que se tiene Gy = W -
L = 18182, (Ver [5], pag 241)
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4.4 Aplicacion final

En la siguiente muestra, tomando en cuenta un periodo de observacién del
1° de Enero de 1990 al 31 de Diciembre de 1999.

Num de Pers Fec de Cumpl Fec de entrada Fec de retirad Fec de muerte

1 12-Abr-60 16-Ene-88 ok ok

2 02-Jul-56 29-Mar-88 ok 04-Ene-90
3 11-Jun-58 01-Ago-88 01-Dic-90 rxk

4 28-Feb-54 20-Ago-88 27-Ago-89 ok

5 28-Nov-61 11-Ene-89 ok 25-Dic-91
6 06-Jun-51 06-Ene-89 03-May-89 *rx

7 15-Mar-57 09-Dic-88 Fkk Fkk

8 24-Ago-58 03-May-89 04-Mar-90 ek

9 25-Jun-60 31-Ene-90 31-Dic-90 ok

10 23-Feb-59 22-Sep-89 i 10-May-98
11 15-Dic-57 08-Oct-89 16-May-91 Fkk

12 06-Jul-58 18-Feb-90 10-Ago-99 ok

13 10-Jun-60 05-Abr-90 ok ok

14 19-Feb-59 02-Jun-90 ok 14-Abr-96
15 15-Oct-60 24-Nov-90 10-May-98 kk

16 14-Abr-61 10-Feb-91 ok ok

17 10-Ago-58 20-Dic-90 ek 10-Oct-97
18 08-Oct-61 07-Jul-91 06-Abr-96 Fkk

19 26-Oct-59 26-May-92 ek ek
20 05-Feb-60 16-Dic-91 25-Ago-94 ol
21 14-Dic-61 12-Dic-91 ek 06-Mar-97
22 10-Dic-60 02-May-92 ek ek
23 31-Jul-62 22-Abr-92 ok ok
24 24-Ene-61 09-Sep-92 09-Sep-93 Frx
25 18-Jul-63 28-Ene-93 16-Nov-99 i
26 02-Oct-62 14-Oct-92 ok 14-Nov-94
27 05-Sep-60 24-Ago-92 04-Jun-97 Fkx
28 21-Mar-61 12-Nov-92 ok 02-Dic-97
29 10-Abr-63 04-Mar-93 ok rokk
30 25-May-62 30-Dic-92 21-Jun-95 i
31 06-Ago-62 26-May-93 Frx *hx
32 20-Nov-63 13-Jun-93 ok vk
33 10-Dic-61 06-Abr-93 ok 15-Feb-98
34 04-Ago-63 02-Sep-93 19-Ago-94 ok
35 10-Sep-63 28-Feb-94 b Fkk
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Num de Pers Fec de Cumpl Fec de entrada Fec de retirad Fec de muerte

36 30-Jun-62 01-Nov-93 10-Mar-98 bl
37 28-Feb-63 15-Jul-94 el 16-Jul-97
38 31-Ene-64 08-Ago-94 ok ok
39 05-Sep-62 02-Nov-94 06-Ag0o-96 ok
40 02-Nov-63 21-Ene-95 il el
41 15-Jul-65 16-Mar-95 el el
42 20-Abr-64 04-May-95 ik 20-Ene-96
43 27-Jul-65 17-Sep-95 06-Jul-98 ik
44 03-Dic-65 10-Abr-96 e il
45 04-Ene-64 23-Dic-95 ok ok
46 06-Nov-64 10-Mar-96 21-Jun-96 ok
47 19-May-66 12-Jul-96 12-Jul-97 el
48 16-Ago-66 06-Jul-96 06-Jul-99 ik
49 04-Ene-65 19-Ago-96 ok ik
50 10-Mar-66 25-Jun-96 el 24-Sep-98
51 24-Sep-66 07-Feb-97 21-Dic-98 el
52 15-Nov-66 14-Abr-97 ok ok
53 06-Sep-64 08-Dic-96 el 04-Jun-98
54 14-Sep-67 21-May-97 21-Sep-97 ok
55 21-Nov-65 27-Ago-97 il ol
56 19-Ago-67 16-Sep-97 ok ik
57 06-Ene-67 09-Ago-97 ok ik
58 06-Abr-67 30-Nov-97 ok 19-Ago-98
59 04-Ago-65 23-0ct-97 23-Nov-97 il
60 03-Feb-66 04-Dic-97 el el
61 27-Abr-68 04-Ene-98 04-Jun-98 ok
62 26-Feb-67 10-May-98 Fkk ok
63 13-Ago-68 25-Jul-98 ik 05-Sep-99
64 06-Jul-66 16-Sep-98 19-Nov-99 el
65 21-May-69 03-Feb-99 el el
66 15-Sep-66 12-Dic-98 12-Dic-99 Fkk
67 08-Nov-67 27-Abr-99 ik ik
68 21-Jul-69 05-Ago-99 10-Ene-00 ok
69 16-Feb-68 18-Oct-99 i il
70 13-Nov-66 14-Ene-00 el el

Se determino el vector edad actual v; para cada miembro de la muestra,
donde *** indica quienes no pertenecen al estudio.

102




i yi zZi Oi ®i
1 129.72(39.721 0 0
2 | 33.5]143.499] 33.51 0
3 |31.56[41.556 0 32.47
4 *kk *kk *kk *k%k
5 128.09] 38.09 | 30.07 0
6 *k% *k% *k%k *k%
7 | 32.8 |42.797 0 0
8 |31.35]141.353 0 31.53
9 | 29.6 |39.518 0 30.52
10 | 30.85(40.852| 39.21 0
11 | 32.04(42.044 0 33.42
12 | 31.62(41.488 0 41.1
13 | 29.82(39.559 0 0
14 1 31.28(40.863| 37.15 0
151 30.11(39.211 0 37.57
16 | 29.83[38.715 0 0
17 [ 32.36(41.392| 39.17 0
18 | 29.75( 38.23 0 34.49
19 | 31.58(40.181 0 0
20 ] 31.86(39.901 0 34.55
21 129.99]38.047] 35.22 0
22 | 31.39]39.058 0 0
23 129.73]37.419 0 0
24 131.62|38.934 0 32.62
25 | 29.53]36.455 0 36.33
26 | 30.04]37.247] 32.12 0
27 131.97[39.321 0 36.75
28 | 31.65]38.781] 36.7 0
29 | 29.9 |36.726 0 0
30 | 30.6 |37.603 0 33.07
31 | 30.8 [37.403 0 0
32 | 29.56]36.112 0 0
33 | 31.32]38.058] 36.18 0
34 ] 30.08[36.408 0 31.04
35 | 30.47]36.307 0 0
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i yi zZi Oi ®i
36 | 31.34]37.504 0 35.69

37 131.38|36.838] 34.38] O
38 [30.52(35.915] O 0
39 [32.16{37.321] 0 |33.92
40 1 31.22]136.162] O 0
41 129.67]134.463] O 0

42 131.04]35.699]| 31.75| O

43 | 30.14] 34.43 0 [32.94
44 130.35]34.077] O 0
45 131.97]135.989] O 0
46 131.34]35.151] 0 [31.62
47 130.15]133.619] 0 |31.15
48 129.89]133.375] 0 [32.89
49 131.62134.989] O 0

50 1 30.29[33.811] 32.54] O

51 130.37[33.268] 0 ]32.24
52 [30.41(33.126] O 0
53 [32.25(35.318] 33.74] O
54 129.68[32.296] 0 ]30.02
55 [31.76] 34.11 0 0
56 [30.08{32.367] O 0
57 130.59(32.984| O 0
58 130.65|32.737] 31.37] O
59 [32.22(34.408] O 32.3
60 [31.83[{33.907] O 0
61 ]129.69(31.679] O 30.1
62 | 31.2 [32.844] O 0
63 [29.95(31.384] 31.06| O
64 | 32.2 [33.488] O 33.37
65 129.71(30.614] O 0
66 [32.24(33.293] 0 [33.24
67 [31.47(32.145] O 0
68 130.04(30.447] O 0
69 [31.67(31.871] O 0
70 *k% *kk *k% *kk

Se encontro el valor de d,, el nimero observado de muertes en (z, x + 1],
para los valores de = para los cuales d, # 0.
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Para todos los valores de x que tienen exposicién, se evaluo la:

X

Q
3

30

31

32

33

34

35

36

37

39

NP [N|FPIFRININ|W] -

exacta, b)exposicién programada, c)exposicién actuarial.

a)exposicion

intervalo exp. Exa exp. Pro exp. Act

(28,29] 0.91 0.91 0.91
(29,30] 4,98 4.98 4,98
(30,31] 24.23 25.16 25.16
(31,32] 35.32 36.52 37.14
(32,33] 44.19 4553 45,53
(33,34] 35.81 36.56 36.56
(34,35] 28.06 28.68 28.68
(35,36] 23.82 24.6 24.6
(36,37] 16.27 17.39 17.39
(37,38] 10.54 11.39 11.39
(38,39] 8.72 8.72 8.72
(39,40] 472 6.34 6.34
(40,41] 2.18 2.18 2.18
(41,42] 1.1 1.1 1.1

(42,43] 0.8 0.8 0.8

Para todos los valores de x para los cuales d, # 0, se estimé ¢, con las

siguientes caracteristicas:

a)Estimador maximo verosimil para datos completos con un supuesto

exponencial.

b)Agrupamiento edad tltimo cumpleanios para los nuevos miembros y
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salidas durante el periodo de observacién.

X [a):qxem|b):qxag
30 0.04043]| 0.04

31 [0.08143] 0.0458
32 |0.04425]0.04598
33 [0.05432]0.05479
34 |0.03501]0.03448
35 [0.04111]0.04167
36 [0.11567]0.11111
37 [0.09051]0.08333
39 | 0.3454 | 0.30769

De la muestra se supondrd que cada persona tiene un seguro individual
de vida y la fecha de entrada es la decha en que se expidi6 la pdliza. El
periodo de observacién corre de 1990 a 1999 y asi, se encontré el vector v;
para cada miembro, usando la edad asegurada de calendario en lugar de la

edad exacta, para ¢,.
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i |yi| z Oi i
1| 30 39 0 0
2 *k%k *k% *k%k *k%
3 | 32 41 0 32
4 *kk *kk *k%k *k%k
5] 28 37 129.95( O
6 *k%k *k% *k%k *k%
71 34 43 0 0
8 *kk *kk *k%k *kk
9 ] 30 39 0 30
10 | 32 41 [39.63| O
11| 33 42 0 34
12 | 32 41 0 41
13| 30 39 0 0
14| 31 40 136.87| O
15| 30 39 0 38
16 | 30 38 0 0
17 ] 32 41 [38.81| O
18] 30 38 0 35
19| 32 40 0 0
20| 32 40 0 35
21| 30 38 [35.23] O
22| 31 38 0 0
23] 30 37 0 0
24 | 32 39 0 33
25| 30 36 0 36
26 | 30 37 132.08( O
27| 32 39 0 37
28 | 32 39 [37.05] O
29| 30 36 0 0
30| 31 38 0 34
31| 31 37 0 0
32| 30 36 0 0
33| 31 37 |13586| O
34| 30 36 0 31
35| 30 35 0 0
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i |yi| z Oi i
36| 31 37 0 36
37 ] 31 36 34 0

38| 31 36 0 0
39| 32 37 0 34
40 ] 31 35 0 0
41 | 30 34 0 0
421 31 35 131721 O
43| 30 34 0 33
441 30 33 0 0
451 32 36 0 0
46 | 31 34 0 31
471 30 33 0 31
48 | 30 33 0 33
49| 32 35 0 0

50 [ 30 33 [32.25] O
51 [ 30 32 0 31
521 30 32 0 0
53| 32 35 13349 O

54 | 30 32 0 30
55| 32 34 0 0
56 | 30 32 0 0
57| 31 33 0 0
58 [ 31 33 [31.72] O
59| 32 34 0 32
60 | 32 34 0 0
61| 30 31 0 30
62| 31 32 0 0
63 ] 30 31 0 0
64 | 32 33 0 33

65 *kk *kk *k% *kk

66 | 32 [ 33 0 33

67 *kk *kk *kk K%k

68 *kk *kk *k% *k%

69 *kk *kk *kk *kk

70 *kk *kk *kk K%k

Se calcul6 d, y n, para todas las x para las cuales n, # 0.
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X | dx | nx
281 O 1
291 1 1
301 O 23
31| 2 32
32| 2 43
33| 1 35
341 1 29
35| 2 23
36| 1 15
371 1 11
38| 1 7
39| 1 4
40| O 2
41 O 1
42 O 1

Para cada edad asegurada 30, 31 y 32, se calculd dp;)¢ y nj4+ usando un
agrupamiento de duracién de calendario para las salidas.

X=30 X=31 X=32

t dx+t N+t dixj#t  Npxj+t dixg+t  Nxp+t
0 0 22 2 13 0 15
1 0 18 0 11 1 13
2 2 16 0 10 0 9
3 0 11 1 9 0 7
4 0 10 1 7 0 6
5 1 8 1 4 1 5
6 0 4 0 2 1 4
7 0 3 0 1 0 3
8 0 1 1 1 0 2
9 0 1
10 0 1

De la muestra se supondra que cada miembro pertenece a un plan grupal
de seguro. Se usé una edad fiscal como la edad actual cercana al 30 de Junio
siguiente a la fecha de entrada. Para un periodo de observacién del 30 de
Junio de 1992 al 30 de Junio del 2000. Para encontrar el conjunto de vector
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edad v; para cada miembro de la muestra.

i| yi [zi| 6 ®i
1 32 |40 0 0
2 **%k **k%k *k%k *kk
3 *k%k *k%k *k%k *kk
4 *k%k *k%k *kk *k*k
5 *k*k *k*k *kk *%k%
6 **k%k **k%k *kk *k%k
7 35 |43 0 0
8 *k*k *k*k *kk *%k%
9 **k% **k%k *k%k *k%k
10| 33 |41] 38.86 0
11 *k% *k% *k%k *k*k
12| 34 |42 0 41.11
13| 32 |40 0 0
141 33 ]41] 36.79 0
15| 32 |40 0 37.86
16| 31 |39 0 0
17| 34 |42 39.28 0
18] 31 |39 0 34.77
19| 33 |41 0 0
201 32 40| O 34.15
21| 31 |39]| 35.68 0
22| 32 |40 0 0
23| 30 |38 0 0
24131.195]| 39 0 32.19
25129.581] 37 0 36.38
26|30.301]| 38| 32.38 0
27132.151140] O 36.93
28| 31.37 | 39| 36.42 0
29129.677| 37 0 0
30(30.501] 38 0 32.98
31]30.904]| 38 0 0
32129.953]| 37 0 0
33|31.767| 39| 36.63 0
34]130.175| 37 0 31.14
35]30.666| 37 0 0
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i| yi [zi| 6 ®i
36| 31.34 | 38 0 35.69
37131.041]| 37| 34.04 0
38]30.107]| 36 0 0
39(32.342| 38 0 34.1
40(31.562( 37 0 0
41| 29.71 | 35 0 0
42(30.844| 36| 31.56 0
43[30.216( 35 0 33.02
44130.778| 35 0 0
45]|31.482| 36 0 0
46(31.693([ 36 0 31.98
47(30.033[ 34 0 31.03
48130.016(34| O 33.02
49(31.137( 35 0 0
50(29.986| 34| 32.24 0
51|30.608| 34 0 32.48
52130.789|34] O 0
53132.441] 36| 33.93 0
54| 29.89 | 33 0 30.23
55]32.159] 35 0 0
56(30.214] 33 0 0
57| 30.11 | 33 0 0
58130.419| 33| 31.14 0
59]32.315| 35 0 32.4
60| 31.43 |34 O 0
61(29.515] 32 0 29.93
62| 30.86 | 33 0 0
63]30.068| 32| 31.18 0
6432.214| 34 0 33.39
65(29.597| 31 0 0
66]|32.452|134] O 33.45
67(31.825] 33 0 0
68(30.099] 31 0 30.53
69]31.301] 32 0 0
70(133.542|34 O 0

Usando el vector edad, se estimo ¢, para cada toda x que cumpla que
d, # 0, bajo el supuesto exponencial para datos completos.
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X gx

31| 0.09547
32| 0.05078
33| 0.02876
34| 0.03383
35| 0.0402
36| 0.145
38| 0.10673
39| 0.1472

Se calcul6 la exposicién actuarial para los intervalos (z, z+1] en los que la
exposicién fue distinto de cero. Para los nuevos miembros y salidas durante
el periodo de observacion, se separé bajo una suposiciéon de agrupamiento:

a)Edad fiscal tltimo cumpleanos

b)Edad fiscal de calendario

x a) FALB b) CFA

29 3.5 0
30 16.5 19
31 315 33
32 385 41
33 355 33
34 305 30
35 245 25

36 20 20
37 115 12
38 9 9
39 7 7
40 3 3
41 1.5 1
42 1 1
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Comentarios Finales

Los modelos estadisticos de supervivencia son usados en aplicaciones ac-
tuariales de vida, principalmente en el &mbito de los seguros, aunque también
los modelos se pueden utilizar en finanzas, fianzas, seguros de no vida, por
ejemplo seguro de danos o gastos médicos mayores , por mencionar algunos
que se utilizan en actuarfa, pero también pueden ser utilizados en medicina,
biologia e ingenieria.

Una de las cosas que falté en este trabajo, es un estudio més detallado
del estimador producto-limite, del estimador Nelson-Aalen, también la apli-
cacion de los métodos en el &mbito laboral, asi como, el manejo de paquetes
estadisticos y la relacién entre los modelos tabulares y los modelos paramétri-
COs.

En la aplicacién final de este trabajo se utilizé el caso especial A, donde
todas las personas entran a la edad x y estdn programas a permanecer a la
edad = + 1, ddemas de los supuestos lineal y exponencial, para realizar la
estimacién de la probabilidad de muerte y asi obtener la estimacién de la
funcién de supervivencia.

Los objetivos de este trabajo eran dar una introduccién a los modelos
de supervivencia y dar un panorama general a los modelos de supervivencia
tabulares o no paramétricos, utilizando algunos de los estimadores vistos en
Estadistica II.

Por lo que este trabajo puede servir como apoyo a la materia de Estadis-
tica III, en especifico al tema de modelos de supervivencia.
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