UNIVERSIDAD NACIONAIL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

FUNCIONES CARDINALES

TOPOLOGICAS:
TEORIA DE REFLEJO
T E S I S
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
MATEMATICO

P R E S E N T A
DAVID JACOB RAMIREZ HERRERA

TUTOR: FIDEL CASARRUBIAS SEGURA
2007



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Funciones Cardinales Topologicas:
teoria de reflejo

David Jacob Ramirez Herrera

Marzo de 2007



Gracias a todos los que
hicieron esto posible.



Contenido

Introduccién v

1

Funciones Cardinales

1.1 Funciones cardinales topoldgicas . . . . . . . .. .. 1
1.2 El teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery . . . 19
Teoria de Reflejo 25
2.1 Hechos basicos de la teoria de reflejo . . . . . . .. 26
2.2 Teoremas de reflejo parac, e, s, Lyd .. ... .. 33
2.3 Teoremas de reflejo para w y mw . . . . . .. ... 44

Teoremas de reflejo en la clase de espacios com-

pactos 55
3.1 Teoremas de reflejo para x, ¢, Y ypsw . . ... .. 5}
3.2 El teorema de metrizacion de Alan Dow . . . . . . 62

3.3 Teorema de reflejo para el i-peso y espacios diddicos 71

Bibliografia 77

Indice analitico 81

il



Introduccion

a Topologia no fue la invencion de un solo hombre; al-
gunos problemas topoldgicos se encuentran en la obra
de Euler, de Mc6bius y de Cantor, e incluso la palabra
misma “topologia” habia sido utilizada ya en 1847 por
J. B. Listting (1808-1882) en el titulo de su libro “Vorstudien zur
Topologie” (“Introduccién al estudio de la topologia”). Pero si
queremos fijar una fecha que senale los comienzos “oficiales” de
esta rama de la matematica, la mas adecuada seria la del ano de
1895; el ano en que Poincaré publicé su analysis in Situs (como se
le denominaba a la topologia combinatoria en aquella época). En
su libro se daba por primera vez un desarrollo sistematico del tema.

La Topologia es hoy una rama extensa y fundamental dentro
de la matematica con muchos aspectos parciales, pero a grandes
rasgos se puede subdividir en dos ramas distintas: Topologia Com-
binatoria o Algebraica y Topologia Conjuntista. Poincaré mostré
poco entusiasmo por la segunda, y en 1908, dirigiéndose al Inter-
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nacional Mathematical Congress en Roma, se refirio a la Mengen-
lehre de Cantor como una enfermedad de la que las generaciones
posteriores se considerarian completamente curadas [3].

Carl B. Boyer, en su libro Historia de la matemdtica, menciona
que se cree que la topologia comenzo6 con el analisys in situs de
Poncairé, algunos otros sostienen que los origenes de la topologia
surgen de la teoria de los conjuntos de Cantor o quiza del de-
sarrollo de la teoria de los espacios abstractos, pero para otros el
verdadero fundador de la Topologia es Brouwer, especialmente por
su teorema de la invariancia topolédgica de la dimensiéon de 1911
y por su fusiéon de los métodos de Cantor con los del “analysis
in situs”. En cualquier caso, con Brouwer comenzé el periodo de
evolucion y desarrollo intensivo de la topologia que ha continuado
hasta el dia de hoy [3]. Y si se quiere hablar ahora de un libro que
senale el nacimiento de la topologia conjuntista como disciplina
independiente, ese libro es: Grundzige der Mengenlehre de Fe-
lix Hausdorff [16].

Hace ya tiempo que Cantor introdujo el concepto de correspon-
dencia uno-a-uno para poder medir el tamano de los infinitos [28].
Esta manera de comparar infinitos la seguimos usando hoy como
una herramienta indispensable, de hecho vemos que en el tema que
atane a este trabajo se usa frecuentemente. Como consecuencia
de esta correspondencia uno-a-uno surgié la hipétesis del continuo
28], la cual es hoy de gran importancia en varias ramas de las
matematicas y no solamente en la teoria de conjuntos.

La topologia general (propiamente, la Topologia Conjuntista)
puede ser considerada como surgida de la teoria de conjuntos. Sin
embargo, hoy la topologia y la teoria de conjuntos son dos ramas
distinguibles una de otra, con sus diferentes métodos de prueba y
aplicacion. No obstante, la naturaleza conjuntista de la topologia
hace apropiada la aplicaciéon de métodos de la teoria conjuntista
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y muchos de los problemas de la teoria de conjuntos tienen sus
raices en la topologia. Esto ha hecho posible una interaccién entre
las dos disciplinas cada vez mas profunda. Este acercamiento es
mas notorio, quiza, en los trabajos hechos en la escuela de Mosct
de topologia, a principios de los anos veinte. De esta parte, de
esta nueva interaccion, es la teoria de las funciones cardinales.
Estas extienden propiedades topoldgicas importantes, como base
numerable, espacios separables, primero numerable, a cardinali-
dades superiores. Asi las funciones cardinales nos permiten for-
mular, generalizar, y probar resultados de manera sistematica y
formal, también nos permiten hacer comparaciones cuantitativas
precisas entre ciertas propiedades topoldgicas. Por ejemplo sabe-
mos que cualquier espacio topolégico con base numerable admite
un subconjunto denso numerable y la “contraparte” de este re-
sultado, desde la teoria de las funciones cardinales, establece que
un espacio regular con un subconjunto denso numerable tiene una
base de cardinalidad < 2. La teoria de las funciones cardinales
es una de las mas utiles e importantes herramientas que unifican
conceptos en la asf llamada topologfa de conjuntos [18].

Es importante mencionar que la teoria de las funciones cardi-
nales no comenzo sino hasta mediados de los anos 60, por supuesto,
ya se habian desarrollado muchas técnicas fundamentales y resul-
tados aislados en anos anteriores, pero no con el lenguaje de la
teoria de las funciones cardinales propiamente. Los conocimien-
tos sobre niimeros cardinales y ordinales, asi como la construccion
transfinita, son requisitos para la comprensiéon de las funciones
cardinales. Las ideas sobre estos temas, fueron ampliamente desa-
rrolladas hace ya bastante tiempo, y algunos de los notables tra-
bajos se los debemos a Cantor, Alexandroff, Urysohn, Kuratowski,
Sierpinski y Hausdorff, entre otros [18]. Las funciones cardinales,
como el nimero de puntos, el peso, el caracter o la densidad de
un espacio topolégico aparecen de manera natural y pueden ser
tratados en la topologia general. El primer trabajo, mas o menos
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sistematico de algunas de estas funciones, se encuentra en el libro
de Kowalski [25].

Citando a Hodel [18] a continuacién damos un breve resumen
de resultados en la teoria de las funciones cardinales entre los anos
1920 hasta 1970. Durante los anos veintes Alexandroff y Urysohn
desarrollaron la teoria basica de espacios compactos. Un resultado
obtenido en esta época establece que un espacio compacto, per-
fectamente normal tiene cardinalidad a lo mas 2¥. Alexandroff y
Urysohn se preguntaron si todo espacio compacto y primero nu-
merable tiene cardinalidad a lo mas 2*. En 1937, Cech y Pospisil
probaron el resultado en la cardinalidad de espacios compactos.
Una consecuencia de su teorema es que todo espacio compacto y
primero numerable es, o numerable o bien tiene cardinalidad > 2.
A mediados de los cuarenta, Hewitt, Marczewski y Pondiczery pro-
baron de manera independiente un muy importante teorema sobre
la densidad en espacios producto. La versién numerable de sus re-
sultados establece que el producto de a lo mas 2 espacios separa-
bles es separable. En 1965, de Groot publicé un articulo en el cual
introdujo importantes funciones cardinales. La versiéon numerable
de uno de sus resultados establece que un espacio de Hausdorff en
el cual todo subespacio de éste es Lindelof, tiene cardinalidad a lo
mas 2¢. A finales de los sesenta Hajnal y Juhdsz publicaron dos im-
portantes articulos los cuales profundizan el trabajo de de Groot.
En 1969, Arhangel “skii resolvié el viejo problema de Alexandroff
y Urysohn. La versiéon numerable de su desigualdad, fundamental
en la teoria de las funciones cardinales, establece que todo espacio
de Hausdorff, Lindel6f y primero numerable tiene cardinalidad a
lo mas 2“.

En “tiempos recientes” hemos sido testigos del rapido desarro-
llo de la Topologia de Conjuntos, y dentro de ella, de la teoria de
las funciones cardinales topoldgicas, de sus diferentes métodos de
trabajo, y de sus variadas aplicaciones. Esta obra es un intento por
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dar a conocer uno de esos métodos: el estudio de las propiedades
de reflejo de propiedades topoldgicas.

El estudio de las propiedades de reflejo tiene sus raices en la
misma Teoria de Conjuntos; en este trabajo se pretende dar una
idea de como puede trabajarse con este método, y muy particu-
larmente, de cémo se puede trabajar con éste en el ambito de las
funciones cardinales topoldgicas. La nocién de reflejo en Topologia
cobra importancia como un método de estudio de las propiedades
topologicas. La idea del método de reflejo puede resumirse de la
siguiente manera: si un espacio X no tiene cierta propiedad P,
entonces debe existir un subespacio “pequeno” (pequeno en algun
sentido) que no tiene la propiedad P; o equivalentemente, si todo
subespacio “pequeno” de X tiene P, entonces el espacio X tiene
P. Es decir, la idea del método es reducir el estudio de objetos
“complejos” al estudio de objetos més simples, aplicar nuestras
herramientas matematicas a los ultimos; “regresar” y usar este
nuevo conocimiento para clarificar la estructura de los objetos mas
complejos.

El objetivo principal del presente trabajo es dar una intro-
duccion al estudio de las propiedades de reflejo de las distintas fun-
ciones cardinales topolégicas. De manera particular, exponemos
detalladamente los métodos utilizados en las demostraciones de los
dos teoremas de reflejo mas importantes en el ambito de las fun-
ciones cardinales topoldgicas: el teorema de reflejo para el peso,
debido a Juhész y Hajnal, y el teorema de metrizacion de Alan
Dow.

En el primer capitulo se dan las definiciones bésicas para el
buen entendimiento de este trabajo. Se explica lo que es una
funcién cardinal topoldgica, y se establecen las definiciones de
las funciones cardinales méas utilizadas a través de toda la tesis.
Ademas, se muestran las relaciones mas elementales que existen
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entre las diferentes funciones cardinales con las que trabajamos.
Exponemos diversos ejemplos con la idea de hacer la exposicion
mas entendible.

En el segundo capitulo nos enfocamos a las nociones de re-
flejo y reflejo fuerte, a la de cadena creciente de subespacios y
a la propiedad de Darboux, asi como a las diversas propiedades
que estas nociones poseen. Ejemplificamos varias de esas nociones
utilizando a las funciones cardinales topoldgicas que son definidas
en el primer capitulo. Ademas hacemos notar las relaciones que
existen entre todas estas nociones.

En el ultimo capitulo fortalecemos algunas de las condiciones
de los espacios topoldgicos para que, con ello, podamos garantizar
que ciertas funciones cardinales puedan tener alguna propiedad de
reflejo. Vemos que una propiedad que nos va a permitir generar
“buenos” teoremas de reflejo para varias funciones cardinales, sera
la compacidad. Vemos también el importante teorema de metri-
zacion de Alan Dow, y uno de los teoremas mas importantes que
muestra las fuertes propiedades de reflejo que tiene el peso, dicho
teorema es debido a Hajnal y Juhész.

Por lo que toca a las notaciones y terminologia utilizadas en
esta tesis, debemos senalar que seguimos las lineas marcadas por
[19], [18] ¥ [9]. En la bibliograffa al final de la tesis, aparecen obras
que son excelentes referencias para el estudio de hechos basicos de
la Topologia General, como por ejemplo [30] y [9], y para el estudio
de hechos basicos acerca de funciones cardinales topoldgicas, como
lo son: [18], [23] y [24].

David Jacob Ramirez Herrera



Capitulo 1

Funciones Cardinales

este capitulo damos la definicion de lo que es una
uncion cardinal, y las definiciones de aquéllas que
on frecuentemente utilizadas a través de este trabajo.
También establecemos algunas propiedades de las fun-
ciones cardinales que nos seran de mucha utilidad. Se analizan
algunas relaciones que hay entre distintas funciones cardinales y
veremos algunas cotas interesantes para espacios con propiedades
especiales.

A través de todo el texto, a menos que se especifique explicita-
mente otra cosa, w representara el mas pequeno nimero cardinal
numerable infinito.

1.1 Funciones cardinales topolégicas

1.1 Definicién. Una funcion cardinal es una relaciéon ¢ que asigna
a cada espacio topolégico X un numero cardinal ¢(X) tal que
»(X) = ¢(Y) para todo par de espacios topoldgicos X , Y homeo-
morfos.
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1.2 Observacion. El lector debe notar que hay un abuso de
lenguaje en la definiciéon anterior al utilizar la palabra “funcion”,
ya que la clase de todos los espacios topoldgicos no es un conjunto,
y por ello lo que hemos llamado funcién cardinal puede no ser una
funcion en el sentido estricto del sistema axiomatico ZFC.

El ejemplo mas natural de funcion cardinal es la cardinalidad,
denotada con el simbolo | - |. Dicha funcién cardinal asocia a cada
espacio topolégico X el nimero de elementos que éste posee. El
valor de esta funcién cardinal en X sera denotado por | X|.

Otra importante, y muy til, funcién cardinal es el peso. Esta
funcion cardinal mide la minima cardinalidad que puede tener una
base de un espacio topologico.

1.3 Definicién. Sea X un espacio topolégico. El peso de X es el
nimero cardinal infinito:

w(X) = min{|B| : B es una base de X} + w.

Es claro que un espacio topolégico X satisface el segundo axio-
ma de numerabilidad si y sélo si w(X) = w.

La siguiente funcién cardinal proporciona informacion de las
bases locales en los espacios topoldgicos.

1.4 Definiciéon. Sea X un espacio topoldgico.

(1) Dado = € X, el cardcter de X en el punto x es el nimero
cardinal infinito:

X(X,z) = min{|B(z)| : B(x) es base local para x} + w

(2) El cardcter del espacio X es el nimero cardinal

X(X) = sup{x(X,z):x € X}.
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Al igual que en el caso del peso, la funcién cardinal caracter
permite caracterizar a clases de espacios topoldgicos. En este caso
se tiene que un espacio topolégico X es primero numerable si y
sélo si x(X) = w.

Las funciones cardinales cardinalidad, peso y caracter tienen
la interesante propiedad de que su valor no se incrementa al ser
“calculadas” en subespacios topoldgicos. Esta propiedad se conoce
como monotonia. Formalmente, tenemos la siguiente definicién.

1.5 Definiciéon. Se dice que una funcién cardinal ¢ es mondtona
si, siempre que X sea un espacio topoldgico y Y un subespacio de
X, se tiene que ¢(Y) < ¢(X).

1.6 Proposicién. Las funciones cardinales | - |, w, y son moné-
tonas.

Demostracion. Sea X un espacio topoldgico y Y un subespacio de
X.

Es claro que |Y| < |X|. De esta manera | - | es una funcién car-
dinal mondétona.

Sea B una base para la topologia de X, con la propiedad de que
|B| = w(X). Consideremos ahora a la siguiente familia de sub-
conjuntos de Y:

BYI{UHYZUGB}

No es dificil mostrar que By es una base para la topologia de Y,
esta base cumple que |By| < |B| = w(X); y por definicién de
peso, tenemos que w(Y) < |By| < |B| = w(X), con lo que queda
probado que la funcién cardinal peso es mondtona.

Procediendo de manera semejante probaremos que la funcion car-
dinal cardcter es mondtona. Sea x € Y y sea B, x) una base local
para  en X tal que |B(, x)| = x(X, z). Consideremos la coleccién

‘B(Ly) = {UﬂY U € 'B(%X)}.
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Entonces B, y) es una base local para x en Y que cumple | B, y)| <
1Ba,x)| = x(X,2) < x(X). Por definicién de la funcién cardinal
cardcter de Y en el punto z, tenemos que x(Y,z) < |Bpy)| <
1B(z,x)| = x(X,2) < x(X). Entonces x(X) es cota superior para
el conjunto {x(Y,z) : 2 € Y}, y dado que x(Y') es el supremo de
este conjunto, tenemos que x(Y) < x(X), con lo que concluimos
que la funcién cardinal caracter es mondtona. O

La siguiente proposicién nos muestra la relacién que hay entre
el peso y el caracter.

1.7 Proposicién. La funcién cardinal peso domina a la funcién
cardinal caracter, es decir, x(X) < w(X) para todo espacio topo-
logico X.

Demostracion. Sea X un espacio topoldgico y sea B una base de la
topologia de X tal que |B| = w(X). Elijamos € X y definamos:

B, ={Ue€B:zeU}.

Es facil verificar que B, es base local para x € X, entonces por
definicién de x (X, x), tenemos que

X(X;7) < [Bof <[B] = w(X).

Es decir, w(X) es cota superior de {x(X,z) : © € X} y como
X(X) es supremo de este conjunto, tenemos que x(X) < w(X);
con lo que queda demostrada la proposicion. O

Note que la propiedad enunciada en la proposiciéon anterior
puede generalizar a cardinales mayores que w la conocida propiedad
de que todo espacio segundo numerable es un espacio primero nu-
merable. Esto es de hecho un rasgo distintivo de las funciones
cardinales: permiten extender a cardinales superiores propiedades
clasicas en las que estan inmiscuidos cardinales finitos o el cardi-
nal w. Otro rasgo que distingue a las funciones cardinales, es que
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ellas nos permiten, en varios casos, hallar cotas para las cardina-
lidades de los espacios topoldgicos, y con ello obtener informaciéon
cualitativa de los mismos. En este sentido se enuncia la siguiente
proposicién.

1.8 Proposicién. Si X es Ty, entonces | X| < 2v(X),

Demostracion. Sea X un espacio topologico Ty y sea B una base
para X, con |B| = w(X). Definamos ¢ : X — P(B) como ¢p(p) =
{B € B:pe B} ComoX € Tj se tiene que ¢ es uno-a-uno
(sean p # ¢, como X € T, IV € T(X)talquep € Vyq ¢
V' note ahoraque V€ {B € B : p € B}, yqueV ¢ {B €
B : g € B} lo cual implica que ¢(p) # ¢(q)). Con esto podemos
concluir que | X| < 2@, O

Otra importante funcién cardinal que mide la minima cardi-
nalidad para un subconjunto denso de un espacio topoldgico es la
densidad, la cual definimos enseguida.

1.9 Definicion. Sea X un espacio topoldgico. La densidad de X
es el numero cardinal infinito:

d(X) = min{|D| : D es un subconjunto denso de X} + w.

Es claro que utilizando a la funcién cardinal d podemos carac-
terizar a la clase de los espacios topologicos separables. Un espacio
topoldgico X es separable si y sélo si d(X) = w.

Toda funcién cardinal ¢ tiene asociada una funcion cardinal
monoétona llamada version hereditaria de ¢, esta funcion cardinal
se define de la siguiente forma:

ho(X) = sup{o(Y) - Y C X}

Es facil convencerse que h¢ es efectivamente una funcién cardinal
mondtona, y que si ¢ es una funcién cardinal monodtona entonces
¢ = h¢o (de hecho ¢ es monétona si y sélo si ¢ = ho). Por esto
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ultimo es que en el caso de las funciones cardinales | - |,w y x, se
tiene que | - | =h| - [,w =hw y x = hy.

Para el caso de la funcién cardinal d la situacién cambia, ya
que dicha funcién cardinal no es monétona (por ello d # hd). Para
notar esto fijémonos en en el siguiente ejemplo. Sea X el plano
de Moore. Entonces, sabemos que d(X) = w, pero para el sube-
spacio Y = {(x,0) : z € R} la topologia seria la discreta, asi que
dY)=rc.

La versién hereditaria de la densidad es una funcién cardinal
muy importante, por lo que a continuacién daremos explicitamente
su definicién.

1.10 Definicion. Sea X un espacio topolégico. La densidad he-
reditaria de X es el nimero cardinal:

hd(X) = sup{d(Y) : Y C X}

Es fécil verificar que hd < | - | y que hd < w. Y no es dificil
notar que hay ejemplos de espacios topologicos en donde se da la
desigualdad estricta: si X es la recta real con la topologia usual,
entonces hd(X) = Xy < 2% = | X, y si X es la linea de Sorgenfrey,
entonces hd(X) = Ry < 2% = w(X).

Para una prueba de esta tltima desigualdad vea el ejemplo
1.29.

Otra funcién cardinal que tiene una estrecha relaciéon con la
funcion cardinal d es la celularidad 6 numero de Souslin. Prime-
ramente introducimos la definicion de familia celular.

1.11 Definicién. Sea (X, T (X)) un espacio topoldgico. Se dice
que € es una familia celular en X si:
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(1) €S TXO\{0} v
(2) x Ny =0 para todo =,y € € con x # y.

Notemos que el conjunto de familias celulares de un espacio topo-
légico X es no vacia, ya que { X} es una familia celular (siempre

que X # 0).

Llamamos celularidad (6 nimero de Souslin) de X al nimero
cardinal infinito:

c(X) = sup{|C| : C es una familia celular en X} + w.

La siguiente proposicion muestra la relaciéon que hay entre las
funciones cardinales ¢, d y w.

1.12 Proposicion. El peso domina a la densidad y la densidad
domina a la celularidad, es decir, ¢(X) < d(X) < w(X) para todo
espacio topoldgico X.

Demostracion. Sea B una base para T(X) tal que |B| = w(X).
Elijamos un tunico xp para cada elemento B € B no vacio, y
denotemos al conjunto de éstos como:

D ={zp € B: Be B\{0}}.

El conjunto D es denso en X, ya que escogimos un elemento de
cada miembro de la base B de la topologia de X; note ahora
que por la definiciéon de D su cardinalidad es menor o igual que la
cardinalidad de B. Entonces |D| < |B| = w(X), y por la definicién
de densidad tenemos que d(X) < |D| < w(X).

Para la otra desigualdad, tomemos D C X denso tal que |D| =
d(X) y sea § = {U},cp una familia celular de X. Como D es
denso se tiene que U, N D # () para cada t € T. Si para cada
t elegimos un tunico elemento y; € U; N D, podemos definir la
funcion:

¢: G — D,por la férmula : ¢(Uy) =y, Vt € T.
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Vamos a comprobar que ¢ es una funcién inyectiva. Lo hare-
mos suponiendo que no lo es para obtener una contradiccién. Sean
U, # U, y supongamos que y;, = y,. Entonces y, € Uy, N D'y
también y;, € U, N D, lo cual nos dice que Uy, N U;, # ), con-
tradiciendo el hecho de que G es una familia celular. De esta
forma hemos comprobado que ¢ es uno-a-uno. Podemos con-
cluir entonces que |G| < |D| < d(X) y como G fue arbitraria,
d(X) es cota superior de {|G| : G es familia celular de X'} y dado
que la celularidad es el supremo de este conjunto obtenemos que

c(X) < d(X). O

A partir de la anterior proposiciéon podemos concluir que todo
espacio separable tiene celularidad numerable. Hemos hecho notar
anteriormente que d no es una funcién cardinal monétona. A pesar
de esto, esta funcién cardinal y el nimero de Souslin tienen un
comportamiento de monotonia cuando se aplican a subespacios
abiertos.

1.13 Proposicién. Sea X un espacio topoldgico. Si Y es un sub-
espacio abierto no vacio de X, entonces d(Y) < d(X) y ¢(Y) <
c(X).

Demostracion. Sea D C X denso en X, con la propiedad de que
|D| = d(X). Definamos D' = DNY. Veremos que D’ es denso en
Y.

Si nos fijamos en la topologia de Y, observamos que todo abierto
en Y es la interseccién de un abierto en X con el subespacio Y.
Entonces para todo U C Y abierto no vacio existe V' C X abierto
no vacio en X tal que U =V NY. Asi

unD = (VnY)nD.

Pero (V NY)ND # 0, por ser D denso en X y (VNY) un
subconjunto abierto no vacio de X. Con lo que se prueba que D’
es denso en Y, y entonces por definicién de densidad tenemos que

d(Y) < |D'| < |D| = d(X)
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con lo que podemos concluir que d(Y) < d(X).

Por otro lado, como todo abierto en Y es abierto en X (por ser
Y abierto en X), tenemos que toda familia celular de Y es una
familia celular de X, y por lo tanto ¢(Y') < ¢(X). O

1.14 Proposiciéon. Sea X un espacio topologico. Si D C X es
denso, entonces d(X) < d(D) y ¢(D) < ¢(X).

Demostracion. Sea D C X denso en X y sea A C D denso en D
tal que |A| = d(D). Es suficiente probar que A es un subconjunto
denso en X. Sea U un abierto no vacio en X. Entonces el conjunto
D N U es un abierto en la topologia de D, y ademaés, por ser D
denso en X, sabemos que es no vacio.

Como ANU D AN (DNU) # 0 (esto ultimo porque A es
denso en D), tenemos que ANU # (). Por lo tanto, A es un
subconjunto denso de X. Con lo anterior podemos concluir que
d(X) < |A] = d(D),

Por otro lado, dada una familia celular en D, ésta induce una
familia celular en X. Veamos por qué razén. Dados dos conjun-
tos abiertos ajenos y no vacios U’ y V' en D, existen conjuntos
abiertos U y V en X tales que U = UND y V' =V nD;
observemos que U y V son ajenos, ya que si por el contrario
UNV # ), entonces para el abierto no vacio UNV/, se tendria que
(UNV)ND =UND)N(VND)=U'NV" =), contradiciendo asi
la densidad del conjunto D. Podemos entonces concluir que ¢(X)
es cota superior del conjunto de las cardinalidades de las familias
celulares de D, de donde tenemos que ¢(D) < ¢(X).

O

La siguiente proposicién nos dota de una interesante cota, en
términos de la funcién cardinal d, para la cardinalidad de los es-
pacios Hausdorff.

1.15 Proposicién. (de Groot) Si X es Ty, entonces | X| < 22"
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Demostracion. Sea D C X denso tal que |D| = d(X). Para todo
re XseaD, ={GND:zeGGeTX)} CPD). Ahora
notemos que z # y implica que D, # D, por ser X un espacio
de Hausdorff. Entonces la funcién g : X — P(P(D)) dada por
g(x) = D, Vo € X, es inyectiva. Por ello, | X| < |P(P(D))| =
22\D\ _ 22d(X). O

Las funciones cardinales | - |,w y d nos proporcionan infor-
macién global de un espacio topoldgico, a diferencia de lo que
ocurre con la funcién cardinal x que proporciona informacion lo-
cal. Esto sugiere una manera en que podemos clasificar a las fun-
ciones cardinales: en globales o locales. Una funcién del segundo
tipo, es el pseudocaracter de un espacio topolégico (ver Definicién
1.21), definida tinicamente para espacios topoldgicos que satisfacen
el axioma de separaciéon T;. Por otro lado debemos comentar que
hay funciones cardinales que nos proporcionan tanto informacion
local como global; de este ultimo tipo de funciones cardinales es
el peso separante.

1.16 Definicién. Una cubierta A de un conjunto E se llama se-
parante si para cada punto p € F, tenemos que:

(A€ A:pe A} ={p}

Como ejemplo, obsérvese que la familia

1 1
B:{<x——,x+—):z€R,n€N}
n n

es una cubierta abierta separante en R con la topologia usual, ya

que
=N (x—%x#—%)

neN

1.17 Observacion. Un espacio topolégico X tiene una cubierta
abierta separante si y sélo si X es un espacio 77.
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Demostracion. Primero supongamos que X es T y demostremos
que X tiene una cubierta abierta separante.
Definamos

B={X\{z}:ze X}

Vamos a probar que B es una cubierta abierta separante de X.
Como X es Tj, tenemos que X\{z} es abierto en X para toda
x € X, con lo que obtenemos que B C T(X).

Ahora, {z} C X\{y} para toda y # z, entonces

{o} X\ {y} 1y # 2}

Para la otra contencién, supongamos que existe z # x tal que
z € (HX\{y} : y # z}. Por ello, para todo y # z, se tiene que
z € X\{y}. Pero z # x, por lo tanto z € X\{z}, lo cual es una
contradiccién. En consecuencia,

(VX\{y} g # 2} C {a}.

Con lo que queda probada la primera implicacion.

Para probar la otra implicacién supongamos que existe una cu-
bierta abierta separante B de X. Para demostrar que X es T}
basta ver que {z} es cerrado para toda z € X.

Entonces sea x € X y elijamos y € X\{z}. Como y # z existe
B € B cony € Btal que x ¢ B. Entonces y € B C X\{x}, con
lo cual probamos que X\{z} es abierto en X. Por lo tanto X es
T;. O

1.18 Definicién. Sea X un espacio topoldgico. El peso separante
de X, denotado por sw(X), es el mas pequeno cardinal infinito x
tal que X tiene una cubierta abierta separante V con |V| < k.

1.19 Definicién. Sea X un espacio topoldgico. El peso punto
separante de X, denotado como psw(X), es el mds pequeno car-
dinal infinito x tal que X tiene una cubierta abierta separante V
con {Ae€V:pe A} < k para cada p € X.
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Es claro a partir de la definicién que psw(X) < sw(X).
1.20 Proposicién. Si X es un espacio 7}, entonces | X| < 250,

Demostracion. Sea C' una cubierta abierta separante de X, tal
que |C| = sw(X) (la existencia de tal cubierta esta garantizada
por ser X un espacio T; vedse la Observacién 1.17). Como C' es
cubierta separante,

() Vee X : {z}=({UeC:2ecU}

Definimos f : X — P(C) por medio de: f(z) ={U € C:x €U}
para toda r € X.

La propiedad (*) permite probar que f es inyectiva y por lo tanto
tendriamos que | X| < 25¢(%), O

Observe que, por la Proposicién 1.20, si X es un espacio 17,
con | X| > 2“ necesariamente sw(X) > w.

Por otro lado notemos que para espacios discretos X, se tiene
que psw(X) = w. Con lo que si X es un espacio discreto, tal que
| X'| > 2%, tenemos, por lo anterior, que psw(X) < sw(X).

1.21 Definicién. (1) Una coleccion B C T(X) es una pseu-
dobase de x en X si {z} = (\{B: B € B}

(2) El pseudocardcter de X en x, es el numero cardinal

(X, z) = min{|B| : B es una pseudobase de x en X} + w;

(3) El pseudocardcter de X es el nimero cardinal

(X)) = sup{(X,x) :x € X}.

Otra funcién cardinal que nos proporciona informacion local
de un espacio topoldgico es la estrechez.
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1.22 Definicion. Sea X un espacio topoldgico.

(1) La estrechez t(X,z) de X en el punto x es el mas pequeno
de los niimeros cardinales infinitos k£ que tienen la siguiente
propiedad: Para cada A C X tal que x € clx(A), eziste
B C A de tal manera que |B] < k y x € clx(B).

(2) La estrechez de X es el nimero cardinal infinito

t(X) = sup{t(X,z) 1z € X}

Continuamos con una serie de definiciones que se usaran pos-
teriormente, y algunos ejemplos que nos haran comprender éstas
con mayor claridad.

1.23 Definicién. Sea X un espacio topolégico. La amplitud de
X es el numero cardinal

s(X) = sup{|D|: D C X, D es discreto } +w

Note que la linea de Sorgenfrey tiene amplitud igual a Ry (ver
el ejemplo 1.29).

Sea k un cardinal infinito. Un espacio topolégico X es llamado
k-Lindelof si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta
de cardinalidad < .

1.24 Definicion. Sea X un espacio topoldgico. El grado de Lin-
delof de X es el nimero cardinal

L(X) =min{x > w : X es k-Lindeldf }.

1.25 Definicién. Sea X un espacio topoldgico. La extension de
X es el numero cardinal infinito

e(X) = sup{|D|: D C X,D es cerrado y discreto} + w.

Recordemos que una familia N C P(X) es una red para X si
para cada U C X abiertoy z € U, 3N € N tal que x € N C U.
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1.26 Definicion. Sea X un espacio topolégico. El peso de red
de X es el nimero cardinal:

nw(X) = min{|N| : N es una red para X} + w.
1.27 Definicién. Sea (X, T(X)) un espacio topoldgico.

(1) Decimos que B C T(X)\{0} es una w-base de X si para
todo G € T(X) distinto del vacio, existe un B € B con
B CG.

(2) El m-peso es el numero cardinal

mw(X) = min{|B| : B es una m-base de X} + w.

Resumiremos algunas desigualdades de funciones cardinales en
el siguiente diagrama (ver Proposicion 1.28).

w(X) X

En la siguiente proposicién establecemos algunas propiedades
importantes de las funciones cardinales d, w, ww, hL, nw, ¢, y
X que seran frecuentemente utilizadas a través de este trabajo.

1.28 Proposicién. Sean X y Z espacios topologicos.

(1) El m-peso domina a la densidad y es dominado por el peso,
es decir, d(X) < mw(X) < w(X).

(2) hL(X) < nw(X).
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(3) Si Z es imagen continua de X entonces ¢(Z) < ¢(X) y
d(2) < d(X);

(4) Si Z es imagen continua y abierta de X entonces w(Z) <
w(X) y x(2) < x(X).

Demostracion. (1) La prueba para la primera desigualdad es casi
la misma que en la proposicién 1.12 y para la otra desigualdad,
solo hay que fijarse en que toda base es una m-base.

(2) Sea N una red para X, con |N| = nw(X). Sea Y un sub-

espacio de X. Vamos a probar que Y es nw(X)-Lindel6f. Sea U
una cubierta abierta de Y. Definamos R = {N € N : existe U €
U tal que NNY C U}. Claramente |[R| < [N| = nw(X). Para
cada N € R fijemos un elemento Uy € U tal que NNY C Uy.
AFIRMACION: La coleccién V = {Uy : N € R}, es una subcu-
bierta de U.
En efecto: Claramente, V C U. Asi que bastard probar que
Y C UV. Para ello, sea y € Y. Entonces existe U, € U, tal
que y € U,. Con lo que existe V, abierto de X tal que VNY = U,,.
Comoy €V yNesred en X, existe N € Ntalquey e N CV.
Entoncesy € NNY C VNY C U,. Note ahora que esto tltimo im-
plica que N € R (en consecuencia R # ()). Consideremos ahora al
elemento Uy € U tal que NNY C Uy. Entoncesy € NNY C Uy.
Por lo tanto, y € Ux con lo que podemos concluir que Y C UV.

Resumiendo, hemos probado que Y es nw(X)-Lindel6f. Entonces
L(Y) < nw(X). En consecuencia, hL(X) < nw(X).

(3) Sea D un subconjunto denso en X tal que |D| = d(X),
sélo hay que probar que f(D) es denso en Z. Como f es sobre
y D denso en X, tenemos que Z = f(X) = f(cl(D)) y por la
continuidad de f tenemos que f(clx(D)) C clz(f(D)), con lo que
podemos concluir que Z = clz(f(D)) y de esta manera f(D) es
denso en Z.
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Para la otra desigualdad: Sea B una familia celular en Z. Fi-
jémonos en f~Y(B) = {fY(B) : B € B}. Demostraremos que
f71(B) es una familia celular en X. Por ser f sobre y B una familia
celular ,() ¢ f~(B). Ahora supongamos que f~'(B) N f~1(B) #
(0, para B, B’ € B distintos, entonces existe z € f~'(B N B’),
aplicando f tenemos que f(z) € B N B’ contradiciendo el he-
cho que B es una familia celular. Con lo que concluimos que
o(2) < |f1(B)] < e(X)

(4) Sea B una base de X tal que |B| = w(X). Vamos a pro-
bar que f(B) = {f(B) : B € B} es base para Z. Sea U C
Z abierto. Como f es continua, existe {Cs}ses € B tal que
F7HU) = U,es Cs. Entonces U = |J,.q f(Cs). Note que cada
elemento f(Cs) € f(B).

Como los elementos de f(B) son subconjuntos abiertos de Z (puesto

que B es base de X y f es abierta), tenemos que f(B) es una base

de Z. Asi que w(Z) < |f(B)] < |B|] = w(X).

Probaremos ahora que x(Z) < x(X). Para ello consideremos un

punto z € Z. Como f es sobreyectiva, existe x € X, tal que f(z) =

z. Tomemos una base local B, de x en X tal que |B,| = x(X, z).

Como f es abierta, la colecciéon f(B,) = {f(B) : B € B,} esta

formada por subconjuntos abiertos de Z.

AFIRMACION: f(B,) es base local de Z en z.

En efecto: es claro que z € f(B) V B € B,. Sea U un abierto

en Z tal que z € U. Entonces z € f~1(U) y f~1(U) es un abierto

en X. Como B, es base local de X en z, existe B € B, tal que

r € BC f1(U). Entonces z = f(z) € f(B) CU.

Como f(B,) es base local de Z en z, tenemos que x(Z,z) <

()] < [Ba] = x(X,2) < x(X). Por lo tanto, x(2) < x(X).
0

1.29 Ejemplo. Veamos que si X es la linea de Sorgenfrey, en-
tonces hL(X) = hd(X) = Ry < w(X).
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Comencemos por la segunda desigualdad. Vamos a probar que
ninguna coleccion de abiertos R de cardinalidad < ¢ puede ser una
base para la recta de Sorgenfrey. Definamos como B={A € R: A
es acotado inferiormente}. Si B = () entonces el conjunto abierto
[1,2) no puede ser cubierto por ninguna subcoleccién de R. Asi que
podemos suponer que B no es vacio. Claramente la cardinalidad
de B es menor estricto que ¢. Para cada A € B, sea ay = infA.
La coleccién D = {a4 : A € B} tiene cardinalidad menor que c.
Entonces existe un punto z € R\ D.

AFIRMACION Para el abierto [,z + 1) no existe subcoleccién de
R cuya unién sea igual a [z, + 1).

En efecto, supongase que 8§ C R es tal que [z, + 1) = [J, s 4.
Entonces para toda A € § se tiene que A C [z,x + 1). Asi que
ay > x para toda A € 8. Como x € [x,x + 1), existe una Ay € 8
tal que x € Ay. En consecuencia, ay, < z. Por lo tanto, te-
nemos que x = a4, contradiciendo la elecciéon de x. La anterior
afirmacion muestra que R no puede ser una base para la linea de
Sorgenfrey.

Ahora veamos que hL(X) = Ny. Sea Y un subespacio cual-
quiera de X, y sea ¥ una familia de subconjuntos abiertos de X
tal que Y C [JJF. Sin perdida de generalidad se puede suponer
que los elementos de la familia F son abiertos basicos del espacio
X. Sea M = {(a,b) : [a,b) € F}, y sea Z = |JM. Dado que
R (con la topologia usual) es hereditariamente Lindel6f, pues es
un espacio segundo numerable, L(Z) = Ny. Asi de la cubierta
abierta M de Z, se puede extraer una subcubierta numerable N.
Sea § = {[a,b) : (a,b) € N}.

AFIRMACION: El conjunto Y\ G es a lo méds numerable.

En efecto: Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que
Y\ UY| > No. Dado que F es una cubierta de Y, para cada
r € Y\ UG, podemos elegir un elemento [a,,b,) en F, de tal
manera que, £ € |a,,b;). Obsérvese que * = a,, para cada
r € Y\ UG Ahora si x y y son dos elementos distintos de
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Y \ UG, entonces los correspondientes intervalos abiertos (a,, b,)
y (ay,by) son ajenos. De otra forma, supongamos que z < y y que
existe z € (ay,b;) N (ay, b,). Entonces v < y < z < b,; de donde,
y € UG, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, la familia
C = {(az,by) : © € Y\ UG} es una familia celular de abiertos
no vacios del espacio R, cuya cardinalidad excede N, lo cual con-
tradice el hecho de que R tiene celularidad numerable. Por lo
tanto, |Y \ J 9| < Ng. De todo lo anterior, podemos concluir que
F posee una subcubierta numerable, y por lo tanto hL(X) = w.

Y por ultimo probaremos que el espacio X es hereditariamente
separable. Sea Z un subespacio arbitrario de X, y sea A el con-
junto de puntos aislados de Z en X. Dado que hL(X) = N, (ver
parrafo anterior), L(A) = Rg. De donde |A| < Ny. Ahora consid-
eremos a la familia B = {(p,q) : p,q € Qy p < ¢} de intervalos
abiertos de R. Para cada B € B, tal que BN Z # (), elijamos un
elemento zg € BN Z.

AFIRMACION. El conjunto D = AU{zp: B€ B,BNZ # 0} es
un subespacio denso del subespacio Z. Note que |D| < N,.

En efecto: Consideremos un abierto no vacio V de Z. Elijamos
un elemento bésico [a, b) de la topologia de la linea de Sorgenfrey
de tal modo que: 0 # [a,b)NZ C V.

Si {a} = [a,b) N Z, entonces a € A. De donde, VN D # {,
pues a € ANV. Si por el contrario, existe un z € (a,b) N Z,
entonces podemos elegir, p,qg € Q, con p < ¢, de tal modo que
z € (p,q) C (a,b). Como (p,q)NZ #0,B = (p,q) € B . Conside-
remos al correspondiente elemento xp. Para tal elemento ocurre
que zg € B = (p,q) C [a,b) y xp € D. De donde también en
este caso sucede que VN D # (). Por lo tanto D es denso en Z.
Y como Z fue arbitrario lo anterior prueba que d(Z) < Ry, por lo
cual, hd(X) = No.

Finalizaremos la presente seccién demostrando algunos lemas
referentes a cotas para la cardinalidad de los espacios topoldgicos.
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1.30 Lema. Sea X un espacio Ty, entonces | X| < 2",

Demostracion. Sea N una red para X con |N| = nw(X). Es facil
verificar que la funcién f : X — P(N), definida por f(z) ={U €
N:z €U}, donde x € X, es inyectiva. ]

a(x)
1.31 Lema. Sea X un espacio T, entonces w(X) < 22

Demostracion. Por la Proposicién 1.15 sabemos que |X| < 9219

y también sabemos que w(X) < 2% |, con lo que podemos concluir
(X)

que w(X) < 222d 0

1.2 El teorema de Hewitt-Marczewski-
Pondiczery

En esta seccion probaremos el importante teorema sobre la densi-
dad de un producto topoldgico, debido a E. Hewitt, E. Marczewski
y E. S. Pondiczery.

Con el propdsito de hacer clara la exposicién de este teorema
es que analizaremos a los cubos de Cantor.

Sea x un numero cardinal arbitrario. Consideremos el pro-
ducto topolégico D(2)" de k copias del espacio discreto D(2) de
cardinalidad dos. Dado que el producto topolégico de un ntimero
finito de espacios discretos es un espacio discreto, cuando k es un
nimero cardinal finito, el peso, la densidad y la celularidad de
D(2)" son iguales al cardinal del espacio D(2)".

La pregunta natural a lo anterior es qué sucede en el caso en que
k es un numero cardinal infinito. Con el propédsito de esclarecer
esto, recordemos que un elemento tipico de la base candnica B
para D(2)" es un conjunto de la forma

lat,...,an;Ur,...,Up] ={f : k= {0,1} : f(aj) €Uj; j=1,...n}

donde o; € Ky U; € D(2) es un abierto propio no vacio, para
cada j = 1,...,n. Observe que las posibles elecciones para los
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subconjuntos abiertos propios no vacios U; son: {0} y {1}. Con
esto en mente, no es dificil demostrar que |B| < k. De esta forma
podemos garantizar que w(D(2)") < k.

1.32 Proposicion. Sea k > w. Entonces
w(D(2)") = x(D(2)") = ¢¥(D(2)") =

Demostracion. Bastard demostrar que k£ < ¢(D(2)").

Supongamos lo contrario; esto es, supongamos que ¥ (D(2)") < k.
Entonces (D(2)",0) < k, donde 0 : £ — {0,1} es la funcién
constante de valor 0. Sea A una pseudobase de 0 en D(2)" tal que
|A| < k. Sin perdida de generalidad se puede suponer que los el-
ementos de A son vecindades canénicas de 0 en D(2)". Ahora,
para cada W = [0;aq,...,0,;U1,...,U,] en A, sea K(W) =
{a1,...,a,}. Definamos K = (Jy,c 4 K(W). Entonces K C &
y |K| < k. De donde, k\ K # (). Sea X,k : & — {0, 1} la funcién
caracteristica de £\ K. Entonces g € (1A ¥ Xx\x 7# 0; lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, ¥(D(2)*) > k. O

1.33 Lema. Sea k > w. Si A es un conjunto de cardinalidad 2%,
entonces existe una topologia Hausdorff en A cuyo peso es menor
o igual a k.

Demostracion. Sea D(2)* el producto topolédgico de k copias del
espacio discreto de cardinalidad 2. Por la Proposicién 1.32, existe
una base B de D(2)" cuya cardinalidad es exactamente k. Dado
que |A| = 2", existe f: A — D(2)" funcién biyectiva. La familia

T={f"YU):U € B}

es base de una topologia Hausdorff para A cuyo peso es menor o
igual a k. [

1.34 Proposicién. Si k > w, D(k) es el espacio discreto de
cardinalidad x y T es un conjunto de cardinalidad 2%, entonces

d(D(r)") <k
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Demostracion. Por el lema anterior, podemos considerar en 1" una
topologia Hausdorff T cuyo peso es menor o igual a k. Asi, pode-
mos fijar una base B para T cuya cardinalidad no excede a k.
Sea

F={{U,....,U0,} € [B]**:U;NU; =0, parai # j},
donde [B]<¥ = {AC B:|A| < w}.

Considere ahora al siguiente conjunto:

D ={f €Dk HU}L, € Ftal que fl, =iy

f|T\u?:1Ui = ¢, donde ¢, ¢ - ¢y, € SON constantes }

Claramente, D C D(k)" y |D| < k. Aun maés, el conjunto

D es un subconjunto denso de D(k)T. Efectivamente, sea W =

Ny 7 ({wid) = [t tas {yi}, - - {ya}] un abierto canénico

del producto topolégico D(k)T (donde y; € D(k) y t; € T, para

cada ¢ = 1,...,n). Podemos suponer que t; # t;, para i # j.

Por la eleccién de la base B, existen Uy,...,U, € B tales que

ti €Uy UnNU; =0 (sii# j). Consideremos ahora la funcién
g: T — D(k) dada por lo siguiente:

y; siteU; parat=1,...,n;

g(t) = { . R

U1 siteT \ Ui:lUi

Entonces, g € DN W. De lo cual, D es denso en D(x)T. Por lo
tanto, d(D(k)T) < |D| < k. O

1.35 Teorema. [Hewitt-Marczewski-Pondiczery] Sea k > w, y sea
{ X4 }aer una coleccién no vacia de espacios topoldgicos no vacios.
Sid(X,) < kparacadaa € I'y|I| < 2", entonces d(Il,e; X,) < k.

Demostracion. Sea, para cada o € I, D, C X, un subespacio
denso tal que |D,| < . Claramente [],.; Do C [].c; Xa es



22 Funciones Cardinales

un subespacio denso; de lo cual d([],c; Xoa) < d([[,e; Da) (ver
Proposicién 1.14). Asi, basta demostrar que d(]],c; Da) < .

Ahora, dado que para cada o € I la cardinalidad de cada D,
no excede a k, existen funciones sobreyectivas

fa : D(k) — D,

Claramente, cada funcién f, es una funcién continua. De donde,
la funcién producto

Hf"‘ :D(r)! — HDO‘

acl ael

es continua y sobreyectiva.

Debido a que la densidad no se incrementa bajo imagenes con-
tinuas (ver Proposicién 1.28 (3)), bastard demostrar que d(D(x)!)
< k. Pero nétese que si |I| = v, entonces D(k)! es homeomorfo al
producto D(k)?; ademds, note que este tltimo espacio es imagen
continua del producto D(x)?" (la funcién m : D(k)?" — D(k)?
dada por 7(f)(3) = f(B), donde f € D(xk)*" y B < 7, es una
funcién continua y sobreyectiva). Asi, por la proposicién anterior,

d(D(r)") < d(D(r)?") < . O

1.36 Definicién. Sea X = [],.; Xo un producto topolégico, y
sea V = [],c; Vo un abierto candnico (o basico) en X, entonces

K(V)={B€1:Vs#Xs)
es llamado el soporte de V.

1.37 Corolario. Si {X, : o € A} es una familia de espacios to-
polégicos tales que d(X,) < k, para cada a € A, entonces

o([[{Xa:acA}) <k
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Demostracion. Sea X = [[{X, : @ € A}. Supongamos que existe
una familia celular W en X cuya cardinalidad excede a k. Entonces
podemos elegir una familia

V={Vy:A\<k"}

de abiertos no vacios ajenos dos a dos en X. Claramente, pode-
mos suponer que los elementos de la familia V son abiertos bésicos
canoénicos de X.

Sea, para cada A\ < k™, K(V}) el soporte de V).

Sea B = J,..« K(V\). Claramente, |B| < 2". Entonces si
Y = [[,e5 Xa, por el Teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery,
d(Y) < k. Pero si V¥ = mp(V)) es la proyecciéon de V) en Y,
entonces la familia

W={Vi: A<k"}

es una familia celular en Y cuya cardinalidad excede a k. Pero
esto es una contradiccion, ya que la celularidad de un espacio
esta siempre dominada por la densidad del mismo. Por lo tanto,
c(X) < k. O
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Capitulo 2

Teoria de Reflejo

hora nos abocaremos a la teoria de reflejo. Si tenemos
un espacio topolégico X, una propiedad topoldgica P
y una clase D de subespacios de X, es posible pregun-
tarnos si el hecho de que todos los subespacios perte-
necientes a la clase D tienen la propiedad P, implica que X debe
tener necesariamente esta misma propiedad. Cuando esto sucede
se dice que la propiedad P es reflejada de los subespacios al espacio
X.

En el ambito de la teoria de las funciones cardinales topoldgicas,
la clase D de subespacios es comunmente la clase de los subespa-
cios de cardinalidad < k (para un cardinal infinito &, fijo) y la
propiedad topolégica P es cominmente la propiedad: ¢(Y) < &,
para alguna funcién cardinal ¢ fija. De esta manera, uno puede
preguntar si el hecho de que todos los subespacios Y, de cardina-
lidad < &, de un espacio X satisfacen que ¢(Y) < k, implica que
»(X) < k. Cuando esto ocurre para todos los espacios topoldgicos
X en una cierta clase fija € de espacios topoldgicos, se dice que la
funcién cardinal ¢ refleja al cardinal x en la clase C.

Es valioso comentar que el estudio de las propiedades de reflejo
de funciones cardinales topolégicas fue iniciado por I. Juhasz y A.
Hajnal en sus trabajos [24], [11], y en [19] R. Hodel y J. Vaughan
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realizaron el primer estudio sistematico de teoremas de reflejo para
funciones cardinales topolégicas.

En este capitulo haremos un breve analisis de las propiedades
de reflejo para las funciones cardinales m&s basicas. Para ello
seguimos la linea marcada por R. Hodel y J. Vaughan. En todo el
capitulo se asumird que | X| > w.

2.1 Hechos basicos de la teoria de re-
flejo

Iniciamos la presente seccién con la nocién de reflejo en funciones
cardinales.

2.1 Definicién. Sea X un espacio topolégico y sea x un cardinal
infinito. Se dice que una funcién cardinal ¢ refleja al cardinal &
si se cumple la siguiente condicién:

(%) si ¢(X) > K, entonces existe Y C X tal que |Y| < ky oY) > k.

Se puede comprobar facilmente que cualquier funciéon cardinal
refleja al cardinal w.

Por otro lado, note que la condicién (*) en la anterior definicién
es equivalente a lo siguiente:

e Si para todo subespacio Y de X, con |Y| < &, se tiene que
oY) < kK, entonces ¢(X) < k.

Debemos mencionar también que para algunas funciones car-
dinales es necesario restringir la clase de espacios en consideracion
con la finalidad de obtener “buenos” teoremas de reflejo. La
definicion apropiada en este caso es la siguiente.

2.2 Definicién. Una funcién cardinal ¢ refleja al cardinal infinito
k, en una clase C de espacios topologicos, si para cualquier X € C
con ¢(X) > k, existe un subespacio Y de X con |Y| < Ky ¢(Y) >
K.
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Cuando C sea la clase de los espacios topoldgicos, diremos sim-
plemente que “¢ refleja al cardinal infinito x”. Otro concepto rela-
cionado con el reflejo es la nocion de reflejo fuerte, que definiremos
a continuaciéon. Un poco mas adelante, en el Lema 2.6, veremos
la relacion que hay entre el reflejo y el reflejo fuerte.

2.3 Definicién. Sea ¢ una funcién cardinal, X un espacio topo-
l6gico v sea k > w. Diremos que ¢ refleja fuertemente a k si el
hecho de que ¢(X) > x implica la existencia de un subespacio Y
de X con las siguientes propiedades:

(1) Y <wiy
(2) VZ C X conY C Z, se tiene que ¢(Z) > k.

Es claro que toda funcion cardinal refleja fuertemente a w. Por ello
podemos pensar que el nimero cardinal x, en la anterior definicién,
es estrictamente mayor que w.

Recordemos que un cardinal A es regular si A = cf()), véase
[20].

Es importante mencionar, en este momento, la nocién de ca-
dena creciente de subespacios.

2.4 Definicion. Sea A un cardinal infinito. Una cadena creciente,
de longitud A, es una coleccion {X, : @ < A} de subespacios de
un espacio topolégico X que cumple las siguientes condiciones:

(1) X =U{Xa:a< A}l y
2) VB<a<A,X;C X

Obsérvese que en la definicién de una cadena creciente de sub-
espacios podemos suponer que el cardinal A\ es un cardinal regular,
esto es asi debido a que

UiXa o< M = J{Xa e <ef(W)}
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Efectivamente, es claro que sélo habra que probar que | J{ X, :
a <A} CU{Xa:a<cef(N)}. Paraello, sea z € [J{ Xyt a < A},
entonces existe a < A tal que x € X,. Por definicién de c¢f())
existe v € ¢f(\), con a < v; como la cadena es creciente, X, C
X,. Porello z € | J{X, : v < cf(N\)}. Entonces |J{X,:a <A} C
U{X, v <ef(N)} O

El reflejo fuerte de una funcion cardinal ¢ tiene una relacion
intrinseca con el célculo de valores de la funcién cardinal en un
espacio X que puede ser descompuesto en una cadena creciente de
subespacios.

2.5 Definicién. Diremos que una funcién cardinal ¢ satisface
la propiedad de la union creciente para r (lo cual serda denotado
por IU(k)), si siendo {X, : @ < A} una cadena creciente de
subespacios de X cuya longitud excede a r (esto es, Kk < A), y
#(Xa) < k para todo o < A, se tiene que ¢(X) < k.

El siguiente lema resume las relaciones que hay entre los con-
ceptos de reflejo, reflejo fuerte y la propiedad de unién creciente.

2.6 Lema. Sea ¢ una funcién cardinal y x > w.

(1) Si ¢ refleja fuertemente a k entonces ¢ refleja a k.

(2) Si ¢ refleja fuertemente a k, entonces ¢ satisface U (k).

Demostracion. (1) se sigue inmediatamente de la definicién.
Para demostrar (2) sea {X, : @ < A} una cadena creciente de
subespacios, donde Kk < X\ y A es regular.
Supongamos que para todo a < A, ¢(X,) < k; debemos demostrar
que ¢(X) < k. Vamos a suponer lo opuesto para llegar a una
contradiccién. Supongamos entonces que ¢(X) > k. Debido a que
¢ refleja fuertemente a k, existe Y subespacio de X, con |Y| < &
tal que paratodo Z C X con Y C Z, se tiene que ¢(Z) > k. Ahora
bien, puesto que { X, : @ < A} es creciente, A es regular, |Y| < ky
Kk < A, existe a € A tal que Y C X,,. Como ¢ refleja fuertemente
a Kk tenemos que ¢(X,) = K; lo cual es una contradiccion. O
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La densidad es un ejemplo de una funcién cardinal que refleja
a ciertos cardinales infinitos, pero puede no reflejarlos fuertemente
(véase 2.19 y 2.21)

2.7 Observacion. Note que si ¢ es una funcién cardinal mondétona
que refleja a un cardinal infinito x, entonces ¢ refleja fuertemente
a k. En efecto, si ¢(X) > k, entonces existe Y con |Y| < & tal que
#(Y) = k. Puesto que supusimos que ¢ es mondtona, si Z C X
es tal que Y C Z, se tiene que ¢(Z) = ¢(Y) = k.

A continuacién enunciaremos dos propiedades de reflejo y reflejo
fuerte, que seran frecuentemente utilizadas en lo que resta del tra-
bajo.

2.8 Lema. Sea x > w. Si una funcién cardinal ¢ refleja a ™,
entonces h¢ refleja fuertemente a x™.

Demostracion. Puesto que h¢ es mondtona, es suficiente probar
que h¢ refleja a kT (véase la Observacién 2.7). Supongamos que
ho(X) = sup{p(Y) : Y C X} > k™, entonces existe Y C X
tal que ¢(Y) > k™ (va que si ¢(Y) < kT VY C X, entonces
sup{p(Y) : Y C X} < k*). Luego, dado que ¢ refleja a k™,
existe Z C Y con |Z] < kT tal que ¢(Z) > xT. Claramente
h¢(Z) > k. O

2.9 Lema. Si ¢ refleja fuertemente a todo cardinal sucesor, en-
tonces ¢ refleja fuertemente a todo cardinal infinito.

Demostracion. Sea k un cardinal limite y supongamos que ¢(X) >
k. Para cada cardinal infinito A < &, se tiene que ¢(X) > AT.
Debido a que ¢ refleja fuertemente a A, existe un subespacio Y
de X con |Y)| < AT tal que para todo Z C X, parael cual Yy, C Z,
se tiene que ¢(Z) > \T.

Sea Y = [J{Y) : A < k}. Claramente tenemos que |Y| < &, y para
todo Z C X talque Y C Z, ¢(Z) > k (supongamos que ¢(Z) < K,
entonces existe \ tal que ¢(Z) < A < k, pero entonces ¢(Z) < A,
contradiciendo la hipdtesis). O
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2.10 Observacion. Note que como una aplicacién de los anterio-
res lemas y la Observacién 2.7, podemos probar facilmente que si
¢ es mondtona y refleja a todo cardinal sucesor, entonces ¢ refleja
fuertemente a todo cardinal infinito.

La siguiente definicién contiene otra nocién relacionada con el
reflejo.

2.11 Definicion. Sea k > w. Se dice que una funcién cardinal
¢ tiene la propiedad de Darboux en k si se verifica la siguiente
condicion:

si (X)) > k, entonces existe Y C X tal que ¢(Y) = k.

La relacion entre reflejo y la propiedad de Darboux se aclara
en la siguiente proposicion.

2.12 Proposicién. Si ¢ refleja a k y para todo X se tiene que
#(X) < |X| + w, entonces ¢ tiene la propiedad de Darboux en k.

Demostracion. Supondremos que ¢(X) > k > w. Entonces, de-
bido a que ¢ refleja a k, existe Y C X con |Y| < k tal que
oY) = k. Pero ¢(Y) < |Y| +w < K, por lo tanto ¢(Y) = k. [

Debemos comentar que la hipotesis de que ¢ este dominada
por la cardinalidad en el teorema anterior no puede ser omitida.
Hajnal y Juhész han demostrado que el peso refleja a todo cardi-
nal k, pero no necesariamente tiene la propiedad de Darboux en
k [12, 13].

El diagrama siguiente resume algunas de las relaciones que
hay entre las distintas nociones de la teoria de reflejo que hemos
introducido hasta este momento.



Hechos basicos de la teoria de reflejo 31

¢ refleja fuertemente k

si ¢ mondétona

\

¢ refleja K ¢ satisface IU (k)

uponiendo que ¢ ||+ w

|

¢ tiene la propiedad de Darboux en k

Uno puede preguntarse si la propiedad de Darboux y la propie-
dad de la union creciente, separadas o juntas, implican la propiedad
de reflejo para funciones cardinales. El siguiente resultado da res-
puesta negativa a esta pregunta.

2.13 Teorema. Para cada k > w, existe una funcién cardinal ¢
tal que:

(1) ¢ es mondtona y ¢ < || + w;
(2) ¢ satisface IU(k) y tiene la propiedad de Darboux en x;
(3) ¢ no refleja a k.

Demostracion. Sea k > w un cardinal y sea {x,, : n € w} la sucesién
definida de la siguiente manera: ko = Kk y para cada n € w,
Fny1 = K. Sea u = sup{r,:n € w}. Note que cf(u) = w.
Definamos ahora ¢ por medio de la férmula siguiente:

w oSt X <

P(X) =
kst | X| > p.

Claramente ¢ satisface (1).
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Puesto que ¢(X) > K es imposible, automdaticamente ¢ tiene
la propiedad de Darboux en k.

Para verificar que ¢ satisface IU(k), supongamos que

X=J{Xa:a<A},

donde A > k, A regular, { X, : @ < A} creciente y para todo oo < A,
#(Xa) < Kk (i.e. para todo o < A, | X,| < p). Notemos que es su-
ficiente probar que | X| < p.

Ahora, para probar que | X| < p. Note lo siguiente:

* Si A < p, entonces claramente | X| < p. Ya que
| X| = ‘U{Xa ta < A < supaan| Xol < A-p=p

** En el caso A > p, veremos primero que 3j, € w tal que
| Xo| < Ky, para todo a < A. Para probar esto supong-
amos lo contrario, entonces para cada j € w da < A tal
que |X,| > kj, pero como cf(A) > w, entonces debe existir
ap < A tal que |X,| > kj, para todo o > ag, y Vj € w,
pero |X,,| < i, lo que implica que existe un i € w tal que
| Xuo| < ki (esto por propiedades del supremo), lo cual es
una contradiccién.

Supongamos ahora que |X| > p. Sea Y un subconjunto de
X tal que |Y| = Kj,11. Puesto que A > kj,41y A es regular
y la cadena {X, : a < A} es creciente, existe @ < A tal que
Y C X,. Entonces tenemos que |Y| < |X,| < kj,. Lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto se satisface (2).

Finalmente, para probar (3), sea X un espacio con |X| > pu.
Entonces , ¢(X) > k; pero para todo Y subespacio de X con
Y| < k&, se tiene que ¢(Y) = w. Por tanto, ¢ no refleja a k. O
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2.2 Teoremas de reflejo para c, e, s, L
y d

El primer resultado de esta seccion establece que las funciones
cardinales celularidad, extension y amplitud reflejan fuertemente
a todo cardinal infinito en la clase de los espacios topolégicos.

2.14 Teorema. Las funciones cardinales ¢, e y s reflejan fuerte-
mente a todo cardinal infinito.

Demostracion. Por el lema 2.9, para la funcién cardinal ¢ es sufi-
ciente probar que c refleja fuertemente a todo cardinal sucesor x*.

Supongamos que ¢(X) = kT puesto que ¢(X) > kT > K, exis-
te una familia celular {V,, : « < k™} de cardinalidad <™.
Paracada o < kT, seax, € V, y construyamos Y = {z, : o < KT }.
Claramente |Y| < k7, y ademads, para cada Z C X tal que Y C Z,
o(Z) = kT (vaque {VoNZ:«a< k"} forma una familia celular
en Z). Por tanto c refleja fuertemente a x¥.

Para el caso de la funcién cardinal e, nuevamente es suficiente
probar que e refleja fuertemente a todo cardinal sucesor.
Supongamos que e(X) > kT. Como e(X) > kt > K, existe un
conjunto Y cerrado y discreto en X, de cardinalidad . Note que
para cada Z C X tal que Y C Z, se tiene que e(Z) > k" (Y NZ
es discreto y cerrado en Z, con |[Y N Z| = k™). Por tanto e refleja
fuertemente a x*.

Para la funcién cardinal s probaremos primero! que s = he.
Sea D un subconjunto discreto de X. Como D es discreto, para
todo x € D existe U abierto en X tal que UND = {z}. Formemos
el conjunto {{z} : © € D}, es claro que dicho conjunto es una

INote, que para esta prueba, podriamos haber hecho lo mismo que para la
funcién cardinal e.
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familia celular en D y que |D| = [{{z} : = € D}|, entonces
|D| < he(X). Como el subconjunto discreto D fue elegido ar-
bitrariamente tenemos la desigualdad s(X) < he(X).

Para la otra desigualdad tomemos un subespacio Y de X y
una familia celular € = {V; : s € S} en Y. Tomemos para cada
s € S un unico z; € V; y formemos el conjunto D = {zs : s €
S}, es claro que D es un subespacio discreto de X y que |C| =
{zs : s € S}|. Entonces |C] < s(X). Asi, como €y Y fueron
elegidos arbitrariamente, entonces s(X) es una cota superior para
el conjunto {¢(Y) : Y C X}, con lo que afirmamos que hc(X) <
s(X). Podemos concluir que s = he.

Como c refleja a todo cardinal sucesor, de los lemas 2.8 y 2.9, se
tiene que s refleja fuertemente a todo cardinal infinito. O

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del teo-
rema anterior, el Lema 2.6 y la Proposicién 2.12.

2.15 Corolario. Para todo cardinal infinito , las funciones car-
dinales ¢ , e y s satisfacen IU (k) y tienen la propiedad de Darboux
en k.

Con la finalidad de hacer clara la exposicion del siguiente teo-
rema, recordaremos algunas nociones bésicas de la teoria de los
nimeros cardinales.

Recordemos primeramente que un numero cardinal x es lla-
mado cardinal limite si para todo cardinal v < k se tiene que v <
k. Por otro lado, el cardinal k es llamado regular si k = cf(k); y es
llamado cardinal singular si k > cf(k). Recuérdese también que k
es un cardinal limite fuerte si 8 < k implica que 2° < k. Ademas,
k es un cardinal débilmente inaccesible si k es limite y regular, y es
un cardinal fuertemente inaccesible si k es limite fuerte y regular.

Notese que como todo cardinal sucesor es regular, necesaria-
mente todo cardinal singular es un cardinal limite.
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Observe también que si se supone cierta la hipétesis generali-
zada del continuo, esto es, si se supone cierta la proposicion:

HGC: Vi > w, kT =27,

entonces todo cardinal limite es un cardinal limite fuerte; por
esta razon los cardinales fuertemente inaccesibles coinciden con los
cardinales débilmente inaccesibles. Por ello podemos referirnos a
éstos simplemente como cardinales inaccesibles.

Es sabido que la HGC es consistente con la proposiciéon “ZFC+
no existen cardinales inaccesibles”. Estos hechos seran utilizados
en el siguiente teorema.

2.16 Teorema. Las siguientes afirmaciones son ciertas.
(1) El grado de Lindelof L refleja a todo cardinal sucesor.

(2) L refleja a todo cardinal singular limite fuerte en la clase de
espacios Hausdorff.

(3) Suponiendo HGC +(no existen cardinales inaccesibles), L
refleja a todo cardinal para la clase de espacios Hausdorff.

(4) Para un cardinal singular s, L no necesariamente tiene la
propiedad de Darboux en k (en consecuencia no necesaria-
mente refleja a k) para la clase de espacios T7.

(5) Para cardinales no numerables x, L no necesariamente sa-
tisface IU (k) (y por lo tanto no necesariamente refleja fuerte-
mente a ) en la clase de espacios Hausdorff y completamente
normales.

Demostracion. (1) Sea k un cardinal infinito.

Supongamos que L(X) > kT, entonces existe una cubierta abierta
U de X para la cual no existen subcolecciones de U de cardinali-
dad < k1 que cubran a X.
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Tomemos un xg € X y sea Uy € U tal que zy € Up; como
{Up} no cubre a X existe un x; € X \ Uy. Tomemos un U; € U
tal que 1 € Uy (21 € Uy \ Up); como {Uy, U1} no cubre a X
escojamos un 3 € X \ (Up U Uy), entonces existe Uy € U, tal que
xg € Uy \ (UyUU;). Sea oo < kT y supongamos que para cada
[ < « se hizo la misma construccion, es decir, hemos tomado
x5 € X \U,.5U,, y hemos tomado Us € U tal que x5 € Up.
Como L(X) > " la familia {Us : f < a} no cubre a X. En
consecuencia, existe z, € X \ Uy, Us. Elijamos U, € U tal que
ro € U,. Esto termina nuestra construccién. Note que hemos
construido dos colecciones; a saber,

{Uy:a<rt}y

Y ={r,:a<k’}

en donde z, € Uy \ Us,, Us-

Es claro que |Y| < k*, y que L(Y) > k1, ya que {U, NY :
a < KT} es una cubierta abierta a la que no se le puede extraer
una subcubierta de cardinalidad menor que ™, esto por la misma
construccién de Y. Por tanto hemos probado que L refleja a k.

(2) Supongamos que  es un cardinal singular limite fuerte y
que L(X) > k, donde X es un espacio de Hausdorff. Como X es
Ty, tenemos que | X| < 22" (véase 4.12 en [18]). Note ahora que
como k es limite fuerte, lo anterior implica que s(X) > k (porque
L(X) < |X]). Aplicando el teorema de Hajnal-Juhdsz (véase 12.3
en [18]), podemos concluir que existe un subespacio discreto Y de
X tal que |Y| = k. Claramente tenemos que L(Y) > k.

(3) Se sigue de (1) y (2).

(4) Sea k un cardinal singular. Considere X = [0,x"). La
familia con elementos de la forma [0, «) \ {ay, ..., @, }, donde para
cada i € {1,...,n} a; < a < Kk, es base para una topologia T}
sobre X. Se tiene que L(X) > k. En efecto, sea o < k™ arbitrario.
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Considere

U= {[0,) \ {0} J{0. 8+ D\ {8} : < B < xT},

entonces U es una cubierta abierta de X. Note ahora quesi’V C U
tiene cardinalidad < k, entonces v = sup {3 : [0, + 1)\ {5} € V}
< k. Por ello, v ¢ |JV. Por lo tanto V no puede ser cubierta
abierta de X; asi, L(X) > «* (de hecho L(X) = k™).

Demostraremos ahora que no existe ¥ C X con L(Y) = &
(esto mostrard que L no tiene la propiedad Darboux en k).

Sea Y C X arbitrario. Si |Y| = k™, entonces L(Y) = &™.
(Para convencerse de ello considere a la coleccién U definida en el
péarrafo anterior, entonces Uy = {UNY : U € U} es una cubierta
abierta de Y que no admite subcubiertas de cardinalidad < x7.)

Supongamos que Y| < k, Probaremos que L(Y) < k. Como
Y C X =[0,s") y |Y] < K, existe un ordinal o < k™ tal que
Y es isomorfo (en orden) a . Ma4s aun, podemos suponer que
a = [+ n, donde § es un ordinal limite y n € w. Sea pu = cf(f),
entonces p es regular y como x es singular también tenemos que
i < k. Finalmente, es facil probar que L(Y) < p.

(5) Sea x un cardinal no numerable. El espacio requerido es
X =[0,x7) con la topologia del orden. Es conocido que L(X) =
kT (ver [9]). Para cada o € kT, sea X, = [0,]. Entonces X =
Uap<cit Xa. Observe que para todo o € k%, L(X,) = w. O

2.17 Corolario. La funcion cardinal AL refleja fuertemente a
todo cardinal infinito.

Demostracion. Por el Teorema 2.16 (1) L refleja a todo cardinal
sucesor, y por el Lema 2.8, hL refleja fuertemente a todo cardinal
sucesor; por ultimo, por el Lema 2.9 hL refleja fuertemente a todo
cardinal infinito. O

Ahora analizaremos las propiedades de reflejo de la densidad.
En el articulo [13] A Hajnal e I. Juhdsz establecen resultados que
relacionan a la funcién cardinal d con la propiedad de Darboux.
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R. E. Hodel y J.E. Vaughan demuestran en [19] que para el caso de
la funcién cardinal densidad, la propiedad de Darboux y el reflejo
son lo mismo. Esto demuestra que los teoremas de Juhész y Haj-
nal son en verdad teoremas de reflejo.

2.18 Teorema. Las siguientes proposiciones son equivalentes para
cualquier cardinal x > w.

(1) La funcién cardinal d refleja a x;
(2) La funcién cardinal d tiene la propiedad de Darboux en .

Demostracion. (1) = (2). Se sigue de la Proposicién 2.12.

(2) = (1). Supongamos que d tiene la propiedad de Darboux
en ky que d(X) > k. Debemos probar que existe Y C X tal que
Y| <kydY) >k
Tenemos entonces dos casos:

(a) Si d(X) > K, como d tiene la propiedad de Darboux existe
Y C X tal que d(Y) = k. Ahora sea D un subconjunto denso de
Y tal que |D| = d(Y). Entonces |D| = k. Como d(D) > d(Y) =k
(ver Proposicién 1.14), se tiene que d(D) = k, y |D| = k. Asi d
refleja a k.

(b) Si d(X) = k, tomamos un subconjunto denso D de X con
|D| = d(X). Dado que d(D) > d(X) = &, se tiene que d(D) = k
y |D| = k.

Por tanto d refleja a k. O

2.19 Teorema. (Hajnal-Juhdsz [13])
(1) La funcién cardinal d refleja a todo cardinal regular.

(2) Sea k un cardinal limite fuerte, entonces d refleja fuerte-
mente a k en la clase de espacios Hausdorff.

(3) Suponiendo la HGC, d refleja a todo cardinal infinito para
la clase de espacios Hausdorff.
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(4) La funcién cardinal d no necesariamente refleja a los cardi-
nales singulares en la clase de espacios 77.

Demostracion. (1) Sea k un cardinal regular y supongamos que
d(X) > k. Vamos a construir un subespacio Y que sirva para
nuestro fin.

Sea zo € X arbitrario, como d(X) > k existe 1 € X \ cl({zo}).
Como {zg,z1} no es denso en X, existe x5 € X \ cl({xo,z1}).
Ahora sea 0 < a < Kk y supongamos que hemos construido el con-
junto {z3 : f < a}. Como este subconjunto no es denso en X,
entonces existe un punto x, € X \ cl({zg : B < a}). De esta
manera hemos obtenido los puntos z, necesarios para que cons-
truyamos el conjunto: Y = {z, : a € k}.

Es claro que |Y| < k. Asi que resta probar que d(Y) > k.
Supongamos D C Y es tal que |D| < k. Por la regularidad de &,
existe a < k tal que |D| < o < k. Entonces D C {z5 : f < a}.
Puesto que z, € X \ cl{zs : f < a}, tenemos que z, ¢ cl(D).
Por lo tanto D no es denso en Y. Por lo que podemos concluir
que d(Y) = k (Como d(Y) < |Y]| < K, tenemos que d(Y) = k).

(2) Sea k un cardinal limite fuerte y X un espacio de Hausdorff

tal que d(X) > k. Tomemos un subespacio Y de X tal que Y| >
k. Afirmamos que d(Z) > k para cada Z C X con Y C Z. Sea
Z CXtalqueY C Z.
Si ocurriera que d(Z) < &, entonces |Z| < 22"” < k (aplique la
Proposicién 1.15 para la primera desigualdad y para la segunda el
hecho de que « es limite fuerte). Pero entonces |Y| < &, lo que es
una contradiccién. Por lo tanto, d(Z) > k para todo subespacio
Z de X tal que Y C Z.

(3) Esta propiedad es un simple aplicacién de (1) y (2), recor-
dando que bajo la HGC los cardinales limites y los cardinales limite
fuerte son lo mismo.

(4) Para la demostracién de esta afirmacion remitimos al lector
al Ejemplo 2.34. [
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No obstante que d refleja a todo cardinal regular, esta funcién
cardinal no tiene la propiedad de reflejar fuertemente a todos los
cardinales infinitos, ni ain en la clase de espacios Tychonoff (véase
la Proposicién 2.21).

Antes de establecer esto ultimo, tenemos el siguiente corolario.

2.20 Corolario. La funcién hd refleja fuertemente a todo cardinal
infinito.

Demostracion. Por el Teorema 2.19 d refleja a todo cardinal reg-
ular y por el Lema 2.8 hd refleja fuertemente a x*. Con lo que
podemos concluir por el Lema 2.9 que hd refleja fuertemente a
todo cardinal infinito. O

Como consecuencia de la siguiente proposicién, se tiene que la
funcién cardinal d no tiene la propiedad de reflejo fuerte.

2.21 Proposicion. Para cada cardinal infinito k, existe un espa-
cio de Tychonoff X tal que:

(1) d(X) > kT (de hecho d(X) = kTT); y ademads

(2) X =U{Xs:aer™}, donde {X, : o < KT} es creciente
y para todo a < k1T, se tiene que d(X,) < k.

Demostracion. El espacio que necesitamos es un subespacio de
D(Q)“H7 el cubo de Cantor de peso k1 (esto es, el producto de
kTt copias del espacio discreto {0, 1}).

Para cada o < k', definamos

f(B)=0,a< B <k}

ot

X.={f€D(?2)

y sea
X:U{Xa:a</<;++}.

Note que para cada o < k™, el espacio X, es homeomorfo a
un producto de < k™ copias del espacio discreto {0, 1} (considere
F : X, — D(2)l* definida por F(g) = g|as1). Por el teorema
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de Hewitt-Marczewski-Pondiczery (véase el Teorema 1.35), para
todo a < kT, se tiene que d(X,) < k. Por tanto (2) se cumple.

Para verificar que d(X) > k%, sea D C X con |D| < k*.
Entonces existe o € k™ tal que D C X,. Definase f : x** —
{0,1} por medio de la siguiente féormula:

1 v=a+1;
fly) =

0 otro caso.

entonces f € X y f ¢ clxD. Por tanto D no es denso en X. Asf,
d(X) = ktt. O

Del teorema anterior se sigue que para la clase de espacios
Tychonoff, y para todo cardinal sucesor k%, d no necesariamente
satisface la IU(k™') y en consecuencia no necesariamente refleja
fuertemente a <™.

Mostraremos ahora que la funcién cardinal d no necesariamente
satisface la IU(k), en la clase de los espacios T} y por ello no
siempre refleja fuertemente en la clase de espacios T;.

Note que con esto también podriamos haber concluido que d no
refleja fuertemente para los espacios Tychonoff.

2.22 Teorema. Para cada cardinal infinito k, existe un espacio
Ti tal que:

(1) d(X) =™
(2) X = J{Xa:a€rT}, donde {X, : @ € KT} es creciente y
para todo « € k1, sucede que d(X,) = w.

Demostracion. Sea X = [0,x"). Una base para la topologia de X
consiste de todos los subconjuntos de X de la siguiente forma:

[Oé, ,Lg+) \{Ozl,...,Ozn};

donde, a < a; < ... < a,, < k7. No es dificil probar que X es un
espacio T y que d(X) > k. Como d(X) < |X| < kT, tenemos que
d(X) =rt.
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Para ver que (2) se cumple, es suficiente construir una sucesién
{X, :a € kT} de subconjuntos de X tal que para todo a € kT,
sucede lo siguiente:

(a) (< a, implica que X5 C X,;
(b) a € X,;
(c) d(X4) = w.

Sea o < k1 y supongamos que hemos construido { X3 : 0 < a}
tal que (a), (b) y (¢) se cumplen. Definamos v = J{Xp: f < a};
sea, ademds, {3, :n € w} una sucesién estrictamente creciente
en £t tal que: a, v < fy. Sea X, = J{Xp: 6 <a}U{a}U
{B, :n € w}. Note ahora que {3, :n € w} es un subconjunto
denso numerable de X,,. Por ello, d(X,) = w. O

A continuacion estudiaremos el reflejo de la funcién mondtona
nw. El primer resultado relacionado a esta funcion cardinal mues-
tra que para la clase de espacios T; compactos, nw no necesaria-
mente refleja a un cardinal sucesor. Pero para probarlo primero
necesitamos algunos lemas auxiliares. Cabe mencionar que en el
siguiente capitulo haremos un andlisis més preciso de las propie-
dades de reflejo de distintas funciones cardinales en la clase de
espacios compactos T5.

K

2.23 Lema. Sean x > w y T un conjunto tal que |T'| < 2~.
Entonces existe una cubierta F de T tal que:

(1) [F] < &
(2) Sity,ts,...,t, son puntos distintos de T, entonces existe una
subcoleccién { Ay, Ay, ..., A, } de elementos ajenos por pares

de F tal que para todo i € {1,2...,n},t; € A;.

Demostracion. Sea X = D(2)", el cubo de Cantor de peso .
Sabemos que w(X) = k. Sea f: T — X una inyeccién. Entonces



Teoremas de reflejo para c, e, s, L y d 43

f(T') es un subespacio de X de peso < k. Sea B una base de f(T).
Entonces

F={fYU):UecB}

es una base para una topologia T para T'. La coleccion F satisface
(1) y (2). O

2.24 Teorema. Para cada £ > w, existe un espacio X que es
compacto y 717 tal que:

(1) nw(X) > k™;

2) X = U{Xa:a< (29"}, donde {X,:a < (2%)"} es cre-
ciente y para todo o < (2%)7, sucede que nw(X,) < k.

Demostracion. Sea X = [0, (2%)% ) con la topologia cofinita. Por
el Lema 1.30 podemos concluir que nw(X) > k*. Veamos que se
cumple (2). Definimos para cada a < (2")", X, = [0,]. Como
| Xo| < a < 2% podemos aplicar el lema anterior y concluir que
existe una cubierta N, de X, que cumple (1) y (2) del lema.
Observe ahora que como X, tiene la topologia cofinita, entonces
N, es una red para X,. Efectivamente, sean v € X, y U C X,
abierto en X, tal que x € U. Como X, tiene la topologia cofinita,
X\U = {x1,x9,...,2,}. Entonces existen N, Ny,..., N, € N,
ajenos, tales que x € N,x; € N; para cada ¢ = 1,...,n. Entonces
r e N C X\U_ N € X\ {z1,29,...,2,} = U. De esta
forma, N, es una red para X,. Entonces podemos concluir que
nw(X,) < K. O

Por el teorema anterior, para la clase de espacios 77, la funcién
cardinal nw no necesariamente satisface IU(k') y no necesaria-
mente refleja fuertemente a cardinales k > w. Por otro lado, para
la clase de espacios Tj, nw refleja a todo cardinal limite fuerte.

2.25 Teorema. Sea x un cardinal limite fuerte. Entonces nw
refleja a k en la clase de espacios Tj.
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Demostracion. Sea X un espacio topologico T.

Supongamos que nw(X) > k. Entonces |X| > k (pues nw(X) <
| X]). Luego existe Y C X con |Y| = k. Suponga que nw(Y) =
A < k. Por el Lema 1.30, y por el hecho de ser x un cardinal limite
fuerte, |Y| < 2* < &, lo que contradice el hecho de que |Y| = k.
Por lo tanto, nw(Y) = k. O

A pesar del resultado negativo dado en el Teorema 2.24, pode-
mos probar el siguiente teorema.

2.26 Teorema. Suponiendo valida la HGC. En la clase de espa-
cios Hausdorff, nw refleja fuertemente a todo cardinal infinito.

Demostracion. Sea X un espacio Hausdorff con nw(X) > k. Pues-
to que hL refleja a todo cardinal infinito y hL < nw (ver Corolario
2.17 y la Proposicién 1.28), podemos suponer, sin perdida de ge-
neralidad, que hL(X) < x. Por 4.10 en [18], | X| < 2"y por
la HGC, | X| < k. Asi, tomando Y = X, tenemos que |Y| < Ky
nw(Y) = k. O

2.3 Teoremas de reflejo para w y mw

Uno de los més importantes, e interesantes, teoremas de reflejo en
el ambito de las funciones cardinales topoldgicas es el teorema de
reflejo del peso w, debido a Hajnal y Juhész [15].

Debido a la importancia del resultado de Hajnal y Juhész,
presentaremos su demostracion en esta seccién, tal y como aparece
en su articulo [15].

Con la finalidad de hacer clara la exposicion del mismo uti-
lizaremos a partir de ahora la siguiente notacién: Si X es un con-
junto no vacio, & una familia de subconjuntos de X y ¥ un subcon-
junto de X, denotamos con JFl|y a la coleccion {FNY : F € F}.

2.27 Lema. Sea X un espacio topolégico arbitrario y x un car-
dinal regular. Suponga que todo subespacio de X, con cardina-
lidad < k, tiene un subconjunto denso de cardinalidad < k. Si
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{Y, : @ < Kk} es una sucesién creciente de subespacios de X y F
es una familia de abiertos en X tal que para cada o < k, F |y, es
base para Y,, entonces J |y también es base de Y = J,_, Ya.
Demostracion. Supongamos, para generar una contradicciéon, que
F |y no es base para Y. Entonces existe un punto p € Y y una
vecindad U de pen X tal quesip € F € F, entonces FNY ¢ UNY'.
Usando el método de induccion transfinita, construiremos una
sucesion {¢, : v < k} de puntos en Y y una sucesién {F, : v < s}
de elementos de &F, de tal forma que:
(1) para v < &, se tiene que ¢, € (Y N F,)\ U;

(2) si v < po < K, entonces ¢, ¢ F),.

Sea A ={f < k:peYs} Claramente A # (). Entonces A tiene
primer elemento, digamos «g. Puesto que F ‘yao es base para Y,,,
existe Fp € F tal que p € FyNY,, CUNY,,. Porla eleccion de
p, tenemos que Y (VFy L UNY. Sea gy € (Y N Fy) \U.

Sea «; el primer elemento de A\ ay. Entonces existe F} € F
tal que p € FiNY, CUNY,,. Considere ¢ € (YNFy)\U.
Observe que qq ¢ F}, puesto que de lo contrario, gy € F1 NY,, C
Y,, NU C U; lo cual no es cierto.

Sea i < Kk y suponga que para todo v < u, hemos construido
¢, v F, de tal manera que (1) y (2) se cumplen. Para construir
a g, y a F,, note que como k es regular, existe o, < K tal que
para todo v < p, se tiene que a., < a,. Dado que {Y, : o < K}
es una sucesion creciente, tenemos que p € Y,,. Por tanto existe
F,eF talquepe F,NY,, CUNY,,. Elijamos ahora un punto
g € YNF,)\U. Observe que si v < p, entonces g, ¢ F),, de
lo contrario ¢, € F,NY,, € Y, NU C U (lo cual serfa una
contradiccién). Con esto terminamos la construccion.

Observe ahora que el subespacio {q, : @ < Kk} no contiene sub-
conjuntos densos de cardinalidad menor que x. Como esto iltimo
contradice nuestra hipdtesis, tenemos que F|y es base para Y. [
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2.28 Teorema. (Hajnal-Juhész [15]) La funcién w refleja a todo
cardinal infinito.

Demostracion. Sea X un espacio topoldgico y sea k un cardinal
infinito. Dividiremos la prueba en dos casos:

(a) kK ES UN CARDINAL REGULAR. Supongamos que w(Y) <
kVY C X con|Y| < kyquew(X) > k. Vamos a construir, para
a < Kk, usando el método de induccion transfinita, subespacios Y,
de X y familias de abiertos B, de tal forma que:

(1) para todo a < &, |Y,| < k;

(2) para todo a < K, |B,| < K,

(3) para cada a < K, B,

y, es base para Y.

Sea Yy un subconjunto no vacio de X con |Yy| < k. Por
hipdtesis existe una familia By de abiertos en X tal que |By| < &
v Bo |y, es base para Y. Claramente Y, y By satisfacen (1), (2) y
(3).

Sea o < K y supongamos que para cada < « hemos constru-
ido Y3 y By tales que (1), (2) y (3) se verifican.

Si o es un ordinal limite tomamos Y, = (J{Y3: 3 <a} y B,
como una familia de abiertos en X tal que |J{Bs: [ < a} C B,,
|Bo| < Ky Baly, esbase paraY,. Esto es posible ya que |Y,| < k.

Si oo = v+ 1 para algun +, por nuestra hipdtesis B, no es base
para X; por tanto existe p, € X y U abierto en X de tal forma que
para todo B € B, que contiene a p.,, no puede ocurrir que B C U.
Sea BX = {B € B, :p, € B}. Para cada B € B elijamos un
tinico punto ¢ € B\U. Tomamos Y, = {p,}U{q¢s : B € B }UY,,
y B, se elige de tal manera que |B,| < k' y B, |y, es base para Y,
(esto es posible porque |Y,| < k).

Observe que B, ‘y7 ., ho es base para Y, ;. En efecto, supon-
gamos que B, ’y7 ., es base para Y, ., entonces existe B € B, tal
que p, € BNY, 11 C Y, 11 NU, pues Y11 NU es una vecindad
abierta de p, en Y,. Entonces B € B} y, para tal B, hemos tomado
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gs € B\U. Pero entonces gg € BNY,11 CY, ;1 NU C U; luego,
gp € U, lo cual contradice la eleccién de gg. Por tanto B, ‘
no es base para Y, 4.

Por hipétesis tenemos que si Z C X con |Z| < k, entonces
w(Z) < K, pero, por la Proposicién 1.12, d(Z) < w(Z), entonces
d(Z) < k. Asi, por el lema anterior (aplicadoa {Y, : a« < k} y B =
U{B. : a < k}), tenemos que B |y es base para ¥ = |J,.,. Ya.
Pero |Y| < k; por tanto existe € C B tal que |C| = w(Y) < Ky
C es base para Y. Por la regularidad de k, existe a < k de tal
forma que € C B,. Pero por construccion, B, ‘ya ., Do es base
para Y,.1, y por lo tanto, B, |y no es base para Y. Lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, w(X) < k. Asi termina la prueba
para este caso.

Yyt1

(b) K ES UN CARDINAL SINGULAR. Supongamos que w(Y) <
k VY CX tal que |Y| < k.

AFIRMACION: Existe un cardinal A < & tal que w(Y) < A
siempre que Y sea subespacio de X tal que |Y| < k.

En efecto, supongamos, por el contrario, que tal A no existe.
Entonces para todo A < k existe un subespacio Y, de X con
[YA| < & tal que w(Y)) > A. Entonces Y = J,_, Y\ es tal que
Y| <kyw(lY) >k (puesto que « es limite), lo cual es imposible
por nuestras hipétesis. X

Por la anterior afirmacion podemos concluir que para todo sub-
espacio Y de X tal que |Y| < &, se tiene que w(Y) < A*. Ahora
bien, aplicando la primera parte de la prueba (el inciso (a)) a AT,
se concluye que w(X) < AT < k. O

2.29 Corolario. La funciéon w refleja fuertemente a todo cardinal
infinito.

Demostracion. Como w es una funcién cardinal mondtona tene-
mos que se cumple esto como una consecuencia de la Proposicion
1.6 y de la Observacién 2.7. m
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2.30 Corolario. La funcién w satisface la IU(k) para todo car-
dinal infinito &.

Demostracion. Por el corolario anterior y el Lema 2.6. ]

A diferencia del peso, la funcién cardinal 7w tiene un compor-
tamiento de reflejo méas erratico.

2.31 Lema. Sea L una coleccién de subconjuntos abiertos no
vacios de un espacio topoldgico X, con |L| < k, donde k > w. Si
L no es una m-base para X, entonces existe A C X con |A| < &k
tal que LN A # (), para todo L € L, pero L|4 no es una 7-base
para A (Lla={LNA:Lel}).

Demostracion. Como L no es w-base, existe un abierto no vacio
Rtalque VL e L, L ¢ R. Fijemos un puntox € RyV L € L
un punto z; € L\ R. Entonces A = {z} U{zy : L € L} es tal
que |[A| < L] <k, LNA#OVY LeLyL|snoes m-base para A
(note que RN A es un abierto no vacio de A para el cual no sucede
que LN AC RN A, para algun L € L). ]

2.32 Lema. Sea k un cardinal regular no numerable y sea X un
espacio tal que d(Z) < k para todo Z C X. Sea {Y, : a < K}
una sucesién creciente de subespacios de X y sea {L, : a < K}
una familia, de colecciones de abiertos en X, tales que para toda

a < k, L4y, es una m-base para Y,. Entonces L]y es una 7m-base
para Y, donde Y =J,.. Yo ¥y L = U, La-

a<k T

Demostracion. Supongamos que existe un subconjunto abierto R
tal que RNY # 0 y que para toda L € L se tiene que LNY ¢ R.
Sea D un subconjunto denso de Y\ R de cardinalidad < k, y sea
C={z}UD, donde x € RNY. Ahora {Y, : @ < Kk} es creciente,
C CY con |C| < ky k es regular, por lo cual existe a < & tal
que C CY,. Como L,|y, es una m-base para Y,, y RNY, # 0
(puesto que x € RNY,), existe L € L, tal que LNY, C R, pero
LNY ¢ R, porlo que LN (Y \ R) # (. Ahora D es denso en
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Y\ R, asi que existe d € LN D. Pero LN D CLNY, C R, con
lo que d € R, esto contradice el hecho de que D C (Y \ R). O

2.33 Teorema. (Hajnal y Juhdsz). La funcién cardinal 7w refleja
a todo cardinal regular x.

Demostracion. Supongamos que 7w (X) > k, donde kK es un car-
dinal regular (no numerable). Debemos demostrar la existencia de
un subespacio Y de X tal que |Y| < ky mw(Y) > k. Para ello
consideremos los siguientes casos:

Caso A: Existe Z tal que d(Z) > k.

Como d refleja a todo cardinal regular (ver Teorema 2.19), existe
Y C Z tal que |Y| < ky d(Y) > k. Pero sabemos que d < 7w
(vea la Proposicién 1.28), asi tenemos que mw(Y') > k.

CasoB: VZC X :d(Z) < k.
Supongamos también que:

(%) VYCX:lY|<k=mwlY)<k

(obsérvese que si existe Y C X con |Y| < k tal que mw(Y) > &
terminarfamos la prueba). Construiremos ahora dos colecciones
{YVo:a<k}y{Lls:a<k} talesque Y, C XVa < rkykL,
es una colecciéon de abiertos no vacios de X para cada a < Kk y
ademas:

(1) |Yal], Lol < KV a < K;
(2) {Y, : a < Kk} es una sucesién creciente de subespacios de X,

(3) VL € (UseaLp), LNYy # 0; pero Uy, £5ly., no es una
m-base de Y.

(4) L,ly, es una m-base para Y,,V a < k.

Construccién de las colecciones {Y,, : @ < k} y {Ly 1 < K}:
Sea xg € X vy Yy = {xo}. Como |Yp| < &, por (%), mw(Yy) < k.
Asi, existe una coleccion Ly de subconjuntos abiertos no vacios de
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X tal que Lyly, es una m-base de Yy y |Lo| = mw(Yy) < k.
Como |Lo| < k 'y mw(X) > K, Ly no es una m-base para X, asi
que existe Ag € X con |Ag] < k tal que LN Ag# DV L € Ly (ver
Lema 2.31).
Pero por el mismo lema, Ly|4, no es m-base para A, . Definamos
Y1 =Yy U Ay.
Note que |Y;| < k. Asi que por (%), se tiene que mw(Y;) < k. Exis-
te entonces una coleccién L, de subconjuntos abiertos no vacios
de X tal que |L1] = 7w (Y1) < k y L1]y;, es una m-basede Y;.
Observe que Yy, Y1,L¢ y L satisfacen (1),(2),(3) y (4) (como
Lola, no es m-base de Ay, Loly, no es m-base de Y;).
Supongamos que a < Ky que tenemos construidas las colecciones
{Ys : 0 < a}y{Ls: [ < a} de tal manera que satisfacen
(1),(2),(3) v (4)
Como |Ug, Lsl < K, Uy La no es m-base de X puesto que
mw(X) > k. Por el Lema 2.31, existe A, C X tal que |A,| < Ky
LNAy# 0V L€ UseoLps Pero (Use, L5)la, no es m-base para
A,.
Definamos Y, = A, Uz, V5. Entonces |Y,| < . Aplicando (x),
podemos concluir que Tw(Y,) < k. Entonces existe L, coleccién
de subconjuntos abiertos no vacios de X tal que |L,| = mw(Y,) <
Ky Laly, es m-base de Y,,.

Observe ahora que las colecciones Y7, Ys, ..., Y., Lo, L1, ..., Lq
satisfacen (1),(2),(3) y (4).
De esta manera terminamos la construccién de las colecciones
{YVy:a <k} y{Ls:a <k} quesatisfacen (1),(2),(3) y (4).

Definamos ahora Y = (J,_.Ya v £ = U, La- Observe que
por el Lema 2.32, L|y es una 7-base para Y. Note también que
Y| < k. Demostraremos ahora que 7w (Y') > k.

Para ello supongamos que mw(Y) < k. Como L]y es una 7-
base para Y y mw(Y) < k, existe L' C L tal que |L'| <k y L]y
es m-base para Y. Como |L'| < K y & es regular, existe a < & tal
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que L' C U6<a L.
Por (3), LNYy #0Y L € L', pero L'|y, no puede ser una m-base
para Y, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto mw(Y) > k.

O

El siguiente ejemplo muestra que la funciéon ww no refleja a los
cardinales singulares en la clase de espacios T7.

2.34 Ejemplo. Sea x un cardinal singular y sea 7 la coleccion
cuyos elementos son conjuntos de la forma x* \ (o U F'); donde
a< ky F € [rT]<. Claramente X = (k%,7) es un espacio T7.

AFIRMACION. 7w(Y') < k siempre que Y C X y Y| < &.

En efecto. Sea Y un subconjunto de X con |Y| < k. Entonces,
sin perdida de generalidad, podemos suponer que el tipo de orden
de Y (como conjunto de ordinales) es A 4+ n, donde A es limite y
n € w. Ahora, si F' denota al conjunto de los n iltimos elementos
de Yy Y =Y \ F, entonces el tipo de orden de Y’ es igual a
Ay |A] € k. Luego existe un subconjunto cofinal Z de Y’ con
|Z] = cf(A\) < k. Entonces la familia

B={Y\(aUF):ac 2} JPF)

es una m—base de Y con |B| = |Z] < k. De aqui que para cada
Y C X con |Y] < &, se tiene que d(Y) < mw(Y') < k. Obviamente
Tw(X) =kt yd(X)=rkt. O

No obstante que la funcién cardinal 7w no refleja a los cardi-
nales singulares, si refleja, en la clase de los espacios de Hausdorff,
a todos los cardinales que son limite fuerte.

2.35 Teorema. Para un cardinal limite fuerte k, la funcién mw
refleja fuertemente a k en la clase de espacios Hausdorff.

Demostracion. Sea X un espacio de Hausdorff tal que mw(X) > &.
Entonces d(X) > k; pues de lo contrario, si d(X) < s, entonces

como X es Hausdorff por el Lema 1.31, w(X) < 222d(X) < K, lo
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cual es una contradiccion, puesto que 7w(X) < w(X). Ahora bien,
como d refleja fuertemente a k en la clase de espacios Hausdorff
(véase el Teorema 2.19 (2)), existe Y C X con |Y| < & tal que
para todo Z C X con Y C Z, d(Z) > k. Pero, por la Proposicién
1.28, d < mw; asi que, para todo Z C X con Y C Z, tenemos que
Tw(Z) = k. O

2.36 Teorema. Para un cardinal sucesor %, la funcién cardinal

7w no necesariamente satisface IU (k") en la clase de espacios

Tychonoff; en consecuencia no necesariamente refleja fuertemente
+

a kT,

Demostracion. El espacio requerido para verificar que 7w no sa-
tisface la IU (k1) es un subespacio de D(2)* ", el cubo de Cantor
de peso k™. Sean

X, = {f eD2) " f(B)=0,a<f< /{++} para cada o < K™

y definamos X = [J{X, : @ € k™"}. Sabemos, por la Proposicién
2.21, que d(X) > k. Luego, como mw > d (ver Proposicién
1.28), se tiene que mw(X) = k7.

Para cada o < k™" construiremos un subespacio Y, de X tal
que X, €Y, C Xotp v mw(Ys) < k. Sea {dg: f < Kk} un sub-
conjunto denso de X, y sea (o,a+ k) = |J{Fs: 0 < k}, donde
{Ejs: B < Kk}, es una coleccién de conjuntos infinitos numerables,
ajenos por pares, digamos Ez = {73, : n € w}. Para cada § < k
y cada n € w, definimos hg,, : K+ — {0,1} por

ds(9) sid <«
h/@n((s) = 1 Si 5 = ’yg,n
en otro caso.

Sea Y, = X, U{hgn:0B <kyné€cw}. Claramente X, C Y, C
Xo+tr; mas aun, para cada 'y cada n, el conjunto {hg,,} es abierto
en Y,. En efecto, sea 7, D(2)"" = D(2) la Y8.n Proyeccion y
seaU = W;B%n({l})ﬂYa, entonces hg,, € U. Claramente, si f € X,,



Teoremas de reflejo Para w y ww 53

entonces f ¢ Uy, si h,,, € U, entonces v3,, = Vpm, luego hg,, =
hpm. Ast U = {hg,}. Note ahora que {hg, : [ <Kkyn€w}es
una m—base para Y, (use el hecho de que {dg: [ < Kk} es denso
en X,).

Ahora construya una sucesién creciente {J, : @« € KT} en 1T
como sigue:

do =0,
5a+1 = 5a + K,
do  =U{ds: 0 < a} (a es ordinal limite).

Entonces {Y5, : @ < k™"} es una sucesion creciente de subespa-
cios de X, ademds X = {J,,++ Ys. v mw(¥5,) =k <kt Va <
kTT. Pero recordemos que mw(X) > k*T. O

2.37 Teorema. Para la clase de espacios T} y para todo k > w,
7w no necesariamente satisface IU (k) y no necesariamente refleja
fuertemente a k.

Demostracion. Sea X = [0,k"). Una base para la topologia re-
querida en X consiste de todos los subconjuntos de X de la forma:
[a, kD) \{a, ..., a, }, donde, o < oy < KT paratodai € {1,...,n}.
Note que mw(X) > k*. Para completar la prueba es suficiente
escribir a X como la unién de una coleccién creciente de k™ sube-
spacios de X, cada uno con m-peso numerable.

Sea # < kT un ordinal limite con ¢f(3) = w. Note que exis-
te una cantidad % de tales 5. Y sea {f, : n € w} una sucesién
estrictamente creciente en [0, 3) tal que 5 = sup {3, : n € w}. Una
m—base numerable para [0, 3) es {[0, 8) N [Bn, k") : n € w}. Final-
mente notemos que, X = |J{[0,0) : 8 < kT y ¢f(f) = w} como es
deseado. O]

Como se observa en los Teoremas 2.19, 2.22 y la Proposicién
2.21, relativos al reflejo de la funcién d, y en los dados en esta
seccion para la funcién 7w, las funciones d y 7w son muy similares
respecto a sus propiedades de reflejo.
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Capitulo 3

Teoremas de reflejo en la
clase de espacios
compactos

el capitulo anterior hemos visto que la combinacién

e alguna condiciéon de cubierta y algin axioma de
eparacion débil en los espacios topolégicos no es sufi-
iente para garantizar que ciertas funciones cardinales
tengan alguna propiedad de reflejo en ellos. Sabemos, por ejem-
plo, que ni ain en la clase de espacios compactos 17, el peso de
red nw puede reflejar a cardinales sucesores. En este capitulo se
“fortalecen” algunas de estas condiciones y se muestra que una
clase de espacios topoldgicos que tiene buenos teoremas de reflejo
es la clase de los espacios Hausdorff compactos.

3.1 Teoremas de reflejo para v, ¢, ¥ y
pSw

Antes de mostrar el buen comportamiento que tienen algunas fun-
ciones cardinales en la clases de los espacios Hausdorff compactos

95
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con respecto a las propiedades de reflejo, daremos ejemplos de
funciones cardinales cuyo comportamiento es “malo” respecto a
la reflexion de cardinales en clases de espacios con propiedades
muy “fuertes”, con propiedades muy “cercanas” a la compacidad.
Por ejemplo, el primer resultado de esta seccién muestra que las
funciones cardinales y, t, ¥ y psw no necesariamente reflejan a
cualquier cardinal no numerable, en la clase de espacios paracom-
pactos completamente normales.

3.1 Teorema. Para cada k > w, existe un espacio Hausdorff,
paracompacto y completamente normal X, con las siguientes pro-
piedades:

(1) ¢(X) = k" para ¢ € {x, t, ¥, psw};

(2) X = U{Xa:a€r}, donde {X,:a € rT} es creciente y
cada X, es discreto (luego, para cada a € k™, ¢(X,) = w
para ¢ € {x, t, ¥, psw}).

Demostracion. Sea X = [0, xkT]. La topologia en X es aquélla que
tiene como base a la coleccion de todos los subconjuntos de X de
la forma {a} y (a, k"], para toda o < k¥, 0 < a.

La propiedad (1) es una consecuencia de:
o, X) = B, X) = 7,8 < x ¥ 0 < psw.

Para demostrar (2), definamos X, = [0,a] U {xk"} (para toda
a < k1,0 < a). No es dificil verificar que toda X, es un subespa-
cio discreto de X. Es claro también que X = [ J{X,:a <kT}y
que la sucesién {X, : a < KT} es creciente. [

Del teorema anterior podemos deducir facilmente que las fun-
ciones cardinales , ¢, ) y psw no necesariamente satisfacen U (k)
y no necesariamente reflejan fuertemente a cualquier cardinal in-
finito. Sin embargo, a continuacién mostraremos que la situacion
cambia si nos restringimos a la clase de espacios compactos Haus-
dorff.

Primero consideramos a las funciones cardinales ¢t y .
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3.2 Definicién. Sea x un cardinal infinito. Una sucesién {z, :
0 < a < Kk} en X se dice que es una sucesion libre de longitud
si, para todo 3 < k tenemos que

clx({za: 0 < B} [ Vdx{za:a>B}) =0

3.3 Proposicion. Si X es un espacio topoldgico compacto Haus-
dorff, entonces t(X) = F(X); donde F(X) = sup{x : X tiene una
sucesion libre de longitud x} + w.

Para una demostracion de la proposicién anterior ver [1].

3.4 Teorema. Para la clase de espacios Hausdorff compactos, t
refleja fuertemente a todo cardinal infinito.

Demostracion. Puesto que t es mondtona, es suficiente probar que
t refleja a todo cardinal sucesor k™ (ver la Observacién 2.10). Sea
X un espacio compacto Hausdorff. Supongamos que ¢(X) > 7,
entonces X tiene una sucesién libre de longitud x* (véase [1]).
Digamos Z = {z, : 0 < a < kT }.

Sea p € Nyews cl{zg:a < B <k'}yseaY = ZU{p}. Entonces
Y| < kT ytpY) >k O

La prueba del correspondiente resultado para y necesita del si-
guiente teorema de 1. Juhdsz (para una demostracién vea 6.14(b)
de [24]).

3.5 Teorema. (Juhdsz) Sea X un espacio Hausdorff y compacto
tal que ¢(X) < X\ donde A > w. Si x(p,X) = A para p € X,
entonces existe Y C X con [Y| < Atalquep e Y y x(p,Y) = A

3.6 Corolario. En la clase de espacios Hausdorff compactos, x
refleja fuertemente a todo cardinal infinito.

Demostracion. Como x es mondtona, es suficiente probar el re-
sultado para cardinales sucesores (ver la Observacién 2.10). Sean
k > wy X un espacio compacto Ty. Si x(X) > k™, entonces
existe p € X tal que x(p, X) > x*. Ahora, t < x y t refleja a todo
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cardinal infinito en la clase de los espacios compactos T5. Asi que
si t(X) > kT, entonces podemos aplicar el Teorema 3.4 y concluir
que existe Y C X con |Y| < k7 y ¢(Y) > k*. Entonces existe
Y C X tal que |Y| <kt y x(Y) =kt

Por otro lado, si se tiene que t(X) < k™, por el teorema anterior,
aplicado a A = k™, existe Y C X con |Y| <kt talquep € Y y
X(p,Y) > kT. De donde, x(Y) > k+. O

Ahora demostraremos que en la clase de espacios Hausdorff
compactos, las funciones cardinales psw y 1 reflejan a todo cardi-
nal infinito.

Ambos resultados usan el Lema 3.8 en el que se hace uso de
la nocién de espacio inicialmente k-compacto (para un cardinal
infinito k). A continuacién introducimos dicho concepto.

3.7 Definicién. Sea s un cardinal infinito. Se dice que un espa-
cio topolégico X es inicialmente k-compacto si de toda cubierta
abierta de X de cardinalidad < k siempre es posible extraer una
subcubierta finita.

Es claro que todo espacio compacto es un espacio inicialmente
rk-compacto, para todo cardinal infinito k. Y es claro ademas
que los espacios w-inicialmente compactos son precisamente los
espacios numerablemente compactos. También es facil probar que
todo subespacio cerrado de un espacio inicialmente k-compacto,
es un espacio inicialmente x-compacto. Esto dltimo implica, en
particular, que e(X) < s para cualquier espacio inicialmente x-
compacto X.

El siguiente lema establece que todos los subconjuntos “peque-
nos” de un espacio inicialmente x-compacto estan contenidos en
subespacios inicialmente k-compacto relativamente “pequenos”.
Para una demostracién de este resultado remitimos al lector al
articulo de R. M. Stephenson [29].
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3.8 Lema. Supongamos que X es un espacio inicialmente k—com-
pacto y sea A C X con |A| < 2%. Entonces existe Y C X tal que
ACY,|Y]<2"yY inicialmente k—compacto.

El Lema 3.11 establece una generalizacion de la muy conocida
igualdad psw(X) = w(X) para espacios compactos Ty. En la de-
mostracion del lema 3.11 utilizaremos el siguiente resultado debido
a Miscenko (ver [18, 2.5]).

3.9 Lema (de Miscenko). Sean x un cardinal infinito, £ un con-
junto y A una colecciéon de subconjuntos de X tales que

ord(pA)={AcA:pe A}| <k

para toda p € E. El nimero de cubiertas finitas minimales de F
formadas por elementos de A es menor que k.

Utilizando el lema de Miscenko y el siguiente resultado pode-
mos demostrar el Lema 3.11. Para una demostracién del Lema
3.10, remitimos al lector al articulo [18, 9.2].

3.10 Lema. Sea X un espacio T} con e(X) < k. Si U es una
cubierta abierta de X tal que ord(xz,U) < k. Entonces U tiene
una subcubierta de cardinalidad < k.

3.11 Lema. Sea X un espacio Hausdorff inicialmente x—compac-
to. Si psw(X) < k, entonces psw(X) = w(X).

Demostracion. Es bien conocido que si X es un espacio topolégico
T1 entonces se tiene que psw(X) < w(X). De tal manera que sélo
resta demostrar que w(X) < psw(X).

Sea A = psw(X) < Kk y sea 8 una cubierta abierta separante
de X tal que para todo x € X, [{S € § : z € S} < A. Sea
JF la coleccion de cubiertas finitas minimales de X formadas por
elementos de 8.

Aplicando el lema anterior, y el hecho de que X es inicialmente
k—compacto, podemos verificar que F no es vacia. Aplicando el
Lema de Mis¢enko tenemos que |F| < A.
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Por otro lado, note que cada elemento de § pertenece a algin
elemento de F. En efecto, sea U € 8§ y sea p € U arbitrario;
puesto que § es separante, para cada z € X \ U, existe V,, € § tal
que p ¢ V,.. Claramente la coleccion W ={V, :z € X \ U} U{U}
es una cubierta abierta de X tal que para todo z € X, {W :
W e W,z € W}| < k; por tanto, existe V subcoleccién de 'W
con |V| < k tal que V cubre a X (por el Lema 3.10). Puesto que
X es inicialmente k—compacto, existe V' subcoleccién finita de 'V
que cubre a X. Claramente U € V' y por tanto U estd en algun
elemento de F. Todo lo anterior define una funcién del conjunto
8 en F que de hecho es inyectiva. De aqui que |8] < A.

Construiremos ahora a partir de 8§ una red para X.

Sea N la coleccién formada por todos los conjuntos de la forma
X \ W, donde W es unién finita de elementos de 8. Note que
IN] <A

AFIRMACION: N es una red para X.

En efecto. Sea U abierto no vacio en X y p € U. Para cada
x € X\ U, existe V, € S tal que p ¢ V.. Dado que la coleccién
W ={V,:2z € X\ U}U{U} es una cubierta abierta de X, existen
T1ye ..y Ty € X\ U tales que X = J{V,,:i=1,...,n} U{U}.
Claramente p € X \ | J{V,, : i = 1,...,n} C U. Por tanto N es
red para X. O

Ahora construiremos una coleccién V de abiertos en X de tal
forma que:

L V] <A

2. sip,q € X, con p # ¢, entonces existen V), V;, € V tales que
peEVyaeVyy VNV, =0.

Para cada par de elementos N, Ny € N tales que N; NNy = (),
elijamos, si es posible, abiertos ajenos Vi, V5 tales que N3 C 1V}
y Ny C V5. Denotemos con V a la coleccién formada por tales
conjuntos. Observe que |V| < |[N]?*| < A\. Ademds, si p,q € X,
son tales que p # ¢, entonces existen U,, U, vecindades abiertas
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ajenas de p y ¢ respectivamente, y N,, N, € N de tal forma que
peN, CU,yqe N, C Uy por tanto existen V,, V, € V tales
quep eV, qeV,y VNV, =10. Asi V satisface (1) y (2).
Ahora sea B la coleccion formada por todas las intersecciones
finitas de elementos de V. Entonces B es base para X y |V| < A
Por tanto w(X) < A = psw(X). O

3.12 Teorema. Bajo HGC, psw refleja fuertemente a todo cardi-
nal infinito en la clase de espacios Hausdorff y compactos.

Demostracion. Puesto que psw es mondtona, por la Observaciéon
2.10, es suficiente probar el resultado para cardinales sucesores.
Sea k > w y sea X un espacio compacto T5.

Si psw(X) = s, entonces w(X) > kT, luego, dado que w
refleja a todo cardinal infinito, existe un subconjunto Y de X con
Y] < kT y w(Y) > k7. Por el Lema 3.8 y dado que k™ = 2",
podemos suponer que Y es inicialmente k—compacto. Luego, por
el Lema 3.11, psw(Y) > k™. O

3.13 Lema. Sea X es un espacio 75 inicialmente k—compacto. Si
¥(X) < Kk entonces (X)) = x(X).

Demostracion. Para probar la igualdad demostraremos que x(X) <
k. Sea A = (X) < k. Sea x € X arbitrarioy {V5: s € S} una

pseudobase de x con [S| < A. Entonces {z} = (1,4 Vs. Puesto que

X es Ty, para cada s € S, existe U, abierto tal que z € U, C Vi,

entonces {z} = (,.gUs. Claramente, para todo s € S, el subes-

pacio U, es inicialmente x—compacto.

AFIRMACION: La colecciéon B, de todas las intersecciones fini-
tas de elementos de {Us : s € S} es base local de x.

En efecto, sean U una vecindad abierta de x y A = X \ U. De-
finamos ¥ = {X \ U, : s € S}. Siy € A, entonces y ¢ U,
por tanto x # y. Luego, existe s € S tal que y ¢ U,, es de-
cir, y € X \ U,; por tanto A C |JF. Por otro lado, dado que
A es cerrado en X, entonces A es inicialmente x—compacto; de



62 Teoremas de reflejo en la clase de espacios compactos

donde, existe {si,....,s,} € S tal que A C U, (X\Usi) =
X\ (ﬂ?:l Usz) C X\ (M2 Us); de donde N, Uy, € U. Asi,

la afirmacion esta probada. X
Finalmente, dado que |B,| < A, concluimos que x(z, X) < A. De
esta manera, y(X) = ¢(X). O

3.14 Teorema. Bajo HGC, 9 refleja fuertemente a todo cardinal
infinito en la clase de espacios Hausdorff y compactos.

Demostracion. Sea X un espacio compacto T5. Como 1 es mo-
nétona, bastard probar que refleja a todo cardinal sucesor (ver
Observaciéon 2.10). Sea xk > w. Supongamos que (X) > k™.
Entonces y(X) > xT. Como x refleja en los espacios compactos
Ty a todos los cardinales infinitos, existe Y C X con |Y] < &7
tal que x(Y) > «*. Aplicando el Lema 3.8, y por la HGC pode-
mos suponer sin perdida de generalidad que Y es inicialmente x-
compacto. Aplicando ahora el Lema 3.13, podemos concluir que
B(Y) = x(Y) > £, =

3.2 El teorema de metrizacion de Alan
Dow

Uno de los teoremas de reflejo mas notables es el debido a A. Haj-
nal e I. Juhész, que muestra las fuertes propiedades de reflejo que
tiene el peso (ver Teorema 2.28). Otro resultado igualmente no-
table es el siguiente teorema de metrizacién perteneciente a Alan
Dow [6]: Si X es un espacio topolégico numerablemente compacto
no metrizable, entonces existe un subespacio de X con cardinali-
dad < w1 que es no metrizable. Este teorema de Alan Dow es en
realidad un teorema de reflejo. Este se puede escribir en términos
de las propiedades de reflejo de una funcion cardinal: la funcion
cardinal pw refleja wy en la clase de los espacios numerablemente
compactos (ver Definicién 3.16).

En esta seccion probaremos este importante teorema de reflejo.
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Para ello usaremos la siguiente terminologia que ya ha sido uti-
lizada anteriormente.

Sea X un espacio topolégico. Para Y C X y L una coleccion de
subconjuntos abiertos en X, denotamos L [y={LNY : L € L}.
Con esta notacion, la proposicién “L [y es base para Y”, significa
que: si x € Y y R es una vecindad abierta de z en Y, entonces
existe L € L tal que x € LNY C R. Por otro lado, la proposicién
“ L es base para Y7, significa que: si z € Y y R es una vecindad
abierta de x en Y, entonces existe L € L tal que z € L C R.
Para hacer mas clara la distincién de estas dos ideas, probaremos
el siguiente lema, que usaremos repetidas veces.

3.15 Lema. Sea Y C X y sea L una colecciéon de subconjuntos
abiertos de X, con |£| < k. Si L no es una base para Y, entonces
existe A C X tal que |A| < ky L [y no es base para A. Mas ain,
existe un punto z € ANY que constata este hecho, es decir, existe
un punto z € ANY y existe una vecindad R de z en A tal que si
zeLelL, entonces LNAEZ R.

Demostracion. Como L no es base para Y, existe un z € Y y una
vecindad abierta R de z tal que si z € L € L, entonces L ¢ R.
Para cada L € L con z € L, escojamos xy, € (L \ R). El conjunto
requerido es A ={z}|J{zp: Le Ly z€ L}. O

3.16 Definicién. Sea X un espacio topolégico. El peso-punto de
X es el numero cardinal infinito

pw(X) =min{k > w : 3 unabase B de X con ord(B,z) < kVz € X},
donde ord(B,z) = [{B € B:x € B}|.

No es dificil verificar que la funcién cardinal pw es mondtona
y que X, psw, sw < pw.

3.17 Teorema. Sea k un cardinal infinito y sea X un espacio T}
inicialmente x-compacto con x(X) < k. Si w(X) > k™, entonces
existe un subespacio Y de X con |Y| < kT y pw(Y) > k™.
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Demostracion. Para cada r € X fijemos una coleccion U, que
sea base local para z tal que |U,| < k (recuerde que y(X) < k).
A continuacién construiremos una colecciéon {Y, : a < T} de
subconjuntos de X y una coleccién {L,, : @ < T} de subconjuntos
abiertos de X tales que las siguientes condiciones se satisfacen para
cada a < k7.

1

2) Lo ={U:U€cUyzeY}y|Lal <

3) si B < a, entonces Y3 C Yy;

(1) Y.
(2)
(3)
(4)

si a es un ordinal limite, entonces

Yo=JYsyLa=JLs

B<a [B<a

(5) si a no es un ordinal limite y si G C U, Lp s una sub-
coleccién finita tal que | JG # X, entonces Y, \ UG # 0;

(6) si o es un ordinal limite, entonces existe un punto z €
clx(Ya) N Yaq1 que constata que L, [y,., no es una base
para Y, 1.

CONSTRUCCION:
Sea xy € X fijo. Definamos Yy = {z} y Lo = U,,. Claramente se
satisfacen (1), (2),(3),(4),(5) v (6).
Ahora, para cada G C Ly finita tal que | JG # X, fijemos un
elemento ¢ € X \ |JG. Definamos Y; = Yy U {zg : G € [Lo]=¥}.
Definamos también L = {U : U € U, con = € Y1 }.

Note que por construccién Yy y Ly satisfacen (1),--- , (6).
Supongamos ahora que v < k' y que tenemos ya construidas a
las colecciones {Y3 : 0 < v} v {Ls : § < 7}, que satisfacen

(1)7"' 7(6)'
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Caso(1): ~ es un ordinal sucesor, ie, 3 3 tal que v = 5 + 1.

Subcaso (A) ( no es un ordinal limite. Para cada G C
Ls tal que JG # X, fije un punto z¢ € X \ JG.
Definimos Y, = Yg U {z¢ : G € [Lg]|*“} y L, = {U :
Uel,,ze€Y,}

Subcaso (B) [ es un ordinal limite (asi, v es el sucesor de
un ordinal limite).

AFIRMACION: Existe x € clx(Yp) tal que L5 no es base local
de z.

EN EFECTO, supongamos que Lg es base local de 2 V o €
cx(Ys). Como |Lg] < ky w(X) = kT, Ls no es base de X.
Entonces existe ¢ € X y un abierto R de X tal queqe Ry
VLels :qe L= LZR, esdecir, L\R#0DVLe Ly
tal que ¢ € L. Como Lg es base local de cada punto de
clx(Yp), tenemos que g ¢ clx(Y3). Como X es T, X \ {q} es
abierto y clx(Ys) € X \{¢}. Entonces Vx € clx(Y3) 3 L, €
Lstal que z € L,Nelx(Ys) € X\ {q}. Entonces la coleccién
U= {L,:z € clx(Ys)} es una cubierta abierta de clx(Yj).
Como clx(Yp) es inicialmente x-compacto (note que U C Ly
y que |Lg| < k), existe G C U subcubierta finita. Como
L5 = UqepLa (pues B es limite ver (4)), existe v < 3 tal que
G C L. Podemos suponer sin perdida de generalidad que «
es un ordinal sucesor. Como G no cubre a X (puesto que ¢ ¢
JG), el elemento z¢ que hemos tomado en la construccién
de Yz es tal que z¢ € X \ UG y z¢ € Yoqy1 C Y. Pero
entonces deberfa suceder que z¢ € |JG porque | JG cubre
a clx(Yp). Pero esto es una contradicciéon. Por lo tanto la
afirmacién es cierta. O

Como existe x € clx(Yjs) tal que Lg no es base local de z,
existe un abierto R C X tal que VL € Lz con « € L se tiene
que L'\ R # (). Para cada L € Lg, tal que z € L, fijemos un
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elemento z; € L\ R. Definamos
Y,Y:Y,QU{ZL’}U{ZELZZEELELB}.

Note que L3 no es una base local de x en Yz, = Y,. De esta
forma hemos terminado de construir Y, para el caso (1).

Caso(2): +y es ordinal limite.
En el caso en que v sea un ordinal limite, definimos

v,=¥syL, =]JLs

B<y B<y

Esto termina la construccion de las colecciones Y, y L.

Observe ahora que Y, y L, satisfacen (1),---,(6). De esta
manera hemos terminado la construccion de las colecciones
{Vo:a <k} y{Ls:a<kT} que satisfacen (1),--- , (6).
Defina ahora Y = |J, .+ Yo ¥ L = U+ La- Note que
Y| < k7 y que L es una base para Y. Ahora mostraremos
que pw(Y) > kT,

Supongamos por el contrario que pw(Y) < x*. Entonces
existe una coleccién B de abiertos de X, tal que

(1) B |y es base de Y,
(2) VeeY:{BeB:xe B} <k'.

Note que Va < k% la coleccién B, = {B € B: BNY, # 0},
tiene cardinalidad a lo mas . Dado cualquier cardinal § <
kT, defina

ps={(B,B)€BxB:0#BNY; C B NYs}
Claramente |pg| < k. Defina ahora

vy ={(B,B") € ps: IL € L tal que BNY C LNY C BNY}
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(recuerde que L es una base de Y). De nuevo [pj| <
Ahora, para cada (B, B) € p’ﬁ fije un tnico elemento L(p p
Ltal que BNY C LigpNY C B'NY. Defina

K.
) €

)

Es ={L,p) : (B, B) € ps3}.

Es claro que |Es| < ky que Eg C L. Entonces existe un
ordinal 7(3) < k™ tal que Ez C L,(g).

La anterior construccién permite definir una sucesiéon de or-
dinales ap < a1 < -+- < ay, < Qpyg < - -+ < Ky una sucesion
de conjuntos E,, , tales que:

(a’> Ean g LanJrl

Definamos ahora a = sup{a, : n € w}. Note que « es
un ordinal limite. Entonces, por (a), existe un punto z €

clx(Ya) N Yaq1 que constata que L, [y,,, no es base para
Y, 11, es decir, existe un abierto R de X tal que z € Ry

(b) VLeLl,:2€ L= LNY1 R

Note ahora que como B [y y L [y son base para Y, existen
B,B € By L € L, tales que

(c) z€BNYCLNYCBNYCR

Obsérvese también que como z € clx(Y,) vy 2 € BN B,
se tiene que BNY, # 0 # B'NY,. Como a es un ordi-
nal limite, Y, = Ug <o Y3. Entonces existe a,, < a tal que
B,B' € B,, por (c), y la forma en que se construyé a E,,,
el elemento L(p gy € E,, es tal que:

(d) z € L(B,B’) NY CR
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Pero entonces L(p py € Lo por la contencién en (a). En-

tonces (d) contradice (b). Por lo tanto pw(Y) > k™.

Por lo tanto pw refleja a k™.

]

3.18 Corolario. Si X es un espacio inicialmente k-compacto T}
con pw(X) < K, entonces w(X) < k.

Demostracion. Siw(X) > kT, entonces por el Teorema 3.17 existe
Y € [X]S" tal que pw(Y) > k. Pero entonces pw(X) > x*. Lo
cual es una contradiccion. ]

3.19 Corolario. Sea X un espacio topoldgico.

1. Si X es un espacio compacto T} que tiene peso-punto nu-
merable, entonces X tiene una base numerable;

2. Si X es un espacio compacto T}, entonces pw(X) = w(X).

3.20 Teorema. Sea ¢ una funcién cardinal mondtona con pw <
¢ < w. Entonces ¢ refleja a k™ para la clase de espacios inicial-
mente x-compactos T3.

Demostracion. Sea X un espacio inicialmente x-compacto T3 con
#(X) > kT. Entonces w(X) > st y por el Teorema 2.28, de
refleccién, de Hajnal-Juhész existe un subespacio Y de X con
Y| <kt yw(lY) > k. Podemos asumir que x(clx(Y)) < k™ (ya
que por otro lado, existirfa z € clx(Y) tal que x(z,clx(Y)) = &
y por la regularidad de X se seguiria que Z =Y U{z} es un sube-
spacio de X de cardinalidad a lo mas k™ con ¢(Z) > k1). Asi
x(clx(Y)) <k y w(clx(Y)) > «t y aplicando el Teorema 3.17 se
concluye la demostracion. O]
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El grado de metrizabilidad de un espacio X es el nimero car-
dinal

m(X) =min{x > w: X tiene una base B = J{B, : a < k},
donde cada B, es localmente finita en X }

No es dificil ver que m es una funcién cardinal mondtona y que
pw < m <L w.

3.21 Corolario. En la clase de espacios compactos Hausdorff, pw,
w y m reflejan a todo cardinal.

Ahora daremos una demostracion del teorema de metrizacion
de Dow usando el Teorema 3.17. Para ello necesitaremos el si-
guiente resultado.

3.22 Lema. Sean x y A cardinales infinitos con A < k y sea X un
espacio topolégico con d(X) < k. Supongamos que para cualquier
subconjunto Y de X que cumple |Y| < &, Y esregulary x (V) < A,
entonces X es regular y x(X) < .

Demostracion. Vamos a suponer lo contrario. Sea X un espa-
cio topolégico no regular, entonces existe ¢ € X y una vecindad
abierta R de ¢ tal que para cualquier conjunto abierto V', se tiene
que

si g € V, entonces clx(V) ¢ R.

Sea Y = D U {q}, donde D es un subconjunto denso de X con
|D| < k. Como x(Y) < A, existe una coleccién {B,, : o < A} de
vecindades abiertas de ¢, tales que para cualquier conjunto abierto
Vv

(%) si ¢ € V, entonces existe a < \ tal que (B,NY) C V.

Para cada o« < A sean 2, € (Bo\R)y Z = Y U{z, : o < A}.
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Por hipétesis Z es un espacio regular, por lo que existe una vecin-
dad abierta V' de ¢ tal que

ge (VNZ)Cey(VNZ)CR.
Por (%), existe v < A tal que (B, NY) C V. Entonces:
Za € clx(Ba) = clx(Ba NY) C clx(V N Z),

puesto que Y es denso en X.

Tenemos también que z, € Z, por lo que z, € clx(VNZ)NZ =
cz(VNZ)C R, lo cual es una contradiccion.

Para demostrar que x(X) < A, sea z € X. Por hipétesis, x(z, DU
{z}) < A. Pero D es denso en X y X es regular, asi que y(z, X) <
A como se desea. O]

Ahora estamos listos para probar el teorema de Dow. Probamos
antes una generalizacién sugerida por Juhasz.

3.23 Teorema. Sea X un espacio inicialmente x-compacto tal que
para todo Y C X con |Y| < £7,Y es T3 y pw(Y) < k. Entonces
X es un espacio T3 y w(X) < k.

Demostracion. Primero notemos que X es un espacio T3 (aplique
la hipétesis a {z,y}). Supongamos que w(X) > x*. Por el teo-
rema de Hajnal-Juhdsz (Teorema 2.28) existe un subespacio Y de
X con |Y]| <kt yw(Y) > kT, Por el Lema 3.22, x(clx(Y)) < k.
Aplicando el Teorema 3.17 tenemos que clx(Y) tiene un subespa-
cio Z de cardinalidad < % con pw(Z) > k™, contradiciendo asi
que pw(X) < k. Observe que el Teorema 3.17 se puede aplicar
aqui ya que la condicién d(X) < k implica, segin el Lema 3.22,
que x(X) < k. O

3.24 Corolario. (de Metrizacién de Alan Dow). Si X es un es-
pacio numerablemente compacto y todo subconjunto de X de car-
dinalidad a lo mas w; es metrizable, entonces X es metrizable.
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Demostracion. Por el teorema anterior podemos concluir que X
es un espacio T3 y w(X) < w, es decir, tiene una base numerable.
Por el teorema de metrizaciéon de Urysohn X es metrizable. [

3.3 Teorema de reflejo para el i-peso y
espacios diadicos

Utilizando el teorema de reflejo para el pseudocaréacter y el teo-
rema de reflejo para el peso, Alejandro Ramirez Paramo demostrd
en [27] que, suponiendo cierta la HGC, la funcién cardinal i-peso
refleja fuertemente a todo cardinal infinito en la clase de los espa-
cios compactos de Hausdorff. En esta seccién exponemos este y
otros resultados.

Con este proposito en mente es que establecemos los siguientes
conceptos.

3.25 Definicion. Sea X un espacio de topoldgico.

1. Diremos que el espacio X se condensa sobre el espacio Y
si existe una funcion biyectiva continua de X sobre Y.

2. El i-peso, iw(X), de un espacio de Tychonoff X es el mas
pequenio de los pesos w(Y") de todos los espacios de Tychonoff
Y sobre los cuales X puede ser condensado; esto es,

iw(X) = min{w(Y) : existe una condensacién de X sobre Y}

donde X y Y son Tychonoff.

La siguiente proposicién resume algunas de las principales pro-
piedades de la funcién cardinal jw.

3.26 Proposicion.

1. La funcién cardinal sw es mondtona.
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. Para todo espacio de Tychonoff X, se tiene que ¥ (X) <

iw(X).

. Para todo espacio de Tychonoff X, se tiene que iw(X) <

nw(X) < w(X).

. Si X es un espacio compacto y Hausdorff, entonces iw(X) =

nw(X) = w(X).

Demostracion.

1. SeaY C X ysea Z € Ts1y2 y f: X — Z una condensacion

de X sobre Z con la propiedad de que w(Z) = iw(X).
Ahora fijémonos en la restricciéon de f sobre Y, es decir,
fly + Y — f(Y) y note que es una condensacién sobre
f(Y), como f(Y) C Z y como w es mondtona tenemos
que w(f(Y)) < w(Z), y por definicién de iw, tenemos que
iw(Y) < w(f(V)) < iw(X).

. Sea Z €T3y f: X — Z una condensacién de X sobre Z

tal que w(Z) = iw(X). Sea B base de Z, con |B| = w(Z).
Sea x € X y fijémonos en f(z) € Z(f(z) = y). Tomemos:

B,={BeB:yec B}

Entonces B, es una pseudobase de Z en y es decir, ({B €
B:ye B} ={y}.

Ahora fijémonos en f~%(B,) = {f~'(B) : B € B,y € B}.
Notemos que () f~!(B,) = {z}. En efecto, supongamos que
existe ' # x tal que 2’ € N f~Y(By), entonces, para toda
B € B, € f7Y(B), con lo que f(z') € B, para toda
B € B,, es decir que f(z') € (\B,, con lo que podriamos
concluir que f(z') = y, lo cual contradice nuestras hipétesis.
Con esto vemos que f~(B,) es una pseudobase de X en z.
Ademss |f~1(B,)| < w(Z).

Ahora como z fue arbitraria, ¥(X,z) < |f71(B,)| < w(Z),
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es decir que w(Z) es cota superior del conjunto {¢(X, ) :
x € X}, con lo que podemos concluir que:

(X)) <iw(X).

3. Para ver que nw(X) < w(X), basta notar que toda base es
una red, por lo que la desigualdad es inmediata.
Ahora probaremos la otra desigualdad, es decir iw(X) <
nw(X). Denotemos con T(X) a la topologia de X y sea N
una red para X tal que [N| = nw(X). Formemos el conjunto
M de la siguiente manera:

{(Ml,MQ) -3 UMI,UMQ E‘I(X),MZ' - UMi y U]M1 ﬂUM2 :Q)},

donde (M;, M) e N x N e e {1,2}.

Para cada (M7, Ms) € M, fijemos un par de abiertos Uyy,, Uy, €
T(X) tal que M; C Upyi € {1,2} y Uy, NUp, = 0y
formemos

(B() = {U]\Jl,Uv]\/[2 : (Ml,MQ) € M}

Esta familia, By, es una subbase para una tnica topologia
para X, es decir, la familia B de todas las intersecciones
finitas de miembros de B, forma una base para una tnica
topologia para X, que denotamos Tp(X).

De la definicién de red y el hecho de que (X,T(X)) es un
espacio de Hausdorff, se sigue que el conjunto X con la
topologia generada por B es un espacio de Hausdorff, de-
notemos a este espacio como Y = (X, T5(X)). Como |B| <
nw(X), tenemos que w(Y) < nw(X)y como Tg(X) C T(X)
se sigue que la funcién identidad idy : X — Y, es biyectiva
y continua, con lo que se concluye la desigualdad deseada.

4. Para esta ultima prueba note que por lo anterior sélo es
necesario hacer el caso w(X) < iw(X). Sea f : X — Y
una condensacién y sea B base en Y tal que |B| = w(Y)
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y con la propiedad de que w(Y) = iw(X). Ahora, como
f es un homeomorfismo (ver 3.1.13 en [9]), tenemos que
la desigualdad deseada ocurre de manera natural, ya que:
f7H(B) es base en X, con lo que por definicién de peso
w(X) < FUB) v If (B = |B| = w(Y), por lo que
podemos concluir que w(X) < iw(X).

]

3.27 Teorema (Ramirez Paramo [27]). Suponiendo cierta la HGC,
la funcion cardinal 7w refleja fuertemente a todo cardinal infinito
en la clase de los espacios Hausdorff compactos.

Demostracion. Como el 1w es una funcion cardinal mondtona, es
suficiente probar (ver Observacién 2.10 ) que el iw refleja a todo
cardinal sucesor k.

Sea X un espacio de Hausdorff compacto tal que iw(X) > k™.
Mostraremos que existe un subconjunto Z de X, con |Z| < kT y
iw(Z) = k.

Como iw(X) = w(X), entonces w(X) > k*; por el teorema de
reflejo de Hajnal-Juhdsz (Teorema 2.28) existe un subespacio YV
de X con |Y| < kT yw(Y) > k™. Sea Yy = clx(Y), entonces Yj
es un espacio de Hausdorff compacto.

Consideremos los siguientes casos:

(a) ¥(Yy) = k™. Por el Teorema 3.14, existe un subespacio Z de
Yy tal que |Z| < kT y ©(Z) = k™. De aqui concluimos que
iw(Z) > kT (ver Teorema 3.26).

(b) ¥(Yy) < kT, es decir, ¥(Yy) < k. Como Yj es un espacio de
Hausdorff compacto, ¥(Yy) = x(Yo), v |[Yo| < 2¥00). Tene-
mos que |Yy| < 2% = kT por la HGC. Por otro lado, es claro
que 1w(Yy) = w(Yy) = w(Y) = kT, Asi Z =Y} constata el
hecho de que iw refleja a k™.

]
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3.28 Definicion. Sea X un espacio Hausdorff. Se dice que X es
un espacio diadico si X es imagen continua de un cubo de Cantor
D(2)" (donde k > w).

3.29 Corolario (Ramirez Péramo [27]). Suponiendo cierta la
HGC, la funcién cardinal jw tiene la propiedad [U (k)

3.30 Teorema (Ramirez Paramo [27]). La funcién cardinal jw re-
fleja fuertemente a todo cardinal infinito en la clase de los espacios
diddicos.

Demostracion. Por la Observacion 2.10 es suficiente probar que el
iw refleja a todo cardinal sucesor k*. Sea X un espacio diddico
tal que iw(X) > kT. Por el Teorema 3.26, w(X) > «™; asi por
el teorema de Efimov-Gerlitz-Hagler [8], X contiene una copia
topoldgica de D" (el producto topoldgico de kT copias del espacio
D). Seap € D*", como 9(p, D) = kT, por el teorema de Efimov
7], existe M C D* tal que M es discreto, |[M| = kt y Y =
Mn{p} es homeomorfo a A(k™), donde A(k™) es compactificacién
de un espacio discreto de cardinalidad x*. Por lo tanto s <
iw(Y). O
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