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Capitulo 1.

Introduccién.

Las Representaciones de Modelos de Alta Dimensionalidad ( HDMR: “High Dimensional
Model Representations”) pertenecen a un area emergente en ciencias computacionales y
matematicas aplicadas.

Las expansiones HDMR [Allis & Rabitz, 1999; Li et al., 2001] son herramientas para
mejorar el modelado matematico de sistemas fisicos en donde lo importante es determinar
las relaciones existentes entre las entradas y las salidas del sistema.

Existen sistemas en diferentes areas de la ciencia que tienen una gran cantidad de
variables de entrada, cada una de estas variables influye de diferente manera en el
comportamiento de la salida.

Uno de los objetivos mas frecuentes de los cientificos es identificar el mapeo de
entrada-salida por medio de un muestreo finito de las variables de entrada. Otro de los
objetivos es predecir los valores de las variables de salida dados un punto inicial y
parametros de entrada [Rabitz et al., 2000].

Hay métodos tradicionales para atacar este tipo de problemas, sin embargo, estos
emplean una gran carga computacional, la cual crece exponencialmente conforme
aumenta el nimero de variables del sistema, de tal manera que para sistemas con n>>10
el uso de estos métodos es prohibitivo.

HDMR es un modelo que aproxima sistemas multidimensionales y proporciona
manipulaciones algebraicas rapidas y estables con una buena exactitud.

Existen varios antecedentes en la teoria de la aproximacién de funciones de muchas
variables. El teorema de Kolmogorov [Lorentz et al., 1996] es un antecedente de las
HDMR vy al igual que las HDMR se basa en el hecho de representar aproximaciones a la
funcién por medio de la suma de funciones de menos variables. Este teorema dice que
cualquier funcién continua de n variables definida en un hipercubo unitario k" puede
expresarse como la suma de 2n+1 funciones, en donde cada una de estas funciones
depende de una sola variable. Es importante mencionar que no existe ningn algoritmo
numérico viable que pueda calcular las funciones de una sola variable de esta
representacion.

Sin embargo, hay una serie de representaciones conocidas como redes de aprendizaje
las cuales aproximan una funcién de n variables con cualquier precision deseada [Rabitz
et al., 1998]. Algunos ejemplos son los algoritmos de Busqueda de Proyeccion (ver
Apéndice A), los Perceptrones Multicapa [Parker, 1985], y las Funciones de Base Radial
(ver Apéndice B). Ninguna de estas representaciones es una aproximacion generica que
se aplique para todas las funciones de muchas variables; es necesario un conocimiento
previo de la estructura fisica del sistema para escoger alguna de las alternativas. Por el
contrario, las representaciones HDMR se basan en el supuesto de que solo las funciones
de pocas variables (1, 2 y 3) juegan un papel significativo en los sistemas fisicos. Las
representaciones HDMR pueden ser clasificadas como redes de aprendizaje no-
paramétricas y no-regresivas [Alis & Rabitz, 1999].



Las técnicas HDMR estan basadas en la teoria de operadores de proyeccion y la teoria
de optimizacion [Li et al., 2000].

HDMR es una expansion de funciones correlacionadas jerarquicamente que capturan
las relaciones de entrada-salida de un sistema multidimensional [Allis & Rabitz, 1999; Li
et al., 2001] y esta dada por la siguiente expresion:

f(X):fo+ifi(Xi)+ z fij(Xi’Xj)+ Z fijk(xi’xj’xk)+"'+f12...n(X1’X2""’Xn)

I<i< j<n i< j<k<n
(1)

donde f, representa el valor medio de f(x) sobre todo el dominio Q de x.
El dominio Q de x se define de la forma en la que estén acotadas las variables de
entrada

Xpy Xy ey X, -

La funcion de primer grado de cooperatividad ( | = 1) fi(x;) representa el efecto de las
variables de entrada x; actuando independientemente una de la otra. Sin embargo, en
general las variables x; que actian independientemente sobre la salida f(x) lo hacen de
forma no lineal.

Las funciones de segundo grado de cooperatividad ( | = 2) fij(xi, X;) describen los efectos
cooperativos de las variables de entrada x; y x;j sobre la funcion de salida f(x).

Los términos de grado de cooperatividad mas alto reflejan los efectos cooperativos de
un numero creciente de variables actuando todas juntas para influenciar a la funcién de
salida f(x) . El dltimo término representa a todas las variables de entrada actuando en
conjunto para influir sobre la salida f(x).

La conjetura fundamental de las HDMR es que en los problemas tipicos de la practica
no parece existir un grado alto de cooperatividad entre las variables de entrada, de tal
forma que se espera que los términos significativos de las expansiones HDMR (1)
satisfagan la relacion:

I<<n para n>>1

La experiencia ha mostrado que la expresion HDMR de 2° grado de cooperatividad:

FO)~ fo+ > i)+ D f(%. )
i=1 i<i<j<n
con frecuencia proporciona una descripcion satisfactoria de f(x) para muchos sistemas
multidimensionales [Alis & Rabitz, 1999].

Esta es una hipdtesis comprobada con muchos fenémenos a los que se les ha aplicado
esta técnica [Shorter et al., 1999; Shorter & Percila, 2000; Wang et al., 1999; Shoendorf
et al., 2003] (entre otros), es decir, se han comparado los resultados de la teoria con los de
experimentos.

1.1. Planteamiento del problema propuesto.

El modelo que utilizamos en esta tesis para el analisis de la concentracion de ozono en
forma idealizada, en ausencia de deposicion de impurezas, es el modelo en 3 dimensiones
de difusién/adveccion de contaminantes y se describe con el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales parciales [Nagornov et al., 2003]:



%+8(uci)+8(vci)+6(wci)ZQ(KX%}ri K % +2(K2%j+Ri
ot ox oy 0z OX ox) oy\ Toy) oz 0z
(2)

(i=12,..,n)

donde c; representan las concentraciones de contaminantes y R; son las tasas de cambio en
las concentraciones de contaminantes en la mezcla reactiva debido a las transformaciones
quimicas. Las variables u,v,w son los componentes del vector velocidad de viento, y Ky Kx
Kx, son los coeficientes de difusion turbulenta [Aguilar, 1998] Los problemas de frontera
y valor inicial para el sistema (2) se resuelven numéricamente para un conjunto de n
especies quimicas, en un dominio Q tridimensional (0<x<L,,0<y<L ,0<z<L,).

Los mecanismos de reacciones quimicas R; que estdn dentro de este modelo de
contaminacion atmosférica se describen por medio de sistemas rigidos de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO):

de; _
dt
3)

En los ultimos 20 afios se han construido diversos modelos de calidad del aire para la
ciudad de México. La cantidad de substancias que intervienen en estos modelos es
variable (4, 11, 27, 70,...). Se ha observado que la parte que consume mas tiempo cuando
se ejecutan los modelos de calidad del aire es la correspondiente a la solucidon de los
sistemas rigidos de ecuaciones diferenciales formados por las reacciones quimicas, es
decir, la solucion de la parte de las reacciones quimicas es computacionalmente intensiva.
Por ejemplo, En la reciente publicacion [Jazcilevich, 2005] se dice que en los modelos
donde intervienen 70 o mas substancias, el tiempo empleado en la solucion del sistema de
ecuaciones diferenciales que corresponde a las reacciones quimicas ocupa alrededor de un
70% de la carga computacional.

Hasta ahora, se utilizan métodos numéricos convencionales, llamados métodos de
GEAR [Press et al., 1999] en la solucidn de estos sistemas rigidos de EDOs (3).

En nuestro caso utilizamos el paquete CVODE [Cohen & Hindmarsh, 1996]. Este
paquete ha sido disefiado especificamente para la solucién de sistemas rigidos de EDO’s
por medio de los métodos de GEAR. EIl objetivo principal de esta investigacion es
sustituir el integrador numérico convencional CVODE por una aplicacion de las
expansiones HDMR llamada FEOM (Fully Equivalent Operational Model).

El uso de un FEOM [Shorter et al., 2000; Wang et al., 1999], en lugar de una parte del
sistema (o del sistema completo) es una de las aplicaciones principales de las HDMR. A
su vez, una de las aplicaciones importantes del FEOM es el modelado de sistemas
descritos por medio de un conjunto de ecuaciones diferenciales. Los resultados de un
FEOM se obtienen mas rapidamente que los de un integrador numérico convencional, con
una buena exactitud.

En esta tesis se pretende demostrar la aplicabilidad del FEOM a la solucién de los
sistemas de ecuaciones diferenciales planteados por los mecanismos de reacciones
fotoquimicas dentro de la ecuaciéon idealizada de difusion/adveccion en tres dimensiones,
operando en tiempos cortos, es decir, trabajando con minutos y segundos.

R (c.C,.nCy), i=1.00



1.2. Objetivos.

El objetivo principal de esta tesis es sustituir el integrador numérico convencional
CVODE por una aplicacion de las expansiones HDMR [Alis & Rabitz 1999; Li et al.,
2001] llamada FEOM (Fully Equivalent Operational Model) [Shoendorf et al., 2003;
Shorter et al., 1999] para lograr una importante reduccion en el tiempo de ejecucion del
modelo de contaminacion ambiental.

La aplicacién de un modelo matematico para la prediccion de los niveles de 0zono es un
problema complejo. La variacion de la velocidad de las reacciones quimicas con el angulo
del sol [Nagornov et al., 2003] y la gran cantidad de substancias que intervienen en la
contaminacion atmosfeérica, hacen dificil la prediccion de los niveles de ozono.

El objetivo de esta tesis no pretende ser un desarrollo de modelos matematicos de
contaminacion ambiental, sino desarrollar y demostrar la utilizacion del FEOM en lugar
de un integrador numérico convencional en dichos modelos para agilizar
significativamente su ejecucion.

1.3. Metas.

La meta de esta investigacion es determinar por medio computacional, que tan rapido es
el FEOM para resolver varios mecanismos de reacciones guimicas, en comparacién con
CVODE.

El FEOM mencionado esta constituido por un sistema de cémputo, por lo que otra de
las metas es utilizar un proceso de desarrollo de software [GOmez, 2004] para hacer al
sistema accesible y facilitar su aplicacion a otros proyectos.

1.4. Organizacion de la tesis.

El segundo capitulo incluye las principales aplicaciones de las expansiones HDMR,
también expone como se determinan las funciones que componen las expansiones
HDMR, las propiedades de estas expansiones y las HDMR avanzadas.

En el tercer capitulo se define lo que es un FEOM vy se detalla el proceso de disefio de
software por medio del cual se elaboré el sistema de computo para entrenar y operar l0s
FEOMs con los que se realizaron los experimentos de esta investigacion.

En el tercer capitulo se expone la aplicacion de un FEOM a diferentes mecanismos de
reacciones quimicas del modelo de contaminacion ambiental, sin incluirlo. Finalmente, en
el quinto capitulo se muestran los resultados de sustituir al integrador numérico CVODE
por su correspondiente FEOM en el modelo en tres dimensiones de difusion/adveccion de
contaminantes.



CAPITULO 2.
Representaciones de Modelos de Alta Dimensionalidad:
High Dimensional Model Representations (HDMR).

2.1. Determinacion de las funciones que componen las HDMR.

La valiosa propiedad del bajo grado de cooperatividad de las variables de entrada para un
sistema multidimensional puede utilizarse solo si se pueden encontrar las funciones
componente fo, fi(xi), fij(xi, X;),... apropiadas, estas funciones deben hacerse para una f(x)
dada sobre todo el dominio Q de x tal que los términos de alto orden de la expansion sean
despreciables.

Un conjunto particular de funciones componente f;; . (X ,% ,...x) (1=0,1,..n-1

con fo que corresponde a | = 0) se obtiene mediante un procedimiento que minimiza el
siguiente funcional [Rabitz et al., 2000]:

2

jw.l.z Lu)| F)- 1, Zf(u) > fyUu) == X f U, | du

|1|2 i I<i<j<n By ..y

bajo una condicién especifica adecuada que garantice que todas las funciones
componente se determinen paso a paso.

Aqui:
X (XI ' Iz " I|)
du =du, du,...du,

La funcion w,; (x, u) puede ser considerada como una funcién de peso.

Funciones de peso diferentes produciran distintas expansiones HDMR.

Existen dos tipos de expansiones HDMR usadas comunmente:

1.- Cut-HDMR.- Depende del valor de f(x) en un punto de referencia especifico X.
Se utiliza cuando se puede hacer un muestreo ordenado para la salida
f(x) en puntos escogidos X.

2.- RS-HDMR.- Depende del valor promedio de f(x) sobre todo el dominio Q. Se
utiliza cuando el muestreo se hace de manera aleatoria. Las funciones
componente se determinan por medio de la obtencion de promedios
en un conjunto de puntos muestreados de manera aleatoria sobre el
dominio Q. Otro criterio para la eleccion de la expansion RS-HDMR
es cuando exista una gran cantidad de variables de entrada. Aungue
se pueda realizar un muestreo ordenado, es mucho mas practico usar
RS-HDMR [Geremia & Rabitz, 2001], ya que, el nimero requerido



de muestras para la construccion de los polinomios ortonormales que
se utilizan, es independiente del numero de variables [Li et al., 2002

(28)].

La eleccion del tipo de expansion HDMR a utilizar depende tanto de lo que se desea
saber de la funcion de salida como del tipo y la cantidad de datos de entrada disponibles.

Todas las funciones componente tanto en Cut-HDMR como en RS-HDMR se pueden
construir directamente de los valores de salida f(x) en puntos de x ordenados o generados
de maneara aleatoria, lo que hace que la construccion de f;, f;(x), f; (X, x;),... sea simple

y directa.
2.1.1. Cut-HDMR.

Cuando es posible utilizar el muestreo ordenado para la salida f(x) en puntos escogidos de
X, (como por ejemplo datos de laboratorio con valores controlados de x), entonces se
puede construir una expansion Cut-HDMR.

Para el Cut-HDMR es necesario establecer primero un punto de referencia
X =(X,X,,...,X,) seleccionado dentro del dominio Q. Las funciones componente optimas
de la ec. (1) en el Cut-HDMR tienen la siguiente estructura [Allis & Rabitz, 1999]:

f, = f(X) (4)
f(x)=f(6.X)~ 1, (5)
£ 060 %) = £ XX )= o0 -f,00)-f, ()

donde:
(Xi,)_(i) = (Z,...,;H,Xi,;m,...,;n)
(Xi,Xj,;ij) = (Z,...,;i_l,Xi,;m,...,;j_l,Xj,;jﬂ,...,;n)
El dltimo término  f, . (X,X,,...,X,) esta determinado por la diferencia entre f(x) y
todas las demas funciones componente de la ecuacion (1).
Las formulas mencionadas anteriormente se obtienen substituyendo (x, , X, ,...x; X

con diferentes conjuntos de {i,, i,,...,i,} ={L2,...,n} para x en ambos lados de la ecuacion

(1) y usando la siguiente condicion:
Una funcion componente de Cut-HDMR desaparece cuando cualquiera de sus variables

propias toma el valor del elemento correspondiente en X, es decir:

i (XX %) o =0 sed{i,iy,...0}

La cual define una relacion ortogonal entre dos funciones componente diferentes del
Cut-HDMR como:

XS:st:O Se{ilaiga-"ai|}U{j1’j2""’jk}

fi1i2---i| (Xi1 ! Xiz T Xi| ) fjljZ'"jk (Xh ! ij reen Xjk )



Si cualquiera de las X ,X ,...% 0 delas x;,X, ,..,X; esigual a la x correspondiente

it Ny R PR

del vector de referencia x, el producto es cero.

La manera tipica de presentar las funciones componente del Cut-HDMR
fi(x), f;(%,X%;),... es en forma tabular a partir de la funcion original f(x) evaluandola en

repetidas ocasiones dejando fijas algunas componentes y variando otras.

Se hace notar que las funciones componente del Cut-HDMR  f,(x), f; (X, X;),... se
definen a lo largo de lineas de corte o a lo largo y ancho de ciertos planos 6 en el interior

de algun volumen, etc., los cuales incluyen al punto de referencia x en el dominio de la
funcion Q, de ahi el nombre Cut-HDMR.

Como todas las funciones componente son obtenidas con procedimientos de
minimizacion, éstas son las elecciones optimas para una salida f(x) dada, de modo que
solo se necesitan términos de bajo orden de la expansion Cut-HDRM para tener una
buena aproximacion de f(x).

Para encontrar el valor aproximado de f(x) en cualquier punto x € Q se lleva a cabo una
interpolacion dentro de las tablas de datos generadas por las funciones componente.

Las tablas de datos de las funciones componente se elaboran de la siguiente manera:

Para las funciones componente de grado de cooperatividad | =1 fi(x;) se forma una tabla
paracada f(x)=f(x,x)—f,.

Xi puede tomar s valores diferentes. Si el nimero de variables de entrada es n, la tabla

para cada fi(x;) se obtiene fijando el valor de las n-1 variables en el punto de referencia y
variando solo la x; en los s valores diferentes:

X, Xy Xon X f(xi,ii) f.(x)= f(xi,ii)— f,
X, F(x,.X) F(%,. %)~ 1y
X, F(%,,X) f(x,,X)-f,
X, (%, X) F(x,x) -1,

Tabla 1: Funcion tabular fi(x;).
Se pueden formar n tablas diferentes para las funciones componente con grado de
cooperatividad | = 1.
El nimero de muestras requerido para construir las tablas de fi(x;) es del orden O(sn).
Para las funciones componente con grado de cooperatividad | = 2 se obtienen tablas
para fij(xi, x;) de tamafios, xs,, en donde s; es el nimero de valores que puede tomar la

variable X; y s, es el nimero de valores que puede tomar la variable x;.



KX XXX 60X ) | By 060) = 003X ) = (%) = £ (x) = T
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X X | f (%%, X) f(x, XX ) = f ()= L (x) -

Xil XjZ f(x|’ J'XJ) f(X|7 J’XJ)_fil(Xil)_sz(sz)_fo

X, X, | F(x,x )| FOx

XX = 06) = L 06) —

— —ij
i 1X ) f(Xisl’ij’X )_ fisl(Xisl)_ fJZ(XJZ)_ f()

X | FOG X, X0 TG ’X-j)_fil(xil) f, (5,0

X, Xig | 0,0 X)X, ,x"')—fiz(xiz)—f,.sz(xjsz)—f0

2 2
i Xy PO X, x) — B () — 1, (X, ) — T
Tabla 2: Funcion tabular fij(xi, X;).

Los valores de fij(xi, X;) se obtienen de los resultados de evaluar la funcion en
il . . .
f(x;,X;,x") y de las funciones tabulares fi , fj obtenidas anteriormente.

n n!
Se pueden formar (2] =———— tablas diferentes para las funciones componente con

2l(n—2)

orden de cooperatividad | = 2

Si cada variable de entrada toma la misma cantidad de valores diferentes s, es decir, si
$1=5,=S, el nimero requerido de evaluaciones de f(x) para construir las tablas de todas las
funciones componente f,(x), f; (X, X;), ...

1+ns+n(n2_l) 2 n(n- l;(n 2)s3+ +s"

donde n es el nimero de variables de entrada.

Puede observarse que el nimero de evaluaciones de la funcién f(x) es de complejidad
polinomial con respecto al nimero de muestras n, pero es de complejidad exponencial
con respecto al numero de variables n, es decir, el costo computacional crece de manera
exponencial con el numero de variables de la funcion. El costo computacional se refiere



al nimero de experimentos necesarios para construir la representacion de la funcion de
muchas variables.

Sin embargo, basandose en la conjetura fundamental de las expansiones HDMR (ver
introduccion), es suficiente aproximar a la funcién f(x) usando un orden de
cooperatividad | = 2, de esta manera solo se tendrian que hacer:

n(n-1)
2

1+ns+ s® evaluaciones de f(x). Esto reduce el problema de elaborar las funciones

tabulares, de complejidad exponencial a complejidad polinomial. En este caso el costo
computacional crece cuadraticamente. EI nimero de muestras requerido para construir las
tablas de fij(x;, X;) es del orden 0(s°n?) donde n es el niimero de variables de la funcién y
s el nmero de muestras de cada variable [Geremia & Rabitz, 2001].

Basandose en la conjetura fundamental de las HDMR, solo se necesitan tablas para
variables actuando de manera independiente o cuando mucho actuando de dos en dos
sobre la salida, de esta manera el ahorro en el muestreo para valores grandes de n es
significativo comparado con el muestreo tradicional de s".

Si una funcion de muchas variables se representa con Cut-HDMR de grado de
cooperatividad 1=1 ¢ 1=2 el problema del muestreo tradicional de una funcién con n
variables que tiene complejidad s" se reduce a un problema de complejidad polinomial.

Finalmente, el problema de evaluar la funcion f(x) en cualquier punto arbitrario X, se
reduce a elaborar las tablas de las funciones componente de orden de cooperatividad 1=1
y I1=2 y a una interpolacién en varias dimensiones (ver Apéndice C: Interpolacion
multidimensional).

El laborioso esfuerzo inicial de construir las tablas para todas las funciones componente
fi(x), f;(%,X;),...de la expansion HDMR se ve compensado posteriormente cuando es

necesario hacer una gran cantidad de evaluaciones del modelo, ya que los resultados que
se obtienen son rapidos y exactos.



2.1.2. RS-HDMR.

Para el RS-HDMR, las funciones componente son determinadas por medio de un proceso
de obtener promedios en un conjunto de puntos muestreados de manera aleatoria sobre el
dominio Q.

Para el RS-HDMR, es necesario normalizar primero las variables x; de modo que sea
0<x <1 para i=1,2,..., n. La funcion de salida f(x) estd definida entonces en el

hipercubo unitario:

K" ={(X, %, %)[0< X <10 =1,2,..n}

Las funciones componente de RS-HDMR poseen las siguientes formas:

f, = j f (x) dx ()
fi0g)= [ F09dx' -1, (8)
06 %) = [0 dx? = ()= F,(x)) - 9)

K n-2

Donde dx' es el producto dx,dx,...dx. sin dx;, y dx' es el producto dxdx,...dx_ sin dx; ni
de.

De manera similar, el dltimo término f, (X, X,,...,X,) se determina con la diferencia
entre f(X) y todas las demas funciones componente de la ecuacion (1).

Como el hipercubo esta normalizado, los intervalos de integracion tienen valor 1 para
las n dimensiones, al integrar sobre estos intervalos se obtienen n areas. Como el
promedio se obtiene dividiendo el &rea entre el intervalo de integracion que tiene el valor

de 1, entonces, en este caso, el promedio de la funcion ?(x) esigual a las n &reas.

Considerando que el dominio © es un hipercubo unitario, fy es en realidad el valor
promedio de f(x) sobre todo el dominio, mientras que en el Cut-HDMR f;, es el valor de

f(x) en un solo punto de referencia Xx.

Las ecuaciones (7), (8) y (9) pueden obtenerse rapidamente con la integracion de ambos
lados de la ecuacién (1) con respecto a diferentes conjuntos de variables de entrada:
{x,, %, ,.-% }(1=n,n-1..1) y tomando en cuenta la siguiente condicion:

La integral de una funcién componente de RS-HDMR con respecto a cualquiera de sus

propias variables es cero, es decir:
1

J. Fitpq (% X000 % )AX =0 Seliyly e}

0



lo que define la relacion ortogonal entre dos funciones componente RS-HDMR diferentes
como:

I Fuip (60 X X)) T, (X0 X, X5 )X =0

kn
donde los conjuntos de variables utilizadas deben ser diferentes, es decir:
UTUYI N S S T Y Y

La evaluacion de las integrales multidimensionales en la expansién RS-HDMR puede
llevarse a cabo por medio del método de integracion por muestreo aleatorio de Monte
Carlo [Hughes, 1998; Press et al., 1999] (ver Apéndice D). EI nombre RS-HDMR viene
de muestreo aleatorio (Random Sampling).

Para construir las tablas de datos para las funciones componente del RS-HDMR es
necesario evaluar las integrales:

j f (x) dx, j f(x) dx', j f(x) dx¥, ...
kn kn—l kn—z
Estas pueden evaluarse por medio del método de Monte Carlo, para lo que es necesario
obtener las muestras. Por ejemplo, se generan de maneara aleatoria y uniforme N
muestras de un vector de dimension n llamado x® = (x®,x,“,..,x.®) (s=1,2,..,N) en
el espacio de n dimensiones K".
fo es el valor promedio de f(x) para todas las muestras x, entonces:

1d
fO:jf(x)dXzW;f(x”)

kﬂ

Como normalmente las integrales del método de Monte Carlo convergen bastante
rapido, un valor relativamente pequefio de N puede dar un resultado muy bueno. También
se tiene que con mucha frecuencia la aproximacion de la integral por el método de Monte
Carlo no depende de manera significativa de la dimension n del vector x al integrar f(x).
Lo anterior es de mucha utilidad para trabajar con sistemas multidimensionales [Li et al.,
2002 (29)].

La determinacion directa de todas las funciones componente de la expansion RS-
HDMR requiere integrar cada f(x)dx', f(x)dx”, ... con N muestras cada integral, esto
significa que se requiere de una gran cantidad de muestras aleatorias.

Por ejemplo, para funciones con orden de cooperatividad 1=1 es necesario hacer N
muestras de f(x;,x") en los puntos (x;,x)® =(x®,%,%,..., %, x,x,,..,x. ) con
s=1.2,...,N, asi:

. 1q . 1N
)= [ 100X = fy =<3 F((6,x) ) -2 F(x?)
s=1 s=1

kn—l

(Se aplico el método de Monte Carlo para hacer la aproximacion de la integral).

Si xi toma s valores diferentes X , X, ,..., X, se toman N muestras para cada valor x; fijo

tomando al azar el resto de los valores de las demas variables y se obtiene una tabla como
la Tabla 3 de tamafio N para cada uno de los s; valores de x;.
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Tabla 3 : N muestras diferentes de la funcion f(x) para valores de x; fijos.

Con esta tabla se obtiene el valor promedio de f (xil,x‘) mediante:

()= 2 F(04, X)) -3 Fx)

Y este seria solo el valor del primer renglon y segunda columna de la Tabla 4:

HERY fi(xi)z%i f((xi,x‘)‘”)—ﬁif(x(%
o) o) _
F(x,,X) F(x,)

f (xi;;., x') F(x,)

Tabla 4: Valores promedio de f; (x;).
Donde s; es el nimero de valores que toma la variable x;.

De tal manera que para completar la Tabla 4, es necesario elaborar s1 tablas similares a
la Tabla 3 tomando N muestras en cada tabla.

En total se requieren sxN muestras aleatorias para construir la funcién fi(x;) de la
Tabla 4.

Notese que se requieren n tablas similares a la Tabla 4 si el tamafio del vector de entrada
X=(X,X%,,..., X,) €sn.

Para construir la tabla de una funcién con orden de cooperatividad | = 2, el proceso de
obtencion de cada tabla para f;(x;,x;) se hace ain mas complejo, ya que es necesario

construir s, xs, tablas similares a la Tabla 3 para obtener cada uno de los valores de la
segunda columna de la Tabla 5:

f (%, %;,x") f (%, X;)




f(XI’ I Ij) f(X'l’ Jl)
f(x,.x,.x") f(x,.x;,)
f(XI .’ J’ J) f(XIl-1 11)
fx.x,,x") f(x,, ;)
f(x,,xj,x") f(x,.x;,)
fx,x, x| F(x,.x,)
f(x.x,,,x") f(x, %)
f(x,.%,,,x") f(x,.x;,)
fOx,x, XD fx,x,)

Tabla 5: Valores promedio de fij (xi, X;).

Donde:
s; es el nimero de valores que toma la variable x;
S, es el numero de valores que toma la variable X;

La obtencion de las f(xi,x;) se hace por medio de la siguiente ecuacion:

f 06 %)= [ F09dx = £,06) - F,0x) — f, =

kn72

SRR B O zf«x.,xw) Zf«x,,x>“>)+ zf(x“))

Suponiendo que tanto x; como x; toman m valores diferentes, se requieren de m’N
muestras diferentes para construir la tabla 5. Nétese que para un vector de entrada de

n(n—-1)
2

tamafo n se requieren tablas similares a la Tabla 5.

El numero requerido de muestras aleatorias crece exponencialmente con el orden de
cooperatividad de las funciones componente RS-HDMR. Por esta razon con frecuencia es
prohibitivamente costoso construir las tablas de las funciones componente RS-HDMR
con grado de cooperatividad 1=2 y 1=3.

Para reducir el esfuerzo del muestreo en el RS-HDMR se utilizan algunas funciones
convenientes (polinomios ortonormales) para aproximar las funciones componente de la
expansion [Li et al., 2002 (29)].



2.2. HDMR y sus aplicaciones.

Hay una gran variedad de areas en donde son Utiles las téchicas HDMR, de hecho, ya se
han publicado una serie de articulos con aplicaciones concretas; en cinética quimica
[Shorter et al., 1999; Wang et al., 1999], en transporte de radiacion [Shorter & Percila,
20001, en descubrimiento de materiales [Rabitz & Shim, 1999; Shim & Rabitz, 1998] y
en andlisis estadistico [Li et al., 2002 (29)]. A continuacion se mencionan las cuatro areas
principales en donde se aplican las expansiones HDMR (1).

f(x):f0+zn:fi(xi)+ DR X)) +F DL X X ) e (6 X X,)

I< i< j<n IKi< j<k<n
1)

2.2.1. Construccion de modelos basados en la observacion directa desde
el laboratorio o de los datos del campo.

Cuando no es facil construir un modelo matematico de un sistema, el comportamiento de
las salidas en funcién de las entradas puede basarse en observaciones en el laboratorio o
en el campo. En este caso, el sistema se considera simplemente como una caja negra. Las
entradas consisten en las variables medidas en el laboratorio u observadas en el campo y
las salidas son la respuesta observada del sistema.

Con frecuencia la entrada consiste en un vector de muchas variables X = (X, X,,..., X, )

donde n ~ 10 - 10° 0 mas, mientras que la salida es una sola cantidad f(x).

Uno de los objetivos de los cientificos es identificar el mapeo entrada-salida por medio
de un muestreo finito de las variables de entrada.

Hay métodos tradicionales para atacar este tipo de problemas, sin embargo, estos
emplean una gran carga computacional, la cual crece exponencialmente conforme
aumenta el niamero de variables del sistema, de tal manera que para sistemas con n>>10
el uso de estos métodos es prohibitivo.

Las técnicas HDMR son herramientas muy poderosas para modelar este tipo de
sistemas. Cuando es posible llevar a cabo un muestreo ordenado, se utilizan las
expansiones Cut-HDMR y cuando se considera que los datos disponibles estan
producidos de forma aleatoria se utilizan las expansiones RS-HDMR.

Una vez que se ha construido la expansion HDMR dada por la Ec.(1) se puede obtener
una reproduccién bastante precisa de los datos obtenidos del campo o laboratorio y una
prediccion razonable de la salida f(x) para una entrada x dada.

La expansion HDMR sirve como un modelo matematico con ventajas especificas sobre
aquellos modelos generados con métodos estadisticos convencionales, estas ventajas son
[Rabitz et al.,2000]:



- El modelo no depende de ninguna restriccion fisica, quimica o de suposiciones
tedricas. Su exactitud solo depende de la cantidad y de la calidad de los datos. Es
especialmente Gtil cuando no se tiene un conocimiento completo y detallado del sistema.

- EI modelo puede utilizarse para un analisis estadistico de su propia calidad por medio
de la colocacion de banderas cuantitativas en las predicciones resultantes, con estas
banderas se puede determinar si es necesario hacer mediciones adicionales para mejorar
la calidad del modelo.

- El modelo puede mejorarse continuamente sin tener que descartar los términos ya
obtenidos; para mejorarlo solo es necesario ir afladiendo mas términos nuevos a la
expansion cuando se haya identificado la informacion sobre las nuevas variables de
entrada.

2.2.2. Valoracion de la incertidumbre global e identificacion de
las variables clave y su interrelacion.

Las funciones componente individuales de las expansiones RS-HDMR se pueden
interpretar directamente como una correlacion estadistica, esto permite que la varianza de

la salidaa% pueda descomponerse en las contribuciones o’,o7,... de las variables de

ijree
entrada (La demostracion matematica de esta propiedad esta en la 2.3.3. Descomposicion
de la varianza en las expansiones HDMR.

La informacion que proporciona esta descomposicion permite alcanzar una
comprension fisica de los origenes de la incertidumbre a la salida.

Una de las caracteristicas de los modelos obtenidos con expansiones HDMR es que se
obtienen funciones con pocas variables las cuales se pueden muestrear exhaustivamente,
lo que permite una mejora en la calidad de los datos.

2
ijre

Por otra parte, analizando detalladamente las subcomponentes ¢?,o7,... de la varianza

total a% es posible identificar cuales son las variables de entrada importantes del modelo

y como interactian una con otra. La informacion resultante de este analisis proporcionara
sugerencias para la mejora del modelo. Este tema se trata mas ampliamente en el
Apéndice G.

2.2.3. Construccion de un modelo operacional completamente
equivalente.

Una de las aplicaciones mas interesantes de las HDMR es la obtencion de modelos
operacionales completamente equivalentes (en Ingles FEOM: Fully Equivalent
Operational Model).

Teniendo en cuenta que los modelos complejos pueden estar compuestos de la unién de
varios submodelos, puede partirse a los sistemas complejos de tal forma que las partes
gue requieran de una gran carga computacional puedan modelarse de manera
independiente con expansiones HDMR.

Cuando se reemplaza el o los componentes lentos del sistema por expansiones HDMR,
la ejecucion del modelo se vuelve mucho mas eficiente.



Las funciones componente f;(x), f; (X, X;),... para un submodelo se obtienen de

manera aislada, es decir, sin tomar en cuenta el resto de los subsistemas.

El Modelo Operacional Completamente Equivalente (FEOM) de un sistema se obtiene
con la expansion de funciones componente HDMR. EI FEOM se utiliza para predecir el
comportamiento de la salida de un subsistema en cualquier punto x dentro del dominio
Q. En algunos casos el FEOM puede reemplazar a todo un sistema completo.

El uso del FEOM tiene un gran campo de aplicacion, sobre todo en el reemplazo de
componentes que implican un gran esfuerzo computacional.

Solo en el caso de que una entrada x esté fuera de la region que abarca el FEOM, o que
se determine que la prediccion del FEOM tiene errores considerables, se utiliza el
componente original del modelo para obtener resultados exactos. Ademas, con estos
nuevos resultados se mejora el FEOM para su uso posterior.

El capitulo 3 esta dedicado a la descripcion e implantacion del FEOM para aplicarlo
posteriormente en la solucion de diversos sistemas de ecuaciones diferenciales que
corresponden a las reacciones quimicas del modelo de difusion/adveccion de
contaminantes para la ciudad de México.

2.2.4. Valoracion del riesgo cuantitativamente eficiente.

Para la valoracion cuantitativa del riesgo, generalmente es necesario reconsiderar el
conjunto  original de  variables 'y dividirlas en 2  componentes

(X Xo1eeXss Yoo Yz ¥ys S+ =n) donde el conjunto {x} son las variables bajo el control

humano (variables de escenario) y el conjunto {yi} corresponde a las demas variables del

modelo, las cuales estan sujetas a cierto grado de incertidumbre [Rabitz et al., 2000].
Para medir el riesgo, se identifica si la salida f(x,y) sobrepasa (o no llega) a un valor

critico f..
El riesgo se define como la probabilidad p(f > f.) de que ocurra este evento tomando

en cuenta la incertidumbre de entre el conjunto de variables de entrada {yi} :
Asi que el riesgo esta definido como:

R :_[H [f(xy)- f, Jdxdy
(10)

y la varianza del riesgo es:

o :J‘H[f(x,y)— f.JH[f(u,y)-f,Jdudy —R?
(11)

1 z>1
donde H[z]={O z<0}

La distribucion de probabilidad para {yi} se pliega a la transformacion de las variables
a la forma de hipercubo unitario.



Con las expansiones HDMR se tiene la gran ventaja de poder evaluar el riesgo de una
manera cuantitativa. Estas tareas se facilitan debido a la capacidad de evaluar facilmente

f(x,y) enlaec. (10) y a la amplia cobertura del espacio {x;, y;}.
En suma, es posible determinar la porcion de variables de escenario {xl,xz,...xs} que

contribuye independientemente o de forma correlacionada al riesgo.
El analisis no solo proporciona el riesgo R (10) , sino también el aseguramiento de la

calidad del riesgo a través de su varianza o7 (11), ya que se tienen las variables {yi} del

modelo y su respectiva incertidumbre.

Una aplicacion préactica del analisis de incertidumbre en la cinética de las reacciones
fotoquimicas, por medio de las técnicas HDMR, puede consultarse en [Wang et al.,
2001].

2.3. Propiedades de las expansiones HDMR.

Las siguientes propiedades de las expansiones HDMR son importantes para su aplicacion
en diferentes problemas cientificos.

2.3.1. Convergencia rapida de las expansiones HDMR.

Las expansiones HDMR convergen rapidamente. Esta propiedad puede demostrarse de la
siguiente manera [Rabitz et al., 2000]:
Supongamos que una salida f(x) definida en un hipercubo unitario de X puede

expandirse como una serie de Taylor convergente en un punto de referencia X:
0 f(x 1 0% f(x — —
f(x)_f(x)+z (x )( X )+ Z (x )( X =X ) (X, = X;) +...
X i1 2! OX0X;
Las funciones componente f;, f,(x), f; (X, X;). deI Cut-HDMR segun las ecuaciones

(4).(5) y (6) son:

f, = f(X)

f.(x)=f(x,x)-f,

fIJ(XI’ J) f(XI, j? .j)_fi(xi)_fj(xj)_fo

Substituyendo (xi,;) por X y restando f(>_<) de ambos lados de la expansion en la
ecuacion (1) se obtiene f,(Xx,).

Como todos los términos que contienen Xx; (j =) desaparecen, la funcién componente
de primer orden f.(x) es la suma de todos los términos de la serie de Taylor que

contienen Unicamente a la variable X;.
De manera similar, la funcion componente de segundo orden f;(x,x;) es la suma de

todos los terminos de la serie de Taylor que contienen Unicamente las variables X; y X;.

Asi, el numero infinito de términos de la serie de Taylor esta dividido en un nimero
finito de grupos diferentes. Cada grupo corresponde a una funcion componente del Cut-
HDMR.



En otras palabras, cada funcién componente del Cut-HDMR esta compuesta por un
subconjunto infinito de términos de la serie de Taylor. Por esto, cualquier expansién Cut-
HDMR truncada, proporciona una mejor aproximacion a f(x) que cualquier serie de
Taylor truncada, ya que esta Ultima solo contiene un nimero finito de la serie de Taylor,
mientras que la primera contiene a todas las funciones componente del orden en donde se
trunque la expansion.

Aun mas, considerando que 0<x <1 (i = 1,2,...,n) y que (X —x_i)<1, las funciones

! _
componente de alto orden estdn compuestas por el producto: H(xis —xis)ks con | grande,
s=1

por lo que el valor de la multiplicatoria es muy pequefio.

Hay que mencionar que lo anterior no es una prueba estrictamente matematica, pero si
alcanza a dar una idea del porqué la expansién Cut-HDMR converge réapido.

Ademas, los subconjuntos de términos de la serie de Taylor que corresponden a
diferentes funciones componente, no se traslapan la una con la otra, lo cual es la base de
la relacion ortogonal entre dos funciones componente del Cut-HDMR.

Las expansiones RS-HDMR poseen la misma propiedad que Cut-HDMR, ya que puede
establecerse una relacion uno a uno entre RS-HDMR y Cut-HDMR [Rabitz et al., 2000].



2.3.2. Concordancia de las expansiones HDMR con las leyes de
conservacion.

Si un conjunto de salidas {f“)(x), fA(x),..., f(s)(x)} obedecen a un conjunto de leyes de

conservacion de superposicion lineal, entonces sus aproximaciones HDMR de cualquier
orden también obedecen esas leyes de conservacion, por ejemplo:
Si:

zslwki fOx)=c, k=12,..,m (12)
donde Wk:ily Cx Son dos conjuntos de constantes, entonces:
zslwki [,ui f(‘)(x)]:ck k=12..m y 1=012,...,n
Aqui: -

H =P +Zpi Tt Z Pii, ..
i=1 i i ooy
y 1 £O(x) es la aproximacion de f@(x) de orden I. Esta propiedad puede probarse
aplicando el operador g, aambas partes de la ecuacion (12) y usando la identidad:
i C=C donde c es una constante

La concordancia de las expansiones HDMR con las leyes de conservacion es muy util
para la aplicacion de las HDMR en fisica, quimica y otras disciplinas cientificas en donde
las leyes de conservacion (por ejemplo, de la masa, de la energia, del momentum, etc.)
son importantes.

2.3.3. Descomposicion de la varianza en las expansiones HDMR.

Utilizando la propiedad de ortogonalidad de las funciones componente de las expansiones
RS-HDMR, puede probarse que la varianza total a% de f(x) causada por todas las

variables de entrada, puede ser descompuesta en la suma de las diferentes contribuciones
a la varianza total de cada una de las variables de entrada. Esto, debido a que la

contribucion a la varianza total o de x; actGia de manera independiente a la contribucion
o, de las variables correlacionadas x;, ; , etc.

Asi:

o2=[[ £~ T ] ax= [[f (0~ F,] dx=

:I .n f(x)+ D fij(xi,xj)+...} dx

K" 1<i<j<n

donde f es el valor medio de f(x) sobre todo el dominio Q.

Por la ortogonalidad de las funciones componente, los productos entre ellas son cero, y
solo quedan los términos:
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Esta propiedad es muy util para el andlisis global de incertidumbre (Apéndice G), ya
que la descomposicion es valida sobre todo el dominio. Es facil encontrar como influye
cada una de las incertidumbres de las variables de entrada en la incertidumbre total de la

salida analizando las magnitudes de of,o;, etc. También es posible determinar con

estos datos cuales son las variables clave de entrada y qué clase de cooperatividad existe
entre las variables de entrada.

2.4. Expansiones HDMR avanzadas.

2.4.1. MultiCut-HDMR vs. Cut-HDMR con multiples subdominios.

En algunos casos la expansion Cut-HDMR truncada no puede aproximar bien a una
funcién f(x) cuando el dominio Q de x es muy grande, porque en este caso muchos puntos
del dominio quedan lejos del punto de referencia X. Esta es una restriccion del Cut-
HDMR. MultiCut-HDMR es una herramienta que hace frente a este problema utilizando

multiples puntos de referencia para mejorar la exactitud de la aproximacion [Li et al.,
2004].

Los principios basicos de la expansion HDMR se pueden extender a casos mas
generales. Una expansion MultiCut-HDMR consta de varias expansiones Cut-HDMR de
orden 1, en distintos puntos de referencia a(1), a(2),...,a(m). La aproximacion a f(x) se
construye a partir de las m expansiones Cut-HDMR:

f(X)ZZm:Wk(X)|:f0(k)+ifi(k)(xi)+...+ z fil(izkl)”il(xil,xiz,...,xil)},

1<y <ip << <n

donde los coeficientes wy(x) poseen las siguientes propiedades:

1 si x esta en cualquier subvolumen de corte del k-esimo punto de referencia
0 si x esta en cualquier subvolumen de corte de otro punto de referencia

W, (X) :[

iwk (x)=1.

Las propiedades de los coeficientes wg(x) implican que si el punto x estd localizado
sobre una linea de corte, un plano o cualquier subvolumen de la expansion Cut-HDMR
para un punto de referencia k (1<k<m), la contribucién de todas las demés expansiones

Cut-HDMR desaparece y la expansion MultiCut-HDMR se reduce a una sola.



La aproximacién usando una expansion Cut-HDMR de orden | para un punto X, no tiene
error cuando X estd localizado en alguno de los subvolimenes mencionados
anteriormente.

Cuando se utilizan m expansiones Cut-HDMR para construir una expansién MultiCut-
HDMR, la regidn libre de error para una entrada x es m veces mas grande que para una
sola expansion Cut-HDMR, es por esto que se mejora la exactitud de la aproximacion.

Una de las formas de definir wi(x) es: la distancia p/" entre el punto x donde se va a

evaluar la funcion y el subvolumen de dimension | que pasa por el punto de referencia
a(k) (=1,2,...,m) de la k-ésima expansion. Como se muestra en la formula (13).

prleh (x):[i[xi —a,(k)] } {ipyy i} {1, 2,0 (13)

Una vez calculadas las distancias, se define a Wk(x) como:

m

w, =[] JI A"

s=1 I<i<.<ij<n
s#k

Puede demostrarse que la Wk(x) definida satisface las propiedades requeridas siempre y

cuando los diferentes puntos de referencia a(k) no compartan ninguna coordenada [Li et
al., 2004].
Cuando los puntos de referencia a(k) tienen el mismo valor para alguno de sus

elementos, entonces debe usarse una definicion modificada para Wk(x) .

Otra manera de calcular un MultiCut-HDMR es usando interpolacion lineal de
Lagrange [Li et al., 2004]. Hay que considerar que los calculos para un MultiCut-HDMR
Ilevan tiempo y hacen mas lenta la evaluacion de la aproximacién a la funcion.

Cuando el dominio de una funcion es demasiado grande para que una expansiéon Cut-
HDMR pueda aproximar con exactitud a f(x) puede aplicarse el MultiCut-HDMR o bien
puede optarse por el Cut-HDMR con mudltiples dominios. En Shoendorf et al. (2003)
utilizan Cut-HDMR con mdltiples dominios para ampliar el &rea de trabajo de un FEOM.
Con esta técnica se divide el dominio en varios subdominios, se elige un punto de
referencia en cada uno de estos subdominios y se construye un FEOM para cada punto de
referencia. La aproximacion a la funcién se obtiene calculando la expansion Cut-HDMR
del subdominio en donde se encuentra el punto a evaluar. Con esta técnica se tiene la
ventaja de la rapidez, ya que se calcula una sola expansion HDMR pero, se requiere
memoria para todos los FEOMSs que cubren el dominio de la funcion.

Li et al. (2004) reportaron una aplicacion donde se compararan los resultados obtenidos
de MultiCut-HDMR con los de Cut-HDMR con multiples dominios. La exactitud resultd



ser ligeramente mejor con el MultiCut-HDMR, sin embargo en la publicacion no se
menciona nada respecto a la rapidez de los calculos. Es de suponer que aunque este
ultimo método es ligeramente mas exacto, también es mas lento por la cantidad de
calculos adicionales que implica. No obstante, necesita de menos FEOMs para abarcar
con exactitud una amplia area de trabajo, por lo tanto requiere de menos memoria.

2.4.2. HDMR para un funcional.

Si las entradas de un sistema son un conjunto de funciones, por ejemplo, el vector de
entrada estd en funcion del tiempo: x(t):(xl(t),xz(t),...,xn (t)), entonces la salida del

sistema se convierte en un funcional.
Una forma de hacer la aproximacion a este funcional es usar la siguiente discretizacion:

X; (t) = Z Cik ¢k (t) )

donde {¢k(t)} es una familia de funciones ortogonales. De esta manera, cualquier

funcional se convierte en una funcién cuyos pardmetros son cix y asi son aplicables las
férmulas estandar de las expansiones HDMR.

Este tipo de aproximaciones, ya se han llevado a cabo con éxito en el problema de
quantums dispersos [Geremia et al., 2001; Geremia & Rabitz, 2001] y en el problema del
calentamiento por irradiacion atmosférica [Wang et al., 1999].



Conclusiones del capitulo I.

Los modelos matematicos utilizados para representar fenémenos fisicos y quimicos del
mundo real, o de procesos de laboratorio, tienen con frecuencia una gran cantidad de
variables de entrada.

Uno de los objetivos generales es deducir la estructura detallada del vector de entrada
de dimension n para identificar cuales son las variables que tienen mas impacto sobre el
modelo o sobre la salida observada.

Otro objetivo es poder predecir los valores de salida del sistema dados un punto

(X, X,,..., X,,) cualquieray el modelo matematico del sistema.

Un analisis de todo el espacio al que pertenecen las variables, es un problema de tipo
NP-completo, ya que la carga computacional crece exponencialmente con el nimero de

variables de entrada n de forma: ~ s" (donde “s” es el nimero de muestras del sistema).
A esto se le llama la maldicion de la dimensionalidad [Rabitz et al., 1998].

El calificativo de “gran cantidad” de variables de entrada depende del sistema. En
algunas situaciones, por razones practicas, puede considerarse que N~3—5 es una “gran

cantidad”, mientras que en otras circunstancias este calificativo se le da a sistemas con
n>>10.

La expansion HDMR modela las relaciones existentes entre la entrada y la salida de un
sistema, con una serie de funciones correlacionadas que representan con gran exactitud al
sistema original.

Las HDMR’s se basan en la siguiente conjetura fundamental: “en muchos sistemas
fisicos las correlaciones de orden alto entre las variables de entrada son despreciables y
la magnitud de esta correlacion decrece muy rapidamente despues de 1=2"" (en donde | es
el grado de cooperatividad entre las variables de entrada) [Saltelli &Sobol, 1995]. Por
esto, muchos sistemas fisicos pueden ser descritos estadisticamente por medio de un
andlisis de la covarianza [ Schoendorf et al., 2003].

Si con un grado de cooperatividad I=1 no se puede representar correctamente al sistema
original, entonces se agregan los efectos cooperativos con dos variables de entrada, y asi
sucesivamente hasta lograr el grado de exactitud deseado. Sin embargo, la experiencia ha
demostrado que solo en muy raros casos existe un grado de cooperatividad 1=3.

f(X):fo"'Zn:fi(Xi)"' z fij(Xi’Xj)+ z fijk(Xi’Xj'Xk)+"'+f12...n(X1’X2""’Xn)

I< i< j<n I<i< j<k<n

Como se ha observado en la practica que existe un grado bajo de cooperatividad (I=2 o
I=3) en los fendmenos de la ciencia y de la ingenieria, incluyendo los problemas con
dimensiones atomicas, entonces el problema original se reduce de complejidad
exponencial a complejidad polinomial.

El propdsito de aplicar HDMR a un modelo complejo es reducir significativamente la
carga computacional.

Cuando es posible realizar experimentos controlados sobre un sistema, es decir, hay
libertad para elegir los valores de las variables de entrada, entonces se utiliza la expansién
Cut-HDMR para representar a f(x) de una forma computacionalmente eficiente.



Sin embargo, en algunas ocasiones no es posible controlar los experimentos, es decir, la
naturaleza de las variables de entrada es aleatoria o éstas estan dispersas arbitrariamente.
En estos casos se usan las expansiones RS-HDMR [Alis & Rabitz, 2000].

Cuando existe una gran cantidad de variables de entrada, aunque se pueda realizar un
muestreo ordenado, es mas practico usar RS-HDMR ya que el ndmero requerido de
muestras para la construccién de los polinomios ortonormales es independiente del
namero de variables[L.i et al., 2000].

Cuando la obtencion de una salida del sistema a analizar requiere de mucho esfuerzo, se
produce la llamada escasez de los datos la cual representa una severa dificultad para la
obtencion de un buen modelo [Li et al., 2000].

HDMR tiene una gran variedad de aplicaciones en los problemas que tienen datos
escasos, ya que puede representar de manera eficiente a sistemas de muchas variables que
producen pocos datos.

Por otra parte, el método de integracion de Monte Carlo es el unico medio practico para
integrar funciones de muchas variables y por lo tanto es el que se utiliza para obtener las
funciones componente de las expansiones RS-HDMR. Los errores producidos por las
aproximaciones de Monte Carlo son independientes del nimero de variables de entrada n

y son del érden 1/\/W (N es el numero de muestras). [Alis & Rabitz, 2000].
Ademas, el numero requerido de muestras para representar a un sistema con una
tolerancia dada es independiente del nimero de variables [Shreider, 1967].
Las expansiones HDMR tienen tres propiedades importantes:
1.- Convergen rapidamente.
2.- Satisfacen las leyes de conservacion.

3.- La varianza total a% de f(x) causada por todas las variables de entrada, puede

ser descompuesta en la suma de las diferentes contribuciones a la varianza total de cada
una de las variables de entrada, es decir:

ol :Zn:ai2+ > ol
i=1

I<i< j<n

En el siguiente capitulo se define que es un FEOM (Fully Equivalent Operational
Model), como se construye y como se aplica en la solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales. Ademas se incluye el proceso de disefio de software que se utilizd para
elaborar un FEOM.



CAPITULO 3.

Modelo Operacional Completamente Equivalente
(FEOM: Fully Equivalent Operational Model) y su
desarrollo mediante un proceso de disefio de software.

3.1. Definicién.

Un FEOM (Fully Equivalent Operational Model) es un modelo que reemplaza a la parte
lenta de un sistema y que permite obtener salidas equivalentes a las del modelo original
pero mas rapidamente.

El uso de un FEOM en lugar de una parte del sistema (o del sistema completo) es una
de las aplicaciones principales de las HDMR. El FEOM se usa para calcular las salidas
aproximadas de un modelo a partir de ciertas entradas, con la ventaja de que el tiempo
para obtener la salida es una fraccion del que se emplearia para obtener la salida con el
modelo original, ademas, con una muy buena exactitud.

El FEOM de un sistema se obtiene con la expansion de las funciones componente
HDMR, y se utiliza para predecir el comportamiento de la salida de un sistema en
cualquier punto x dentro de cierto dominio Q. En algunos casos el FEOM puede
reemplazar a todo un sistema completo. Cuando se reemplaza a los componentes lentos
del sistema por expansiones HDMR, la ejecucion del modelo se vuelve mucho més
eficiente [Shorter et al., 1999].

Una de las aplicaciones importantes de los FEOM’s es el modelado de sistemas
descritos por medio de un conjunto de ecuaciones diferenciales. La ventaja de usar un
FEOM es que la obtencién de la salida, dada cierta entrada, es mucho mas rapida que la
obtencion de la salida utilizando el modelo original.

Una condicion importante para que se pueda implementar un FEOM es que el
paralelepipedo de dimension n de todas las condiciones iniciales posibles
[c, ... Ix[c, ,..c, Ix..x[c, ,..c, ] este mapeado asi mismo en cada paso del
procedimiento de integracion, de otra manera, el FEOM no puede ser utilizado. (En
nuestro caso n es el nimero de substancias consideradas en el mecanismo de reacciones
quimicas).

En la figura 1 se presenta la forma esquematica de generar un FEOM:
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FEOM:

Uso de las tablas para
obtener las funciones
componente de la
expansiéon HDMR.

Figura 1 generacion de un FEOM.

El modelo original se ejecuta un determinado nimero de veces para obtener la salida
correspondiente a un conjunto de entradas seleccionadas de tal forma que cubran
suficientemente el area de interés. Es decir, cuando se elabore la expansion HDMR es
necesario que se cubra el espacio pertinente de entradas del modelo.

Con los datos del modelo original se obtienen tablas que contienen la relacion de
entradas y salidas del sistema para un cierto numero de muestras de cada variable.
Interpolando en estas tablas se obtienen las funciones componente f;(x), f;(x,X;),... de

la expansién HDMR que aproxima la salida del sistema. Dicha expansion es el FEOM de
la parte del sistema que se modeld.

3.2. Aplicaciones.

La substitucion de un integrador numérico para resolver un sistema de ecuaciones
diferenciales, por su correspondiente FEOM, permite obtener resultados rapidos para
valores grandes de la variable independiente.

El FEOM puede utilizarse solamente en sistemas autbnomos de ecuaciones
diferenciales.

Los sistemas autonomos de ecuaciones diferenciales son aquellos en los que la variable
independiente no aparece en el lado derecho de las ecuaciones diferenciales. La palabra
autonomo significa “autogobernante”. Un sistema autonomo es autogobernante porque
evoluciona de acuerdo con ecuaciones diferenciales que estan determinadas enteramente
por el valor de las variables dependientes [Blanchard et al., 1999].

En sistemas autonomos sencillos, es decir, no rigidos (ver 4.2), en donde se usan
metodos con espaciamiento constante, la ganancia al aplicar HDMR (FEOM) es muy



buena. En el caso de Runge-Kutta orden-4 el FEOM resultd ser alrededor de 600 veces
mas rapido que el integrador numérico utilizado. Los resultados obtenidos con el FEOM
tuvieron un error porcentual del orden de 10 . En(14) se muestra el sistema de
ecuaciones diferenciales que se utilizd para hacer los experimentos.

du dx,
— =L () +—v(t
a dt 25()+ V0
(14)
dv_dx, 2
—=—2= —y(t ——vt
dt dt 25 u(® ®)

Para explicar como funciona un FEOM en la solucion de ecuaciones diferenciales,
supongase que se tiene la siguiente ecuacion diferencial:

J-1(y)

en donde la familia de curvas solucién en funcién del tiempo, es la siguiente:

Figura 2: Familia de curvas solucion.

Dado un conjunto de condiciones iniciales {Vou YO,---'Yon}en el tiempo t, =0, se obtiene,

por medio de un integrador numérico, el estado final correspondiente a cada condicién
inicial {yll,ylz,...,yln} en el tiempo t =t,+At y se construye una tabla en donde se

relaciona cada condicion inicial y, con su estado final correspondiente y, después del
incremento de tiempo At. El rango de las condiciones iniciales {yol, yoz,...,yon} debe cubrir

apropiadamente el conjunto de situaciones iniciales que cubran el espacio pertinente de
entrada del modelo.

El FEOM se obtiene con tablas construidas como se menciona en 2.1.1, de tal forma
que contengan el estado del sistema cuando se pasa del tiempo inicial t, al tiempo t,
partiendo de cualquier condicion inicial dentro del espacio de interés. Con este FEOM
es posible obtener resultados para periodos largos de tiempo t =t, +iAt (i=12,..). De
hecho, si se usa el FEOM para la condicién inicial y=y, en t,=0, se obtiene el estado
finalen t=t : y, =y(y,t) (ver figura 2), luego se utiliza y; como condicion inicial en el



mismo FEOM para obtener el estado final en el tiempo t=t,: y,=y(y.t)=y(Y,t,).
Generalizando, si el estado final y(y,.t,) se utiliza en el FEOM como condicion inicial,
el siguiente estado final que se obtieney(y,t) es la aproximacion a y(y,.t,,). Este

procedimiento brinda una reduccion significativa en el esfuerzo computacional en
comparacion con los integradores numéricos convencionales.

3.3. Proceso de diseio del software para implantar un FEOM
gue resuelve un sistema de ecuaciones diferenciales usando las
expansiones Cut-HDMR.

Se siguid el método de disefio de software en espiral para la elaboracion de este sistema. Los
detalles de este método pueden consultarse en [Gomez, 2004].

3.3.1 Andlisis de requerimientos.

En el analisis de requerimientos se especifican las caracteristicas que debe tener el
sistema y las funciones con las que debe cumplir.
- EIl sistema sirve para aproximar la solucion de un sistema de ecuaciones
diferenciales, por medio de expansiones Cut-HDMR.
- El sistema de ecuaciones diferenciales debe especificarse desde un principio.
- Se debe contar con un integrador numérico que permita construir el FEOM.
- Debe elegirse un conjunto de diferentes condiciones iniciales que cubran

suficientemente el area de interés {yol, Yo, 1+ Yo, } :

- Las posibles salidas deben quedar dentro del area que cubren las entradas
seleccionadas.

- Incluir la métrica de los resultados que permita evaluar el desempefio del sistema.

- El sistema debera ser lo méas general posible.

3.3.2. Diseno de alto nivel.

El sistema consiste de dos fases; la fase de entrenamiento y la de operacién. Adicionalmente se
hizo un pequefio sistema para generar el dominio que sirve como entrada tanto a la fase de
entrenamiento como a la de operacion.

Fase de entrenamiento.
Se disefié un sistema que, basandose en un archivo con los datos del dominio, elabora
las tablas de las funciones f;(x), f; (%, %;), T (%, %, %) -

Puntos que se tomaron en cuenta para hacer el disefio:
- Determinacién el tamafio del vector de entrada (x,,X,,..., X, ).
- Determinacion de como se almacenan las salidas del sistema (variables de estado).

- Interfase entre el sistema y el usuario.
- Solicitud de un archivo con el dominio Q2 como entrada.



El conjunto de condiciones iniciales {yol, Yo, 1001 yok} (dominio) debe tener como

subconjuntos a los conjuntos de valores posibles de salida de cada una de las
variables de estado.
El usuario debe establecer el punto de referencia Xrer.

Dado el conjunto de condiciones iniciales {Y, Y., Y, | (dominio), el sistema

construye un archivo para cada conjunto de funciones
fi06), B (%, %), fiy (%, %, %), es decir, uno para las funciones con grado de
cooperatividad I=1, otro para las de grado de cooperatividad 1=2, y otro para las de
I=3.

El sistema solicita al usuario el paso de tiempo At con el que trabajara el FEOM.
Tambieén solicita el tiempo final al que trabajara el integrador numérico.

Fase de operacion.
Se disefid otro sistema, independiente del de entrenamiento el cual, basandose en los
archivos con las tablas de funciones Cut-HDMR, elabora un FEOM para hallar la
solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Puntos que se tomaron en cuenta para hacer el disefio:

Interfase para pedir al usuario un punto de entrada x =(x, X,,...,X,) Yy €l grado de

cooperatividad deseado |.

La salida del sistema contiene el resultado del FEOM, el resultado obtenido con el
integrador numérico (solver) y el error relativo porcentual.

Disefio de las subrutinas de interpolacion de dos y de tres dimensiones.
Elaboracion de un algoritmo de busqueda para encontrar el intervalo en el que se
va a interpolar.

Determinar que método se utilizard para la interpolacién en una dimensién,
(polinomial o spline).

Para aumentar la velocidad de acceso, bajar los datos de los archivos a tablas en la
memoria RAM.

Medir el tiempo de operacion del FEOM.

Solicitar el numero de veces que se aplicara el FEOM para llegar a la
aproximacion de la solucion al tiempo t.

3.3.3. Disefo detallado.

Fase de entrenamiento. (El sistema se llama “trainer.cpp”).
Determinacion del dominio Q.

Alojamiento en memoria del dominio Q.

- Se usa un arreglo para guardar la cantidad de valores diferentes que toma cada

variable de entrada:

int muestreo[n];
Estos datos se solicitan al usuario.

- El dominio se guarda en un arreglo con apuntadores a los valores que toma cada X;:
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lV

muestreo[1]

valores x,

|

1

muestreo[n]

Figura 3: forma en que se guardan las muestras de cada variable.

El dominio Q se guarda en un archivo de entrada que contiene el arreglo muestreo[ ]
y la tabla con los valores que toma cada una de las variables.

Formato del archivo de entrada (nombre_dominio.hdm).

[ Numero de variables: NumVars
0 O .. muestreo[NumVars]

0 OJO... O valores[1][muestreo[1]
... [1 valores[2][muestreo[2]

Od ... [1 valores[NumVars][muestreo[NumVars]]
Figura 4: formato del archivo de entrada.

Se hizo un sistema adicional Illamado Domain para optimizar la creacion de los archivos
de entrada.

El sistema “Domain” tiene como entrada el nimero de variables, el nimero de muestras
para cada variable, el valor inferior y el valor superior que toman las muestras de cada
variable.

La salida de este sistema es un archivo *.hdm con el formato que se indico para los
archivos de entrada (figura 4).

A continuacion se presenta la interfase del sistema “Domain” con el usuario:



Figura 5: Interface del sistema “Domain” con el usuario.

Elaboracion de las tablas Cut-HDMR:
Elaboracion de las tablas fi(x;):

Existe una expansion HDMR para cada variable de salida: t-HDMR, donde t= 1,2...n. Se
forma un arreglo de apuntadores para cada una de las n expansiones HDMR. Cada
apuntador de la expansion t-HDMR apunta a la fi(x;) de la expansién t:



t-HDMR 1-HDMR 1o, muestreo[1]
1 L» 1-fa(xa) g T
2 1-f5(x2) \ loiiiinn, muestreo[2]
" 1)
Lo, muestreo[n]
n n-HDMR | | |
\ n_fl(xl)
n-fz(Xz)
n'fn(xn)

Figura 6: Formato de las tablas de grado de cooperatividad 1.

El nombre del archivo en el que se guardan las tablas con grado de cooperatividad 1=1 es

“nombre_f _i.tab”.

Formato del archivo de salida (nombre_f _i.tab).

oo...o0 fO[ n]
[] deltaT
Expansion 1-HDMR
1 2 muestreo[1]
OO ... O fA[1][2][ ]
1 2 muestreo[2]
O O... O fi[1][2][ ]
1 2 muestreo[n]
O4g..0O finll]
Expansién n-HDMR
1 2 muestreo[1]
O4g..0O finill
1 2 muestreo[2]
O4d..0O finlR2I]
1 2 muestreo[n]
OO ... O f i[n][n][ ]

Figura 7: formato del archivo de salida con las tablas de cooperatividad 1

Elaboracion de las tablas fij(xi, X;):

n
Si el grado de cooperatividad es 1=2, entonces existen = =
2) (n-2)12!

n!

_n(n-1)

tablas

2



fij(xi, X;) las cuales se guardan de la siguiente manera:
Existe una expansion HDMR para cada variable de salida: t-HDMR, donde
t=1,2..n.
Se forma un arreglo de apuntadores para cada una de las n expansiones HDMR.
Cada apuntador de la expansion t-HDMR apunta a las fij(x; ,X;) de la expansion t:

fij(i, X;) Apuntadores Columnas de
a renglon cada renglon
t-HDMR A
/ -
» i 1 1.........muestreolj]
1 > i+l
1 | — i \A
2 e i AR S N
2
3
3 = 1.........muestreol]j]
-1 - muestreo[i] »
n . [p] [a]
n
1 P i+l

n-1 \
n

[1] 0]

Figura 8: formato de las tablas de grado de cooperatividad 2.

De tal forma que para acceder a la tabla se usan los subindices:

FLt[]0Ip]la]
t para la expansion HDMR.
i,j paralafuncion fij(xi, X;).
p, q parael renglony la columna respectivamente.

El nombre del archivo en el que se guardan las tablas con grado de cooperatividad 1=2
es “nombre_f i_j.tab”,

Formato del archivo de salida (nombre_f_i_j.tab).

Expansion 1-HDMR
i=1j=2



1 2 muestreo[2]

OO ... O gz 1

Q O .. O izl

000 fiGn] muestreof[1]
i=1j=n

1 2 muestreo[n]

OO ... O gl 1

00 .0 il

000 fiGn] muestreof[1]

Expansion n-HDMR

i=1j=2
1 2 muestreo[j]
OO ... O f i LG 1

o0 ...0 ool

000 fid0iG muestreofi]
i=n-1j=n

1 2 muestreo[n]

Od ... O fijhnic 1

00 .0 {0l
O00...0 £l muestreo[i]

Figura 9: formato del archivo de salida con las tablas de cooperatividad 2.



Elaboracion de las tablas fij(xi, X;, X« ).

Si el grado de cooperatividad es 1=3, la estructura de los datos es la siguiente:
Se forma un arreglo de apuntadores para cada una de las n expansiones HDMR.
Cada apuntador de la expansion t-HDMR apunta a las fij(Xi ,Xj ,Xk) de la expansion t:

Fijk(Xi, Xj, Xx)  Apuntadoresa  Apuntadores Columnas de
plano arenglon  cada renglon

t-HDMR A~
i+1

: o 7 >
l . J"l \ 1

\ 4
A 4

3
- ¥ n-1 n
: ~ L.
..... muel N ] \
‘n—l » n
—» | |
muestreo[i] muestreo[j]
[p] [q] [r]
i
i
1 > i+l >+l
2
3
n-1 n
n-2 \
‘”'1 » n
[i] [i] [k]

Figura 10: formato de las tablas de grado de cooperatividad 3.

De tal forma que para acceder a la tabla se usan los subindices:

GG [KIDR] [oLr]
t para el arreglo de variables de estado.
I,]J, k para la funcion fijc(Xi, Xj, X« ).
P, g, r parael plano, el rengldn y la columna respectivamente.

El nombre del archivo en el que se guardan las tablas con grado de cooperatividad 1=3
es “nombre_f i j k.tab”.



Formato del archivo de salida (hombre_f i j_k.tab).

Expansion 1-HDMR

i=1j=2 k=3
1 2 muestreo[3]
O 4.0 iRl 1
O0...0 i kIEIeEI]
|i| O ... O] fij K[LI2]113]1[ ] muestreo[2]
(1)
i=1 j=2 k=n
1 2 muestreo[n]
O 4.0  fij_k[2Rnl] 1
OO0 fiik{2lhn]
|i| ... O i g K[A2]n] ] muestreo[2]
(2)

i=1j=n-1 k=n
1 2 muestreo[n]

O 0.0 i j_k[EIn] 1

O0...0 i kIRl

|i| O e O f i j K[11[2][n][ ] muestreo[2]
(muestreo[1])

Expansion n-HDMR

i=1j=2 k=3
1 2 muestreo[3]
O 0.0 i JReEIE 1
Q O ... H fij K[12]13]1[ ] "
h O ... O i g K[1]2]13]1[ ] muestreo[2]
(1)

1 2 muestreo[n]
OO ... O f i j k[L[2]1n][ ] 1
[]

” ... ] f_i_j_k[1][2][n][ ]



OO ... | f_i_j_k[1][2][n][ ]

1 2 muestreo[n]
O d... O fij k[L21nI]
[l

000 KRN
OO0 fi i KRN ]

i=n2 j=ni k=n
1 2 muestreo[n]
Og... O f i j k[L[2]1[n][ ]

000 fiikeim]
OO0 fij KA1 ]

(muestreo[n-2])
——=—=—=—===—=—=== fn-2,n-1,n(xn-21 Xn-1, Xn )

muestreo[1]

muestreo[n-1]

muestreo[n-1]

Figura 11: formato del archivo de salida con las tablas de cooperatividad 3.



A continuacion se presenta la interfase del sistema entrenador con el usuario. Las
derivadas solo se usan cuando se trabaja con la interpolacion de spline cubico.

'_ (& Cut-HDMR trainer

—

Figura 12: interface del sistema “Trainer” con el usuario.

Fase de operacion. (El sistema se llama “FEOM.cpp”).

Determinacion del dominio.- Se utiliza el mismo archivo de entrada que el de la fase de
entrenamiento (*.hdm).

Tablas f(x), f; (%, %), fi (%, X, %) -

Antes de comenzar la operacion, es necesario leer las tablas de los archivos de salida de la
fase de entrenamiento:

*f_i.tab
*f_i_j.tab
*f i j_k.tab

De esta manera se bajan los datos de los archivos a tablas en la memoria RAM para
aumentarla velocidad de acceso. Las tablas f;(x), f; (x;,X;), fy, (%, %;, %) @ usar estan en

J k)
funcion del grado de cooperatividad seleccionado.



A continuacion se presenta la interfase del sistema FEOM con el usuario.

E.‘k Form1 !E E
Cooperatividad: |1 :31

ChArchivos de programalBorland\ CBuilderbh Spline DifAdv0-0.5.hdm

Seleccionar dominio

Mumero de Yariables 1 1

Cambiar Tahlas f_i | C:\Archivos de programatBorland CBuilders\Splineyf_i_Dif_Advatah
Cambisr tablas fi_j | c:\drchivos de programalBorland) CBuildersh Splinel\Seinfeld_f_i_jtak
Cambiar tablas fi_|_k | chArchivos de programal,Borland, CBuilders Splinel, Seinfeld_f_i_j_ktah

Estada inicial: =
|1 j IDDDQE“ FUM Integradar |

Numero de deltasT (FEOM): . |

N Archiivo de derivadas

MNumero de pasos (E0seq) 30

Esedoinal  [1.171363614472225

Tiempo empleadoimegradorn: D?-I
Eswdofinal [1.17730450144444k

Tiempo empleado (FEOM): |:| |:|-| Tl" Error relativa: EB?EED?BB-I EDB1 ?E_E
Index E—ﬁ

|$£ﬁ¢l§%i 09:16 a.m.

] Gy Mis docum...' @TesiSE.dDC’-- | ||‘

il Inicio || iy G Archivos d. | m C++Builder & ﬂa Splinefeom. .. “ MiPC ™

Figura 13: interface del sistema “FEOM?” con el usuario.

Nota: El punto a evaluar que se introduzca en el sistema debe estar dentro del area que
cubre el archivo de entrada *.htm.

Interpolacion. Para interpolar en 2 y 3 dimensiones se utiliza el método de interpolacion
multidimensional descrito en el Apéndice C.

Para interpolar en una dimension se utilizaron tres métodos para hacer experimentos:

1.- Un polinomio de tercer grado de Lagrange (ver Apéndice E).

2.- Interpolacion spline cubico (ver Apéndice F).

3.- Interpolacion lineal; este tipo de interpolacién dio los resultados mas rapidos y por
esto fue la elegida finalmente.

Algoritmo de bdsqueda del intervalo de interpolacion.

Se utiliz6 el método de biseccion para encontrar el offset necesario para obtener los
arreglos Xa y Ya con cuatro elementos que incluyan de forma adecuada la x a interpolar,
el algoritmo que se utilizé es el siguiente:

I/ conseguir offset de los arreglos Xy Y



while(a<b)
{
m=(a+b)/2;
if(X[m]>p)
b=m;
else
a=m+1;
b
a=a-2;
if(a<0) a=0;
if(a>size-4) a=size-4;

// Llamar a un interpolador que construye un polinomio de grado “n”.
polint(&X[a],&Y[a],n,p,&y_p);

3.3.4. Codificacion.

El sistema estd implantado en lenguaje C++. Se utiliz6 C++ Builder versién 5, como
herramienta de desarrollo.

El cddigo de las dos fases del sistema se encuentra en el compact disk incluido en esta
tesis.

3.3.5. Pruebas.

Se realizaron dos tipos de pruebas, las de operacion y las del comportamiento
del FEOM.

Pruebas de operacion:

Antes de utilizar los resultados finales de los sistemas Trainer.cpp y FEOM.cpp, se
hicieron pruebas preeliminares para verificar que los resultados sean los correctos:
1.- Pruebas para comprobar que los datos de las f;(x), f; (x;, %;), f, (%, %, %) que se

cargan y se leen en/de los archivos estén correctos.
2.- Pruebas para verificar que se estdn calculando bien las expansiones HDMR de
diferente grado de cooperatividad.

Pruebas del comportamiento del FEOM:

Una vez corroborado que los sistemas Trainer.cpp y FEOM.cpp, funcionan
correctamente, éstos se utilizaron para ajustar los parametros del FEOM para el sistema
de [Seinfeld, 1986] de 11 variables y una vez ajustados se utilizaron también para un
sistema bésico de contaminacion ambiental con 4 substancias y para otro con 27
substancias. Se hicieron las siguientes pruebas.



1.- Pruebas para determinar el At adecuado. Se encontro, después de hacer pruebas
con At =40 seg., At =60 seg., At=120 seg. y At=600 seg. que At =60 seg. es el dptimo
para balancear rapidez con exactitud.

2.- Pruebas variando el numero de muestras del dominio. Se determind que los
resultados son practicamente los mismos para 20, 30, 50, 100 y 200 muestras de cada
variable.

3.- Pruebas para encontrar el dominio. En este punto fue necesario observar el
comportamiento de cada variable a través del tiempo y asi encontrar el rango en el que
se mueve cada una.

4.- Pruebas para encontrar un buen punto de referencia.

Para determinar en que tiempo se debe tomar el punto se llegé a la conclusion de que
tomar los valores de un punto en t = 0 no es muy adecuado, ya que la mayoria de las
concentraciones tanto en el sistema de 11 como en el de 27 variables, tienen un valor
inicial de cero, mientras que tomar los valores cuando ya transcurridé un tiempo
intermedio de t = 30 minutos, pone al punto de referencia mas cerca de los valores a los
gue tienden cada una de las concentraciones.

Después de varios experimentos se observo que para medidas a 10 km de altura (z=10
km) el punto de referencia 6ptimo se encuentra en x=30 km, y=35 km, (la descripcién
de la malla donde trabaja el modelo de difusién/adveccion se encuentra en el capitulo
5).

5.- Pruebas para determinar el grado de cooperatividad ’I”’. Aunque el grado de
cooperatividad | =2 disminuyd ligeramente el error de los resultados, hizo que el FEOM
fuera notablemente més lento que CVODE. Esto hizo inviable un grado de
cooperatividad | =2 y se concluyo que es suficiente 1=1.



Conclusiones del capitulo 3.

La implantacién completa de la técnica Cut-HDMR para construir un FEOM consta de
dos fases, la fase de entrenamiento o aprendizaje y la fase de operacién del modelo.

A continuacion se describe en que consiste cada una de las fases:

Fase 1.
Fase de entrenamiento o aprendizaje.

Elaboracién de las tablas con las funciones

componente:

1.- Por medio del sistema original ( el que sera

se
reemplazado por el FEOM) se obtienen las
salidas correspondientes a un conjunto de
diferentes situaciones iniciales (entradas).
para un incremento de tiempo At.

2.- Se utilizan las ecuaciones con la estructura
del Cut-HDMR (4), (5) y (6) para determinar
las funciones tabulares: f, (x;), f; (;, X;),-..

se debe elegir apropiadamente el numero
de muestras para cada variable.

Hay que notar que:

Fase 2.
Fase de operacion del modelo.

1.- Para un punto x dado de entrada,

evalUan las funciones componente,
por interpolacion.

2.- La salida aproximada del sistema
para el punto de entrada dado, se
determina evaluando la expansién
HDMR (1) usando las funciones
componente f(x), f; (%, X;),.

1.- La fase de entrenamiento se realiza una sola vez para obtener las tablas con las
funciones componente; ya que se obtuvieron las tablas, se ejecuta solamente la fase de
operacion cada vez que se requiera obtener el estado final a partir de un punto x después

de cierto tiempo t.

2.- El uso del FEOM para simular sistemas de ecuaciones diferenciales solo es valido en
sistemas autonomos, es decir, en sistemas en donde la variable independiente no aparece

explicitamente en ninguna ecuacion.



CAPITULO 4.
Aplicacion del FEOM al modelo en 3 dimensiones de
difusion/adveccion con reacciones quimicas.

4.1. El modelo en 3 dimensiones de difusidn/advecciéon con
reacciones quimicas.

El modelo que utilizamos en esta tesis para el andlisis del ozono, en ausencia de
deposicion de impurezas, se describe con el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
parciales [Nagornov et al., 2003]:

%+6(uci)+6(vci)+6(wci)ZQ[KX%}ri K % +2(KZ%J+Ri
ot ox oy 0z OX ox) oyl eoy) ez 0z

(14)
(i=12,..,n)

donde c; representan las concentraciones de contaminantes y R; son las tasas de cambio
en las concentraciones de contaminantes en la mezcla reactiva debido a las
transformaciones quimicas. Los problemas de valor inicial del sistema (14) se resuelven
numéricamente para un conjunto de n especies quimicas, en un dominio Q
tridimensional (0<x<L,,0<y<L,,0<z<L,).

Los mecanismos de reacciones quimicas R; que estan dentro de este modelo de
contaminacion atmosférica se describen por medio de sistemas rigidos de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias (EDO):

dc, :
d—t':Ri(cl,cz,...,cn), i=1..,n
(15)

La solucion de estos sistemas rigidos (ver seccion 4.2) de EDO (15) es
computacionalmente intensiva.

Los sistemas rigidos de ecuaciones diferenciales que surgen de los mecanismos de
reacciones quimicas pueden ser de 4,11,30,70,100 o mas variables, dependiendo del
modelo utilizado. Los métodos de GEAR [Press et al., 1996], que se usan
tradicionalmente para resolver el Problema de Valor Inicial (PVI) son sofisticados
debido a la rigidez de este tipo de sistemas e implican una gran carga computacional.

En esta tesis se hicieron experimentos con tres mecanismos diferentes de reacciones
quimicas; el modelo basico de contaminacion ambiental con 4 substancias (17), el
modelo de Seinfeld de 11 substancias (16) y el modelo de Seinfeld de 27
substancias[Leon, 1998]. Sin embargo, para poder comparar la velocidad del modelo de
difusion/adveccion de contaminantes usando CVODE y usando el FEOM, se tomo
como referencia el modelo de Seinfeld de 11 substancias, ya que en una tesis previa



[Aguilar, 1998] ya se tenia implantado el modelo de difusion/adveccion de
contaminantes usando CVODE en la solucion del mecanismo de reacciones quimicas de
11 substancias.

4.2. Sistemas rigidos.

Los sistemas rigidos son sistemas modelados por medio de ecuaciones diferenciales que
contienen términos cuyos coeficientes son muy diferentes entre si. La diferencia grande en
magnitud entre los términos de una ecuacion diferencial implica que existen cambios bruscos y
suaves en el comportamiento del sistema.

Los métodos numéricos tradicionales (explicitos) para resolver ecuaciones
diferenciales no son apropiados para resolver sistemas rigidos ya que un paso constante
“grande” no detecta los cambios bruscos, no es posible reproducir el sistema en forma
correcta y se genera el problema de estabilidad [Borelli et al., 2002]. Para poder
detectar estos cambios, el espaciamiento tendria que ser extremadamente pequefio, lo
que vuelve al método inoperante por su lentitud.

Los métodos implicitos (métodos de Gear [Press et al., 1999]), se idearon para
resolver los sistemas rigidos, con éstos es posible obtener una buena aproximacion a la
solucion con un espaciamiento tal que permita resolver el problema en un tiempo
razonable.

La desventaja de los métodos implicitos es que para despejar a y,,, en la mayoria de
los casos es necesario resolver una ecuacion no lineal.

Meétodo explicito: Meétodo implicito:
dy dy
—=f(t, —=1(t,,,
dt ( n yn) dt ( n+1 yn+1)

4.3. Modelo propuesto por Seinfeld (1986) como mecanismo de
reacciones quimicas.

A continuacion se presenta el mecanismo de reacciones quimicas de Seinfeld de 11
substancias, que es el que tomamos en esta tesis como modelo para evaluar la velocidad
del FEOM en el modelo en 3 dimensiones de difusion/adveccion de contaminantes.



dc
1 _
T klcz - k3C1C3 - k7(:1010 - k8C1C7 - k9C1C9

dt
% = _leZ + kscscl + k7C1C1o + k8C1C7 + k9C1C9 - kloczcs - k11(:2(:9 + k12011
%: K, *C_02*C_M — ke,
9 e —ke,*C_02*C_M
dt
dc
d_t5 = —K,CsCs
% = _k4C5C6 - kscecs + k7(:1010 - kloczce
% =K,C.Cq + K Cy — KqC,C, +KyC,Cq (16)
% = —K.CsCq — KCq + KqC,C,
dt
% = kscecs - k9C1C9 - k11C2C9 + k12(:11
dClO = kecs - k7C1C10 + kBClc7
dt
dc

11 _
dt - k11C2C9 - k12C11

Cada concentracion representa a un compuesto quimico:

c1=NO (Mondxido de Nitrégeno).
C2 =NO, (Dioxido de Nitrogeno).

c3 =03 (Ozono).

=0 (Oxigeno).

¢cs=RH (Hidrocarburos).

ce =OH (Radical Hidroxilo).

c7 = RO, (Radical alquiperoxido).

cs = RCHO (Compuestos carbonilicos).
Cy = RC[O]O, (Radical paroxiacilo).

C10 = HO, (Radical hidroperoxido).

c11 = RC[O]JO;NO, (Nitratos de perdxiacilos).

Los coeficientes de la cinética quimica son los siguientes[Seinfeld, 1986; Leon F.,
1998; Nagornov et al., 2003]:

k1=0.533/60.0 =0.00888333 (depende del angulo del sol)
k,=2.183e-5/60.0 = 2.45x10™

ks=26.59/60.0 =0.4481666

ks=3.775€3/60.0 = 1.26371503

ks=2.341e4/60.0 =2.13023782

ke=1.91e-4/60.0 =5.83x10™ (depende del angulo del sol)
k7=1.214e4/60.0 =1.1047025

ks=1.127€4/60.0 = 1.0255352

ko=1.127e4/60.0 =1.0255352



k10=1.613e4/60.0 = 1.4677802
k11=6.893e3/60.0 = 2.3074934
ki,=2.143e-2/60.0 = 0.0048337
La concentracion de un cuerpo:
¢_M =[M]=79.0x10" ppm (M= Ny)
c_02 = [0,] =21.0x10* ppm

4.4. Substitucion de CVODE por el FEOM como método de
solucion del sistema de ecuaciones diferenciales del modelo de
reacciones quimicas.

Los sistemas de EDO que corresponden a reacciones quimicas, en particular los sistemas
(16), (17) y el de Seinfeld de 27 substancias [Ledn, 1998], se resuelven numéricamente
usando paguetes de programacion especialmente desarrollados para sistemas rigidos. En
esta tesis hemos utilizado el reconocido paquete CVODE [Aguilar, 1998; Le6n F., 1998;
Nagornov et al., 2003].

Lo que se hizo en esta investigacion fue reemplazar el paquete CVODE por su
correspondiente FEOM para reducir el tiempo de ejecucion del modelo en 3 dimensiones
de difusién/adveccion de contaminantes. Una vez elaborado el sistema de computo que
entrena y opera al FEOM, fue necesario elegir los parametros a utilizar y un metodo de
interpolacion. Después de comparar resultados con interpolacion lineal, Lagrange de
orden 2. Lagrange de orden 3 y spline cubico se eligié interpolacion lineal por ser un
método mas rapido, sin pérdida de exactitud, ademas se determind experimentalmente
que un grado de cooperatividad | = 1 en las expansiones HDMR es suficiente, los
detalles se presentan en 4.5.

4.5. Eleccion de los parametros del FEOM.

Para que el FEOM funcione adecuadamente es necesario definir los siguientes
parametros.

1.- Grado de cooperatividad de las expansiones HDMR con las que se trabajara.
2.- El nimero de muestras de cada variable de entrada: (m,,m,,...,m,)

3.- El rango en el que se mueve cada una de las variables del sistema ;.
4.- Condiciones iniciales.

5.- El punto de referencia: (clref ,Cy v Gy )

6.- El incremento de tiempo At para entrenar al FEOM.



4.5.1. Eleccion del grado de cooperatividad.

El grado de cooperatividad | = 2 se utiliza cuando con la cooperatividad | =1 no se
alcanza la exactitud requerida. En los experimentos realizados la cooperatividad | =2 dio
como resultado un desempefio del FEOM mucho mas lento que el de CVODE sin
mejorar notablemente los resultados obtenidos con | =1.

Cuando el namero de variables de entrada sea lo suficientemente grande, un FEOM
con I=2 puede llegar a ser mas répido que el sistema original que se piensa reemplazar.
Utilizar cooperatividad | =2 es viable si la contribucion al resultado de dos variables
actuando juntas es importante.

A continuacion, en la Tabla 6 se muestran los errores relativos utilizando un grado de
cooperatividad | =1 y en la Tabla 7 los errores relativos utilizando cooperatividad | =2.
Puede observarse que el error disminuye muy poco con cooperatividad | =2, ya que de
por si, con cooperatividad | =1 se obtienen muy buenos resultados.

Definimos el error obtenido, como la diferencia entre el resultado del FEOM con el de
CVODE.

30min | 60 min | 90 min | 120 min | 150 min
c, | 0.074%| 0.770%| 1.463%| 3.090%| 4.633%
C; | 0.017%| 0.168%| 0.320%| 0.678%| 1.015%
Cs | 0.005%| 0.009%| 0.054%| 0.176%| 0.412%
c, | 0.018% 0.171%| 0.326%| 0.691%| 1.035%
Cs | 0.001%]| 0.001%| 0.004%] 0.014%| 0.031%
Ce | 0.211%| 0.931%| 1.899%| 3.219%| 3.653%
c; | 0.036%| 0.149%| 0.389%| 0.698%| 0.911%
cs | 0.006%| 0.018%| 0.040%| 0.077%| 0.133%
Co | 0.004%| 0.019%| 0.048%| 0.091%| 0.156%
Cio | 0.030%| 0.122%| 0.342%| 0.609%| 0.752%
Ciu | 0.004%| 0.012%| 0.067%] 0.175%| 0.352%
Tabla 6: Errores relativos con cooperatividad | = 1
(20 muestras, At= 30 seg., interpolacion lineal).

30min | 60min | 90 min | 120 min | 150 min

C, | 0.996%| 1.108%| 0.754%| 0.942%| 0.784%
C; | 0.223%| 0.249%| 0.172%| 0.217%| 0.187%
Cs | 0.015%| 0.005%| 0.013%| 0.009%| 0.013%
Cs | 0.227%| 0.254%| 0.176%| 0.221%| 0.190%
cs | 0.002% 0.004%| 0.005%| 0.006%| 0.006%
Cs | 0.332%| 0.582%| 0.724%| 1.186%| 6.237%
c; | 0.015%| 0.078%| 0.081%| 0.093%| 0.802%
cg | 0.004% 0.009% 0.015%| 0.022%| 0.027%
Co | 0.002%] 0.004%| 0.002%| 0.001%| 0.026%
Cio | 0.007%| 0.145%| 0.033%| 0.430%| 1.433%
Cu | 0.013%| 0.023%| 0.026%| 0.029%| 0.044%
Tabla 7: Errores relativos con cooperatividad 1=2
(20 muestras, At= 30 seg., interpolacion lineal).




4.5.2. NUmero de muestras.

Una de las ventajas de las técnicas HDMR es que éstas son utiles incluso cuando hay
escasez en los datos, debido a que las interpolaciones se hacen sobre curvas suaves y los
resultados son practicamente independientes del nimero de muestras. Para verificar esta
caracteristica se hicieron experimentos con 20, 30, 50,100 y 200 muestras y como los
resultados son muy parecidos se llegé a la conclusion de que en nuestro caso particular
de 11 variables, con 20 muestras se obtienen buenos resultados (ver Tablas 8y 9). Los
resultados con 20 muestras estan en la Tabla 6.

30min | 60 min | 90 min | 120 min | 150 min

C1 0.462%| 0.779%| 1.767%| 3.420%| 5.041%
C, 0.102%| 0.170%| 0.388%| 0.752%| 1.106%
C3 0.025%| 0.012%| 0.041%| 0.161%| 0.394%
C4 0.103%| 0.174%| 0.395%| 0.766%| 1.127%
Cs 0.002%| 0.001%| 0.003%| 0.013%| 0.031%
Cs 0.179%| 0.790%| 1.789%| 2.062%| 5.154%
C; 0.019%| 0.158%| 0.384%| 0.512%| 1.224%
Cs 0.006%| 0.017%| 0.039%| 0.077%| 0.133%
Co 0.005%| 0.020%| 0.049%| 0.097%| 0.148%
Cp | 0.009%| 0.139%| 0.346%| 0.417%| 1.137%
cyy | 0.004%| 0.012% 0.067% 0.176%| 0.352%

Tabla 8: Errores relativos usando 200 muestras.

30min | 60 min | 90 min | 120 min | 150 min

C1 0.522%| 0.768%| 1.599%| 3.222%| 4.697%
C, 0.115%| 0.168%| 0.351%| 0.708% 1.030%
C3 0.026%| 0.011%| 0.049%| 0.170%| 0.409%
C4 0.117%| 0.171%| 0.357%| 0.721%| 1.049%
Cs 0.002%| 0.001%| 0.003%| 0.014%| 0.031%
Cs 0.227%| 0.837%| 1.923%| 0.497%| 5.108%
C; 0.012%| 0.151%| 0.389%| 0.324%| 1.207%
Cg 0.006%| 0.018%| 0.040%| 0.077%| 0.133%
Co 0.004%| 0.020%| 0.048%| 0.105%| 0.148%
Cio | 0.008%| 0.125%| 0.340%| 0.118%| 1.125%
ci1 | 0.004%| 0.013%| 0.068%| 0.176%| 0.353%

Tabla 9: Errores relativos usando 30 muestras.

El nimero de muestras no debe ser muy alto, depende de la cantidad de variables de
entrada. Segun [Shorter et al., 1999], desde el punto de vista realista, se espera que el
numero de muestras de cada variable esté entre 10 y 20.

Cuando el comportamiento de las curvas del sistema (funciones componente) es
suave, con un bajo nimero de muestras se pueden obtener buenos resultados. Mientras
mas bruscos sean los cambios, se requerira de un mayor nimero de muestras para
mejorar la interpolacion.



4.5.3. Rango de las variables.

La eleccion del conjunto de valores de entrada requiere un minucioso analisis, ya que es
necesario examinar el rango en el que se mueve cada una de las variables para tiempos
cortos y largos.

El rango de cada concentracion es un factor clave en el buen funcionamiento del FEOM, ya
que los sistemas rigidos presentan problemas de inestabilidad. De hecho, en un sistema rigido
de ecuaciones diferenciales con tan solo dos variables, si el rango no esta razonablemente
elegido pueden presentarse puntos singulares. Por ejemplo, dada una cierta EDO de primer

orden de dos variables, es posible que Y esté indefinida para ciertas condiciones iniciales. A
dx

esto se le llama punto singular y
entonces, si los rangos de x y de y incluyen al punto singular, es posible que la integracién
numérica lleve al sistema hacia este punto.

A continuacion se muestran los rangos con los que trabajan las 11 concentraciones del
modelo de Seinfeld (encontrados de manera experimental).

Concentracion[1]=(0,0.18);
Concentracion[2]=(0,0.12);
Concentracion[3]=(0,0.4);
Concentracion[4]=(0,2e-8);
Concentracion[5]=(0,0.86);
Concentracion[6]=(0,1e-6);
Concentracion[7]=(0,1.5e-5);
Concentracion[8]=(0,0.84);
Concentracion[9]=(0,8e-6);
Concentracion[10]=(0,1.5e-5);
Concentracion[11]=(0,0.03);

El comportamiento de los sistemas rigidos de ecuaciones diferenciales, puede ser muy
irregular cuando se opera en regiones que estan fuera del rango de las variables, este
comportamiento irregular ocasiona que no se pueda llevar a cabo una buena
interpolacion y que por lo tanto el FEOM no tenga un buen funcionamiento. En suma,
es muy importante que los valores de entrada estén dentro del rango en el que el sistema
rigido de ecuaciones diferenciales tiene un comportamiento adecuado.

4.5.4. Condiciones Iniciales.

Utilizamos como condiciones iniciales las concentraciones de substancias quimicas con
méaxima presencia de luz en una atmosfera contaminada segun los datos proporcionados
por los quimicos especialistas [Aguilar, 1998; Ledn 1998].

Concentracion[1]= 0.00954;
Concentracion[2]= 0.042;
Concentracion[3]= 0.1,
Concentracion[4]= 0;
Concentracion[5]=0.17192;



Concentracion[6]= 0;
Concentracion[7]=0;
Concentracion[8]= 0.17192;
Concentracion[9]=0;
Concentracion[10]= 0;
Concentracion[11]=0;

4.5.5. Punto de referencia.

Se observd experimentalmente que el punto de referencia no puede ser construido con
valores arbitrarios dentro del rango de cada variable, sino que debe ser un punto real.
La estrategia para elegir este punto debe basarse en encontrar un punto medio de f(x)
para evitar que los valores extremos queden lejos del punto de referencia.

Un FEOM trabaja apropiadamente solamente en un area cercana al punto de
referencia. En nuestro estudio de casos observamos que no es conveniente utilizar la
condicion inicial ¢, como punto de referencia ya que la mayoria de las concentraciones

se encuentran en cero. Sin embargo, si se deja correr el sistema hasta la mitad del
tiempo del intervalo de trabajo, obtendremos unos valores intermedios entre las
concentraciones iniciales y las finales, que es precisamente la caracteristica que se
requiere para un buen punto de referencia.

La eleccion entre FEOM y un integrador numerico convencional (CVODE en nuestro
estudio) es un compromiso entre rapidez de calculos y amplio espacio de operacion. El
FEOM es més rapido que CVODE, sin embargo su desempefio correcto esta limitado a
un area del espacio multidimensional de las concentraciones relativamente cerca del
punto de referencia. Para hacer mas amplio el espacio de operacion de un FEOM se
puede utilizar la técnica Multi-Cut HDMR [Li et al., 2004] la cual esta descrita en 2.4.1
de esta tesis. Sin embargo, cabe hacer notar que el uso de Multi-Cut HDMR implica
mas esfuerzo en el entrenamiento del FEOM, porque implica la construccion de varios
FEOM's.

4.5.6. Paso de tiempo At.

No existe un criterio especifico para determinar el paso de tiempo At con el que debe
ser entrenado un FEOM, el valor At debe encontrarse experimentalmente de manera
que sea lo suficientemente grande como para que la velocidad sea mayor que la del
integrador numérico, sin embargo no debe ser tan grande que se pierda exactitud en el
resultado. En este trabajo se encontrd experimentalmente que un At=60 seg.
proporciona una buena velocidad del FEOM vy exactitud. En los resultados en las Tablas
10, 11 y 12 se puede observar como aumenta considerablemente el error cuando el paso
de tiempo At es grande.

Los resultados con At =60 seg. estan en la Tabla 6.



30min | 60 min | 90 min | 120 min | 150 min
C1 0.216%| 0.578%| 1.234%| 2.580%| 4.248%
C, 0.051%| 0.122%| 0.265%| 0.539%| 0.890%
C3 0.002%| 0.001%| 0.062%| 0.186%| 0.396%
C4 0.052%| 0.125%| 0.270%| 0.550%| 0.907%
Cs 0.004%| 0.006%| 0.004%| 0.003%| 0.017%
Cs 0.241%| 0.835%| 1.940%| 6.768%| 0.211%
C; 0.032%| 0.148%| 0.388%| 5.740%| 2.494%
Cs 0.000%| 0.004%| 0.020%| 0.046%| 0.091%
Co 0.004%| 0.019%| 0.046%| 0.102%| 0.172%
Cio | 0.030%| 0.134%| 0.362%| 6.806%| 3.297%
cy; | 0.003%| 0.013%| 0.066%| 0.146%| 0.302%

Tabla 10. Errores relativos usando At =40s.

30 min | 60 min | 90 min | 120 min | 150 min
c: | 0.224% | 1.029% | 1.917% | 3.727% | 5.583%
C, | 0.044% | 0.216% | 0.405% | 0.797% | 1.197%
cs | 0.010% | 0.004% | 0.063% | 0.189% | 0.425%
c, | 0.045% | 0.220% | 0.413% | 0.813% | 1.220%
cs | 0.008% | 0.013% | 0.015% | 0.010% | 0.001%
Cs | 0.202% | 0.724% | 1.796% | 3.248% | 4.986%
c; | 0.020% | 0.160% | 0.367% | 0.724% | 1.187%
cg | 0.012% | 0.031% | 0.060% | 0.104% | 0.168%
Cy | 0.005% | 0.021% | 0.049% | 0.091% | 0.150%
Cio | 0.006% | 0.137% | 0.319% | 0.652% | 1.048%
c11 | 0.001% | 0.018% | 0.075% | 0.189% | 0.371%

Tabla 11. Errores relativos usando At =120 s..

30min | 60 min | 90 min | 120 min | 150 min
C1 3.647%| 6.882%| 9.752%| 12.17%| 14.16%
C, 1.366%| 2.799%| 4.294%| 5.868%| 7.519%
C3 0.868%| 1.959%| 3.218%| 4.617%| 6.124%
C4 1.392%| 2.852%| 4.375%| 5.979%| 7.661%
Cs 0.109%| 0.234%| 0.372%| 0.521%| 0.677%
Ce 2.719%| 4.882%| 6.502%| 7.639%| 8.313%
C; 0.658%| 1.407%| 2.267%| 3.254%| 4.368%
Cg 0.347%| 0.659%| 0.947%| 1.216%| 1.472%
Co 0.079%| 0.167%| 0.264%| 0.373%| 0.495%
Cio | 0.613%| 1.323%| 2.148%| 3.104%| 4.186%
Ciy | 2.612%| 5.123%| 7.565%| 9.958%| 12.32%

Tabla 12. Errores relativos usando At =600 s.




4.6. Eleccion del método de interpolacion.

Otra de las decisiones importantes para el buen funcionamiento de un FEOM es la
eleccion del método de interpolacion. En este trabajo se hicieron experimentos para
comparar 2 métodos de interpolacion :

1.- La interpolacidn de Lagrange usando el algoritmo de Neville (ver Apéndice
E). Se hicieron experimentos para interpolar con polinomios de grados 2 y 3, sin
embargo los mejores resultados se obtuvieron usando interpolacion lineal, ya que ademas
de ser mas rapida proporciona resultados bastante aceptables. Los resultados con
interpolacion lineal y con los demés parametros encontrados como los 6ptimos estan en
la Tabla 6.

2.- La interpolacién “spline cubico” (ver Apéndice F). Spline cubico sirve para
interpolar en una dimension, es bastante exacto sin embargo mas lento que la
interpolacion lineal. Las matrices de segundas derivadas que utiliza este método deben
generarse en la fase de entrenamiento. Si se requiere un grado de cooperatividad | = 2
este método ya no es conveniente, ya que habria que encontrar las matrices de las
segundas derivadas para interpolar en dos 0 mas dimensiones y esto es demasiado lento.

30min | 60 min | 90 min | 120 min | 150 min
C1 | 0.213%| 0.842%| 1.657%| 3.215%| 4.743%
C, | 0.046%| 0.184%| 0.363%| 0.706%| 1.040%
Cs | 0.017%| 0.015%| 0.043%| 0.167%| 0.402%
Cs | 0.047%| 0.188%| 0.370%| 0.719%| 1.059%
cs | 0.002% 0.001%| 0.003%| 0.013%| 0.031%
Cs | 0.153%| 0.956%| 1.780%| 3.090%| 5.935%
c; | 0.043%| 0.155%| 0.375%| 0.662%| 1.553%
Cs | 0.006%| 0.017%| 0.039%| 0.077%| 0.133%
Co | 0.005%| 0.019%| 0.049%] 0.091%| 0.143%
Cio | 0.038%| 0.126%| 0.329%| 0.575%| 1.349%
Cu | 0.004%| 0.012%| 0.066%| 0.174%| 0.351%
Tabla 13. Interpolacion hecha con spline cubico.
(20 muestras, At= 30 seg, coop. I=1).

En la Tabla 13 se observan los resultados de interpolar con spline cubico, los demas
parametros son los mismos que los de la Tabla 6. Puede verse que los errores relativos
mostrados en la Tabla 13 son muy similares a los de la Tabla 6.

4.7. Procedimiento detallado para integrar un sistema de
EDQO’s por medio de un FEOM.

A continuacion se describen cada una de las etapas que es necesario seguir para la
construccion de un FEOM usando expansiones HDMR de grado de cooperatividad 1=1.
Se utiliza 1=1 porque se encontré experimentalmente que, para nuestro estudio de casos,
la cooperatividad 1=2 practicamente no mejora los resultados pero si hace al FEOM
considerablemente més lento que CVODE.



Etapa 1.
Determinar los siguientes parametros.

1.- Grado de cooperatividad de las expansiones HDMR con las que se trabajara.
2.- El nimero de muestras de cada variable de entrada: (m,,m,,...,m,)

3.- El rango en el que se mueve cada una de las variables del sistema c;.
4.- Condiciones iniciales.

5.- El punto de referencia: (c ,Cp e Gy )

Lref

6.- El incremento de tiempo At para entrenar al FEOM.

Etapa 2.
Fase de entrenamiento (construccion de las tablas).

2a).- Obtener el vector f, integrando con el integrador numérico, en nuestro caso

CVODE, con el punto de referencia para un At.
f,=(f", £2,..., f")

2b).- Obtener la tabla de contribuciones de cada variable a la concentracion C;.

Expansion HDMR_1 : Tablas de la contribucion de todas las variables a
C1.

Tabla 1: Contribucién de cia c;.

Valores de C; Punto a integrar : f (cl,c_l) f=f (cl,c_l) —f0

c, f(c,.c')= CVODE(c,.C, .Gy, ) f,=f(c,,C)—f
c, f(c,.c')= CVODE(c, ¢, G, ) f,=f(c,.c)= 1P
Cum, f (clml ,c_l) = CVODE (clml N )

i = f (G €)= £0

1m, 1



Tabla n: Contribucién de c,a c;.

Valores de C; Punto a integrar : f (c,,c") f =f(c,c")—f"
c, f(c,.c")= CVODE(c,, .G, G, ) o =f(c, ,C)— £
c, f(c,.c")= CVODE(c,,.c,, .C,)  f,,=f(c, .c)—f"
Cim, f(c, ,c_”): CVODE(clm,czref,...,cnm )

f, =f(c, .c)—f®

2¢).- Repetir el paso 2b) n-1 veces mas para encontrar la tabla de contribuciones de cada
variable a la concentracion ¢; , i = 2,3,...,n. Cada conjunto de n tablas de contribuciones
a ¢j forman el grupo para HDMR _i.

En realidad ya no es necesario integrar con CVODE, se utiliza el vector resultado de
la integracién en cada uno de los puntos de las tablas del HDMR_1 y se va restando la

f{" correspondiente para formar los deméas grupos de tablas HDMR_2,
HDMR_3,..,HDMR_n.

Etapa 3.
Operacion del FEOM para un paso de tiempo At.

Se tiene una condicion inicial (cl ,Cy 1.y C, ) para la cual se desea obtener su estado

final después de un tiempo t=At.
3a).- Para obtener el estado final de la concentracion c; después de t=At se obtiene la

contribucion a c; de cada una de las concentraciones interpolando ¢y en las tablas
HDMR_1.

HDMR 1
Valores de c; Contribuciones de c; a ¢;
C, fll
C, flz
C, > <lfl) El valor interpolado es la Contribucion de c; a ¢;
Cim, flml



Valores de ¢, Contribuciones de ¢, a ¢;

Co, fnl
an fn2
C,, > “ <n(x1) El valor interpolado es la Contribucién de ¢, a ¢
:: i f

nmn

3b).- El estado final de c; después de t=At se aproxima con la expansion HDMR _1

(1=1):

¢,~HDMR _1=f® + £® 4+ £+ 4+ {0
=fO 4 . fi(l)
3c).- Se repiten los pasos 3a) y 3b) para obtener los estados finales dec,,c,,...c, :

c,*HDMR _2=f® + f@ + {2+ 4+ {?

n
IO N
i=1

c,~xHDMR_n=f™ + f® + £ 4+ 4+ f™
™ LN §0)
n n
=+ ]
i=1

Asi, después de esta etapa se tiene un estado final c.
Etapa 4.
Iteraciones de la fase de operacion.

El estado final ¢ después de t=At obtenido en la etapa 3 se usa como condicion
inicial y se ejecuta una vez mas la etapa 3.

El estado final que se obtiene es para t=2At, asi sucesivamente hasta obtener el
estado final para t=XAt donde x es el nimero deseado de iteraciones del FEOM.

El ciclo puede apreciarse en la figura 14.



— ¥ Condicién Etapa 3 Aproximacion a la
Iniciar inicial salida en el tiempo | gglida

A 4

A 4

enel liva
en el tiempo 4 tiempo
final.
to
Entrada en
el tiempo t;
Salida en el
tiempo
i =t + At
La salida obtenida se
i=i+1 convierte en la nueva <

A

condicion inicial.

Figura 14: ciclo de operacion de un FEOM.

Cabe hacer notar que los tiempos en los que se pueden obtener los estados finales del
sistema deben ser multiplos de At.

4.8. Resultados obtenidos con el modelo de Seinfeld de 11
substancias.

Para poder comparar los resultados obtenidos con CVODE y con el FEOM se utilizé el
mismo paso de tiempo At = 60 seg en los experimentos.

Como los coeficientes k; y ks del modelo de Seinfeld dependen del angulo del sol
[Nagornov et al., 2003] y por esta razon dependen explicitamente del tiempo, dividimos
el problema en intervalos de 1 hora en donde podemos asumir que estos coeficientes
son constantes, de esta manera obtenemos sistemas autonomos. A continuacion se
muestran los resultados obtenidos al comparar el desempefio de un FEOM con CVODE
cada 30 minutos durante un periodo de 2.5 horas.

Si las funciones componente forman curvas suaves, las predicciones del FEOM seran
muy exactas incluso para periodos muy largos de tiempo, sin embargo, en algunos
casos, el comportamiento de estas curvas es brusco y entonces las expansiones HDMR
no pueden aproximar correctamente el estado final del sistema en las regiones donde las
curvas pierden la suavidad.

Existe un método llamado Factorized High Dimensional Model Representation
(FHDMR) [Tunga & Demiralp, 2006] que pretende corregir este problema. En nuestros
estudios de caso, el sistema presenta singularidades en las curvas de las funciones
componente de algunas concentraciones. Estas singularidades introducen un error que
es significativo solo para tiempos mas largos que 2.5 horas.

En la Tabla 6, donde se utiliz6 interpolacion lineal, grado de cooperatividad I= 1, paso
de tiempo At= 60 segundos y 20 muestras para cada concentracion, puede apreciarse
que los errores son muy bajos para la primera hora y media.



30 min

60 min | 90 min

120 min

150 min

C1

0.522%

0.768%]| 1.599%

3.222%

4.697%

Co

0.115%

0.168%) 0.351%

0.708%

1.030%

C3

0.026%

0.011%] 0.049%

0.170%

0.409%

Cq

0.117%

0.171% 0.357%

0.721%

1.049%

Cs

0.002%

0.001%]| 0.003%

0.014%

0.031%

Ce

0.227%

0.837%] 1.923%

0.497%

5.108%

C7

0.012%

0.151% 0.389%

0.324%

1.207%

Cg

0.006%

0.018%]| 0.040%

0.077%

0.133%

Co

0.004%

0.020% 0.048%

0.105%

0.148%

C10

0.008%

0.125%] 0.340%

0.118%

1.125%

Ci1

0.004%

0.013% 0.068%

0.176%

0.353%

Tabla 6: Errores relativos de los resultados obtenidos

con un FEOM.

4.9. Otros estudios de caso.

4.9.1. Resultados obtenidos con el modelo béasico de cuatro substancias.

El sistema rigido de ecuaciones diferenciales (17) es el modelo de reacciones quimicas
basico de contaminacién ambiental y esta compuesto por cuatro substancias .

dc,

e kICZ - k3C1C3

dt
dc

—2 = —Kk,C, +Kk,C,C,

dt
dc,

—2=Kk,c,*C_02*C_M —Kk,C,C,

dt
dc,

Los coeficientes de la cinética quimica son los siguientes [Seinfeld, 1986; Ledn F.,

1998]:

k;=0.533/60.0
k,=2.183e-5/60.0 = 2.45x10™
ks=26.59/60.0
ks=3.775€3/60.0 = 1.26371503
ks=2.341e4/60.0 = 2.13023782

Las condiciones iniciales proporcionadas por los quimicos [Le6n, 1998] para realizar
los experimentos fueron:

E: leZ —k2C4*C_02*C_M

=0.00888333

=0.4481666

Concentracion[1] = 0.00954
Concentracion[2] = 0.042
Concentracion[3] = 0.1
Concentracion[4] =0

(depende del angulo del sol)




Al igual que para el modelo de 11 y 27 substancias, se utilizd interpolacion lineal,
grado de cooperatividad 1=1, paso de tiempo At= 60 segundos y 20 muestras para cada
concentracion. Usando el criterio de 4.5.5 se fijé el punto de referencia en el valor de las
concentraciones iniciales después de 30 segundos.

En la Tabla 14 se pueden ver los resultados del FEOM y los de CVODE para un
tiempo de 1.5 horas. Puede observarse que el error relativo es pequefio.

Concentracién | FEOM CVODE Error

C1 0.006378 0.0063328 0.713%
() 0.04515 0.04520 0.005%
C3 0.09685 0.09679 0.061%
Cs 4.6726e-9 4.6780e-9 0.115%

Tabla 14: resultados obtenidos con un FEOM y con CVODE
Después de 1.5 horas con un paso de tiempo At = 60 seg.

Los resultados con el FEOM se obtuvieron 11 veces mas rapido que con CVODE.

4.9.2. Resultados obtenidos con el modelo de 27 substancias.

También se hicieron experimentos con el modelo de 27 substancias propuesto por
Seinfeld y proporcionado por [Ledén, 1998] para un intervalo de tiempo:
30min < t<90min, los parametros del FEOM elaborado se eligieron con los mismos
criterios utilizados para el mecanismo de 11 substancias (16), los errores obtenidos
fueron menores al 3.2% (la mayoria de los resultados menores al 1%), y la velocidad de
este FEOM fue alrededor de 3 veces mayor que CVODE.



Conclusiones del capitulo 4.

Los mecanismos de reacciones quimicas dentro de los modelos de contaminacion
ambiental se describen por medio de sistemas rigidos de ecuaciones diferenciales
ordinarias en los que intervienen muchas variables. Estos sistemas se resuelven, hasta la
fecha, mediante métodos numeéricos convencionales. CVODE es un paquete disefiado
especialmente para resolver este tipo de sistemas por medio de los métodos
computacionales de GEAR.

Para reemplazar CVODE por su correspondiente FEOM se analiz6 experimentalmente
como afecta cada uno de los parametros que intervienen en la construccion del FEOM,
el tipo de interpolacion mas conveniente y el grado de cooperatividad necesario, en
nuestros estudios de caso obtuvimos como parametros Optimos; interpolacion lineal,
grado de cooperatividad I= 1, paso de tiempo At = 60 segundos y 20 muestras para cada
concentracion.

Se construyeron FEOMs que resuelven eficientemente los sistemas rigidos de
ecuaciones diferenciales ordinarias de los modelos de 11 y 27 substancias propuesto
por Seinfeld [Seinfeld, 1986; Leon, 1998] y del modelo béasico de contaminacion
ambiental de 4 substancias [Leo6n, 1998].

De acuerdo con los resultados obtenidos en este capitulo, para nuestro estudio de
casos, una interpolacién lineal y un grado de cooperatividad | = 1 en las expansiones
HDMR del FEOM proporcionan resultados entre 2.5 y 11 veces mas rapidos en
comparacion con los resultados obtenidos con CVODE. Ademas, se obtuvo una buena
exactitud con los FEOMs construidos (ver Tablas 6 y 14).



CAPITULO 5.

Aplicacion del FEOM en el modelo de
difusion/adveccion de contaminantes.

5.1 Solucion de sistema de ecuaciones diferenciales parciales
no lineales planteado para las ecuaciones de difusion-
adveccion de contaminantes.

A continuacion se describe como se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales
parciales no lineales planteado para la calidad del aire en la ciudad de México [Aguilar,
1998].

Para encontrar una solucion particular al sistema de ecuaciones diferenciales parciales
no lineales acopladas (14), es necesario establecer las condiciones iniciales y las
condiciones de frontera.

%+a(uci)+a(vci)+a(wci):Q(KX%}g K % +£(Kz%]+Ri
ot ox oy 0z OX ox) oyl 'eoy) ez 0z

(14)
(i=12,...n)

Si c(x,y,z,t) es la concentracion de la especie i, en un punto del dominio Q en el
tiempo t, entonces las condiciones iniciales estan dadas por:

c(x,y,z,0)=d(x, Y, z), (x,y,2) eQ
y las condiciones a la frontera estdn dadas como sigue:
En las fronteras x=0 y x=L,
- El flujo de entrada:

uc; —KX%ZUC
OX

in

- El flujo de salida:



oc, _

,—=0
OX

donde ci, son las concentraciones en la frontera.
Las condiciones en las fronteras y=0 y y=L,,
- El flujo de entrada:

Ve, — Ky%:vcm
oy
- El flujo de salida:

k%
oy

Las condiciones en las fronteras z=0 y z=L; son,
- Para z=0:

OC.
=K L
Q t oz

donde Q;j es el flujo del contaminante i (emisiones en superficie).

- Para z=L, suponemos flujo nulo, entonces:
oc,
~-K,—=0
0z
Los datos de las mediciones de concentraciones iniciales se limitan a valores de
medicion en la superficie. Por lo general, estos se encuentran esparcidos irregularmente
en el dominio. Bajo estas condiciones, es necesario obtener un campo de
concentraciones iniciales representativo. Esto se logra utilizando técnicas de
interpolacion [Calvo, 2002].

En la técnica de solucién numérica del problema de difusién/adveccion en tres
dimensiones, las ecuaciones diferenciales se reducen a una secuencia de ecuaciones en
una dimension, a esto se le Ilama técnica de separacion de operadores [Yanenko, 1971]:

ac, d%c,  d(uc;)

B H TN T (18)

L,: %:Kyi‘j—w (19)
ot oy oy

L,: %=K o’c _M (20)

ot ozt 0z



La ecuacidn de difusion en la dimension x (18) se resuelve con las condiciones iniciales
y a la frontera x=0 y x=Ly.. Las concentraciones calculadas para cada nodo (Xx,y,z) €
Q, seran las concentraciones iniciales c, para la ecuacion de difusion en la dimension y

(19). Las concentraciones calculadas al resolver la ecuacion de difusion en la dimension
y, seran las concentraciones iniciales ¢, para la ecuacion de difusion en la dimension z

(20).
Las concentraciones calculadas en este ultimo paso seran las condiciones iniciales ¢,

para el mecanismo de reacciones quimicas utilizado en (14); estas concentraciones seran
a su vez la concentraciones iniciales para el siguiente paso de tiempo.

La forma de resolver el sistema de ecuaciones diferenciales parciales por medio de un
método numeérico consiste en reemplazar las derivadas parciales por sus aproximaciones
en diferencias finitas, convirtiendo el sistema de ecuaciones diferenciales en un sistema
de ecuaciones algebraicas, los detalles pueden verse en [Aguilar,1998].

En nuestra aplicacion del FEOM al modelo de difusion/adveccion de contaminantes,
se utilizé el modelo de 11 substancias propuesto por Seinfeld (16) para resolver la parte
de las reacciones quimicas. La razon por la que se eligio este modelo de 11 substancias
es que en trabajos previos [Aguilar, 1998] ya se tenia este modelo resuelto con CVODE.
De esta manera se pudo comparar la velocidad del FEOM con la que ya se tenia con
CVODE.

Los modelos matematicos con los que se trabajé en esta tesis son idealizados y no
incluyen todas las variables que utilizan los investigadores de la calidad del aire.
Utilizamos el modelo matematico idealizado para analizar la parte de las reacciones
quimicas resueltas con FEOM y con CVODE sin tener que incluir datos que no afectan
en nuestra investigacion.

5.2.- Malla donde se trabaja el modelo de difusion/adveccion
de contaminantes.

El modelo descrito por (14) se trabaja en una malla de 14 puntos sobre el eje de las x
(longitud), 16 puntos sobre el eje de las y (latitud) y 5 puntos sobre el eje de las z
(altura), sobre esta malla se forman 14*16*5= 1120 nodos. La distancia entre cada
punto de los ejes X,y y z es de 5 km.

A nivel de la troposfera, el 0zono se produce por la reaccion fotoquimica de dxidos de
nitrogeno (NOy) y compuestos organicos volatiles los cuales se denominan precursores
del ozono (O3) [SIMAT, 2006], por lo tanto, las mediciones relevantes en el modelo de
Seinfeld de 11 substancias son; el monoxido de nitrégeno (NO), el diéxido de nitrégeno
(NO,) y la produccién de ozono (O3). En nuestros experimentos mostramos los valores
finales (después de una hora) de las concentraciones: ¢;=NO, c,=NO;y c3=03. La altura
elegida para medir estas concentraciones fué de z=10 km, ya que observamos que los
valores de ¢y, C; ¥ ¢3 en los cinco niveles de z dentro de la malla, casi no varian cuando
cambia el nivel. De esta manera, podemos decir que el nivel z=10 km es un nivel
intermedio y proporciona resultados representativos.



5.3. Intervalo de trabajo y eleccion del punto de referencia del
FEOM.

Intervalo de trabajo: Para obtener un sistema autonomo (ver 3.2), es necesario
considerar constantes los valores de ki y ks , una hora es un lapso de tiempo en el que
estos coeficientes casi no varian, por esto se eligié una hora como intervalo de trabajo
del FEOM.

Los experimentos con el modelo en 3 dimensiones de difusion/adveccion de
contaminantes se realizaron para el intervalo de tiempo de una hora.

Muestreando los valores de cada concentracion para diferentes tiempos dentro del intervalo
de trabajo (una hora) en diferentes puntos de la malla, se determind que los rangos de las
concentraciones son los siguientes:

Concentracion[1]=(0,0.18);
Concentracion[2]=(0,0.12);
Concentracion[3]=(0,0.4);
Concentracion[4]=(0,2e-8);
Concentracion[5]=(0,0.86);
Concentracion[6]=(0,1e-6);
Concentracion[7]=(0,1.5e-5);
Concentracion[8]=(0,0.84);
Concentracion[9]=(0,8e-6);
Concentracion[10]=(0,1.5e-5);
Concentracion[11]=(0,0.03);

Las condiciones iniciales utilizadas fueron las mismas que utilizd [Aguilar, 1998] en
sus experimentos con CVODE:

Concentracion[1]= 0.00954;
Concentracion[2]= 0.042;
Concentracion[3]=0.01951;
Concentracion[4]= 0;
Concentracion[5]=0.17192;
Concentracion[6]= 0;
Concentracion[7]= 0;
Concentracion[8]=0.17192;
Concentracion[9]= 0;
Concentracion[10]= 0;
Concentracion[11]=0;

Los coeficientes que varian con el angulo del sol se consideraron como constantes en
este intervalo de una hora. Con los valores: k;=0.533/60.0 k¢=1.91e-4/60.0

Punto de referencia: No es conveniente utilizar la condicion inicial ¢, (ver 5.1) como

punto de referencia ya que la mayoria de las concentraciones se encuentran en cero. Sin
embargo, si se deja correr el sistema por 30 minutos, obtendremos unos valores
intermedios entre las concentraciones iniciales y las finales, que es precisamente la
caracteristica que se requiere para un buen punto de referencia.



Para establecer el punto de referencia de un FEOM hay que buscar un punto real que
contenga valores intermedios a todos los valores posibles de cada una de las variables.
En nuestro estudio de caso, esto se hizo de manera experimental. EIl punto de referencia
que usamos con los valores en t=30 minutos produjo resultados satisfactorios y es el que
se utilizé en los experimentos de la proxima seccion.

5.4.- Eleccion de diferentes FEOMs en la malla.

5.4.1- Eleccion de un solo FEOM para toda la malla.

A continuacion se muestra el nivel z=10 km de la malla mencionada en 5.2, con 14
puntos sobre el eje de las x (longitud), 16 puntos sobre el eje de las y (latitud) y 5 puntos
sobre el eje de las z (altura).

En esta figura se ilustra el punto de referencia establecido en x=30 km y y=35 km para
entrenar al FEOM que resuelve el mecanismo de reacciones quimicas del modelo de 11
substancias.

Figura 15. Un solo FEOM en z=10 km.
Utilizando un solo FEOM con punto de referencia en x=30 km y y=35 km con los
valores obtenidos después de t=30 minutos, se obtienen las graficas de error entre
resultados de FEOM y CVODE en el nivel z = 10 km, (figuras 16, 17 y 18).
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Figura 16: Error de la concentracion c; = NO.

C2=NO2

Figura 17: Error de la concentracién ¢, = NO2.



Figura 18: Error de la concentracion c; = O3.

En estas graficas se puede apreciar que en la mayor parte del plano xy, el error relativo
es menor al 2% y solo se presentan algunos picos en donde el error sube a valores
menores al 4%. Hay una regién muy pequefia en la que el error en c, es mayor a 4%
(figura 17).

5.4.2- Eleccion de cuatro FEOMs para toda la malla.

A continuacién se muestra el nivel z=10 km de la malla mencionada en 5.2. En esta
figura se ilustran los cuatro puntos de referencia establecidos para entrenar los cuatro
FEOMs que resuelven el mecanismo de reacciones quimicas del modelo de 11
substancias.
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Figura 19: Cuatro FEOMs en z= 10 km.
Utilizando cuatro FEOMs con puntos de referencia en los puntos de la figura 19 con los

valores obtenidos después de t=30 minutos, se obtienen las siguientes gréficas de error
entre resultados de FEOM y CVODE (figuras 20, 21y 22).

C1=NO

Figura 20: Error de la concentracion ¢; = NO.
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Figura 21: Error de la concentracién ¢, = NO2.

C3=03

error

Figura 22: Error de la concentracion c; = O3.

En las figuras 20, 21 y 22 se puede apreciar que aunque para cz el error se reduce, para
C1 Yy Cz el error aumenta.



5.4.3- Eleccidon de nueve FEOMs para toda la malla.

En la figura 23 se muestran los nueve puntos de referencia establecidos para entrenar los 9
FEOMs que resuelven el mecanismo de reacciones quimicas del modelo de 11 substancias en
el nivel z=10 km.
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Figura 23: Nueve FEOMs en Z=3.

Utilizando nueve FEOMs con puntos de referencia en los puntos de la figura 23 con los
valores obtenidos después de t=30 minutos, se obtienen las graficas de error entre
resultados de FEOM y CVODE de las figuras 24, 25y 26.



C1=NO

Figura 24: Error de la concentracion c; = NO.

C2=N02

Figura 25: Error de la concentracién ¢, = NO2.



C3=03

45

35

Figura 26: Error de la concentracion c; = O3.

En las figuras 24, 25 y 26 se puede apreciar lo mismo que sucede para 4 FEOMs, en la
figura 26 se puede ver que el error en la concentracion de ozono (c3) es todavia mas
pequerfio que en resultados con uno y cuatro FEOMS, pero esto es a costa del incremento
del error en los otros resultados.

5.5.- Resultado final del modelo de difusion/adveccion al aplicar el FEOM para
resolver el sistema de reacciones quimicas.

Eligiendo finalmente un solo FEOM para trabajar en la malla mencionada en 5.2,
podemos comparar la forma de las graficas de las concentraciones ¢y, C; y C3 integradas
con el FEOM y con CVODE para el nivel z=10 km, se puede apreciar en las figuras 27-
32 que las formas son bastante similares.



C1 integrando con CVODE
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Figura 27: ¢; = NO después de t= 1 hora (integrado con CVODE).

C1 integrando con FEOM

Figura 28: ¢; = NO después de t= 1 hora (integrado con FEOM).



C2 integrando con CVODE
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Figura 29: ¢, = NO2 después de t= 1 hora (integrado con CVODE).

C2 integrando con FEOM

Figura 30: c; = NO2 después de t= 1 hora (integrado con FEOM).



C3 integrando con CVODE
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Figura 31: c3 = O3 después de t= 1 hora (integrado con CVODE).

C3 integrando con FEOM

Figura 32: c3 = O3 después de t= 1 hora (integrado con FEOM).

El modelo en 3 dimensiones de difusion/adveccion de contaminantes con un FEOM
para resolver las reacciones quimicas fue alrededor de 2.7 veces mas rapido que cuando
usa CVODE para resolver estas reacciones. EI FEOM también fue mas rapido que
CVODE tanto para el mecanismo basico de cuatro substancias (ver 4.9.1) como para el



mecanismo de Seinfeld de 27 substancias (ver 4.9.2). Observamos que el FEOM
incrementa la velocidad de solucion de los mecanismos de reacciones quimicas en
comparacién con CVODE, haciendo mas rapido al modelo en 3 dimensiones de
difusion/adveccion de contaminantes

5.6.- Conclusiones del capitulo.

En nuestra aplicacion del FEOM al modelo de difusion/adveccion de contaminantes, se
utiliz6 el modelo de 11 substancias propuesto por Seinfeld (16) para resolver la parte de
las reacciones quimicas. La razon por la que se eligio este modelo de 11 substancias es
que en trabajos previos [Aguilar, 1998] ya se tenia este modelo resuelto con CVODE.
De esta manera se pudo comparar la velocidad del FEOM con la que ya se tenia con
CVODE.

Aunque el uso de cuatro y nueve FEOM’s reduce ain mas la diferencia entre los
resultados del FEOM y CVODE para la produccion de ozono (cs= Ogz), esta diferencia
en los otros dos indicadores (c;=NO) y (c,=NO;) aumenta. Ademas, el esfuerzo
necesario para obtener cuatro o nueve FEOM’s es mayor que el necesario para trabajar
con un solo FEOM.

Debido a que con un solo FEOM se obtuvieron diferencias menores a 4% para los tres
indicadores ci, C; y C3 (excepto un ligero pico para ¢;) consideramos suficiente el
empleo de un solo FEOM con grado de cooperatividad I=1 para cada intervalo de
tiempo de una hora. Con este FEOM que sustituye a CVODE en el modelo en 3
dimensiones de difusién/adveccion de contaminantes, se obtuvo un tiempo de ejecucién
alrededor de 2.7 veces mas rapido que el obtenido con CVODE.



CONCLUSIONES FINALES DE LA TESIS.

Las expansiones HDMR son herramientas para modelar sistemas fisicos
matematicamente. Una de las aplicaciones principales de las HDMR es el uso de un
FEOM (Modelo Operacional Completamente Equivalente) para modelar sistemas
descritos por medio de un conjunto de ecuaciones diferenciales, los resultados obtenidos
con el FEOM son exactos y se obtienen considerablemente mas rapido que con los
métodos numéricos convencionales.

Esta tesis estudia la factibilidad de la aplicacion de un FEOM a la solucién de los
sistemas rigidos de ecuaciones diferenciales ordinarias que describen los mecanismos de
reacciones quimicas del modelo de difusion/adveccion de contaminantes en tres
dimensiones. Hasta ahora, los problemas de valor inicial para los sistemas rigidos de
ecuaciones diferenciales ordinarias, se habian resuelto normalmente usando integradores
numeéricos convencionales, entre ellos el paquete CVODE.

Aunque ya se ha aplicado el FEOM a la cinética quimica a nivel global en la troposfera
[Wang et al., 1999; Wang et al., 2005] y en la estratosfera [Shorter et al., 1999] para
periodos largos de tiempo, nunca se habian hecho investigaciones de los efectos del
FEOM en modelos locales para periodos cortos de tiempo. Ademas, en estos trabajos
previos nunca se especificd que tipo de integrador numérico se utilizd para hacer las
comparaciones con el FEOM. En este trabajo se especifica claramente el uso de
CVODE, que es un paquete sofisticado y poderoso, disefiado especificamente para
resolver sistemas rigidos de ecuaciones diferenciales.

Si bien [Shorter et al., 1999; Wang et al., 2005] reportaron ganancias mucho mayores a
las obtenidas en esta investigacion, es necesario considerar dos aspectos. Primero, ellos
utilizaron un paso de tiempo de un dia, y forzaron al integrador numérico que utilizaron a
emplear alrededor de 2000 pasos para obtener los resultados de un dia, de esta forma
obtuvieron una ganancia en velocidad de 1 paso de FEOM por cada 2000 de integrador
numérico. Al usar CVODE se pierde esta ventaja, ya que éste es auto-ajustable, es decir,
optimiza su paso de tiempo de manera automatica, asi es que no es posible ajustar
manualmente el paso de tiempo de CVODE para que el FEOM tenga una mayor ventaja.
El segundo aspecto que hay que considerar es el hecho de que la ganancia en velocidad
que se reporta en estos dos trabajos, no se debe Gnicamente al FEOM, sino a la reduccion
de una importante cantidad de variables. Cuando se toma un paso de tiempo de un dia,
muchas variables no cambian su valor al inicio y final de cada dia, por lo que se les
considera como constantes. Con un analisis de sensibilidad, [Shorter et al., 1999; Wang
et al., 2005] eliminaron una cantidad substancial de variables del FEOM vy lo siguieron
comparando contra la velocidad del integrador numérico que trabaja con todas las



variables, esto dio al FEOM aln mas ventaja. En nuestro caso, trabajamos con periodos
cortos de tiempo, esto implica que todas las variables son importantes y no es posible
eliminar ninguna. Aln sin las ventajas de estos dos aspectos, en esta tesis se logré
reducir significativamente la carga computacional mediante el uso del FEOM.

El FEOM se aplico a varios modelos diferentes de reacciones quimicas. Se investigd en
detalle la influencia de diferentes pardmetros del FEOM sobre su exactitud y eficiencia
computacional y se obtuvieron nuevos resultados desconocidos hasta la fecha. Con la
experiencia obtenida se construyé un FEOM que opera de manera rapida y exacta para
resolver el sistema rigido de EDO’s planteado por el modelo de 11 variables de
[Seinfeld, 1986] para los mecanismos de reacciones quimicas que estan dentro del
modelo en 3 dimensiones de difusion/adveccion de contaminantes.

Durante las investigaciones de este proyecto se compararon las velocidades del FEOM
con las de CVODE para 3 diferentes mecanismos de reacciones quimicas de interés para
la region de la ciudad de México y se encontr6 que el FEOM es entre 2.5y 11 veces mas
rapido que CVODE. Este es un resultado interesante, considerando que CVODE es una
herramienta muy eficiente desarrollada especificamente para este tipo de sistemas.

En esta tesis se demostrd que si los mecanismos de reacciones quimicas del modelo en
3 dimensiones de difusion/adveccion de contaminantes se modelan con un FEOM, se
pueden obtener resultados rapidos y exactos. Esto puede brindar un ahorro de tiempo
importante a los investigadores de la calidad del aire.

La robustez del FEOM queda pendiente para futuras investigaciones.



APENDICES.

APENDICE A: Algoritmos de busqueda de proyeccion.

Este procedimiento modela una funcion como una suma de funciones suaves de
combinaciones lineales de las variables de entrada de una manera iterativa.

Consiste en un refinamiento sucesivo de funciones base, a las cuales se les va
aumentando el grado de complejidad hasta que los puntos muestreados se ajusten de la
mejor manera posible al modelo.

Los algoritmos de bdsqueda de proyeccion aproximan la funcién multivariable f(x) de
la siguiente forma:

fx)=f(x.%,....x) = ,U'*‘Z fi(iﬂikxk)

donde B,=[f,,/,,.....5,] representa las direcciones de proyeccion y x es el

promedio de la funcion. .y f; se estiman con los datos.

Desgraciadamente, las funciones que se presentan en la practica con frecuencia no se
pueden modelar bien con funciones de orden bajo (por ejemplo las superficies con
asintotas). El uso de polinomios de orden alto esta limitado a que el nimero de muestras
sea manejable y a que la carga computacional sea factible.

En este tipo de algoritmos se tienen puntos en el espacio de “N” dimensiones. Los
valores de la funcion se conocen en dichos puntos. Se propone un esquema que permita,
dados los valores en un conjunto de puntos, calcular el valor de la funcion en cualquier
punto.

Si bien este algoritmo proporciona un modelo matematico del sistema para predecir sus
valores de salida, no se tienen los recursos para apreciar la influencia de cada variable de
entrada y asi determinar cuales son las variables mas importantes y su orden de
importancia [Friedman & Stuetzle, 1981].



APENDICE B: Funciones de base radial.

Es uno de los métodos que sirve para hacer interpolaciones de funciones de varias
variables. Este consiste en elegir una funcién F de la siguiente forma:

FO=Yoh(x-xp+>d px  msn
Donde:

H es una funcion continua de R a R Ilamada funcién de base radial.

| || es la norma euclidiana de R".

{p;| i=1,...m} es labase del espacio lineal I1, , (R") de los polinomios algebraicos
de grado k-1 como méximo de R" a R. K esta dado.

Las condiciones de interpolacién proporcionan N ecuaciones lineales para los N
coeficientes ¢; y di , los grados de libertad restantes se fijan con la siguiente restriccion:

N
D¢ pi(x)=0 i=12,.m
i=1

Segun [Micchelli, 1986] en la préctica puede usarse la siguiente lista de funciones para
interpolar por medio del método de funciones de base radial:

h(r)ze@ (Gaussiana)
1
h(r)=z=——— 0
(r) (C2 e )a o>
h(r):(cz+r2)ﬂ 0<pB<1
h(r)=r (lineal)

Casi todas estas funciones tienen la desventaja de depender de un parametro, el cual
generalmente esta en funcién de la distribucion de los datos.

Para aplicar el método de las funciones de base radial se utilizan redes neuronales de 3
capas, en donde existe una neurona en la capa de entrada Ilamada capa de regularizacion
por cada variable de entrada.

La segunda capa esta compuesta por neuronas con funciones no-lineales conectadas
completamente a la primera capa de la siguiente forma:

En la 22 capa existe una neurona por cada dato f(x;,X,,....X,) Yy los pesos que
conectan a la neurona i de la 22 capa, con las neuronas de la 12 capa, estan dados por los



valores del punto (x;,X,,...,X,). La funcion de activacion de las neuronas de la 22 capa
esta dada por la funcion de Green [Poggio & Girosi, 1990].

La 3era capa es una combinacién lineal (suma) de todas las funciones de Green de la 22
capa.

Para resolver en la practica problemas de interpolacién de muchas variables utilizando
redes de regularizacién, debe proporcionarse la mayor cantidad posible de informacion a
priori para que el entrenamiento de la red sea manejable y se pueda contrarrestar la
maldicion de la dimensionalidad.

Este método es adecuado para las funciones que sean suaves.

La suavidad de la funcion es una restriccion muy general y “débil”, para lograr una
buena aproximacion con este método son necesarias otras restricciones a priori mas
“fuertes”, como: que la funcién a aproximar es lineal, o que tiene un rango positivo, o
que tiene un dominio limitado, o que no varia con algun grupo de transformaciones.

Si no se tiene ninguna de las restricciones “fuertes” a priori, la Unica manera de
resolver el problema es asumir que la funcion tiene un alto grado de suavidad, ya que de
otra forma, el nUmero de muestras que se requeririan seria totalmente impréctico.

El punto clave para poder comparar el método de interpolacion de base radial con el de
las expansiones HDMR es determinar: ;Cuantas muestras se necesitan para conseguir un
cierto grado de exactitud deseado?

La respuesta depende de la cantidad de variables de entrada n y del grado de suavidad
de las funciones a aproximar p. [Stone , 1982] estudio a fondo este problema y obtuvo el
siguiente resultado fundamental:

“El numero de muestras que se necesitan para aproximar de manera razonable a una
funcién, crece de forma exponencial con la dimension de la entrada n y con el grado de
suavidad de la funcion p.” [Stone , 1982].

Una de las razones de mas peso para optar por las expansiones HDMR es que mediante
esta técnica es posible reducir el problema de complejidad exponencial a complejidad
polinomial. Por otra parte, las redes neuronales requieren de un buen conocimiento a
priori del sistema para que el problema sea manejable.

Ademas, no existen procedimientos generales para determinar el nimero de capas de la
red, el numero de funciones a utilizar, etc.



APENDICE C: Interpolacion multidimensional.

El método seleccionado para hacer esta clase de interpolacion [Press et al., 1999] tiene
mas precision que la interpolacion bilinear y no requiere de la obtencidn de gradientes ni

de derivadas.

La idea fundamental del método es dividir el problema en una sucesion de
interpolaciones de una sola dimension. Por ejemplo, para la interpolacion de un punto
(X1,%2) en una funcion de dos variables y(x1,X2) se tiene una matriz de tamafio m x n:

X1 \ X2 Xo1 Xo2 | Xon
X11 Y11 Yiz2. | Yin
X12 Y21 Yoo | YZn
X13 Y31 Y2 | Y3y
X1m Ym1 Ym2 | Ymn

Suponiendo que se desea interpolar para encontrar

el valor de y(xi,x2) se hacen n

interpolaciones en dimension-1 para x; y se obtiene un vector de valores interpolados z,

es decir:
Con xo; fija:
X1 Y(X1, X21)
X11 Y11
X12 Y21
X13 Y31
X1> | = <z
X1im le
Con xy; fija:
X1 y(X1, X22)
X11 Y12
X12 Y22
X13 Y32
X1> " <z
X1im Ym2

Con X, fija:



X1 Y(X1, X2n)
X11 Yin
X12 Yon
X13 Y3n
X1> ’ < Zn
X1im ymn

Finalmente, para encontrar y(xi,X2)se hace otra interpolacion en dimension-1 sobre el
vector z obtenido.

X7 z=Y(X1i, X2)
X21 Z1
X22 Z3
X23 Z3
x> | < Y(X1, X2)
Xan Zn

Puede usarse el método de interpolacion de Lagrange [Smith, 1998] de orden m-1 para
obtener el vector z y de orden n-1 para obtener y(x;,x2), de esta forma no es necesario que
el espaciamiento de las funciones tabulares sea constante.

Usar el método de interpolacion de Lagrange es Util cuando se tienen como datos los
valores exactos de la funcion y(x,x2).

La interpolacion es mas rapida se si usa interpolacion lineal para obtener el vector z.

Extendiendo el problema a una funcion de 3 variables y(xi, X2, X3) , el vector z se
construye de la siguiente manera:

Para cada valor de alguna de las variables, digamos xs, se hace una interpolacion en
dimension-2 con las variables restantes. Finalmente se hace una interpolacion en
dimension-1 con el vector z variando Xs.

Si se requiere una interpolacion en k dimensiones, para cada valor de x; 1< | < k se
interpola sobre las demas variables en dimension k-1. De los valores obtenidos se
interpola en dimension-1.

Se puede observar que el problema de interpolacion en una funcion de k variables crece
exponencialmente con el nimero de variables de la funcidn. Afortunadamente, gracias a
la conjetura fundamental de las HDMR las funciones que se presentan son de una, de dos
variables y en muy raros casos hasta de 3 variables.



APENDICE D: El método de Monte Carlo.

Este método es una forma probabilistica de aproximar las integrales. Sirve tanto para
integrales de una variable, como para integrales de “n” variables. Para integrar una
funcién de una variable, primero se delimita un area que contenga a la funcion y se tiran
N puntos al azar sobre esta area. En el caso de una funcion de una variable, el principio
del método de Monte Carlo es obtener la fraccion de los puntos que caen bajo la curva a
integrar, con esto se tiene un estimado de la proporcion entre el area bajo la curva y el
area del cuadrado.

La base del Método de Monte Carlo es la generacion de numeros aleatorios. Por
fortuna, casi todos los lenguajes de programacion cuentan con un generador de nimeros
aleatorios.

Algoritmo para integrar una funcion de una variable por el método de Monte
Carlo.
(Ejemplo de una funcion de una variable)

Se escoge un area A delimitada por :
1.- Una cota superior S sobre el eje de las y.
2.- Unintervalo (a,b) sobre el eje de las x.

3.- Se tira un punto (x;, yi) al azar dentro del area A.
4.- Para esa x; obtenida se calcula f(x;).
5.- Se compara y;j con f(x;) y se registra si fue menor o mayor a f(x;).

6.- Se repiten los pasos 3 al 5 para N puntos al azar que caen dentro del area A.
7.- Se calcula el porcentaje de y; que resultaron menores que la f(x;), es decir, que
cayeron
dentro de la region R.
8.- Si Ng es el nimero de puntos que cayeron dentro de la region R, donde R es el area



bajo la curva f(x) y N es el nimero total de puntos tirados al azar sobre el area A,
entonces:

b

N, _ Area(R) _ '[f(x)dx

_ R a

N ~Area(A) Area(A)

Cuando se emplea un cubo unitario entonces Area(A) = 1, por lo tanto:

1
N
j f (x)dx = —&
0 N
El método de Monte Carlo puede ampliarse a mas variables, por ejemplo, para 2
variables, si se escoge un cubo unitario:

N, _Vol(W)

N  Vol(C)

=Vol(w) = ﬁ f(x, %,)dx.dx,

Donde W es la region bajo f(x1,x2) y C es el cubo unitario.

Cuando se use el método de Monte Carlo, es importante seleccionar una pequefia caja
C que contenga totalmente a la region W. Por intuicion, cuanto mejor sea el ajuste entre
los volimenes, se necesitan menos puntos aleatorios para obtener una aproximacion
razonable. De hecho, el problema mas grande del método de Monte Carlo es encontrar
una caja rectangular lo mas pequefia posible pero de tamafio suficiente como para que
encierre al volumen que se desea obtener.

En el caso en el que la funcion no esté acotada en el intervalo de integracion ( por
ejemplo:

11
”x‘ydxdy), no es posible utilizar el método anteriormente mencionado. Existe otro
00

método de Monte Carlo [Hughes et al., 1998] en el que no es necesario tener una cota
superior de la funcién y consiste en lo siguiente:

Puede calcularse el valor promedio de f(x)si se escogen N puntos (Xi, Xa,..., Xn) al azar
en la region “R”. Se suman los valores de f(x) en estos puntos y se divide entre N, con lo
que resulta:

N
A:iz f (X, X000X )
N =
Para una funcién de 2 variables:

1 N
A=D1 05.,)
i=1



j f(x,,%,)dA~ Area(R)* A
R
Para una funcion de 3 variables:
1 N
A:_Z f (Xli'xzi'x?’i)
N =

J.f(xl,xz,xs)dAzVOIumen(R)*A
R

Para cualquier dimension: si se tienen N puntos aleatorios distribuidos uniformemente en
un volumen multidimensional V llamados x,,x,,...,X,, , entonces el teorema basico de la

integracion de Monte Carlo sobre un volumen multidimensional es:

[ f(x)dv=v (%EN; f (x,)) +error

En el caso de RS_ HDMR, como las variables x; del vector x estan normalizadas de
modo que 0< x, <1 para todas las i, entonces:

J‘f(x)de%ZN:f(xs)

El éxito del método de Monte Carlo esta en las cualidades del generador de nimeros
aleatorios. Un buen generador de numeros aleatorios debe lanzar los puntos lo mas
uniformemente posible.



APENDICE E: “El algoritmo de interpolaciéon de Neville para
interpolacion de Lagrange”.

El algoritmo de Neville es una mejora al algoritmo de Lagrange, consiste en elaborar
un polinomio Unico de interpolacién de la siguiente forma:

Séa Py el valor en x de un polinomio de grado cero, es decir, una constante que pasa
por el punto(xs, y1), entonces P; = y; . De esta manera se definen los polinomios Py,
Ps,..., Pn.

Ahora, sea Py, el valor en x de un polinomio Unico de grado 1 que pasa por los
puntos (X1, Y1) Y (X2, y2). De la misma manera se definen los polinomios Pa3, Paa, ..., Pn-
1N-

Los polinomios de grado superior (hasta grado N-1: Py, n ) se definen de forma
similar.

En base al nimero de puntos “N” se construye una tabla en donde los polinomios
ancestros estan del lado izquierdo y los descendientes del lado derecho, por ejemplo,
para N=4:

i m=1 m=2 m=3

1 X1 V1= P1
P12
2 X2 Y2 = P, P123
P23 P1234
3 X3 Y3=Ps P234
P34
4 X4 Ya=Py

El algoritmo de Neville es una manera recursiva de llenar la tabla anterior. Se obtiene
primero la columna del lado izquierdo y después se van obteniendo las columnas
sucesivas de izquierda a derecha.

Este algoritmo se basa en la relacion que existe entre el polinomio “hijo” y sus dos
“padres”:

(X=Xism) Pi(i+l)...(i+m—1) +(% —X) P(i+1)(i+2)...(i+m)
Pi(i+1)...(i+m) = X + X (1)
i i+m

La recurrencia funciona porque los dos padres coinciden con el mismo hijo en los
puntos
X oqoee X

i+1 " MNim-1t

Una mejora a la férmula recurrente (1) es llevar un registro de las pequefias
diferencias que existen entre padres e hijos para después hacer las correcciones
pertinentes. Sean los diferentes niveles de los padres m =1,2,...., N-1, si:



.
R

(i+m) Pi...(i+m—1)

C:m,i 2
., @

S(i+m) T P(i+1)...(i+m)

entonces de la relacion (1) se pueden derivar las siguientes relaciones:

D _ (Xi+m+l - X)(Cm,i+l - Dm,i)

m+l,i

X — X

i i+m+1

C ...= (% — X)(Cm,m - Dm,i) 3)

m+li

X, — X

i i+m+1

las C's y las D"s son las correcciones en cada nivel m para hacer la interpolacion de un
grado mas alto.

La respuesta final, que es el polinomio de interpolacion de grado N-1: P123 . n €S igual
a la suma de cualquier y; mas el conjunto de C’s o D’s que forman el camino para llegar
desde y; hasta el hijo que se encuentre hasta la derecha. [Press et al.; 1999]



APENDICE F: “El algoritmo de interpolacién spline ciibico”.

Este tipo de interpolacion se basa en la construccion de polinomios de 3er grado que
pasan por 2 puntos de la funcion tabular dada por x;,y; j=0,..,N-1.

A
y
y
© ¥ YN
Yo Y1 ©
©
©
©
Xo X1 X2 B XN-1 X

Para suavizar la curva en los puntos x; se requiere que la segunda derivada del
polinomio de tercer grado que va de xj.1 a X; sea la misma que la del polinomio de tercer
grado que va de de X; a xj+1.Ademas la variacion de la segunda derivada en cualquier
intervalo (x; , Xj+1) debe ser lineal.

El polinomio de grado 3 que se obtiene del punto x; al punto Xj+1, esta dado por:

y=Ay, +By;, +Cy; + Dy;+1

Donde:
A:M B:l—A:l
Xja = X; X — X
C—1 AP—A 2 D—1 B°-B 2
—g( - )(Xj+1_xj) —g( - )(Xj+l_xj)

Dado que la variacién en la 22 derivada es lineal, en la 1? derivada la variacion es
cuadrética. Para que la 12 derivada sea continua, se requiere que la primera derivada en
X; del polinomio de tercer grado que va de X1 a X; sea la misma que la del polinomio de
tercer grado que va de de X; a Xj+1. Con esto se obtiene un sistema de N-2 ecuaciones
lineales con N incognitas. Para encontrar una solucion Unica es necesario especificar
dos condiciones mas, llamadas condiciones en la frontera, estas pueden ser:

- Que una de las dos o las dos segundas derivadas y, y V,_, sean cero, a esto se
le llama spline cubico natural.



- Que una de las dos o las dos segundas derivadas y, y VY, tengan un valor
determinado.

Cuando se especifican las dos condiciones en la frontera, el sistema de ecuaciones
lineales que se obtiene es tridiagonal, por lo que la solucion del sistema es O(N), es
decir, es bastante rapida.

Para obtener las segundas derivadas en los puntos (xj,y;), se llama una sola vez a la
funcién spline, cuyo prototipo es el siguiente:

Void spline(Vec_i_DP &x, Vec_i_DP &y, const DP ypl,
Const DP ypn, Vec_O_DP &y?2)

Los parametros de entrada que se requieren son los siguientes:
Funcion tabular:
x : arreglo con los valores de x;: x[0.....n-1]
y : arreglo con los valores de y; = f(x;): y[O.....n-1]
Condiciones a la frontera:
Yp1: Valor de la primera derivada en xo.
Ypn: Valor de la primera derivada en Xp.1.

Para especificar un spline cubico natural, el valor de yp: y/o Yy, debe ser mayor o
igual a 1x10%°.

Salida: en y, se obtienen los valores de las segundas derivadas en cada punto
(X;,yj), una vez obtenido el vector de segundas derivadas Y, se hace un
Ilamado a “splint” cada vez que se desee hacer la interpolacion de
un punto. El prototipo de splint es el siguiente

Void splint(Vec_i_DP &Xa, Vec_i_DP &Ya, Vec_i DP &Y2a,
const DP x, DP &y)

Los parametros de entrada que “splint” requiere son los siguientes:
- La funcion tabular:

Xa : arreglo con los valores de x;: X[O0.....n-1]

Ya: arreglo con los valores de y; = f(x): y[O.....n-1]

- El vector de segundas derivadas obtenido con la funcion “spline”: Y2a.
- El valor a interpolar: x.

La Salida es : y=f(x) que es el valor interpolado con un polinomio spline cabico.
[Press et al.; 1999]



APENDICE G: Valoracién del grado global de
incertidumbre”.

Como en 1.3.3.- Descomposicion de la varianza en las expansiones HDMR : “La
varianza total a% de f(x) causada por todas las variables de entrada, puede ser

descompuesta en la suma de las diferentes contribuciones a la varianza total de cada una
de las variables de entrada”:

ol :zn:aer > of+.. 1)
i=1

I<i< j<n

ya que la ortogonalidad de las funciones componente de la expansion HDMR implica
que éstas son independientes y cada una de ellas proporciona informacion unica acerca
de como afecta la relacién entre las variables de entrada a las propiedades de la salida.

Una expresion analoga a la ec. (1) fue dada por [Sobol, 1993] y por [Cukier, 1978].

La descomposicion de la funcion original por medio de la expansion HDMR en un
conjunto de funciones de baja dimension, las cuales pueden ser muestreadas
exhaustivamente, permite conocer a fondo la muestra ahorrando carga computacional. Es
decir, con un esfuerzo de muestreo modesto, HDMR puede proporcionar informacion
fiable.

Ademas, utilizando la propiedad de la ec. (1) es factible analizar cuales variables del
modelo son las mas importantes y como interactan unas con otras.

La informacion resultante de este analisis proporciona indicios para modificar el
modelo y agregar mas observaciones del laboratorio o del campo con el fin de mejorar su
calidad.

Una de las aplicaciones de la representacion de las funciones componente por medio de
polinomios ortonormales [Li et al., 2002 (28)] es la valoracion del grado global de
incertidumbre.

La determinacién de cada una de las varianzas O'iz,oﬁ,... esta dada por la evaluacion
de las integrales: _[ fiz(xi)dxi,j J f.£ (X, X;)dxdx;,....etc. El método de Monte Carlo

es muy buen medio para la evaluacion de estas integrales.

Si se tienen N muestras de un vector de entrada de dimensidn n generadas de manera
aleatoria, entonces, usando el método de Monte Carlo:

1&
fozj f (x)dx zﬁéf(x( ) @)

kn

N
agzj[f(x)— ] dxzﬁZfz(x(s))— f2 3)
s=1



Cuando N — oo se obtienen valores muy precisos de f, Yy o, sin embargo, con

mucha frecuencia f,y o convergen bastante rapido y un valor modesto de N puede
dar muy buenos resultados.

Calculando los coeficientes ali( y ,ng de la forma en la que se expone en
Aproximacion de funciones componente por medio de polinomios ortonormales, [Li et
al., 2002 (28)] Jiz y (75 pueden obtenerse usando la propiedad ortonormal de la base

@, (X) conk=1,2,3:

of :j. f,2(x)dx; zj‘|:iall< Py (Xi):|2 dx, =

al) [ o2 (e)dx +(ah) [o2(x)dx +(ad) [ (x)dx

ot =3 (e @

=
Il
N

2
3 3

D, 2B @, (x) @ (x;) | dx;dx; =

pl o=l

q
O'—.I—‘
_—h
=N
~~
>
e
N—r
o
x
o
1
O'—;I—‘
Ot—;l—‘

Gi?:i i(ﬂgq )2 )

Como solo es necesario un conjunto de muestras aleatorias de f(x) para determinar f,

y todos los coeficientes de la expansion o , /... para  f(x), f;(X,X;)....,
consecuentemente solo es necesario un conjunto de muestras aleatorias para determinar

0' G 0'”, .etc.

Asi, RS-HDMR proporciona no solamente valoraciones cuantitativas de
0' G 0'”, . sino también proporciona el comportamiento cualitativo de las acciones



independientes y colectivas de las variables de entrada en la salida por medio de las
funciones componente f;(x;), f; (X, X;)-....

En [Li et al., 2002 (28)] se ilustra la metodologia para analizar cual es la importancia de
cada una de las variables de entrada y cuales son los efectos cooperativos de primer y
segundo orden de dichas variables sobre la salida. La metodologia se aplicé a dos
ejemplos:

a) Un modelo de fotoquimica atmosférica.
b) Un modelo de remediacion bioldgica de rastros de metal.

En este andlisis se utilizaron polinomios ortonormales lineales, cuadraticos y cubicos
para aproximar las funciones componente de primer y segundo orden de cooperatividad

fi(x) y f;06.%).

Del analisis realizado en este articulo sobre dos problemas de la practica se puede
destacar la siguiente informacion importante:

1.- Se confirmé que los términos de la expansion HDMR con un alto orden de
cooperatividad son despreciables.

2.- Se confirmo que la suma de las contribuciones a la varianza total son menores o
iguales a la varianza total:

Zaiz + Zoﬁ < oﬁ

Ademas la accion de las variables en forma independiente es mucho mayor que la
accion de las variables con orden de cooperatividad | = 2:

Yol >>> o

3.- La variable de entrada cuya desviacion estandar sea la mayor serd la mas
importante. A su vez, la que tenga la menor desviacion estandar sera la variable de
entrada que menos afecte a la salida.

4.- El orden de importancia de las variables de entrada que se obtiene con muestras de
diferente tamafio es basicamente el mismo.

5.- Se hizo el mismo analisis utilizando polinomios ortonormales tedricos y polinomios
ortonormales Optimos y se encontrd que éstos Gltimos solo son necesarios cuando se
tiene un numero de muestras muy pequefio.



APENDICE H: “Aseguramiento de la calidad del software
(inspecciones)”.

Registro de las inspecciones.

- Fecha: 8 de septiembre 2004.
Resultados:
1.- En el andlisis de requerimientos faltaban los siguientes puntos importantes:
- Las posibles salidas deben quedar dentro del area que cubren las entradas
seleccionadas.
- Incluir la métrica de los resultados que permita evaluar el desempefio del sistema.
2.- En el disefio de alto nivel se cambio el enfoque, en un principio se contempld un
caso sencillo, pero de esta manera luego resulta complicado implantar un caso dificil, sin
embargo, si se abarca desde el principio el caso mas complicado, éste contiene al mas
sencillo y asi se resuelve de una sola vez todo el problema.
Ademas se determino bajar los datos de los archivos que contienen las tablas de las
f.06), £;06,%;), fi (%, %, %) aunas tablas en RAM, para aumentar asi la velocidad de
acceso.

- Fecha: 23 de septiembre 2004.

Resultados:

1.- En el disefio de alto nivel, es necesario determinar los limites del sistema, es decir,
¢cuantas variables es capaz de manejar?.

2.- En el disefio detallado se propuso trabajar con extensiones especiales para los
archivos del sistema.

- Fecha: 28 de octubre 2004.

Resultados:

Al hacer la lectura de cddigo de la fase 2 del sistema: FEOM.cpp, se encontro que la
organizacién de las tablas de datos no era la adecuada, ya que para hacer cada
interpolacion habia que extraer la columna o la matriz correspondiente a cada funcion

f. (%), F;(%, %), T (X, X, %) 1o que provocaba una ejecucion ineficiente.
Para optimizar la ejecucion se redisefiaron las tablas f;(x), f;(x.,X;), fy, (X, %;, %)

1 Tijk
utilizadas tanto en la primera fase como en la segunda fase.

- Fecha: 3 de Noviembre-2004.

Resultados:

1.- La lectura de codigo detectd un error al calcular las f(x“,i) (al copiar el punto de
referencia se borraba un dato).

2.- Se propuso una optimizacion del codigo que reduce el nimero de llamadas al
integrador (se dividié el codigo en dos partes, un conjunto de funciones que obtiene las
fi06), F, (%5 %), £ (X, %5, %)y otro conjunto de funciones que las guarda en archivos en
el orden del redisefio.



- Fecha: 17 de Noviembre-2004.
Resultados:
1.- Se redisefi6 por segunda vez el sistema FEOM.cpp para hacer las siguientes mejoras:

a.- Los archivos de entrada estan como default en el sistema, ya no los
selecciona el usuario a menos que después los quiera cambiar.

b.- Se cambi6 de lugar el codigo donde se alojan las tablas
£ 06, F, (6, %), £ (X, %5, %) @ un lugar mas apropiado, ahora se alojan cuando el
usuario oprime el boton RUN.

2.- En la lectura de cddigo se encontrd un error, se corrigio de tal manera que las
condiciones iniciales cambian hasta que se tienen todos los estados finales, asi no se
alteran los resultados.

- Fecha: 30 de Enero-2006.

Resultados:

1.- Analizando la rutina para encontrar el offset de los arreglos X (valores de la
variable) e Y (f(x)), no estaba contemplado el caso en el que el valor a interpolar coincide
con uno de los valores de las tablas, se agrego:

if (X[m] == p)
return (Y[m]);
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