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Introducción

La teoría de gavillas desempeña un profundo papel en análisis complejo,
topología, geometría algebraica y otras ramas de las matemáticas.

Las gavillas fueron inventadas por Jean Leray como una herramienta para
inferir propiedades globales a partir de algunas propiedades locales.

Uno puede trazar la evolución de esta área, comenzando con los trabajos
de Henri Cartan en análisis complejo en 1940 (siguiendo trabajos de Kiyoshi
Oka y de él mismo). Cartan con la ayuda de Jean-Pierre Serre, hizo decisivas
contribuciones al desarrollo de la teoría de funciones holomorfas en varias
variables complejas, usando la teoría de gavillas. Esta teoría fue también apli-
cada a la teoría de variedades complejas por Kunihiko Kodaira y Donald C.
Spencer. Desde entonces, esta teoría ha sido un crucial aparato para el estudio
de la geometría algebraica compleja. Fue Serre quien introdujo las gavillas
en geometría algebraica. El trabajo de Serre fue generalizado por Alexander
Grothendieck para establecer la teoría de esquemas, quien así mismo enrique-
ció la geometría algebraica, con el uso completo del álgebra homológica.

La teoría de gavillas es una importante herramienta para relacionar as-
pectos analíticos, topológicos y geométricos de una variedad algebraica. Un
buen ejemplo es la sucesión exacta exponencial de gavillas, cuyos términos
individuales Z(1), CX y C∗X reflejan la estructura topológica, analítica y geo-
métrica de la variedad.

Describimos brevemente el contenido de este trabajo.

• En el Capítulo 1 se presentan algunos conceptos elementales de la teoría
de gavillas que serán utilizados posteriormente. Estos son: pregavilla, gavi-
lla, subgavilla, tallo, morfismo de gavillas, etc.. A menos que se indique lo
contrario, todas las pregavillas (gavillas) estarán en la categoría de pregavillas
(gavillas) de grupos abelianos sobre un espacio topológico X . Se observa que

VII



VIII 0. Introducción

el kernel de un morfismo de gavillas es una gavilla. Sin embargo la imagen
de un morfismo de gavillas es una pregavilla, pero no necesariamente es una
gavilla. Para definir las gavillas de cohomologías es necesario que el kernel
y la imagen de un morfismo de gavillas sean gavillas, para esto, se constru-
ye la gavilla asociada a una pregavilla, la cual verifica ciertas propiedades
importantes. Definimos el funtor de secciones globales, el cual se demuestra
que es un funtor exacto por la izquierda. También se introduce el concepto
de gavilla inyectiva, se demuestra que para cualquier gavilla de grupos abe-
lianos A sobre un espacio topológico X existe una gavilla inyectiva I y un
monomorfismo A ↪→ I.

• En el Capítulo 2 se estudia un complejo de gavillasK• a partir del cual se
calculan las gavillas de cohomologías. Damos algunas definiciones y demos-
tramos que dada una sucesión exacta corta de complejos de gavillas se obtiene
una sucesión exacta larga de gavillas de cohomologías. Con la ayuda de una
resolución inyectiva de una gavilla y el funtor de secciones globales defini-
mos los grupos de cohomología de gavillas, los cuales son independientes de
la resolución inyectiva. Se introducen algunos resultados para demostrar que:
Dada una sucesión exacta corta de gavillas de grupos abelianos se obtiene
una sucesión exacta larga de grupos de cohomología de gavillas.

• En el Capítulo 3 se desarrollan algunas herramientas para calcular los
grupos de cohomología de gavillas. Se introducen las nociones de subcomple-
jo L• y filtración F (K•) de un complejo K• en una categoría abeliana A. Se
define un complejo doble K•• y su complejo total Tot(K••). Se dan algunos
resultados importantes sobre la teoría de sucesiones espectrales. Se definie
el n-ésimo grupo de hipercohomología Hn(X,K•) de un complejo de gavi-
llas acotado inferiormente. Se demuestra que dados dos complejos de gavillas
acotados inferiormente L• y K•. Si φ : K• → L• es un casi-isomorfismo en-
tonces se induce un isomorfismo Hn(X,K•) → Hn(X,L•) para cada n ∈ Z.
En particular Hn(X,A) se identifica con Hn(X,K•), donde K• es una reso-
lución de A.

• En el Capítulo 4 se define la cohomología de Čech Ȟp(U ,A) de grado
p de la cubierta abierta U de X con coeficientes en la pregavilla (gavilla) de
grupos abelianos A sobre un espacio X . Se introduce la hipercohomología
de Čech Ȟp(U ,K•) para un complejo de gavillas acotado inferiormente K•.
Se demuestra que para gavillas localmente acíclicas, la cohomología de Čech
Ȟp(U ,A) es isomorfa a la cohomología de gavillas Ȟp(X,A), usando la teo-
ría de sucesiones espectrales. Debido a que dada una sucesión exacta corta de
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gavillas no necesariamente se induce una sucesión exacta larga de grupos de
cohomología de Čech y la definición depende de la cubierta U , se introducen
algunos resultados para solucionar estos problemas. Se considera el conjunto
de cubiertas abiertas N = {U = (Ux)x∈X | x ∈ Ux para cada x ∈ X} de X ,
definimos un orden en N como sigue:

N 3 V ≥ U si y sólo si Vx ⊆ Ux para cada x ∈ X.

Es fácil verificar que N con este orden es un conjunto dirigido. Se definen los
grupos de cohomología de Čech Ȟp(X,A) = ĺım

U−→∈N
Ȟp(U ,A). Se demues-

tran dos resultados importantes, el primero es que una sucesión exacta corta
de pregavillas induce una sucesión exacta larga de grupos de cohomología de
Čech y el segundo es que para un espacio paracompacto X la hipercohomo-
logía de Čech es isomorfa a la hipercohomología de gavillas.

• En el Capítulo 5 se recuerda la noción de variedad suave modelada sobre
un espacio vectorial topológico (posiblemente de dimensión infinita). Para M
una variedad suave modelada en un espacio vectorial topológico, se define
el complejo de De Rham A•

M de gavillas. Los grupos de cohomología de
De Rham Hp

DR(M) son los grupos de cohomología del complejo de formas
A•

M(M) = A•(M) sobre M . Se introducen los conceptos de gavilla suave,
gavilla fina y algunas implicaciones de estas definiciones. Se define el espacio
ILH (el cual es el límite inverso de espacios de Hilbert separables Hn). Se
demuestra que para M una variedad paracompacta, modelada en un espacio
ILH , la cohomología de Čech Ȟp(M,R) es isomorfa a la cohomología de
De Rham Hp

DR(M). El resultado importante de este Capítulo es el siguiente:
(Weil [AW1]) Sea M una variedad suave en la cual las gavillas Ap

M son
suaves (por ejemplo, sea M una variedad paracompacta suave modelada en
un espacio ILH que satisface (5.4)). Sea U una cubierta abierta de M , y
sea (fi)i∈I una partición de la unidad subordinada a U . Entonces para c un
cociclo de Čech de grado p con coeficientes en la gavilla constante RM , sea
ω la p−forma cerrada en M , tal que

(ω)/Ui
= (−1)

p(p+1)
2

∑
i1,...,ip

ci1,...,ip,idfi1 ∧ · · · ∧ dfip (1)

Entonces la clase de cohomología de Čech [c] ∈ Ȟp(M,RM) y la clase de
cohomología de De Rham [ω] ∈ Hp

DR(M) se corresponden mutuamente bajo
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el isomorfismo:
Hp(M,RM)

∼−→ Ȟp
DR(M).

• En el Capítulo 6 se describen los haces de líneas sobre una variedad,
salvo isomorfismos, en el caso suave y holomorfo. El propósito principal es
la clasificación de las clases de isomorfismos de haces de líneas.



Capítulo 1

Preliminares

1.1. Gavillas
Comenzaremos definiendo una pregavilla F de conjuntos sobre un espa-

cio topológico X , y daremos algunos ejemplos básicos, para posteriormente
introducir la definición de una gavilla. En este trabajo consideramos pregavi-
llas (gavillas) de grupos abelianos sobre un espacio topológico X .
Nota. Usaremos la palabra “espacio” como sinónimo de “espacio topológi-

co”.

Definición 1.1.1. Una pregavilla F de conjuntos sobre un espacio X es un
par (F , ρ), donde F es una aplicación que a cada subconjunto abierto U
de X le asigna un conjunto F(U) y ρ es una aplicación que a cada par de
subconjuntos abiertos V ⊆ U de X le asigna una aplicación ρFV,U : F(U) →
F(V ) (que llamaremos aplicación restricción) de modo que se cumplan las
siguientes condiciones:

(1) F(∅) es un conjunto con un elemento, que denotamos {∗},

(2) ρFU,U es la aplicación identidad en F(U),

(3) (Transitividad). Si W ⊆ V ⊆ U son subconjuntos abiertos de X , en-
tonces

ρFW,U = ρFW,V ◦ ρFV,U . (1.1)

1



2 1. Preliminares

Dicho de otro modo: Sea τX la categoría que tiene por objetos los subcon-
juntos abiertos de X y por morfismos las inclusiones naturales entre objetos
(cuando existan). Sea CConj la categoría cuyos objetos son los conjuntos y cu-
yos morfismos son las funciones de conjuntos. Una pregavilla F de conjuntos
sobre X es un funtor contravariante de τX a CConj , tal que manda al conjunto
∅ en {∗}.

Cuando todos los F(U) son grupos (anillos, C-álgebras, etc.) y los ρV,U

son homomorfismos de grupos (resp. anillos, C-álgebras, etc.), decimos que
F es una pregavilla de grupos (resp. anillos, C-álgebras, etc.).
Nota. En una pregavilla de grupos denotamos al conjunto {∗} por {0}.

Ejemplo 1. Estos son algunos ejemplos de pregavillas sobre el espacio X .

¦) Consideremos un espacio Y . Para cada subconjunto abierto U de X ,
F(U) es el conjunto de aplicaciones continuas de U a Y . Para V ⊆ U,
la aplicación restricción ρFV,U : F(U) → F(V ) es la restricción de
las aplicaciones continuas de U a Y al subconjunto abierto V , esto es,
ρFV,U(f) = f |V para f : U → Y. Podemos ver que F es una pregavilla
de conjuntos sobre el espacio X .

¦¦) Sea S un grupo abeliano. Para cada subconjunto abierto U de X , se
define S como sigue:

S(U) =

{
S si U 6= ∅,
0 si U = ∅.

Sean U y V subconjuntos abiertos de X con V ⊂ U , la aplicación
restricción ρSV,U es la identidad en S, salvo si V = ∅. Así, S es una
pregavilla llamada la pregavilla constante.

¦ ¦ ¦) Tomemos X = C. Para cada subconjunto abierto U de X

A(U) = {f : U → C | f es analítica}.
Para subconjuntos abiertos V ⊆ U de X , la aplicación restricción ρAV,U :
A(U) → A(V ) es la restricción de funciones al subconjunto abierto V .
Entonces, A es una pregavilla de conjuntos sobre el espacio X .

Sea X un espacio singular. Una pregavilla F de conjuntos sobre X es
simplemente el conjunto F(X). Similarmente una pregavilla de grupos sobre
X es un solo grupo.
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Sea F una pregavilla sobre un espacio X , sean U y V subconjuntos abier-
tos de X . El primer propósito de esta Sección es poder pegar los elementos
de F(U) y F(V ), y obtener un único elemento de F(U ∪ V ). Las pregavillas
que cumplen esta condición son llamadas gavillas, la definición formal es la
siguiente.

Definición 1.1.2. Sea F una pregavilla sobre un espacio X . Se dice que F es
una gavilla si para cada subconjunto abierto V de X y para cada cubierta
abierta U = (Ui)i∈I de V se cumplen las dos condiciones siguientes:

(1) si s y s′ ∈ F(V ) cumplen que ρFUi,V
(s) = ρFUi,V

(s′) para cada i ∈ I ,
entonces s = s′,

(2) para cada familia (si)i∈I , donde si ∈ F(Ui) tal que

ρFUi∩Uj ,Ui
(si) = ρFUi∩Uj ,Uj

(sj) para cada i, j ∈ I,

existe un s ∈ F(V ) tal que ρFUi,V
(s) = si para todo i ∈ I .

El elemento s cuya existencia se afirma en la condición (2) es único por la
condición (1). Además, si F es una pregavilla de grupos abelianos, podemos
simplificar (1) poniendo s′ = 0. La condición (2) dice que el elemento s de F
sobre V es obtenido por pegar los elementos si de F sobre Ui. La condición
ρFUi∩Uj ,Ui

(si) = ρFUi∩Uj ,Uj
(sj) es llamada la condición de pegado. Para una

gavilla F usaremos la notación Γ(U,F) = F(U), por lo que a los elementos
de F(U) se les llama secciones de F sobre U .

Dada una pregavilla F sobre X y un subconjunto abierto U de X , se
obtiene una pregavilla F|U sobre U , donde F|U(V ) = F(U ∩ V ) para cada
subconjunto abierto V de X . Llamamos a F|U la pregavilla restricción al
subconjunto abierto U . Si F es una gavilla, entonces F|U es una gavilla. Por
conveniencia usamos la notación Uij = Ui ∩ Uj , Uijk = Ui ∩ Uj ∩ Uk, y así
sucesivamente.

Ejemplo 2. Consideremos la pregavilla F de conjuntos sobre el espacio X
del Ejemplo 1. Vamos a demostrar que la pregavilla F es una gavilla. Para
ver la condición (2), sean V subconjunto abierto de X y (Ui)i∈I cubierta
abierta de V . Consideremos la colección (fi)i∈I , donde cada fi ∈ F(Ui) es
una aplicación continua de Ui a Y . La condición ρFUij ,Ui

(fi) = ρFUij ,Uj
(fj)

implica que fi y fj tienen la misma restricción a Uij para cada i, j ∈ I .
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Entonces existe una única aplicación f : V → Y tal que ρFUi,V
(f) = fi para

cualquier i ∈ I . Como cada fi es continua y V =
⋃

i∈I Ui, se sigue que
f es continua. La condición (1) se verifica inmediatamente. Por lo tanto la
pregavilla F sobre el espacio X es una gavilla.

Ejemplo 3. Sean X y E dos espacios. Sea π : E → X una aplicación supra-
yectiva continua. Para cada U subconjunto abierto de X , se define

G(U) = {s : U → E | s es una aplicación continua y π ◦ s = IdU}.

G es una pregavilla, la cual es también una gavilla.

Por otra parte si consideramos la pregavilla constante S definida en el
Ejemplo 1 resulta que no es una gavilla si S 6= 0 y X es disconexo. Éste es
un ejemplo de una pregavilla que no es una gavilla.

Si Y es un grupo, entonces la gavilla F del Ejemplo 2 es una gavilla de
grupos. Algunas de las gavillas más importantes son de este tipo; los casos
Y = C,Z,C∗ son especialmente significantes. Si X es una variedad suave, se
tiene la gavillaCX de funciones suaves de valores complejos (en subconjuntos
abiertos de X). Si X es una variedad compleja, se tiene la gavilla OX de
funciones holomorfas.

Dadas dos pregavillas F y G de conjuntos (o grupos) sobre un espacio
X , tenemos una noción natural de morfismo de pregavillas φ : F → G. Tal
morfismo es una aplicación que a cada subconjunto abierto U de X, le asigna
una aplicación de conjuntos (o homomorfismo de grupos) φU : F(U) →
G(U) tal que si V ⊆ U, el siguiente diagrama es conmutativo

F(U)
φU //

ρFV,U

²²

G(U)

ρGV,U
²²

F(V )
φV // G(V )

Sean F f−→ G y G g−→ H dos morfismos de pregavillas de conjuntos
(o grupos), su composición se define como: (g ◦ f)U = gU ◦ fU para cada
subconjunto abierto U de X . Además, esta composición de morfismos de
pregavillas de conjuntos (o grupos) es asociativa. El resultado es que tenemos
definida la categoría de pregavillas de conjuntos. De manera similar se define
la categoría de pregavillas de grupos, anillos, etc.. Se define un morfismo de
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gavillas exactamente de la misma forma que un morfismo de pregavillas. La
categoría resultante de gavillas es una subcategoría plena de la categoría de
pregavillas.
Nota. Si F y G son gavillas de grupos sobre un espacio X , denotamos sim-

plemente por HomX(F ,G) el conjunto de morfismos de gavillas de grupos
de F a G. Si G es una gavilla de grupos abelianos, HomX(F ,G) es un grupo
abeliano. Denotemos por AB(X) la categoría de gavillas de grupos abelianos
sobre un espacio X .

Ejemplo 4. Sea F una gavilla sobre un espacio X . Consideremos un subcon-
junto abierto U de X y la gavilla restricción F|U . Para cualquier subconjunto
abierto V de X , hacemos G(V ) = F|U(V ). Si definimos φ : F → G por la
aplicación restricción φV : F(V ) → G(V ), entonces la compatibilidad de las
aplicaciones restricción muestra que φ es un morfismo de gavillas, como se
ve en el siguiente diagrama conmutativo

F(V )
φV //

ρFW,V

²²

G(V )

ρGU∩W,U∩V
²²

F(W )
φW // G(W )

donde W es un subconjunto abierto de V .

Sea G una pregavilla sobre X , se dice que F es una subpregavilla de G, si
para cada subconjunto abierto U de X ,F(U) es un subconjunto de G(U) y las
aplicaciones restricción de F son inducidas por aquéllas de G. Si, además, G
es una gavilla, entonces F cumple la condición (1) de la Definición 1.1.2. Por
otra parte, casi se cumple la condición (2) para F , si si ∈ F(Ui) y U =

⋃
Ui,

entonces hay un elemento s ∈ G(U) tal que ρGUi,U
(s) = si. Si siempre se tiene

que s ∈ F(U), entonces F es una gavilla, y decimos que F es una subgavilla
de G.
Observación. No cada subpregavilla de una gavilla es una subgavilla. Se

muestra esto más adelante.
Si X es una variedad suave, es claro que la gavilla CX de funciones sua-

ves de valores complejos es una subgavilla de la gavilla CX de funciones
continuas de valores complejos.
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1.2. Gavilla asociada

En esta Sección daremos algunas definiciones y resultados básicos, los
cuales nos servirán para introducir el concepto de gavilla asociada. Para fi-
nalizar la Sección introduciremos la sucesión exacta de gavillas, y algunos
resultados importantes. Definiremos el funtor de secciones globales, el cual
se demuestra que es un funtor exacto por la izquierda, que utilizaremos para
calcular grupos de cohomología de gavillas en el próximo Capítulo.

Como las gavillas nos permiten inferir propiedades globales a partir de al-
gunas propiedades locales es importante tener un procedimiento que convierta
una pregavilla en una gavilla. Antes de esto introduciremos la noción de tallo
Fx de una pregavilla F sobre X en un punto x. Tal definición nos permite
relacionar en una gavilla las propiedades globales y locales de los espacios en
los que están definidas. Intuitivamente, un elemento de Fx es un elemento de
F definido sobre una vecindad de x. Dos tales elementos están identificados
si ellos coinciden en una vecindad (posiblemente pequeña).

Definición 1.2.1. Sea F una pregavilla de conjuntos sobre un espacio X , y
sea x ∈ X . El talloFx deF en x es el cociente del conjunto

∐
Uabierto, U3x

F(U)

por la siguiente relación de equivalencia:
F(U) 3 s ∼ s′ ∈ F(V ) si y sólo si existe un subconjunto abierto W ⊆ U∩V
que contiene a x tal que ρFW,U(s) = ρFW,V (s′).

Los elementos de Fx son llamados gérmenes de elementos de F en x.
Esto es familiar en análisis complejo: para una variedad compleja X , la C-
álgebra OX,x de funciones holomorfas de gérmenes en x es un anillo. Para
x ∈ U y s ∈ F(U), denotamos sx ∈ Fx el elemento correspondiente al tallo
en x. Este es llamado el germen de s en x.

Podemos ver que la pregavilla A del Ejemplo 1 es una gavilla. Los ele-
mentos de Ax constan de funciones analíticas en una vecindad de x.

Se puede definir Fx usando la noción de límite directo. Sea J = {Vi(x)}
el conjunto de vecindades abiertas de x. El conjunto J = {Vi(x)} tiene un
orden dado por; Vi(x) ≤ Vj(x) si Vj(x) ⊆ Vi(x). Este conjunto ordenado
es dirigido, es decir, para cualquiera Vi(x), Vj(x) en el conjunto existe un
elemento Vk(x) tal que Vi(x) ≤ Vk(x) y Vj(x) ≤ Vk(x). Dado Vi(x) ≤ Vj(x),
tenemos la aplicación restricción ρVj(x),Vi(x) : F(Vi(x)) → F(Vj(x)) con la
condición (3) de la Definición 1.1.1. Entonces el tallo Fx es el límite directo
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Fx = ĺım
Vi(
−→
x)∈J

F(Vi(x)). (1.2)

En efecto la construcción en la Definición 1.2.1 es igual a la descripción
estándar de este límite directo. El tallo de una pregavilla de grupos (grupos
abelianos) es un grupo (grupo abeliano).

El siguiente teorema nos da un ejemplo elemental de cómo un hecho glo-
bal se puede probar localmente.

Teorema 1.2.2. SeaF una gavilla sobre un espacio X , sea U un subconjunto
abierto de X y sean f, g ∈ F(U) tales que fx = gx para todo x ∈ U.
Entonces f = g.

Demostración. Por hipótesis se tiene que para cada punto x ∈ U existe una
vecindad Vx de x en U , donde ρFVx,U(f) = ρFVx,U(g). Como U =

⋃
x∈U

Vx,

entonces f = g por la condición (1) de la Definición 1.1.2.

Observación. Éste teorema, muestra que el concepto de gavillas es en cierto
modo local.

Un morfismo φ : F → G de pregavillas de conjuntos (resp. grupos)
sobre X induce para cada x ∈ X un morfismo de conjuntos (resp. un ho-
momorfismo de grupos), φx : Fx → Gx sobre el tallo en x, el cual es-
tá dado por φx(sx) = φ(s)x. Para x ∈ U , hay una aplicación restricción
ρFx,U : F(U) → Fx.

Sea φ : F → G un morfismo de gavillas de grupos abelianos sobre un
espacio X . Vamos a definir las pregavillas siguientes:

ker(φ) : U 7→ ker(φU),
coker(φ) : U 7→ coker(φU),

im(φ) : U 7→ im(φU),
coim(φ) : U 7→ coim(φU).

Nota. Como para cada par de subconjuntos abiertos V ⊆ U de X , se tiene
que ρFV,U(ker(φU)) ⊆ ker(φV ). Se define la aplicación restricción ρker

V,U como
la restricción de ρFV,U a ker(φU), esto es, ρ

ker(φ)
V,U = ρFV,U |ker(φU ). De una forma

similar, las aplicaciones restricción de las otras pregavillas se definen a partir
de restringir las aplicaciones restricción de F o G a los grupos (coker(φU),
im(φU), o coim(φU) para cada U ⊆ X) respectivamente.
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Vamos a verificar que la pregavilla ker(φ) de grupos abelianos es una
gavilla. Tomemos V subconjunto abierto de X , (Ui)i∈I cubierta abierta de
V . Sea s ∈ ker(φV ) tal que ρ

ker(φ)
Ui,V

(s) = 0 para cada i ∈ I , puesto que
ker(φV ) ⊆ F(V ) y F es una gavilla, se tiene que s = 0 para cada i ∈ I ,
por lo tanto la pregavilla ker(φ) cumple la condición (1) de la Definición
1.1.2. Sea {si}i∈I una familia de secciones de ker(φ) sobre Ui. Supóngase
que ρ

ker(φ)
Uij ,Ui

(si) = ρ
ker(φ)
Uij ,Uj

(sj) para cada i, j ∈ I . Como F es una gavilla existe
s ∈ F(V ) tal que ρFUi,V

(s) = si para todo i ∈ I . Sea t = φV (s), entonces

ρGUi,V
(t) = ρGUi,V

φV (s) = φUi
ρFUi,V

(s) = φUi
(si) = 0 para cada i ∈ I.

Como G es una gavilla, tenemos que t = 0. Entonces s ∈ ker(φV ). Por lo
tanto la pregavilla ker(φ) es una gavilla, la denotaremos por Ker(φ).

La pregavilla im(φ) no es siempre una gavilla. Un contraejemplo es cuan-
do consideramos X = CP1, F = OX , G = O∗

X (la gavilla de funciones
holomorfas no cero) y φ la aplicación exponencial: φU(f) = exp(f). Aquí,
las únicas funciones holomorfas sobre CP1 son constantes, así que im(φ) es
la pregavilla cero. Sin embargo CP1 puede ser cubierto por dos cartas afines
U y V , con coordenadas z en U y w en V , donde z = 1/w en U ∩ V se pega
a una función meromorfa sobre X . Por lo tanto el pegado de z y 1/w no está
en G.
Observación. Éste es un ejemplo de una subpregavilla de una gavilla que no

es una gavilla.
Uno de los objetivos en esta Sección es asignarle a una pregavilla una

gavilla. Para definir las gavillas de cohomologías es necesario que el kernel
y la imagen de un morfismo de gavillas sea una gavillas. Pero la imagen de
un morfismo de gavillas no necesariamente es una gavilla, esta es una de las
razones por las que se construye la gavilla asociada a una pregavilla.

Sea F una pregavilla sobre un espacio X . Una aplicación

γ : U →
∐
x∈U

Fx

se dice que es una sección continua si:
1). Para cada x ∈ U , γ(x) ∈ Fx (para algún s ∈ F(U), donde U es una

vecindad de x se tiene que γ(x) = sx).
2). Para cada x ∈ U existe una vecindad V de x en U y una sección s en

F(V ), tal que ρFy,V (s) = sy = γ(y) para cada y ∈ V .
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Proposición y Definición 1.2.3. Para cualquier subconjunto abierto U de X ,
sea F̃(U) = {γ : U → ∐

x∈U

Fx | γ es una sección continua}. Para V ⊆ U ,

sea ρF̃V,U : F̃(U) → F̃(V ) la aplicación restricción ρF̃V,U(γ) = γ|V . Entonces
la pregavilla F̃ es una gavilla, llamada la gavilla asociada a F . Si F es
una pregavilla de grupos, entonces la gavilla asociada F̃ es una gavilla de
grupos.

Demostración. Tomemos V subconjunto abierto de X y (Ui)i∈I cubierta abier-
ta de V . Sea {γi}i∈I una familia de secciones continuas, donde cada γi ∈
F̃(Ui). Se construye una aplicación

γ : V →
∐
x∈V

Fx,

como sigue.
Si x ∈ V entonces x ∈ Ui para algún i ∈ I , se define γ(x) = γi(x). Si

además, x ∈ Uj, donde j 6= i se tiene que

ρF̃Uij ,Ui
(γi) = γi |Uij

y ρF̃Uij ,Ui
(γj) = γj|Uij

.

Por la propiedad 2) de una sección continua existe W subconjunto abierto de
X , con x ∈ W ⊆ Uij y s ∈ F(W ) tal que ρFy,W (s) = sy = γi(y) = γj(y)
para cada y ∈ W. Por lo tanto γ esta bien definida. Falta probar que γ tiene la
propiedad 2). Para x ∈ V (x ∈ Ui para algún i ∈ I) existe una vecindad W̃ de
x en Ui por lo tanto en V y s ∈ F(W̃ ) tal que ρF

y,W̃
(s) = sy = γi(y) = γ(y)

para cada y ∈ W̃ . Entonces γ es una sección continua. Por construcción
ρF̃Ui,U

(γ) = γi para cada i ∈ I . Supongamos que existe γ′ tal que ρF̃Ui,U
(γ′) =

γi para cada i ∈ I . Sea x ∈ V tal que γ′(x) 6= γ(x).m Como x ∈ V , x ∈ Ui

para algún i ∈ I , se tiene que

γi(x) = γ′(x) y γ(x) = γi(x),

entonces γ′(x) = γ(x) contradicción. Por lo tanto γ es única.

Observación. Para cualquier pregavilla F , hay un morfismo canónico de pre-
gavillas φ : F → F̃ de F a la gavilla asociada; para U un subconjunto abierto
y s ∈ F(U), φ(s) es la aplicación continua φ(s)(x) = γ(x) = sx = ρFx,U(s).
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Proposición 1.2.4. (1) Para cualquier pregavilla F en X , el morfismo φ :
F → F̃ induce un isomorfismo de tallos φx : Fx

∼−→ F̃x.

(2) Si F es una gavilla en X , el morfismo de pregavillas φ : F → F̃ es
un isomorfismo.

(3) Para cualquier pregavilla F de grupos y cualquier gavilla G de gru-
pos en X , hay una biyección canónica HomX(F̃ ,G)

∼−→ Hom(F ,G). Un
resultado similar se tiene para pregavillas y gavillas de conjuntos.

Demostración. La aplicación φx : Fx → F̃x es un morfismo, basta mostrar
que φx es biyectivo. Tomemos una vecindad U de x y s ∈ F(U) tal que
φx(sx) = φ(s)x = 0, como F̃ es una gavilla existe una vecindad V ⊆ U de x

con ρF̃V,U(φ(s)) = 0. Entonces φ(s)|V = 0, en particular φ(s)(x) = sx = 0.
Por lo tanto φx es inyectivo. Ahora, sea ν ∈ F̃x, entonces ν = γx para alguna
vecindad abierta U de x y algún γ ∈ F̃(U), por la definición de F̃ existe una
vecindad W de x en U y un s ∈ F(W ) con γ(x) = sx para todo x ∈ W .
En otras palabras φW (s) = γ. Así, φx(sx) = γx = ν. Por lo tanto φx es
suprayectivo. Esto demuestra (1).

Sean F una gavilla sobre X , U subconjunto abierto en X y la aplica-
ción canónica φU : F(U) → F̃(U). Demostremos que φU es una biyección.
Primero consideremos s, s′ en F(U) las cuales tienen la misma imagen en
F̃(U). Esto significa que φ(s)(x) = sx = s′x = φ(s′)(x) (como elementos
del tallo Fx) para cada x ∈ U , por el Teorema 1.2.2 se tiene que s = s′.
Ahora sea γ una sección continua de F̃ sobre U . Para cada x ∈ U existe
una vecindad abierta Vx de x en U y un elemento s′(Vx) de F(Vx) tal que
ρFx,Vx

(s(Vx)) = sx = γ(x) para cada x ∈ Vx. Para x, y ∈ U , la restricción de
s(Vx) y de s(Vy) a Vx ∩ Vy son iguales, por la primera parte de la demostra-
ción de (2), ya que tienen la misma imagen en Fz para cualquier z ∈ Vx ∩Vy.
Como F es una gavilla existe s ∈ F(U) tal que ρFVx,U(s) = s(Vx) para cual-
quier x ∈ U . Esto en particular implica que ρFx,U(s) = ρFx,Vx

(s(Vx)) = sx para
cualquier x. Esto prueba (2).

Sea F una pregavilla de grupos, y sea φF : F → F̃ el morfismo canóni-
co de pregavillas de grupos. Entonces, para una gavilla G de grupos, hay una
aplicación α : HomX(F̃ ,G)→Hom(F ,G) definida por α(g) = g ◦ φ, donde
φ = φF . Mostremos que α es inyectiva. Sean f, f ′ : F̃ → G dos morfismos de
gavillas tales que α(f) = f◦φ = f ′◦φ = α(f ′). Para U un subconjunto abier-
to de X y γ ∈ F̃(U), tenemos que mostrar que f(γ) = f ′(γ). Debido a que G
es una gavilla, es suficiente mostrar que f(γ)(x) = f ′(γ)(x) para cada x ∈ U
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como elementos del tallo Gx (sera suficiente debido a (2)). Existe alguna ve-
cindad abierta V de x y una sección s′ de F sobre V tal que φ(s′)(x) = γ(x)
en Fx. Por lo tanto f(γ(x)) = f ◦ φ(s′)(x) = f ′ ◦ φ(s′)(x) = f ′(γ(x)) en el
tallo Gx. De aquí f(γ) y f ′(γ) tienen la misma imagen en cada tallo; ya que
G es una gavilla, ellas deben coincidir.

Falta demostrar que α es suprayectiva. Se puede ver que cada morfismo
de pregavillas de grupos f : F → G se factoriza a través de un morfismo
F̃ → G, ya que f induce un morfismo de gavillas asociadas F̃ → G̃ que
podemos componer con la inversa del isomorfismo G ∼−→ G̃. Esto da el mor-
fismo requerido de gavillas de grupos.

Sea S la pregavilla constante definida en el Ejemplo 1, su gavilla asocia-
da se denota por SX (en vez de S̃). Tal gavilla SX es llamada una gavilla
constante. Cada tallo SX,x de SX es identificado con S. Para un subconjunto
abierto U de X , una sección γ ∈ SX(U) es continua si y sólo si ésta es local-
mente constante. Por lo tanto SX(U) es el conjunto de secciones localmente
constante U → S.

Usamos la noción de la gavilla asociada para definir la imagen de un mor-
fismo de gavillas φ : F → G. Consideremos la pregavilla im(φ), su gavilla
asociada es denotada por Im(φ). Una sección s de G sobre U pertenece a
Im(φ) si y sólo si para cada x ∈ U , el elemento sx de Gx pertenece a la
imagen de φx.

En este trabajo estamos interesados en las gavillas de grupos abelianos.
Para φ : F → G un morfismo de gavillas de grupos abelianos, la gavilla
Ker(φ) es una subgavilla de F y la gavilla Im(φ) es una subgavilla de G. Una
sucesión A f−→ B g−→ C de gavillas de grupos es exacta si y sólo si las dos
subgavillas Im(f) y Ker(g) de B coinciden.

Proposición 1.2.5. Dos subgavillas F y F ′ de una gavilla G coinciden si y
sólo si para cada x ∈ X , los tallos Fx y F ′

x coinciden como conjuntos de Gx.

El siguiente resultado da una caracterización puramente local de una su-
cesión exacta de gavillas.

Proposición 1.2.6. Una sucesión A f−→ B g−→ C de morfismos de gavillas
de grupos es exacta si y sólo si para cada x ∈ X , la sucesión de grupos
Ax

fx−→ Bx
gx−→ Cx es exacta.

Demostración. La demostración se sigue de la Proposición 1.2.5.
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Damos uno de los ejemplos más importantes de una sucesión exacta de
gavillas, el cual es la sucesión exacta exponencial. El kernel de la exponen-
cial exp : C → C∗ es el subgrupo 2π

√−1 · Z de C. Siguiendo a Deligne,
denotemos este grupo por Z(1). Este es un grupo cíclico, el cual tiene un
generador después de una elección de una raíz cuadrada de −1.

Lema 1.2.7. Para una variedad suave X , tenemos una sucesión exacta de
gavillas

0 → Z(1) → CX

exp−→ C∗X → 1 (1.3)

Demostración. El único punto no trivial es que el morfismo de gavillas exp :
CX → C∗X es suprayectivo. Para cada x ∈ X y cada fx ∈ C∗X,x existe una
vecindad abierta contraible U de x tal que fx es el germen en x de una función
suave f : U → C∗. Existe una función suave g : U → C tal que exp(g) = f .
Entonces para gx ∈ CX,x, el germen en x de g, tenemos exp(gx) = fx. Así,
exp da un morfismo suprayectivo en los tallos en x. Por Proposición 1.2.6,
exp es suprayectivo.

Ahora nos enfocamos en la categoría de gavillas de grupos abelianos
AB(X) sobre un espacio X . Recordemos que denotamos por HomX(F ,G)
el grupo abeliano de morfismos en esta categoría.

Una categoría A es abeliana si

A 0. A tiene un objeto cero.

A 1. Para cada par de objetos hay un producto y

A 1∗. una suma.

A 2. Cada morfismo tiene un núcleo y

A 2∗. un conúcleo.

A 3. Cada monomorfismo es un núcleo de un morfismo.

A 3∗. Cada epimorfismo es un conúcleo de un morfismo.

Proposición 1.2.8. La categoría de gavillas de grupos abelianos AB(X)
sobre un espacio X es una categoría abeliana.
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Demostración. Para ver A 0., sea A ∈ AB(X) tal que A(U) = 0 para cada
subconjunto abierto U de X . Sean F , G ∈ AB(X) definimos la suma directa
F⊕G de gavillas como la gavilla asociada a la pregavilla U 7→ F(U)⊕G(U).
Se puede definir el límite directo ĺım

i
−→∈ I
Fi de gavillas de grupos abelianos,

donde I es un conjunto dirigido. Esta es la gavilla asociada a la pregavilla
U 7→ ĺım

i
−→∈ I
Fi(U). Productos y límites inversos son fácil de definir, así se ob-

tiene directamente una gavilla tomando el producto o límite inverso de cada
conjunto abierto. Por lo tanto se cumplen A 1. y A 1∗..

Sea φ : F → G un morfismo en AB(X). Anteriormente, ya definimos
el núcleo y la imagen de φ. También tenemos la noción del conúcleo de un
morfismo de gavillas Coker(φ) el cual es la gavilla asociada a la pregavilla
coker(φ). La coimagen de un morfismo de gavillas Coim(φ) es la gavilla
asociada a la pregavilla coim(φ). Por lo tanto se cumplen A 2. y A 2∗. El
morfismo natural Coim(φ) → Im(φ) es un isomorfismo. Recordemos que
un morfismo φ : F → G es llamado un monomorfismo si Ker(φ) = 0, un
epimorfismo si Coker(φ) = 0. Por lo tanto se cumplen A 3. y A 3∗..

Consideremos el funtor Γ(X,−) : AB(X) → AB, tal que Γ(X,F) =
F(X). Γ(X,−) es llamado el funtor de secciones globales.

Lema 1.2.9. El funtor Γ(X,−) es exacto por la izquierda, i.e., para cada su-
cesión exacta

0 → A→ B → C → 0

en AB(X), la sucesión correspondiente

0 → Γ(X,A) → Γ(X,B) → Γ(X, C)

es exacta.

El funtor Γ(X,−) no es exacto en general. Por ejemplo, la aplicación
exponencial exp : CX(X) → C∗X(X) no es suprayectivo si H1(X,Z) 6= 0.

1.3. Gavilla inyectiva
En la presente sección definimos el concepto de gavilla inyectiva de gru-

pos abelianos sobre X . Esta definición sirve para definir resoluciones inyec-
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tivas de gavillas, las cuales son una herramienta importante para definir los
grupos de cohomología de gavillas en el próximo capítulo.

Sea AB(X) la categoría de gavillas de grupos abelianos sobre X .

Definición 1.3.1. Una gavillaF de grupos abelianos sobre X es llamada una
gavilla inyectiva si para cualquier diagrama en AB(X)

A i //

f
²²

B

F
con Ker(i) = 0 existe un morfismo g : B → F en AB(X) tal que g ◦ i = f.

Si X es un espacio singular, recuperamos la noción de grupo abeliano
inyectivo. Un grupo abeliano A es inyectivo si y sólo si éste es divisible, i.e.,
para cada n ∈ N el homomorfismo x 7→ n · x de A en A, es suprayectivo.

Lema 1.3.2. Sea 0 → A i−→ B → C → 0 una sucesión exacta de gavillas
de grupos abelianos sobre un espacio X , donde A es una gavilla inyectiva.
Entonces la sucesión se escinde, es decir, existe un morfismo p : B → A en
AB(X) tal que p ◦ i = IdA .

Demostración. Como A es una gavilla inyectiva y Ker(i) = 0 ya que la
sucesión de gavillas es exacta, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

0 // A i //

IdA
²²

B
p

ÄÄ~
~

~
~

// C // 0

A
Esto es, existe p : B → A tal que p ◦ i = IdA .

Lema 1.3.3. Para cualquier gavilla F de grupos abelianos sobre un espacio
X existe una gavilla inyectiva I de grupos abelianos y un monomorfismo
f : F → I .

Demostración. Recordemos que para cualquier grupo abeliano B existe una
inyección B ↪→ J , donde J es un grupo abeliano inyectivo [KSB]. Para cada
x ∈ X , tómese una resolución inyectiva Fx ↪→ Jx del grupo abeliano Fx.
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Sea J̃x la llamada “gavilla rascacielos” la cual tiene todos los tallos iguales a
0, excepto el tallo en x, el cual es igual a Jx. En otras palabras

J̃x(U) =

{ Jx si x ∈ U,
0 si x 6∈ U.

Para cualquier gavilla A de grupos abelianos, se tiene

HomX(A, J̃x)
∼−→Hom(Ax,Jx).

Por lo que J̃x es una gavilla inyectiva y tenemos un morfismo natural F →
J̃x. Por lo tanto tenemos un morfismo F → ∏

x∈X J̃x. El producto de cual-
quier familia de gavillas inyectivas es claramente inyectivo. El morfismoF →∏

x∈X J̃x es entonces un monomorfismo de F en una gavilla inyectiva.
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Capítulo 2

Cohomología de gavillas

En este Capítulo, se introducen algunos conceptos y resultados prelimi-
nares, los cuales son usados para definir las gavillas de cohomologías de un
complejo de gavillas y los grupos de cohomología de gavillas. También se
demuestra que dada una sucesión exacta corta de gavillas, se obtiene una su-
cesión exacta larga de grupos de cohomología de gavillas.
Nota. En este Capítulo, todas las gavillas serán consideradas en la categoría

de gavillas de grupos abelianos AB(X) sobre un espacio X .

2.1. Complejos de gavillas
Definición 2.1.1. Un complejo de gavillas (K•, d) en AB(X) es una suce-
sión de morfismos de gavillas en AB(X) ( se llaman las diferenciales del
complejo)

· · · dn−1−→ Kn dn−→ Kn+1 dn+1−→ · · ·
tal que dn ◦ dn−1 = 0, es decir, la gavilla Im(dn−1) es una subgavilla de
la gavilla Ker(dn) para todo n ∈ Z. A menudo se omite la diferencial y se
denota al complejo de gavillas (K•, d) por K•.

La j−ésima gavilla de cohomologías del complejo de gavillas K• es la
gavilla

Hj(K•) =
Ker(dj)

Im(dj−1)
.

Un morfismo de complejos de gavillas ψ : K• → L• es una sucesión
de morfismos de gavillas ψn : Kn → Ln tal que el siguiente diagrama es

17
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conmutativo:

· · · dn−2
K // Kn−1

ψn−1

²²

dn−1
K // Kn

ψn

²²

dn
K // Kn+1

ψn+1

²²

dn+1
K // · · ·

· · · dn−2
L // Ln−1

dn−1
L // Ln

dn
L // Ln+1

dn+1
L // · · ·

Cualquier morfismo ψ de complejos de gavillas induce morfismos de gavillas
de cohomologías

Hn(ψ) : Hn(K•) → Hn(L•).
Dados dos morfismos de complejos de gavillas ψ y ς de K• a L•, una

homotopía H de ψ a ς es una sucesión de morfismos Hn : Kn → Ln−1 de
gavillas tal que dn−1

L ◦Hn + Hn+1 ◦ dn
K = ψn − ςn para todo n. Se dice que ψ

es homotópico a ς , en símbolos ψ w ς , si existe una homotopía entre ellos, en
tal caso la aplicación inducida en gavillas de cohomologías coincide. Decimos
que ψ es una nulhomotopía si ψ w c, es decir, ψ es homotópico al morfismo
constante c : K• → L•. Un morfismo de complejos de gavillas f : K• → L•
se llama una equivalencia homotópica si existe un morfismo g : L• → K•
tal que f ◦ g y g ◦ f son homotópicos a la aplicación identidad.

Una sucesión exacta de complejos de gavillas A• f−→ B• g−→ C• consta
de morfismos de complejos f : A• → B• y g : B• → C• tales que para cada
n ∈ Z la sucesión An fn−→ Bn gn−→ Cn es exacta.

Proposición 2.1.2. Sea 0 → A• f−→ B• g−→ C• → 0 una sucesión exacta
de complejos de gavillas. Entonces tenemos una sucesión exacta larga de
gavillas de cohomologías

· · · → Hn(A•)
Hn(f)−→ Hn(B•) Hn(g)−→ Hn(C•) δ−→ Hn+1(A•) → · · · , (2.1)

donde δ es el morfismo de gavillas definido en tallos como sigue. Para s ∈
Hn(C•) y x ∈ X , sea ρ un elemento de Bn

x tal que gx(ρ) = s. Entonces dn
B(ρ)

tiene imagen cero en Cn+1
x , por lo tanto existe t ∈ An+1

x tal que fn+1
x (t) =

dn
B(ρ) es fácil probar que t ∈ Hn+1(A•)x; δ(s)x es entonces la clase de t en

Hn+1(A)x = Ker(dn+1
x )

Im(dn
x)

.

Demostración. Para demostrar la Proposición basta verificarla localmente, ya
que una sucesión de gavillas es exacta si y sólo si es exacta en tallos, esto es, si
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es exacta localmente. Sea x ∈ X , entonces la sucesión 0 → A•
x

fx−→ B•x
gx−→

C•x → 0 es una sucesión exacta de complejos de grupos abelianos. Usando
álgebra homológica se tiene una sucesión exacta larga de grupos de coho-
mología. Como es para cada x ∈ X , obtenemos una sucesión exacta larga,
donde los objetos son pregavillas, aplicando la gavilla asociada obtenemos el
resultado.

2.2. Resolución inyectiva
Una resolución de una gavilla A ∈ AB(X) es un complejo de gavillas

K• junto con un morfismo i : A ↪→ K0 en AB(X) tal que

(1) i es un monomorfismo con imagen igual a Ker(d0).

(2) Para n ≥ 1, el núcleo de dn coincide con la imagen de dn−1.

Entonces H0(K•) = A y Hj(K•) = 0 para j > 0. La resolución será
denotada por A i−→ K•. Dadas dos resoluciones A i1−→ K•1 y A i2−→ K•2 de
A, un morfismo de resoluciones es un morfismo de complejos φ : K•1 → K•2
tal que φ0 ◦ i1 = i2 en HomX(A,K0

2).
Un complejo K• de gavillas se llama acíclico si toda gavilla de coho-

mología Hj(K•) es cero. Nótese que dado un complejo de gavillas K• e
i : A → K0, K• es una resolución de A si y sólo si el complejo A i−→
K0 → K1 · · · → Kn es acíclico.

Proposición 2.2.1. (1) Para cualquier gavilla A de grupos abelianos, existe
una resolución A i−→ I• de A en la cual cada gavilla In es inyectiva. Esta
se llama una resolución inyectiva de A.

(2) Sea φ : A → B un morfismo en AB(X). Dada una resolución A f−→
I• de A y una resolución inyectiva B g−→ J • de B existe un morfismo de
complejos ψ : I• → J • tal que ψ0 ◦ f = g ◦ φ. Este morfismo de complejos
es único salvo homotopía.

Demostración. Para probar (1), construimos por inducción en n ∈ N una su-

cesión exacta A i−→ I0 d0−→ I1 d1−→ · · · dn−1−→ In con I0, · · · , In gavillas
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inyectivas. El caso n = 0 se sigue fácilmente del Lema 1.3.3. Teniendo elec-
ción en In, entonces elegimos una gavilla inyectiva In+1 y un monomorfismo
In/ Im(dn−1)

dn−→ In+1 con In+1 una gavilla inyectiva.
Para demostrar (2), construimos ψ : In → J n por inducción en n. La

existencia de ψ0 se sigue del hecho que J 0 es inyectiva. Si ψ0, ψ1, ..., ψn han
sido construidas (para algún n ≥ 1), la aplicación dn ◦ψn : In → J n+1 tiene
composición cero con dn−1, ya que dn ◦ ψn ◦ dn−1 = dn ◦ dn−1 ◦ ψn−1 = 0.
De aquí esto se factoriza a través de un morfismo f : In/ Im(dn−1) → J n+1.
Tenemos In/ Im(dn−1) = In/ Ker(dn) ya que I• es una resolución de A.
Nótese que dn induce un morfismo In/ Im(dn−1) ↪→ In+1. Usando el hecho
de que J n+1 es una gavilla inyectiva se obtiene un morfismo ψn+1 : In+1 →
J n+1 extendiendo f , entonces tenemos que ψn+1 ◦ dn = dn ◦ ψn.

Ahora sea ρ = (ρn) otro morfismo de complejos de gavillas con la misma
propiedad. Construimos por inducción para n ≥ 0 un morfismo Hn : In →
J n−1 tal que

dn−1 ◦ Hi + Hi+1 ◦ di = ψi − ρi (Ei)

(por comodidad, consideremos d−1 = 0). Supongamos que H0, H1, ..., Hn

han sido construidos, y la ecuación Ei se satisface para i ≤ n − 1. Entonces
ψn− ρn− dn−1 ◦Hn se anula en Ker(dn), de acuerdo a la ecuación En−1. Por
lo tanto existe un morfismo de gavillas h : Im(dn) → J n tal que h ◦ dn =
ψn − ρn − dn−1 ◦ Hn. Entonces si tomamos Hn+1 : In+1 → J n cualquier
extensión de h ( la cual existe ya que J n es inyectiva), En se satisface.

Corolario 2.2.2. Dadas dos resoluciones inyectivas I•1 y I•2 de una gavillaA
de grupos abelianos existe un morfismo φ de resoluciones de I•1 a I•2 , el cual
es una equivalencia homotópica. Este morfismo es único salvo homotopía.

Ahora, vamos a definir los grupos de cohomología de gavillas.

Proposición y Definición 2.2.3. Para una gavilla A de grupos abelianos so-
bre un espacio X , los grupos de cohomología de gavillas Hj(X,A) se defi-
nen como sigue. Sea I• una resolución inyectiva de A. Definimos Hj(X,A)
como el j-ésimo grupo de cohomología del complejo

· · · → Γ(X, Ij) → Γ(X, Ij+1) → · · ·
Salvo isomorfismo canónico, estos grupos son independientes de la resolu-
ción inyectiva. Si A es una gavilla inyectiva, Hj(X,A) = 0 para j > 0.
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Cualquier morfismo φ : A → B induce un homomorfismo de grupos bien
definido Hj(X,A) → Hj(X,B). El grupo de cohomología H0(X,A) es
canónicamente isomorfo a Γ(X,A).

Demostración. Dadas dos resoluciones inyectivas I•1 y I•2 de A según la
Proposición 2.2.1 existe un morfismo de resoluciones, el cual da un mor-
fismo de complejo Γ(X, I•1 ) a Γ(X, I•2 ). Este morfismo es único salvo ho-
motopía, por lo tanto la aplicación inducida en grupos de cohomología es-
tá bien definida y es un isomorfismo. Esto muestra que Hj(X,A) es inde-
pendiente de la resolución. Si A es inyectiva, podemos elegir la resolución
inyectiva I Id−→ I → 0 → 0 · · · , de aquí Hp(X,A) = 0 para p > 0.
Dado un morfismo φ : A → B en AB(X), una resolución inyectiva I•
de A y una resolución inyectiva J • de B, se puede encontrar un morfismo
ψ : I• → J • de complejos de gavillas como en la Proposición 2.2.1. Es-
to induce un morfismo del complejo de secciones globales, de aquí un ho-
momorfismo Hj(X,A) → Hj(X,B). Como el morfismo ψ es único salvo
homotopía, el homomorfismo inducido en cohomología esta bien definido.
Finalmente, se tiene la sucesión exacta

0 → Γ(X,A) → Γ(X, I0) → Γ(X, I1)

por el Lema 1.2.9. Por lo tanto H0(X, I•) = Γ(X,A).

Esta definición de grupos de cohomología de gavillas nos permite probar
un resultado básico, la sucesión exacta larga de grupos de cohomología de
gavillas.

Proposición 2.2.4. Sea 0 → A f−→ B g−→ C → 0 una sucesión exacta
de gavillas de grupos abelianos. Sean A u−→ I• y C v−→ J • resoluciones
inyectivas. Entonces existe una resolución inyectiva B w−→ K• y un diagrama
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conmutativo
0

²²

0

²²

0

²²
0 // A u //

f

²²

I0 //

a0

²²

I1 //

a1

²²

· · ·

²²
0 // B w //

g

²²

K0 //

b0

²²

K1 //

b1

²²

· · ·

²²
0 // C v //

²²

J 0 //

²²

J 1 //

²²

· · ·

0 0 0

con cada sucesión 0 → In → Kn → J n → 0 exacta.

Demostración. Póngase Kn = In ⊕ J n. Definiremos d−1
K = w : B → I0 ⊕

J 0 como w = α ⊕ v ◦ g, donde α : B → I0 satisface α ◦ f = u. Entonces
construimos dn

K : In ⊕ J n → In+1 ⊕ J n+1 por inducción sobre n (para
n ≥ 0) así que la siguiente condición se verifica para todo n ≥ −1

(a) dn
K se representa por una matriz de bloques

(
dn
I hn

0 dn
J

)
(tenemos que

d−1
I = u y d−1

J = v).

(b) dn+1
K ◦ dn

K = 0.

Es necesario que definamos por inducción hn : J n → In+1. Supóngase
que hn−1 ha sido construido (por lo tanto dn−1

K ). La única condición para que
hn se verifique es que hn ◦ dn−1

J = −dn
I ◦ hn−1. La existencia de hn con esta

restricción se sigue de la hipótesis de que In+1 es inyectivo y el hecho que
(−dn

I ◦ hn−1) ◦ dn−2
J = dn

I ◦ dn−1
I ◦ hn−2 = 0.

Nótese que la condición (a) y (b) implican que el complejo (In⊕J n, dn
K)

es una resolución de B, usando Proposición 2.1.2. Por lo tanto hemos cumpli-
do todas las condiciones requeridas.

Corolario 2.2.5. Si 0 → A → B → C → 0 es una sucesión exacta de gavi-
llas de grupos abelianos, tenemos una sucesión exacta larga de cohomología
de grupos

· · · → Hn(X,A) → Hn(X,B) → Hn(X, C)
δ−→ Hn+1(X,A) → · · ·

(2.2)
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Demostración. Sean A → I• y C → J • resoluciones inyectivas. Vamos a
construir una resolución inyectiva B → K•, como en la Proposición 2.2.4. En-
tonces para cada n tenemos una sucesión exacta 0 → In → Kn → J n → 0.
Debido a que In es inyectivo se tiene una sucesión exacta 0 → Γ(X, In) →
Γ(X,Kn) → Γ(X,J n) → 0. Ahora tenemos una sucesión exacta de com-
plejos de grupos abelianos 0 → Γ(X, I•) → Γ(X,K•) → Γ(X,J •) → 0.
Por la Proposición 2.1.2, tenemos una sucesión exacta larga que involucra los
grupos de cohomología de gavillas, a saber, la sucesión deseada (2,2).
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Capítulo 3

Sucesiones espectrales

Las sucesiones espectrales son una herramienta de álgebra homológica
que tienen muchas aplicaciones en álgebra, geometría algebraica y topología
algebraica. Introducidas por Jean Leray en 1946. Utilizamos las sucesiones
espectrales para estudiar la relación que existe entre la cohomología de gavi-
llas, la cohomología de Čech y la cohomología de De Rham.

Definición 3.0.6. Sea Ab una categoría abeliana. Una sucesión espectral E
(de tipo cohomologico) es una colección de objetos {Er} para r ≥ 0 en Ab
tal que:

a) Para cada r ≥ 0, Er es un complejo de objetos bigraduados en Ab,
esto es,

Er = (Ep,q
r , dr)p,q∈Z,

donde la diferencial dr : Ep,q
r → Ep+r,q−r+1

r tiene bigrado (r,−r + 1)
y dr ◦ dr = 0.

b) Para cada r ≥ 0, se tiene el isomorfismo siguiente:

H∗(Er) ∼= Er+1.

3.1. La sucesión espectral de una filtración
Comenzaremos dando algunas definiciones preliminares, para posterior-

mente introducir la definición de una sucesión espectral de una filtración de
un complejo en la categoría abeliana Ab.

25
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En toda esta Sección Ab es una categoría abeliana.
Un complejo (K•, d) en Ab es una sucesión de morfismos de objetos en

Ab (se llaman las diferenciales del complejo)

· · · dn−1−→ Kn dn−→ Kn+1 dn+1−→ · · ·
tal que dn ◦ dn−1 = 0, es decir Im(dn−1) ⊆ Ker(dn) para todo n ∈ Z. La
cohomología de grado n del complejo (K•, d) es

Hn(K•) =
Zn

Bn
,

donde Zn = Ker(dn) es un objeto en Ab cuyos elementos se llaman cociclos.
Bn = Im(dn−1) es un objeto en Ab cuyos elementos se llaman cofronteras.

Un subcomplejo (L•, d) del complejo (K•, d) consiste de una familia de
objetos {Lp}p∈Z en Ab, donde Lp ⊆ Kp y d(Lp) ⊆ Lp+1 para cada p ∈ Z.
El complejo cociente (J•, d) es definido por J• = K•/L•.

Una filtración F (K•) del complejo (K•, d) es una colección de subcom-
plejos {(F p(K•), d)}p∈Z del complejo (K•, d) tal que F p+1(K•) ⊆ F p(K•)
para cada p ∈ Z, es decir, una sucesión decreciente de subcomplejos

· · · ⊆ F p+1(K•) ⊆ F p(K•) ⊆ · · ·
La filtración se llama

• regular si para cada i existe ni tal que F p(K•) ∩Ki = 0 para p > ni.
• exhaustiva si para cada i existe un entero mi tal que K i ⊆ Fmi(K•).
El complejo (ordinario) (GrF (K•), d̃) asociado a la filtración F (K•) es:

GrF (K•) =
⊕

p∈Z
Grp

F (K•) =
⊕

p∈Z

F p(K•)
F p+1(K•)

,

donde la diferencial d̃ es inducida por la diferencial d.
Definimos los objetos bigraduados en Ab

Zp,q
r := {x ∈ F p(Kp+q) | d(x) ∈ F p+r(Kp+q+1)}

para p, q ∈ Z y r ∈ Z.
Como F p(Kp+q+1) ⊆ F p+r(Kp+q+1) para r ≤ 0, entonces Zp,q

r = F p(Kp+q)
para r ≤ 0. Tenemos por lo tanto la siguiente sucesión de inclusiones

F p(Kp+q) = Zp,q
0 ⊇ Zp,q

1 ⊇ · · · ⊇ Zp,q
r ⊇ Zp,q

r+1 ⊇ · · · ⊇ ker(d) ∩ F p(Kp+q)
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Sea
Ep,q

r :=
Zp,q

r

d(Zp−r+1,q+r−2
r−1 ) + Zp+1,q−1

r−1

para p, q ∈ Z y r ≥ 0.
Vamos a construir la diferencial

dr : Ep,q
r → Ep+r,q−r+1

r . (3.1)

como sigue.
Si a ∈ Ep,q

r es representado por algún x ∈ F p(Kp+q) tal que d(x) ∈
F p+r(Kp+q+1). Entonces d(x) es un represente de dr(a). Demostremos que
está bien definido; independientemente de la elección de x; se necesita verifi-
car que para x ∈ Zp+1,q−1

r−1 (K•), la clase de d(x) en Ep+r,q−r+1
r es trivial. Esto

es claro, ya que d(x) ∈ d(Zp+1,q−1
r−1 (K•)) tiene clase cero en Ep+r,q−r+1

r .

Proposición 3.1.1. Tenemos dr ◦ dr = 0, y la cohomología

Ker(dr : Ep,q
r → Ep+r,q−r+1

r )/ Im(dr : Ep−r,q+r−1
r → Ep,q

r )

se identifica canónicamente con Ep,q
r+1.

Demostración. Describimos el grupo A = Ker(dr : Ep,q
r → Ep+r,q−r+1

r ).
Éste consiste en las clases en Ep,q

r representadas por algún x ∈ F p(Kp+q)
tal que d(x) = d(z) + y, donde y ∈ F p+r+1(Kp+q+1) y z ∈ F p+1(Kp+q)
con d(z) ∈ F p+r(Kp+q+1). Esta clase es representada también por x − z la
cual satisface d(x− z) = y ∈ F p+r+1(Kp+q+1). Se tiene una aplicación bien
definida f : A → Ep,q

r+1 la cual aplica la clase de x a la clase de x − z. El
núcleo de esta aplicación consta de la clase de x ∈ F p(Kp+q) tal que x− z es
de la forma x− z = u + d(v), para u ∈ Zp+1,q−1

r (K•) y v ∈ Zp−r,q+r−1
r (K•).

Se tiene que u ∈ F p+1(Kp+q), d(u) ∈ F p+r+1(Kp+q+1), v ∈ F p−r(Kp+q−1)
y d(v) ∈ F p(Kp+q). Por lo tanto [x] ∈ Ep,q

r es igual a dr([v]), donde [v] ∈
Ep−r,q+r−1

r . Así el núcleo de f esta contenido en la imagen de dp−r,q+r−1
r .

Tomemos b en la imagen de dp−r,q+r−1
r , entonces existe c ∈ Ep−r,q+r−1

r tal
que dp−r,q+r−1

r (c) = b. Sea w ∈ F p−r(Kp+q−1) tal que d(w) ∈ F p(Kp+q)
algún representante de c; se tiene que

dp−r,q+r−1
r (c) = [d(w)] = b,

como dr ◦ dr = 0 entonces la clase d(w) ∈ A. Por lo tanto, f([d(w)]) =
[d(w)− z] para algún z ∈ Zp+1,q−1

r−1 tal que d(w)− z = y ∈ F p+r+1
p+q+1 . Entonces

[d(w)] está en el núcleo de f . Así la imagen de dp−r,q+r−1
r está contenida en

el núcleo de f .
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Tenemos los términos E0 = (Ep,q
0 , d0), E1 = (Ep,q

1 , d1), E2 = (Ep,q
2 , d2),

etc. de la sucesión espectral de la filtración F (K•) del complejo (K•, d)
en Ab; cada uno de ellos da un complejo, con la diferencial dr de bigrado
(r,−r + 1) y la cohomología del complejo Er es igual a Er+1 esto se sigue
por la Proposición 3.1.1. Además, tenemos que para cada p, q ∈ Z

a) Ep,q
0 = F p(Kp+q)

F p(Kp+q)

= Grp
F (Kp+q).

b) Ep,q
1 =

Zp,q
1

d(Zp−r+1,q+r−2
0 )+Zp+1,q−1

0

= Hp+q( F p(K•)
F p+1(K•))

= Hp+q(Grp
F (K•)).

Estamos interesados en la cohomología Hn(K•) del complejo (K•, D).
Introducimos una filtración de H∗(K•) poniendo

F p(Hq(K•)) =
F p(Zq)

F p(Bq)
.

El complejo asociado es

GrF (H∗(K•)) =
⊕

p,q∈Z
Grp

F (Hq)(K•),

donde

Grp
F (Hq(K•)) =

F p(Hq(K•))
F p+1(Hq(K•))

.

En analogía con la definición de los términos Er, se puede también definir
esto como sigue. Sea Zp,q

∞ := {x ∈ F p(Kp+q) : d(x) = 0} los cociclos en
F p(Kp+q), y sea Bp,q

∞ := F p(Kp+q) ∩ Im(d) las cofronteras en F p(Kp+q).
Zp,q
∞ y Bp,q

∞ son objetos en Ab. Ahora definimos

Ep,q
∞ :=

Zp,q
∞

Bp,q
∞ + Zp+1,q−1

∞
.

Lema 3.1.2. Para p, q ∈ Z

Ep,q
∞ = Grp

F (Hp+q(K•)).
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Demostración.
Ep,q
∞ = Zp,q

∞
Bp,q
∞ +Zp+1,q−1

∞
= {x∈F p(Kp+q):d(x)=0}

F p(Kp+q)∩Im(d)

∼= F p(Zp+q)/F p(Bp+q)
F p+1(Zp+q)/F p+1(Bp+q)

= F p(Hp+q(K•))
F p+1(Hp+q(K•))

= Grp
F (Hp+q(K•)).

El caso en el cual los términos Er se aproximan a E∞ se hace preciso en
la próxima proposición.

Proposición 3.1.3. Sea F (K•) una filtración del complejo (K•, d). Supónga-
se que para cada n tenemos enteros mn ≤ qn tales que Kn ∩ F qn(K•) = 0
y Kn ⊆ Fmn(K•). Sea r = r(n) = max(qn+1 −mn, qn −mn−1). Entonces
para cualquier p tenemos

Ep,n−p
r = Ep,n−p

r+1 = · · · = Ep,n−p
∞ .

Demostración. Los únicos valores de p para los cuales Ep,n−p
s puede ser

no cero están en el intervalo {mn, · · · , qn}. La diferencial ds : Ep,n−p
s →

Ep+s,n−p−s+1
s es por lo tanto cero si s ≥ qn+1 −mn. Esto muestra que para r

como en la afirmación, está diferencial y la diferencial dr : Ep−r,n−p+r−1
r →

Ep,n−p
r son cero. Tenemos que Ep,n−p

s+1 = Ep,n−p
s para s ≥ r. El mismo argu-

mento muestra que Ep,n−p
s = Ep,n−p

∞ para s ≥ r suficientemente grande.

Cuando la condición de la Proposición 3.1.3 se cumple para todo p y n
(para r conveniente el cual puede depender de (p, n)), decimos que la sucesión
espectral converge a Ep,q

∞ . La Proposición 3.1.3 dice que si la filtración F (K•)
es regular y exhaustiva, la sucesión espectral es convergente. Frecuentemente
se dice que la sucesión espectral “converge a Hn(K•).”

Decimos que una sucesión espectral se colapsa en Er si tenemos que Er =
Er+1 = · · · = E∞.

Proposición 3.1.4. Considérese un complejo con una filtración regular y ex-
haustiva. Supóngase que para algunos enteros p y r ≥ 2, se cumple lo si-
guiente: Para cada n tenemos que En−l,l

r = 0 para l 6= p, entonces la sucesión
espectral se colapsa en Er y para cada n tenemos un isomorfismo canónico
Hn(K•) ∼−→ En−l,l

r .



30 3. Sucesiones espectrales

Demostración. Sabemos que la sucesión espectral converge. Por lo tanto es
suficiente demostrar que Es = Es+1 para cualquier s ≥ r. Supóngase verda-
dero para r ≤ s′ < s. Entonces tenemos que En−l,l

s = En−l,l
r por la supo-

sición inductiva y es cero a menos que l = p. La diferencial ds : En−l,l
s →

En−l+s,l−s+1
s sólo podría ser no cero si l = p y l − s + 1 = p, lo cual es

imposible ya que s ≥ 2. Por lo tanto Es = Es+1. Para s ≥ r suficientemente
grande tenemos que En−l,l

r = En−l,l
∞ pero En−l,l

∞ converge a Hn(K•), por lo
tanto tenemos el isomorfismo canónico

Hn(K•) ∼−→ En−l,l
r .

Tenemos que Ep,q
1 = Hp+q(F p(K•)/F p+1(K•)). La diferencial

d1 : Hp+q(F p(K•)/F p+1(K•)) → Hp+q+1(F p+1(K•)/F p+2(K•))

es el homomorfismo de conexión en la sucesión exacta de complejos

0 → F p+1/F p+2 → F p/F p+2 → F p/F p+1 → 0.

Un morfismo φ : Ep,q
r → (E ′)p,q

r de sucesiones espectrales es una collec-
ción de morfismos φr : Ep,q

r → (E ′)p,q
r para cada r ≥ 0 tal que d′r ◦ φr =

φr ◦ dr. Dados dos complejos (K•, d) y (L•, d′) con filtraciones F (K•) y
G(L•) respectivamente, un morfismo φ : K• → L• se dice que es compa-
tible con la filtración si φ(F p(K•)) ⊆ Gp(L•) para todo p. Tal φ induce un
morfismo de sucesiones espectrales.

Proposición 3.1.5. Sean E••
r y (E ′)••r sucesiones espectrales convergentes y

φr : Ep,q
r → (E ′)p,q

r un morfismo de sucesiones espectrales. Si para algún s,
φs es un ismorfismo, entonces φr es un ismorfismo para todo r ≥ s, incluyen-
do r = ∞.

Demostración. Por hipótesis tenemos que para s ∈ Z

φs : Ep,q
s → (E ′)p,q

s (1)

es un isomorfismo. Por definición de un morfismo de sucesiones espectrales
se tiene que:

d′s ◦ φs = φs ◦ ds. (2)
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Por las propiedades de las sucesiones espectrales tenemos que:

Ep,q
s+1

∼= H(Ep,q
s )

y
(E ′)p,q

s+1
∼= H((E ′)p,q

s ),

entonces φs+1 : Ep,q
s+1 → (E ′)p,q

s+1 es un isomorfismo por (1) y (2). Por lo tanto
φr : Ep,q

r → (E ′)p,q
r es un isomorfismo para r ≥ s, incluyendo a r = ∞ ya

que ambas sucesiones espectrales son convergentes.

Esta proposición es utilizada para comparar las diferentes cohomologías
de un complejo en Ab.

3.2. La sucesión espectral de un complejo doble
En esta Sección Ab es una categoría abeliana.
Un complejo doble (K••, δ, d) es una familia de objetos {Kp,q}p,q∈Z en

Ab, junto con dos clases de diferenciales

(1) La diferencial horizontal δ o δK la cual aplica Kp,q a Kp+1,q.

(2) La diferencial vertical d o dK la cual aplica Kp,q a Kp,q+1.

Se requieren las siguientes propiedades

δ ◦ δ = d ◦ d = 0 y δ ◦ d = d ◦ δ. (3.2)

Es decir, el siguiente diagrama es conmutativo, y sus filas y columnas son
complejos:

OO

d

OO

d

δ // Kp,q+1
OO

d

δ // Kp+1,q+1
OO

d

δ //

δ // Kp,q
OO
d

δ // Kp+1,q
OO
d

δ //

Un complejo doble K••
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El primer grado de un elemento de Kp,q es p, su segundo grado es q y su
grado total es p + q.

Un morfismo de complejos dobles φ : K•• → L•• es una familia de
morfismos φp,q : Kp,q → Lp,q que conmutan con las diferenciales:

δL ◦ φ = φ ◦ δK y dL ◦ φ = φ ◦ dK .

El complejo total (Tot(K••), D) del complejo doble (K••, δ, d) es defini-
do como:

Totn(K••) =
⊕

p+q=n

Kp,q , D = δ + (−1)pd,

donde el signo se introduce para que D ◦ D = 0, como fácilmente se ve-
rifica. En algunas ocasiones omitimos la diferencial del complejo total y lo
denotamos simplemente por Tot(K••).
Nota. Un morfismo de complejos dobles induce un morfismo de los comple-

jos totales correspondientes, así como un morfismo de los grupos de cohomo-
logía.

Un cociclo c de grado n en Tot(K••) consta de una colección {cpi
}0≤i≤n,

donde cpi
∈ Kp+i,n−p−i tal que se cumple lo siguiente:

(1) c = cp0 ⊕ · · · ⊕ cpn ,
(2) d(cp0) = 0,

(3) δ(cpi
) = (−1)p+id(cpi+1

) y
(4) δ(cpn) = 0.

Los cociclos pueden ser difíciles de construir a causa de la presencia de
las dos diferenciales d y δ. Nos gustaría descuidar una de las diferenciales.
Esto es lo que ofrece la teoría de sucesiones espectrales.

Hay dos filtraciones naturales en el complejo total Tot(K••).

• La primera filtración FH(Tot(K••)) es dada por los subcomplejos
F p

H(Tot(K••)) =
⊕

i≥p Ki,j con las componentes
⊕

i≥p Ki,n−i de gra-
do n.

• La segunda filtración (FV (Tot(K••)) es dada por los subcomplejos
F q

V (Tot(K••)) =
⊕

j≥q Ki,j con las componentes⊕
j≥q Kn−j,j de grado n.
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La sucesión espectral de una filtración de un complejo en Ab es una he-
rramienta algebraica usada para extraer información de la cohomología del
complejo total Tot(K••).

Consideremos la primera filtración del complejo total Tot(K••). La su-
cesión espectral correspondiente se llama la primera sucesión espectral. El
término E1 es la cohomología del cociente graduado de la filtración. El com-
plejo F p

H(Tot(K••))/F p+1
H (Tot(K••)) es la “complejo columna”

...OO
(−1)j+1·d

Kp,j+1
OO

(−1)j ·d

Kp,j
OO

(−1)j−1·d

...

con Kp,j de grado p+ j. Así Ep,q
1 es la cohomología vertical de bigrado (p, q)

(i.e., la cohomología de K•• con respecto a lo largo de la diferencial vertical).
Entonces la diferencial d1 : Ep,q

1 → Ep+1,q
1 es la aplicación en cohomología

vertical inducida por la diferencial horizontal δ. En cuanto al término E2,
tenemos

E2 = HH(HV (K••)) (3.3)

(cohomología horizontal de la cohomología vertical).
La convergencia de la primera sucesión espectral no representa problema

para un complejo doble K•• tal que Kp,q 6= 0 implica que p ≥ 0 y q ≥ 0. Tal
complejo doble a menudo se dice que está concentrado en el primer cuadrante.
La correspondiente sucesión espectral se dice que es una “sucesión espectral
de primer cuadrante.” Para una tal sucesión espectral, hay un homomorfismo
Hn(Tot(K••)) → En,0

2 , con imagen igual al subgrupo En,0
∞ de En,0

2 . Éste se
llama un homomorfismo borde. Usando este homomorfismo borde, se tiene la
sucesión exacta para la cohomología de grado inferior

0 → En,0
2 → H1(Tot(K••)) → E0,1

2 → E2,0
2 → H2(Tot(K••))

La segunda sucesión espectral de un complejo doble que corresponde a la
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segunda filtración, es analizada similarmente. El término Ep,q
1 es la cohomo-

logía horizontal de bigrado (p, q). El término E2 es

E2 = HV (HH(K••)). (3.4)

El resultado siguiente es muy útil.

Lema 3.2.1. Sean K•• y L•• complejos dobles tales que existe k para el cual
Kp,q = Lp,q = 0 a menos que p ≥ k y q ≥ k. Sea φ : K•• → L••un morfismo
de complejos dobles. Si φ induce un isomorfismo de grupos de cohomolo-
gía horizontal Hp,q

H (K••) ∼−→ Hp,q
H (L••), entonces φ induce un isomorfismo

Hj(K••)
∼−→ Hj(L••). La misma conclusión se tiene si φ induce un isomor-

fismo de los grupos de cohomología vertical.

Demostración. Esta es una consecuencia fácil de la Proposición 3.1.5. Las su-
cesiones espectrales de la segunda filtración de K•• y L•• son convergentes. φ
induce un morfismo entre estas sucesiones espectrales. Éste es un isomorfismo
en los términos E1. Por lo tanto también tenemos un isomorfismo de los tér-
minos E∞. Ahora, para un n dado, los términos Ep,n−p(K••) son los cocien-
tes graduados para una filtración finita (i.e., regular y exhaustiva) F p(K••)
de Hn(K••). Una afirmación similar es verdadera para Ep,n−p

∞ (L••). Ya que
tenemos un isomorfismo del cociente graduado, el resultado se sigue.

Un caso importante de una sucesión espectral es el de una sucesión espec-
tral esférica. Esto significa que para algún k ≥ 1, tenemos Ep,q

2 = 0 a menos
que q = 0 o q = k. Entonces tenemos Ep,q

r = Ep,q
2 para r ≤ k + 1, seguido

por
Ep,0

k+2 = Ep,0
2 /dk+1(E

p−k−1,k
2 )

Ep,k
k+2 = Ker(dk+1 : Ep,k

2 → Ep+k+1,0
2 )

La sucesión espectral se degenera a Ek+2. Podemos entonces poner junta la
sucesión exacta corta

0 → En,0
∞ → Hn(Tot(K••)) → En−k,k

∞ → 0

en una sucesión exacta larga

· · · → En−k−1,k
2

dk+1−→ En,0
2 → Hn(Tot(K••))

→ En−k,k
2

dk+1−→ En+1,0
2 · · · →

(3.5)
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3.3. Hipercohomología

La hipercohomología es una generalización de la cohomología de gavillas.
Se demostró en la Proposición 1.2.8 que la categoría de gavillas de grupos
abelianos AB(X) sobre un espacio X es una categoría abeliana.

Necesitaremos complejos dobles para definir y calcular la hipercohomo-
logía de un complejo en AB(X). Un ejemplo de un complejo en AB(X) que
ocurre en geometría es el complejo de De Rham

A0
M

d−→ A1
M

d−→ · · ·

donde la gavilla Ap
M de p−formas es de grado p y d denota la diferencial

exterior. Un complejo de K• en AB(X) se dice que es acotado inferiormente
si existe un entero k ∈ Z tal que Kp = 0 para p < k.

Proposición 3.3.1. Sea (K•, dK) un complejo en AB(X) acotado inferior-
mente. Existe un complejo doble (I••, δI , dI) con Ip,q = 0 para p < 0, y un
morfismo de complejos u : K• → (I0,•, dI) tal que

(1) Para cada q ∈ Z, el complejo I•,q en AB(X) con diferencial δ es una
resolución inyectiva de Kq.

(2) Para cada q ∈ Z, el complejo δI(I•,q−1) ⊆ I•,q en AB(X) es una
resolución inyectiva de dK(Kq−1).

(3) Para cada q ∈ Z, el complejo Ker(δI : I•,q−1 → I•,q) ⊆ I•,q en
AB(X) es una resolución inyectiva de Ker(dK : Kq−1 → Kq).

(4) Para cada q ∈ Z, el complejo H•,q
H (I••) (cohomología horizontal) en

AB(X) es una resolución inyectiva de Hq(K•).
Además, si f : K• → L• es un morfismo de complejos en AB(X) aco-

tados inferiormente, y si I•• y J •• son complejos dobles como se describió
más arriba, f puede extenderse a un morfismo de complejos dobles, el cuál
es único salvo homotopía.

Demostración. Usaremos la Proposición 2.2.1 repetidamente. Sea k tal que
Kq = 0 para q < k. Primero construimos una resolución inyectiva H•,q de
Hq(K•) para todo q, y una resolución inyectiva R•,q de dK(Kq−1). Entonces
usando la Proposición 2.2.1 encontramos una resolución inyectiva S•,q del
Ker(dK : Kq → Kq+1), por inducción sobre q ≥ k, tal que tenemos un
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diagrama conmutativo

0

²²

0

²²
dK(Kq−1)

²²

→ R•,q

²²
Ker(dK : Kq → Kq+1)

²²

→ S•,q

²²
Hq(K•)

²²

→ H•,q

²²
0 0

Encontramos, por inducción sobre q, una resolución inyectiva (I•,q, δ) de Kq

y un diagrama conmutativo

0

²²

0

²²
Ker(dK : Kq → Kq+1)

²²

→ S•,q

²²
Kq

²²

→ I•,q

²²
dK(Kq)

²²

→ R•,q+1

²²
0 0

Definimos la diferencial vertical δI : I•,q → I•,q+1 como la composición de
las aplicaciones I•,q → R•,q+1,R•,q+1 → S•,q+1 y S•,q+1 → I•,q+1. La com-
posición δI ◦ δI es 0, porque está se factoriza a través de una composición la
cual es 0 por construcción. Ya que δI es un morfismo de complejos, tenemos
un complejo doble. Todas las otras propiedades de I•• son fácilmente verifi-
cadas. La última parte de la afirmación es probada de la misma manera que la
Proposición 2.2.1.
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El complejo doble I•• se llama resolución inyectiva de K•. Usaremos
resoluciones inyectivas para definir los grupos de hipercohomología de un
complejo en AB(X).

Definición y Proposición 3.3.2. Sea K• un complejo en AB(X) acotado
inferiormente. El grupo de hipercohomología Hp(X,K•) es el p-ésimo gru-
po de cohomología del complejo doble Γ(X, I•,•), donde I•• es una resolu-
ción inyectiva de K•. Estos grupos de cohomología están definidos indepen-
dientemente de la resolución inyectiva. Cualquier morfismo φ : K• → L•
de complejos de gavillas induce un grupo de homomorfismos Hp(X,K•) →
Hp(X,L•).
Demostración. Ésta se sigue de la Proposición 3.3.1.

Nótese que una gavilla A puede ser vista como un complejo en AB(X),
el cual es A en grado 0 y 0 en todos los otros grados. Entonces para un tal
complejo recuperamos la cohomología de gavillas como se definió en la Sec-
ción 1. El resultado siguiente es una generalización de la Proposición 2.2.4 y
del Corolario 2.2.5 para una sucesión exacta corta de complejos en AB(X).

Proposición 3.3.3. Sea 0 → A• → B• → C• → 0 una sucesión exacta cor-
ta de complejos en AB(X) acotados inferiormente. Sea I•• una resolución
inyectiva de A• e J •• una resolución inyectiva de C•. Entonces existe una
resolución inyectiva K•• de B• y un diagrama conmutativo

0 // I•• //
OO K•• //

OO J ••
OO

// 0

0 // A• // B• // C• // 0

Corolario 3.3.4. Bajo las suposiciones de la Proposición 3.3.3 existe una
sucesión exacta larga

· · · → Hp(X,A•) → Hp(X,B•) → Hp(X, C•) δ−→ Hp+1(X,A•) → · · ·

Proposición 3.3.5. Sea K• un complejo en AB(X) acotado inferiormente.
Entonces hay una sucesión espectral convergente con Ep,q

1 = Hq(X,Kp) y
Ep,q
∞ = Grp

F (Hp+q(X,K•)) para alguna filtración F (K•). Entonces la di-
ferencial d1 : Hq(X,Kp) → Hq(X,Kp+1) es inducida por el morfismo de
gavillas dp

K : Kp → Kp+1.



38 3. Sucesiones espectrales

Demostración. Tómese una resolución inyectiva I•• de K• como en la Pro-
posición 3.3.1 (está debe soló satisfacer la propiedad (1) en 3.3.1). Entonces
H•(K•) es la cohomología del complejo doble Γ(X, I••). Consideremos la
segunda filtración de este complejo doble. El término E1 es la cohomología
vertical, i.e., Ep,q

1 es el grado de la q−cohomología del complejo Γ(X, I•,p).
Ya que I•,p es una resolución inyectiva de la gavilla Kp, tenemos Ep,q

1 =
Hq(X,Kp). La diferencial d1 es inducida por la diferencial horizontal, la cual
es un morfismo de complejos Γ(X, I•,p) → Γ(X, I•,p+1) inducida por el mor-
fismo de complejos I•,p d−→ I•,p+1 de una resolución inyectiva de Kp a una
resolución inyectiva de Kp+1. Por lo tanto d1 : Hq(X,Kp) → Hq(X,Kp+1)
es inducida por dp

K : Kp → Kp+1. Así K•• es acotado inferiormente, existe
algún k tal que Ip,q = 0 a menos que p ≥ 0 y q ≥ k. Por lo tanto la sucesión
espectral converge. Los términos E∞ son entonces cocientes graduados para
la filtración de H•(Γ(X, I••)) = H•(X,K•) inducida por la filtración de K•
por el subcomplejo

F p(K•) = 0 → · · · → 0 → Kp → Kp+1 → · · · .

Corolario 3.3.6. Sea K• un complejo en AB(X) acotado inferiormente.
Supongamos que cada gavilla del complejo K• es acíclica, i.e., satisface
Hq(X,Kp) = 0 para q > 0. Entonces tenemos un isomorfismo canónico en-
tre los grupos de hipercohomología Hn(X,K•) y los grupos de cohomología
del complejo

· · · → Γ(X,Kp) → Γ(X,Kp+1) → · · · .

Demostración. La suposición significa que Ep,q
1 = 0 para q 6= 0. Lo mismo se

tiene para el término E2, y por la Proposición 3.1.4 tenemos Hn(K•) = En,0
2 .

Ahora los términos E2 son los grupos de cohomología del complejo de grupos
con En,0

1 = Γ(X,Kn) de grado n.

Vamos a introducir la sucesión espectral de hipercohomología. Sea K• un
complejo en AB(X) acotado inferiormente en X , tal que cada gavilla Kp es
acíclica. Sea I•• una resolución inyectiva de K• que cumple las condiciones
de la Proposición 3.3.1. Consideremos el complejo doble de grupos abelia-
nos Γ(X, I••). La cohomología horizontal es la cohomología del complejo
Γ(X, I•,p), i.e., la cohomología de gavilla Hq(X,Kp), la cual es cero para
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q > 0. Por lo tanto la segunda sucesión espectral se degenera a E2, y la coho-
mología total del complejo doble Γ(X, I••) se identifica con la cohomología
del complejo Γ(X,K•).

Por otra parte, la primera sucesión espectral tiene como término E1 la
cohomología vertical

Ep,q
1 = Ker(d : Γ(X, Ip,q) → Γ(X, Ip,q+1)/dΓ(X, Ip,q−1).

Recordemos, con la notación de la demostración de la Proposición 3.3.1, obte-
nemos que

(1) S•,q = Ker(d : I•,q → I•,q+1) es una resolución inyectiva de Ker(dq
K).

(2) R•,q = I•,q/S•,q es una resolución inyectiva de Im(dq−1
K ).

(3) H•,q = S•,q/R•,q es una resolución inyectiva de Hq(K•).
Por lo tanto obtenemos

Ep,q
1 = Γ(X,Sp,q)/Γ(X,Rp,q) = Γ(X,Hp,q).

La diferencial d1 : Γ(X,Hp,q) → Γ(X,Hp+1,q) es inducida por la diferencial
Hp,q → Hp+1,q en la resolución inyectiva H•,q de Hq(K•). De aquí tenemos

Ep,q
2 = Hp(X, Hq(K•)). (3.6)

Proposición 3.3.7. Para cualquier complejoK• en AB(X) acotado inferior-
mente sobre un espacio X existe una sucesión espectral convergente

Ep,q
2 = Hp(X, Hq(K•)),

con término E∞ el cociente graduado de alguna filtración de H•(X,K•).
Cualquier morfismo de complejos en AB(X) induce morfismos de las suce-
siones espectrales correspondiente.

Demostración. Tenemos probado esto más arriba en el caso en que K• es
un complejo en AB(X) acíclico. Dado cualquier complejo K• en AB(X)
acotado inferiormente existe una resolución inyectiva I•• de K•. Sea I• el
complejo total de I••. Entonces la hipercohomología de K• es por definición
la de I•, y consideramos la sucesión espectral que obtenemos de I•, la cual
da lo que queríamos, ya que Hn(K•) ∼−→ Hn(I•).
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Esta se llama sucesión espectral de hipercohomología, la cual tiene mu-
chas consecuencias. Decimos que un morfismo φ : K• → L• de comple-
jos en AB(X) es casi-isomorfismo si para cada n, φ induce un isomorfismo
Hn(K•) ∼−→ Hn(L•) de gavillas de cohomología.

Proposición 3.3.8. Sea K• y L• complejos de gavillas acotados inferiormen-
te, y sea φ : K• → L• un casi-isomorfismo. Para cada n el homomorfis-
mo inducido Hn(X,K•) → Hn(X,L•) es un isomorfismo. En particular, la
cohomología Hn(X,A) de una gavilla A identificada con la hipercohomo-
logía Hn(X,K•) de cualquier resolución K• de A. En el caso en que K• es
una resolución acíclica de A, entonces Hj(X,A) es el j−ésimo grupo de
cohomología del complejo

· · · → Γ(X,Kp) → Γ(X,Kp+1) → · · ·

Demostración. Sean E•,•
r (K•) y E•,•

r (L•) las sucesiones espectrales de hiper-
cohomología paraK• yL•. Conforme a la Proposición 3.3.7, tenemos un mor-
fismo natural de complejos filtrados para las resoluciones inyectivas; de aquí
tenemos un morfismo de sucesiones espectrales φr : Ep,q

r (K•) → Ep,q
r (L•).

Para r = 1, φ1 es un isomorfismo por la suposición. Ya que ambas sucesio-
nes espectrales son convergentes, vemos de la Proposición 3.2.1 que φ∞ es
un isomorfismo. Ahora tenemos un morfismo φ : Hn(X,K•) → Hn(X,L•),
el cual es compatible con las filtraciones finitas de ambos grupos, e induce
isomorfismo en los grupos cocientes. Fácilmente se ve que éste es un isomor-
fismo.



Capítulo 4

Cohomología e hipercohomología
de Čech

4.1. Cohomología de Čech
En esta Sección estudiaremos algunos conceptos y resultados de la coho-

mología de Čech. Se demuestra que existe un homomorfismo entre la coho-
mología de Čech y la cohomología de gavillas.

Sea A una pregavilla de grupos abelianos sobre un espacio X y sea U =
(Ui)i∈I una cubierta abierta de X . Recordemos que A(∅) = {0}. Para de-
finir la cohomología de Čech de la cubierta U con coeficientes en la pre-
gavilla A necesitamos dar la definición de los Cp(U ,A). Para i0, ..., ip ∈
I, Ui0,...,ip denota la intersección Ui0 ∩ · · · ∩Uip . Para p ≥ 0, sea Cp(U ,A) =∏

i0,...,ip
A(Ui0,...,ip), el producto recorrido sobre (p + 1)−tuplas de elemen-

tos de I . Un elemento α de Cp(U ,A) es una familia αi0,...,ip ∈ A(Ui0,...,ip).
Definimos un homomorfismo δ : Cp(U ,A) → Cp+1(U ,A) como sigue:

δ(α)i0,...,ip+1 =

p+1∑
j=0

(−1)j(αi0,...,ij−1,ij+1,...,ip+1)|Ui0,...,ip+1
, (4.1)

Nótese que como A(∅) = {0}, sólo necesitamos considerar aquellas
p−tuplas i0, ..., ip para las cuales Ui0,...,ip 6= ∅ en la definición de Cp(U ,A).

Proposición y Definición 4.1.1. Tenemos que δ ◦ δ = 0. La cohomología de
grado p del complejo de grupos abelianos

· · · δ−→ Cp(U ,A)
δ−→ Cp+1(U ,A)

δ−→ · · · (4.2)

41
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se denota por Ȟp(U ,A) y se llama la cohomología de Čech de grado p de la
cubierta U con coeficientes en la pregavilla A. Si A es una gavilla, tenemos
Ȟ0(U ,A) = Γ(X,A). Un elemento α = (αi0,...,ip) de Cp(U ,A) se llama un
p−cociclo de Čech de la cubierta U con coeficientes en A. δ(α) se llama la
cofrontera de α. La imagen del p−cociclo α en Ȟp(U ,A) se llama la clase
de cohomología de α. El complejo 4.2 se llama el complejo de Čech de U con
coeficientes en A y es denotado C•(U ,A).

Demostración. Tenemos

δ ◦ δ(α)i0,...,ip+2 =
∑
j

(−1)j(δ ◦ α)i0,...,̂ij ,...,ip+2

=
∑
k<j

(−1)j(−1)kαi0,...,̂ik,...,̂ij ,...,ip+2

+
∑
k>j

(−1)j(−1)k−1αi0,...,̂ij ,...,̂ik,...,ip+2

= 0.

El grupo Ȟ0(U ,A) es el núcleo de la aplicación

δ :
∏

i

A(Ui) →
∏
i,j

A(Uij).

Una familia (si ∈ A(Ui)) está en el núcleo de δ si y sólo si para todo i, j ∈ I ,
tenemos si = sj en Uij . Como A es una gavilla, esto significa que al pegarse
todos los si forman un (único) elemento de Γ(X,A).

La cohomología de Čech de grado 1 aparece ya implícita en el siglo XIX
trabajada por Cousin para encontrar una función meromorfa f en una su-
perficie Riemanniana S con polos en a lo más un conjunto finito de puntos
x1, ..., xn, con parte polar dada gk en cada xk. Por parte polar en cada xk,
decimos la “parte negativa” de la serie de Laurent de f en xk. No hay obstruc-
ción local; por lo tanto se puede encontrar una cubierta abierta U = (Ui)i∈I de
S, y funciones meromorfas fi sobre Ui, con la parte polar requerida. Entonces
αij = fj−fi es holomorfa en Uij , ya que la parte polar en cada xk se cancela.
Tenemos

δ(α)ijk = αjk − αik + αij = fk − fj + fi − fk + fj − fi = 0

sobre Uijk. Así αij es un 1−cociclo de Čech con valores en la gavilla OS de
funciones holomorfas. Si la clase de cohomología de α es cero, existe hi ∈
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Γ(Ui,OS) tal que hj−hi = αij sobre Uij. Entonces fi−hi = fj−hj sobre Uij,
así obtenemos una función meromorfa global sobre S con la parte polar dada
en x1, .., xn. Inversamente, si tal función meromorfa existe, entonces hi =
fi − f es una 0−cocadena de (Ui)i∈I con coeficientes en OS , con cofrontera
igual a α. En conclusión, el problema de Cousin tiene una solución positiva si
y sólo si la clase de cohomología de αij en Ȟ1(U ,OS) es cero. En gran parte
el problema de Cousin (en dimensiones mayores) guió a H. Cartan y Oka a
aplicaciones de la teoría de gavillas en variable compleja.

Lema 4.1.2. Sea U = (Ui)i∈I una cubierta abierta del espacio X tal que
X = Ui para algún i ∈ I . Entonces para cualquier pregavilla A de grupos
abelianos sobre X , tenemos Ȟp(U ,A) = 0 para p > 0.

Demostración. Construimos una nulhomotopía H (i.e., una homotopía de la
aplicación identidad y la aplicación constante cero), esto es, un homomorfis-
mo H : Cp(U ,A) → Cp−1(U ,A) tal que δ ◦ H + H ◦ δ = Id en Cp(U ,A)
para p > 0. Esto demostrará el Lema. En efecto, sea α un cociclo de Čech
de grado p. Entonces α = δ(H(α)). Póngase H(α)i0,...,ip−1 = (α)i,i0,...,ip−1 .
Verifiquemos que H es una nulhomotopía

δ(H(α))i0,...,ip =
p∑

j=0

(−1)jH(α)i0,...,ij−1,ij+1,...,ip

=
p∑

j=0

(−1)j(αi,i0,...,ij−1,ij+1,...,ip)

=
p∑

j=0

(−1)j(αi0,...,ij−1,ij+1,...,ip).

H(δ(α))i0,...,ip = δ(α)i,i0,...,ip

= (αi0,...,ip)−
p∑

j=0

(−1)j(αi,i0,...,ij−1,ij+1,...,ip)

= (αi0,...,ip)−
p∑

j=0

(−1)j(αi0,...,ij−1,ij+1,...,ip).

(4.3)

Por (4.3)
δ ◦H + H ◦ δ = Id en Cp(U ,A) para p > 0.

Ahora consideremos el complejo de Čech C•(U ,A). Para cualquier sub-
conjunto abierto V de X tenemos una cubierta abierta inducida U|V = (V ∩
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Ui)i∈I de V . Podemos formar el complejo de Čech C•(U|V ,A) para está cu-
bierta y para A|V . Hay aplicaciones restricción naturales a los subconjuntos
abiertos más pequeños, así obtenemos un complejo C•(U ,A) de pregavillas
sobre X . Tenemos un morfismo natural j : A → C0(U ,A). Si A es una
gavilla, obtenemos un complejo de gavillas sobre X .

Proposición 4.1.3. Sea U una cubierta abierta de X . Entonces para cual-
quier gavilla A de grupos abelianos sobre X , C•(U ,A) es una resolución de
A.

Demostración. Es suficiente mostrar que cada x ∈ X tiene una vecindad
abierta V tal que la sucesión

0 → A(W )
j−→ C0(U|W ,A)

δ−→ C1(U|W ,A)
δ−→ · · ·

es exacta, para cada subconjunto abierto W en V . En efecto, ya que un límite
directo de sucesiones exactas es aún exacto, entonces obtenemos una sucesión
exacta para los tallos en x. Por la Proposición 1.2.6, entonces tenemos una
sucesión exacta de gavillas. Tomar V = Ui0 , para algún Ui0 el cual contiene
a x. Entonces para W ⊆ V , la cubierta abierta (Ui ∩W ) de W tiene a W =
W ∩ Ui0 entre su rango, por lo tanto la sucesión de arriba es exacta por el
Lema 4.1.2.

A continuación enunciamos los dos resultados importantes de esta Se-
cción.

Proposición 4.1.4. Para cualquier gavilla A de grupos abelianos sobre un
espacio X y cualquier cubierta abierta U de X , hay un homomorfismo canó-
nico de grupos Ȟj(U ,A) → Hj(X,A) de la cohomología de Čech a la coho-
mología de gavilla, inducido por un morfismo de resoluciones de C•(U ,A) a
alguna resolución inyectiva de A.

Demostración. Sea I• una resolución inyectiva de A. Por la Proposición
4.1.3, C•(U ,A) es una resolución de A. Por la Proposición 2.2.1(2), existe
un morfismo de resoluciones C•(U ,A) → I•, el cual es único salvo homoto-
pía. Entonces la aplicación inducida en el complejo de secciones globales da
el homomorfismo de grupo Ȟp(U ,A) → Hp(X,A).

Observación. Se prueba más adelante que el homomorfismo definido en la
Proposición 4.1.4 es un isomorfismo cuando el espacio X es paracompacto.
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Por lo tanto se puede usar la cohomología de Čech para construir clases en
cohomología de gavillas. Estamos interesados en la pregunta de si todas clases
de cohomología de gavillas pueden ser capturadas de esta manera. Primero,
consideramos la cohomología de Čech de gavillas inyectivas.

Lema 4.1.5. Sea I una gavilla sobre X la cual tiene la propiedad de que para
cada subconjunto abierto V, la gavilla U 7→ I(V ∩ U) sobre X es inyectiva.
Entonces para cualquier cubierta abierta U de X , se tiene Ȟp(U , I) = 0
para p > 0.

Demostración. La gavilla Cp(U , I) es un producto de gavillas del tipo U 7→
I(V ∩ U), por lo tanto es inyectiva. Así C•(U , I) es una resolución inyectiva
de I. El complejo de secciones globales es C•(U , I), y su cohomología es
Hp(X, I). Así tenemos Ȟp(U , I) ∼= Hp(X, I), el cuál es 0 para p > 0.

4.2. Hipercohomología de Čech
SeaK• un complejo de gavillas acotado inferiormente sobre el espacio X .

Formemos el complejo doble

OO

dK

OO

dK

· · · δ // Cp(U ,Kq+1)
δ //

OO

dK

Cp+1(U ,Kq+1)
OO

dK

δ // · · ·

· · · δ // Cp(U ,Kq) δ //
OO
dK

Cp+1(U ,Kq)
δ //

OO
dK

· · ·

(4.4)

La hipercohomología de Čech Ȟp(U ,K•) es la cohomología total de este
complejo doble. El complejo doble es denotado por C•(U ,K•).

Estudiaremos esta hipercohomología de Čech para una resolución I• de
una gavilla A la cual tiene la propiedad del Lema 4.1.5. La resolución in-
yectiva construida en la demostración de la Proposición 2.2.1 es de este tipo.
También tiene la propiedad de que para U un subconjunto abierto de X , I•|U
es una resolución inyectiva de AU .

El siguiente Teorema muestra que para una gavilla localmente acíclica el
homomorfismo de la Proposición 4.1.4 es realmente un isomorfismo.
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Teorema 4.2.1. Sea A una gavilla sobre X , y sea U = (Ui)i∈I una cubierta
abierta de X tal que Hq(Ui0,...,ip ,A) = 0 para todo q > 0 e i0, ..., ip ∈ I. En-
tonces el homomorfismo canónico Ȟp(U ,A) → Hp(X,A) de la Proposición
4.1.4 es un isomorfismo para toda p ≥ 0.

Demostración. Sea J • una resolución inyectiva de la gavilla A. Considere-
mos el complejo doble C•(U , I•), donde Iq = 0 para q < −1, I−1 = A y
It = J t para t ≥ 0 como se muestra en el siguiente diagrama
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OO OO OO

0 // C0(U , Iq) //
OO

C1(U , Iq) //
OO

· · · // Cp(U , Iq) //
OO

...OO
...OO

...OO

0 // C0(U , I2) //
OO

C1(U , I2) //
OO

· · · // Cp(U , I2) //
OO

0 // C0(U , I1) //
OO

C1(U , I1) //
OO

· · · // Cp(U , I1) //
OO

0 // C0(U , I0) //
OO

C1(U , I0) //
OO

· · · // Cp(U , I0) //
OO

0 // C0(U ,A) //
OO

C1(U ,A) //
OO

· · · // Cp(U ,A) //
OO

0 0 0

(4.5)

El complejo total Tot(C•(U , I•)) del complejo doble C•(U , I•) es definido
como:

Totn(C•(U , I•)) =
⊕

p+q=n

Cp(U , Iq).

Las dos filtraciones naturales del complejo total son:

1) La primera filtración FH(Tot(C•(U , I•))) es dada por los subcomplejos
F p

H(Tot(C•(U , I•))) =
⊕

i≥p Ci(U , Ij).

2) La segunda filtración FV (Tot(C•(U , I•))) es dada por los subcomple-
jos F q

V (Tot(C•(U , I•))) =
⊕

j≥q Ci(U , Ij).

Al considerar la primera filtración FH(Tot(C•(U , I•))) tenemos una co-
lección de columnas complejas
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OO OO OO

C0(U , Iq)
OO

C1(U , Iq)
OO

· · · Cp(U , Iq)
OO

...OO
...OO

...OO

C0(U , I2)
OO

C1(U , I2)
OO

· · · Cp(U , I2)
OO

C0(U , I1)
OO

C1(U , I1)
OO

· · · Cp(U , I1)
OO

C0(U , I0)
OO

C1(U , I0)
OO

· · · Cp(U , I0)
OO

C0(U ,A)
OO

C1(U ,A)
OO

· · · Cp(U ,A)
OO

0 0 0

(4.6)

El término Ep,•
1 es la cohomología vertical del complejo Cp(U , I•). Por lo

tanto para cada q tenemos que Ep,q
1 = Hp+q

V (
F p

H(Tot(C•(U ,I•)))
F p+1

H (Tot(C•(U ,I•)))) =
∏

i0,...,ip
Hq(Ui0,...,ip ,A)=0

para q > 0 por hipótesis. Al calcular el término E1 de la sucesión espectral el
diagrama 4.5 se convierte en:
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0 // 0 // 0 // · · ·

...
...

0 // 0 // 0 // · · ·

0 // 0 // 0 // · · ·

0 //
∏

iA(Ui) //
∏

i0,i1
A(Ui0,i1) // · · ·

(4.7)

Por las propiedades de la sucesión espectral, se tiene que

Ep,q
2 = H(Ep,q

1 ),

la cual es cero para q > 0 y Ȟp(U ,A) para q = 0.
Por la Proposición 3.1.4 tenemos que la sucesión se colapsa en E2 y hay

un isomorfismo entre Hn(Tot(C•(U , I•))) y En,0
r = Ȟn(U ,A) para r ≥ 2.

Ahora, si consideramos la segunda filtración. Haciendo un procedimiento
análogo. Utilizando el hecho de que I• = J • es una resolución inyectiva A
y el Lema 4.2.5 tenemos que

(E ′)p,q
2 = H((E ′)p,q

1 ),

la cual es cero para p > 0 y es Hq(X,A) para p = 0.
Por la Proposición 3.1.4 tenemos que la sucesión se colapsa en (E ′)2 y

hay un isomorfismo entre Hn(Tot(C•(U , I•))) y (E ′)0,n
r = Ȟn(U ,A) para

r ≥ 2.
Por la Proposición 3.1.5 se tiene que Ep,q

r
∼−→ (E ′)p,q

r para r > 2, inclu-
yendo r = ∞.

Considerando ambas sucesiones espectrales obtenemos el resultado

Ȟp(U ,A)
∼−→ Hp(X,A)

para p ≥ 0.
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Considérese el caso de la gavilla constante BX sobre X , para X una va-
riedad de dimensión finita y B algún grupo abeliano. Siguiendo a A. Weil
[AW1], una cubierta abierta U = (Ui)i∈I se llama una cubierta buena si to-
das intersecciónes no vacías Ui0,...,ip son contraíbles. Se puede mostrar que la
hipótesis del Teorema 4.2.1 se satisface (para B = R). Entonces el Teorema
4.2.1 dice que la cohomología de gavillas Hp(X,BX) es la cohomología de
un complejo simplicial, el nervio de la cubierta, con coeficientes en BX . Este
nervio tiene un vértice para cada elemento de I , y un p−simplejo con vértices
i0, ..., ip es completo siempre que la intersección Ui0,...,ip es no vacía. Por lo
tanto la cohomología de Čech es isomorfa a la cohomología simplicial. Si X
es una variedad Riemanniana, una buena cubierta puede ser construida como
sigue. Un subconjunto S de X se llama geodésicamente convexo si dado dos
puntos x y y de S, hay una única geodésica de x a y, y esta geodésica esta
contenida en S. Un subconjunto geodésico es contraíble. Se puede cubrir X
por subconjuntos geodésicamente convexos; tal cubierta es buena.

La cohomología de Čech tiene la ventaja de que nos permite una cons-
trucción fácil y explícita de un producto copa

Ȟp(U ,F)⊗ Ȟq(U ,G) → Ȟp+q(U ,F ⊗ G) (4.8)

Aquí F y G son gavillas de grupos abelianos sobre X , y la gavilla del produc-
to tensorialF⊗G es la gavilla asociada a la pregavilla U 7→ F(U)⊗ZG(U). El
tallo en x de F⊗G es Fx⊗Gx. El producto taza será definido de un morfismo
de complejos. Primero necesitamos la noción del producto tensorial A• ⊗ B•
de dos complejos; este es el complejo total del complejo dobleAp⊗Bq. Así, el
grado del término n de A• ⊗B• es ⊕pAp ⊗Bn−p. La diferencial en A• ⊗B•
es d(a ⊗ b) = (da) ⊗ b + (−1)pa ⊗ db para a ∈ Ap, b ∈ Bq. Tenemos el
producto tensorial evidente ⊗ : Hp(A•)⊗Hq(B•) → Hp+q(A• ⊗ B•).

Ahora volvemos a las gavillas F y G de grupos abelianos sobre X . Tene-
mos los complejos C•(U ,F) y C•(U ,G). La parte interesante es la construc-
ción de un morfismo de complejos

φ : C•(U ,F)⊗ C•(U ,G) → C•(U ,F ⊗ G). (4.9)

Para α ∈ Cp(U ,F) y β ∈ Cq(U ,G), ponemos

φ(α⊗ β)i0,...,ip+q = αi0,...,ip ⊗ βip,...,ip+q . (4.10)

Se comprueba fácilmente que φ es de hecho un morfismo de complejos. La
demostración es la misma como para el producto copa en el complejo de
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cocadenas singulares en un espacio. La aplicación inducida en cohomología
da el producto copa en la cohomología de Čech. Para α un cociclo de Čech
de grado p con coeficientes en F y β un cociclo de Čech de grado q con
coeficientes en G, tenemos

(α ∪ β)i0,...,ip+q = αi0,...,ip ⊗ βip,...,ip+q . (4.11)

El producto copa tiene la propiedad siguiente.

Proposición 4.2.2. (1) El producto copa es asociativo, i.e., para α ∈ Ȟp(U ,F),
β ∈ Ȟq(U ,G), γ ∈ Ȟr(U ,H), tenemos

α ∪ (β ∪ γ) = (α ∪ β) ∪ γ ∈ Ȟp+q+r(U ,F ⊗ G ⊗H).

(2) El producto copa es graduado conmutativo. Si α ∈ Ȟp(U ,F), β ∈
Ȟq(U ,G), tenemos

α ∪ β = (−1)pqβ ∪ α ∈ Ȟp+q(U ,F ⊗ G).

Demostración. Véase [MG-JH].

También vamos a usar la noción del producto tensorial K• ⊗ L• de dos
complejos de gavillas de grupos abelianos. La componente de grado n de
K• ⊗ L• es ⊕pKp ⊗ Ln−p. Hay un morfismo de complejos

φ : Tot(C•(U ,K•))⊗ Tot(C•(U ,L•)) → Tot(C•(U ,K• ⊗ L•)).

Para α una p−cocadena de Čech con valores en Kl, y β una q−cocadena
de Čech con valores en Lm, φ(α ⊗ β) es la p + q−cocadena con valores en
Kl ⊗ Lm dada por la fórmula (4.10).

La cohomología de Čech tiene dos desventajas. La primera es que no hay
razón para que una sucesión exacta de gavillas de origen a una sucesión exacta
larga de grupos de cohomología de Čech. La segunda es que los grupos de
cohomología de Čech depende de la elección de la cubierta abierta. Hay una
solución a ambos problemas, por lo menos para un espacio paracompacto X .

Dadas dos cubiertas abiertas U = (Ui)i∈I , V = (Vj)j∈J de X decimos que
V es un refinamiento de U si y sólo si existe una función f : J → I tal que
Vj ⊆ Uf(j) para todo j ∈ J. Entonces escribimos U ≺ V . Dada tal función
f , existe un morfismo de complejos f∗ : C•(U ,A) → C•(V ,A) tal que para
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α una p−cocadena de Čech para la cubierta U , f∗(α) es la p−cocadena de la
cubierta V definida por

f∗(α)j0,...,jp = (αf(j0),...,f(jp))|Vj0,...,jp
(4.12)

Notemos que como αf(j0),...,f(jp) es una sección de A sobre Uf(j0),...,f(jp), po-
demos restringir a αf(j0),...,f(jp) a un abierto más pequeño Vj0,...,jp .

Lema 4.2.3. Dadas dos funciones f, f ′ : J → I tales que Vj ⊆ Uf(j), Vj ⊆
Uf ′(j), hay una homotopía entre f∗ y f ′∗.

Demostración. Sólo escribimos abajo la formula para la homotopía H en una
p−cocadena α para la cubierta U

H(α)j0,...,jp−1 =

p−1∑

k=0

(−1)kres(αf(j0),...,f(jk),f ′(jk),...,f ′(jp−1)),

donde res denota la operación de restricción de Uf(jo),...,f(jk),f ′(jk),...,f ′(jp−1) a
Vj0,...,jp−1 .

El Lema 4.2.3 implica que la aplicación inducida f∗ : Ȟp(U ,A) →
Ȟp(V ,A) es independiente de f .
Observación. La clase de cubiertas abiertas de X no es necesariamente un

conjunto. Para solucionar este problema considérese el siguiente conjunto de
cubiertas abiertas de X

N = {U | U = (Ux)x∈X y x ∈ Ux para cada x ∈ X}.
Para U y V en el conjunto N definimos un orden por

U ≥ V si y sólo si ∀x ∈ X Vx ⊆ Ux.

El conjunto N con este orden es un conjunto dirigido.
Sea U ′ = (Ui)i∈I una cubierta abierta de X , defínase una cubierta Ũ a

partir de la cubierta U ′ de la siguiente manera. Para cada x ∈ X existe algún
Ui ∈ U ′ tal que x ∈ Ui, pongáse Ũx = Ui, entonces Ũ = ((Ũ)x)x∈X ∈ N .

Definición 4.2.4. SeaA una gavilla de grupos abelianos sobre un espacio X .
El complejo de Čech C•(X,A) es dado por

Cp(X,A) = ĺım
~U∈N

Cp(U ,A)
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Los grupos de cohomología de Čech Ȟp(X,A) son definidos como

Ȟp(X,A) =
Ker(δ : Cp(X,A) → Cp+1(X,A))

Im(δ : Cp−1(X,A) → Cp(X,A))
∼= ĺım

~U∈N
Ȟp(U ,A),

El problema de obtener una sucesión exacta larga para cohomología de
Čech de una sucesión exacta corta puede ser formulado como sigue: introdu-
cimos la noción de sucesión exacta de pregavillas. La sucesión 0 → A →
B → C → 0 de pregavillas sobre X se llama exacta si para cada subconjunto
abierto U la sucesión 0 → A(U) → B(U) → C(U) → 0 es exacta. Nótese
que si estas pregavillas son todas gavillas, una sucesión exacta corta de gavi-
llas en general no da origen a una sucesión exacta corta de pregavillas, ya que
el concepto de gavillas es local.

Lema 4.2.5. Sea 0 → A → B → C → 0 una sucesión exacta de pregavillas
de grupos abelianos sobre X . Entonces tenemos una sucesión exacta larga
de grupos

0 → Ȟ0(X,A) → Ȟ0(X,B) → Ȟ0(X, C) → Ȟ1(X,A) → · · · (4.13)

Demostración. Para cualquier cubierta abierta U , tenemos una sucesión exac-
ta de complejos

0 → C•(U ,A) → C•(U ,B) → C•(U , C) → 0.

Entonces tenemos una sucesión exacta larga de grupos de cohomología de
Čech para esta cubierta. El límite directo de estas sucesiones exactas es aún
exacto.

Similarmente uno define los grupos de hipercohomología de Čech
Ȟp(X,K•) con coeficientes en un complejo de pregavillas acotado inferior-
mente K•. Ahora estudiamos la relación de la hipercohomología de Čech y la
hipercohomología de gavillas. Serán isomorfas para un espacio paracompac-
to. Una cubierta abierta (Ui)i∈I de X es localmente finita si cada punto de X
está contenido tan sólo en un número finito de abiertos de la cubierta.

Definición 4.2.6. Un espacio X se dice que es paracompacto si X es de
Hausdorff y para cada cubierta abierta (Ui)i∈I , existe un refinamiento (Vj)j∈J

el cual es una cubierta abierta localmente finita.
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Un subconjunto cerrado de un espacio paracompacto es paracompacto. A
continuación damos algunos resultados básicos de espacios paracompactos,
que se demuestran en [MUN].

Proposición 4.2.7. (1) Sea Z un subconjunto cerrado de un espacio para-
compacto X . Entonces cada vecindad de Z contiene una vecindad cerrada.

(2) Sea (Ui)i∈I una cubierta abierta de un espacio paracompacto X . Exis-
te una cubierta abierta (Vi)i∈I tal que V i ⊆ Ui para todo i.

(3) Cualquier espacio métrico es paracompacto.

Las variedades de dimensión infinita consideradas en este libro son para-
compactas (aunque no localmente compactas).

Teorema 4.2.8. (1) Hay un homomorfismo natural de los grupos
Ȟp(X,K•) → Hp(X,K•).

(2) Supóngase que para cualquier pregavilla A de grupos abelianos so-
bre X , tal que la gavilla asociada a A es cero, los grupos de cohomolo-
gía de Čech Ȟp(X,A) son todos 0. Entonces el homomorfismo de arriba
Ȟp(X,K•) → Hp(X,K•) es un isomorfismo para cualquier complejo de ga-
villas acotado inferiormente K•.

(3) Si X es paracompacto, y para cualquier pregavilla A de grupos abe-
lianos sobre X su gavilla asociada es cero, entonces Ȟp(X,A) = 0 para
toda p. Por lo tanto, para X paracompacto, la hipercohomología de Čech es
canónicamente isomorfa a la hipercohomología de gavilla.

Demostración. Considérese un complejo de gavillas acotado inferiormente
K• y una resolución inyectiva I•• de K•, sea Tot(I••) el complejo total de
I••. Sean U = (Ui)i∈I y V = (Vj)j∈J dos cubiertas abiertas de X , tal que
U ≺ V . Elegir una aplicación f : J → I tal que Vj ⊆ Uf(j), y sea f∗ :
C•(U ,K•) → C•(V ,K•) el morfismo correspondiente del complejo doble.
Entonces podemos construir un diagrama de resoluciones de K•, el cual es
conmutativo salvo homotopía:

C•(U ,K•)

((PPPPPPPPPPPP

f∗ // C•(V ,K•)

{{xx
xx

xx
xx

xx
x

Tot(I••)
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Así, en grupos de hipercohomogía, obtenemos un diagrama conmutativo

Ȟp(U ,K•)

((RRRRRRRRRRRRR
// Ȟp(V ,K•)

{{ww
ww

ww
ww

ww
w

Hp(X,K•)

Por lo tanto, obtenemos homomorfismos

can : Ȟp(X,K•) = ĺım
~u

Ȟp(U ,K•) → Hp(X,K•).

Esto prueba (1).
Bajo la suposición de (2), primero probemos que can : Ȟp(X,A) →

Hp(X,A) es un isomorfismo para todo p ≥ 0 y toda gavilla A. Para p = 0,
ya tenemos un isomorfismo Ȟ0(U ,A)

∼−→ H0(X,A) para cualquier cu-
bierta abierta. Ahora la suposición implica que para F cualquier pregavi-
lla de grupos abelianos y para F̃ la gavilla asociada, tenemos isomorfismos
Ȟp(X,F)

∼−→ Ȟp(X, F̃). Esto implica que para cada sucesión exacta de ga-
villas 0 → A → B → C → 0, tenemos una correspondiente sucesión exacta
larga de grupos de cohomología de Čech. En efecto, la gavilla C es la gavilla
asociada a la pregavilla F(U) = B(U)/A(U). El Lema 4.2.5 da una sucesión
exacta larga

· · · → Ȟp(X,A) → Ȟp(X,B) → Ȟp(X,F) = Ȟp(X, C) → · · ·

Esta sucesión exacta aplica a la sucesión exacta de grupos de cohomología
de gavilla. Supóngase que sabemos que can : Ȟ i(X,A) → H i(X,A) es un
isomorfismo para toda i ≤ p y todas las gavillasA sobre X . Dada una gavilla
A, seaA ↪→ I un monomorfismo, donde I tiene la propiedad del Lema 4.1.5.
Tenemos un diagrama conmutativo de sucesiones exactas

Ȟp(X, I) //

can

²²

Ȟp(X, I/A)
δ //

can

²²

Ȟp+1(X,A)

can

²²

// 0

Hp(X, I) // Hp(X, I/A) // Hp+1(X,A) // 0

como Ȟp+1(X, I) = 0 por el lema 4.1.5. Ya que las dos primeras aplica-
ciones verticales son isomorfas, lo es la tercera. Así, can : Ȟp(X,A)

∼−→
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Hp(X,A). En el caso de complejos de gavillas acotado inferiormente, se es-
tablece una sucesión espectral convergente

Ep,q
2 = Ȟp(X, Hq(K•)),

con el término E∞ el cociente graduado de alguna filtración de los grupos de
hipercohomología de Čech deK•. Esta sucesión espectral aplica a la sucesión
espectral correspondiente de hipercohomología de gavilla. Ya que tenemos un
isomorfismo de los términos E2, tenemos un isomorfismo de hipercohomolo-
gía de Čech con hipercohomología de gavilla. Esto prueba (2).

Ahora supóngase que X es paracompacto, y sea A una pregavilla de gru-
pos abelianos tal que la gavilla asociada Ã es cero. No es difícil probar que
cada clase en Ȟp(X,A) = ĺım

~u
Ȟp(U ,A) es representada por un p−cociclo

de Čech de alguna cubierta abierta localmente finita U = (Ui)i∈I de X , con
coeficientes enA. Conforme a la Proposición 4.2.7, existe una cubierta abier-
ta (Vi)i∈I de X tal que V i ⊆ Ui para todo i. Encontrar una cubierta W re-
finamiento de U , tal que α induce la 0−cocadena de W . Esto verificará (3).
Elegimos para cada x ∈ X una vecindad abierta Wx de x con la siguiente
condiciones

(a) Wx es unión solo de un número finito de Ui.
(b) Siempre que x ∈ Vi, tenemos Wx ⊆ Vi.
(c) Wx no es unión de Vi a menos que x ∈ Ui.
Ahora usamos la suposición de que la gavilla asociada Ã es 0. Dado un

subconjunto abierto V , s ∈ A(V ) y x ∈ V , existe una vecindad abierta Z de
x tal que s tiene imagen cero en A(V ). Esto es porque el tallo de A en x es
0. Dado x, hay sólo un número finito de componentes αi0,...,ip donde cada Uij

contiene a x. Reemplazando Wx por una vecindad pequeña, podemos suponer
que α tiene restricción cero a Wx, dando la propiedad

(d) Si x ∈ Ui0,...,ip , entonces αi0,...,ip tiene restricción cero a W ∩ Ui0,...,ip.

Tenemos la cubierta abierta W = (Wx)x∈X . Ahora podemos elegir una
aplicación f : X → I tal que x ∈ Vf(x), por lo tanto Wx ⊆ Vf(x) ⊂ Uf(x) por
(b). Esto induce un homomorfismo f∗ : Cp(U ,A) → Cp(W ,A), y afirmamos
que la imagen de α es 0. En efecto, sea x0, ..., xp ∈ X tal que Wx0 ∩ · · · ∩
Wxp 6= ∅; entonces tenemos Wxk

⊆ Vf(xk). Poner ik = f(xk). Para 0 ≤ k ≤
p, Wx0 se une con Vik , por lo tanto esta contenida en Vik . Por (c), esto implica
que x0 ∈ Ui0,...,ip . Por (d), αi0,...,ip tiene restricción cero a Wx0 ∩ Ui0,...,ip, por
lo tanto a Wx0 ∩ · · · ∩Wxp .



Capítulo 5

Cohomología de De Rham

El objetivo de la presente Sección es demostrar el isomorfismo que existe
entre la cohomología de gavillas con coeficientes en la gavilla constante RM

y la cohomología de De Rham de una variedad suave M , la cual cumple cier-
tas condiciones importantes. Para obtener el resultado es necesario introducir
algunos conceptos y resultados fundamentales. Sea A una gavilla de grupos
abelianos sobre un espacio X y sea K• una resolución acíclica de A, por la
Sección 2 sabemos que los grupos de cohomología de gavillas Hp(X,A) son
los grupos de cohomología del complejo Γ(X,K0) → Γ(X,K1) → · · · . Esto
será útil para obtener resultados generales los cuales dicen que ciertas gavi-
llas son acíclicas. Para una variedad suave M , hay una resolución natural de
la gavilla constante RM , es decir, el complejo de De Rham.

5.1. Complejo de De Rham
Recordemos la noción de variedad suave modelada sobre un espacio vec-

torial topológico (posiblemente de dimensión infinita). Consideremos un es-
pacio vectorial topológico E, el cual se supondrá que es localmente con-
vexo y de Hausdorff. Una función f de un subconjunto abierto U de E a
un espacio vectorial topológico F se dice que es continuamente diferencia-
ble (o de clase C1) si para cada x ∈ U y v ∈ E, el límite df(x; v) =

ĺımt→0
f(x+tv)−f(x)

t
existe y es continuo como una función de (x; v). Similar-

mente se tiene la noción de función de clase C2, y etc.. Entonces la n−ésima
derivada d(n)f(x; v1, v2, ..., vn) se supone que es una función continua en
U × En la cual es claramente multilineal en las últimas n variables. Llama-
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mos a f una función suave si es de clase Ck para toda k ∈ N, i.e., f ∈ C∞.
Una forma diferencial ω de grado n (o simplemente una n−forma) en el sub-
conjunto abierto U de E es una función suave ω : U × En → R la cual es
multilineal y alternante en las últimas n variables. La diferencial exterior dω
de una n−forma es la (n + 1)−forma

dω(x; v1, v2, ..., vn+1) =
n+1∑
j=1

(−1)j+1Dω(−; v1, ..., v̂j, ..., vn+1)(x, vj).

(5.1)
Aquí Dω(−; v1, ..., v̂j, ..., vn+1) es una función suave en U , que toma su deri-
vada parcial en la dirección de vj . La diferencial d satisface d ◦ d = 0, por lo
tanto tenemos el complejo de De Rham

· · · d−→ Ap(U)
d→ Ap+1(U)

d→ · · · , (5.2)

donde Ap(U) denota el espacio vectorial de p−formas en U . Este complejo
de De Rham es denotado por A•(U).

Lema 5.1.1. (Lema de Poincaré) Sea U un subconjunto abierto convexo del
espacio vectorial topológico E. Entonces el complejo de De Rham 5.2 tiene
Hp(A•(U)) = 0 para p > 0, y H0(A•(U)) = R.

Demostración. Para la demostración véase por ejemplo [B-T], aplicar sin
cambios.

Una variedad suave modelada en E, es un espacio de Hausdorff M equi-
pado con una cubierta abierta (Ui)i∈I y con homeomorfismos φi : Ui

∼−→ Vi,
para Vi un subconjunto abierto de E. Se requiere que las funciones de transi-
ción φj ◦ φ−1

i : φi(Uij)
∼−→ φj(Uij) sean funciones suave entre subconjuntos

abiertos de E. Dada una variedad suave modelada M en E, se tiene la noción
de funciones suaves, de p−formas, del complejo de De Rham, y etc..

Para un subconjunto abierto U de M , el espacio Ap(U) de p−formas di-
ferenciables en M , consiste en familias ωi ∈ Ap(φi(Ui∩U)) que satisfacen la
condición del pegado (φj ◦φ−1

i )∗ωj = ωi en φi(Uij∩U). Entonces tenemos la
gavilla Ap

M de p−formas, tal que Ap
M(U) = Ap(U). El complejo de gavillas

A0
M

d−→ A1
M

d−→ · · · , (5.3)

se llama el complejo de De Rham de gavillas y es denotado por A•
M .
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Definición 5.1.2. Los grupos de cohomología de De Rham Hp
DR(M) de una

variedad suave son los grupos de cohomología del complejo de De Rham
A•(M).

Nuestro proposito principal en esta Sección es comparar la cohomolo-
gía de De Rham de una variedad suave M con su cohomología de Čech
Hp(M,RM).

Proposición 5.1.3. Sea M una variada suave. El complejo de gavillas A•
M es

una resolución de la gavilla constante RM .

Demostración. Es suficiente mostrar que para cualquier x ∈ M , el comple-
jo del tallo A•

M,x es una resolución de R. Como M es una variedad suave,
podemos también suponer que M es un subconjunto abierto de E. Ya que E
es localmente convexo, existe un sistema fundamental de vecindades abiertas
U de x las cuales son convexas. Entonces tenemos Ap

M,x = ĺım
~U convexo

Ap(U).

El complejo R → A0(U) → A1(U) → · · · es acíclico por el Lema 5.1.1.
El resultado se tiene usando el hecho de que un límite directo de sucesiones
exactas es exacto.

Queremos mostrar que para una extensa clase de variedades, las gavillas
Ap

M son acíclicas. Para este objetivo usaremos la teoría de gavillas suaves.
Resultará que las gavillas suaves son acíclicas.

Primero necesitamos definir la imagen inversa de una gavilla A sobre Y
bajo una función continua f : X → Y. Comenzaremos con una definición
bastante abstracta, y entonces daremos una descripción más concreta. La de-
finición abstracta se dada en dos pasos. Primero se construye una pregavilla
B sobre X por

B(U) = ĺım
~V⊆Y abierto

f(U)⊆V

A(V ).

Entonces la imagen inversa f−1(A) es la gavilla asociada a la pregavilla B.
Esta imagen inversa f−1(A) tendrá tallo en x ∈ X igual al tallo Af(x).

Aquí está la descripción más concreta. Una sección U 3 x 7→ sx ∈ Af(x)

sobre un subconjunto abierto U de X se llama continua, si para cualquier
x ∈ U , existe una vecindad V de f(x) en Y y una sección σ de A sobre V ,
tal que sz = σf(z) para toda z ∈ U ∩ F−1(V ). Entonces f−1(A)(U) es el
conjunto de secciones continuas U 3 x 7→ sx.



60 5. Cohomología de De Rham

Para una gavillaA sobre un espacio X y para un subespacio cerrado Z
i

↪→
X , póngase Γ(Z,A) = Γ(Z, i−1(A)).

Lema 5.1.4. Sea X un espacio paracompacto, y sea i : Z ↪→ X la inclusión
de un subconjunto cerrado. Entonces para cualquier gavilla A de conjuntos
en X tenemos Γ(Z,A) = ĺım

~U
Γ(U,A), donde el límite directo es tomado

sobre todas las vecindades abiertas de Z.

Demostración. Hay una función natural ĺım
~U

Γ(U,A) → Γ(Z,A). El punto

crucial es mostrar que esta función es suprayectiva. Sea s ∈ Γ(Z,A). Para to-
do x ∈ Z, sea sx ∈ i−1(A)x = Ax el germen de s en x. Sea s ∈ Γ(Z,A), exis-
te una vecindad U ′

x en x, y una sección σx de A sobre U ′
x, tal que (σx)y = sy

para todo y ∈ U ′
x (esto es una consecuencia de la definición de i−1(A)). En-

tonces ya que X es paracompacto existe una familia localmente finita (Ui)i∈I

de subconjuntos abiertos de X , tal que Z ⊆ ⋃
i Ui y cada Ui esta contenida en

alguna U ′
x. Podemos entonces encontrar otra familia (Vi)i∈I tal que V i ⊆ Ui.

Para cada i ∈ I, tenemos una sección si deA sobre Ui, tal que si coincide con
s sobre Ui ∩ Z. Para cada x ∈ X , sea Yx una vecindad abierta de x en X tal
que el conjunto Tx de i, para el cual Yx ∩Vi es no vacío, es un conjunto finito.
Encogiendo a Yx si es necesario, podemos suponer que x ∈ Ui para i ∈ Tx.
Para cada i, j ∈ Tx, las secciones si y sj coinciden sobre alguna vecindad Nij

de x. Sea Wx la intersección de Yx con todas las Nij (para i, j ∈ Tx); entonces
sobre Wx, tenemos una sección bien definida ux de A, la cual en cada y es
igual a si para cada i tal que y ∈ Wx ∩Ui. Para x, y ∈ Z, las secciones ux, uy

evidentemente tienen la misma restricción a Wx∩Wy. ComoA es una gavilla,
obtenemos una sección u deA sobre

⋃
x∈Z Wx, cuya restricción Wx es igual a

ux. Por lo tanto s ∈ Γ(Z,A) es la restricción a Z de u ∈ Γ(
⋃

x∈Z Wx,A).

Definición 5.1.5. Una gavilla A de conjuntos sobre un espacio X se llama
una gavilla suave si para cada subconjunto cerrado Z de X , la aplicación
restricción Γ(X,A) → Γ(Z,A) es suprayectiva.

Nótese que siA es una gavilla suave en X , y Z es un subconjunto cerrado
de X , entonces A/Z es una gavilla suave en Z.

Teorema 5.1.6. Sea X un espacio paracompacto. Entonces

(1) Cualquier gavilla inyectiva de grupos abelianos en X es suave.
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(2) Cualquier gavilla suave de grupos abelianos en X es acíclica.

Demostración. Mostremos que una gavilla inyectiva A en cualquier espacio
X es una gavilla flácida, i.e., para cualquier subconjunto abierto U de X , la
aplicación restricción Γ(X,A) → Γ(U,A) es suprayectiva. Ahora el Lema
5.1.4 implica que una gavilla suave en un espacio compacto es suave. En
Sección 2, construimos un encaje A ↪→ I, donde I(U) = Πx∈UAx. Esta
gavilla I es inyectiva y suave. ComoA es inyectiva,A es sumando directo de
la gavilla I. Pero un sumando directo de una gavilla suave es también suave.
Esto prueba (1).

Ahora mostremos que dada una sucesión exacta 0 → F → G → H → 0
en AB(X) con F suave, la aplicación Γ(X,G) → Γ(X,H) es suprayecti-
va. Sea s ∈ Γ(X,H). Como X es paracompacto, existe una cubierta abierta
localmente finita (Ui)i∈I de X y una sección ti de G sobre Ui tal que ti se
proyecta a s. Ahora tenemos una cubierta abierta (Vi) tal que Vi ⊆ Ui. Sea
Zi = Vi. Consideremos el conjunto de pares (J, tJ) consistente en un subcon-
junto J de I y una sección tJ de G sobre el conjunto cerrado ZJ :=

⋃
i∈J Zi

se proyecta a s. Esto está ordenado por (J, tJ) < (K, tK) si y sólo si J ⊆ K
y tJ = (tK)/ZJ

. Cualquier cadena decreciente en este conjunto tiene un ele-
mento máximo. Por lo tanto por el Lema de Zorn, existe un elemento máximo
(J, tJ). Supóngase que existe i ∈ I\J. Tenemos la sección tJ − −ti de F
sobre ZJ ∩ Zi. Ya que F es suave, podemos extender está a una sección u
de F sobre X . Entonces tJ ∈ Γ(ZJ ,G) y ti + u ∈ Γ(Zi,G) tienen la mis-
ma restricción a ZJ ∩ Zi. Por la condición del pegado se tiene una seción
tJ∪{i} de G sobre ZJ∪{i} la cual se proyecta a s. Esto contradice el hecho que
(J, tJ) era un elemento máximo, lo que muestra que Γ(X,G) → Γ(X,H) es
sobreyectivo.

Esto implica que dada una sucesión exacta de gavillas 0 → F → G →
H → 0 con F y G gavillas suaves, entonces H es una gavilla suave. Por in-
ducción vamos a demostrar que para cualquier gavilla suave F , se tiene que
Hn(X,F) = 0 para n ≥ 1. Para probar el caso n = 1, elegimos un mo-
nomorfismo F → I, donde I es una gavilla inyectiva. Tenemos la sucesión
exacta

0 → Γ(X,F) → Γ(X, I) → Γ(X, I/F) → H1(X,F) → 0,

como H1(X, I) = 0. Ya que F es suave, la aplicación
Γ(X, I) → Γ(X, I/F) es sobre, por lo tanto H1(X,F) = 0. Construir como
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arriba una sucesión exacta 0 → F → I → I/F → 0, con I inyectiva, por lo
tanto suave. I/F es también suave. La sucesión exacta

Hn(X, I/F) = 0 → Hn+1(X,F) → Hn+1(X, I) = 0

muestra que Hn+1(X,F) = 0, lo cual completa el paso inductivo.

Corolario 5.1.7. Sea M una variedad suave paracompata tal que las ga-
villas Ap

M son suave. Entonces la cohomología de gavillas Hp(M,RM) es
canónicamente isomorfa a la cohomología de De Rham Hp

DR(M).

Como las gavillas suaves son acíclicas, se sigue de la Proposición 3.3.7
que se puede usar una resolución de gavillas suaves para calcular la coho-
mología de una gavilla de grupos abelianos en un espacio paracompacto X .
Necesitamos un criterio para que una gavilla sea suave. Un endomorfismo de
una gavilla A de grupos abelianos es un morfismo A → A en AB(X). Hay
una gavilla de anillos End(A) = Hom(A,A), con sección global igual a
EndX(A) = HomX(A,A).

Definición 5.1.8. Una gavilla A de grupos abelianos sobre un espacio X se
llama una gavilla fina si la gavilla End(A) es suave.

Si s es una sección global de una gavilla A de grupos sobre X , el Soporte
de s es:

Sop(s) = {x ∈ X | sx = 0}⊥.

Definición 5.1.9. Sea A una gavilla de grupos abelianos en un espacio X , y
sea U = (Ui)i∈I una cubierta abierta de X . Una partición de la unidad para
la gavilla A subordinada a la cubierta U es una familia fi de endomorfismos
de la gavilla A la cual tiene las siguientes propiedades:

(1) Para cualquier subconjunto abierto V y cualquier sección s de A
sobre V , la sección fi(s) tiene soporte contenido en V ∩ Ui.

(2) Cada punto x en X tiene una vecindad abierta V tal que sólo un
numero finito de si no son cero en V .

(3) Tenemos Σi∈Isi = Id es el endomorfismo identidad de A. Notemos
que la Σi∈Isi tiene sentido por (2), la suma es localmente finita.

Relacionando esta noción abstracta de partición de la unidad con la clási-
ca, sea M una variedad suave. Supóngase que fi es una partición suave de la
unidad subordinada a la cubierta abierta (Ui)i∈I . Esto quiere decir que fi es
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una función suave en M con soporte en Ui, que la suma Σi∈Ifi es localmente
finita e igual a 1. Entonces fi induce un endomorfismo de la gavilla Ap

M de
p−formas, es decir, multiplicación por fi. El endomorfismo de Ap

M será deno-
tado por fi. Las condiciones (1), (2) y (3) de la Definición 5.1.9 se satisfacen,
así que (fi) es una partición de la unidad de la gavilla Ap

M .
Observación. Cuando el espacio X es paracompacto decimos que una gavilla
de grupos abelianos es fina si tiene una partición de la unidad subordinada a
cualquier cubierta abierta de X .

Proposición 5.1.10. Sea A una gavilla de grupos abelianos en un espacio
paracompacto y sea U = (Ui)i∈I cualquier cubierta abierta de X . Supóngase
que la gavilla A es fina. Entonces la gavilla A es suave.

Demostración. Sea Z
i

↪→ X un subconjunto cerrado de X , y sea s ∈ Γ(Z, i−1(A))
una sección de i−1(A) sobre Z. Según el Lema 5.1.3 existe un conjunto abier-
to U que contiene a Z, y una sección s′ de A sobre U , la cual se restringe a s.
Entonces {U,X\Z} es una cubierta abierta de X . Sea (f1, f2) una partición
de la unidad correspondiente. f1 = Id−f2 es igual a Id en una vecindad de
Z. Hay una sección global σ de A sobre X tal que σ = f1(s

′) sobre U y
σ = 0 sobre X\Sop(f1). En efecto U y X\Sop(f1) son dos conjuntos abier-
tos que cubren a X , y la restricción de σ a la intersección U\Sop(f1) es igual
a 0. La restricción de σ a una vecindad de Z es igual a s′, así σ se aplica a
s ∈ Γ(Z, i−1(A)).

Sabemos que toda cubierta abierta de un espacio paracompacto admite
una partición de la unidad subordinada a ella (esto es, de hecho, equivalente
a la paracompacidad ). Si el espacio es una variedad suave, la partición de la
unidad puede tomarse suave.

Decimos que el espacio vectorial E es un espacio ILH si E = ĺım
~n

Hn

es un límite inverso de espacios de Hilbert Hn separables. La topología en
E es la topología del límite inverso. Ésta es la topología más gruesa que hace
todas las funciones proyectivas pn : E → Hn continuas. Requerimos que para
cualquier bola abierta B en Hn, se tenga

p−1
n (B) = p−1

n (B) (5.4)

(lo que implica que la imagen de pn es densa). Los ejemplos de espacios vec-
toriales topológicos del tipo ILH incluyen al espacio C∞(S1) de funciones
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suaves S1 → R, con su topología de Fréchet. Un conjunto abierto U se llama
completo si es de la forma U = p−1

n (V ), para algún n y alguna bola abierta
V en Hn. Los conjuntos abiertos completos forman una base de la topología
de E. Un subconjunto abierto U de E se dice que es un conjunto escamado si
existen algunos conjuntos completos V, V1, ..., Vq tal que U = V ∩c V 1 · · · ∩c

V q.

Lema 5.1.11. Sea E = ĺım
~n

Hn un espacio ILH que cumple la condición 5.4.

Entonces para cada subconjunto abierto U de E, existe una función suave f
en E la cual tiene soporte contenido en U y es tal que f(x) > 0 para x ∈ U.

Demostración. Sea U = V ∩c V 1 ∩c · · · ∩c V q. Suponer V = p−1
n (W ), para

W una bola abierta en Hn. Hay una función suave g en Hn, tal que g(x) = 0
para x ∈ Hn W y g(x) > 0 para x ∈ W . En efecto se puede tomar para g
una función suave conveniente de la distancia al centro de la bola. Entonces
φ = g ◦pn es una función suave en E tal que φ(y) = 0 para y 6∈ p−1

n (W ) = ~V
y φ(y) > 0 para y ∈ p−1

n (W ). Para 1 ≤ j ≤ q, sea Vj = p−1
nj

(Wj), para Wj

una bola abierta en el espacio de Hilbert Hnj
. Existe una función suave gj en

Hnj
, tal que

0 ≤ gj(x) < 1 para x 6∈ W j

gj(x) = 1 para x ∈ W j

Sea φj = φ ◦ pnj
. Tenemos

0 ≤ φj(x) < 1 para x 6∈ V j

φj(x) = 1 para x ∈ V j

Por lo tanto f(x) = φ(x)Πq
j=1(1− φj(x)) satisface los requisitos.

Antes de comenzar el próximo lema, notemos que cada subconjunto abier-
to U de E tiene la propiedad de ser 2−numerable (i.e., su topología tiene una
base numerable). Por lo tanto U es Lindelöf, es decir, para cualquier cubierta
abierta (Ui)i∈I , existe un subconjunto numerable J de I tal que (Ui)i∈J es una
cubierta. También U es metrizable.

Lema 5.1.12. Sea E como en el Lema 5.1.11, sea W un subconjunto abierto
de E, y sea (Zj)j∈N una cubierta abierta de W cuyos abiertos son completos
contenidos en W . Hay una cubierta abierta (Vj)j∈N tal que
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(1) Vj ⊆ Zj para todo j;

(2) cada Vj es un conjunto escamado;

(3) la cubierta cerrada V j es localmente finita.

Demostración. Cada Zj es de la forma Zj = p−1
nj

(Baj
(xj)), donde Baj

(xj)
es la bola abierta de centro xj y radio aj en Hnj

. Definir Vj inductivamente.
Poner V1 = Z1. Teniendo definido Vj−1, poner

Vj = Zj ∩c p−1
n1

Br1j(x1) ∩c · · · ∩c p−1
nj−1

Brj−1,j(xj−1)

donde r1j = a1 − 1
j
, ..., rj−1,j = aj−1 − 1

j
. Cada Vj es un conjunto escamado

que contiene a Zj . Afirmamos que los Vj cubren a W . Sea x ∈ W , y sea
j el entero más pequeño tal que x ∈ Zj. Entonces x ∈ Vj , de lo contrario
para algún k ∈ {1, ..., j − 1}, x debe pertenecer a p−1

nk
Brk,j(xk) ⊆ Zk, una

contradición. Mostremos que la cubierta (V j) es localmente finita. Sea x ∈
W , suponer x ∈ Zj . Poner y = pnj

(x) ∈ Baj
(xj). Sea s un número > 0

tal que la bola Bs(y) está contenida en Baj
(xj). Sea t = s/2. Para toda k

suficientemente grande, la bola Bt(y) esta contenida en Brjk(xj), y por lo tanto
p−1

nj
(Bt(y)) no es unión de V k. Por lo tanto la vecindad abierta p−1

nj
(Bt(y)) de

x intersecta sólo un número finito de V k.

Notemos que el Lema 5.1.12 claramente implica que W es paracompacto.

Proposición 5.1.13. Sea E un espacio ILH , que satisface la condición (5.4).
Entonces para cualquier cubierta abierta U = (Ui)i∈I de E, existe una parti-
ción de la unidad suave subordinada a U .

Demostración. Como E es paracompacto, podemos asumir que (Ui) es lo-
calmente finita. Sea (Zi) una cubierta abierta de E tal que Zi ⊂ Ui para toda
i. Si podemos encontrar funciones suaves fi ≥ 0 con soporte en Zi, tal que
Σifi = 1, tendremos una partición de la unidad para (Ui). Reemplazando la
cubierta (Zi) por un refinamiento, podemos remplazar I por un subconjun-
to numerable y obtener una cubierta. Por lo tanto podemos suponer que N
es el conjunto indexado. Denotemos nuestra cubierta por (Zj)j∈N y construir
conjuntos escamado Vj ⊂ Zj como en el Lema 5.1.11. Por el Lema 5.1.12,
existe para cada j ∈ N una función suave gj ≥ 0, con soporte en V j , tal que
gj(x) > 0 para x ∈ Vj . La función g = Σjgj en E es suave ya que (V j) es
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localmente finita, por lo tanto la suma es localmente finita. Como cada x ∈ E
pertenece a algún Vj , tenemos g(x) ≥ gj(x) > 0. Así las funciones fj =

gj

g

son suaves ≥ 0, con Supp(fj) ∈ V j ⊂ Zj , y Σjfj = 1. Esto nos da la
partición de la unidad para la cubierta (Ui).

Corolario 5.1.14. Sea E un espacio ILH . Sean A, B subconjuntos cerrados
ajenos no vacíos de E. Entonces existe una función suave g en E tal que
g(x) = 0 para x ∈ A, g(x) = 1 para x ∈ B, y 0 ≤ g(x) ≤ 1 para toda x.

Demostración. {E\B, E\A} es una cubierta abierta de E. Sea (f, g) una
partición de la unidad correspondiente. Tenemos 0 ≤ g(x) = 1 − f(x) ≤ 1.
Para x ∈ A, tenemos g(x) = 1 − f(x) = 0; para x ∈ B, tenemos g(x) =
1− f(x) = 1.

Teorema 5.1.15. Sea M una variedad paracompacta modelada en un es-
pacio ILH que satisface (5.4). Entonces para cualquier cubierta abierta
U = (Ui)i∈I de M , existe una partición de la unidad suave subordinada a
U .

Demostración. Podemos también suponer que cada Ui es difeomorfo a un
conjunto abierto completo de E y que cada cubierta es localmente finita. Exis-
te una cubierta abierta (Vi) tal que V i ⊂ Ui. Como Ui es difeomorfo a un
conjunto abierto de E, vemos del Lema 5.1.12 que existe una función suave
gi en Ui, con soporte en V i, tal que gi(x) > 0 para toda x ∈ Vi. Poniendo
gi(x) = 0 para x 6∈ Ui, obtenemos una función suave gi en M , con soporte
en V i, la cual es positiva en Vi. Así g = Σigi es una función suave positiva, y
así las funciones fi = gi

g
constan de una partición de la unidad subordinada a

(Ui).

Vamos a resumir los resultados obtenidos para variedades modeladas en
espacios ILH .

Teorema 5.1.16. Sea M una variedad paracompacta modelada en un espa-
cio ILH que satisface (5.4). Entonces las gavillas Ap

M son suaves, y tienen
isomorfismos canónicos

Ȟp(M,RM)
∼−→ Hp(M,R)

∼−→ Hp
DR(M).

Si M es un subconjunto abierto convexo de E, estos grupos son 0 para p > 0.
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Demostración. Por el Teorema 5.1.15 tenemos que para cualquier cubierta
abierta U de M existe una partición de la unidad subordinada a U . Entonces
las gavillas Ap

M son finas y por la proposición 5.1.10 se tiene que Ap
M suave.

Por lo tanto las gavillas Ap
M son acíclicas por el Teorema 5.1.6. Sea A•

M una
resolución inyectiva de la gavilla constanteRM . Por el Teorema 4.2.1 tenemos
que

Ȟp(U ,RM)
∼−→ Hp(M,RM)

para cualquier cubierta abierta U de M y para p ≥ 0. Entonces

Ȟp(M,RM)
∼−→ Hp(M,RM)

∼−→ Hp(M,R).

Además, por el Corolario 5.1.7 tenemos que Hp(M,RM)
∼−→ Hp

DR(M). Por
lo tanto,

Ȟp(M,RM)
∼−→ Hp(M,R)

∼−→ Hp
DR(M)

para p ≥ 0.

Queremos escribir abajo un isomorfismo explícito entre los grupos de
cohomología de Čech y los grupos de cohomología de De Rham. Tal iso-
morfismo fue primero dado en [AW1]. Observar que el isomorfismo

Hp(M,RM) → Hp(M, A•
M)

es inducido por el casi-isomorfismo RM → A•
M . Con respecto al isomorfismo

Hp
DR(M) → Hp(M,A•

M), es muy natural para el punto de vista de la hiper-
cohomología de Čech. Es decir, aplicamos A•(M) a la primera columna de
ΠiA

•(Ui) por las aplicaciones restricción de M a cada Ui.

A2(M) //
OO

d

ΠiA
2(Ui)

δ //
OO

d

Πi,jA
2(Uij)OO

d

δ // · · ·

A1(M)
δ //

OO

d

ΠiA
1(Ui)

δ //
OO

d

Πi,jA
1(Uij)OO

d

δ // · · ·

A0(M) // ΠiA
0(Ui)

δ // Πi,jA
0(Uij)

δ // · · ·

Sea U = (Ui) una cubierta abierta de M . Notemos que la clase de coho-
mología del p−cociclo de Čech c de la cubierta U con coeficientes en RM
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corresponderá a la clase de cohomología de la p−forma cerrada ω bajo este
isomorfismo si podemos encontrar una cocadena (αq)0≤q≤p−1 de grado (p−1)
en el complejo doble de Čech C•(A•

M) con las siguientes propiedades:
(1) Cada αq es una (p− 1− q)−cocadena de Čech con valores en Aq

M , y
tenemos

(δαq)i0,...,ip−q = (−1)p−q−1d((αq−1)i0,...,ip−q)

para 1 ≤ q ≤ p− 1.
(2) (dαp−1)i es la restricción de ω a Ui.
(3) δα0 = −c.

ωOO

d

αp−1
δ // ∗OO

−d

αp−2
δ // ∗OO

d

αp−3

. . .

α0
δ // −c

En efecto, estas condiciones quieren decir que la cofrontera total δ +
(−1)pd (donde p es el primer grado) de la cocadena de Čech Σp−1

q=0αq es igual
a la diferencia ω − c, donde ω es visto como una 0−cocadena con valores
en Ap

M , y c es una p−cocadena con valores en A0
M . Comenzando de c, cons-

truimos α1, α2, y etc., inductivamente. Para esto, elegimos una partición de la
unidad (fi) subordinada a U .

Lema 5.1.17. Sea H : C•(U , Ap
M) → C•−1(U , Ap

M) dada por

H(α)i1,...,ip =
∑

i

fiαi,i1,...,ip

Entonces para cada p ≥ 0, H da una nulo homotopía del complejo de Čech
para la gavilla Ap

M .
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Demostración. Tenemos que:

δ(H(α))i0,...,ip =

p∑
j=0

(−1)jH(α)i0,...,̂ij ,...,ip
=

p∑
j=0

∑
i

(−1)jfiαi,i0...,̂ij ,...,ip
.

Por otra parte tenemos

H(δ(α))i0,...,ip =
∑

i

fiδ(α)i,i0,...,ip

=
∑

i

fiαi0,...,ip −
∑

i

fi

p∑
j=0

(−1)jαi,i0,...,̂ij ,...,ip

= (αi0,...,ip)− δ(H(α))i0,...,ip

Ahora vamos a encontrar αq por inducción en q, comenzando con q = 0.
Primero tomemos α0 = −H(c), ya que δ(H(c)) = c por el Lema 5.1.17. Esto
da

(α0)i1,...,ip = −
∑

i

fici,i0,...,ip .

Para 1 ≤ q ≤ p − 1, queremos δ(αq) = (−1)p−q−1dαq−1. Pero dαq−1 es
el kernel de δ, ya que δdαq−1 = dδαq−1 = (−1)p−qddαq−2 usando la hi-
pótesis inductiva. Por lo tanto tenemos dαq−1 = δH(dαq−1), así ponemos
αq = (−1)p−q−1H(dαq−1), produciendo

(α1)i2,...,ip = −(−1)p−2
∑
i0,i1

Ci0,i1,...,ipfi0dfi1 ,

y etc.. Finalmente, el último término es

(αp−1)i = −(−1)(p−1)(p−2)/2
∑

i1,...,ip

ci1,...,ip,ifi1dfi2 ∧ · · · ∧ dfip .

La p−forma cerrada ωi = (dαp−1)i en Ui tiene la misma restricción a Uij ,
ya que δdαp−1 = dδαp−1 = ddαp−2 = 0. Por lo tanto hemos probado lo
siguiente.
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Proposición 5.1.18. (Weil [AW1]) Sea M una variedad suave en la cual
las gavillas Ap

M son suaves (por ejemplo, M es una variedad paracompacta
suave modelada en un espacio ILH que satisface (5.4)). Sea U una cubierta
abierta de M , y sea (fi)i∈I una partición de la unidad subordinada a U .
Entonces para c un cociclo de Čech de grado p con coeficientes en la gavilla
constante RM , sea ω la p−forma cerrada en M , tal que

(ω)|Ui
= (−1)

p(p+1)
2

∑
i1,...,ip

ci1,...,ip,idfi1 ∧ · · · ∧ dfip (5.5)

Entonces la clase de cohomología [c] ∈ Hp(M,RM) y la clase de cohomolo-
gía [ω] ∈ Hp

DR(M) se corresponden mutuamente bajo el isomorfismo
Hp(M,RM)

∼−→ Hp
DR(M).



Capítulo 6

Haces de líneas

6.1. Clasificación de haces de líneas
En esta Sección vamos a describir haces de líneas sobre una variedad salvo

isomorfismos, en el caso suave y holomorfo. El resultado importante es la
clasificación de las clases de isomorfismos de haces de líneas.

En toda está Sección M será una variedad suave y paracompacta. Por la
Sección 4 se tiene que la cohomología de gavillas es isomorfa a la cohomo-
logía de Čech. Si M verifica las hipótesis del teorema 5.1.16, tenemos que la
cohomología de De Rham Hp

DR(M) es isomorfa a la cohomología de Čech
Ȟp(M,RM).

Definición 6.1.1. Un haz de líneas L sobre M , es una triada (L,M, ρ), don-
de L es una variedad suave que se llama espacio total, ρ : L → M es un apli-
cación continua que se llama aplicación proyección. Para cualquier x ∈ M ,
Lx := ρ−1(x) es un espacio vectorial sobre los números complejos. Además,
satisface:

•) La condición de trivialidad local. Para cada x ∈ M , existe una vecin-
dad U de x en M , y un homeomorfismo

h : ρ−1(U) → C× U,

tal que, para cada x ∈ U , se tiene un isomorfismo lineal sobre los
complejos

ρ−1(x) ∼= {x} × C ∼= C. (∗)

71
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A M se la llama espacio base.
Observación. Cuando es posible elegir U igual al espacio base, se tiene un

haz de líneas trivial.
El concepto de un haz de líneas suave puede ser definido similarmente. Se

requiere que ρ sea una aplicación suave y que para cada x ∈ M , existe una
vecindad U de x en M , y un difeomorfismo

h : ρ−1(U) → C× U,

tal que, para cada x ∈ U , se tiene un isomorfismo lineal sobre los complejos

ρ−1(x) ∼= {x} × C ∼= C. (∗).

Ejemplo 5. Sean M = S1 = {z ∈ C ; |z| = 1} y L = S1 × C. Definimos

ρ : L → M,
(x, z) 7→ x

Se tiene que para cada x ∈ M, ρ−1(x) ∼= C y h : ρ−1(M) → L es un
homeomorfismo, por lo tanto L es un haz de líneas suave trivial.

Si L1 y L2 son haces de líneas (suaves) sobre M . Un isomorfismo de
haces de líneas es un homeomorfismo (difeomorfismo)

φ : L1
∼−→ L2,

el cual satisface las siguientes dos condiciones.

? ) φ es compatible con la proyección a M , esto es ρ1 = ρ2 ◦ φ;

? ? ) Para cualquier x ∈ M , el homeomorfismo (difeomorfismo)
(L1)x

∼−→ (L2)x es C- lineal.

Una sección de un haz de líneas (suave) es una función continua (suave)
s : M → L tal que s(m) ∈ Lm para todo m ∈ M , esto es, ρ ◦ s = Idm.

La condición de trivialidad local significa que cada propiedad de un haz
de líneas se tiene localmente. Para cada x ∈ M existe una vecindad U de x
y un isomorfismo entre el haz de líneas trivial C × U y L|U = ρ−1(U). Tal
isomorfismo corresponde a una sección suave s : U → L la cual en ninguna
parte de U es nula; dado s, se define φ : C×U

∼−→ L/U = p−1(U) por φ(y) =
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( y
s(p(y))

, p(y)). Por lo tanto la función y
s(p(y))

de valores en C∗ es caracterizada
por y

s(p(y))
· s(p(y)) = y; esto está bien definido porque p(y) = p(s(p(y))).

Ahora daremos la construcción del haz asociado a un haz de líneas. Si
L → M es un haz de líneas, tenemos la sección cero 0 : M ↪→ L; su imagen
se llama la sección cero de L. Denotemos por L+ el complemento en L de la
sección cero. Si y1, y2 son puntos de L en la misma fibra, hay un número bien
definido y1

y2
tal que y1 = y1

y2
· y2. Sea GL1(C) = C∗. La aplicación L+ 7→ M

es un haz principal localmente trivial con grupo estructural C∗ que actúa por
dilataciones en la fibras.

Se puede recuperar L de L+ como un haz asociado, es decir, L = (L+ ×
C)/C∗, donde λ ∈ C∗ actúa en L+ × C por λ · (y, u) = (λ−1 · y, λ · u).
Esta construcción (L+×C)/C∗ se denota por L+×

C∗
C. En términos concretos,

un haz de líneas sobre M es lo mismo que un haz principal con grupo de
estructura C∗ (en corto, un C∗−haz principal). Más aún, si L es un haz de
líneas y L+ el correspondiente C∗−haz principal, el grupo de automorfismos
del haz de líneas L es igual al grupo de clases de isomorfismos del C∗−haz
principal; en realidad, ambos grupos son isomorfos al grupo Γ(M,C∗) de
funciones suaves de valores C∗.

Otra forma en términos categóricos es la siguiente. Para una variedad fija
M , sea C1 la categoría cuyos objetos son haces de líneas sobre M , y cu-
yos morfismos son isomorfismos de haces de líneas. Similarmente sea C2 la
categoría de C∗−haces principales Q → M , cuyos morfismos son isomor-
fismos de haces principales. Observe que la asociación L 7→ L+ define un
funtor F : C1 → C2; tal que para cada isomorfismo φ : L1 → L2 entre
haces de líneas, se tiene un isomorfismo correspondiente F (φ) : F (L1) =
L+

1
∼−→ F (L2) = L+

2 . Se dice que F es una equivalencia de categorías
(véase [McL1]) si las siguientes dos condiciones se satisfacen:

(1) Para L1, L2 objetos de C1, la aplicación

HomC1(L1, L2) → HomC2(F (L1), F (L2))

es biyectiva;

(2) Cada objeto de C2 es isomorfo a un objeto de la forma F (L), para algún
objeto L de C1.

Proposición 6.1.2. Sea C1 la categoría de haces de líneas sobre M , C2 la
categoría de C∗−haces principales sobre M , F : C1 → C2 el funtor F (L) =
L+. Entonces F es una equivalencia de categorías entre C1 y C2.
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Demostración. La propiedad (1) ya se ha observado arriba en el caso L1 =
L2. El caso donde L1 y L2 son isomorfas se sigue inmediatamente. ahora
afirmamos que si L1 y L2 no son isomorfas como haces de líneas, L+

1 y L+
2 no

son isomorfas como C∗−haces. En realidad, tal isomorfismo implicaría que
el haz de líneas asociado a L+

1 ×C∗C es isomorfo a L+
2 ×C∗C, por lo tanto L1 es

isomorfo a L2. (2) se sigue de la construcción del haz de líneas asociado a un
haz C∗.

Notemos que un funtor F : C1 → C2 es una equivalencia de categorías
si y solo si existe un funtor casi-inverso G : C1 → C2, para el cual hay una
transformación natural invertible φ1 : G ◦ F → IdC1 y φ2 : G ◦ F → IdC2 .
En nuestro caso G(P ) = P×

C∗
C→ M .

Si p : L → M es un haz de líneas, y si f : N → M es un función suave
entre variedades, el pull-back f ∗L de L es el haz de líneas L ×M N

p2−→ N .
Para s una sección de L sobre un subconjunto abierto U de M , denotamos
por f ∗s la correspondiente sección de f ∗L sobre f−1(U). Si f : U ↪→ M es
la inclusión de un conjunto abierto, el pull-back f ∗L es a menudo denotado
L/U , y se llama la restricción e L al conjunto abierto U . La correspondien-
te notación para C∗−haz principal es el pull-back P ×M N de un C∗−haz
principal P → M .

Damos el ejemplo importante del haz de líneas tautológico sobre un espa-
cio proyectivo y del correspondienteC∗−haz principal. Sea E un espacio vec-
torial de dimensión finita sobreC, y sea P = (E\{0})/C∗ el espacio proyecti-
vo de líneas en E. Recordar que P es una variedad, y que la aplicación proyec-
tiva p : E \ {0} → P es un C∗−haz principal. Sea E = Cn, con coordenadas
(z1, ..., zn); en este caso P = CPn−1. Para x ∈ CPn−1, un punto (z1, ..., zn)
en p−1(x) se llama un conjunto de coordenadas homogéneas para x. Notemos
que E\{0} esta cubierto por los conjuntos Vi = {(z1, ..., zn) : zi 6= 0} (donde
1 ≤ i ≤ n); entonces CPn−1 es cubierto por los conjuntos Ui = p(Vi). Sobre
Ui, la proyección p admite la sección suave si caracterizada por zi = 1.

El correspondiente haz de líneas L → P puede ser descrito como la ex-
plosión del origen en E. En otras palabras, L ⊂ E × P es la subvariedad que
consiste del par (v, l), donde v es un punto de E, l es una líneas de E, y v ∈ l.
Notemos que la fibra de L sobre l es exactamente la líneas l; esto es por lo
que este haz de líneas se llama “ tautológico ”.

Para un espacio de Hilbert separable E, el espacio proyectivo P de E es
una variedad modelada en E/C. Para (en) una base ortonormal de E, E \{0}
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esta cubierto por los conjuntos abiertos Vi = Σnznen; zi 6= 0. Pic es cubierto
por los conjuntos abiertos Ui = p(Vi). Los conjuntos abiertos Ui se identifican
con el subespacio (C · ei)

⊥ de E; a v ∈ (C · ei)
⊥ le corresponde la línea

generada por v + ei. Otra vez p : E \ {0} → P es un C∗−haz principal.
El significado de la Proposición 6.1.2 es que dado un haz de líneas po-

demos asociarle un C∗−haz principal y dado un C∗−haz principal podemos
asociarle su haz de líneas, salvo isomorfismo. En algunos casos, el lenguaje
de haces de líneas es más conveniente. Este es por supuesto el caso si uno esta
interesado en el espacio Γ(M, L) de secciones suaves de un haz de líneas L;
este espacio de secciones es un módulo sobre el anillo C∞(M)C de funciones
suaves de valores complejos. En otro caso, el lenguaje de C∗−haces es más
conveniente. Por ejemplo, el producto tensorial L1⊗L2 de haces de líneas co-
rrespondientes es el producto de C∗−haces principales. El producto Q1×

C∗
Q2

de dos C∗−haces principales es el cociente del producto fibrado Q1 ×M Q2

por la siguiente acción de C∗:

λ · (y1, y2) = (λ−1 · y1, λ · y2).

Como producto tensorial, la operación de producto contraído es asociativa y
conmutativa (salvo isomorfismo natural). Para seccioness1 y s2 de los haces
de líneas L1 y L2, obtenemos una sección s1 ⊗ s2 de L1 ⊗ L2. El inverso
de un haz de líneas corresponde a la operación la que transforma el C∗−haz
principal Q → M en el haz Q → M , donde Q = Q, tal que la acción de
λ ∈ C∗ en Q es la acción de λ−1 en Q. Para haces de líneas, el inverso es
dado por la construcción del dual L∗ de L; una sección de L∗ es lo mismo que
una función en L la cual es C∗−homogénea de grado 1.

En este camino se obtiene una estructura de grupo conmutativo en el con-
junto de clases de isomorfismos de haces de líneas sobre M , tal conjunto es
el grupo de Picard, Pic∞(M). Queremos describir este grupo conmutativo
en términos topológicos. La idea es que un haz de líneas L es clasificado por
una cierta obstrucción encontrando una sección global no nula de de L− {0}
, en otras palabras, una sección global del C∗−haz L+. Localmente se puede
encontrar tal sección. Se sigue que existe una cubierta abierta (Ui)i∈I de M tal
que L+

/Ui
tiene una sección si. Entonces sobre la intersección Uij := Ui ∩ Uj

de dos conjuntos abiertos de la cubierta, tenemos la función suave invertible
gij = si

sj
. sobre la intersección Uijk de tres conjuntos abiertos, tenemos la

relación cociclo
gik = gij · gjk.
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Por lo tanto los gij forman un cociclo de Čech de grado 1 de la cubier-
ta (Ui) con coeficientes en la gavilla C∗M de funciones suaves invertibles de
valores complejos, la cual fue estudiada en el Capitulo 1.

Teorema 6.1.3. (1) La clase de cohomología c(L) ∈ Ȟ1(M,C∗M) del cociclo
de Čech g−1

ij es independiente de la cubierta abierta y de la elección de la
sección si.

(2) La asignacón L 7→ c(L) da un isomorfismo entre el grupo Pic∞(M) de
clases de isomorfismos entre haces de líneas sobre M y el grupo de cohomo-
logía de Čech Ȟ1(M,C∗M).

Demostración. Primero mostraremos que para una cubierta abierta dada U =
(Ui), la clase de cohomología de Čech de gij es independiente de la sección
si de L+ sobre Ui. Cualquier otra sección es de la forma s′i = fi · si, donde
fi es una función invertible de valores C∗ sobre Ui, i.e., una sección de C∗M
sobre Ui. Entonces tenemos, para el 1−cociclo de Čech g′ij correspondiente a
s′i cumple

g′ij =
s′i
s′j

=
fi

fj

· si

sj

=
fi

fj

· gij.

Sea f la 0−cocadena de Čech con coeficientes enC∗M la cual toma el valor
fi en Ui. La cofrontera de Čech de f es igual a la diferencia entre los cociclos
gij y g′ij.

Ahora tenemos que mostrar la independencia de la cubierta abierta. Pode-
mos asumir que la cubierta abierta V = (Vj)j∈J es un refinamiento de U =
(Ui)i∈I , lo cual implica que hay una función f : J → I tal que Vj ⊆ Uf(j)

para cualquier j ∈ J . Entonces, para si ∈ Γ(Ui, L
+), obtenemos una sección

ti de L+ sobre Vj , como la restricción de sf(j) a Vj ⊆ Uf(j). El 1−cociclo
de Čech para la cubierta Vj obtenido de estos Vj es claramente la imagen del
1−cociclo bajo la aplicación inducido f∗ : C1(U ,C∗M) → C1(V ,C∗M). Esto
prueba (1).

La demostración de (2) procede como sigue. Primero es fácil ver que
[L] 7→ c(L) define un homomorfismo de grupos

c : Pic∞(M) → Ȟ1(M,C∗M).
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c1 es inyectivo, ya que la trivialidad de la clase de cohomología de gij quiere
decir que existe una sección de C∗M sobre Ui tal que gij = fi

fj
; pero entonces

s′i = si

fi
es una sección de L+ sobre Ui, y tenemos s′i = s′j sobre Ui ∩ Uj . Así

los s′i dan una sección global de L+ sobre M , lo cual muestra que L+ (por lo
tanto también L) es el haz trivial.

La soprayectividad de φ se prueba construyendo un C∗−haz principal
Q → M asociado a un 1−cociclo dado gij de (Ui) con coeficientes en C∗M .
Comenzamos con un espacio W = qi∈IUi × C∗, y construimos un espacio
cociente haciendo las siguientes identificaciones: para x ∈ Uij y λ ∈ C∗,
identificamos (x, λ) ∈ Ui ×C∗ con (x, λ · gij(x)) ∈ Uj ×C∗. Este aplicación
del espacio cociente a M admite una acción natural de C∗, y es en realidad
un C∗−haz principal sobre M . Este último hecho depende de la relación del
cociclo gij . Hay una sección si de Q sobre Ui, tal que si(x) es la clase de
(x, 1) ∈ Ui × C∗. Por construcción, tenemos si

sj
= gij sobre Uij concluyendo

la demostración.

Sea f : N → M una función suave entre variedades. La operación de
pull-back de haces de líneas de M a N induce un homomorfismo de grupos
f ∗ : Ȟ1(M,C∗M) → Ȟ1(N,C∗N) el cual es la composición de la imagen
inversa de la aplicación Ȟ1(M,C∗M) → Ȟ1(N, f−1C∗M) con la aplicación
inducida por el morfismo de gavillas f−1C∗M → C∗N .

Como un ejemplo, volvamos al C∗−haz principal Cn\{0} p−→ CPn−1.
Usando la cubierta de CPn−1 por los Ui (definidos por la condición zi 6= 0),
tenemos gij =

zj

zi
. Este es el 1−cociclo para el haz de líneas tautológico.

Ahora tenemos la sucesión exacta exponencial de gavillas.

0 → Z(1) = 2π
√−1 · Z→ CM

exp−→ C∗M → 0

la cual da una sucesión exacta larga de grupos de cohomología. Los grupos
de cohomología Ȟ i(M,CM) son 0 si i > 0, por nuestra suposición en M , el
hecho de que CM es una gavilla suave (Teorema 5.1.16) y el hecho de que
una gavilla suave en un espacio paracompacto es acíclica (Teorema 5.1.6).
Así tenemos un isomorfismo de grupos de cohomología Ȟ1(M,C∗M)

∼−→
Ȟ2(M,Z(1)). Esto implica el siguiente corolario.

Corolario 6.1.4. El grupo Pic∞(M) es canónicamente isomorfo al grupo de
cohomología de Čech Ȟ2(M,Z(1)).
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Observación. Ya que Ȟ2(M,Z(1)) ∼= H2(M,Z), la clase de cohomología
c(L) del Teorema 6.1.3 se denota por c1(L) y se llama la primera clase de
Chern de L.

Nosotros escribiremos un 2−cociclo de Čech µ con valores en Z(1) que
representa a c1(L). Si gij son los cociclos de transición para el haz de líneas
L, y si se tiene una rama de Log(gij) logaritmo de gij sobre Uij , entonces
µijk = −Log(gijk) + Log(gik)− Log(gij) es un 2−cociclo de Čech de valor
Z(1) el cual representa c1(L).

Es a menudo importante considerar métricas en haces de líneas.

Definición 6.1.5. Sea L → M un haz de líneas. Una métrica hermitiana en
L es una función suave h : L → R+ ∪ {0} tal que h(λ · x) = |λ|2 · h(x) para
x ∈ L y λ ∈ C, y h(x) > 0 si x ∈ L+. Un haz de líneas hermitiano es un
haz de líneas equipado con métrica hermitiana. Un isomorfismo de haces de
líneas hermitianos es un isomorfismo de haces de líneas el cual es compatible
con las métricas.

Observemos que si h es una métrica hermitiana en L, entonces para dos
secciones s1 y s2 de L sobre el mismo conjunto abierto, se puede definir una
función de valor complejo (s1, s2) por (s1, s2) = s1

s
· ( s2

s
) ·h(s) para cualquier

sección no-nula s. La parja ( , ) es hermitiana. Se tiene (s, s) = h(s).
A un haz de líneas hermitiano L → M con métrica hermitiana h, se le

asocia un haz de círculos L1 → M , donde L1 = {x ∈ L : h(x) = 1}. Este es
en efecto un haz principal con el grupo de circulo T como grupo de estructura.
Inversamente, sea P → M un T−haz principal; construimos el haz de líneas
L := P×

T
C→ M , donde T actúa en C por multiplicación escalar. La métrica

hermitiana h es entonces definida por h(x, λ) = |λ|2, para x ∈ P y λ ∈ C.
Ahora tenemos el siguiente análogo de la Proposición 6.1.2.

Proposición 6.1.6. Los funtores (L, h) 7→ L1 y P 7→ P×
T
C son funtores

casi-inversos entre la categoría de haces de líneas hermitianos sobre M , y la
categoría de T−haces sobre M .

Usando particiones de la unidad, es fácil probar

Proposición 6.1.7. Cada haz de líneas sobre una variedad paracompacta
satisface la suposición del Teorema 5.1.16 admite una métrica hermitiana.

El análogo del Teorema 6.1.3 y el Corolario 6.1.4 para haz de líneas her-
mitiano es
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Teorema 6.1.8. El grupo de clases de isomorfismos entre haces de líneas her-
mitiano sobre M es isomorfo al grupo de cohomología de Čech Ȟ1(M,TM),
por lo tanto también a Ȟ2(M,Z(1)).

La demostración es la misma del Teorema 6.1.3 pero las funciones de
transición tienen codominio en T en vez de C∗.

Este da otra demostración de la existencia de una métrica hermitiana en
cualquier haz de líneas. Ahora volvemos al haz de líneas holomorfo sobre
variedades complejas.

Sea M una variedad compleja.

Definición 6.1.9. Un haz de líneas holomorfo L 7→ M es un haz vectorial
holomorfo de rango 1. Para cualquier x ∈ M , la fibra Lx := p−1(x) es un
espacio vectorial de dimensión uno sobre C.

Si L1 y L2 son haces de líneas holomorfos sobre M , un isomorfismo de ha-
ces de líneas holomorfos es un difeomorfismo complejo-analítico φ : L1

∼−→
L2 el cual satisface las siguientes dos condiciones:

(a) φ es compatible con la proyección a M , esto es , p1 = p2 ◦ φ;

(b) para cualquier x ∈ M , el difeomorfismo inducido (L1)x
∼−→ (L2)x es

C−lineal.

Para un haz de líneas holomorfo L → M , el complemento L+ de la se-
cción cero da un C∗−haz principal holomorfo localmente trivial L+ → M . El
holomorfismo análogo de la Proposición 6.1.2 se tiene, i.e., la categoría de ha-
ces de líneas holomorfos sobre M es equivalente a la categoría de C∗−haces
principales holomorfos. El análogo del Teorema 6.1.3 es expresado en térmi-
nos del cociclo de transición gij asociado a una cubierta abierta (Ui) y a una
sección holomorfa si de L+ sobre Ui; entonces gij = si

sj
es una función ho-

lomorfa invertible sobre Uij , i.e., una sección de la gavilla O∗
M de gérmes de

funciones holomorfas invertibles.

Teorema 6.1.10. (1) La clase de cohomología en Ȟ1(M,O∗
M) del cociclo

de Čech gij es independiente de la cubierta abierta y de la elección de las
secciones si.

(2) El grupo de Picard PicO(M) de clases isomorfas de haces de líneas
holomorfas sobre M , es isomorfo al grupo de cohomología de gavillas, esto
es,

PicO(M) ∼= Ȟ1(M,O∗
M).
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Analizamos el grupo de Picard, se usa la sucesión exponencial exacta:

0 → Z(1) → OM
exp−→ O∗

M → 0. (6.1)

Esta da la sucesión exacta de grupos

· · · → Ȟ1(M,Z(1)) → Ȟ1(M,OM) → Ȟ1(M,O∗
M)

→ Ȟ2(M,Z(1)) → Ȟ2(M,OM) → · · ·

El grupo de Picard PicO(M) = Ȟ1(M,O∗
M) aparece como una extensión

del grupo discreto

Ker(Ȟ2(M,Z(1)) → Ȟ2(M,OM)),

por el grupo de Lie conexo

Ȟ1(M,OM)/ Im(Ȟ1(M,Z(1))).

Notamos que el haz de líneas tautológico sobre el espacio proyectivo P
de un espacio vectorial E es un haz de líneas holomorfo. Las funciones de
transición gij = zi

zj
son por lo tanto también holomorfas. El grupo de Picard

PicO(P) es igual a Ȟ2(P,Z(1)) = Z, porque Ȟj(P,OP) = 0 para j = 1 o 2.
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