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Introduccion

La teoria de gavillas desempena un profundo papel en andlisis complejo,
topologia, geometria algebraica y otras ramas de las matemadticas.

Las gavillas fueron inventadas por Jean Leray como una herramienta para
inferir propiedades globales a partir de algunas propiedades locales.

Uno puede trazar la evolucion de esta drea, comenzando con los trabajos
de Henri Cartan en anélisis complejo en 1940 (siguiendo trabajos de Kiyoshi
Oka y de él mismo). Cartan con la ayuda de Jean-Pierre Serre, hizo decisivas
contribuciones al desarrollo de la teoria de funciones holomorfas en varias
variables complejas, usando la teoria de gavillas. Esta teoria fue también apli-
cada a la teoria de variedades complejas por Kunihiko Kodaira y Donald C.
Spencer. Desde entonces, esta teoria ha sido un crucial aparato para el estudio
de la geometria algebraica compleja. Fue Serre quien introdujo las gavillas
en geometria algebraica. El trabajo de Serre fue generalizado por Alexander
Grothendieck para establecer la teoria de esquemas, quien asi mismo enrique-
ci6 la geometria algebraica, con el uso completo del adlgebra homoldgica.

La teoria de gavillas es una importante herramienta para relacionar as-
pectos analiticos, topoldgicos y geométricos de una variedad algebraica. Un
buen ejemplo es la sucesion exacta exponencial de gavillas, cuyos términos
individuales Z(1), Cy y C% reflejan la estructura topoldgica, analitica y geo-
métrica de la variedad.

Describimos brevemente el contenido de este trabajo.

e En el Capitulo 1 se presentan algunos conceptos elementales de la teoria
de gavillas que serdn utilizados posteriormente. Estos son: pregavilla, gavi-
lla, subgavilla, tallo, morfismo de gavillas, etc.. A menos que se indique lo
contrario, todas las pregavillas (gavillas) estardn en la categoria de pregavillas
(gavillas) de grupos abelianos sobre un espacio topologico X . Se observa que

VII



VIII 0. Introduccion

el kernel de un morfismo de gavillas es una gavilla. Sin embargo la imagen
de un morfismo de gavillas es una pregavilla, pero no necesariamente es una
gavilla. Para definir las gavillas de cohomologias es necesario que el kernel
y la imagen de un morfismo de gavillas sean gavillas, para esto, se constru-
ye la gavilla asociada a una pregavilla, la cual verifica ciertas propiedades
importantes. Definimos el funtor de secciones globales, el cual se demuestra
que es un funtor exacto por la izquierda. También se introduce el concepto
de gavilla inyectiva, se demuestra que para cualquier gavilla de grupos abe-
lianos A sobre un espacio topolégico X existe una gavilla inyectiva Z y un
monomorfismo A — Z.

e En el Capitulo 2 se estudia un complejo de gavillas IC*® a partir del cual se
calculan las gavillas de cohomologias. Damos algunas definiciones y demos-
tramos que dada una sucesion exacta corta de complejos de gavillas se obtiene
una sucesion exacta larga de gavillas de cohomologias. Con la ayuda de una
resolucion inyectiva de una gavilla y el funtor de secciones globales defini-
mos los grupos de cohomologia de gavillas, los cuales son independientes de
la resolucidn inyectiva. Se introducen algunos resultados para demostrar que:
Dada una sucesion exacta corta de gavillas de grupos abelianos se obtiene
una sucesion exacta larga de grupos de cohomologia de gavillas.

e En el Capitulo 3 se desarrollan algunas herramientas para calcular los
grupos de cohomologia de gavillas. Se introducen las nociones de subcomple-
jo L* y filtracién F'(K*) de un complejo K® en una categoria abeliana A. Se
define un complejo doble K** y su complejo total T'ot(K**). Se dan algunos
resultados importantes sobre la teoria de sucesiones espectrales. Se definie
el n-ésimo grupo de hipercohomologia H" (X, K*) de un complejo de gavi-
llas acotado inferiormente. Se demuestra que dados dos complejos de gavillas
acotados inferiormente £°* y K°®. Si ¢ : K* — L* es un casi-isomorfismo en-
tonces se induce un isomorfismo H"(X,K*) — H™(X, L*) paracadan € Z.
En particular H" (X, .A) se identifica con H"(X, K*), donde K* es una reso-
lucion de A.

e En el Capitulo 4 se define la cohomologia de Cech H? (U, A) de grado
p de la cubierta abierta {/ de X con coeficientes en la pregavilla (gavilla) de
grupos abelianos A sobre un espacio X. Se introduce la hipercohomologia
de Cech H? (U, K*) para un complejo de gavillas acotado inferiormente AC°.
Se demuestra que para gavillas localmente aciclicas, la cohomologia de Cech
HP(U, A) es isomorfa a la cohomologia de gavillas H?(X, A), usando la teo-
ria de sucesiones espectrales. Debido a que dada una sucesion exacta corta de



IX

gavillas no necesariamente se induce una sucesion exacta larga de grupos de
cohomologia de Cech y la definicién depende de la cubierta I/, se introducen
algunos resultados para solucionar estos problemas. Se considera el conjunto
de cubiertas abiertas N = {U = (U,),ex | v € U, paracada x € X} de X,
definimos un orden en N como sigue:

N>V >Usiysolosi V, C U, paracada x € X.

Es facil verificar que N con este orden es un conjunto dirigido. Se definen los
grupos de cohomologia de Cech H?(X, A) = lim H?(U, A). Se demues-
UEN

tran dos resultados importantes, el primero es que una sucesion exacta corta
de pregavillas induce una sucesion exacta larga de grupos de cohomologia de
Cech y el segundo es que para un espacio paracompacto X la hipercohomo-
logia de Cech es isomorfa a la hipercohomologia de gavillas.

¢ En el Capitulo 5 se recuerda la nocion de variedad suave modelada sobre
un espacio vectorial topolégico (posiblemente de dimension infinita). Para M
una variedad suave modelada en un espacio vectorial topoldgico, se define
el complejo de De Rham A3, de gavillas. Los grupos de cohomologia de
De Rham H?, (M) son los grupos de cohomologia del complejo de formas
A% (M) = A*(M) sobre M. Se introducen los conceptos de gavilla suave,
gavilla fina y algunas implicaciones de estas definiciones. Se define el espacio
ILH (el cual es el limite inverso de espacios de Hilbert separables H,,). Se
demuestra que para M una variedad paracompacta, modelada en un espacio
ILH, la cohomologia de Cech H?(M,R) es isomorfa a la cohomologia de
De Rham H?Y,,(M). El resultado importante de este Capitulo es el siguiente:

(Weil [AW1]) Sea M una variedad suave en la cual las gavillas A%, son
suaves (por ejemplo, sea M una variedad paracompacta suave modelada en
un espacio I LH que satisface (5.4)). Sea U una cubierta abierta de M, y
sea (fi)icr una particion de la unidad subordinada a U. Entonces para c un
cociclo de Cech de grado p con coeficientes en la gavilla constante Ry, sea
w la p—forma cerrada en M, tal que

p(p+1)
@ v, = (=172 D ciyapadfsy Ao Ndf, (1)

1 yensip

Entonces la clase de cohomologia de Cech [c] € H?(M,Ry;) y la clase de
cohomologia de De Rham [w] € HY, (M) se corresponden mutuamente bajo
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el isomorfismo:
HP(M,Ry) — V%R(M).

e En el Capitulo 6 se describen los haces de lineas sobre una variedad,
salvo isomorfismos, en el caso suave y holomorfo. El propdsito principal es
la clasificacion de las clases de isomorfismos de haces de lineas.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Gavillas

Comenzaremos definiendo una pregavilla F de conjuntos sobre un espa-
cio topoldgico X, y daremos algunos ejemplos basicos, para posteriormente
introducir la definicién de una gavilla. En este trabajo consideramos pregavi-
llas (gavillas) de grupos abelianos sobre un espacio topolégico X.

Nota. Usaremos la palabra “espacio” como sinénimo de “espacio topoldgi-

29

Cco .

Definicion 1.1.1. Una pregavilla F de conjuntos sobre un espacio X es un
par (F,p), donde F es una aplicacion que a cada subconjunto abierto U
de X le asigna un conjunto F(U) y p es una aplicacion que a cada par de
subconjuntos abiertos V C U de X le asigna una aplicacion p{; v FU) —
F(V) (que llamaremos aplicacion restriccion) de modo que se cumplan las
siguientes condiciones:

(1) F(0) es un conjunto con un elemento, que denotamos {x},
(2) pfu es la aplicacion identidad en F(U),
(3) (Transitividad). Si W C V' C U son subconjuntos abiertos de X, en-

tonces

Py = Py © Pru. (1.1)
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Dicho de otro modo: Sea 7y la categoria que tiene por objetos los subcon-
juntos abiertos de X y por morfismos las inclusiones naturales entre objetos
(cuando existan). Sea Cc,p,; la categoria cuyos objetos son los conjuntos y cu-
yos morfismos son las funciones de conjuntos. Una pregavilla F de conjuntos
sobre X es un funtor contravariante de 7y a Cc,p;, tal que manda al conjunto
0 en {x}.

Cuando todos los F(U) son grupos (anillos, C-dlgebras, etc.) y los py.¢
son homomorfismos de grupos (resp. anillos, C-dlgebras, etc.), decimos que
JF es una pregavilla de grupos (resp. anillos, C-dlgebras, etc.).

Nota. En una pregavilla de grupos denotamos al conjunto {x} por {0}.

Ejemplo 1. Estos son algunos ejemplos de pregavillas sobre el espacio X.

°)

©0)

© 0 0)

Consideremos un espacio Y. Para cada subconjunto abierto U de X,
F(U) es el conjunto de aplicaciones continuas de U a Y. Para V' C U,
la aplicaci6n restriccién pf,;; : F(U) — F(V) es la restriccién de
las aplicaciones continuas de U a Y al subconjunto abierto V', esto es,
p{;U(f) = f|v para f : U — Y. Podemos ver que F es una pregavilla
de conjuntos sobre el espacio X.

Sea S un grupo abeliano. Para cada subconjunto abierto U de X, se
define S como sigue:

S st U#0,
S(U)_{O si U=0.

Sean U y V subconjuntos abiertos de X con V' C U, la aplicacién
restriccion P‘\S/,U es la identidad en S, salvo si V' = (). Asi, S es una
pregavilla llamada la pregavilla constante.

Tomemos X = C. Para cada subconjunto abierto U de X
AU) ={f:U — C| f es analitica}.

Para subconjuntos abiertos V' C U de X, la aplicacion restriccion pé Ut
A(U) — A(V) es larestriccién de funciones al subconjunto abierto V.
Entonces, A es una pregavilla de conjuntos sobre el espacio X.

Sea X un espacio singular. Una pregavilla F de conjuntos sobre X es
simplemente el conjunto F(X). Similarmente una pregavilla de grupos sobre
X es un solo grupo.
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Sea F una pregavilla sobre un espacio X, sean U y V' subconjuntos abier-
tos de X. El primer propdsito de esta Seccion es poder pegar los elementos
de F(U)y F(V), y obtener un dnico elemento de F(U U V). Las pregavillas
que cumplen esta condicion son llamadas gavillas, la definicién formal es la
siguiente.

Definicion 1.1.2. Sea F una pregavilla sobre un espacio X. Se dice que F es
una gavilla si para cada subconjunto abierto V de X y para cada cubierta
abiertald = (U;);cr de V' se cumplen las dos condiciones siguientes:

(1) sisys € F(V) cumplen que pf; \(s) = pi; (') para cada i € I,
entonces s = §',

(2) para cada familia (s;)c1, donde s; € F(U;) tal que
PamUj,Ui(si) = P{J:mUj,Uj(Sj) paracada i,j € I,
existe un s € F (V) tal que p;. \/(s) = s; para todo i € I.

El elemento s cuya existencia se afirma en la condicién (2) es tnico por la
condicién (1). Ademads, si F es una pregavilla de grupos abelianos, podemos
simplificar (1) poniendo s’ = 0. La condicién (2) dice que el elemento s de F
sobre V' es obtenido por pegar los elementos s; de F sobre U;. La condicién
Plu, 0, (8i) = Plow; 0, (85) es llamada la condicién de pegado. Para una
gavilla F usaremos la notacion I'(U, F) = F(U), por lo que a los elementos
de F(U) se les llama secciones de F sobre U.

Dada una pregavilla F sobre X y un subconjunto abierto U de X, se
obtiene una pregavilla F|;; sobre U, donde F|y (V) = F(U NV) para cada
subconjunto abierto V' de X. Llamamos a F|y la pregavilla restriccion al
subconjunto abierto U. Si F es una gavilla, entonces F |y es una gavilla. Por
conveniencia usamos la notacion U;; = U; N U;, Uy, = U; NU; N UL, y ast
sucesivamente.

Ejemplo 2. Consideremos la pregavilla F de conjuntos sobre el espacio X
del Ejemplo 1. Vamos a demostrar que la pregavilla F es una gavilla. Para
ver la condicién (2), sean V' subconjunto abierto de X y (U;);c; cubierta
abierta de V. Consideremos la coleccién (f;);cr, donde cada f; € F(U;) es
una aplicacién continua de U; a Y. La condicién pf, 1, (fi) = pf, v,(f5)
implica que f; y f; tienen la misma restricciéon a U;; para cada 4,5 € 1.
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Entonces existe una tnica aplicacién f : V — Y tal que pf, \/(f) = fi para
cualquier 7 € I. Como cada f; es continua 'y V' = |J,; Ui, se sigue que
f es continua. La condicién (1) se verifica inmediatamente. Por lo tanto la
pregavilla F sobre el espacio X es una gavilla.

Ejemplo 3. Sean X y F dos espacios. Sea 7 : ¥ — X una aplicacién supra-
yectiva continua. Para cada U subconjunto abierto de X, se define

G(U)={s:U — E| sesunaaplicacion continuay wo s = Idy}.
G es una pregavilla, la cual es también una gavilla.

Por otra parte si consideramos la pregavilla constante S definida en el
Ejemplo 1 resulta que no es una gavilla si S # 0y X es disconexo. Este es
un ejemplo de una pregavilla que no es una gavilla.

Si Y es un grupo, entonces la gavilla F del Ejemplo 2 es una gavilla de
grupos. Algunas de las gavillas mds importantes son de este tipo; los casos
Y = C, Z,C* son especialmente significantes. Si X es una variedad suave, se
tiene la gavilla C . de funciones suaves de valores complejos (en subconjuntos
abiertos de X). Si X es una variedad compleja, se tiene la gavilla Oy de
funciones holomorfas.

Dadas dos pregavillas F y G de conjuntos (o grupos) sobre un espacio
X, tenemos una nocién natural de morfismo de pregavillas ¢ : F — G. Tal
morfismo es una aplicacién que a cada subconjunto abierto U de X, le asigna
una aplicacion de conjuntos (o homomorfismo de grupos) ¢y : F(U) —
G(U) tal que si V' C U, el siguiente diagrama es conmutativo

Sean F —L» Gy G - H dos morfismos de pregavillas de conjuntos
(o grupos), su composicion se define como: (g o f)y = gy o fy para cada
subconjunto abierto U de X. Ademds, esta composicion de morfismos de
pregavillas de conjuntos (o grupos) es asociativa. El resultado es que tenemos
definida la categoria de pregavillas de conjuntos. De manera similar se define
la categoria de pregavillas de grupos, anillos, etc.. Se define un morfismo de
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gavillas exactamente de la misma forma que un morfismo de pregavillas. La
categoria resultante de gavillas es una subcategoria plena de la categoria de
pregavillas.

Nota. Si F y G son gavillas de grupos sobre un espacio X, denotamos sim-
plemente por Homx (F, G) el conjunto de morfismos de gavillas de grupos
de F a g. Si G es una gavilla de grupos abelianos, Hom x (F, G) es un grupo
abeliano. Denotemos por AB(X) la categoria de gavillas de grupos abelianos
sobre un espacio X.

Ejemplo 4. Sea F una gavilla sobre un espacio X . Consideremos un subcon-
junto abierto U de X y la gavilla restriccion F|;. Para cualquier subconjunto
abierto V' de X, hacemos G(V') = F|y (V). Si definimos ¢ : F — G por la
aplicacion restriccion ¢y @ F (V) — G(V'), entonces la compatibilidad de las
aplicaciones restricciéon muestra que ¢ es un morfismo de gavillas, como se
ve en el siguiente diagrama conmutativo

FV)-2~G(V)
FW) -2 (W)

donde W es un subconjunto abierto de V.

Sea G una pregavilla sobre X, se dice que F es una subpregavilla de G, si
para cada subconjunto abierto U de X, F(U) es un subconjunto de G(U) y las
aplicaciones restriccion de F son inducidas por aquéllas de G. Si, ademads, G
es una gavilla, entonces F cumple la condicién (1) de la Definicion 1.1.2. Por
otra parte, casi se cumple la condicién (2) para F,si s; € F(U;)) yU = U,
entonces hay un elemento s € G(U) tal que ng"hU(s) = s,. Si siempre se tiene
que s € F(U), entonces F es una gavilla, y decimos que F es una subgavilla
de G.

Observacion. No cada subpregavilla de una gavilla es una subgavilla. Se
muestra esto més adelante.

Si X es una variedad suave, es claro que la gavilla C de funciones sua-
ves de valores complejos es una subgavilla de la gavilla Cx de funciones
continuas de valores complejos.
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1.2. Gavilla asociada

En esta Seccién daremos algunas definiciones y resultados bdsicos, los
cuales nos servirdn para introducir el concepto de gavilla asociada. Para fi-
nalizar la Seccidén introduciremos la sucesion exacta de gavillas, y algunos
resultados importantes. Definiremos el funtor de secciones globales, el cual
se demuestra que es un funtor exacto por la izquierda, que utilizaremos para
calcular grupos de cohomologia de gavillas en el proximo Capitulo.

Como las gavillas nos permiten inferir propiedades globales a partir de al-
gunas propiedades locales es importante tener un procedimiento que convierta
una pregavilla en una gavilla. Antes de esto introduciremos la nocién de fallo
F. de una pregavilla F sobre X en un punto x. Tal definicién nos permite
relacionar en una gavilla las propiedades globales y locales de los espacios en
los que estan definidas. Intuitivamente, un elemento de F, es un elemento de
JF definido sobre una vecindad de z. Dos tales elementos estdn identificados
si ellos coinciden en una vecindad (posiblemente pequefia).

Definicion 1.2.1. Sea F una pregavilla de conjuntos sobre un espacio X, y

seax € X. El tallo F, de F en x es el cociente del conjunto ||  F(U)
Uabierto, USx

por la siguiente relacion de equivalencia:
F(U) 3 s~ s €F(V)siysdlo si existe un subconjunto abierto W C UNV
que contiene a x tal que pjy;(s) = plyy ().

Los elementos de F, son llamados gérmenes de elementos de F en x.
Esto es familiar en andlisis complejo: para una variedad compleja X, la C-
dlgebra Ox , de funciones holomorfas de gérmenes en x es un anillo. Para
x € Uys e F(U),denotamos s, € F, el elemento correspondiente al tallo
en x. Este es llamado el germen de s en x.

Podemos ver que la pregavilla A del Ejemplo 1 es una gavilla. Los ele-
mentos de A, constan de funciones analiticas en una vecindad de x.

Se puede definir F, usando la nocién de limite directo. Sea J = {V;(z)}
el conjunto de vecindades abiertas de x. El conjunto J = {V;(x)} tiene un
orden dado por; V;(x) < V;(z) si Vj(x) C V;(z). Este conjunto ordenado
es dirigido, es decir, para cualquiera V;(z), V;(z) en el conjunto existe un
elemento Vi () tal que V;(z) < Vi(x)y V;(z) < Vi(x). Dado V;(x) < Vj(x),
tenemos la aplicacion restriccion py; ) vi(2) : F(Vi(z)) — F(Vj(x)) con la
condicion (3) de la Definicién 1.1.1. Entonces el tallo F, es el limite directo
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Fo= lim F(Vi(z)). (1.2)

Vi(z)ed

En efecto la construccion en la Definicion 1.2.1 es igual a la descripcién
estdndar de este limite directo. El tallo de una pregavilla de grupos (grupos
abelianos) es un grupo (grupo abeliano).

El siguiente teorema nos da un ejemplo elemental de como un hecho glo-
bal se puede probar localmente.

Teorema 1.2.2. Sea F una gavilla sobre un espacio X, sea U un subconjunto
abierto de X y sean f,g € F(U) tales que f, = g, para todo x € U.
Entonces f = g.

Demostracion. Por hipétesis se tiene que para cada punto x € U existe una

vecindad V, de = en U, donde p{, ,;(f) = pi, y(g). Como U = |J Vi,
zeU
entonces f = g por la condicién (1) de la Definicién 1.1.2. N

Observacion. Este teorema, muestra que el concepto de gavillas es en cierto
modo local.

Un morfismo ¢ : F — G de pregavillas de conjuntos (resp. grupos)
sobre X induce para cada x € X un morfismo de conjuntos (resp. un ho-
momorfismo de grupos), ¢, : F, — G, sobre el tallo en x, el cual es-
ta dado por ¢,(s;) = ¢(s),. Para x € U, hay una aplicacion restriccion
ply  FU) = F.

Sea ¢ : F — G un morfismo de gavillas de grupos abelianos sobre un
espacio X. Vamos a definir las pregavillas siguientes:

ker(¢) : U — ker(¢y),
coker(¢) : U — coker(¢y),
im(¢) : U — im(ov),
coim(¢) : U — coim(¢y).

Nota. Como para cada par de subconjuntos abiertos V' C U de X, se tiene
que p7;(ker(¢p)) C ker(¢y). Se define la aplicacion restriccion pyff, como

la restriccion de pi,; a ker(¢y ), esto es, p}‘frU(¢) = P} lker(¢)- De una forma

similar, las aplicaciones restriccion de las otras pregavillas se definen a partir
de restringir las aplicaciones restriccién de F o G a los grupos (coker(¢y),
im(¢y), o coim(¢y) para cada U C X) respectivamente.
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Vamos a verificar que la pregavilla ker(¢) de grupos abelianos es una

gavilla. Tomemos V' subconjunto abierto de X, (U;);c; cubierta abierta de

V. Sea s € ker(¢y) tal que pll}erg}z’)(s) = 0 para cada i € I, puesto que

ker(¢y) € F(V) y F es una gavilla, se tiene que s = 0 para cada i € I,
por lo tanto la pregavilla ker(¢) cumple la condicién (1) de la Definicién
1.1.2. Sea {s;};cs una familia de secciones de ker(¢) sobre U;. Supéngase
que ,ol,}ej(?})(sl) = pl,}ej(gi (s;) paracadai,j € I. Como F es una gavilla existe

s € F(V) tal que pf, \/(s) = s; paratodo i € I. Seat = ¢y (s), entonces

Pl v () = pl v ov(s) = du.pl, v (5) = dui(si) = 0 paracada i € I.

Como G es una gavilla, tenemos que ¢ = 0. Entonces s € ker(¢y ). Por lo
tanto la pregavilla ker(¢) es una gavilla, la denotaremos por Ker(¢).

La pregavilla im(¢) no es siempre una gavilla. Un contraejemplo es cuan-
do consideramos X = CP', F = Oy, G = O% (la gavilla de funciones
holomorfas no cero) y ¢ la aplicacion exponencial: ¢y (f) = exp(f). Aqui,
las tinicas funciones holomorfas sobre C P! son constantes, asi que im(¢) es
la pregavilla cero. Sin embargo C P' puede ser cubierto por dos cartas afines
Uy V,con coordenadas zen U y wen V,donde z = 1/wen U NV se pega
a una funcién meromorfa sobre X . Por lo tanto el pegado de z y 1/w no estd
eng.

Observacion. Este es un ejemplo de una subpregavilla de una gavilla que no
es una gavilla.

Uno de los objetivos en esta Seccién es asignarle a una pregavilla una
gavilla. Para definir las gavillas de cohomologias es necesario que el kernel
y la imagen de un morfismo de gavillas sea una gavillas. Pero la imagen de
un morfismo de gavillas no necesariamente es una gavilla, esta es una de las
razones por las que se construye la gavilla asociada a una pregavilla.

Sea F una pregavilla sobre un espacio X. Una aplicacién

7:U—>H]—"x

zeU

se dice que es una seccidn continua si:

1). Paracada x € U, vy(z) € F, (para algin s € F(U), donde U es una
vecindad de x se tiene que y(x) = s,).

2). Para cada = € U existe una vecindad V' de x en U y una seccién s en
F(V), tal que p/(s) = s, = y(y) paracaday € V.
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Proposicion y Definicion 1.2.3. Para cualquier subconjunto abierto U de X,

sea F(U)={y:U — || Fu| 7 esunaseccion continua}. ParaV C U,
xcU

sea p{?U . F(U) — F(V) la aplicacion restriccion p{iU(v) = v|y. Entonces
la pregavilla F es una gavilla, llamada la gavilla asociada a F. Si F es

una pregavilla de grupos, entonces la gavilla asociada F es una gavilla de
grupos.

Demostracion. Tomemos V' subconjunto abierto de X y (U;);cs cubierta abier-
ta de V. Sea {7;}ic; una familia de secciones continuas, donde cada v; €
F(U;). Se construye una aplicacion

7:V—>fo,

eV

como sigue.
Si z € V entonces x € Uj; para algtn i € I, se define v(x) = v;(z). Si
ademds, x € U;, donde j # i se tiene que

v, Y PU o () =1

iJ5

95 U; (i) =%

ijs Uij -

Por la propiedad 2) de una seccién continua existe W subconjunto abierto de
X,conz € W C Uyys € F(W)tal que pyy(s) = s, = %(y) = 75(y)
para cada y € W. Por lo tanto +y esta bien definida. Falta probar que  tiene la
propiedad 2). Parax € V (z € U; para algin i € ) existe una vecindad W de
zenU; porlotantoen Vy s € F(W) tal que pjw(s) =3, =%(y) = (y)
para cada y € V. Entonces v es una seccién continua. Por construccion
Y, v(7) = 7 para cada i € I. Supongamos que existe 7' tal que pf, ;(7') =
v; paracadai € I. Seax € V tal que v'(x) # v(z).m Como z € V, z € U,
para algun ¢ € I, se tiene que

i) =+ (=) y y(x) =),
entonces 7'(x) = 7y(z) contradiccién. Por lo tanto v es Unica. O
Observacion. Para cualquier pregavilla 7, hay un morfismo canénico de pre-

gavillas ¢ : F — F de F ala gavilla asociada; para U un subconjunto abierto
y s € F(U), ¢(s) es la aplicacion continua ¢(s)(z) = y(z) = s, = pl y(s).
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Proposicion 1.2.4. (1) Para cualquier pregavilla F en X, el morfismo ¢ :
F — F induce un isomorfismo de tallos ¢, : Fp — fx

(2) Si F es una gavilla en X, el morfismo de pregavillas ¢ : F — Fes
un isomorfismo.

(3) Para cualquier pregavilla F de grupos y cualquier gavilla G de gru-
pos en X, hay una biyeccion canénica Homx (F,G) — Hom(F,G). Un
resultado similar se tiene para pregavillas y gavillas de conjuntos.

Demostracion. La aplicacién ¢, : F, — .7:} es un morfismo, basta mostrar
que ¢, es biyectivo. Tomemos una vecindad U de z y s € F(U) tal que
¢2(82) = ¢(s), = 0, como F es una gavilla existe una vecindad V C U de =
con pi,;;(¢(s)) = 0. Entonces ¢(s)|y = 0, en particular ¢(s)(x) = s, = 0.
Por lo tanto ¢, es inyectivo. Ahora, sea v € F,, entonces v = v, para alguna
vecindad abierta U de x y algin v € F (U), por la definicién de F existe una
vecindad W de z en U y un s € F(W) con y(x) = s, paratodo x € W.
En otras palabras ¢y (s) = 7. Asi, ¢.(s,) = 7. = v. Por lo tanto ¢, es
suprayectivo. Esto demuestra (1).

Sean F una gavilla sobre X, U subconjunto abierto en X y la aplica-
cién canénica ¢y : F(U) — F(U). Demostremos que ¢y es una biyeccion.
Primero consideremos s, s’ en F(U) las cuales tienen la misma imagen en
F(U). Esto significa que ¢(s)(z) = s, = s, = ¢(s')(z) (como elementos
del tallo F,) para cada x € U, por el Teorema 1.2.2 se tiene que s = 5.
Ahora sea ~ una seccién continua de F sobre U. Para cada x € U existe
una vecindad abierta V,, de x en U y un elemento s'(V,) de F(V,) tal que
phy. (s(V2)) = s, = ~(x) para cada = € V,. Para z,y € U, la restriccion de
s(V;) y de s(V,) a V,, NV, son iguales, por la primera parte de la demostra-
cién de (2), ya que tienen la misma imagen en F, para cualquier z € V, N'V,.
Como F es una gavilla existe s € F(U) tal que pf, ;;(s) = s(V;) para cual-
quier z € U. Esto en particular implica que p7 ,(s) = p7. (s(V;)) = s, para
cualquier z. Esto prueba (2).

Sea F una pregavilla de grupos, y sea ¢ : F — F el morfismo canéni-
co de pregavillas de grupos. Entonces, para una gavilla G de grupos, hay una
aplicacién o : Homy (F, G)— Hom(F,G) definida por a(g) = g o ¢, donde
¢ = ¢r. Mostremos que « es inyectiva. Sean f, f’ : F — G dos morfismos de
gavillas tales que a(f) = fo¢ = f'o¢ = a(f’). Para U un subconjunto abier-
tode X y~ € F(U), tenemos que mostrar que f(v) = f'(7). Debido a que G
es una gavilla, es suficiente mostrar que f(v)(z) = f'(v)(z) paracadax € U



1.2. Gavilla asociada 11

como elementos del tallo G, (sera suficiente debido a (2)). Existe alguna ve-
cindad abierta V' de x y una seccién s’ de F sobre V' tal que ¢(s)(x) = y(z)
en 7. Por lo tanto f(1(x)) = f 0 6(s')(x) = [0 ¢(s')(x) = f'(7(x)) enel
tallo G,. De aqui f(v) y f'(7) tienen la misma imagen en cada tallo; ya que
G es una gavilla, ellas deben coincidir.

Falta demostrar que « es suprayectiva. Se puede ver que cada morfismo
de pregavillas de grupos f : F — G se factoriza a través de un morfismo
F — G, ya que f induce un morfismo de gavillas asociadas F -G que
podemos componer con la inversa del isomorfismo G = Q . Esto da el mor-
fismo requerido de gavillas de grupos. [

Sea S la pregavilla constante definida en el Ejemplo 1, su gavilla asocia-
da se denota por Sx (en vez de S ). Tal gavilla Sx es llamada una gavilla
constante. Cada tallo Sx , de Sx es identificado con S. Para un subconjunto
abierto U de X, una seccién v € Sx(U) es continua si y solo si ésta es local-
mente constante. Por lo tanto Sx (U) es el conjunto de secciones localmente
constante U — §S.

Usamos la nocién de la gavilla asociada para definir la imagen de un mor-
fismo de gavillas ¢ : F — G. Consideremos la pregavilla im(¢), su gavilla
asociada es denotada por Im(¢). Una seccién s de G sobre U pertenece a
Im(¢) si y sélo si para cada x € U, el elemento s, de G, pertenece a la
imagen de ¢,.

En este trabajo estamos interesados en las gavillas de grupos abelianos.
Para ¢ : F — G un morfismo de gavillas de grupos abelianos, la gavilla
Ker(¢) es una subgavilla de F y la gavilla Im(¢) es una subgavilla de G. Una

sucesion A —L» B —% C de gavillas de grupos es exacta si y s6lo si las dos
subgavillas Im(f) y Ker(g) de B coinciden.

Proposicion 1.2.5. Dos subgavillas F y F' de una gavilla G coinciden si y
solo si para cada x € X, los tallos F, y F, coinciden como conjuntos de G,.

El siguiente resultado da una caracterizacion puramente local de una su-
cesion exacta de gavillas.

Proposicion 1.2.6. Una sucesion A B2 Cde morfismos de gavillas
de grupos es exacta si 'y solo si para cada x € X, la sucesion de grupos

fa: gx
A, — B, = C, es exacta.

Demostracion. La demostracion se sigue de la Proposicion 1.2.5. O
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Damos uno de los ejemplos mds importantes de una sucesion exacta de
gavillas, el cual es la sucesion exacta exponencial. El kernel de la exponen-
cial exp : C — C* es el subgrupo 27v/—1 - Z de C. Siguiendo a Deligne,
denotemos este grupo por Z(1). Este es un grupo ciclico, el cual tiene un
generador después de una eleccion de una raiz cuadrada de —1.

Lema 1.2.7. Para una variedad suave X, tenemos una sucesion exacta de
gavillas
0—7Z(1) - Cyx ﬂ@}—m (1.3)

Demostracion. El inico punto no trivial es que el morfismo de gavillas exp :
Cx — CX es suprayectivo. Para cada v € X y cada f, € CY , existe una
vecindad abierta contraible U de x tal que f, es el germen en x de una funcién
suave f : U — C*. Existe una funcién suave g : U — C tal que exp(g) = f.
Entonces para g, € Cy ,, el germen en z de g, tenemos exp(g,) = fu. Asi,
exp da un morfismo suprayectivo en los tallos en x. Por Proposicién 1.2.6,
exp es suprayectivo. [

Ahora nos enfocamos en la categoria de gavillas de grupos abelianos
AB(X) sobre un espacio X. Recordemos que denotamos por Homx (F, G)
el grupo abeliano de morfismos en esta categoria.

Una categoria A es abeliana si

A 0. A tiene un objeto cero.

A 1. Para cada par de objetos hay un producto y
A 1%. una suma.

A 2. Cada morfismo tiene un nicleo y
A 2*. un conicleo.

A 3. Cada monomorfismo es un nicleo de un morfismo.
A 3*. Cada epimorfismo es un contcleo de un morfismo.

Proposicion 1.2.8. La categoria de gavillas de grupos abelianos AB(X)
sobre un espacio X es una categoria abeliana.
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Demostracion. Para ver A 0., sea A € AB(X) tal que A(U) = 0 para cada

subconjunto abierto U de X. Sean F, G € AB(X) definimos la suma directa

F &G de gavillas como la gavilla asociada a la pregavilla U — F(U) @G (U).

Se puede definir el limite directo lim F; de gavillas de grupos abelianos,
=

donde I es un conjunto dirigido. Esta es la gavilla asociada a la pregavilla

U + lim F;(U). Productos y limites inversos son facil de definir, asf se ob-
€1
tiene directamente una gavilla tomando el producto o limite inverso de cada

conjunto abierto. Por lo tanto se cumplen A 1.y A 1*..

Sea ¢ : F — G un morfismo en AB(X). Anteriormente, ya definimos
el nicleo y la imagen de ¢. También tenemos la nocién del contcleo de un
morfismo de gavillas Coker(¢) el cual es la gavilla asociada a la pregavilla
coker(¢). La coimagen de un morfismo de gavillas Coim(¢) es la gavilla
asociada a la pregavilla coim(¢). Por lo tanto se cumplen A 2. y A 2*. El
morfismo natural Coim(¢) — Im(¢) es un isomorfismo. Recordemos que
un morfismo ¢ : F — G es llamado un monomorfismo si Ker(¢) = 0, un
epimorfismo si Coker(¢) = 0. Por lo tanto se cumplen A 3.y A 3*.. N

Consideremos el funtor I'(X, —) : AB(X) — AB, tal que I'(X, F) =
F(X). (X, —) es llamado el funtor de secciones globales.

Lema 1.2.9. El funtor I'( X, —) es exacto por la izquierda, i.e., para cada su-
cesion exacta

0—-A—-B—-C—0
en AB(X), la sucesion correspondiente
0—-I(X,A) —-T'(X,B)—TI'(X,C)
es exacta.

El funtor I'(X, —) no es exacto en general. Por ejemplo, la aplicacion
exponencial exp : Cy(X) — C%(X) no es suprayectivo si H'(X,Z) # 0.
1.3. Gavilla inyectiva

En la presente seccion definimos el concepto de gavilla inyectiva de gru-
pos abelianos sobre X. Esta definicion sirve para definir resoluciones inyec-
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tivas de gavillas, las cuales son una herramienta importante para definir los
grupos de cohomologia de gavillas en el préximo capitulo.
Sea AB(X) la categoria de gavillas de grupos abelianos sobre X.

Definicion 1.3.1. Una gavilla F de grupos abelianos sobre X es llamada una
gavilla inyectiva si para cualquier diagrama en AB(X)

A——>B

lf

f
con Ker(i) = 0 existe un morfismo g : B — F en AB(X) tal que goi = f.

Si X es un espacio singular, recuperamos la nocién de grupo abeliano
inyectivo. Un grupo abeliano A es inyectivo si y s6lo si éste es divisible, i.e.,
para cada n € N el homomorfismo x +— n - x de A en A, es suprayectivo.

Lema 1.3.2. Sea 0 — A — B — C — 0 una sucesion exacta de gavillas
de grupos abelianos sobre un espacio X, donde A es una gavilla inyectiva.
Entonces la sucesion se escinde, es decir, existe un morfismo p : B — A en

AB(X) tal que poi =1dy .

Demostracion. Como A es una gavilla inyectiva y Ker(i) = 0 ya que la
sucesion de gavillas es exacta, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

0 A i/B C 0
Id -
1

A

Estoes, existep: B — Atalquepoi = 1Id4. ]

Lema 1.3.3. Para cualquier gavilla F de grupos abelianos sobre un espacio

X existe una gavilla inyectiva I de grupos abelianos y un monomorfismo
f:F—-1I

Demostracion. Recordemos que para cualquier grupo abeliano B existe una
inyecciéon B — J, donde J es un grupo abeliano inyectivo [KSB]. Para cada
x € X, témese una resolucion inyectiva F,, — 7, del grupo abeliano F,.
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Sea J, la llamada “gavilla rascacielos” la cual tiene todos los tallos iguales a
0, excepto el tallo en z, el cual es igual a 7,.. En otras palabras

~ J: si xeU,
jx(U):{o i g U.

Para cualquier gavilla .4 de grupos abelianos, se tiene
Homx (A, J,)— Hom(A,, J,).

Por lo que J, es una gavilla inyectiva y tenemos un morfismo natural F —
J». Por lo tanto tenemos un morfismo F — Hze y Jz- El producto de cual-
quier familia de gavillas inyectivas es claramente inyectivo. El morfismo 7 —
[I.cx J= es entonces un monomorfismo de  en una gavilla inyectiva. [
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Capitulo 2

Cohomologia de gavillas

En este Capitulo, se introducen algunos conceptos y resultados prelimi-
nares, los cuales son usados para definir las gavillas de cohomologias de un
complejo de gavillas y los grupos de cohomologia de gavillas. También se
demuestra que dada una sucesion exacta corta de gavillas, se obtiene una su-
cesion exacta larga de grupos de cohomologia de gavillas.

Nota. En este Capitulo, todas las gavillas serdn consideradas en la categoria
de gavillas de grupos abelianos AB(.X) sobre un espacio X.

2.1. Complejos de gavillas

Definicion 2.1.1. Un complejo de gavillas (K*,d) en AB(X) es una suce-
sion de morfismos de gavillas en AB(X) ( se llaman las diferenciales del
complejo)

dn—l dn dn+1
Lo en & et 2, L

tal que d" o d"~' = 0, es decir, la gavilla Tm(d"™1) es una subgavilla de
la gavilla Ker(d") para todo n € Z. A menudo se omite la diferencial y se
denota al complejo de gavillas (K*®,d) por K°.

La j—ésima gavilla de cohomologias del complejo de gavillas C® es la
gavilla
: Ker(d’)
H] IC. -
H(K*) Im(di—1)
Un morfismo de complejos de gavillas ¢ : K* — L£°* es una sucesion
de morfismos de gavillas " : K* — L" tal que el siguiente diagrama es

17
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conmutativo:

dn72 dnfl dn dn+1
K ICn—l K lCn K ]Cn—l—l L> e

iwnl lwn \Lwn«kl
dn72 dnfl dn dn+1
£ L1 £ Lo £ Lo+l £,

Cualquier morfismo ¢ de complejos de gavillas induce morfismos de gavillas
de cohomologias
H"(¢) - H*(K*) — H"(L®).

Dados dos morfismos de complejos de gavillas ¢ y ¢ de K*® a £°, una
homotopia H de 1) a ¢ es una sucesién de morfismos H" : K" — L£" ! de
gavillas tal que d2 ' o H" + H"*! o dt = " — ¢™ para todo n. Se dice que ¢
es homotdpico a ¢, en simbolos ¢ == ¢, si existe una homotopia entre ellos, en
tal caso la aplicacion inducida en gavillas de cohomologias coincide. Decimos
que v es una nulhomotopia si ¢ =« ¢, es decir, 1) es homotdpico al morfismo
constante ¢ : K* — L°. Un morfismo de complejos de gavillas f : K* — L®
se llama una equivalencia homotdpica si existe un morfismo g : L£°* — K°
tal que f o gy g o f son homotdpicos a la aplicacion identidad.

Una sucesién exacta de complejos de gavillas A°® L, B* % ¢* consta
de morfismos de complejos f : A* — B®y g : B®* — C* tales que para cada

. ik g"
n € Zla sucesiéon A" — B"™ ~— C" es exacta.

Proposicion 2.1.2. Sea 0 — A°® s B %5 C* — 0 una sucesion exacta
de complejos de gavillas. Entonces tenemos una sucesion exacta larga de
gavillas de cohomologias

donde 0 es el morfismo de gavillas definido en tallos como sigue. Para s €
H"(C*)yx € X, sea p un elemento de B} tal que g..(p) = s. Entonces dg(p)
tiene imagen cero en C', por lo tanto existe t € A" tal que f7(t) =
dy(p) es fdcil probar que t € H""(A®),; 0(s), es entonces la clase de t en

n+1 o Ker(dg+1)
A (A)e = Ty

Demostracion. Para demostrar la Proposicion basta verificarla localmente, ya
que una sucesion de gavillas es exacta si y s6lo si es exacta en tallos, esto es, si
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- 2 f. g
es exacta localmente. Sea € X, entonces la sucesién 0 — A3 — B} —

C; — 0 es una sucesion exacta de complejos de grupos abelianos. Usando
algebra homoldgica se tiene una sucesion exacta larga de grupos de coho-
mologia. Como es para cada x € X, obtenemos una sucesién exacta larga,
donde los objetos son pregavillas, aplicando la gavilla asociada obtenemos el
resultado.

[

2.2. Resolucion inyectiva

Una resolucion de una gavilla A € AB(X) es un complejo de gavillas
K* junto con un morfismo i : A — K° en AB(X) tal que

(1) 7 es un monomorfismo con imagen igual a Ker(d").
(2) Paran > 1, el niicleo de d" coincide con la imagen de d"~!.

Entonces H°(K*) = Ay H’(K*) = 0 para j > 0. La resolucién serd
denotada por A —— K*. Dadas dos resoluciones A —— K3y A -2 K3 de
A, un morfismo de resoluciones es un morfismo de complejos ¢ : K} — K3
tal que ¢° 0 i; = iy en Homy (A, K9).

Un complejo K° de gavillas se llama aciclico si toda gavilla de coho-
mologia H’(K*) es cero. Nétese que dado un complejo de gavillas K°® e
i : A — K° K* es una resolucién de A si y sélo si el complejo A ——
K® — Kt .. — K™ es aciclico.

Proposicion 2.2.1. (1) Para cualquier gavilla A de grupos abelianos, existe

una resolucion A —— I* de A en la cual cada gavilla " es inyectiva. Esta
se llama una resolucion inyectiva de A.

(2) Sea ¢ : A — B un morfismo en AB(X). Dada una resolucion A Z,
7°* de Ay una resolucion inyectiva B —— J* de B existe un morfismo de
complejos 1) : I* — J* tal que Y° o f = g o ¢. Este morfismo de complejos
es uinico salvo homotopia.

Demostracion. Para probar (1), construimos por induccién en n € N una su-

. i o 4 dn1 .
cesién exacta A — 7° — 7' = ... = TI" con I°,--- ,I" gavillas
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inyectivas. El caso n = 0 se sigue facilmente del Lema 1.3.3. Teniendo elec-
cién en Z", entonces elegimos una gavilla inyectiva Z"*! y un monomorfismo
77/ Im(d"1) 25 77+ con Z™+! una gavilla inyectiva.

Para demostrar (2), construimos ¢ : Z" — J™ por induccién en n. La
existencia de ¥ se sigue del hecho que [J° es inyectiva. Si 1%, ¢!, ..., "™ han
sido construidas (para algiin n > 1), la aplicacién d” o™ : I — J"*! tiene
composicién cero con d" ', yaque d* o )" o d" "t = d" o d" ' 0 p"! = 0.
De aqui esto se factoriza a través de un morfismo f : Z/Im(d" ') — J" 1,
Tenemos Z"/Im(d" 1) = I"/Ker(d") ya que Z* es una resolucién de A.
Notese que d™ induce un morfismo Z"/ Im(d"~!) < Z"*!. Usando el hecho
de que J"*! es una gavilla inyectiva se obtiene un morfismo "+ : 71 —
J" ! extendiendo f, entonces tenemos que 1" o d® = d" o ™.

Ahora sea p = (p™) otro morfismo de complejos de gavillas con la misma
propiedad. Construimos por induccién para n > 0 un morfismo H" : 7" —
J" 1 tal que

dn—l o Hz _|_Hi+1 o dz _ ¢z o pz (Ez)

(por comodidad, consideremos d~' = 0). Supongamos que H°, H',...,H"
han sido construidos, y la ecuacién E; se satisface para ¢ < n — 1. Entonces
Y™ — p" —d" ! o H" se anula en Ker(d"), de acuerdo a la ecuacion E,,_;. Por
lo tanto existe un morfismo de gavillas i : Im(d") — J™ tal que h o d" =
Y™ — p" — d"' o H™. Entonces si tomamos H"™' : 7"t — 7™ cualquier
extension de A ( la cual existe ya que J" es inyectiva), F,, se satisface. O

Corolario 2.2.2. Dadas dos resoluciones inyectivas I} y I5 de una gavilla A
de grupos abelianos existe un morfismo ¢ de resoluciones de L7 a L3, el cual
es una equivalencia homotopica. Este morfismo es tinico salvo homotopia.

Ahora, vamos a definir los grupos de cohomologia de gavillas.

Proposicion y Definicion 2.2.3. Para una gavilla A de grupos abelianos so-
bre un espacio X, los grupos de cohomologia de gavillas H (X, A) se defi-
nen como sigue. Sea I® una resolucion inyectiva de A. Definimos H? (X, A)
como el j-ésimo grupo de cohomologia del complejo

= DX, T) - T(X, ) — -

Salvo isomorfismo canodnico, estos grupos son independientes de la resolu-
cion inyectiva. Si A es una gavilla inyectiva, H (X, A) = 0 para j > 0.
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Cualquier morfismo ¢ : A — B induce un homomorfismo de grupos bien
definido H' (X, A) — HI(X,B). El grupo de cohomologia H°(X, A) es
candnicamente isomorfo a I'( X, A).

Demostracion. Dadas dos resoluciones inyectivas Z7 y Z3 de A segiln la
Proposicion 2.2.1 existe un morfismo de resoluciones, el cual da un mor-
fismo de complejo I'(X,Z7) a I'(X, Z3). Este morfismo es dnico salvo ho-
motopia, por lo tanto la aplicacion inducida en grupos de cohomologia es-
td bien definida y es un isomorfismo. Esto muestra que H7(X, A) es inde-
pendiente de la resolucion. Si A es inyectiva, podemos elegir la resolucion
inyectiva Z 47T 5050, de aqui H?(X,A) = 0 para p > 0.
Dado un morfismo ¢ : A — B en AB(X), una resolucion inyectiva Z°*
de A y una resolucion inyectiva J°* de B, se puede encontrar un morfismo
v I* — J* de complejos de gavillas como en la Proposicion 2.2.1. Es-
to induce un morfismo del complejo de secciones globales, de aqui un ho-
momorfismo H’(X, A) — H’(X,B). Como el morfismo v es tnico salvo
homotopia, el homomorfismo inducido en cohomologia esta bien definido.
Finalmente, se tiene la sucesion exacta

0—I(X,A) —I(X,I° — I'(X,T")

por el Lema 1.2.9. Por lo tanto H°(X,Z°) = ['(X, A). O

Esta definicién de grupos de cohomologia de gavillas nos permite probar
un resultado bésico, la sucesion exacta larga de grupos de cohomologia de
gavillas.

Proposicion 2.2.4. Sea 0 — A S B % ¢ — 0 una sucesion exacta
de gavillas de grupos abelianos. Sean A —— I*y C —— J* resoluciones
inyectivas. Entonces existe una resolucion inyectiva B — K* y un diagrama
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conmutativo
0 0 0
0 A—= 70 7!
f aO al l
0 B w j ol j .
g 0 bt l
0 C v jO jl e
0 0 0

con cada sucesion 0 — 1" — K" — J" — 0 exacta.

Demostracion. Péngase K" = I" @ J". Definiremos di.' = w : B — I° @
J% como w = a @ vog, donde o : B — IV satisface o o f = u. Entonces
construimos df : " & J" — I @ J"! por induccién sobre n (para
n > 0) asi que la siguiente condicién se verifica para todon > —1
n n
(a) di se representa por una matriz de bloques ( OI 2" ) (tenemos que
J

d7' =uyd; =v).
(b) dgt! o d = 0.

Es necesario que definamos por induccién h™ : J" — Z""!. Supéngase
que A"~! ha sido construido (por lo tanto dj- '). La dnica condicién para que
h™ se verifique es que h" o d}_l = —d% o h"~!. La existencia de h" con esta
restriccion se sigue de la hipétesis de que Z"*! es inyectivo y el hecho que
(=dFoh" N ody?=diody " oh"?=0.

Nétese que la condicién (a) y (b) implican que el complejo (Z" @& J", d})
es una resolucion de B, usando Proposicion 2.1.2. Por lo tanto hemos cumpli-
do todas las condiciones requeridas. [

Corolario 2.2.5. Si0 — A — B — C — 0 es una sucesion exacta de gavi-
llas de grupos abelianos, tenemos una sucesion exacta larga de cohomologia
de grupos

= H™(X, A) — H"(X,B) — H"(X,C) > H"™ (X, A) — ---
2.2)
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Demostracion. Sean A — I° y C — J° resoluciones inyectivas. Vamos a
construir una resolucién inyectiva 3 — K®, como en la Proposicién 2.2.4. En-
tonces para cada n tenemos una sucesion exacta 0 — 7" — K" — J" — 0.
Debido a que Z" es inyectivo se tiene una sucesion exacta 0 — I'(X,Z") —
['(X,K") — I'(X,J") — 0. Ahora tenemos una sucesion exacta de com-
plejos de grupos abelianos 0 — I'(X,Z*) — I'(X,K°*) — I'(X,J*) — 0.
Por la Proposicion 2.1.2, tenemos una sucesion exacta larga que involucra los
grupos de cohomologia de gavillas, a saber, la sucesién deseada (2,2). O
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Capitulo 3

Sucesiones espectrales

Las sucesiones espectrales son una herramienta de dlgebra homoldgica
que tienen muchas aplicaciones en dlgebra, geometria algebraica y topologia
algebraica. Introducidas por Jean Leray en 1946. Utilizamos las sucesiones
espectrales para estudiar la relacion que existe entre la cohomologia de gavi-
llas, la cohomologia de Cech y la cohomologia de De Rham.

Definicion 3.0.6. Sea Ab una categoria abeliana. Una sucesion espectral E
(de tipo cohomologico) es una coleccion de objetos { E,.} parar > 0 en Ab
tal que:

a) Para cada r > 0, E, es un complejo de objetos bigraduados en Ab,

esto es,
_ D,q
E, = (Er adr)p,q€Z7

donde la diferencial d, : EP4 — EP™1 "1 tiene bigrado (r, —r + 1)
vd,od,=0.

b) Para cadar > 0, se tiene el isomorfismo siguiente:

H*(E,) 2 E, 1.

3.1. La sucesion espectral de una filtracion

Comenzaremos dando algunas definiciones preliminares, para posterior-
mente introducir la definicién de una sucesion espectral de una filtracion de
un complejo en la categoria abeliana Ab.

25
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En toda esta Seccién Ab es una categoria abeliana.
Un complejo (K*,d) en Ab es una sucesién de morfismos de objetos en
Ab (se llaman las diferenciales del complejo)

dn+1

dnfl i
BRI G N,

tal que d" o d"~! = 0, es decir Im(d"!) C Ker(d") para todo n € Z. La
cohomologia de grado n del complejo (K*,d) es

n L] Zzn

(K =
donde Z" = Ker(d") es un objeto en Ab cuyos elementos se llaman cociclos.
B™ =Tm(d" ') es un objeto en Ab cuyos elementos se llaman cofronteras.

Un subcomplejo (L*,d) del complejo (K*, d) consiste de una familia de
objetos {L?},cz en Ab, donde L? C K?y d(LP) C LP*! para cadap € Z.
El complejo cociente (.J*, d) es definido por J* = K*/L*.

Una filtracion F(K*) del complejo (K*, d) es una coleccién de subcom-
plejos {(FP(K*®),d)} ez del complejo (K*,d) tal que FP™(K*) C FP(K*®)
para cada p € 7Z, es decir, una sucesion decreciente de subcomplejos

o C FPH(K') C FP(K*) C ---

La filtracion se llama
e regular si para cada i existe n; tal que FP(K®) N K = ( para p > n;.
e exhaustiva si para cada i existe un entero m; tal que K C F™i(K*).

El complejo (ordinario) (Grg(K*), d) asociado a la filtracion F'(K*) es:

FP(EK*)

Grp(K*) = P Gri(K*) = Fri(ie)’

PEZL pEZ

donde la diferencial d es inducida por la diferencial d.
Definimos los objetos bigraduados en Ab

Zr0 = {x € FP(KP) | d(z) € P (KPHort))

parap,q e Zyr € Z.
Como FP(KPratl)y C Frir(KPTatl) parar < 0, entonces ZP? = FP(KP19)
para r < (. Tenemos por lo tanto la siguiente sucesion de inclusiones

FP(KPY) =289 D 2V D ... D ZP1 Dz D -+ D ker(d) N FP(KP1)
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Sea
P . i
ET = p—r+1,g+r—2 p+1,qg—1
d(Zr—l ) + Z’r—l
parap,q e Zyr > 0.
Vamos a construir la diferencial

d, : EP1 — Eprra-rl (3.1)

como sigue.

Si a € EPY es representado por algin x € FP(KPT9) tal que d(z) €
FPHr(KPtatl) Entonces d(x) es un represente de d,(a). Demostremos que
estd bien definido; independientemente de la eleccidn de x; se necesita verifi-
car que para z € ZPT7H(K*), la clase de d(z) en EPt74~"+1 es trivial. Esto
es claro, ya que d(z) € d(ZP* 91 (K*)) tiene clase cero en EP74—7+1,

Proposicion 3.1.1. Tenemos d, o d, = 0, y la cohomologia
Ker(d, : BP9 — EPFra-r+1y/Tim(d, : Epratr=1 _, gra)
se identifica candnicamente con E, .

Demostracion. Describimos el grupo A = Ker(d, : EP? — EPTmaT+l),
Este consiste en las clases en EP9 representadas por algin z € FP(KP*9)
tal que d(z) = d(z) +y, donde y € FPH H(KPtatlyy » € FPri(KPta)
con d(z) € FPT"(KP+at1) Esta clase es representada también por z — 2 la
cual satisface d(z — 2) = y € FPT"1(KPTa+1), Se tiene una aplicacion bien
definida f : A — EPY, la cual aplica la clase de = a la clase de = — z. El
nticleo de esta aplicacion consta de la clase de x € FP(KPT?) tal que z — z es
delaformaz — 2 = u+d(v), parau € ZPTH-1(K*) yv € ZP 4t K®),
Se tiene que u € FPT(KPT9), d(u) € FPH I (KPratl) oy € Frr(KPta—t)
y d(v) € FP(KP*). Por lo tanto [z] € EP es igual a d,.([v]), donde [v] €
Ep~matr=1 " Asf el ndcleo de f esta contenido en la imagen de dP~"7t"~1,
Tomemos b en la imagen de d?~"97"~1, entonces existe ¢ € EP~™47~1 tal
que 2~ 1(c) = b. Sea w € FP~(KPT171) tal que d(w) € FP(KPT9)
algin representante de c; se tiene que

dy T (e) = [d(w)] = b,

como d, o d, = 0 entonces la clase d(w) € A. Por lo tanto, f([d(w)]) =
[d(w) — z] para algiin z € Z24""" tal que d(w) — z = y € F¥/" " Entonces
[d(w)] estd en el nicleo de f. Asi la imagen de dP~™91"~! estd contenida en

el nicleo de f. [
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Tenemos los términos Ey = (EY?, dy), E1 = (EVY, dy), By = (E59, dy),
etc. de la sucesion espectral de la filtracion F'(K*®) del complejo (K°,d)
en Ab; cada uno de ellos da un complejo, con la diferencial d, de bigrado
(r,—r + 1) y la cohomologia del complejo E,. es igual a E,, esto se sigue
por la Proposicién 3.1.1. Ademads, tenemos que para cada p,q € Z

) FP(KP+a

a) B = e
Grh.(KP*9).
b) EPY = z7

d(Zg—r+1,q+r—2)+Zg+1,q—1

_ Herq(;Zi(l—f(‘;).))

HPT(Gr(K*®)).

Estamos interesados en la cohomologia H™(K*) del complejo (K*, D).
Introducimos una filtracién de H*(K®) poniendo

Fr(Z9)

FPHYE®) = Foay

El complejo asociado es

Gre(H*(K*) = @ Gri:(H")(K*),

D,qEL
donde Fr(H9(KY))
Gri.(HY(K*®)) = .
7"F( ( )) Fp+1(Hq(K.))
En analogia con la definicion de los términos F,., se puede también definir
esto como sigue. Sea Z2? := {x € FP(KP™?) : d(x) = 0} los cociclos en

FP(KPT9), y sea B9 := FP(KP™7) N Im(d) las cofronteras en F?(KP*9).
ZP1y BP:1 son objetos en Ab. Ahora definimos

A
FEP4 . — )
oo - , +1,q—1"
BRI 4 225"

Lema 3.1.2. Parap,q € Z

BP9 = Gri(HPY(K*)).
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Demostracion.
Epa — 28"
[ee) ngq Zgo-H,q—l
{z€FP(KPt9):d(x)=0}
Fr(KP+9)NIm(d)
FP(ZP+a)/FP(BP+4)
Frri(zpta) [Frti(Bra)
FP(HP+‘1(K'))
Fp+1(Hp+q(K°))

Grip(HPT9(K*)).

1%

]

El caso en el cual los términos F,. se aproximan a F, se hace preciso en
la préxima proposicion.

Proposicion 3.1.3. Sea F(K*) una filtracion del complejo (K*,d). Suponga-
se que para cada n tenemos enteros m,, < q, tales que K™ N Fi(K*) = 0
y K" C Fm(K*). Sea r = r(n) = max(¢u+1 — Mn, ¢n — Mp_1). Entonces
para cualquier p tenemos
Ef,n—p — Eff;? —_ .. = E&n—p‘

Demostracion. Los tnicos valores de p para los cuales EP"7P puede ser
no cero estan en el intervalo {m,,,--- ,¢q,}. La diferencial d; : E?" P —
Eptsn=p=stl e por lo tanto cero si s > ¢,1 — m,. Esto muestra que para r
como en la afirmacion, estd diferencial y la diferencial d, : Ef?_’"’”_p”_l —
EP™=P son cero. Tenemos que £ " = EP™ P para s > r. El mismo argu-
mento muestra que B 7P = EP"7P para s > r suficientemente grande. [

Cuando la condicién de la Proposicion 3.1.3 se cumple para todo p y n
(para r conveniente el cual puede depender de (p, 1)), decimos que la sucesion
espectral converge a E?:?. La Proposicion 3.1.3 dice que si la filtracién F'(K*®)
es regular y exhaustiva, la sucesion espectral es convergente. Frecuentemente
se dice que la sucesion espectral “converge a H™(K*).”

Decimos que una sucesion espectral se colapsa en E,. si tenemos que F, =
E.f1=-=FE.

Proposicion 3.1.4. Considérese un complejo con una filtracion regular y ex-
haustiva. Supongase que para algunos enteros p 'y r > 2, se cumple lo si-
guiente: Para cada n tenemos que E"~" = 0 paral # p, entonces la sucesion
espectral se colapsa en E, y para cada n tenemos un isomorfismo canonico
H"(K*) — E" U,
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Demostracion. Sabemos que la sucesion espectral converge. Por lo tanto es
suficiente demostrar que £/, = E,,; para cualquier s > r. Supdngase verda-
dero para r < s’ < s. Entonces tenemos que E7 "' = E" " por la supo-
sicién inductiva y es cero a menos que [ = p. La diferencial d, : E7 % —
Er—trsl=s+l s6lo podria ser no cerosil = pyl — s+ 1 = p, lo cual es
imposible ya que s > 2. Por lo tanto £y = E,,,. Para s > r suficientemente
grande tenemos que E" % = E" U pero E™4 converge a H™(K*), por lo
tanto tenemos el isomorfismo candnico

H"(K*) — E}".

Tenemos que EY*? = HPTI(FP(K*)/FPT(K*)). La diferencial
dy : HPWO(FP(KC)[FPFH(KC®)) — HPYOE (EPH(RC) [FPP(KC)
es el homomorfismo de conexidn en la sucesion exacta de complejos
0 — FPHL/ppt2 _ pr/pet2 _ pr/petl ),

Un morfismo ¢ : EP7 — (E')P4 de sucesiones espectrales es una collec-
cién de morfismos ¢, : EP? — (E')P? para cada r > 0 tal que d. o ¢, =
¢, o d,.. Dados dos complejos (K*,d) y (L*,d') con filtraciones F'(K*®) y
G(L*®) respectivamente, un morfismo ¢ : K* — L°® se dice que es compa-
tible con la filtracion si ¢(FP(K*®)) C GP(L®) para todo p. Tal ¢ induce un
morfismo de sucesiones espectrales.

Proposicion 3.1.5. Sean E?* y (E')* sucesiones espectrales convergentes y
¢r + EPT — (E")P un morfismo de sucesiones espectrales. Si para algiin s,
05 es un ismorfismo, entonces ¢, es un ismorfismo para todo r > s, incluyen-
dor = oo.

Demostracion. Por hip6tesis tenemos que para s € Z
6 B2 — (B (1)

es un isomorfismo. Por definicién de un morfismo de sucesiones espectrales
se tiene que:

dyods =¢s0ds.  (2)
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Por las propiedades de las sucesiones espectrales tenemos que:

B, = H(EL)

(BN = H((E)L),
entonces @41 : BV, — (E')2Y es un isomorfismo por (1) y (2). Por lo tanto
¢, EP? — (E')P7 es un isomorfismo para r > s, incluyendo a 7 = oo ya
que ambas sucesiones espectrales son convergentes. 0

Esta proposicion es utilizada para comparar las diferentes cohomologias
de un complejo en Ab.

3.2. La sucesion espectral de un complejo doble

En esta Secciéon Ab es una categoria abeliana.
Un complejo doble (K**,9,d) es una familia de objetos { K7}, .z en
Ab, junto con dos clases de diferenciales

(1) La diferencial horizontal § o S la cual aplica KP? a KPT14,

(2) La diferencial vertical d o di la cual aplica KP4 a KP4+,

Se requieren las siguientes propiedades
dod=dod=0y dod=dod. 3.2)

Es decir, el siguiente diagrama es conmutativo, y sus filas y columnas son
complejos:

d d

*‘i KPpatl *‘L Kptletl — >

Un complejo doble K**
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El primer grado de un elemento de K79 es p, su segundo grado es q y su
grado total es p + q.

Un morfismo de complejos dobles ¢ : K** — L°** es una familia de
morfismos ¢? : kP9 — [P que conmutan con las dlferen01ales

(SLO¢:¢O(SK y dLO¢:¢OdK.

El complejo total (T'ot(K**), D) del complejo doble (K**, 4, d) es defini-
do como:

Tot"(K**)= @ K™ , D=6+ (-1)d,

p+g=n

donde el signo se introduce para que D o D = 0, como féacilmente se ve-
rifica. En algunas ocasiones omitimos la diferencial del complejo total y lo
denotamos simplemente por Tot(K**).

Nota. Un morfismo de complejos dobles induce un morfismo de los comple-
jos totales correspondientes, asi como un morfismo de los grupos de cohomo-
logia.

Un cociclo ¢ de grado n en T'ot(K**) consta de una coleccion {c,, }o<i<n,
donde ¢,, € KPT""~P~" ta] que se cumple lo siguiente:

(1) c=cp @~ By,
(2) d(cy) =0,
(3) 0(cp,) = (=1)P"d(cy,,,) y

(4) 5(%) =0.

Los cociclos pueden ser dificiles de construir a causa de la presencia de
las dos diferenciales d y J. Nos gustaria descuidar una de las diferenciales.
Esto es lo que ofrece la teoria de sucesiones espectrales.

Hay dos filtraciones naturales en el complejo total T'ot (K**).

e La primera filtracion Fy(Tot(K**)) es dada por los subcomplejos
Fh(Tot(K**)) = @,>, K" con las componentes @, , K" ~* de gra-
do n.

e La segunda filtracion (Fy(Tot(K**)) es dada por los subcomplejos
Fi(Tot(K ")) = @,, K/ con las componentes
®D,>, K" de grado n.
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La sucesion espectral de una filtracién de un complejo en Ab es una he-
rramienta algebraica usada para extraer informacion de la cohomologia del
complejo total Tot(K**).

Consideremos la primera filtracién del complejo total T'ot(K**). La su-
cesion espectral correspondiente se llama la primera sucesion espectral. El
término F; es la cohomologia del cociente graduado de la filtracion. El com-
plejo FP (Tot(K**))/Fi (Tot(K**)) es la “complejo columna”

con KP7 de grado p + j. Asi E¥*? es la cohomologia vertical de bigrado (p, q)
(i.e., la cohomologia de K **® con respecto a lo largo de la diferencial vertical).
Entonces la diferencial d; : EP9 — EP™"% es la aplicacién en cohomologia
vertical inducida por la diferencial horizontal . En cuanto al término FEs,
tenemos

Ey = Hy(Hy(K**)) (3.3)

(cohomologia horizontal de la cohomologia vertical).

La convergencia de la primera sucesion espectral no representa problema
para un complejo doble K *® tal que K¢ # () implicaque p > 0y ¢ > 0. Tal
complejo doble a menudo se dice que estd concentrado en el primer cuadrante.
La correspondiente sucesion espectral se dice que es una “sucesion espectral
de primer cuadrante.” Para una tal sucesion espectral, hay un homomorfismo
H™(Tot(K**)) — Ey", con imagen igual al subgrupo E™° de Ej°. Este se
llama un homomorfismo borde. Usando este homomorfismo borde, se tiene la
sucesion exacta para la cohomologia de grado inferior

0 — By — HY(Tot(K*)) — By — Ey* — H*(Tot(K"))

La segunda sucesion espectral de un complejo doble que corresponde a la



34 3. Sucesiones espectrales

segunda filtracion, es analizada similarmente. El término E7"? es la cohomo-
logia horizontal de bigrado (p, ¢). El término F, es

Ey = Hy(Hg(K**)). (3.4)
El resultado siguiente es muy util.

Lema 3.2.1. Sean K** y L*® complejos dobles tales que existe k para el cual
KP4 = [P9=(0amenosquep > kyq>k.Sea ¢ : K** — L**un morfismo
de complejos dobles. Si ¢ induce un isomorfismo de grupos de cohomolo-
gia horizontal HL(K*®) — HEI(L®®), entonces ¢ induce un isomorfismo
HI(K**) — H’(L®*). La misma conclusion se tiene si ¢ induce un isomor-
fismo de los grupos de cohomologia vertical.

Demostracion. Esta es una consecuencia facil de 1a Proposicion 3.1.5. Las su-
cesiones espectrales de la segunda filtracién de K** y L*® son convergentes. ¢
induce un morfismo entre estas sucesiones espectrales. Este es un isomorfismo
en los términos F5. Por lo tanto también tenemos un isomorfismo de los tér-
minos F... Ahora, para un n dado, los términos E?"P(K**) son los cocien-
tes graduados para una filtracion finita (i.e., regular y exhaustiva) F?(K*®)
de H™(K**). Una afirmacién similar es verdadera para E?"~P(L**). Ya que
tenemos un isomorfismo del cociente graduado, el resultado se sigue. [

Un caso importante de una sucesion espectral es el de una sucesion espec-
tral esférica. Esto significa que para algin k > 1, tenemos EY? = 0 a menos
que ¢ = 0 0 ¢ = k. Entonces tenemos EP? = EY? parar < k + 1, seguido
por

LS, = B3 fdn (5 ™1)
EPE, = Ker(dyyq : ES* — EYTFHH0)

La sucesion espectral se degenera a F». Podemos entonces poner junta la
sucesion exacta corta

0 — B’ — H"(Tot(K**)) — EL " — 0

en una sucesion exacta larga

e ETRLE B B0 (Pot(K**))

n—k,k dp41 n+1,0
E2 e E2 A

(3.5)

- —
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3.3. Hipercohomologia

La hipercohomologia es una generalizacion de la cohomologia de gavillas.
Se demostré en la Proposicion 1.2.8 que la categoria de gavillas de grupos
abelianos AB(X) sobre un espacio X es una categoria abeliana.

Necesitaremos complejos dobles para definir y calcular la hipercohomo-
logia de un complejo en AB(X). Un ejemplo de un complejo en AB(X) que
ocurre en geometria es el complejo de De Rham

d

d
Ay —

1
Ay —

donde la gavilla A, de p—formas es de grado p y d denota la diferencial
exterior. Un complejo de K*® en AB(.X) se dice que es acotado inferiormente
si existe un entero k € Z tal que K? = 0 parap < k.

Proposicion 3.3.1. Sea (K°,dx) un complejo en AB(X) acotado inferior-
mente. Existe un complejo doble (Z°*°,07,dr) con IP? = O parap < 0, y un
morfismo de complejos u : K* — (Z%°, dr) tal que

(1) Para cada q € 7Z, el complejo 7 en AB(X) con diferencial 6 es una
resolucion inyectiva de KA.

(2) Para cada q € Z, el complejo 67(Z*9') C I%? en AB(X) es una
resolucion inyectiva de d(K971).

(3) Para cada q € Z, el complejo Ker(67 : %71 — I*%) C I*9 en
AB(X) es una resolucién inyectiva de Ker(dy : K91 — K1),

(4) Para cada q € Z, el complejo H3(Z**) (cohomologia horizontal) en
AB(X) es una resolucion inyectiva de H(K*).

Ademds, si f : K* — L* es un morfismo de complejos en AB(X) aco-
tados inferiormente, y si I°® y J** son complejos dobles como se describio
mds arriba, [ puede extenderse a un morfismo de complejos dobles, el cudl
es tinico salvo homotopia.

Demostracion. Usaremos la Proposicion 2.2.1 repetidamente. Sea k tal que
K9 = 0 para ¢ < k. Primero construimos una resolucién inyectiva H*¢ de
H?(K*) para todo ¢, y una resolucién inyectiva R*? de dx(K?!). Entonces
usando la Proposicién 2.2.1 encontramos una resolucion inyectiva S*9 del
Ker(dx : K49 — K1), por induccién sobre ¢ > k, tal que tenemos un
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diagrama conmutativo

d;C(ICq_l) — R4

Ker(dy : K¢ — K1) — S*4

H(K*) — yea

0 0

Encontramos, por induccién sobre ¢, una resolucién inyectiva (Z*4,0) de K¢
y un diagrama conmutativo

0 0
Ker(dg : K7 — K1) — S
K1 — Toa
dyc (K1) - Rt
0 0

Definimos la diferencial vertical 07 : Z*¢ — Z*9"! como la composicién de
las aplicaciones 2% — R*4T1 Retl — §oatly §eatl 7ot 13 com-
posicion d7 o d7 es 0, porque estd se factoriza a través de una composicion la
cual es 0 por construccién. Ya que d7 es un morfismo de complejos, tenemos
un complejo doble. Todas las otras propiedades de Z*® son facilmente verifi-
cadas. La ultima parte de la afirmacién es probada de la misma manera que la
Proposicion 2.2.1.



3.3. Hipercohomologia 37

El complejo doble Z** se llama resolucién inyectiva de K®. Usaremos
resoluciones inyectivas para definir los grupos de hipercohomologia de un

complejo en AB(X). O

Definicién y Proposicion 3.3.2. Sea K* un complejo en AB(X) acotado
inferiormente. El grupo de hipercohomologia HP (X, K*) es el p-ésimo gru-
po de cohomologia del complejo doble I'(X,Z**), donde I°* es una resolu-
cion inyectiva de KC®. Estos grupos de cohomologia estdn definidos indepen-
dientemente de la resolucion inyectiva. Cualquier morfismo ¢ : K* — L°®
de complejos de gavillas induce un grupo de homomorfismos HP (X, K*) —
HP (X, L®).

Demostracion. Esta se sigue de la Proposicién 3.3.1. [

Noétese que una gavilla A puede ser vista como un complejo en AB(X),
el cual es A en grado 0 y 0 en todos los otros grados. Entonces para un tal
complejo recuperamos la cohomologia de gavillas como se defini6 en la Sec-
cion 1. El resultado siguiente es una generalizacion de la Proposicion 2.2.4 y
del Corolario 2.2.5 para una sucesion exacta corta de complejos en AB(X).

Proposicion 3.3.3. Sea 0 — A* — B* — C* — 0 una sucesion exacta cor-
ta de complejos en AB(X) acotados inferiormente. Sea I°® una resolucion
inyectiva de A® e [J°** una resolucion inyectiva de C®. Entonces existe una
resolucion inyectiva KC*® de B* y un diagrama conmutativo

0—=1I* —= K" —=J* —0

]

0 A° B* c* 0

Corolario 3.3.4. Bajo las suposiciones de la Proposicion 3.3.3 existe una
sucesion exacta larga

.= HP(X, A*) — HP(X,B*) — HP(X,C*) - HPP (X, A*) — -

Proposicion 3.3.5. Sea KC* un complejo en AB(X) acotado inferiormente.
Entonces hay una sucesion espectral convergente con EV? = H1(X,KP) y
EPt® = Gri.(HPT(X,K*)) para alguna filtracion F(K*®). Entonces la di-
ferencial dy : HY(X,KP) — HY(X,KP™) es inducida por el morfismo de
gavillas di- - KP — P+,
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Demostracion. Témese una resolucion inyectiva Z** de K* como en la Pro-
posicién 3.3.1 (estd debe sol6 satisfacer la propiedad (1) en 3.3.1). Entonces
H*(K*) es la cohomologia del complejo doble I'(X,Z**). Consideremos la
segunda filtracién de este complejo doble. El término F; es la cohomologia
vertical, i.e., E1"? es el grado de la g—cohomologia del complejo I'( X, Z*?).
Ya que Z*? es una resolucién inyectiva de la gavilla KP, tenemos E}"? =
H9(X, K?). La diferencial d; es inducida por la diferencial horizontal, la cual
es un morfismo de complejos I'(X, Z*?) — I'(X, Z*?*!) inducida por el mor-

fismo de complejos Z*P ~%, 7*»+1 de una resolucién inyectiva de K? a una
resolucién inyectiva de CP*1. Por lo tanto d; : HY(X,KP) — HI(X, K1)
es inducida por df- : K? — KP*!. Asi K** es acotado inferiormente, existe
algin k tal que Z7? = (0 a menos que p > 0y ¢ > k. Por lo tanto la sucesién
espectral converge. Los términos £, son entonces cocientes graduados para
la filtracién de H*(I'(X,Z°*)) = H*(X, K*) inducida por la filtracién de £*
por el subcomplejo

FP(IC'):O—W"HOHICPHKP—H_>"'-
]

Corolario 3.3.6. Sea K* un complejo en AB(X) acotado inferiormente.
Supongamos que cada gavilla del complejo K*® es aciclica, i.e., satisface
HY(X,K?) = 0 para q > 0. Entonces tenemos un isomorfismo candnico en-
tre los grupos de hipercohomologia H" (X, K*) y los grupos de cohomologia
del complejo

o= T(X,KP) — T(X, P — -

Demostracion. La suposicion significa que E7"? = 0 para ¢ # 0. Lo mismo se
tiene para el término Fy, y por la Proposicién 3.1.4 tenemos H™(K*®) = Ey 0,
Abhora los términos £ son los grupos de cohomologia del complejo de grupos
con E/"" = T'(X, K") de grado n. O

Vamos a introducir la sucesion espectral de hipercohomologia. Sea K® un
complejo en AB(X) acotado inferiormente en X, tal que cada gavilla X? es
aciclica. Sea Z** una resolucion inyectiva de K°® que cumple las condiciones
de la Proposicion 3.3.1. Consideremos el complejo doble de grupos abelia-
nos I'(X,Z**). La cohomologia horizontal es la cohomologia del complejo
I'(X,Z*?), i.e., la cohomologia de gavilla H9(X, KP), la cual es cero para
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q > 0. Por lo tanto la segunda sucesion espectral se degenera a Fs, y la coho-
mologia total del complejo doble I'( X, Z**) se identifica con la cohomologia
del complejo I'( X, K°).

Por otra parte, la primera sucesion espectral tiene como término F; la
cohomologia vertical

EP? =Ker(d : T'(X,ZP9) — T'(X, P /dT(X, ZP77Y).

Recordemos, con la notacién de la demostracion de la Proposicion 3.3.1, obte-
nemos que

(1) 87 = Ker(d : Z*9 — [*7™") es una resolucién inyectiva de Ker(d}).
(2) R*9 = T*9/S* es una resolucién inyectiva de Tm(d}- ).
(3) H*? = §*9/R*? es una resolucion inyectiva de H7(K*).
Por lo tanto obtenemos
EYT=T(X,8") /T (X, RP) = T'(X, HP?).

La diferencial d; : T'(X, HP9) — T'(X, HP*7) es inducida por la diferencial
HP? — HP14 en la resolucion inyectiva H*¢ de H?(K*). De aqui tenemos

EPY = HP(X, HY(K®)). (3.6)

Proposicion 3.3.7. Para cualquier complejo K*® en AB(X) acotado inferior-
mente sobre un espacio X existe una sucesion espectral convergente

B3 = HP(X, H'(K®)),

con término E., el cociente graduado de alguna filtracion de H*(X,K*).
Cualquier morfismo de complejos en AB(X) induce morfismos de las suce-
siones espectrales correspondiente.

Demostracion. Tenemos probado esto mds arriba en el caso en que K° es
un complejo en AB(X) aciclico. Dado cualquier complejo K* en AB(X)
acotado inferiormente existe una resolucién inyectiva Z*® de K®. Sea Z° el
complejo total de Z*°. Entonces la hipercohomologia de X* es por definicién
la de Z°*, y consideramos la sucesion espectral que obtenemos de Z°, la cual
da lo que querfamos, ya que H"(K*) — H"(Z°*). O
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Esta se llama sucesion espectral de hipercohomologia, 1a cual tiene mu-
chas consecuencias. Decimos que un morfismo ¢ : K£* — L* de comple-
jos en AB(X) es casi-isomorfismo si para cada n, ¢ induce un isomorfismo
H™(K*) — H"(L®) de gavillas de cohomologia.

Proposicion 3.3.8. Sea IC* y L* complejos de gavillas acotados inferiormen-
te, y sea ¢ : K* — L°® un casi-isomorfismo. Para cada n el homomorfis-
mo inducido H"(X,K®) — H"(X, L*) es un isomorfismo. En particular, la
cohomologia H"(X, A) de una gavilla A identificada con la hipercohomo-
logia H"(X, K*) de cualquier resolucion K* de A. En el caso en que K* es
una resolucion aciclica de A, entonces H’ (X, A) es el j—ésimo grupo de
cohomologia del complejo

DX, KP) — DX, KPY)

Demostracion. Sean E2*(K*)y E2*(L*) las sucesiones espectrales de hiper-
cohomologia para L® y L°. Conforme a la Proposicion 3.3.7, tenemos un mor-
fismo natural de complejos filtrados para las resoluciones inyectivas; de aqui
tenemos un morfismo de sucesiones espectrales ¢, : EPI(K*) — EPI(L®).
Para r = 1, ¢; es un isomorfismo por la suposicién. Ya que ambas sucesio-
nes espectrales son convergentes, vemos de la Proposicion 3.2.1 que ¢, es
un isomorfismo. Ahora tenemos un morfismo ¢ : H"(X,K*) — H"(X, L*),
el cual es compatible con las filtraciones finitas de ambos grupos, e induce
isomorfismo en los grupos cocientes. Facilmente se ve que éste es un isomor-
fismo. [



Capitulo 4

Cohomologia e hipercohomologia
de Cech

4.1. Cohomologia de Cech

En esta Seccion estudiaremos algunos conceptos y resultados de la coho-
mologia de Cech. Se demuestra que existe un homomorfismo entre la coho-
mologia de Cech y la cohomologia de gavillas.

Sea A una pregavilla de grupos abelianos sobre un espacio X y seald =
(Us)ics una cubierta abierta de X . Recordemos que A(()) = {0}. Para de-
finir la cohomologia de Cech de la cubierta I/ con coeficientes en la pre-
gavilla A necesitamos dar la definicién de los C?(U, A). Para i, ...,7, €

-----

.....

p+1
5(@)10 ----- lpt1 Z(_l)](aiﬂwwijflyijwtl ----- ip+1) Uig,...ipy1? (41)
=0
Notese que como A(f)) = {0}, s6lo necesitamos considerar aquellas

Proposicion y Definicion 4.1.1. Tenemos que 6 o 6 = 0. La cohomologia de
grado p del complejo de grupos abelianos

Loru,A) S ot UL A) S - 4.2)

41
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se denota por H? (U, A) y se llama la cohomologia de Cech de grado p de la
cubierta U con coeficientes en la pregavilla A. Si A es una gavilla, tenemos
HO(U, A) =T (X, A). Un elemento a = (v, ;,) de CP(U, A) se llama un
p—cociclo de Cech de la cubierta U con coeficientes en A. §(a) se llama la
cofrontera de o. La imagen del p—cociclo o en H? (U, A) se llama la clase
de cohomologia de «. El complejo 4.2 se llama el complejo de Cech de U con
coeficientes en Ay es denotado C*(U, A).

Demostracion. Tenemos
5 ° 5(Q)i0,...,ip+2 = Z(_]‘)j<5 © Oé)io,...,%j,...,ierQ
] .
= S (Dray G a

k<j

j k—1
+ Z(_l)J(_1> O‘io,...,%j7...,2k,...,ip+2

k>j

= 0.
El grupo H°(4, A) es el nicleo de la aplicacién

§: H A(U;) — H A(U;).

Una familia (s; € A(U;)) estd en el nicleo de 0 si y s6lo si paratodo i, j € I,
tenemos s; = s; en U;;. Como A es una gavilla, esto significa que al pegarse
todos los s; forman un (dnico) elemento de I'( X, A). O

La cohomologia de Cech de grado 1 aparece ya implicita en el siglo XIX
trabajada por Cousin para encontrar una funcién meromorfa f en una su-
perficie Riemanniana S' con polos en a lo mds un conjunto finito de puntos
x1, ..., Ty, con parte polar dada g, en cada x,. Por parte polar en cada xy,
decimos la “parte negativa” de la serie de Laurent de f en . No hay obstruc-
cién local; por lo tanto se puede encontrar una cubierta abierta f = (U;);c; de
S, y funciones meromorfas f; sobre U;, con la parte polar requerida. Entonces
a;j = f; — fi es holomorfa en U;;, ya que la parte polar en cada x;, se cancela.
Tenemos

Sa)jr = —ap+oj=f—fi+fi—fut+tfi—fi=0

sobre Uj;i. Asf a;; es un 1—cociclo de Cech con valores en la gavilla Og de
funciones holomorfas. Si la clase de cohomologia de « es cero, existe h; €
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I'(U;, Og) tal que h;—h; = o sobre U;;. Entonces f;—h; = f;—h; sobre U,;,
asi obtenemos una funciéon meromorfa global sobre S con la parte polar dada
en ry,..,T,. Inversamente, si tal funcion meromorfa existe, entonces h; =
fi — f es una 0—cocadena de (U;);c; con coeficientes en Og, con cofrontera
igual a . En conclusion, el problema de Cousin tiene una solucién positiva si
y s6lo si la clase de cohomologia de o;; en H' (U, Og) es cero. En gran parte
el problema de Cousin (en dimensiones mayores) guié a H. Cartan y Oka a
aplicaciones de la teoria de gavillas en variable compleja.

Lema 4.1.2. Sea U = (U;);c; una cubierta abierta del espacio X tal que
X = U; para algin i € I. Entonces para cualquier pregavilla A de grupos
abelianos sobre X, tenemos H?(U, A) = 0 para p > 0.

Demostracion. Construimos una nulhomotopia /1 (i.e., una homotopia de la
aplicacion identidad y la aplicacién constante cero), esto es, un homomorfis-
mo H : CP(U,A) — CP' (U, A) talque o H + Hod = Id en CP(U, A)
para p > 0. Esto demostrard el Lema. En efecto, sea a un cociclo de Cech
de grado p. Entonces o = 0(H (c)). Péngase H(a)ig,..i,1 = (Q)iig,.iip_1-
Verifiquemos que H es una nulhomotopia

(5(H(Q))z’o,...,ip = Z (—1)jH(Q)io,...,ij,l,z'jH,...ﬂ'p

o

=0 4.3)
H(é(g))io,...,i,, = 0 Q)z‘,io,...,z‘p
- (alo, ,Zp) - Z(_]->j(al,io,...,i]'_l,ij+1,...,ip)
7=0
P .
= (Oéio,...,ip> - 2(_1>J (Odio,.“,ijfl,ijJﬁl,...,ip)'
7=0
Por (4.3)
doH+Hod=1d en CP(U,A) parap > 0.
]

Ahora consideremos el complejo de Cech C'* (U, A). Para cualquier sub-
conjunto abierto V' de X tenemos una cubierta abierta inducida U|, = (V' N
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Uy)ier de V. Podemos formar el complejo de Cech C*(U|y, A) para esté cu-
bierta y para A|y,. Hay aplicaciones restriccion naturales a los subconjuntos
abiertos mas pequefios, asi obtenemos un complejo C*(U, .A) de pregavillas
sobre X. Tenemos un morfismo natural j : A — C°(U,.A). Si A es una
gavilla, obtenemos un complejo de gavillas sobre X.

Proposicion 4.1.3. Sea U una cubierta abierta de X. Entonces para cual-
quier gavilla A de grupos abelianos sobre X, C*(U, A) es una resolucion de

A

Demostracion. Es suficiente mostrar que cada z € X tiene una vecindad
abierta V' tal que la sucesion

0 — AW) -5 C'WUlw, A) = C'Ulw, A) = -+
es exacta, para cada subconjunto abierto W en V. En efecto, ya que un limite
directo de sucesiones exactas es ain exacto, entonces obtenemos una sucesion
exacta para los tallos en x. Por la Proposicion 1.2.6, entonces tenemos una
sucesion exacta de gavillas. Tomar V' = U, , para algtn Uj;, el cual contiene
a z. Entonces para W C V, la cubierta abierta (U; N W) de W tiene a W =
W N U,, entre su rango, por lo tanto la sucesion de arriba es exacta por el
Lema 4.1.2. [

A continuaciéon enunciamos los dos resultados importantes de esta Se-
ccion.

Proposicion 4.1.4. Para cualquier gavilla A de grupos abelianos sobre un
espacio X y cualquier cubierta abierta U de X, hay un homomorfismo cand-
nico de grupos H (U, A) — H’(X, A) de la cohomologia de Cech a la coho-
mologia de gavilla, inducido por un morfismo de resoluciones de C*(U, A) a
alguna resolucion inyectiva de A.

Demostracion. Sea Z* una resolucion inyectiva de A. Por la Proposicion
4.1.3, C*(U, A) es una resolucién de A. Por la Proposicién 2.2.1(2), existe
un morfismo de resoluciones C*(U, . A) — Z°, el cual es tnico salvo homoto-
pia. Entonces la aplicacién inducida en el complejo de secciones globales da
el homomorfismo de grupo H?(U, A) — H?(X, A). O

Observacion. Se prueba mds adelante que el homomorfismo definido en la
Proposicion 4.1.4 es un isomorfismo cuando el espacio X es paracompacto.
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Por lo tanto se puede usar la cohomologia de Cech para construir clases en
cohomologia de gavillas. Estamos interesados en la pregunta de si todas clases
de cohomologia de gavillas pueden ser capturadas de esta manera. Primero,
consideramos la cohomologia de Cech de gavillas inyectivas.

Lema 4.1.5. Sea 7 una gavilla sobre X la cual tiene la propiedad de que para
cada subconjunto abierto V, la gavilla U — Z(V N U) sobre X es inyectiva.
Entonces para cualquier cubierta abierta U de X, se tiene H?(U,T) = 0
para p > 0.

Demostracion. La gavilla CP(U,Z) es un producto de gavillas del tipo U +—
Z(V NU), por lo tanto es inyectiva. Asi C*(U,Z) es una resolucién inyectiva
de Z. El complejo de secciones globales es C*(U,Z), y su cohomologia es
HP(X,T). Asf tenemos H?(U,T) = H?(X,T),elcudles Oparap > 0. [

4.2. Hipercohomologia de Cech

Sea /C*® un complejo de gavillas acotado inferiormente sobre el espacio X .
Formemos el complejo doble

4.4)
dic di
e, Kt L erti Y, Kty 2
dic di

.. L>C”(L{, K) chﬂ(u’ K7) _ 5 ...

dic di

La hipercohomologia de Cech HP(U,K*) es la cohomologia total de este
complejo doble. El complejo doble es denotado por C*(U, K*).

Estudiaremos esta hipercohomologia de Cech para una resolucién Z* de
una gavilla A la cual tiene la propiedad del Lema 4.1.5. La resolucién in-
yectiva construida en la demostracion de la Proposicion 2.2.1 es de este tipo.
También tiene la propiedad de que para U un subconjunto abierto de X, Z°|s
es una resolucion inyectiva de Ay .

El siguiente Teorema muestra que para una gavilla localmente aciclica el
homomorfismo de la Proposicion 4.1.4 es realmente un isomorfismo.



46 4. Cohomologia e hipercohomologia de Cech

Teorema 4.2.1. Sea A una gavilla sobre X, y seald = (U,);c; una cubierta
abierta de X tal que H'(U;,,. ;,, A) = 0 para todo q > 0 e iy, ..., i, € I. En-
tonces el homomorfismo candnico H*(U, A) — HP(X, A) de la Proposicion
4.1.4 es un isomorfismo para toda p > 0.

Demostracion. Sea [J* una resolucion inyectiva de la gavilla 4. Considere-
mos el complejo doble C*(U,Z°), donde 79 = Oparaq < —1,Z 1 = Ay
It = J' parat > 0 como se muestra en el siguiente diagrama
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4.5)

0—=COU, T9) — C' (U, T%) —= - —= CP(U, T9) —

0—=C'U,I?) —=C'U,T?) —> - —=CP°(U,T?) —>

0o—C'U,T") —C' U, I") — - —=CP(U,T') —

0—=COU,I0) — C (U, I°) — = —=CP(U,T°) —

0——=COU, A) —=C' U, A) —> - —=CP(U, A) —

0 0 0

El complejo total T'ot(C*(U,Z°*)) del complejo doble C*(U4,Z*) es definido
como:
Tot"(C*(U.I*) = P C"U,I%.
ptg=n

Las dos filtraciones naturales del complejo total son:

1) La primera filtracién Fiy (Tot(C*(U,Z*))) es dada por los subcomplejos
Fp(Tot(C*(U,T°))) = D, C'(U, T7).

2) La segunda filtracion Fy (Tot(C*(U,Z°*))) es dada por los subcomple-
jos Fy(Tot(C*(U,T%))) = D,5,C' U, T).

Al considerar la primera filtracion Fiy(Tot(C*(U,Z*))) tenemos una co-
leccién de columnas complejas
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(4.6)
w10 WU, - CPU,TY)
oW, WU - CPUT?)
cow, Iy Iy - CrULTY
w0 U1 - CrU,IY)
U, A CUA) - CUA)
0 0 0

El término EV* es la cohomologia vertical del complejo CP(U, Z*). Por lo
FP (Tot(C*(U,T*))) ) =11

FPH (Tot(C*(U,T*)))

para ¢ > 0 por hipétesis. Al calcular el término £ de la sucesion espectral el

diagrama 4.5 se convierte en:

tanto para cada ¢ tenemos que E}'? = HP(
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0 0 0 e 4.7)
0 0 0
0 0 0

0—I1;, AU;) —=11iy 5, AlUigiy) — - -

Por las propiedades de la sucesion espectral, se tiene que
By = H(EY).

la cual es cero para ¢ > 0y HP(U, A) para ¢ = 0.
Por la Proposicion 3.1.4 tenemos que la sucesion se colapsa en F5 y hay
un isomorfismo entre H"(Tot(C*(U,T*)))y E° = H"(U, A) parar > 2.
Ahora, si consideramos la segunda filtracion. Haciendo un procedimiento
analogo. Utilizando el hecho de que Z* = J* es una resolucion inyectiva A
y el Lema 4.2.5 tenemos que

(B3 = H((E)T),

la cual es cero parap > 0y es H?(X, A) parap = 0.

Por la Proposicion 3.1.4 tenemos que la sucesion se colapsa en (E')s y
hay un isomorfismo entre H"(Tot(C*(U,T*))) y (E")%" = H"(U,.A) para
r> 2.

Por la Proposicion 3.1.5 se tiene que £ — (E')P4 para r > 2, inclu-
yendo r = oo.

Considerando ambas sucesiones espectrales obtenemos el resultado

HP (U, A) — H"(X, A)
parap > 0.
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Considérese el caso de la gavilla constante Bx sobre X, para X una va-
riedad de dimensién finita y B algin grupo abeliano. Siguiendo a A. Weil
[AW1], una cubierta abierta i = (Uj;);c; se llama una cubierta buena si to-
das intersecciones no vacias U;, ;. son contraibles. Se puede mostrar que la
hipétesis del Teorema 4.2.1 se satisface (para B = R). Entonces el Teorema
4.2.1 dice que la cohomologia de gavillas H?(X, Bx) es la cohomologia de
un complejo simplicial, el nervio de la cubierta, con coeficientes en Bx. Este
nervio tiene un vértice para cada elemento de /, y un p—simplejo con vértices
i9, .-, ip €8 completo siempre que la interseccion Uy, . ;. es no vacia. Por lo
tanto la cohomologia de Cech es isomorfa a la cohomologia simplicial. Si X
es una variedad Riemanniana, una buena cubierta puede ser construida como
sigue. Un subconjunto S de X se llama geodésicamente convexo si dado dos
puntos z y y de S, hay una tnica geodésica de x a y, y esta geodésica esta
contenida en S. Un subconjunto geodésico es contraible. Se puede cubrir X
por subconjuntos geodésicamente convexos; tal cubierta es buena.

La cohomologia de Cech tiene la ventaja de que nos permite una cons-
truccion facil y explicita de un producto copa

HY(U,F)® HY(U,G) — H" (U, F 2 G) (4.8)

Aqui F y G son gavillas de grupos abelianos sobre X, y la gavilla del produc-
to tensorial F ®G es la gavilla asociada a la pregavillaU — F(U)®zG(U). El
talloen z de F ® G es F, ® G,.. El producto taza serd definido de un morfismo
de complejos. Primero necesitamos la nocion del producto tensorial A°* @ B*
de dos complejos; este es el complejo total del complejo doble AP @ B9. Asi, el
grado del término n de A* ® B*® es @, A” ® B""?. La diferencial en A* @ B°
esd(a®b) = (da) ® b+ (—1)Pa @ db para a € AP, b € BI. Tenemos el
producto tensorial evidente ® : HP(A*) ® HY(B®*) — HPTI(A* ® B°).

Ahora volvemos a las gavillas F y G de grupos abelianos sobre X . Tene-
mos los complejos C*(U, F) y C*(U, G). La parte interesante es la construc-
cion de un morfismo de complejos

¢:C°U,F)C*U,G) —C*(U,F®QG). (4.9)
Paraa € CP(U, F)y B € C'(U,G), ponemos
P ® Big,.iiprg = Wigreoviip @ Biproosipra- (4.10)

Se comprueba facilmente que ¢ es de hecho un morfismo de complejos. La
demostracion es la misma como para el producto copa en el complejo de
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cocadenas singulares en un espacio. La aplicacién inducida en cohomologia
da el producto copa en la cohomologia de Cech. Para o un cociclo de Cech
de grado p con coeficientes en F y (3 un cociclo de Cech de grado ¢ con
coeficientes en G, tenemos N

(@U Big,..iprg = Qigyip @ Biproosipia- (4.11)
El producto copa tiene la propiedad siguiente.

Proposicion 4.2.2. (1) El producto copa es asociativo, i.e., para o € HP (U, F),
g€ HIU,G),~ve H (U, H), tenemos

aU(BUy) =(aUB)Uy € B (U, F 2 G2 H).

_ (2) El producto copa es graduado conmutativo. Si o € HP(U,F), €
HYU,G), tenemos

aUB=(—1)pUac H™MU F2G).
Demostracion. Véase [MG-JH]. O]

También vamos a usar la nocién del producto tensorial X* @ L* de dos
complejos de gavillas de grupos abelianos. La componente de grado n de
K* ® L* es ®,KP @ L"P. Hay un morfismo de complejos

¢ Tot(C* (U, K*)) @ Tot(C*(U, L*)) — Tot(C* (U, K* @ L*)).

Para o una p—cocadena de Cech con valores en !, y 3 una ¢—cocadena

de Cech con valores en £™, ¢(a ® [3) es la p + g—cocadena con valores en
K! ® £™ dada por la férmula (4.10).

La cohomologia de Cech tiene dos desventajas. La primera es que no hay
razon para que una sucesion exacta de gavillas de origen a una sucesion exacta
larga de grupos de cohomologia de Cech. La segunda es que los grupos de
cohomologia de Cech depende de la eleccién de la cubierta abierta. Hay una
solucién a ambos problemas, por lo menos para un espacio paracompacto X.

Dadas dos cubiertas abiertas U = (U, );cr, V = (V}), e de X decimos que
V es un refinamiento de I/ si y sélo si existe una funcién f : J — [ tal que
V; € Uy para todo j € J. Entonces escribimos ¢/ < V. Dada tal funcion
f, existe un morfismo de complejos f, : C*(U, A) — C*(V, A) tal que para
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«a una p—cocadena de Cech para la cubierta U, f.(«) es la p—cocadena de la
cubierta V definida por

Fe(@jorgo = (@(0), G Vg (4.12)

Notemos que como a(j),....f(j,) €S una seccion de A sobre Uy(jy),....#(j,)» PO-
demos restringir a acy(j).....f(j,) @ un abierto mas pequeno Vi, . .

Lema 4.2.3. Dadas dos funciones f, f' : J — I tales que V; C Uy(j, V; C
Uyi(jy, hay una homotopia entre f, y f..

Demostracion. S6lo escribimos abajo la formula para la homotopia H en una
p—cocadena « para la cubierta I/

1

k
H(Q)jo,..gpr = > (1) 1€8(Qf (o) f G S G Go1))
0

3

b
Il

donde res denota la operacion de restriccion de Uy (). ... £(je)of G s Go—1) @
‘/}07"-7‘7-1771' D

El Lema 4.2.3 implica que la aplicacién inducida f, : HP(U, A) —
HP(V, A) es independiente de f.
Observacion. La clase de cubiertas abiertas de X no es necesariamente un
conjunto. Para solucionar este problema considérese el siguiente conjunto de
cubiertas abiertas de X

N={U|U=(Uy)pex y x € U, paracadax € X}.
Para U/ y V en el conjunto /N definimos un orden por
U>VsiysolosivVe e XV, CU,.

El conjunto /N con este orden es un conjunto dirigido.

Sea U’ = (U;);c; una cubierta abierta de X, definase una cubierta U a
partir de la cubierta I/’ de la siguiente manera. Para cada = € X existe algtn
U; € U' tal que x € U;, pongdse U, = U,, entonces U = ((U)x>xeX € N.

Definicion 4.2.4. Sea A una gavilla de grupos abelianos sobre un espacio X.
El complejo de Cech C*(X, A) es dado por

CP(X, A) = lim C*(U, A)

UuenN
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Los grupos de cohomologia de Cech H P(X, A) son definidos como

Ker(d : CP(X, A) — CPT1(X, A)) ~ lim H?(U, A)

HY (X, A) = Im(6 : CPH(X, A) = CP(X, A))  wen

El problema de obtener una sucesion exacta larga para cohomologia de
Cech de una sucesién exacta corta puede ser formulado como sigue: introdu-
cimos la nocién de sucesion exacta de pregavillas. La sucesion 0 — A —
B — C — 0 de pregavillas sobre X se llama exacta si para cada subconjunto
abierto U la sucesién 0 — A(U) — B(U) — C(U) — 0 es exacta. Nétese
que si estas pregavillas son todas gavillas, una sucesion exacta corta de gavi-
llas en general no da origen a una sucesion exacta corta de pregavillas, ya que
el concepto de gavillas es local.

Lema 4.2.5. Sea 0 — A — B — C — 0 una sucesion exacta de pregavillas
de grupos abelianos sobre X. Entonces tenemos una sucesion exacta larga
de grupos

Demostracion. Para cualquier cubierta abierta U/, tenemos una sucesion exac-
ta de complejos

0—-C'U,A) —C*U,B)—C*(U,C)— 0.

Entonces tenemos una sucesion exacta larga de grupos de cohomologia de
Cech para esta cubierta. El limite directo de estas sucesiones exactas es aun
exacto. O

Similarmente uno define los grupos de hipercohomologia de Cech
FIP(X ,KC*) con coeficientes en un complejo de pregavillas acotado inferior-
mente /C*. Ahora estudiamos la relacién de la hipercohomologia de Cech y la
hipercohomologia de gavillas. Serdan isomorfas para un espacio paracompac-
to. Una cubierta abierta (U;);c; de X es localmente finita si cada punto de X
estd contenido tan s6lo en un nimero finito de abiertos de la cubierta.

Definicion 4.2.6. Un espacio X se dice que es paracompacto si X es de
Hausdorffy para cada cubierta abierta (U;)cy, existe un refinamiento (V;) e
el cual es una cubierta abierta localmente finita.
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Un subconjunto cerrado de un espacio paracompacto es paracompacto. A
continuacion damos algunos resultados basicos de espacios paracompactos,
que se demuestran en [MUN].

Proposicion 4.2.7. (1) Sea Z un subconjunto cerrado de un espacio para-
compacto X. Entonces cada vecindad de Z contiene una vecindad cerrada.
(2) Sea (U;)ics una cubierta abierta de un espacio paracompacto X . Exis-
te una cubierta abierta (V;);c; tal que V,CU para todo 1.
(3) Cualquier espacio métrico es paracompacto.

Las variedades de dimension infinita consideradas en este libro son para-
compactas (aunque no localmente compactas).

Teorema 4.2.8. (1) Hay un homomorfismo natural de los grupos
HP(X,K*) — H?(X,K*).

(2) Supongase que para cualquier pregavilla A de grupos abelianos so-
bre X, tal que la gavilla asociada a A es cero, los grupos de cohomolo-
gia de Cech H?(X,A) son todos 0. Entonces el homomorfismo de arriba
HP(X,K*) — HP(X,K?*) es un isomorfismo para cualquier complejo de ga-
villas acotado inferiormente K°.

(3) Si X es paracompacto, y para cualquier pregavilla A de grupos abe-
lianos sobre X su gavilla asociada es cero, entonces H?(X, A) = 0 para
toda p. Por lo tanto, para X paracompacto, la hipercohomologia de Cech es
canonicamente isomorfa a la hipercohomologia de gavilla.

Demostracion. Considérese un complejo de gavillas acotado inferiormente
KC* y una resolucion inyectiva Z°** de K°, sea T'ot(Z**) el complejo total de
Z°**. Sean U = (U;)ier y V = (Vj)jes dos cubiertas abiertas de X, tal que
U < V. Elegir una aplicacién f : J — I tal que V; C Uy, y sea f, :
c*(U,K*) — C*(V,K*) el morfismo correspondiente del complejo doble.
Entonces podemos construir un diagrama de resoluciones de K°®, el cual es
conmutativo salvo homotopia:

c (U, K*) S LR c*(V,K*)
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Asi, en grupos de hipercohomogia, obtenemos un diagrama conmutativo

HP(U,K*) HP(V,K*)

T~ e

HP(X,K*)
Por lo tanto, obtenemos homomorfismos
can : HP(X,K®*) = lim H?(U, K*) — HP(X,K*).

Esto prueba (1).

Bajo la suposicién de (2), primero probemos que can : HP(X,A) —
HP(X,.A) es un isomorfismo para todo p > 0 y toda gavilla A. Para p = 0,
ya tenemos un isomorfismo H°(U, A) —— H°(X,A) para cualquier cu-
bierta abierta. Ahora la suposicién implica que para F cualquier pregavi-
lla de grupos abelianos y para Fla gavilla asociada, tenemos isomorfismos
H?(X,F) = H?(X, F). Esto implica que para cada sucesién exacta de ga-
villas 0 — A — B — C — 0, tenemos una correspondiente sucesion exacta
larga de grupos de cohomologia de Cech. En efecto, la gavilla C es la gavilla
asociada a la pregavilla F(U) = B(U)/.A(U). El Lema 4.2.5 da una sucesién
exacta larga

- — H?(X,A) — H?(X,B) — H?(X,F) = H?(X,C) — - --

Esta sucesion exacta aplica a la sucesion exacta de grupos de cohomologia
de gavilla. Supéngase que sabemos que can : H'(X, A) — H*(X,A) es un
isomorfismo para toda ¢ < py todas las gavillas A sobre X. Dada una gavilla
A, sea A — 7 un monomorfismo, donde 7 tiene la propiedad del Lema 4.1.5.
Tenemos un diagrama conmutativo de sucesiones exactas

HP(X,T) — H?(X,T/A) —> A" (X, A) —0

\L can \L can \L can

H?(X,T) —> H?(X,T/A) — HP* (X, A) — 0

como I:IPH(X ,Z) = 0 por el lema 4.1.5. Ya que las dos primeras aplica-
ciones verticales son isomorfas, lo es la tercera. Asi, can : HP(X, A) —
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HP(X,.A). En el caso de complejos de gavillas acotado inferiormente, se es-
tablece una sucesion espectral convergente

Ey® = HP(X, H'(K*)),

con el término F, el cociente graduado de alguna filtracion de los grupos de
hipercohomologia de Cech de K*. Esta sucesién espectral aplica a la sucesién
espectral correspondiente de hipercohomologia de gavilla. Ya que tenemos un
isomorfismo de los términos Fs, tenemos un isomorfismo de hipercohomolo-
gia de Cech con hipercohomologia de gavilla. Esto prueba (2).

Ahora supongase que X es paracompacto, y sea A una pregavilla de gru-
pos abelianos tal que la gavilla asociada A es cero. No es dificil probar que
cada clase en H?(X, A) = lim HP(U, A) es representada por un p—cociclo

de Cech de alguna cubierta abierta localmente finita i = (U;)ier de X, con
coeficientes en .A. Conforme a la Proposicion 4.2.7, existe una cubierta abier-
ta (V;)ie; de X tal que V, C U para todo ¢. Encontrar una cubierta WV re-
finamiento de U, tal que « induce la 0—cocadena de V. Esto verificard (3).
Elegimos para cada € X una vecindad abierta W, de x con la siguiente
condiciones

(a) W, es unién solo de un nimero finito de U;.

(b) Siempre que = € V;, tenemos W, C V;.

(c) W, no es unién de V; a menos que = € U;.

Ahora usamos la suposicion de que la gavilla asociada A es 0. Dado un
subconjunto abierto V, s € A(V) y x € V, existe una vecindad abierta 7 de
x tal que s tiene imagen cero en A(V). Esto es porque el tallo de A en x es
0. Dado x, hay s6lo un nimero finito de componentes «;, ... ;, donde cada U;,
contiene a . Reemplazando W, por una vecindad pequefa, podemos suponer
que « tiene restriccion cero a W, dando la propiedad

(d) Sixz € U, ;,, entonces a,,.;, tiene restriccién cero a W N Uy,

Tenemos la cubierta abierta W = (W,),cx. Ahora podemos elegir una
aplicacién f : X — I tal que z € V), por lo tanto W, C V() C Uy, por
(b). Esto induce un homomorfismo f, : C?(U, A) — CP?(W, A), y afirmamos
que la imagen de « es 0. En efecto, sea xy, ..., x, € X tal que W, N---N
W,, # 0; entonces tenemos W, C V(). Poner i, = f(xy). Para 0 < k <
p, W, se une con V;,, por lo tanto esta contenida en V;,. Por (c), esto implica
que x9 € Uy,...i,- Por (d), a,,...;, tiene restriccién cero a Wy, N Uy, por
lotantoa W, N ---NW, . L]



Capitulo 5

Cohomologia de De Rham

El objetivo de la presente Seccion es demostrar el isomorfismo que existe
entre la cohomologia de gavillas con coeficientes en la gavilla constante R,
y la cohomologia de De Rham de una variedad suave M, la cual cumple cier-
tas condiciones importantes. Para obtener el resultado es necesario introducir
algunos conceptos y resultados fundamentales. Sea .4 una gavilla de grupos
abelianos sobre un espacio X y sea K*® una resolucion aciclica de A, por la
Seccién 2 sabemos que los grupos de cohomologia de gavillas H?(X, .A) son
los grupos de cohomologia del complejo I'(X, K°) — I'(X,K!) — - - .. Esto
serd util para obtener resultados generales los cuales dicen que ciertas gavi-
llas son aciclicas. Para una variedad suave M, hay una resolucion natural de
la gavilla constante R, es decir, el complejo de De Rham.

5.1. Complejo de De Rham

Recordemos la nocién de variedad suave modelada sobre un espacio vec-
torial topoldgico (posiblemente de dimension infinita). Consideremos un es-
pacio vectorial topolégico F, el cual se supondrd que es localmente con-
vexo y de Hausdorff. Una funcién f de un subconjunto abierto U de F a
un espacio vectorial topoldgico ' se dice que es continuamente diferencia-
ble (o de clase C') si para cada z € U y v € E, el limite df (z;v) =
lim, o w existe y es continuo como una funcién de (z;v). Similar-
mente se tiene la nocién de funcién de clase C?, y etc.. Entonces la n—ésima
derivada d™ f(x;vy,vs,...,v,) se supone que es una funcién continua en
U x E" la cual es claramente multilineal en las ultimas n variables. Llama-

57
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mos a f una funcién suave si es de clase C* paratoda k € N, i.e., f € C*.
Una forma diferencial w de grado n (o simplemente una n—forma) en el sub-
conjunto abierto U de E es una funcién suave w : U x E™ — R la cual es
multilineal y alternante en las dltimas n variables. La diferencial exterior dw
de una n—forma es la (n 4+ 1)—forma

n+1
- .
dw(z; vy, V9, .oy Upy1) = z:(—l)]Jr Dw(—;v1, ..., 0y ooy Uppr ) (2, 05).
j=1
(5.1
Aqui Dw(—; vy, ..., 0j, ..., Upy1) €s una funcién suave en U, que toma su deri-
vada parcial en la direccion de v;. La diferencial d satisface d o d = 0, por lo
tanto tenemos el complejo de De Rham

LA U) S Aty S (5.2)
donde AP(U) denota el espacio vectorial de p—formas en U. Este complejo
de De Rham es denotado por A*(U).

Lema 5.1.1. (Lema de Poincaré) Sea U un subconjunto abierto convexo del
espacio vectorial topologico E. Entonces el complejo de De Rham 5.2 tiene

H?(A*(U)) =0parap > 0,y H(A*(U)) = R.

Demostracion. Para la demostracion véase por ejemplo [B-T], aplicar sin
cambios. U

Una variedad suave modelada en £/, es un espacio de Hausdorff M equi-
pado con una cubierta abierta (U;);c; y con homeomorfismos ¢; : U; =V,
para V; un subconjunto abierto de E. Se requiere que las funciones de transi-
cién ¢; 0 ¢; ' 1 ¢i(Uy;) — ¢,(U;;) sean funciones suave entre subconjuntos
abiertos de E. Dada una variedad suave modelada M en E, se tiene la nocién
de funciones suaves, de p—formas, del complejo de De Rham, y etc..

Para un subconjunto abierto U de M, el espacio A?(U) de p—formas di-
ferenciables en M, consiste en familias w; € AP(¢;(U;NU)) que satisfacen la
condicién del pegado (¢, 0¢; ')*w; = w; en ¢;(U;; NU). Entonces tenemos la
gavilla A%, de p—formas, tal que A%,(U) = AP(U). El complejo de gavillas

A9, LA, L (5.3)

se llama el complejo de De Rham de gavillas y es denotado por Aj,.
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Definicién 5.1.2. Los grupos de cohomologia de De Rham HY, (M) de una
variedad suave son los grupos de cohomologia del complejo de De Rham

A*(M).

Nuestro proposito principal en esta Seccién es comparar la cohomolo-
gia de De Rham de una variedad suave M con su cohomologia de Cech
HP(M,Ryy).

Proposicion 5.1.3. Sea M una variada suave. El complejo de gavillas A}, es
una resolucion de la gavilla constante R ;.

Demostracion. Es suficiente mostrar que para cualquier x € M, el comple-
jo del tallo A}, , es una resolucién de R. Como M es una variedad suave,
podemos también suponer que M es un subconjunto abierto de £. Ya que F
es localmente convexo, existe un sistema fundamental de vecindades abiertas

U de z las cuales son convexas. Entonces tenemos A7, = lim A?(U).
' U convexo

El complejo R — A%(U) — AYU) — --- es aciclico por el Lema 5.1.1.
El resultado se tiene usando el hecho de que un limite directo de sucesiones
exactas es exacto. O

Queremos mostrar que para una extensa clase de variedades, las gavillas
A%, son aciclicas. Para este objetivo usaremos la teoria de gavillas suaves.
Resultara que las gavillas suaves son aciclicas.

Primero necesitamos definir la imagen inversa de una gavilla A sobre Y
bajo una funcién continua f : X — Y. Comenzaremos con una definicion
bastante abstracta, y entonces daremos una descripcion mas concreta. La de-
finicién abstracta se dada en dos pasos. Primero se construye una pregavilla
B sobre X por

BU)= 1lim A(V).
VCY abierto
focv
Entonces la imagen inversa f~'(A) es la gavilla asociada a la pregavilla B.
Esta imagen inversa f~'(A) tendrd tallo en = € X igual al tallo Ay(,).

Aqui estd la descripcién mas concreta. Una seccién U 3 x — s, € Ay(y)
sobre un subconjunto abierto U de X se llama continua, si para cualquier
x € U, existe una vecindad V' de f(x) en Y y una seccién o de A sobre V,
tal que s, = oy, paratoda z € U N F~'(V). Entonces f~(A)(U) es el
conjunto de secciones continuas U 3 = — s,.
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Para una gavilla .4 sobre un espacio X y para un subespacio cerrado Z <
X, péngase I'(Z, A) = T'(Z,i ' (A)).

Lema 5.1.4. Sea X un espacio paracompacto, y sea i : / — X la inclusion

de un subconjunto cerrado. Entonces para cualquier gavilla A de conjuntos

en X tenemos I'(Z, A) = UmI'(U, A), donde el limite directo es tomado
0§

sobre todas las vecindades abiertas de Z.

Demostracion. Hay una funcién natural lim I'(U, A) — I'(Z, A). El punto
i

crucial es mostrar que esta funcion es suprayectiva. Sea s € I'(Z, A). Para to-
dox € Z,seas, €i '(A), = A, el germende senx. Seas € ['(Z, A), exis-
te una vecindad U], en z, y una seccién o, de A sobre U, tal que (0,), = s,
para todo y € U, (esto es una consecuencia de la definicion de i~ '(A)). En-
tonces ya que X es paracompacto existe una familia localmente finita (U;);cs
de subconjuntos abiertos de X, tal que Z C | J, U; y cada U; esta contenida en
alguna U!. Podemos entonces encontrar otra familia (V;);cy tal que V:CU,.
Para cada i € I, tenemos una seccién s; de A sobre U;, tal que s; coincide con
s sobre U; N Z. Para cada x € X, sea Y, una vecindad abierta de x en X tal
que el conjunto 7}, de ¢, para el cual Y, N V; es no vacio, es un conjunto finito.
Encogiendo a Y, si es necesario, podemos suponer que = € U, para: € T}.
Para cada i, j € T}, las secciones s; y s; coinciden sobre alguna vecindad V;;
de x. Sea IV, la interseccion de Y, con todas las N;; (para i, j € T}); entonces
sobre W, tenemos una seccion bien definida u, de A, la cual en cada y es
igual a s; para cada ¢ tal que y € W, NU;. Para z,y € Z, las secciones ug, u,
evidentemente tienen la misma restriccion a W, NW,,.. Como A es una gavilla,
obtenemos una seccién u de A sobre UIe » Wy, cuyarestriccion W, es igual a
u,. Porlotanto s € I'(Z, A) es larestricciéna Z deu € I'({J,, Wa, A). O

Definicion 5.1.5. Una gavilla A de conjuntos sobre un espacio X se llama
una gavilla suave si para cada subconjunto cerrado Z de X, la aplicacion
restriccion I'(X, A) — I'(Z, A) es suprayectiva.

Nétese que si A es una gavilla suave en X, y Z es un subconjunto cerrado
de X, entonces A /z €s una gavilla suave en Z.

Teorema 5.1.6. Sea X un espacio paracompacto. Entonces

(1) Cualquier gavilla inyectiva de grupos abelianos en X es suave.
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(2) Cualquier gavilla suave de grupos abelianos en X es aciclica.

Demostracion. Mostremos que una gavilla inyectiva .4 en cualquier espacio
X esuna gavilla flacida, i.e., para cualquier subconjunto abierto U de X, la
aplicacion restriccion I'(X, . A) — T'(U,.A) es suprayectiva. Ahora el Lema
5.1.4 implica que una gavilla suave en un espacio compacto es suave. En
Seccién 2, construimos un encaje A <— Z, donde Z(U) = I,y A,. Esta
gavilla 7 es inyectiva y suave. Como A es inyectiva, .A es sumando directo de
la gavilla Z. Pero un sumando directo de una gavilla suave es también suave.
Esto prueba (1).

Ahora mostremos que dada una sucesién exacta 0 - F — G — H — 0
en AB(X) con F suave, la aplicacién I'(X,G) — I'(X,H) es suprayecti-
va. Sea s € I'(X, H). Como X es paracompacto, existe una cubierta abierta
localmente finita (U;);c; de X y una seccion t; de G sobre U; tal que ¢; se
proyecta a s. Ahora tenemos una cubierta abierta (V;) tal que V; C U;. Sea
Z; = V;. Consideremos el conjunto de pares (.J, ;) consistente en un subcon-
junto J de I y una seccién t; de G sobre el conjunto cerrado Z; := J,.; Z;
se proyecta a s. Esto estd ordenado por (J,t;) < (K,tx) siysolosi J C K
y t; = (tk)/z,. Cualquier cadena decreciente en este conjunto tiene un ele-
mento maximo. Por lo tanto por el Lema de Zorn, existe un elemento maximo
(J,ts). Supéngase que existe ¢ € I\J. Tenemos la seccién t; — —t; de F
sobre Z; N Z;. Ya que F es suave, podemos extender esta a una seccion u
de F sobre X. Entonces t; € I'(Z,,G) y t; + u € I'(Z;,G) tienen la mis-
ma restriccion a Z; N Z;. Por la condicién del pegado se tiene una secidén
tjugiy de G sobre Z ;) la cual se proyecta a s. Esto contradice el hecho que
(J,t,) era un elemento maximo, lo que muestra que I'( X, G) — T'(X,H) es
sobreyectivo.

Esto implica que dada una sucesion exacta de gavillas 0 — F — G —
H — 0 con F y G gavillas suaves, entonces H es una gavilla suave. Por in-
duccién vamos a demostrar que para cualquier gavilla suave F, se tiene que
H"(X,F) = 0 para n > 1. Para probar el caso n = 1, elegimos un mo-
nomorfismo F — Z, donde 7 es una gavilla inyectiva. Tenemos la sucesién
exacta

0-I(X,F)—=I(X,I) - T(X,ZT/F) — H'(X,F) — 0,

como H'(X,Z) = 0. Ya que F es suave, la aplicacién
['(X,I) — I'(X,Z/F) es sobre, por lo tanto H'(X, F) = 0. Construir como
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arriba una sucesién exacta 0 — F — Z — Z/F — 0, con Z inyectiva, por lo
tanto suave. Z/F es también suave. La sucesion exacta

H"(X,Z)F)=0— H"""X,F) - H"™(X,I) =0
muestra que H" (X, F) = 0, lo cual completa el paso inductivo. 0

Corolario 5.1.7. Sea M una variedad suave paracompata tal que las ga-
villas A%, son suave. Entonces la cohomologia de gavillas H?(M,Ry;) es
candnicamente isomorfa a la cohomologia de De Rham HY, ,(M).

Como las gavillas suaves son aciclicas, se sigue de la Proposicion 3.3.7
que se puede usar una resolucién de gavillas suaves para calcular la coho-
mologia de una gavilla de grupos abelianos en un espacio paracompacto X.
Necesitamos un criterio para que una gavilla sea suave. Un endomorfismo de
una gavilla A de grupos abelianos es un morfismo A — A en AB(X). Hay
una gavilla de anillos End(A) = Hom(.A, A), con seccién global igual a
Endx(A) = Homx (A, A).

Definicion 5.1.8. Una gavilla A de grupos abelianos sobre un espacio X se
llama una gavilla fina si la gavilla End(.A) es suave.

Si s es una seccion global de una gavilla A de grupos sobre X, el Soporte
de ses:
Sop(s) = {r € X | s, = 0}*.

Definicion 5.1.9. Sea A una gavilla de grupos abelianos en un espacio X, y
seald = (U;);eq una cubierta abierta de X. Una particion de la unidad para
la gavilla A subordinada a la cubierta U es una familia f; de endomorfismos
de la gavilla A la cual tiene las siguientes propiedades:

(1) Para cualquier subconjunto abierto V' y cualquier seccion s de A
sobre V, la seccion f;(s) tiene soporte contenido en V N U,.

(2) Cada punto x en X tiene una vecindad abierta V' tal que sélo un
numero finito de s; no son cero en V.

(3) Tenemos Yicrs; = 1d es el endomorfismo identidad de A. Notemos
que la Y;c1s; tiene sentido por (2), la suma es localmente finita.

Relacionando esta nocién abstracta de particion de la unidad con la clasi-
ca, sea M una variedad suave. Supdngase que f; es una particién suave de la
unidad subordinada a la cubierta abierta (U;);c;. Esto quiere decir que f; es
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una funcién suave en M con soporte en U;, que la suma X ;<7 f; es localmente
finita e igual a 1. Entonces f; induce un endomorfismo de la gavilla A%, de
p—formas, es decir, multiplicacién por f;. El endomorfismo de A%, serd deno-
tado por f;. Las condiciones (1), (2) y (3) de la Definicién 5.1.9 se satisfacen,
asi que (f;) es una particién de la unidad de la gavilla A,

Observacion. Cuando el espacio X es paracompacto decimos que una gavilla
de grupos abelianos es fina si tiene una particion de la unidad subordinada a
cualquier cubierta abierta de X.

Proposicion 5.1.10. Sea A una gavilla de grupos abelianos en un espacio
paracompacto y seald = (U;);cr cualquier cubierta abierta de X. Supongase
que la gavilla A es fina. Entonces la gavilla A es suave.

Demostracion. Sea Z — X un subconjunto cerrado de X, yseas € I'(Z,i~(A))
una seccion de i ! (A) sobre Z. Segtin el Lema 5.1.3 existe un conjunto abier-
to U que contiene a Z, y una seccion s’ de A sobre U, la cual se restringe a s.
Entonces {U, X\ Z} es una cubierta abierta de X. Sea (f1, f2) una particién
de la unidad correspondiente. f; = Id — f; es igual a Id en una vecindad de
Z. Hay una seccion global o de A sobre X tal que 0 = fi(s') sobre U y
o = 0 sobre X'\Sop(f;). En efecto U y X \Sop(f;) son dos conjuntos abier-
tos que cubren a X, y la restriccién de o a la interseccion U\ Sop( f;) es igual

a 0. La restriccion de o a una vecindad de Z es igual a &', asi o se aplica a
se(Z,i1(A)). O

Sabemos que toda cubierta abierta de un espacio paracompacto admite
una particién de la unidad subordinada a ella (esto es, de hecho, equivalente
a la paracompacidad ). Si el espacio es una variedad suave, la particion de la
unidad puede tomarse suave.

Decimos que el espacio vectorial ' es un espacio ILH si £ = lim H,

es un limite inverso de espacios de Hilbert H,, separables. La topologl’a en
FE es la topologia del limite inverso. Esta es la topologfa mas gruesa que hace
todas las funciones proyectivas p,, : £ — H,, continuas. Requerimos que para
cualquier bola abierta B en H,,, se tenga

p, (B) = p;1(B) (5.4)

(lo que implica que la imagen de p,, es densa). Los ejemplos de espacios vec-
toriales topoldgicos del tipo ILH incluyen al espacio C*°(S') de funciones
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suaves S' — R, con su topologia de Fréchet. Un conjunto abierto U se llama
completo si es de la forma U = p1(V), para algtin n y alguna bola abierta
V en H,,. Los conjuntos abiertos completos forman una base de la topologia
de £. Un subconjunto abierto U de E se dice que es un conjunto escamado si
existen algunos conjuntos completos V, Vi, ...,V  talque U =V NV -+ ¢
Vi

Lema 5.1.11. Sea E = lim H,, un espacio ILH que cumple la condicion 5.4.

Entonces para cada subconjunto abierto U de FE, existe una funcion suave f
en E la cual tiene soporte contenido en U y es tal que f(x) > 0 para x € U.

Demostracion. SeaU =V NV N¢---N°V,. Suponer V = p, 1 (W), para
W una bola abierta en H,,. Hay una funcién suave g en H,, tal que g(z) =0
parax € H, Wy g(z) > 0 para x € W. En efecto se puede tomar para g
una funcién suave conveniente de la distancia al centro de la bola. Entonces
¢ = gop, es una funcién suave en E tal que ¢(y) = O paray & p (W) =V
y ¢(y) > Oparay € p,'(W). Paral < j < ¢, sea V; = p,[(W;), para W
una bola abierta en el espacio de Hilbert H,,,. Existe una funcién suave g; en
H,,, tal que

0<gj(r)<lparaz & W,
gj(r) =1 parax € W;

Sea ¢; = ¢ o p,,. Tenemos

0< ¢;j(x) <lparax €V,
¢ij(z) =1 paraz €V,

Por lo tanto f(x) = ¢(x)ITj_; (1 — ¢;(x)) satisface los requisitos. O

Antes de comenzar el préximo lema, notemos que cada subconjunto abier-
to U de L tiene la propiedad de ser 2—numerable (i.e., su topologia tiene una
base numerable). Por lo tanto U es Lindeldf, es decir, para cualquier cubierta
abierta (U;);c 7, existe un subconjunto numerable J de [ tal que (U;);cs es una
cubierta. También U es metrizable.

Lema 5.1.12. Sea E como en el Lema 5.1.11, sea W un subconjunto abierto
de E, y sea (Z;)jen una cubierta abierta de W cuyos abiertos son completos
contenidos en W. Hay una cubierta abierta (V;)jen tal que
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(1) V; C Z; para todo j;
(2) cada V; es un conjunto escamado;
(3) la cubierta cerrada Vj es localmente finita.

Demostracion. Cada Z; es de la forma Z; = p,'(B,,(x;)), donde B, (z;)
es la bola abierta de centro z; y radio a; en H,, . Definir V; inductivamente.
Poner V; = Z,. Teniendo definido V;_,, poner

Vi = Z; 0° Py Bryjeny) 0+ - N° p";jlleijlyj(xjfl)
donde 71 = a1 — 3,...,7j-1; = a;—1 — ;. Cada Vj es un conjunto escamado
que contiene a Z;. Afirmamos que los V; cubren a W. Sea v € W, y sea
J €l entero mds pequefio tal que x € Z;. Entonces x € V}, de lo contrario
para algiin £ € {1,...,j — 1}, x debe pertenecer a p, ! B, () S Zj, una
contradicion. Mostremos que la cubierta (V';) es localmente finita. Sea z €
W, suponer x € Z;. Poner y = p,,(z) € B, (x;). Sea s un nimero > 0
tal que la bola B,(y) estd contenida en B, (7;). Seat = s/2. Para toda k
suficientemente grande, la bola B;(y) esta contenida en B, (), y por lo tanto

p;jl (B,(y)) no es unién de V. Por lo tanto la vecindad abierta p;jl (Bi(y)) de
x intersecta s6lo un nimero finito de V. O

Notemos que el Lema 5.1.12 claramente implica que I es paracompacto.

Proposicion 5.1.13. Sea E un espacio I LH, que satisface la condicion (5.4).
Entonces para cualquier cubierta abiertald = (U,);c; de E, existe una parti-
cion de la unidad suave subordinada a U.

Demostracion. Como E es paracompacto, podemos asumir que (U;) es lo-
calmente finita. Sea (Z;) una cubierta abierta de F tal que Z, C U; para toda
i. Si podemos encontrar funciones suaves f; > 0 con soporte en Z;, tal que
Y;fi = 1, tendremos una particién de la unidad para (U;). Reemplazando la
cubierta (Z;) por un refinamiento, podemos remplazar I por un subconjun-
to numerable y obtener una cubierta. Por lo tanto podemos suponer que N
es el conjunto indexado. Denotemos nuestra cubierta por (Z;), ey y construir
conjuntos escamado V; C Z; como en el Lema 5.1.11. Por el Lema 5.1.12,
existe para cada j € N una funcién suave g; > 0, con soporte en Vj, tal que
g;j(r) > 0 parax € V. La funcién g = X;g, en E es suave ya que (V) es



66 5. Cohomologia de De Rham

localmente finita, por lo tanto la suma es localmente finita. Como cada x € E

pertenece a algin V;, tenemos g(x) > g;(x) > 0. Asfi las funciones f; = %

son suaves > 0, con Supp(f;) € V; C Z;, y ¥;f; = 1. Esto nos da la
particion de la unidad para la cubierta (U;). O

Corolario 5.1.14. Sea E un espacio [LH. Sean A, B subconjuntos cerrados
ajenos no vacios de E. Entonces existe una funcion suave g en E tal que
g(x) =0parax € A, g(x) =1paraz € B,y0 < g(z) < 1 para toda z.

Demostracion. {E\B, E\A} es una cubierta abierta de E. Sea (f,g) una
particién de la unidad correspondiente. Tenemos 0 < g(z) = 1 — f(z) < 1.
Para x € A, tenemos g(z) = 1 — f(z) = 0; para z € B, tenemos g(z) =
1—f(z) =1. O

Teorema 5.1.15. Sea M una variedad paracompacta modelada en un es-
pacio ILH que satisface (5.4). Entonces para cualquier cubierta abierta
U = (Uj)ier de M, existe una particion de la unidad suave subordinada a

U.

Demostracion. Podemos también suponer que cada U; es difeomorfo a un
conjunto abierto completo de £'y que cada cubierta es localmente finita. Exis-
te una cubierta abierta (V;) tal que V, C U;. Como U; es difeomorfo a un
conjunto abierto de F, vemos del Lema 5.1.12 que existe una funcion suave
g; en U;, con soporte en V;, tal que g;(z) > 0 para toda 2 € V;. Poniendo
gi(z) = 0 para x ¢ U;, obtenemos una funcién suave g; en M, con soporte
en V,, la cual es positiva en V;. Asi g = X;¢; es una funcidn suave positiva, y
asf las funciones f; = % constan de una particion de la unidad subordinada a
(Ui). =

Vamos a resumir los resultados obtenidos para variedades modeladas en
espacios [ LH.

Teorema 5.1.16. Sea M una variedad paracompacta modelada en un espa-
cio ILH que satisface (5.4). Entonces las gavillas A%, son suaves, y tienen
isomorfismos canonicos

HP(M,Ry) — HP(M,R) = H (M).

Si M es un subconjunto abierto convexo de E, estos grupos son 0 para p > 0.
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Demostracion. Por el Teorema 5.1.15 tenemos que para cualquier cubierta
abierta U/ de M existe una particion de la unidad subordinada a I/. Entonces
las gavillas A%, son finas y por la proposicién 5.1.10 se tiene que A%, suave.
Por lo tanto las gavillas A%, son aciclicas por el Teorema 5.1.6. Sea A}, una
resolucidn inyectiva de la gavilla constante R ;. Por el Teorema 4.2.1 tenemos
que

HP(U,Ry) > HP(M,Ryy)

para cualquier cubierta abierta ¢/ de M y para p > 0. Entonces
HP(M,Ry) —= HP(M,Ry) — HP(M,R).

Ademds, por el Corolario 5.1.7 tenemos que H?(M,Ry;) — HY 5 (M). Por
lo tanto, )
HP(M, Ryy) < HP(M,R) > H?, (M)

parap > 0.
U

Queremos escribir abajo un isomorfismo explicito entre los grupos de
cohomologia de Cech y los grupos de cohomologia de De Rham. Tal iso-
morfismo fue primero dado en [AW1]. Observar que el isomorfismo

HP(M7 RM) - Hp(MaA;\/[)

es inducido por el casi-isomorfismo R, — A3},. Con respecto al isomorfismo
HYn (M) — HP(M, Aj,), es muy natural para el punto de vista de la hiper-
cohomologia de Cech. Es decir, aplicamos A®*(M) a la primera columna de
I1;A*(U;) por las aplicaciones restriccién de M a cada U,.

A2 M _— H1A2<Uz) L> Hz‘,jA2(Uij) L> v

(M)

R R

HM) 2= LAY, 2 T, AN (Uy) 2
)

N

oo i

AU M) —= ILAY(U;) == T1; j AO(Uy) = - -

Sea U = (U;) una cubierta abierta de M. Notemos que la clase de coho-
mologia del p—cociclo de Cech c de la cubierta ¢/ con coeficientes en R,
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corresponderd a la clase de cohomologia de la p—forma cerrada w bajo este
isomorfismo si podemos encontrar una cocadena (o, )o<q4<p—1 de grado (p—1)
en el complejo doble de Cech C* (A3,) con las siguientes propiedades:

(1) Cada o, es una (p — 1 — g)—cocadena de Cech con valores en A?, |y
tenemos

(00ty)ig,wip—y = (=1)P 7 (g1 )i, sip-s)

paral <g<p-—1.

(2) (da,, )i es larestriccion de w a Us.

(3) day = —c.
w
la
a 5
Qp 1 %
|-
a 5
Qp 9 "
|
gp—?)

Qy L —C
En efecto, estas condiciones quieren decir que la cofrontera total § +
(—1)Pd (donde p es el primer grado) de la cocadena de Cech Eg;égq es igual
a la diferencia w — ¢, donde w es visto como una 0—cocadena con valores
en A%, y c es una p—cocadena con valores en A%. Comenzando de ¢, cons-
truimos ¢, a,, y etc., inductivamente. Para esto, elegimos una particion de la
unidad ( f;) subordinada a /.

Lema 5.1.17. Sea H : C*(U, AY,) — C*~Y(U, AY,) dada por
H(Q)il,...,z'p = Z fiai,il ..... ip

Entonces para cada p > 0, H da una nulo homotopia del complejo de Cech
para la gavilla A%,
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Demostracion. Tenemos que:
P p
_ j -
6( 107 -t _§ : H 20, ,z], Wip E :E : fZ ’LZO e ,.A.,ip'
7=0 =0 1

Por otra parte tenemos

H( ZO, Y2 _Zfl ZZO, Y2

P
= Z inéio,...,ip - Z i Z(_1)jai,i0,...,2j,...,ip
i i j=0
= (g, ..iy) — 0(H())ig,....i
O

Ahora vamos a encontrar «, por induccion en g, comenzando con g = 0.
Primero tomemos o, = —H (c), yaque §(H(c)) = cporel Lema 5.1.17. Esto

da
(040 11, - - Zfzcz 105eensip®

Paral < ¢ < p — 1, queremos d(a,) = (—1)""*"'da, ;. Pero da, ; es
el kernel de 4, ya que dda, |, = ddaq ;= (=) qddaq , usando la hi-
potesis inductiva. Por lo tanto tenemos da, ; = 0H(da, ), asi ponemos
a, = (=1)»~""'H(da,_,), produciendo

(Ql)ig,..., - p 2 Z Czo,zl ..... zpfzodfn)
10,81
y etc.. Finalmente, el dltimo término es
(@ 1)i = —(=1)P D272 Z Ciroipifirdfia N -+ Ndfi,.

T

La p—forma cerrada w; = (da,, ,); en U; tiene la misma restriccion a Uy,
ya que dda,, ; = dda, ; = dda, , = 0. Por lo tanto hemos probado lo
siguiente.
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Proposicion 5.1.18. (Weil [AW1]) Sea M una variedad suave en la cual
las gavillas A%, son suaves (por ejemplo, M es una variedad paracompacta
suave modelada en un espacio I LH que satisface (5.4)). Sea U una cubierta
abierta de M, y sea (f;)ic; una particion de la unidad subordinada a U.
Entonces para ¢ un cociclo de Cech de grado p con coeficientes en la gavilla
constante Ry, sea w la p—forma cerrada en M, tal que

(w)

p(p+1)
v, =(—1) 2 Z Ciy,..., ip,idfil JANRERAN dfl-p (5.5

Entonces la clase de cohomologia [c] € H?(M,Ry) y la clase de cohomolo-

gia [w] € HY,n(M) se corresponden mutuamente bajo el isomorfismo
HP(M,Ry) — HP (M)



Capitulo 6

Haces de lineas

6.1. Clasificacion de haces de lineas

En esta Seccion vamos a describir haces de lineas sobre una variedad salvo
isomorfismos, en el caso suave y holomorfo. El resultado importante es la
clasificacion de las clases de isomorfismos de haces de lineas.

En toda estd Seccion M serd una variedad suave y paracompacta. Por la
Seccion 4 se tiene que la cohomologia de gavillas es isomorfa a la cohomo-
logia de Cech. Si M verifica las hipétesis del teorema 5.1.16, tenemos que la
cohomologia de De Rham H% (M) es isomorfa a la cohomologia de Cech
HP(M,Ryy).

Definicion 6.1.1. Un haz de lineas L sobre M, es una triada (L, M, p), don-
de L es una variedad suave que se llama espacio total, p : L — M es un apli-
cacion continua que se llama aplicacion proyeccion. Para cualquier v € M,
L, := p~!(z) es un espacio vectorial sobre los niimeros complejos. Ademds,
satisface:

o) La condicion de trivialidad local. Para cada © € M, existe una vecin-
dad U de x en M, y un homeomorfismo

h:p ' (U)—CxU,
tal que, para cada x € U, se tiene un isomorfismo lineal sobre los

complejos
pi(z) = {z} xC=C. (%)

71
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A M se lallama espacio base.
Observacion. Cuando es posible elegir U igual al espacio base, se tiene un
haz de lineas trivial.

El concepto de un haz de lineas suave puede ser definido similarmente. Se
requiere que p sea una aplicacion suave y que para cada x € M, existe una
vecindad U de z en M, y un difeomorfismo

h:p'(U)—CxU,
tal que, para cada x € U, se tiene un isomorfismo lineal sobre los complejos
p(z) 2 {z} x C=C. ().
Ejemplo 5. Sean M = S' ={z € C; |z| =1} y L = S* x C. Definimos

p: L — M,
(x,2) — =

Se tiene que para cada x € M, p~*(z) X Cy h : p (M) — L esun
homeomorfismo, por lo tanto L es un haz de lineas suave trivial.

Si L; y Lo son haces de lineas (suaves) sobre M. Un isomorfismo de
haces de lineas es un homeomorfismo (difeomorfismo)

¢: Ly — Ly,
el cual satisface las siguientes dos condiciones.
*) ¢ es compatible con la proyeccién a M, esto es p; = p2 © ¢;

* %) Para cualquier x € M, el homeomorfismo (difeomorfismo)
(L1)z — (Ly), es C- lineal.

Una seccién de un haz de lineas (suave) es una funcion continua (suave)
s: M — Ltal que s(m) € L,, paratodo m € M, estoes, po s = Id,,.

La condicién de trivialidad local significa que cada propiedad de un haz
de lineas se tiene localmente. Para cada © € M existe una vecindad U de x
y un isomorfismo entre el haz de lineas trivial C x U y L|y = p~*(U). Tal
isomorfismo corresponde a una seccion suave s : U — L la cual en ninguna
parte de U es nula; dado s, se define ¢ : CxU — Ly = p~*(U) por ¢(y) =
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(5567 P(y))- Por lo tanto la funcién | de valores en C* es caracterizada

por s s(p(y)) = y; esto estd bien definido porque p(y) = p(s(p(y))).

Ahora daremos la construccion del haz asociado a un haz de lineas. Si
L — M es un haz de lineas, tenemos la seccion cero 0 : M — L; su imagen
se llama la secci6n cero de L. Denotemos por L™ el complemento en L de la
seccidn cero. Si yq, yo son puntos de L en la misma fibra, hay un ndmero bien
definido - tal que y; = - - y». Sea GL;(C) = C*. La aplicacién LT — M
es un haz principal localmente trivial con grupo estructural C* que actia por
dilataciones en la fibras.

Se puede recuperar L de L™ como un haz asociado, es decir, L = (L1 x
C)/C*, donde A € C* acttaen L™ x C por X - (y,u) = (A1 -y, X u).
Esta construccién (LT x C)/C* se denota por L+ x C. En términos concretos,

un haz de lineas sobre M es lo mismo que un haz principal con grupo de
estructura C* (en corto, un C*—haz principal). M4s aun, si L es un haz de
lineas y L™ el correspondiente C*—haz principal, el grupo de automorfismos
del haz de lineas L es igual al grupo de clases de isomorfismos del C*—haz
principal; en realidad, ambos grupos son isomorfos al grupo I'(M,C*) de
funciones suaves de valores C*.

Otra forma en términos categoricos es la siguiente. Para una variedad fija
M, sea (] la categoria cuyos objetos son haces de lineas sobre M, y cu-
yos morfismos son isomorfismos de haces de lineas. Similarmente sea C' la
categoria de C*—haces principales () — M, cuyos morfismos son isomor-
fismos de haces principales. Observe que la asociacién L +— L% define un
funtor F' : ) — Cj; tal que para cada isomorfismo ¢ : L; — L, entre
haces de lineas, se tiene un isomorfismo correspondiente F'(¢) : F(Ly) =
L{ = F(L,) = Lj. Se dice que F' es una equivalencia de categorias
(véase [McL1]) si las siguientes dos condiciones se satisfacen:

(1) Para Ly, Ly objetos de (', la aplicacion
Home, (Ly, Ly) — Home, (F(Ly), F(Ly))

es biyectiva;

(2) Cada objeto de C; es isomorfo a un objeto de la forma F'(L), para algiin
objeto L de (.

Proposicion 6.1.2. Sea C' la categoria de haces de lineas sobre M, Cs la
categoria de C*—haces principales sobre M, F : C; — Cy el funtor F(L) =
L*. Entonces F es una equivalencia de categorias entre C y Cs.
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Demostracion. La propiedad (1) ya se ha observado arriba en el caso L; =
L. El caso donde Ly y Ly son isomorfas se sigue inmediatamente. ahora
afirmamos que si L y Lo no son isomorfas como haces de lineas, L y L3 no
son isomorfas como C*—haces. En realidad, tal isomorfismo implicaria que

el haz de lineas asociado a L] xC es isomorfo a L3 x C, por lo tanto L; es
C* C*
isomorfo a L. (2) se sigue de la construccién del haz de lineas asociado a un

haz C*. O]

Notemos que un funtor F' : | — (5 es una equivalencia de categorias
si y solo si existe un funtor casi-inverso G : C1; — (b, para el cual hay una
transformacion natural invertible ¢ : Go F' — Ide, y ¢2 : Go F' — Idg,.
En nuestro caso G(P) = Pg*(C — M.

Sip: L — M esunhazde lineas, y si f : N — M es un funcién suave
entre variedades, el pull-back f*L de L es el haz de lineas L x; N = N.
Para s una secciéon de L sobre un subconjunto abierto U de M, denotamos
por f*s la correspondiente seccién de f*L sobre f~1(U).Si f : U — M es
la inclusién de un conjunto abierto, el pull-back f*L es a menudo denotado
Ly, y se llama la restriccion e L al conjunto abierto U. La correspondien-
te notacion para C*—haz principal es el pull-back P x,; N de un C*—haz
principal P — M.

Damos el ejemplo importante del haz de lineas tautoldgico sobre un espa-
cio proyectivo y del correspondiente C*—haz principal. Sea E' un espacio vec-
torial de dimension finita sobre C, y seaP = (E'\{0})/C* el espacio proyecti-
vo de lineas en F. Recordar que P es una variedad, y que la aplicacién proyec-
tivap: E'\ {0} — P es un C*—haz principal. Sea £ = C", con coordenadas
(21,..., 2); en este caso P = CP" . Parax € CP"', un punto (21, ..., 2,)
en p~!(x) se llama un conjunto de coordenadas homogéneas para z. Notemos
que £\ {0} esta cubierto por los conjuntos V; = {(z1, ..., z,) : 2z; # 0} (donde
1 <i < n); entonces C P! es cubierto por los conjuntos U; = p(V;). Sobre
U;, la proyeccién p admite la seccidn suave s; caracterizada por z; = 1.

El correspondiente haz de lineas L. — [P puede ser descrito como la ex-
plosion del origen en F. En otras palabras, L C I/ x P es la subvariedad que
consiste del par (v, ), donde v es un punto de E, [ es una lineas de F, y v € .
Notemos que la fibra de L sobre [ es exactamente la lineas /; esto es por lo
que este haz de lineas se llama “ tautolégico ™.

Para un espacio de Hilbert separable F, el espacio proyectivo P de E es
una variedad modelada en E/C. Para (e,,) una base ortonormal de F, E'\ {0}
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esta cubierto por los conjuntos abiertos V; = ¥, z,e,; z; # 0. Pic es cubierto
por los conjuntos abiertos U; = p(V;). Los conjuntos abiertos U; se identifican
con el subespacio (C - ¢;)* de E;av € (C - ¢;)* le corresponde la linea
generada por v + e;. Otravez p : E'\ {0} — P es un C*—haz principal.

El significado de la Proposicion 6.1.2 es que dado un haz de lineas po-
demos asociarle un C*—haz principal y dado un C*—haz principal podemos
asociarle su haz de lineas, salvo isomorfismo. En algunos casos, el lenguaje
de haces de lineas es més conveniente. Este es por supuesto el caso si uno esta
interesado en el espacio I'(M, L) de secciones suaves de un haz de lineas L;
este espacio de secciones es un médulo sobre el anillo C*°(M )¢ de funciones
suaves de valores complejos. En otro caso, el lenguaje de C*—haces es mas
conveniente. Por ejemplo, el producto tensorial L; ® Ly de haces de lineas co-
rrespondientes es el producto de C*—haces principales. El producto (), (>:<* Q2

de dos C*—haces principales es el cociente del producto fibrado ()1 X ; Q2
por la siguiente accién de C*:

A (Y1, 2) = ()\_1 YL, A Y2).

Como producto tensorial, la operacién de producto contraido es asociativa y
conmutativa (salvo isomorfismo natural). Para seccioness; y s, de los haces
de lineas L; y Lo, obtenemos una seccién s; ® s; de L1 ® Ly. El inverso
de un haz de lineas corresponde a la operacidn la que transforma el C*—haz
principal Q — M en el haz Q — M, donde Q = @, tal que la accién de
A € C*en Q es la accién de A" en (. Para haces de lineas, el inverso es
dado por la construccion del dual L* de L; una seccién de L* es lo mismo que
una funcién en L la cual es C*—homogénea de grado 1.

En este camino se obtiene una estructura de grupo conmutativo en el con-
junto de clases de isomorfismos de haces de lineas sobre M, tal conjunto es
el grupo de Picard, Pic>™(M ). Queremos describir este grupo conmutativo
en términos topoldgicos. La idea es que un haz de lineas L es clasificado por
una cierta obstruccién encontrando una seccion global no nula de de L — {0}
, en otras palabras, una seccién global del C*—haz L*. Localmente se puede
encontrar tal seccion. Se sigue que existe una cubierta abierta (U;);c; de M tal
que L;FUZ, tiene una seccion s;. Entonces sobre la interseccién U;; = U; N U;
de dos conjuntos abiertos de la cubierta, tenemos la funcién suave invertible
9ij = j—] sobre la interseccion Ujj;, de tres conjuntos abiertos, tenemos la

relacion cociclo
Gik = Gij * Gjk-
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Por lo tanto los g;; forman un cociclo de Cech de grado 1 de la cubier-
ta (U;) con coeficientes en la gavilla C}, de funciones suaves invertibles de
valores complejos, la cual fue estudiada en el Capitulo 1.

Teorema 6.1.3. (1) La clase de cohomologia c¢(L) € H' (M, C},) del cociclo
de Cech gigl es independiente de la cubierta abierta y de la eleccion de la
seccion s;.

(2) La asignacon L — (L) da un isomorfismo entre el grupo Pic™™) ge

clases de isomorfismos entre haces de lineas sobre My el grupo de cohomo-
logia de Cech H'(M, C,).

Demostracion. Primero mostraremos que para una cubierta abierta dada U/ =
(U;), 1a clase de cohomologia de Cech de gi; es independiente de la seccion
s; de L sobre U;. Cualquier otra seccion es de la forma s; = f; - s;, donde
fi es una funcion invertible de valores C* sobre U, i.e., una seccién de Cj,
sobre U;. Entonces tenemos, para el 1—cociclo de Cech g;; correspondiente a
s, cumple

s fi s
gij_S;-_fj S
_fi
_fj Gij-

Sea f la 0—cocadena de Cech con coeficientes en C3, la cual toma el valor
fi en U;. La cofrontera de Cech de i es igual a la diferencia entre los cociclos
9ij ¥ 9§j~

Ahora tenemos que mostrar la independencia de la cubierta abierta. Pode-
mos asumir que la cubierta abierta V = (V}),;cs es un refinamiento de {f =
(Ui)ier, lo cual implica que hay una funcién f : J — I tal que V; C Uy
para cualquier j € J. Entonces, para s; € I'(U;, L™), obtenemos una seccién
t, de L™ sobre Vj, como la restriccion de sf(j) a V; C Uy(;). El 1—cociclo
de Cech para la cubierta V; obtenido de estos V; es claramente la imagen del
1—cociclo bajo la aplicacién inducido f, : C*(U,C;,) — CH(V,C3,). Esto
prueba (1).

La demostracién de (2) procede como sigue. Primero es féacil ver que
[L] — ¢(L) define un homomorfismo de grupos

c: Pic™®(M) — H*(M,C,)).
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c1 es inyectivo, ya que la trivialidad de la clase de cohomologia de g;; quiere
decir que existe una seccion de Cj, sobre U; tal que g;; = J’:—] pero entonces
s; = § es una seccién de L™ sobre U, y tenemos s; = s; sobre U; N Uj. Asi
los s! dan una seccién global de L sobre M, lo cual muestra que L™ (por lo
tanto también L) es el haz trivial.

La soprayectividad de ¢ se prueba construyendo un C*—haz principal
() — M asociado a un 1—cociclo dado g;; de (U;) con coeficientes en Cj,.
Comenzamos con un espacio W = Il,c;U; x C*, y construimos un espacio
cociente haciendo las siguientes identificaciones: para x € U;; y A € C¥,
identificamos (2, \) € U; x C* con (x, A - g;(x)) € U; x C*. Este aplicacién
del espacio cociente a M admite una accién natural de C*, y es en realidad
un C*—haz principal sobre M. Este tltimo hecho depende de la relacién del
cociclo g;;. Hay una seccion s; de () sobre U, tal que s;(z) es la clase de
(x,1) € U; x C*. Por construccion, tenemos j—g = g;; sobre U;; concluyendo

la demostracion. Il

Sea f : N — M una funcién suave entre variedades. La operacion de
pull-back de haces de lineas de M a N induce un homomorfismo de grupos
f*: H (M,C;,) — H'(N,C%) el cual es la composicién de la imagen
inversa de la aplicacién H'(M,C},) — H'(N, f~'C},) con la aplicacién
inducida por el morfismo de gavillas f1C}, — Cy.

Como un ejemplo, volvamos al C*—haz principal C*\{0} 2> CP" !,
Usando la cubierta de C P" ! por los U; (definidos por la condicién z; # 0),
tenemos g;; = i—ﬂ Este es el 1—cociclo para el haz de lineas tautolégico.

Ahora tenemos la sucesién exacta exponencial de gavillas.

exp

0—-7Z(1)=2rv-1-2—-C,;, — Cj;, — 0

la cual da una sucesion exacta larga de grupos de cohomologia. Los grupos
de cohomologia H'(M,C,,) son 0 si i > 0, por nuestra suposicién en M, el
hecho de que C,, es una gavilla suave (Teorema 5.1.16) y el hecho de que
una gavilla suave en un espacio paracompacto es aciclica (Teorema 5.1.6).

Asi tenemos un isomorfismo de grupos de cohomologia HY (M, C;,) —
H?(M,Z(1)). Esto implica el siguiente corolario.

Corolario 6.1.4. El grupo Pic™ (M) es candnicamente isomorfo al grupo de
cohomologia de Cech H*(M,Z(1)).
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Observacién. Ya que H?*(M,Z(1)) = H?*(M,Z), la clase de cohomologia
¢(L) del Teorema 6.1.3 se denota por ¢1(L) y se llama la primera clase de
Chern de L.

Nosotros escribiremos un 2—cociclo de Cech 1 con valores en Z(1) que
representa a ¢;(L). Si g;; son los cociclos de transicién para el haz de lineas
L, y si se tiene una rama de Log(g;;) logaritmo de g,; sobre U;;, entonces
pije = —Log(gijx) + Log(gir) — Log(gi;) es un 2—cociclo de Cech de valor
Z(1) el cual representa ¢ (L).

Es a menudo importante considerar métricas en haces de lineas.

Definicion 6.1.5. Sea L. — M un haz de lineas. Una métrica hermitiana en
L es una funcion suave h : L — R, U {0} tal que h(\ - x) = |\|* - h(z) para
r€Ly\eC,yh(x)>0siz € L. Un haz de lineas hermitiano es un
haz de lineas equipado con métrica hermitiana. Un isomorfismo de haces de
lineas hermitianos es un isomorfismo de haces de lineas el cual es compatible
con las métricas.

Observemos que si i es una métrica hermitiana en L, entonces para dos
secciones s; y so de L sobre el mismo conjunto abierto, se puede definir una
funcién de valor complejo (s1, s2) por (s1, s2) = - (22) - h(s) para cualquier
seccion no-nula s. La parja (, ) es hermitiana. Se tiene (s, s) = h(s).

A un haz de lineas hermitiano L. — M con métrica hermitiana h, se le
asocia un haz de circulos L' — M, donde L' = {x € L : h(z) = 1}. Este es
en efecto un haz principal con el grupo de circulo T como grupo de estructura.
Inversamente, sea P — M un T—haz principal; construimos el haz de lineas

L := PxC — M, donde T actda en C por multiplicacién escalar. La métrica
T

hermitiana h es entonces definida por h(z,\) = |\|]>, paraz € Py A € C.
Ahora tenemos el siguiente andlogo de la Proposicion 6.1.2.

Proposicion 6.1.6. Los funtores (L,h) — L'y P +— PxC son funtores
T

casi-inversos entre la categoria de haces de lineas hermitianos sobre M, y la
categoria de T—haces sobre M.

Usando particiones de la unidad, es facil probar

Proposicion 6.1.7. Cada haz de lineas sobre una variedad paracompacta
satisface la suposicion del Teorema 5.1.16 admite una métrica hermitiana.

El andlogo del Teorema 6.1.3 y el Corolario 6.1.4 para haz de lineas her-
mitiano es
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Teorema 6.1.8. El grupo de clases de isomorfismos entre haces de lineas her-

mitiano sobre M es isomorfo al grupo de cohomologia de Cech H' (M, T,,),
por lo tanto también a H*(M,Z(1)).

La demostracién es la misma del Teorema 6.1.3 pero las funciones de
transicion tienen codominio en T en vez de C*.

Este da otra demostracion de la existencia de una métrica hermitiana en
cualquier haz de lineas. Ahora volvemos al haz de lineas holomorfo sobre
variedades complejas.

Sea M una variedad compleja.

Definicion 6.1.9. Un haz de lineas holomorfo L — M es un haz vectorial
holomorfo de rango 1. Para cualquier x € M, la fibra L, = p~'(z) es un
espacio vectorial de dimension uno sobre C.

Si L1y Ly son haces de lineas holomorfos sobre M, un isomorfismo de ha-
ces de lineas holomorfos es un difeomorfismo complejo-analitico ¢ : L; —
Ly el cual satisface las siguientes dos condiciones:

(a) ¢ es compatible con la proyeccion a M, esto es, p1 = ps © ¢;

(b) para cualquier x € M, el difeomorfismo inducido (Ly), — (L3), es
C—lineal.

Para un haz de lineas holomorfo . — M, el complemento L™ de la se-
ccién cero da un C*—haz principal holomorfo localmente trivial L™ — M. El
holomorfismo andlogo de la Proposicion 6.1.2 se tiene, i.e., la categoria de ha-
ces de lineas holomorfos sobre M es equivalente a la categoria de C*—haces
principales holomorfos. El andlogo del Teorema 6.1.3 es expresado en térmi-
nos del cociclo de transicién g;; asociado a una cubierta abierta (U;) y a una
seccion holomorfa s; de Lt sobre U;; entonces g;; = j—; es una funcién ho-
lomorfa invertible sobre U;;, i.e., una seccién de la gavilla O}, de gérmes de
funciones holomorfas invertibles.

Teorema 6.1.10. (1) La clase de cohomologia en H' (M, Q%) del cociclo
de Cech gij es independiente de la cubierta abierta 'y de la eleccion de las
secciones s;.

(2) El grupo de Picard Pico(M) de clases isomorfas de haces de lineas
holomorfas sobre M, es isomorfo al grupo de cohomologia de gavillas, esto
es,

Pico(M) = HY (M, O},).
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Analizamos el grupo de Picard, se usa la sucesién exponencial exacta:

erp

0— Z(1) - Oy — O3 — 0. 6.1)
Esta da la sucesion exacta de grupos

= HYM,Z(1)) — H"(M,Oy) — H' (M, 0%)
— H*(M,Z(1)) — H*(M, Q) — - -

El grupo de Picard Pico (M) = H'(M, ©%,) aparece como una extensién
del grupo discreto

Ker(Hz(M,Z(l)) — H2(M, Own)),
por el grupo de Lie conexo
HY (M, Opr)/ Tm(H (M, Z(1))).

Notamos que el haz de lineas tautolégico sobre el espacio proyectivo P
de un espacio vectorial £ es un haz de lineas holomorfo. Las funciones de
transicion g;; = = son por lo tanto también holomorfas. El grupo de Picard

J

Pico(P) es igual a H?(P, Z(1)) = Z, porque H’(P,Op) = O para j = 10 2.
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