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RESUMEN

Se estudian sistemas histeréticos de resistencia asimétrica, donde el sistema estructural posee una
resistencia mayor en un sentido de aplicacion de la carga que en el otro, fendmeno también conocido
como asimetria en fluencia, donde se incluyen los efectos de degradacion de rigidez y resistencia. El
objetivo de estudio es proponer el método de linealizacion equivalente estocastica, como eficiente y
razonablemente preciso para analizar sistemas con asimetria en fluencia sujetos a una excitacién con
incertidumbre. El criterio de linealizacion consiste en reemplazar la ecuacion diferencial no-lineal que
gobierna el comportamiento histerético asimétrico, por un conjunto de ecuaciones diferenciales lineales
equivalentes, cuyos términos poseen las propiedades estocasticas equivalentes de la ecuacion original.
Se hacen las consideraciones pertinentes para un problema estocastico no-estacionario. Los procesos de
excitacion y respuestas se consideran gaussianos. Los resultados obtenidos muestran que ante una
adecuada modelacion de la asimetria en la resistencia, el error obtenido con el método de linealizacion
propuesto es racionalmente bajo en proporcién al ahorro de calculo y el tiempo de computo es menor
que el que se ocupa con métodos alternativos como la simulacion de Monte Carlo. Se comentan
brevemente las caracteristicas de las funciones de densidad de probabilidad calculadas.

ABSTRACT

Hysteretic systems are studied with asymmetric resistances, where a structural system has a larger
resistance in one way of load application in comparison of the other side, effect also known as
asymmetric yielding, where stiffness and yield degradation are considered. The objective of this study
is to propose stochastic equivalent linearization as an efficient and reasonable precise way of analyzing
asymmetric yielding systems with random excitation. Equivalent linearization method consists in
replacing nonlinear differential equations that govern hysteretic behavior by an equivalent linear set of
linear equations, which terms have stochastic properties of the original equation. Assumptions are
made concerning to a non stationary stochastic problem. Excitation and response processes are
considered as Gaussian. Obtained results show that with an adequate resistances asymmetric yielding
modeling, obtained error is reasonable low in proportion to the saving of calculations and computing
time that alternative methods takes such as Monte Carlo simulation. Briefly, characteristics of
calculated probability density functions are commented.



INTRODUCCION

I.L  INTRODUCCION

Los criterios de andlisis y disefio lineales difieren mucho de las curvas experimentales observadas de
los elementos estructurales sujetos a cargas intensas, que demuestran una naturaleza no-lineal. Ante
cargas dinamicas, se presentan ciclos de carga y descarga con la capacidad de disipacion. La duracion
de una fase intensa sismica es reducida en comparacion con la vida Util de la estructura; no obstante, es
en esta parte donde se demanda un comportamiento estructural que sobrepasa significativamente los
limites elasticos.

En el presente trabajo se considera que en los ciclos histeréticos se presenta asimetria, es decir, que la
resistencia de fluencia es diferente en cada direccién de aplicacion de la carga. Para efectos précticos,
un sistema asimétrico con esta diferencia en sus resistencias, se le denomina: asimétrico en fluencia, o
simplemente asimétrico.

Existen muchos casos practicos que se suponen con histéresis simétrica, pero que exhiben asimetria
debido a diferentes razones, tales como: la presencia de cargas asimétricas, geometria irregular (en
disefios arquitecténicos no convencionales), estructuracion irregular de las resistencias, asentamientos
diferenciales, entre otras.

Un efecto que se presenta como resultado de los asentamientos diferenciales en los suelos blandos, es
la inclinacion de una estructura respecto a una linea vertical. Otra razon se debe a que una estructura
llega a su estado de reposo después de un evento sismico, pero existen muchos casos que debido a la
fuerte interaccion con el suelo, al moverse la estructura de un lado a otro, no llega a su posicion vertical
nuevamente en la etapa final de vibracién libre y queda con una inclinacién residual. Ambos casos se
modelan como asimétricos en fluencia en el desarrollo de este trabajo y son de especial interés en la
zona lacustre de la Ciudad de México.

Cargas meteoroldgicas como viento, lluvia y nieve, los efectos del paso de fluidos, oleaje,
funcionamiento de maquinaria 0 movimiento de aeronaves y vehiculos, son casos tipicos que pueden
estudiarse con la teoria de vibraciones aleatorias, por ejemplo, para mitigar los efectos de las
amplitudes dinamicas, que pueden ser molestos al usuario, provocar una sensacién de inseguridad por
el movimiento oscilatorio y en casos mas extremos, provocar un estado de falla de estructuras sujetas a
excitaciones muy intensas.

Es precisamente cuando una estimacion determinista de tener un solo andlisis bajo un solo valor
estimado de carga se convierte en insuficiente, pues no se conoce si es alta 0 baja la probabilidad que
se presente dicho valor deterministicamente considerado. Por esta razon, una de las mayores fuentes de
incertidumbre en la respuesta estructural es la originada por la excitacion sismica y motiva a desarrollar
numerosos trabajos donde se considere dicha incertidumbre.

1.2  ANTECEDENTES

La respuesta histerética determinista de una estructura asimétrica es sensiblemente mayor que una
simétrica, como se describe en las investigaciones realizadas por Ruiz (1991) y Teran et al. (2000).
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Por otra parte, para el caso con incertidumbre, la respuesta probabilista de un sistema asimétrico en
fluencia difiere mucho de su contraparte simétrica como es de esperarse, y es uno de los motivos
fundamentales para desarrollar el presente trabajo.

Una histéresis asimétrica genera respuestas con valores medios distintos de cero, aun cuando el valor
medio de la excitacion sea nulo. Esta hipétesis de considerar los valores medios se documentan en los
trabajos de Baber (1984), Noori et al. (1986) y Spanos (1980), entre otros. Dobson et al. (1997)
proponen un modelo asimétrico de cinco parametros que es dificil de manejar, mientras que Sivaselvan
y Reinhorn (2000) ofrecen una visién general de los modelos histeréticos incluido el asimétrico.

En cuanto a los procesos estocasticos, una de las primeras investigaciones se debe a Rayleigh (1877),
donde resuelve problemas de mecanica clasica mediante la teoria de vibraciones. Asimismo, Einstein
(1905) resuelve el problema del movimiento Browniano desde la perspectiva estocéstica. Dentro de
diversos procedimientos de solucién, la linealizacion equivalente estocastica es ampliamente
mencionada en la literatura, los trabajos de Kasakov (1965 y 1965b) y Atalik y Utku (1976) proponen
deducciones importantes que aportan un mayor impulso al método de la linealizacién equivalente.

La linealizacién equivalente basicamente consiste en sustituir la ecuacion diferencial no lineal que
describe la histéresis, por una ecuacion lineal, cuyas propiedades estocasticas nuevas son equivalentes
a la ecuacion original. La diferencia entre la ecuacion no lineal y la lineal se minimiza en un sentido
adecuado, como por ejemplo, minimizar el error cuadratico medio entre ambos sistemas de ecuaciones.

Para juzgar la bondad de la precision del método de linealizacion equivalente estocéstica, es regla
general compararla contra otro método que consume mayor tiempo de cémputo y ofrece mejor
precisién: la simulacion de Monte Carlo.

1.3 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Uno de los problemas que enfrenta la ingenieria sismica, es que para un sitio dado no existen registros
suficientes para ajustar y constatar con un alto grado de certeza qué funcion de densidad de
probabilidad de intensidad sismica puede aplicarse para ese sitio.

Esto es normal debido a que los sismos intensos se presentan en brechas de decenas afios y no es tan
directo relacionar sismos de distinta magnitud entre si. Esto significa hacer suposiciones en la funcién
de densidad de probabilidad de entrada del sismo para considerar la incertidumbre en su amplitud;
Generalmente se supone una funcion de densidad gaussiana. Esta hipotesis en realidad ofrece
numerosas ventajas cuando se utiliza ruido blanco filtrado, técnica ampliamente utilizada en la
simulacion de sismos sintéticos.

Una vez definida la funcion de densidad de entrada, se analiza el experimento para generar histéresis
con asimetria en fluencia; esto consiste en resolver un sistema de dos ecuaciones diferenciales no
lineales. Aqui se utilizan tres modelos originalmente simétricos y se modifican en el presente trabajo
para desarrollar el comportamiento asimétrico. Dichos modelos originales se deben a Suzuki y Minai
(1987) para comportamiento bilineal, el de Baber y Wen (1979) sin degradacion con transicion suave
entre comportamiento lineal y no lineal y finalmente el de Baber y Wen (1981) con transicion suave y
degradacion de rigidez y resistencia.

En los trabajos de linealizacion equivalente es comun recurrir a la hipotesis de que las funciones de

densidad tanto de excitacion como de respuesta son gaussianas. Tanto Kasakov (1965 y 1965b) como
Atalik y Utku (1976) asi lo consideran y dichas hip6tesis son fuente del éxito de sus teoremas.

Pagina 2
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En realidad Unicamente el caso lineal cumple estrictamente dicha condicion; es decir, que ante una
excitacion gaussiana, la respuesta es gaussiana, pero el caso no-lineal en definitiva proporciona
respuestas no gaussianas de distinto nivel de complejidad. En esta tesis se utiliza esta hipétesis
gaussiana como valida debido a la dificultad matematica del problema, como se explica en capitulos
subsecuentes. El objetivo es demostrar que la hip6tesis gaussiana cumple la labor de ser la primera
aproximacion razonable de sistemas complejos.

Silva (2002) propone un método que considera funciones de densidad de probabilidad no gaussianas
de la respuesta, que es correcto al compararse con otras técnicas no gaussianas publicadas. Asimismo,
se mencionan los trabajos realizados por Hampl y Schieller (1989) y Hurtado (1998) que también
aportan metodologias para problemas no gaussianos. Sin embargo, es conveniente tener como primera
aproximacion la hipétesis gaussiana para comprender posteriormente la naturaleza no gaussiana de
asimetria, que en capitulos posteriores se demuestra las propiedades no gaussianas del fenémeno
asimétrico.

1.4  OBJETIVOSY ALCANCES

1.4.1 Objetivos

En el presente trabajo se tiene como objetivo general obtener la respuesta estocastica de un sistema
asimétrico en fluencia bajo el criterio de linealizacion equivalente. Se tienen como valor de entrada una
excitacion aleatoria de media cero y varianza conocida a partir de un registro sismico dado;
posteriormente dicha excitacion se aplica a sistemas que emplean los tres modelos histeréticos
asimétricos.

Como respuesta se obtienen los valores medios y momentos de segundo orden; es decir, varianzas y
correlaciones de todas las respuestas. En otras palabras, se obtienen las estadisticas para el
desplazamiento, velocidad y resistencia mediante dos métodos para su posterior comparacion, la
simulacién de Monte Carlo y la linealizacidn equivalente estocastica gaussiana.

1.4.2 Alcances

Se considera la no linealidad del material exclusivamente, excluyendo otro tipo de no linealidades
como efectos de segundo orden ni interaccion suelo-estructura, alin cuando son importantes en la
asimetria. También se considera que la diferencia entre las resistencias de fluencia es baja. Todas las
variables se consideran deterministas, a excepcion de la excitacion. En la linealizacion equivalente se
supone que la respuesta tiene una funcién de densidad de probabilidad gaussiana, pero con valores
medios distintos de cero.

1.5 PROCEDIMIENTOS A SEGUIR

Para lograr el objetivo planteado, se requieren los siguientes pasos a seguir:

¢ Plantear los modelos diferenciales histeréticos que representen adecuadamente el comportamiento
asimétrico en fluencia.

e Obtener funciones especiales equivalentes denominadas coeficientes linealizadores para cada uno
de los modelos.

e Adecuar el criterio de linealizacidn equivalente estocéstica para la obtencién de la estadistica de la
respuesta.

e Comparar el error obtenido contra los resultados obtenidos mediante simulacién de Monte Carlo.

Pagina 3



Capitulo
1 MODELACION HISTERETICA

1.1 EL OSCILADOR INCLINADO

Este fendbmeno ha sido previamente estudiado por varios investigadores (Ruiz 1991; Teran et al 2000),
a través de analisis deterministas de la ecuacion clasica de la dindmica, es decir, sistemas de un grado
de libertad de una masa concentrada, amortiguador viscoso y resorte elastoplastico, sujetos a un
conjunto de sismos reales y sintéticos. Ruiz (1991) ha mostrado resultados de demandas de ductilidad
normalizadas para resistencias constantes, mientras que Teran et al. (2000) han propuesto espectros de
indice de dafio basados en energia para ductilidades constantes.

La respuesta de oscilador inclinado puede representarse mediante un sistema asimétrico en fluencia y
la conclusion mas importante de los trabajos mencionados es que la respuesta del sistema asimétrico es
sensiblemente mayor que la de un sistema simétrico. En el presente trabajo se analiza el mismo tipo de
oscilador.

En la figura 1.1 se muestra un oscilador que posee un alineamiento perfecto respecto a una linea
vertical y su relacion no lineal de esfuerzo-deformacion es elastoplastica. El oscilador posee una masa
concentrada m, rigidez elastica k, fluencias simétricas V, e iguales deformaciones de fluencia x, para
ambos sentidos de aplicacion de la carga.

Figura 1.1 Oscilador no inclinado con fluencias simétricas

Un instante de tiempo después, el oscilador sufre una ligera inclinacion medida en un angulo ¢ y
posterior a la inclinacion el peso W del oscilador se mantiene en reposo como se aprecia en la figura
1.2, sin que al momento se altere ninguna parte de la relacion esfuerzo-deformacion.

En el instante de la inclinacion, el peso de la estructura genera una pequefia fuerza horizontal, es decir,
un cortante basal inicial V,«el cual se obtiene por condiciones puramente de estatica. Del mismo modo,
se genera un desplazamiento de la masa asociado a la inclinacion, que puede o no llegar al
desplazamiento de fluencia del oscilador. La descomposicion trigonométrica del peso W se indica en la
figura 1.3. Se supone que la inclinacion ¢ es pequefia y que para angulos pequefios se supone que:

Sen(¢) ~ ¢ (1.1)
Cos(¢) ~1 '

Pagina 4



CAPITULO 1. MODELACION HISTERETICA

Figura 1.2 Oscilador inclinado con fluencias simétricas

Por conveniencia, en la misma figura 1.3 se define el cortante de fluencia V, como una fraccion c del
peso V,=cW y por la suposicion trigonométrica hecha en la ecuacion 1.1 el cortante basal
V=W Sen(¢) se convierte también en una fraccion del peso Vo-=¢W y se supone que la rigidez lineal
k del sistema no se modifica. Al tratarse los cortantes de dos cantidades de las mismas unidades se
pueden restar directamente, debido a que en el sentido de la inclinacion el cortante de fluencia original
V, se disminuye a V", es decir, la estructura se debilita en dicho sentido.

\Y,
V, =cW
A
k Vy =W(c-¢)
/1
V. =gl O V.
= X
O Xo*:_ ¢L y X
Xy

Figura 1.3 Oscilador inclinado cuya fluencia es alterada por un cortante basal inicial

Esta disminucion también la sufre el desplazamiento de fluencia original x,, de este modo, se genera un
deslizamiento del origen del sistema elastoplastico de O hacia O*. Para el sentido de la inclinacion el
cortante basal disminuye la resistencia de fluencia original, mientras que en el sentido contrario la
fluencia original aumenta en el valor del cortante basal y por lo tanto, el sentido opuesto a la
inclinacion se convierte en el sentido més fuerte.

Finalmente, un oscilador inclinado con resistencias de fluencias simétricas, puede analizarse mediante
un oscilador convencional perfectamente vertical como se indica en la figura 1.4 con resistencias de
fluencia asimétricas. Es decir, se convierte en asimétrico, porque este nuevo oscilador posee un sentido
débil con fluencia V," y un sentido fuerte con fluencia V,” como se indica en la misma figura 1.4.

Pagina 5
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V, =W (c—g)

R IV

LW
k Xy:?(C—(/f)
L I

— | =

V, =W (c+g¢)

Figura 1.4 Oscilador no inclinado equivalente con fluencias asimétricas

Por claridad de las figuras expuestas, el angulo de inclinacion se muestra en sentido de las manecillas
del reloj, o sentido dextrdgiro. Por conveniencia matematica en el resto del trabajo se considera que
una inclinacion positiva ocurre en el sentido contrario a las manecillas del reloj o sentido levégiro.

Con esta convencion de signos y suponer la masa unitaria m=1, es posible simplificar las resistencias
de fluencias, de modo que un aumento en el &ngulo de inclinacion, sea un aumento de la resistencia en
un sentido, por lo que se adoptan las resistencias normalizadas a la masa de la siguiente forma:

c; =g(c+4) (1.2)
¢, =g(c—¢)

Donde c,” es la resistencia normalizada del sentido fuerte, c,” es la resistencia normalizada del sentido
débil, g es el valor de la aceleracion de la gravedad y ¢ el angulo de inclinacion. Por considerar la masa
unitaria, utilizando la dindmica basica del oscilador, la rigidez k del sistema se convierte en el cuadrado
de la frecuencia natural del oscilador »?y por lo tanto los desplazamientos de fluencia para el sentido
fuerte y débil son respectivamente:

X, =g/’ (C+¢) (1.3
X, =g/’ (c-9)
El pardmetro de asimetria es la inclinacion ¢, lo que significa que a mayor inclinacion existe mayor

asimetria, debido a que es mas facil visualizar un angulo de inclinacion como medida fisica, que
cualquier otro parametro de asimetria mas abstracto.

1.2 MODELACION DIFERENCIAL

La histéresis es un fendmeno altamente no lineal que se analiza en diversas disciplinas, para la que se
han desarrollado numerosos modelos de distinto nivel de complejidad.
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CAPITULO 1. MODELACION HISTERETICA

Los modelos mas sencillos son los osciladores Duffing, en donde la relacion no lineal de esfuerzo
deformacion del resorte del oscilador se expresa mediante polinomios sencillos, generalmente
cuadraticos o cubicos asociados a un comportamiento no lineal elastico, muy util para considerar no
linealidades geométricas, sin embargo, es de mayor interés la no linealidad del material que forma
ciclos inelasticos de histéresis.

Los modelos histeréticos regularmente se expresan mediante ecuaciones algebraicas, denominados
seccionalmente continuos, sin embargo, los puntos criticos de la histéresis como las fluencias, descarga
o degradaciones se localizan mediante discontinuidades, es decir, cada zona posee una expresion
algebraica completamente distinta, lo que impide tener una sola expresién continua, condicion
necesaria cuando se utiliza el método de linealizacion equivalente estocastica.

El siguiente grupo de modelos se denominan diferenciales, debido que la histéresis se expresa mediante
una ecuacion diferencial acoplada a la ecuacion clasica de la dinamica. Dicha ecuacion es no lineal y
representa de forma adecuada ciclos de histéresis con la ventaja de ser una expresién continua. Estos
modelos también se denominan “endocronicos” segun Casciati y Faravelli (1991), de sus raices en
griego “endos” (intrinseco), “chronos” (tiempo), significa que su expresion diferencial no contiene
explicitamente el término t del tiempo, pero su calculo esta incluido en ellos.

Para el uso de este tipo de modelos, se comienza expresando la ecuacion fundamental de la dindmica
de un sistema con masa concentrada m, amortiguamiento c, rigidez lineal k y sujeto a una aceleracion
del terreno ay(t). Las respuestas del oscilador son el desplazamiento x, la velocidad x y la aceleracion
absoluta %, donde cada punto sobrepuesto a la variable significa una derivada respecto al tiempo t.
Para efectos de visualizacion en el resto del trabajo, a la velocidad x se le denomina v, por lo que la
ecuacion fundamental se expresa como:

mX+cv+kx+F(x,v,z) = -ma, (t) (1.4)

Donde F(x,v, z) contiene el modelo diferencial, que a su vez se descompone en dos partes: la fuerza
restauradora f,(x,v,z) dependiente del desplazamiento x(t) y la fuerza histerética dependiente de una

variable auxiliar z(t), que posee unidades del desplazamiento, se denomina componente histerética del
desplazamiento y forma los ciclos de histéresis:

F(x,v,z) = fo(x,v,2) + f,, (X,v,2) (1.5)
fa (X,V, 2) = akx(t) (1.6)
f, (X, v,2) = (- a)kz(t) .7

Donde « es la relacion entre rigidez de postfluencia y la rigidez lineal, conocida también como
endurecimiento por deformaciéon en un oscilador bilineal o relacion de postfluencia. Dado que el
modelo endocronico es otra ecuacidn diferencial que debe resolverse simultaneamente, conviene
expresar la ecuacion fundamental de movimiento en forma matricial.

m 0 x . c 0 v . ak (L-a)k||x _ —-ma, (t) (1.8)
0 0]|Z 0 1||2 0 0 z h(v, z)
Donde h(v,z) es la ecuacion diferencial que contiene al modelo histerético y se expresa como la

derivada de la variable auxiliar z, es decir z=h(v,z). Si normaliza el sistema al dividir entre la masa m,
se puede expresar la ecuacion 1.8 de movimiento como:
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CAPITULO 1. MODELACION HISTERETICA

R o B i W B v
0 0||Z 0 1|z 0 0 z h(v,z)

Se refiere que el modelo es asimétrico cuando:
h(v,z) # h(-v,-2) (1.10)

Por razones de integracion numérica es conveniente descomponer las ecuaciones diferenciales de
segundo orden 1.9 por un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias para resolverlas por el
algoritmo de Felhberg (1969), mejor conocido como el método de Runge-Kutta-Fehlberg que se
encuentra disponible en diversas referencias, tales como las recetas numéricas para Fortran elaboradas
por Press et al. (1986). Al sustituir y;= X, y,=V Y ys= z, las ecuaciones por resolver para cualquiera de
los tres modelos presentados son:

yl =Y,
y, = 2wy, -aw’ Yy — (1_a)a)2 Ys — 8, (t) (1'11)

y3 = h(yz! y3)

Donde y; se refiere al desplazamiento, y, a la velocidad, y; a la componente histerética z y el modelo
diferencial se expresa en h(y,,ys). La relacion de postfluencia es ¢, la fraccion del amortiguamiento
critico es &, la frecuencia del oscilador es @y la aceleracion del terreno es agq(t).

1.3 MODELO DE BABER Y WEN ASIMETRICO SIN DEGRADACION

Una primera propuesta de modelacion diferencial histerética se debe a Bouc (1971) y posteriormente
mejorada por Baber y Wen (1979), quienes plantearon el siguiente modelo diferencial simétrico de tres
pardmetros, que expresado en el sistema de ecuaciones 1.11 es:

Yi =Y,
Yy, =250y, —aa)zyl—(l—a)a)zy3 -4, (t) (1.12)

Ys=Y,—f Y3|yz||y3|n71_7 YZ|y3|n

El primer parametro n regula el grado de transicion de la parte lineal a la no lineal, siendo muy suave
para valores alrededor de uno y transicion brusca en valores de quince o mas. Los parametros restantes
£y y se plantean originalmente como constantes arbitrarias y definen diversas formas de histéresis
para distintas relaciones entre ellos. Sin embargo, la ventaja es que estos tres parametros no cambian
durante todo el andlisis.

Un inconveniente de manejar dichos pardmetros arbitrariamente es que no se conoce la resistencia del
oscilador ni la forma de la histéresis hasta una vez terminado el andlisis. Un primer paso es acotar la
resistencia, para lograrlo es favorable encontrar el valor méximo de la componente histerética del
desplazamiento z e igualar este resultado a la resistencia simétrica normalizada del oscilador c, dicho
resultado se encuentra en Silva (1998). Menciona que se aplica a sistemas sin tendencia al
endurecimiento, es decir, cumple la condicion de que B/%=1/, por lo que los parametros mencionados
valen:
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CAPITULO 1. MODELACION HISTERETICA

ﬁzyzg(ij (1.13)
gc

Donde k es la rigidez elastica, g el valor de la gravedad y c la resistencia normalizada. Es claro hacer
notar que ahora el sistema posterior al andlisis el oscilador posee una resistencia c.

Para lograr que el modelo de Baber y Wen (1979) sin degradacion se convierta en asimétrico, es
necesario recurrir a otra hipotesis, que las constantes # y y sean ahora funciones y dependan de las
deformaciones de fluencia asimétricas.

La constante £ es multiplo de y en el modelo original, por lo que en el caso asimétrico la funcion A(z)
es también multiplo de ©(z), es decir, f(z) = m){(z), lo que completa las dos funciones. Asimismo, para
evitar relaciones arbitrarias entre ambas funciones, se propone un pardmetro adicional m, que se
denomina “parametro de afilamiento”, que regula la amplitud de los lazos de histéresis, por lo que la
funcion propuesta en este trabajo es:

y l[i] (1.14)

1+m Xy

Donde m es el parametro de afilamiento y x,* son las deformaciones de fluencia que cambia de la
fluencia fuerte a la fluencia débil dependiendo del instante de tiempo que se analiza, por lo que es
necesario expresar dicho cambio segun la zona de la componente histerética que se analiza.
Desglosando las deformaciones de fluencia la ecuacion anterior se expresa en términos de la
componente histerética z y del pardmetro adicional de asimetria ¢, de modo que terminado el analisis,
el oscilador posee resistencias asimétricas c,” y ¢,

m k "
ﬂz)zl+m[g(c+sign(z)¢)} (1.15)

Donde sign(z) es la funcidn signo. La expresion para 1{(z) es ligeramente mas complicada que para el
caso simétrico original si se incluyese el parametro de afilamiento m:

7(2) =l( K ] (1.16)

1+m E

Finalmente el planteamiento para el modelo de Baber y Wen asimétrico es:

Y1 =Y,
Yy, =25y, —aa)zyl—(l—a)a)zy3 -4, (t) (1.17)

|n—l

Yo = Y, = B@) Va| o lYa = 7(@) V2 ||

Donde #z) se define en la ecuacion 1.15 y depende de la asimetria ¢, y la funcion fA(z) = muz).
Respecto al parametro de afilamiento m, Casciati y Faravelli (1991) indican que para ciclos de
histéresis tipicos de elementos de acero el parametro vale m=1 y para casos tipicos de concreto
m=-0.5, pero en esta propuesta no se limita Unicamente a estos valores siendo el intervalo para m de
-l<m<ow.

Pagina 9



CAPITULO 1. MODELACION HISTERETICA

Posteriormente se grafica en la figura 1.5 un oscilador asimétrico ante una excitacion ag= -100 sen (xt),
periodo del oscilador de T=2 s, fraccion del amortiguamiento critico de &=0.05, resistencia
normalizada de ¢=0.1, para un valor de la gravedad de 981 gals, una relacion de postfluencia a=0.10 y
asimetria de ¢=0.01, para los casos de afilamiento de m=-0.5 y m=0.5 respectivamente.

0.40 0.20

0.30 R

0.20 R 0.10
3 o | 2 %
s 0.00 ‘ — s 0.00 ‘ ‘ 7%
© -0.10 R o

-0.20 R -0.10 .

-0.30 R

-0.40 -0.20

-20 -10 0 10 20 -50 -30 -10 10 30
x (cm) x (cm)

Figura 1.5 Modelo de Baber y Wen asimétrico para m=-0.5 y m=0.5

El parametro n se utiliza de la misma forma que en el caso simétrico, teéricamente si n tiende a infinito
se tiene un comportamiento bilineal y una transicién perfecta entre comportamiento lineal y el no
lineal. Con las mismas propiedades del oscilador y con m=1, se indican una transicion suave y una mas
fuerte en la figura 1.6.

0.15 0.15

0.10 i 0.10
0.05 / 0.05 /7
0.00 : — 7
-0.05 3 -0.10 8
-0.10 -0.15
-40 -20 0 20 40 -50 -30 -10 10 30

¢ (a/g)
¢ (a/g)

x (cm) x (cm)
Figura 1.6 Modelo de Baber y Wen asimétrico para n=1y n=9

1.4 MODELO DE BABER Y WEN ASIMETRICO CON DEGRADACION

Baber y Wen (1981) mejoraron su modelo simétrico para agregar las propiedades de degradacion de
rigidez y resistencia. En dicho planteamiento es necesario calcular la energia disipada e, en cada ciclo,
que depende de la velocidad v y de la componente histerética z de la siguiente forma:

e (t) = 1—a)k jo‘ 2(2)(z)dz (1.18)

Baber y Wen (1981) proponen tres parametros de degradacion que se asocian a tres funciones que se
calculan en cada instante de tiempo, que a su vez dependen de la energia disipada:
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CAPITULO 1. MODELACION HISTERETICA

A(t) = A - 9,8, (1)
n(t) =7, +0,8,(t) (1.19)
v(t)=v, + 5.8, (1)

Donde 1) en la funcién para la degradacion de rigidez, 7(t) para la degradacion de resistencia y A(t)
para la degradacion de rigidez y resistencia, o la combinacion de todas ellas si se requiere la
degradacion de resistencia y rigidez simultaneamente.

Estas funciones dependen de un valor inicial A,, v, ¥ 77, que generalmente valen la unidad, y cada
funcién depende de una fraccién de la energia e,. Dichas fracciones de la energia se expresan como
O, Oy, Y O4 respectivamente segln del caso que se trate y son los tres parametros de degradacion.
Descritas las tres funciones de degradacion, el modelo simétrico de Baber y Wen (1981) es:

Yi=Y,

Y, =—28my, -aw’ /e (1_0‘)502 Y =8 t) (1.20)

Vs ={Ay2 _V(ﬂ y3|y2||y3|n71+7 y2|y3|n)}/77

Definido el problema simétrico de degradacion planteado por Baber y Wen (1981) se plantea el caso
asimétrico con las mismas modificaciones hechas al modelo simétrico descritas en la seccion anterior,
es decir, modificar los parametros Sy y que es donde interviene la asimetria ¢. En los pardmetros
originales de degradacién no interviene la asimetria, por lo que es necesario usar las funciones
asimétricas del modelo de Baber y Wen anterior, para obtener el nuevo modelo con degradacion
rigidez y resistencia asimétrico, el cual es:

Yi=Y,

Y, = -25wy, - aw’ Vi — (1_a)a)z Y — 8, ®) (1.21)

Ys = {Ayz _V(ﬁ(z) y‘°,|)/z||y3|nil +7(2) yz|y3|n )}/77

En donde A(z) y Az) se definen en la seccién anterior para el caso sin degradacion. Se grafica a
continuacion un caso asimétrico de degradacién de resistencia y otro caso de degradacion de rigidez
respectivamente en la figura 1.7 para 6,=0.00005 y el otro caso para 6,=0.00005.

: = u 7
o L eSS

-0.10 -0.10
-150 -100 -50 0 50 -150 -100 -50

¢ (a/g)
¢ (a/g)

N

o

50

x (cm) X (cm)
Figura 1.7 Modelo de Baber y Wen con degradacion de rigidez 6 resistencia

Los pardmetros de degradacion funcionan de la misma forma en el caso simétrico tanto en el
asimétrico, es decir, que a mayor valor de los parametros ¢,, 6, , y d4, mayor es la degradacion.
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1.5 MODELO DE SUZUKI Y MINAI ASIMETRICO

Otro modelo més sencillo es el elastoplastico simétrico publicado por Suzuki y Minai (1987), que
dicho modelo facilmente se convierte en bilineal, quienes se basan en una simplificacion del modelo de
Baber y Wen (1979) sin degradacién al calcular el limite cuando el pardmetro n tiende a infinito.

Consideran que en las fluencias simétricas x, ocurre una discontinuidad que puede expresarse mediante
la funcidn escalon de Heaviside (véase el Apéndice V para funciones especiales) y del signo de la
componente histerética del desplazamiento z. Al conocer que el valor de x, es mayor que cero, el
modelo simétrico se expresa como:

Yi=Y,
Y, = —2lwy, —aw’y, — (- a)w’y, —a, (t) (1.22)

Yo = Yo (1= H(Y)H (¥, = %,) ~H(=Y,)H (=Y, - x,)}

Al realizar el mismo desarrollo con las hip6tesis asimétricas hechas en las secciones anteriores, es
decir, que se tienen desplazamientos de fluencia asimétricos x," y x,” y sus valores son distintos entre sf,
se concluye que el modelo elastoplastico asimétrico es:

Yi=Y,
Y, = —2lwy, —ao’y, —(1-a)o’y, — a, (t) (1.23)

Yo = Y, (L= H(Y)H (¥, = X) —H (=Y, H (=Y, - X))}
Donde H(x) es la funcion escalon de Heaviside. Se grafica el mismo oscilador con este modelo en la

figura 1.8, para el caso de un elastoplastico perfecto y el segundo caso con una relacion de postfluencia
=0.10 para un modelo bilineal.

0.15 0.15
0.10 4 0.10
< 005 / < 005 /7
= 0.00 s 0.00 : —
° -0.05 / / / // © -0.05 /
-0.10 . -0.10 1
-0.15 -0.15
-50 -30 -10 10 30 -50 -30 -10 10 30
x (cm) x (cm)

Figura 1.8 Modelo elastoplastico perfecto y bilineal asimétricos

1.6 GENERALIDADES DEL COMPORTAMIENTO ASIMETRICO

Todos los ciclos de histéresis mostrados son asimétricos, y se observan algunas generalidades que se
aprecian en la figura 1.9:
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Sentido débil. Es la direccion en sentido de la inclinacion, en esta direccién de vibracion del
oscilador, la resistencia de fluencia original se ve disminuida por el desplome. El sentido es
dominante, es decir, donde se genera la mayor parte de la respuesta. Dado que la respuesta es
mayor, el resultado cae del lado de la inseguridad si se supusiera una histéresis simétrica.

Sentido Fuerte. Es la direccién contraria al sentido del desplome, en este sentido el valor de
fluencia que se incrementa, La respuesta es sustancialmente menor y el resultado es conservador
respecto a suponer una histéresis simétrica, esta direccion generalmente no es de interés por caer
del lado de la seguridad.

0.15 Direccién dominante

0.10
Sentido fuerte

w | ] }mmm

o
o
(&

¢ (a/g)

o
o
o

\

-0.10
-150 -100 -50 0 50
g X (cm)
Sentido débil Sentido fuerte

Figura 1.9 Direcciones fuertes y débil de un ciclo de histéresis asimétrico

Finalmente se menciona que:

1.7

Un ligero cambio en el angulo de inclinacién puede generar una diferencia importante en las
resistencias, pero mas importante es el aumento sustancial en la respuesta en el sentido dominante,
es decir, en el sentido débil del oscilador.

La primera fluencia ocurre generalmente en el sentido débil, posteriormente el oscilador encuentra
dificultad para fluir en el sentido fuerte y regresa facilmente al sentido débil. Se repite este ciclo
numerosas veces de modo que el nimero de veces que fluye en el sentido débil es mucho mayor
que sus respectivas fluencias en el sentido fuerte, por lo que la respuesta se incrementa
sustancialmente en el sentido dominante del oscilador.

Este caso asimétrico no basta con modelarlo como un ciclo de histéresis simétrico con un

corrimiento o un deslizamiento del origen, deben modelarse explicitamente las fluencias
asimétricas.

LIMITACIONES DEL MODELO DE BABER Y WEN

Pese a sus ventajas, los modelos diferenciales o endocrdnicos no reciben consenso universal, dado que
la mayoria de ellos tienen algunas deficiencias en la descripcion del comportamiento histerético, como
lo discuten detalladamente Casciati y Faravelli (1991) y plantean una solucién alternativa. Dichos
autores mencionan gue el modelo de Baber y Wen en cualquier variante presenta las dos siguientes
limitaciones:
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1. Al final de un ciclo el modelo endocrénico es incapaz por si mismo de regresar al Gltimo punto de
deformacién méxima alcanzado por la carga previa. La deformacion méxima se alcanza con un
valor adicional de carga estética. Este efecto puede disminuirse si se seleccionan apropiadamente
los parametros del modelo, en especifico, aumentando el pardmetro de transicion n.

2. Sidurante la descarga la resistencia no cambia de signo, las recargas sucesivas estan caracterizadas
por un incremento de la deformacién ineléstica, lo cual viola los postulados de estabilidad de
Ilyushin y Drucker, ambos teoremas se encuentran en la teoria clasica de la plasticidad, véase por
ejemplo Lubliner (1998). Dichos teoremas establecen que la deformacion inelastica se incrementa
solo si la fuerza asociada a esa deformacion permanece en su nivel de fluencia, no en el instante de
carga cero. EI comportamiento anémalo se nota principalmente en la zona de descarga, ya que la
diferencia de energia disipada es negativa, mientras que el postulado establece que la energia
siempre debe ser positiva.

Estas dos anomalias se reflejan en la incapacidad del modelo de no cerrar los ciclos de histéresis bajo
ciertas condiciones. Se observa en la figura 1.10 un caso que viola los postulados de Ilyushin y Drucker
donde el pardmetro del Modelo de Baber y Wen es n=1 y la carga son dos impulsos con una fase
intermedia debil.

a,(t) =100exp[ —(5-1)* | ~100exp[ ~(15—t)° | (1.24)

Después del primer impulso el ciclo entra en una etapa de vibracién libre intermedia y se genera el
primer comportamiento erratico al no cerrar el ciclo de histéresis, debido a que después de disipar
energia durante la carga, el modelo disipa un diferencial de energia negativa durante la descarga, es
decir, en el primer ciclo de desplazamiento.

Posteriormente se estabiliza en una resistencia de media cero, pero en al no disipar un diferencial de
energia positiva, compensa el error incrementando sucesivamente el desplazamiento, esto es lo que
origina el comportamiento anémalo. Al volver a cargar con un segundo impulso sucede lo mismo en la
etapa de vibracion libre final.

0.15 0.05
0.10 R
0.03 8
0.05 R
5 -~ 0.01 8
S 0.00 // ‘ s
o
0.05 ‘/ © -0.01 // 1
-0.10 | -0.03 8
-0.15 -0.05
-50 -30 -10 10 30 -25 -20 -15 -10
x (cm) x (cm)

Figura 1.10 Caso que viola el postulado de llyushin y Drucker y un acercamiento
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2 SIMULACION DE MONTE CARLO

2.1 MODELO NO ESTACIONARIO EQUIVALENTE

Para juzgar la bondad del método de linealizacion equivalente se utilizan resultados obtenidos
mediante simulacion de Monte Carlo. Para este fin se generan sismos sintéticos.

Existen numerosos criterios para obtener un sismo sintético con propiedades no estacionarias a partir
de espectros evolutivos, es decir, donde la densidad espectral depende de la frecuencia y su evolucion
en el tiempo. En este trabajo se utiliza la propuesta de Yeh y Wen (1989) llamada espectro instantaneo,
donde un sismo simulado se descompone en dos partes:

a,(t) = (<) 2.1

En donde as(t) es el sismo simulado, c(t) es una funciéon moduladora de intensidad en el tiempo, la cual
es determinista y la componente aleatoria £(t), la cual es un proceso aleatorio gaussiano estacionario,
que puede ser ruido blanco filtrado. En las dos secciones siguientes se explica como obtener dichas
funciones.

2.1.1 Modelacidn de la densidad espectral

El proceso estacionario gaussiano mas simple es el ruido blanco. Una ventaja que motiva a utilizar
dicha técnica es que su funcion de autocorrelacion es sencilla y cuyo valor es 275,9(7), donde S, es la
amplitud del ruido blanco y &(z) es una Delta de Dirac. (Véase Clough y Penzien, 1975).

El punto de partida es obtener la densidad espectral a partir del espectro de amplitudes de Fourier de la
sefial real a(t), mediante el algoritmo de la transformada rapida de Fourier o (FFT):

Alw) = j°° a(t)e “dt (2.2)
Por lo que la densidad espectral de la sefial es (Véase Clough y Penzien, 1975):
2r 2
S(w) = ?|A(a))| (2.3)

Donde T es la duracidon de la fase intensa. Posteriormente se debe ajustar un modelo matematico
mediante una funcion a la densidad espectral obtenida. Dicha funcion se conoce como filtro debido a
que representa matematicamente la densidad espectral. Los filtros se proponen de acuerdo al numero
de frecuencias dominantes. Un caso simple es el filtro de Kanai (1957) y Tajimi (1960), donde la
densidad espectral es:

(2.4)

4 2.2 2

w, +4&; 0,0

SKT(a)):SO[ 2 : 2 2§g4g2 2 2J
(0, —0") +4S 0,0

En donde los pardmetros @y y & se consideran deterministas y pueden interpretarse como la frecuencia

y amortiguamientos equivalentes del terreno respectivamente. La inica desventaja de este filtro es que

no amortigua las frecuencias bajas que en sismos reales tienden a cero, y en =0 el filtro tedricamente
no vale cero, que corresponderia por ejemplo, a una sefial con su media distinta de cero.
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Un filtro de segundo orden es todavia deseable por razones analiticas, puesto que su manejo
matematico no es complejo, el inconveniente que tiene es que representa adecuadamente Ginicamente
dos frecuencias dominantes, cuando existen varios casos donde es necesario obtener mas de dos
frecuencias. No obstante, Clough y Penzien (1975) mejoraron el filtro anterior al hacer pasar la
respuesta del filtro de Kanai (1957) y Tajimi (1960) por un segundo filtro que atentia componentes de
baja frecuencia y su densidad espectral es:

SCP(a)):SO( a) +4§ 2 2 QJ[ w4 2 2 2} (25)
( a)) +4§ (a)f a)) +4Siwr0

En donde los parametros axy & se consideran la frecuencia y amortiguamiento del segundo filtro. Se
deben encontrar los valores de los cuatro parametros ay,&g,ax y & del filtro de Clough y Penzien
(1975) méas la amplitud del ruido blanco S,, que intervienen en la ecuacion 2.5. Lo cual se realiza
ajustando la densidad espectral de la sefal real S(w) respecto al trazo de la funcion del filtro 2.5
mediante minimos cuadrados no lineales.

Debe cumplirse que la varianza del filtro corresponda a la varianza real del proceso oy’, lo cual se hace
mediante dos formas, primero encontrar un factor de escala que ajuste el area bajo la curva de la
densidad espectral Scp(w) a la unidad, o ajustar la mitad de la curva a un area de %4, de modo que la
amplitud del proceso quede controlada inicamente por la funcién moduladora c(t). O bien, el uso de la
formula siguiente propuesta por Yeh y Wen (1989) que corresponde a evaluar dicha area, sustituyendo
020 por la unidad:

2,6 (@3 - 01) +40307 (& - &) +45,6 0,0, (0] + ) |
a)g (.fga)f + & a)g)+4§:a); [gga)? + & a); +4¢, 8 0,0, (éga), +& 0, )J

(2.6)

2

_ %
o

v

Es posible mejorar los filtros de diversas formas, aunque no es el objetivo primordial de este trabajo
existen filtros como la superposicion de varias funciones gaussianas propuestas por Grigoriu et al.
(1988) que ofrecen resultados prometedores, donde se elimina el problema de tener pocas frecuencias,
pero en realidad también se complica la funcion de autocorrelacion de dicho filtro y al mismo tiempo
su manejo analitico. El filtro de varias funciones gaussianas es de la forma:

See (@) =0y zAieXP( %J 2.7)

Donde 0'02 es la varianza del proceso real, A;,B; y C; de cada campana i son constantes por determinar
por minimos cuadrados no lineales. La varianza por ajustar se realiza mediante:

S, @ / Sac [H i [Ecﬂ 28

Donde S, es la amplitud del ruido blanco y Erf() es la funcion error. Por razones numéricas, cuando
B/C>5 el valor grande de la funcion error se aproxima a la unidad y se puede simplificar para obtener
una expresion mas sencilla:
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s, ﬁﬁaﬁ/ S AC (2.9)

Una vez que se ha ajustado por cualquier método y filtro la densidad espectral S(w) de la sefial original,
se calcula el espectro de potencia unilateral G(w):

G(w)=2S(w) (2.10)

Cada realizacién o sismo simulado se hace segun el procedimiento originalmente propuesto por
Bolotin (1969) y utilizado posteriormente por varios autores, de los cuales se puede mencionar mas
recientemente a Spanos y Vargas Loli (1985). Cada realizacion se puede idealizar como la
superposicion de numerosas ondas trigonométricas de distinta amplitud y fase:

()= F’l[ 2G(w)Aw go] =[ e 2G(0)Aw ¢ do (2.11)

Donde F'[] es la antitransformada de Fourier, G(@) el espectro de potencia que contiene las
frecuencias dominantes, Aw el intervalo de las frecuencias y ¢ es un angulo de fase aleatorio
uniformemente distribuido que adquiere valores en el intervalo [0,27t] que le da la propiedad aleatoria
al proceso completo.

Dado que cada realizacion se hace en el dominio de los numeros reales, es posible simplificar la
antitransformada de Fourier de la siguiente manera:

()= Z[ [2G(w)Aw Cos(wjt+p) ] (2.12)
j=1

En caso de requerirse, se puede demostrar que el proceso anterior posee media cero y funcion de
autocorrelacion:

Ry (7) = Zn:G(a)j )Aw Cos(a)jz') (2.13)
j=1
2.1.2  Modulacion de la amplitud del proceso

La modulaciéon de la amplitud por ser determinista es mas sencilla que filtrar el ruido blanco,
Simplemente se hace un ajuste de una c(t) sobre la a?(t) real de la sefial mediante minimos cuadrados
no lineales, de modo que sea lo mas fidedigna posible.

Existen también varias propuestas de funciones moduladoras de intensidad, las que se utilizan en este
trabajo son las propuestas por Yeh y Wen (1989):

tB
()= A——e ! 2.14
®) DtE (2.14)

Y la propuesta por Grigoriu et al. (1988) que son la suma de varias funciones gaussianas truncadas:
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CAPITULO 2. SIMULACION DE MONTE CARLO

Cz(t)zzn:A exp(—(t;(ii) ) (2.15)

Donde A,B,C,D y E en ambos casos son constantes por determinar, generalmente por minimos
cuadrados no lineales.

Se tiene presente que si en el ajuste de la densidad espectral se considera a la varianza del proceso
como unitaria, entonces la amplitud del proceso queda tinicamente controlada por la amplitud de la
funcion moduladora c(t).

Por esta razon, conviene hacer el ajuste en jcz(t) para ajustar la intensidad de Arias y no Unicamente

la modulacion en c?(t). Todo esto con el fin de que c(t) se refiera a una sefial de la misma intensidad
que la sefial real.

2.2 APLICACION A UN SISMO REAL

En esta tesis se toma como ejemplo un caso conocido, el sismo del 19 de Septiembre de 1985
registrado en la Secretaria de Comunicaciones y Transportes, proporcionado en la Base Mexicana de
Sismos Fuertes (1997). Se referira a dicho sismo en el resto de este trabajo como el sismo de SCT.

Los parametros ajustados para el modelo de Clough y Penzien (1975) son:

S, =0.00727765
o, =3.1017 £, =0.0220 (2.16)

o, =2.2988 & =0.0493

7000 6000
6000 - 5000 -
5000 1 4000 -
3 40007 2 3000 -
»2 3000 »
2000 1 2000 -
1000 - 1000 ~
0 T \ \ \ 0 T A \ La—opcn
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
o (rad/s) o (rad/s)
(a) Clough y Penzien (1975) (b) Grigoriu et al. (1988)

Figura 2.1 Ajuste de los filtros para el sismo de SCT

Para el caso de la superposicion de campanas gaussianas de Grigoriu et al. (1988) se suponen tres
campanas gaussianas para modelar lo mejor posible tres frecuencias naturales o mas representativas del
sismo, por lo que la densidad espectral es:
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(@-2371)
0.0128

(0-3.142)°
0.0128

_ (@-8.976)°

]+0.337Sexp( 0.50

S(w) = 1387.50exp( J+5400exp(

j (2.17)

Ambos ajustes se ilustran en la figura 2.1. El ajuste de la funcién moduladora de intensidad de Yeh y
Wen (1989) resulta:

03389
t

c’(t) =5.8161x10*
® 2.166x10" +1°¢7%

Exp(—0.1258t) (2.18)

160000
140000 -
120000 -
100000 -
80000 -
60000 -
40000
20000
§ T T T T 0 —
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

t(s) t(s)

[a> (1)

(a) Modulacién en el tiempo (b) Modulacién acumulada
Figura 2.2 Modulacidn de intensidad en el tiempo, modelo de Yeh y Wen (1989)

En la figura 2.3 se muestra el caso de las campanas gaussianas de Grigoriu et al. (1988) es:

t—42)° t—51)° t—60)* t—75)
¢’ (t) = 3500exp _(=42) +8096exp _(=5h)” +12000exp _(=60y + 600exp _a=7r
18 2 12.50 200
(2.19)
30000 160000 J
25000 - 140000 -
120000 -
20000 1 100000 -
< 15000 - < 80000 -
© =
10000 - 60000 1
40000
5000 1 20000 -
O 1 L 1 1 1 1 1 O 1 T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
t(s) t(s)
(a) Modulacién en el tiempo (b) Modulacién acumulada

Figura 2.3 Modulacidn de intensidad en el tiempo, modelo de suma de gaussianas de Grigoriu et al. (1988)
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Para constatar la bondad de los ajustes hechos, se calculan 1000 sismos sintéticos y de ellos se obtiene
la respuesta lineal mediante el método de las “ocho constantes” como se describe en Chopra (2001). Se
grafican la media de los espectros de aceleracion absoluta mas y menos una desviacion estandar
superpuestos con el espectro del sismo real en la figura 2.4 para cada filtro.

c (alg)
c(a/g)

T(s) T(s)

(a) Clough y Penzien (1975) (b) Grigoriu et al. (1988)
Figura 2.4 Espectros probabilistas lineales de los sismos simulados para SCT

La propiedad mas importante observada en los espectros de la figura 2.4 es que el filtro de Clough y
Penzien (1975) reproduce adecuadamente dos frecuencias, mientras que el de Grigoriu et al.(1988)
reproduce tres frecuencias naturales, condiciones impuestas desde el ajuste.

1000 0.008
0.007 -
. 100 0.006 -
e 0.005 -
o ~~
=10 < 0.004 -
E G
5 0.003 -
>
1 0.002 +
0.001 -
0.1 0 ‘ \ \
0.00 0.03 0.06 009 0.12 0.15 0.18 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40
c (alg) c(alg)

(a) Varianza de los sismos registrados en SCT (b) Densidad de probabilidad de los sismos simulados

Figura 2.5 Sismos reales y simulados en SCT

Una sefial es un conjunto de valores de aceleracion, si a este conjunto se le obtiene su varianza, se
posee una cantidad que es directamente proporcional con la intensidad de la sefial, es decir, senales
intensas poseen varianzas grandes.
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Como variable de entrada cada sefial real posee una media, que generalmente es cercana a cero y puede
suponerse como tal y una varianza, que esta asociada en proporcion directa a la aceleracion maxima de
la sefial analizada. Como conjunto de sefiales simuladas, se tiene una aceleracion maxima media del
terreno asociada y una varianza en proporcion directa de la intensidad de la sefial.

Con el fin de visualizar dicha varianza con una cantidad fisica de mayor uso, en la figura 2.5.a se
grafican las varianzas de 36 eventos reales disponibles registrados en SCT y se aprecia un ajuste de un
polinomio cuadratico a la varianza respecto a la aceleracion maxima del terreno de cada registro.

Significa que la varianza en este caso sigue un ajuste cuadratico respecto a la aceleracion maxima del
terreno de cada evento. Esto es de utilidad cuando se desea obtener la varianza de sismos de intensidad
moderada y al mismo tiempo se dispone de una aceleracion deseada, pero no del registro.

Por otra parte, en la figura 2.5.b. se aprecia la densidad de probabilidad supuesta como gaussiana de los
1,000 sismos simulados con la técnica descrita en la seccion anterior. Sismos que son utilizados en la
obtencion de los espectros de la figura 2.4.

La media de las aceleraciones maximas de los 1000 sismos simulados a partir de las propiedades de la
sefal original de SCT es de £~=0.187 gals, valor muy cercano a la aceleracion maxima de la sefal real,
y las realizaciones poseen una desviacion estandar de 6=0.06 gals.

2.3 FUNCIONES DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD DE RESPUESTA ASIMETRICAS

Una de las hipotesis importantes de la linealizacion equivalente gaussiana es suponer que la funcion de
densidad de entrada es gaussiana, como la que se observa en la figura 2.5.b. Para el caso de la funcion
de densidad de la respuesta, en la mayoria de los casos se supone también gaussiana, pero en el caso de
la asimetria en fluencia no es asi, incluso, las funciones de densidad de probabilidad que se presentan a
continuacion no son siquiera modelos comunes de funciones de densidad de probabilidad.

Para obtener una historia de funciones de densidad de probabilidad por tratarse de un caso no
estacionario, es necesario generar 100,000 realizaciones en cada modelo para obtener una buena
aproximacion.

2.3.1 Desplazamiento

En lo que sigue se analiza el mismo oscilador que en el capitulo anterior para distintos casos. El
oscilador tiene periodo natural de T=2 s, fraccion del amortiguamiento critico de £=0.05, resistencia
normalizada de c=0.1, valor de la aceleracion de la gravedad de 981 gals, una asimetria mayor que el
caso anterior de ¢=0.03, relacion de rigidez de postfluencia @=0.10 y respuesta de alta ductilidad de
E<p>=9.12.

Se utiliza el filtro de Clough y Penzien con los parametros obtenidos en la seccion anterior y la funcion
moduladora de intensidad de Grigoriu et al. (1988) con el modelo bilineal de Suzuki y Minai (1987).

En la figura 2.6 se aprecia la historia de funciones de densidad de probabilidad del desplazamiento
donde hay dos caracteristicas importantes. Los valores medios del desplazamiento son distintos de
cero, efecto que crece cuando se llega a la fase intensa de la sefial original y la segunda caracteristica es
que posteriormente la media del desplazamiento se estabiliza en un valor residual.
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Figura 2.6 Historia de la funcion de densidad de probabilidad del desplazamiento

La otra caracteristica de la historia es que las funciones no son estrictamente gaussianas en la fase
intensa. En la figura 2.7 se aprecia que la funcion de densidad es gaussiana para t=35 s, cuando el
fendomeno se encuentra en su intervalo de comportamiento elastico, no obstante, para t=40 s, se muestra
una funcion tipica, que ligeramente tiende a ser bimodal.

0.12 0.035
0.10 —1t=35 0.030 —t=40
0.025
0.08
—_ ~0.020 .
% 0.06 z
ha “0.015 .
0.04 0.010 .
0.02 0.005 J
0.00 T T T T 0~000 T T T T T T T
-15 -10 -5 0 5 10 15 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30
x (cm) x (cm)

Figura 2.7 Funciones de densidad de probabilidad del desplazamiento en t=35 y t= 40 s respectivamente
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Al evolucionar el fenémeno hasta su fase intensa, en t=45 s 6 en t=65 s, se aprecia que la funcion de
densidad presenta dos valores dominantes es decir, es bimodal, como se aprecia claramente en la figura

2.8.

0.035
0.030
0.025
0.020

f(x)

0.015
0.010
0.005
0.000

2.3.2

0.040
0.035
] 0.030 .
0,025 -
Z0.020 1
0.015 -
0.010 -
0.005 -

\‘ 0.000 T T T T T

— t=45 —t=65

T T T T
-50 -40 -30 -20
x (cm)

-60

-10

0 10 20

x(cm)

Figura 2.8 Funcidn de densidad para el desplazamiento en t=45 y t= 65 s respectivamente

Velocidad

Para el caso de la velocidad los valores medios no son muy distintos de cero y las funciones de
densidad parecen tener cierta simetria como se aprecia en la figura 2.9.

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

30

fV (V)

Figura 2.9 Historia de la funcion de densidad de la velocidad.
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Para la fase intensa igualmente se tienen dos valores dominantes como se muestra en la figura 2.10 y
ademas la funcion converge hacia una meseta como se muestra para t=85 s.

0.01

0.01
0.01
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0.00

0.00

0.00 ‘ \ \ T
-150 -100 -50 0 50 100
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f(v)
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0.01
0.01
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0.00

-100

-50 0
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50 100

Figura 2.10 Funcion de densidad para la velocidad en t=65 y t= 85 s respectivamente

2.3.3 Componente histerética del desplazamiento

En el caso de la componente histerética, estas funciones son las que mas alejadas parecen de las
funciones de densidad gaussianas. Se muestra la historia de funciones de densidad de probabilidad para

la componente histerética z en la figura 2.11.

oS N 7
0.12 [f,(2) / g
0.10 R
0.08 |
0.06 I ol
0.04 j:w:f:/w
(0 R 8 O %
40 Y .
50
60
t(s) 0 “
90
100

18

-10

Figura 2.11 Historia de la funcion de densidad de probabilidad de la componente histerética z
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En la figura 2.12 se muestran funciones de los modelos asimétricos bilineal de Suzuki y Minai (1987) y
de Baber y Wen (1979) sin degradacion.

2.50 0.30
—t=50 —t=50
2.00 1 0.25 1
0.20
150 . _
= = 015
1.00 R
0.10
0.50 B 0.05 MMMM'\\
0.00 = ‘ — 0.00 ‘ ‘ ‘
-10 -5 0 5 10 15 -10 -5 0 5 10 15
z (cm) z (cm)
(a) Modelo bilineal de Suzuki y Minai (b) Modelo de Baber y Wen sin degradacién

Figura 2.12 Funcion de densidad para la componente histerética en t=50

Para el caso bilineal en la misma figura 2.12.a se observa que de las 100,000 realizaciones ninguna
excede los limites de fluencia asimétricos, es por ello la razon que esta funcion sea acotada en el eje de
las abscisas a estos valores y la transicion es brusca semejante a la histéresis desarrollada por el modelo
con una distribucion parecida a la uniforme y crece justo en los desplazamientos de fluencia
asimétricos.

Esta propiedad se menciona en los trabajos de Silva (2002), Hurtado (1998) y Hampl y Schiieller
(1989), donde se proponen densidades de probabilidad no gaussianas exclusivamente en la componente
histerética del desplazamiento para el caso simétrico con media cero y presentan un buen ajuste.

En la figura 2.12.b se observa que el parametro de n=1 en el modelo de Baber y Wen sin degradacion
ofrece una transicion suave tanto en la histéresis como en la funcién de densidad de probabilidad. El
lado izquierdo corresponde a la resistencia débil, por lo que la funcion de densidad de probabilidad
crece, mientras que el lado derecho corresponde a la resistencia fuerte, al ser un valor mayor que la
resistencia débil la funcidén de densidad de probabilidad decrece.

Significa que en el sentido fuerte, muchos de los sismos no hacen que el sistema fluya y generan
comportamiento lineal parcial, mientras que del lado de la resistencia débil, todos los sismos hacen que
el sistema fluya y generan comportamiento no lineal y por lo tanto, funcion de densidad de
probabilidad no gaussiana.

En la figura 2.13 se presenta el modelo de Baber y Wen (1981) con degradacion de rigidez utilizando
el mismo oscilador con el parametro de degradacion 6,=0.00005. Las funciones de densidad de
probabilidad también presentan transicion suave con dos valores dominantes en las deformaciones de
fluencia.
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Figura 2.13 Funcion de densidad para el modelo de Baber y Wen con degradacion de rigidez
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Figura 2.14 Funcion de densidad para el modelo de Baber y Wen con degradacion de resistencia

En la figura 2.14 se aprecia que en el caso de la degradacion de resistencia del modelo de Baber y Wen
(1981) con parametro de degradacion 6,=0.00005. En ambos casos de degradacion se aprecia que las
transiciones son mas suaves, lo cual tiene sentido, pues en el caso de degradacion de resistencia, la
componente histerética en cada ciclo de carga disminuye, y ésta componente al ser muy variable para
cada sismo simulado ofrece una transicion muy suave alrededor de las deformaciones de fluencia.

Para efectos de utilizar la linealizacion equivalente gaussiana, se expresan los siguientes razonamientos
respecto a las funciones de densidad de probabilidad presentadas:

e En todos los casos, las funciones de densidad de probabilidad son asimétricas, por tratarse de
un fendémeno asimétrico. En el sentido débil, la funcion de densidad de la componente
histerética tiene valores mayores que su contraparte en el sentido fuerte.

e Por inspeccion de las graficas observadas, los valores medios de la respuesta no pueden
suponerse igual a cero, sobre todo en el desplazamiento, donde la media es fuertemente alejada
de cero.

e A excepcion de los intervalos de comportamiento elastico, las densidades de probabilidad para
el desplazamiento, velocidad y componente histerética, son todas no gaussianas.

e Las funciones de densidad en el eje de las abscisas se encuentran siempre acotada a los valores
correspondientes de las deformaciones de fluencia y no exceden en ningun caso dichos valores.
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3 LINEALIZACION EQUIVALENTE ESTOCASTICA

3.1 OBTENCION DE LA RESPUESTA ESTOCASTICA

Una vez que se ha obtenido la respuesta mediante simulacién de Monte Carlo se plantea ahora el
método de la linealizacidn equivalente como opcion alternativa para tener los mismos resultados de
manera aproximada, pues dicho método se justifica dado que la simulacion de Monte Carlo es un
método de alto consumo de recursos computacionales. Aqui se utiliza la técnica de estado de espacio
que es adecuada en el desarrollo de la teoria de vibraciones aleatorias.

3.2 MOMENTOS DE PRIMER ORDEN O VALORES MEDIOS

Una histéresis asimétrica genera respuestas con valores medios distintos de cero, aun cuando el valor
medio de la excitacién sea cero. Para analizar sistemas asimétricos es imprescindible considerar en las
hipotesis que las respuestas poseen valores medios distintos de cero como lo hace Baber (1984), quien
sin embargo considera una histéresis simétrica.

Noori et al. (1986) proponen el caso con media distinta de cero, con el inconveniente de un modelo
simétrico pero para una excitacion con media distinta de cero. Spanos (1981) propone la solucién de
modelos asimétricos con osciladores sencillos no histeréticos y en otro trabajo, Spanos (1980) realiza
un planteamiento general de casos asimétricos, que para el presente trabajo es de mayor utilidad. Una
descripcion més detallada del planteamiento de Spanos (1980) se encuentra en Roberts y Spanos
(1990) que se desarrolla en el Apéndice Il para un oscilador no histerético.

Aqui se comienza expresando que los modelos histeréticos desarrollados para un grado de libertad son
un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma:

v
=12tV - aw’x - (1-a)o’z—-ay(t) (3.1)
h(v, z)

N X X

Donde las variables de respuesta de la estructura son x que es el desplazamiento, v 6 x indistintamente
se refieren a la velocidad y la componente histerética z. Aqui h(v,z) es cualquiera de los tres modelos
diferenciales que se definen con ecuaciones diferenciales no lineales: el de Suzuki y Minai (1987),
Baber y Wen sin degradacion (1979) y Baber y Wen con degradacion (1981). El sistema de ecuaciones
anterior puede expresarse como el siguiente desarrollo de matrices y vectores:

X 0 1 0 X 0 0
X|=|—a0® 20 —(1-a)o’ |Jvi+i-a,(t)e+| O (3.2)
7 0 0 0 z 0 h(v,2)

Designando a Y, ={x v z}' como vector de respuesta de la estructura se obtiene:

Y. =G.Y. +A+H (3.3)
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Donde A={0 -a,(t) O}T, H={0 0 h(v,z)}' ylamatrizG es una matriz de constantes:

0 1 0
G, =| —a0’® -2f0 —(l-a)o’ (3.4)
0 0 0

Para obtener los valores medios de las respuestas, simplemente se aplica el operador esperanza E<> al
sistema 3.3 para obtener:

E(Ye)=GeE(Ye)+E(A)+E(H) (3.5)

Donde E<Yg> contiene el vector de valores medios de las variables. Estas son parte de la estadistica de
la respuesta como se indica a continuacion en forma vectorial:

E(Ye)={x v z)' (3.6)
El término E<H> en la ecuacidn 3.5 contiene a la esperanza directa de cualquiera de los tres modelos
diferenciales propuestos. Esta hipdtesis es fundamental, puesto que no es conveniente aproximar o
simplificar de otra forma la obtencion directa de la esperanza del modelo y es preferible manejarla
analiticamente. Dicha esperanza depende de los valores medios de las respuestas, asi como de sus

varianzas. Vease en el Apéndice Il esta relacion. De este modo el vector E<H> contiene la esperanza
del modelo como se indica:

E(H)={0 0 E(h(v,2))}' (3.7)

El término E<A> de la ecuacién 3.5 contiene el valor medio de la excitacién, que en el caso de
excitaciones sismicas, puede considerarse cero, es decir ESA>=0.

3.3 VALORES MEDIOS DE LA RESPUESTA ANTE UN RUIDO BLANCO FILTRADO

La excitacién se modela como ruido blanco filtrado, donde la respuesta de cada filtro satisface su
propia ecuacion de movimiento:

% + 280V, + 0% =3 (t) (3.8)
La respuesta del primer filtrado de Kanai (1957) y Tajimi (1960) es su aceleracion absoluta:
ayr (1) =X, +a,(t) = —2&,0,v, -} X, (3.9

Donde a,(t) es el ruido blanco, &, @, son los parametros del primer filtro descritos en el capitulo
anterior y Xg,vg son el desplazamiento y velocidad de respuesta del primer filtro. La ecuacion anterior
se puede expresar en términos de vectores como:

Xg Vg
{Vg } ) {-292 oV, — X, } (3.10)
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La respuesta del primer filtro se introduce como excitacion en el segundo filtro de Clough y Penzien
(1975), es decir:

agp () = Xy —ay; (t) = 28,0,V + 0 X, — 2,0,V — f X, (3.12)

Donde akr(t) es la respuesta del primer filtro de Kanai(1957) y Tajimi(1960), &, e son los parametros
del segundo filtro descritos en el capitulo anterior y x;,v; son el desplazamiento y velocidad de
respuesta del segundo filtro. En términos de vectores la ecuacion anterior se expresa como:

X . v,
{Vf }_ {_nga)fvf _Cl)fxf +2§ga)gvg +6092Xg} (312)

Los sistemas de ecuaciones de los filtros 3.10 y 3.12 deben resolverse simultdneamente, por lo que
pueden agruparse en un sistema de respuesta de los filtros:

%, 0 1 0 0 (x
2 —of 250, o] 250, ||V,

= 3.13
(] o o o 1 |x (3.13)
. 2
v, 0 0 —wy; 25,0, ||V,

. . T . . .
Si se designa Y :{xf Vi X, vg} como vector de respuesta de los filtros, el sistema de ecuaciones
3.13 se puede expresar como:

Y. =G.Y, (3.14)
La excitacion final ya filtrada y modulada se representa como:

a,(t) = c(t)[—2§f OV — Xy + 28,0,V + 0L X, (3.15)

Donde ay(t) es la excitacion del oscilador y &, ay,&, y o son los parametros de los filtros, y c(t) es la
funcion moduladora de amplitud, dicha funcion fue descrita en el capitulo anterior. La ecuacion
anterior contiene también la respuesta de los filtros. Dicha ecuacién se expresa en forma matricial
como sigue:

0 0 0 0 0 X;
Aol O] _ wic(t) 2&wict) —oiclt) —2&m,c(t) ||V, (3.16)
0 0 0 0 0 X,
0 0 0 0 0 v,
Es decir:
A=G,Y. (3.17)

Enseguida se consideran las tres variables de respuesta de la estructura x,v y z, mas las cuatro
adicionales de los filtros generan un vector de respuesta extendido de orden de tres a siete, es decir.

Y={x v z x v, X vg}T (3.18)
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Asimismo, se tienen que resolver simultaneamente los sistemas de ecuaciones de los filtros 3.13 y el de
la estructura 3.5, por lo que es conveniente expresar unas matrices de constantes anteriores agrupadas
segun el nuevo vector extendido de respuestas 3.18 de la siguiente forma:

Y’=GY+H:[GE GA}Y+H (3.19)
0 G

F

Desglosando las matrices descritas en 3.4, 3.13 y 3.16 en la ecuacién anterior, se tiene que:

0 1 o ! 0 0 0 0
—a? 20 —(1-a)o’ | @c(t) 28 w,c(t) —wlclt) —2£,0,c()
0 0 0 1 0 0 0 0
G=| 0 0 0 10 1 0 0 (3.20)
0 0 0 i -o 2w, o 2¢,0,
0 0 o ! o0 0 0 1
I
0 0 0 ! 0 0 — 25,0,

Aplicando el operador esperanza en el sistema extendido 3.19 para obtener los valores medios de las
respuestas del sistema aumentado se obtiene:

E(Y)=GE(Y)+E(H) (3.21)

Desglosando el desarrollo anterior de las esperanzas anteriores, se tiene:

X 0 1 o ! o0 0 0 0 X 0

v —aw® 2f0 —(1-a)o’ i wic(t) 2&wct) —wiclt) —2&m,c(t) ||V 0

7 0 0 o 10 0 0 0 7| |E(h(v,2))

X, t=| 0 0 o 10 1 0 0 X; ¢+ 0 (3.22)
v, 0 0 0 i —? 28, w; o} 2¢, 0, v, 0

X, 0 0 0o 10 0 0 1 X, 0

v, |0 0 0o 10 0 —ot 20, ||V, 0

Al realizar la multiplicacién de la matriz con el vector y realizando la suma, se obtiene finalmente un
conjunto de siete ecuaciones diferenciales lineales por resolver:

X \Y

v —aw’X - 2EaV — (1- @) 0’7 + o C(t)X, + 2, 0, C(t)V, — wic(t)X, — 2&, @, C(t)V,

7 E (h(v,2))

X, b=4 v 1 (3.23)
v, ~0{X; = 25,0,V + 05X, +2&,0,V,

X, v,

v, ~0i %, — 2,0V,

Estas siete ecuaciones diferenciales se resuelven simultaneamente con la solucién de la ecuacion de
Liapunov para el caso no estacionario que se describe en la siguiente seccion 3.4.3.
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El paso siguiente es calcular la esperanza E<h(v,z)> para cada uno de los tres modelos planteados, el
de Suzuki y Minai (1987), Baber y Wen sin degradacion (1979) y Baber y Wen con degradacion
(1981). Los resultados de dichas esperanzas se resumen en el Apéndice | referente a los coeficientes

linealizadores.

34 MOMENTOS DE SEGUNDO ORDEN

3.4.1 Matriz de Covarianza

Los momentos de segundo orden se refieren a las varianzas y correlaciones de todas las respuestas
incluidas las respuestas de los filtros. La manera apropiada de obtener dichas cantidades es mediante
una matriz que se denomina de covarianza. Esta se obtiene de la siguiente forma: Sea el vector

extendido de respuesta 3.18:
Y:{x VoZoX Ve X vg}T (3.24)

Al multiplicar los vectores de respuesta de la siguiente forma se obtiene la matriz:

X X2OXVXZ XK XVp XXy XV,
v VEovzoovk W, WX, W
z A Y OR PRR  S T
YT =X {X vz X v X, V= X2 XV XX, XV (3.25)
2
v o VEovex, Vv
f Simétrica f A
X X2 XV,
2
v, i Vo |

Al aplicar el operador esperanza en la matriz anterior, por definicion se obtiene la matriz de correlacion
V:

X xvoxzoxx, Xy, X%, XV, |
VEovZoowx W, VX W
AR Y PR A S '
V= E<YYT>: E XP XV XXy XV, (3.26)
Vi ViXg VY,
Simétrica X5 XV,
_ '

La covarianza de dos variables x y v se define como sigue, (véase por ejemplo Papoulis (1965)).
COV(xv):E<(x—7)(v—V)>: E(xv)-XV (3.27)

De esta cantidad se deduce que la varianza de una variable es:

VAR(X) = E((x—X)(x~X)) = E(x*)-X" (3.28)
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El coeficiente de correlacién de dos variables es:

x|

(3.29)

_CoV(xv) _ E(xv)-XV
7o Ele)-x)(Ew)-v)

El desarrollo para la siguiente seccion se realiza para un vector de respuestas referido a su media, es
decir:

X,V

Y, ={(x-%) (v-V) (z-7) (x,-%) (v, -V;) (%,-%) (v, —vg)}T (3.30)
La definicion de covarianza es la misma para este caso:
COV(&%)zE«x—iﬂv—v»=E<mﬁ—7V (3.31)
Por lo que la matriz de correlacion del vector de respuesta Y, se define como:
V, =E(YY,) (3.32)

3.4.2 Nueva matriz de propiedades

El siguiente paso es aplicar el criterio de linealizacién equivalente. Si se retoma el sistema reducido de
ecuaciones 3.1, que incluyen al modelo diferencial no lineal h(v,z), se tiene que el sistema de
respuestas por resolver es:

v
=12,V - aw’x—-(1-a)o’z—-a,(t) (3.33)
h(v,2)

N X X

No obstante, las ecuaciones para h(v,z) son no lineales dado que contienen exponentes o productos.
Como la solucion de la ecuacion no lineal es dificil, se plantea sustituir la ecuacién no lineal del
modelo, por una ecuacion lineal equivalente mas simple:

h(v,z) =c,v+k.z (3.34)

Donde ¢, y k. son dos funciones dependientes de la estadistica de la respuesta que se denominan
coeficientes linealizadores, cuya propiedad mas importante es que poseen las caracteristicas
estadisticas de la ecuacion no lineal original, de modo que el sistema 3.33 se puede expresar en su
forma lineal equivalente como:

X \'
Kb =1 =2V —aw’x—(1-a)o’z —a,(t) (3.35)
z C.V+Kk,z

Al sustituir el vector H no lineal del modelo en el sistema de ecuaciones 3.3, por el nuevo vector 3.35
gue contiene al modelo lineal equivalente, el sistema por resolver se simplifica y se expresa de la
siguiente forma:

Y. =G.Y. + A (3.36)
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Donde la matriz de constantes Gg es nueva e incluye ahora a los coeficientes linealizadores
equivalentes c. y ke:

0 1 0 X 0
Y. =G.Y, +A=| —a0® -2f0 —-(1-a)o® |{V}+4-a(t) (3.37)
0 C k z 0

e e

El resto de las matrices debidas a los filtros y la excitacién no cambian, por lo que la matriz G
extendida definida en 3.20, del mismo modo incluye ahora los coeficientes linealizadores:

0 1 o ! 0 0 0 0
—a? 20 —(1-a)o® | @c(t) 2 w,c(t) —wlclt) —2£,0,c()
0 ¢ k, | 0 0 0 0
G=| 0 0 0 10 1 0 0 (3.38)
0 0 0 i -w? 2&, o, a)s 28,0,
0 0 o ! 0 0 0 1
o0 o0 0 !0 0 —} 20,

Por lo que el sistema extendido de ecuaciones de respuesta utilizando la matriz de propiedades G
anterior es:

Y=GY+A (3.39)
3.4.3 Ecuacion de Liapunov

La ecuacion diferencial 3.39 se conoce como ecuacion de Liapunov, para la cual existen varias posibles
soluciones. Enseguida se utiliza el vector de respuestas aumentado referido a su media 3.30 y su matriz
de covarianza definida en 3.32. Al derivar dicha matriz de correlacion, los operadores esperanza y
derivada se pueden permutar y aplicando la regla de la cadena, se obtiene:

:
ivo :iE<YOYOT )=E(Y, '\ g diYoT (3.40)
dt ° dt dt dt

Sustituyendo el sistema de ecuaciones 3.39 para el caso cuando el vector Y, se refiere a las medias en
el resultado anterior se obtiene:

:
V, = E<Y0 d;(t >+ E<%Y§ > - E<Y0 (GY,+A) >+ E((GY, +A)Y) (3.41)

Desarrollando los productos:
V, =GE(Y,Y,) )+ E(Y,Y, )G +E(Y,A )+ E(AY,") (3.42)

En la ecuacién anterior, se encuentra la matriz de correlacion V,:

V, =GV, +V,G" +E(Y, A )+E(AY]) (3.43)
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Notese que las dos ultimas esperanzas dependen de la excitacion A, y del vector de respuesta Y,. Por lo
que a continuacion se explica como simplificar la obtencion de dichas esperanzas restantes.

La solucién de la ecuacion diferencial de Liapunov 3.39 es de la siguiente forma, que se encuentra en
Roberts y Spanos (1990):

Y (t) = Exp[GHIY (0) + [, Exp[G(t - )]A()d = (3.44)

Donde Y(t) es el vector de respuesta y simultdneamente la solucidn de la ecuacién diferencial, G es la
matriz de propiedades, Y(0) son las condiciones iniciales del vector y A(z) es el vector que contiene a la
excitacion. En la solucién anterior se tiene una integral de convolucion.

Si en la solucion 3.44 se sustituye Y(t) por el vector que se refiere a su media Y,(t), se postmultiplica

por A,"y aplicando en la solucién el operador esperanza, se obtiene una de las esperanzas involucradas
en la ecuacion 3.43:

E(Y, A7) = EXpIGLIE (Y, (0)A] )+ [ Exp[G(t-)]E (A A )dz (3.45)

Por otro lado, si las condiciones iniciales Y(0) son deterministas, o al menos no estan correlacionadas
con el proceso de excitacion A(t) (Roberts y Spanos (1990)), entonces la solucion 3.45 se simplifica
dado que esta hipétesis significa que E<Y,(0)A, >=0.

Se observa en la ecuacion anterior que aparece la matriz de covarianza Va=E<A,A, > del proceso de
excitacion. Con lo anterior, las dos esperanzas restantes por calcular de la ecuacion 3.43 se resumen en:

E(LA )+ E(AY )= [ ExplG(t-I{V, +V, Jdz (3.46)

El siguiente paso es calcular la matriz de covarianza de la excitacion, definiendo que el vector A,
contiene a la excitacion de la siguiente forma en el sistema extendido:

A={0 0000 0 a® (3.47)

De modo que la matriz de correlacién de la excitacion es:

0o --- 0
V,=E(AA)=E : (3.48)
0o ... ag (t)
El Gnico término que aparece en la matriz es la varianza o del proceso, es decir:
E(al(t) =07 (3.49)

En este paso es necesario hacer una simplificacion importante en el proceso de excitacién, la cual es
suponer que la varianza oy corresponde a una excitacion modelada como ruido blanco. Es
ampliamente conocido que la varianza del ruido blanco vale:
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o’ =2x8S, (3.50)

Que puede consultarse en Roberts y Spanos (1990), en donde S, es la amplitud constante de la
densidad espectral en el dominio de las frecuencias. Ademas, el ruido blanco tiene funcion de
correlacion:

R(r) =27S,5(7) (3.51)

Al sustituir lo anterior en la integral 3.46, se facilita la integracion y se obtiene una nueva matriz que
agrupa a las dos esperanzas que contienen a la excitacion:

0 --- 0
O=E(Y,A )+E(AY)=|i . i (3.52)
0 - 278

0

Al sustituir el resultado anterior en 3.43, finalmente se tiene que la solucién de la ecuacion diferencial
de Liapunov para el caso no estacionario queda de la forma:

V, =GV, +V,G' +© (3.53)

Donde V, se define en 3.32, G en 3.38, y ®en 3.52. Esto completa la demostracion de la solucion de la
ecuacion de Liapunov. El sistema de ecuaciones anterior posee condiciones iniciales, las cuales se
discuten en el Apéndice IV.

Para efectos de programacion y por razones de simetria de la matriz de covarianza, enseguida se
definen 28 ecuaciones diferenciales, las cuales se enumeran de la siguiente forma:

yl y2 y3 y4 y5 y6 y7
y2 y8 y9 le yll ylZ y13

|
|
|
|
i
—_—_————————— [ B A LA —_
-!- y19 yZO yZl y22 (354)
Ys Yu YVis |

Yo Y YulVa Yu Vi Va

y7 y13 y18 : y22 y25 y27 y28_

Bajo esta numeracion se tienen 28 ecuaciones que resuelven los momentos de segundo orden de la
ecuacién 3.53, mas el sistema de siete ecuaciones diferenciales 3.23 que resuelven los valores medios,
dan un total de 35 ecuaciones diferenciales simultaneas, que pueden resolverse mediante el algoritmo
del Felhberg (1969) mejor conocido como el de Runge-Kutta-Fehlberg.

35 OBTENCION DE LOS COEFICIENTES LINEALIZADORES

Hasta el momento se definié una ecuacion lineal equivalente, quedando pendiente el calculo de los
coeficientes linealizadores c. y ke, l0 cual se explica en esta seccion.

El sustituir la ecuacion original no lineal por otra lineal mas simple genera un error, el cual es la
diferencia entre ambos sistemas:
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&=h(v,z)-(c,v+k,z) (3.55)

Dicho error se minimiza en un sentido adecuado y al mismo tiempo que ofrezca una solucion analitica,
por ejemplo, minimizar el error cuadratico medio entre ambos sistemas de ecuaciones:

E(£%)— min (3.56)

Hasta este punto se utiliza un criterio que es similar al método de los minimos cuadrados, en donde los
datos aungue no se parecen a una recta se les asigna una recta que puede ser cualquiera de una familia
de ellas. Al minimizar el error cuadratico medio, se encuentran unas constantes que proporcionan la
mejor de todas las rectas. En este caso, los coeficientes linealizadores por encontrar son aquellas
funciones que proporcionan la mejor de las soluciones de la ecuacion lineal equivalente con las
propiedades estocasticas de la ecuacion no lineal original.

Se define un vector de coeficientes linealizadores:
H,=1{c, k} (357)

Para que el error efectivamente se trate de un minimo, se recurre al calculo diferencial para un
problema de maximos y minimos, dicho desarrollo se realiza con la ayuda de Silva (2002). Para que
error sea un minimo, debe cumplirse que el gradiente de la funcion de error sea nulo, es decir:

0 oe?
EE(&): E<¥>=O

e

) s’
aTE(&): E<a—‘;e>:0

(3.58)
Simplificando:

(3.59)

Sustituyendo el error de la ecuacion 3.55 en las condiciones anteriores de la ecuacion 3.58, se obtiene
que:

E<saa_ci> =E{(h(v,2)~c,v—kz)(-v))=0
(3.60)
E<8§Ti> =E((h(v.2)~cv-k.2)(-2)) =0
Despejando las esperanzas de la igualdad anterior:
E((cv+k,2)(v)) = E(v h(v,2)) (3.61)

E((cv+k.2)(2))=E(z h(v,2))
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Al separar las matrices y ordenar matricialmente el lado izquierdo de la ecuacion anterior se obtiene

que:
(Cev2 + keVZ) V2 vz c, )
- (Cevz+kezz) - E<{vz zz}{ke}>: E<YY >He (3.62)

Realizando el mismo procedimiento para el lado derecho de la igualdad 3.61, se obtiene que:

E<h(v, z){\zl}>: E(h(v,2)Y) (3.63)

Igualando los resultados de 3.62 y 3.63, se obtienen las siguientes esperanzas:
E(YY")H, =E(h(v,2)Y) (3.64)

A continuacion se obtiene el teorema del cual relaciona el vector de coeficientes linealizadores con el
inverso de la matriz de correlacion de la respuesta que aparece en la ecuacion anterior junto con el
modelo h(v,z).

H, =VE(h(v,2)Y) (3.65)

Los coeficientes linealizadores obtenidos de esta forma pueden ser gaussianos o no, dado que la
funcion de densidad que interviene en la esperanza 3.65 puede ser cualquiera, como lo menciona Silva
(2002). En el presente trabajo se suponen funciones gaussianas, por lo que el resultado anterior puede
simplificarse.

Kasakov (1965) y Atalik y Utku (1976) logran utilizar las ventajas que ofrece la funcidn gaussiana,
mencionan que la forma de relacionar dichas constantes con el vector de respuesta es:

H, = E(Vh(v,2)) (3.66)

Donde V es el operador Nabla, y la obtencion de los coeficientes mediante la ecuacion 3.66 es mas
sencilla que mediante la forma 3.65, por lo que los coeficientes linealizadores se obtienen de la forma:

_ = /oh(v,2)
c, = E<—8V > (3.67)
k, = E<M> (3.68)
oz

La expresién anterior se encuentra ampliamente documentada en muchos trabajos de linealizacion
equivalente gaussiana. Al expresar la ecuacion anterior en términos de integrales, los coeficientes
linealizadores se obtienen de la siguiente forma:
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J: Jwa ah(V Z) fv,Z (v,f, O'V,O-zlpv,l)dVdZ

C
H, = E(Vh(v,2)) :{ e} (3.6
k. Lo I»o ah(v 2) f,,(v.2,0,,0,,p,,)dvdz

Donde f,, es ahora la funcion de densidad gaussiana de dos variables con medias distintas de cero. En
caso de ser necesario, es posible calcular los coeficientes linealizadores mediante el modelo referido a
su media, (como lo hacen Roberts y Spanos (1990)):

Iw Ioo onh, (v, +V,z2,+7) f (o o). dz

C —o0d -0 av V0,20 VO’ ZO’ V0,20 o] (o]

H, = E(Vh,(v,,2,)) = { } oh v, +V° 2i7) | (3.70)
9 J:,DJ‘OO vo 20 (Gvo 10301 Puo,z0 )dvodzo

Donde f,5 €s la funcion de densidad gaussiana de dos variables para v y z con medias cero y
coeficiente de correlacién p20. LOS coeficientes obtenidos mediante la expresién 3.69 6 3.70 son
idénticos.

En el Apéndice Il se presenta la obtencidn de un coeficiente linealizador asimétrico correspondiente a
un oscilador Duffing de manera sencilla, mientras para que los tres modelos histeréticos propuestos, en
el Apéndice | se desarrollan las expresiones para sus coeficientes linealizadores.

Dichos coeficientes linealizadores son el resultado de un ejercicio de integracién de dos variables.
Salvo algunos casos, el resultado de las integrales no se expresa de manera cerrada, lo cual significa
gue al menos una de las variables de integracion queda expresada en términos de otra integral, aunque
efectivamente mas sencilla que la original. Dichas integrales deben resolverse para cada paso de
tiempo en la obtencion de la respuesta mediante cualquier técnica de integracion, por ejemplo,
mediante cuadraturas de integracion. En este trabajo se utiliza la cuadratura de Simpson.
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Capitulo
4 APLICACION DEL METODO

4.1 DESCRIPCION DEL ANALISIS

Hasta este instante se poseen todos los requerimientos tedricos para determinar numéricamente la
bondad del criterio de la linealizacion equivalente gaussiana para sistemas asimeétricos propuestos en
esta tesis. Con fines practicos se considera que la solucion mediante la simulacion de Monte Carlo es la
exacta y la solucion mediante linealizacion equivalente es la aproximacion.

El siguiente paso es comparar ambos métodos variando algunos parametros decisivos en la estadistica
de la respuesta. Esta ultima se refiere a los valores de primer orden o valores medios, y los de segundo
orden, que son desviacion estandar y correlaciones de cada una de las variables de respuesta, es decir,
de desplazamiento, velocidad y componente histerética del desplazamiento. Se omiten estadisticas de
orden superior dado que la linealizacién equivalente gaussiana proporciona momentos hasta de
segundo orden exclusivamente.

La diferencia entre ambas respuestas genera un error &, el cual se considera que es relativo respecto a la
solucion exacta o de Monte Carlo.

o Linealizacion —Monte Carlo

x100 4.1)
Monte Carlo

El error ¢ posee signo, lo cual significa que en un error positivo la linealizacion equivalente
sobreestima la respuesta, mientras que en un error negativo la subestima.

4.2 HISTORIAS POR TIPO DE MODELO

En esta seccidn se indican las caracteristicas en comun de las historias. La masa es unitaria, la relacién
de postfluencia es a=0.1, el periodo del oscilador es de T=2 s, fraccidén del amortiguamiento critico de
£=0.05, asimetria en fluencia de ¢=0.03, la resistencia normalizada c varia con el fin de obtener una
ductilidad media de E<x>=1.5 y comparar asi el error entre los modelos de distintas caracteristicas,
mientras que el numero de realizaciones o sismos simulados depende del tipo de respuesta por obtener.
Se utiliza la misma sefial de SCT con las mismas propiedades de modulacion vy filtrado descritos en el
capitulo 2.

4.2.1 Modelo de Suzuki-Minai asimétrico

Este modelo representa el comportamiento bilineal asimétrico, para el cual la resistencia del oscilador
es de ¢=0.54 para una ductilidad media de E<z>=1.5y se utilizan 10,000 sismos simulados. En la
figura 4.1.a se observa que en el valor medio del desplazamiento, el error en la etapa final de la
respuesta es de &=-36%, mientras que en la desviacion estandar del desplazamiento (en la figura 4.1.b)
es de &=33%.

En este caso, la linealizacién subestima la respuesta en los valores medios, mientras que en la

desviacion estandar la sobreestima. No obstante, en la desviacion estandar maxima, el error es de
£=2%, el cual es bajo con respecto a los otros errores.
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(b) Desviacion estandar del desplazamiento

Figura 4.1Historias en el tiempo, modelo de Suzuki-Minai

Respecto a la velocidad, el valor medio obtenido mediante simulaciéon de Monte Carlo no ofrece una
descripcion adecuada del trazo de la historia, mientras que el obtenido mediante la linealizacion
equivalente en la figura 4.2.a se aprecia como una horizontal en el origen, por lo tanto no es posible
compararlos. En el caso de la historia de la desviacion estandar por ambos métodos, sugieren un ajuste
bueno con un error de &=3% en su valor méaximo, como se aprecia en la figura 4.2.b.
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0
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1(s)

(b) Desviacion estandar de la velocidad

Figura 4.2 Historias en el tiempo, modelo de Suzuki-Minai

La componente histerética z posee unidades de desplazamiento y posee un error similar al
desplazamiento, en esta variable la diferencia entre funciones de densidad de probabilidad es méas
acentuada. Sin embargo, en la historia de su estadistica, dicha diferencia no muestra errores
sustanciales.

En el valor medio de la componente histerética z el error en la zona de descarga es de &=-36%, como
en el caso del desplazamiento y en la desviacion estandar es de £=1%, ambos casos se muestran en la
figura 4.3.
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(a) Valor medio de la componente histeréticaz  (b) Desviacién estandar de la componente histerética z
Figura 4.3 Historias en el tiempo, modelo de Suzuki-Minai

Los coeficientes de correlacion son variables de segundo orden y su respuesta es de interés porque uno
de ellos es necesario en cada paso de integracion para calcular los coeficientes linealizadores. En este
caso, los coeficientes de correlacion entre las variables muestran un ajuste muy bueno sin errores
significativos, como se muestra en la figura 4.4.

Pxv Pz
0.30 0.30
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— Monte Carlo 0.20 = Linealizaci6n
0.20 = | inealizacion
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t(s) t(s)
(a) Entre desplazamiento y velocidad (b) Entre del velocidad y componente histerética

Figura 4.4 Historias en el tiempo de los coeficientes de correlacion, modelo de Suzuki-Minai
4.2.2 Modelo de Baber y Wen sin degradacion asimétrico

Para este modelo de transicién suave con asimetria, se supone que la resistencia del oscilador es de
¢=0.50 para una ductilidad media de E<z>=1.5. El pardmetro de transicion es de n=3.5 y el de
afilamiento es m=0.9 y se utilizan 10,000 sismos simulados. El desplazamiento es la variable que
mayor error genera en todos los modelos, por lo que basta considerar esta variable como una referencia
respecto a las otras variables que generan menor error. Para este modelo, el error decrece en el valor
medio del desplazamiento y es de signo contrario respecto al modelo de Suzuki-Minai (1987) siendo de
£=17%, mientras que el error en la desviacidn estandar es de &=-12% comao se aprecia en la figura 4.5.
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Figura 4.5 Historias en el tiempo, modelo de Baber y Wen (1979) sin degradacion

4.2.3 Modelo de Baber y Wen con degradacion asimétrico

La resistencia del oscilador se supone de ¢=0.59 para una ductilidad media de E<z>=1.5 y dado que
se trata de un modelo con mayor complejidad, es necesario utilizar 20,000 sismos simulados para
obtener buena precision en la respuesta.

Se considera degradacion de rigidez y resistencia simultaneas, los parametros de degradacion como
fraccion de la energia disipada son = &= 6,=0.00005.

En este caso, se aprecia en la figura 4.6 que el error en el valor medio del desplazamiento aumenta a
£=199%, mientras que para la desviacion estandar disminuye a &=2%. EIl error en el resto de las
variables es de menor proporcion, lo cual significa que si el error en la desviacion estandar maxima del
desplazamiento es del ¢=2%, el error en la desviacion estandar de la velocidad y en la desviacion
estandar de la componente histerética son alin menores.
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Figura 4.6 Historias en el tiempo, modelo de Baber y Wen (1981) con degradacién
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4.3 ANALISIS DE LAS FUNCIONES DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD DE LA
RESPUESTA

Los errores que se obtienen dependen de las hipdtesis hechas descritas en los capitulos anteriores: Una
causa de error es suponer el modelo lineal equivalente cuando el modelo es una ecuacion diferencial no
lineal. Otra causa de error es la hip6tesis de considerar las funciones de densidad gaussianas en el
modelo equivalente, dicho criterio es al que generalmente se le atribuye mayor error. Esto se puede
comprobar al graficar las funciones de densidad de cada variable obtenidas por ambos métodos. En la
figura 4.7 se grafican la funciones de densidad para el desplazamiento en la fase intensa de la sefial,
que es donde se perciben mayores diferencias y los pasos subsecuentes de la historia del andlisis
arrastran de poco en poco el error acumulado.
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—— Monte Carlo —— Monte Carlo
0.9 . L
0.012 o = Linealizacion
= Linealizaci 0.8 1
0.010 0.7
.0.008 : <06
Eg EO'S
0.006 q 0.4
0.004 R 0.3
0.002 ] 0.2
' 0.1
0.000 T ‘ \ 0.0 ‘ ‘ \
-120 -80 -40 0 40 80 -120 -80 -40 0 40 80
X (cm) X (cm)
(a) Funcion de densidad en t=65 s (b) Funcién de densidad acumulada para t=65

Figura 4.7 Desplazamiento en la fase intensa, modelo de Baber y Wen sin degradacion

En el caso del desplazamiento la funcién de densidad de probabilidad muestra diferencias importantes
en el valor maximo y los valores extremos, ademas de que la obtenida por Monte Carlo es bimodal y la
gaussiana presenta un solo valor maximo. Pese a ello, en la funcion de densidad de probabilidad
acumulada de la figura 4.7.b, dichas diferencias no parecen ser drasticamente distintas, lo que indica
gue la funcion gaussiana cumple su objetivo de ser equivalente a la original.

En el caso de la funcion de densidad de probabilidad de la componente histerética del desplazamiento
no se puede afirmar lo mismo, ver la figura 4.8 para apreciar las diferencias. Aun cuando la media y
desviacion estandar de la componente histerética del desplazamiento que proporcionan la linealizacién
equivalente son las mejores posibles, las diferencias por los dos métodos son evidentemente notorias
tanto en la funcién de densidad como en la acumulada.

Las funciones de densidad de probabilidad para la componente histerética del desplazamiento
obtenidas por la simulacion de Monte Carlo, poseen propiedades como sesgo, valores multimodales,
asimetria y otras caracteristicas inadecuadas para una funcion gaussiana. Estas diferencias son
importantes y son fuente del error que se obtiene.
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Figura 4.8 Componente histerética en la fase intensa, modelo de Baber y Wen (1979) sin degradacién

4.4 INFLUENCIA DE LA ASIMETRIA EN LA RESPUESTA

Para obtener respuestas con distintos grados de asimetria se utiliza el modelo de Baber y Wen (1979)
sin degradacion. El cambio de la respuesta es altamente sensible a un ligero cambio en el parametro de
asimetria ¢, especialmente para los valores medios de todas las variables.

La figura 4.9.a muestra la historia de los valores medios del desplazamiento obtenidos por simulacién
de Monte Carlo, mientras que la figura 4.9.b los mismos resultados mediante linealizacion equivalente,
para una resistencia de ¢=0.5, asimetria variable desde una ductilidad media de E<;>=1.5, la cual se
reduce gradualmente hasta E<u>=1.26 correspondiente al caso simétrico de ¢=0.00. En el caso
simétrico el valor medio del desplazamiento vale cero en toda la historia.
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Figura 4.9 Valor medio del desplazamiento para distintas asimetrias

Las desviaciones estandar de las variables no sufren grandes variaciones con el cambio de la asimetria
@, sobretodo en los valores maximos y exceptuando las zonas donde los valores medios tienen
influencia sobre la desviacion estandar, como se aprecia en la figura 4.10.
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Figura 4.10 Desviacion estandar del desplazamiento para distintas asimetrias

4.5 INFLUENCIA DE LA DUCTILIDAD EN EL ERROR

Una de las desventajas de la linealizacion equivalente es que el error obtenido es sensible respecto a la
ductilidad. Dicho error no es constante ni creciente en todos los casos, pues depende del tipo de modelo
utilizado (dado que cada modelo desarrolla funciones de densidad de probabilidad en todas las
variables distintas entre si). El error también depende de la variable analizada, en donde las variables
maés sensibles al error son el valor medio y la desviacién estandar del desplazamiento.
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(a) Valor medio maximo del desplazamiento (b) Desviacién estandar maxima del desplazamiento

Figura 4.11Variacion del error respecto al tipo de modelo

En la figura 4.11.a se observa el error del valor medio del desplazamiento para cada uno de los
modelos respecto a la esperanza de la ductilidad p, y para una asimetria fija de ¢=0.03. Para el modelo
de Baber y Wen (1981) con degradacidn, el error aumenta considerablemente para ductilidades bajas y
diminuye conforme la ductilidad aumenta, mientras que los otros dos modelos de Suzuki Minai (1987)
bilineal y Baber y Wen (1979) sin degradacion, asi como el resto de las ductilidades, el error se
conserva razonablemente inferior en el intervalo -40%<g<20% aln para ductilidades muy altas.
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El error de la desviacion estandar del desplazamiento se muestra en la figura 4.14.b. Se aprecia que
todos los modelos tienen la tendencia a aumentar el error si se aumenta la ductilidad desarrollada y
contrariamente al caso del valor medio, el modelo de Baber y Wen (1981) con degradacion
proporciona menor error respecto a los otros dos modelos.
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Figura 4.12 Variacion del error respecto al tipo de variable

Algunas variables son mas sensibles que otras en cuanto al error se refiere, lo cual se ejemplifica con el
modelo de Baber y Wen (1979) sin degradacion en la grafica 4.12.a, donde para una asimetria fija de
#=0.03 se muestra que el valor medio del desplazamiento es el mismo que el error del valor medio de
la componente histerética E<z> y que para ductilidades muy altas y muy bajas dicho error es mayor,
dejando una zona donde este error es minimo.

En la figura 4.12.b se aprecia que las desviaciones estandar de la velocidad y componente histerética
son estables y el error es alrededor de £€=-30% para todos los valores de ductilidad desarrollada. No
obstante, la desviacion estdndar del desplazamiento crece conforme la ductilidad también crece, siendo
el error importante en ductilidades altas.

46 EFECTIVIDAD DEL METODO EN CUANTO A TIEMPO DE COMPUTO

Una de las razones principales para utilizar el método de la linealizacion equivalente, es que el
consumo de tiempo es sustancialmente menor al de la simulacién de Monte Carlo. Alun cuando se
realizan integraciones numericas de funciones complicadas en cada paso de integracién, como regla
general en casos asimétricos, la linealizacion consume el 3% del tiempo que se obtendria una respuesta
similar con la simulacion de Monte Carlo.

Los osciladores Duffing consumen muy pocas realizaciones, Spanos (1980) e lwan y Mason (1978)
reportan 200 6 300 simulaciones, lo cual no parece ser problemético. Sin embargo, los modelos
histeréticos requieren cuantiosas realizaciones, Wen (1980) y Baber (1984) en trabajos con modelos
simétricos utilizan 200 realizaciones, en el caso de asimetria en fluencia este nimero de simulaciones
apenas describe la desviacion estandar del desplazamiento, pero en definitiva el valor medio del
desplazamiento y las otras variables requieren méas. Schieller et al. (1997) han sugerido distintas
pruebas de eficiencia y precisién de diversos sistemas estructurales estocésticos con el fin de mejorar la
abundante literatura sobre el tema.
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En cuanto a la simulacién de Monte Carlo de sistemas con asimetria en fluencia, se concluye que un
numero aceptablemente bueno de realizaciones para que todas las variables ofrezcan una buena
aproximacion de la solucion estable, es de tres mil.

La Unica excepcion son las funciones de densidad, que ni siquiera un tope de 100 mil realizaciones
fueron suficientes para lograr la solucion estable, esto significa que probablemente trescientas mil 6 un
millén de realizaciones son necesarias para describir satisfactoriamente las funciones de densidad de
probabilidad asimétricas obtenidas por simulacién de Monte Carlo.

Este numero alto de realizaciones es el principal incentivo para continuar el uso del método de

linealizacion equivalente como método alternativo y eficiente, al entenderse este Ultima expresion
como la capacidad de ahorrar sustancialmente los recursos utilizados, en especifico, tiempo de calculo.
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5 CONCLUSIONES

Se revisan tres modelos diferenciales o endocronicos los cuales reproducen el comportamiento
asimétrico en fluencia de un sistema de un grado de libertad. Los modelos simétricos originales
de Suzuki y Minai (1987), Baber y Wen sin degradacion (1979), y Baber y Wen con
degradacion (1981). Estos modelos poseen parametros que se utilizan indistintamente tanto en
ciclos simétricos como asimétricos. La asimetria del ciclo de histéresis se regula con un solo
parametro y es consistente con el comportamiento obtenido en los estudios previos (Ruiz 1991,
y Teréan et al. 2000).

Se proponen coeficientes linealizadores asimétricos, con medias distintas de cero, asi como el
valor medio de cada modelo. Los coeficientes no son cerrados al expresarse en término de
otras integrales, pese a ello, la integracion respecto a una variable permite que los coeficientes
presentados se calculen de manera eficiente.

Se demuestra que en los sistemas asimétricos en fluencia ninguna de las funciones de densidad
de probabilidad del desplazamiento, velocidad y componente histerética es gaussiana, por lo
gue se hace evidente que la hipotesis gaussiana hecha en linealizacién equivalente es
insuficiente y es una fuente importante del error obtenido. Las funciones de densidad de
probabilidad muestran asimetria y sesgos importantes asi como formas multimodales.

Los valores medios de la respuesta son altamente sensibles a la asimetria del sistema, un ligero
cambio en el valor de la asimetria genera importantes cambios en los valores medios, mientras
que las desviaciones estandar y los coeficientes de correlacidn son similares al caso simétrico.
Por el solo hecho de que los valores medios sean distintos, las funciones de densidad de
probabilidad de los sistemas asimétricos difieren mucho respecto de los sistemas simétricos.

Como tendencia general, el error de la linealizacion equivalente aumenta con el incremento de
la ductilidad media desarrollada. Los valores medios y los coeficientes de correlacion no
muestran una tendencia clara del error mientras que el error mas importante es en la desviacion
estandar del desplazamiento, el cual aumenta conforme crece la ductilidad desarrollada.

La mayoria de trabajos de linealizacion equivalente proporcionan errores alrededor del 20%,
como en los trabajos de Spanos (1980) e Iwan (1980) porque se refieren a sistemas de baja no
linealidad, por lo que el error obtenido en este trabajo es razonablemente aceptable, ademas de
la ventaja de tener un enorme ahorro en célculos. Indica que la linealizacién puede ser una
buena solucién en sistemas de ductilidades bajas y al menos una buena aproximacion para
sistemas de ductilidades moderadas.

El error de la desviacion estandar del desplazamiento en sistemas de ductilidad menor o igual
que cuatro es del 30% y para una asimetria del 3% o menor. Dicha ductilidad es comln en
sistemas estructurales en la practica, por lo que es aceptable manejar esa cantidad de error al
usar linealizacion equivalente gaussiana. Para ductilidades mayores no es recomendable
utilizar el resultado de la linealizacion equivalente y es preferible utilizar la simulacién de
Monte Carlo.

En el presente estudio no se analizan cambios en las propiedades basicas del oscilador como
periodo y amortiguamiento. La tendencia del error puede variar en casos distintos.

Pagina 48



Apendice
| COEFICIENTES LINEALIZADORES

El método de la linealizacidn equivalente requiere el calculo de los coeficientes linealizadores en cada
paso de integracion de la ecuacion de movimiento. Dichos coeficientes dependen de la estadistica de la
respuesta, es decir, de los valores medios, desviaciones estandar y coeficientes de correlacion de las
variables de respuesta. Dado que los coeficientes se obtienen a partir de esperanzas matematicas,
definidas por integrales de funciones de las variables de respuesta, conviene dichos coeficientes estén
definidos por expresiones analiticas con el fin de reducir la mayor cantidad de calculos numéricos.

Todos los modelos diferenciales h(v,z) se expresan en términos de la velocidad v y de la componente
histerética z. Ambas respuestas, son a su vez las variables de integracion para el calculo de las
esperanzas. Durante la integracion, se aplican dos criterios esenciales segun lo observado en la
estadistica del fenémeno de asimetria.

1.- Las variables estan correlacionadas
2.- Los valores medios de las variables son distintos de cero.

Las funciones especiales de las siguientes expresiones se pueden consultar en el Apéndice V. Se aplica
ahora una hipdtesis muy importante, la funcion de densidad de probabilidad en el calculo de la
esperanza es gaussiana bivariada.

.1 INTEGRACION DE LOS COEFICIENTES LINEALIZADORES GAUSSIANOS

Sea la funcién de densidad gaussiana (Papoulis, 1965) de dos variables para la velocidad v y la
componente histerética z:

(v-V)* 2r(v-V)(z-7) N (z-7)?
Exp< — o %9, o (1.L1)

f,,(v,z)= 2(1-r7)

1
270,0,N1-r°

Donde r es el coeficiente de correlacion entre v y z, el valor medio de la velocidad es v, el valor

medio de la componente histerética es z, la desviacion estandar de la velocidad es o, y la desviacion
estandar de la componente histerética es o, .

Para el célculo de la estadistica de la respuesta se requiere obtener dos coeficientes linealizadores y
ademas el valor medio del modelo, en la forma que se justifica en el Apéndice II:

_/oh(v,z)\ = = oh(v,z)
ce_E<—aV >_Uw . f, , (v, z)dvdz (1.2)
_/oh(v,z)\ = = oh(v,z)
ke_E<—aZ >_ [ -[-w—az f, , (v, z)dvdz (1.3)
h(v.2)=E(hv.2))=[" [ h(v, ), (v,2)dvdlz (1.4)

En las siguientes secciones se encuentran las expresiones para los coeficientes linealizadores y la
expresion para el valor medio de cada uno de los modelos histeréticos.
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Asimismo se dan expresiones ain mas simplificadas para el caso simétrico sin valores medios ni
asimetria, donde se cumplen las condiciones que ¢=v =z =h(v,z)=0.

12 MODELO DE SUZUKI Y MINAI ASIMETRICO

El modelo se expresa como:
h(v,2) =v(1-HV)H(z-X;) - H(-V)H(-z-X))) (1.5)

Donde x, y x; son las deformaciones de fluencia.

1.2.1  Coeficiente Ce

1 1 -7) 1 X, +7
c,=—+-—FErf| = +=Erf| = + g 1.6
2 4 [ﬁm] 4 [ 2GJ (9
Donde:

(z-7)° oV+ro,[2-7] . .
Iy, = j Ex Erff| ——— |{H(-z—X,)-H(z—x;);dz 1.7
2\/_0 p[ 207 j { 2-2r’c,0, { ( )~ y)} ()
Las funciones especiales para este modelo son:

Erf(x) Funcion error de x
H(x)  Escaldn unitario o funcién de Heaviside de x.

1.2.2 Coeficiente Ke

k, =k, +k,, (1.8)
Donde;
_0g-7)?

2
e 20 [02\7+rav(x;—7)]
k =—— {EX \/272' rz—].O'O'
T2 2rts? p{ 2(r* ~l)ojo; =D

(1.9)
—aN1-r? (rav(x; —7)+0'ZV) 1+ Erf oVt ro,( =)
\/Z—ZrZO'VGZ
_ _ _\T2
0y 427 2EXD[[GZ\;_;GV1(XY:ZZ)] ](rz—l)dvaz
e (" Yoo (1.10)
Az1-r?c? = R
NI (azv_mv(xyﬂ)){l_af [()ﬂ
V2V1-rio,0,
1.2.3  Esperanza del modelo
p— — 1 o0
h(v,2) =V - Py LO{ fs,(2) + fs,(z)} dz (1.12)

z
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Donde:

J2Exp [[UV”U (2= Z)] ](r o0, +

2(r* -o?

H(-z-x,) (z-7)°
fs, = ———2"Exp| -
l 2-2r ( 20, J oV+ro,(2-17) (1.12)
Vr—nr?(o,V+ro,(z- )){1 Erf [;H

2
2\N1-ro,0,

[o.V+r0o,(z —7)]2 )
2Exp 5 - (r°=Yo,0, -
2(r° =Yoo

fs, =

H(z-x)) Exp( (z-7)° J
W 20?

- _ (1.13)
©Nam-r? (o,V+ro,(z- ))[1+ Erf [WJ]

2
2\N1-ro,0,

1.2.4 Caso simétrico

1{1+Erf(\/,a ]}+2\/21_7mz IZExp(—ZZ;ZJErf[ﬁazJ{H(—z—x;)—H(z—x;)}dz

(1.14)
k O Exp| — V2Exp| ———L— r, (r* =)o, —rx,/ r’<1+Erf ™
e = -1o, - T—r + —_—
2732 -2r%c? r’ 1o} ’ J2-2ric,
(1.15)
1.3 MODELO DE BABER Y WEN ASIMETRICO SIN DEGRADACION
El modelo se expresa como:
h(v,z) =v- () ||z - 7(2) v|7|' (1.16)
Donde:
(2) - K n (1.17)
4 1+m{ g(c+sign(z)¢) '

Y la funcién Az) = myz). Los parametros n 'y m regulan el grado de transicion y el afilamiento de la
histéresis respectivamente, que a diferencia de otros coeficientes, dichos parametros pueden adoptar un
valor decimal sin limitarse a valores enteros, tradicionalmente publicados para el caso simétrico. Por

otro lado, k, g y ¢ son propiedades del oscilador y el pardmetro ¢ es la asimetria.

1.3.1 Coeficiente Ce

g,

1
) @+ mWr [Q(C+¢)(C—¢)j " s N+l n+l11 z
Uz[(0—¢) +(c+9) JF( 5 jM[ 5 ’E’Zaf}

n— fz n_ = n n n n3 72
o 2)’2Exp(—2 ija 1 ) " J2z [(C—¢) —(c+9¢) ]F(1+EJM(1+E,E,20_ZZJ+
2
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Donde:

m? kY o z|2[" ( (z—f)zj oV+ro,(2-7)
= |2 — " Exp|- Erf d 1.19
(1+m)\/27r0'2[gj J°°(c+¢5sign(z))” P 20° ' ( N2-2r%c,0, ] i (119)

Las funciones especiales para este modelo son:

sign(x) Funcién signo de x.

Erf(x) Funcién error de Xx.

M(a,b,x) Funcion hipergeométrica confluente para x.
Ix) Funcién gamma para x.

1.3.2 Coeficiente Ke

- _ k '
_\/Enﬂ'Z[O'ZV + rO'V (Z — Z)](m}
B 2N1-r?*o,0, f, +Mﬂ(2)n f,+
e M N Nl S
2(1+m)z 207 [kj (-2 2m|z|(r2—l)[ k }”X
- = -D)V=
g V2-2r? | 9(c+gsign(z))
|:\/§UVG fr +§ sz}
(1.20)
Donde:
B [oV+ rcrv(z—f)]2
f.(2) = Exp( 27 D)ool (1.21)
f,(2)=|o,V+ro,(z-7)|Erf oV +ro.(2-7) 1.22
k ( ) [O-z O-v( )] ( W@VO'Z ( )
1.3.3 Esperanza del modelo
2(“”2Exp[— L J 1-r’gi?
h(v,z) =V - 20, ) c +1 (1.23)
A+ m)Wr - zr? g(c+¢)(c P
Donde:
C :\/5[(0+¢)n _(c+¢)nJr(1+gj{ravan [1+%,%, Zfo_zzj+z(az\7—ra Z)M [ gg 22222 ﬂ+
(o, V-ro, z)F(nJrl]M(;l,l, z ]+ (1.24)
2 2 '2' 207

o,[(c—4)" +(c+9)"]
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) Y (z-7) -20,0,N1-r*f, -
m © A 7-7
h=——| — z|z|" " Exp| — N dz 1.25
“ 2<1+m)w$[gjjw 2 p( 207 ij (129

(c+¢sign(z))" «2

1.3.4 Caso simétrico

Los coeficientes simétricos se encuentran ampliamente publicados, por ejemplo en Wen (1980) aunque
con algunas limitantes, por ejemplo, expresar las integrales en términos de series. Dichos coeficientes,
en realidad son una simplificacion de los coeficientes asimétricos anteriores. Los coeficientes
simétricos son de la forma:
c,=pBfl+yf2
k,=pf3+yf4

n/2 _n
f1-2 0 r[1+ﬂjlB
V4 2

to_ 2" gh [n+1j

N 2

n/2 __n-1 _p2\(n+1)/2
fgzﬂr@ﬂj{”“u}
V4 2 n

n/2 __n-1
420 avnrr(nzl)

N

La propuesta de este trabajo para no limitar al valor de n a nimeros enteros, es que la integral Iz por
resolver puede expresarse en términos de la funcién Beta incompleta en términos de los parametros del

modelo.

(1.26)

Donde;

(1.27)

. 1 n+1
lg =sign(r)B,. (ET] (1.28)

Otra ventaja de expresar la integral en términos de la funcion beta incompleta, es que dicha integral
posee limites en —-1<r <1, los cuales a continuacién se indican:

—2<1,<2 Paran>1 (1.29)
<l <x Paran<1 (1.30)

14 MODELO DE BABER Y WEN CON DEGRADACION

El modelo se expresa como:

h(v,z) = {Av—v[ﬁ(z) M|z +(2) v|z|"}} In (1.31)
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Donde el pardmetro v corresponde a la degradacién de resistencia, 7 corresponde a la degradacion de
rigidez y A corresponde a la degradacién de rigidez y resistencia simultanea. Estos parametros son
funciones de la energia disipada en cada ciclo.

At) = A, —5,8,(t)
n(t) =1, +5,e,(t) (1.32)
v(t) =v, +5,8,(t)

Las fracciones de la energia J,, 8, , Yy o4 se utilizan del mismo modo que el caso determinista. La
energia en cada paso se obtiene directamente de la matriz de covarianza en el proceso de linealizacién
por lo que los pardmetros de degradacion pueden considerarse en ese intervalo como constantes:

de, (t) = (1— )k E(z(t)v(t)) = L—a)ky, (1.33)

1.4.1 Coeficiente Ce

El coeficiente es muy similar al caso sin degradacidn con algunas funciones afiadidas. El coeficiente
gueda como:

=2

2022 Exp [— 22 . jvmoz“

Z L IV2z[ (-9 —(c+¢)“]r[1+gj|v| [1+

LA Z [ k j . ——I
n (1+m) n g(C+¢)(C_¢) GZ[(C_¢)” +(c+¢)n]r(n;1)M£n;l:%l; zJ §
GZ

(1.34)
El resto de las variables y funciones en definicion son las mismas que en el caso sin degradacién.

1.4.2 Coeficiente Ke

—~2nrz[o iV +ro,(2-7) [éJ
[ ] g(c+¢sign(z))
2N1-r’c,0,f, +M fe,
vm w (z-2)* .2 [c+¢sign(z)]
e[ Exp| - K 2
2nL+m)z*?e? I 20?; kY 2m|z|(r? -1) k '
—(—j m(n—l)\/;z [ - } x
g v2-2r* [ 9(c+¢sign(z))
|:\/EO'VO' fkl +& sz:|
(1.35)
1.4.3 Esperanza del modelo
72
A Z(nz)/zEXp(_z zjvm 1—I’20';’2 ) .
h(v,z) =—V - : ( ] + 2 (1.36)
n @+ m)n\/ﬁ—m’z g(c+g)(c—4¢) “ n'
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I OSCILADOR DUFFING ASIMETRICO

1.1 ECUACION DE MOVIMIENTO
Un oscilador Duffing es aquel que posee un resorte con comportamiento no lineal representado por
polinomios. Dichos polinomios no poseen la capacidad de formar ciclos de histéresis, no obstante,

presentan mucha utilidad en los trabajos de linealizacion equivalente al verificar que los criterios
empleados son los correctos.

Para el caso de asimetria en fluencia, se plantea un oscilador Duffing desarrollado en la seccion 7.3.2
de Roberts y Spanos (1990), que posee caracteristicas similares como son, relacion fuerza deformacion

asimétrica y respuesta con media distinta de cero. Dicho planteamiento en su esencia se desarrolla en el
presente apéndice. Se comienza con la ecuacion de movimiento que es:

G+2&4+@1+3&)g+h(q) =-af(t) (1.2)

Donde q es el desplazamiento, ¢ la velocidad, & esta asociado al amortiguamiento y ¢ es un parametro

de no linealidad, significa que a mayor valor de & mayor no linealidad presenta el oscilador y h(q) es el
modelo asimétrico, el cual se expresa mediante un polinomio clbico de la siguiente forma:

h(g) =9°(3+q) (11.2)
La primera verificacion es constatar que se trata de un polinomio asimétrico, es decir:
h(-q) =&(-0)* (3-4)=£9"(3-0) (11.3)
Por lo que se comprueba que existe asimetria:

h(=q) = h(q) (11.4)

112 VALOR MEDIO DEL OSCILADOR

Comao paso siguiente se obtiene la esperanza directa de la ecuacion de movimiento I1.1 y considerando
que la media de la excitacion a(t) es cero:

M+ 2&m+ (1+32)m + E (h(q)) =0 (11.5)

Donde m=E<q> es la historia del valor medio del desplazamiento. La observacion fundamental, es que
todavia no se sustituye el modelo no lineal por la ecuacién lineal equivalente, es decir, Roberts y
Spanos (1990) consideran necesario que se obtenga la esperanza del modelo directamente.

Para la obtencidon de la esperanza del modelo, primero se separan cada uno de los términos del

polinomio cubico y se consulta la tabla de esperanzas del Apéndice 111 para una variable con media no
cero y funcién de densidad gaussiana, con lo que se obtiene:
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E (h(a)) =35E<q2>+gE<q3> = 35(m2 +02)+5(m3 +3m0'2) (1.6)

Donde m es el valor medio de q, y o2 es la varianza de g. Tanto el valor medio como la varianza son
variables de respuesta y deben obtenerse por integracién de las ecuaciones diferenciales de Liapunov.
Desarrollando el valor medio del modelo 11.6 se obtiene:

E(h(q)) = 3em’ +3s0” +&£m’ +3emo”’ (1.7)

Despejando m de la ecuacion de movimiento 11.5 y sustituyendo la esperanza del modelo 11.7 se
obtiene la primera ecuacion diferencial de medias que resolver.

M =—-2&m— (1+3¢)m — (3em® +3s6° + em® + 3smo?) (1.8)

11.3 COVARIANZA DEL OSCILADOR

En este momento se propone la ecuacion lineal equivalente que sustituye al modelo no lineal, mediante
los coeficientes linealizadores C, y K. que multiplican a la velocidad ¢ y desplazamiento g

respectivamente en lugar del modelo asimétrico no lineal:
G+(2E+C)G+1L+3e+K,)g=-a(t) (11.9)

Para obtener los coeficientes linealizadores, se aplica el teorema de Kasakov (1965) y Atalik y Utku
(1976) para procesos gaussianos:

ce:5<m>:o (11.10)
aq
K, =E<%gq)>=E<65q+35q2>=6gE<q>+3gE<q2> (11.12)

Consultando la tabla de esperanzas del Apéndice 111, se tiene que el coeficiente linealizador K. vale:
K, =6em+3s(m’ +0°) (11.12)

Dado que C. vale cero y se tiene un solo coeficiente linealizador K, la ecuacién de movimiento 11.9 se
puede expresar de forma matricial como:

q 0 1 7(q 0
{q}{(usﬁ K,) —25}{q}+{_a(t)} (11.13)

Utilizando solucién de la ecuacion de Liapunov de la forma:
V=GV +VG" +A (11.14)

Se tiene que las variables desglosadas son:
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{vn v} { 0 1 Mv VH} {vn VlZHO (1+35+Ke)} {0 0 }
R + + (1.15)
Vi, Vay, (1+3e+K,) =28 ||V, V| |Vip V|1 -2¢ 0 -af(t)

Al desarrollar los productos de las matrices, se obtiene que:

Vig Vi, _ 2v;, | —(1+3e + K )iy =28V, +V,
Vy, V| | —(+3e+ Ky — 28V, +Vy, | —2(1+32+ K )V, + 48, —at)

(11.16)

Roberts y Spanos normalizan la excitacion de entrada de modo si ¢=0, exista una modulacion definida
por a(t) y que esta sea unitaria, es decir:

a(t) :%oﬁ(t) (11.17)

0

114 ECUACIONES DEFINITIVAS

Sustituyendo las variables X, =m, X,=m, X,=v, =0, X, =V, =p,,00, ¥ Xs=V, =0, , €n la

ecuacion de medias 1.8 y en la de covarianza 11.16, se tiene un conjunto de cinco ecuaciones
diferenciales lineales, que son las que aparecen publicadas en Roberts y Spanos(1990):

X, =X,

X, ==2EX, = X, (1+3e +3e X, +3e X, +£X[) =3¢ X,

X, = 2X, (11.18)
X, =—1+3e+K )X, —2EX, + X,

X, =—2(1+3c+ K,) X, —4EX, +4&a2 (1)

Finalmente Roberts y Spanos (1990) en la seccion 10.4.6 hacen la comparacion de la linealizacion
equivalente contra la simulacién de Monte Carlo con 300 realizaciones, considerando valores de no
linealidad &=2, un valor asociado al amortiguamiento de S=2£=0.05 y 0.2 y con una modulacion del
tipo:

a(t) = Exp(-0.025t ) — Exp(-0.25t) (1.19)

Mencionan que el error que obtienen se encuentra en el intervalo 0<err<10%, lo que indica que la
precision es razonablemente buena.
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11 TABLAS DE ESPERANZAS

111.1 ESPERANZAS DE UNA VARIABLE

E(g00) =] 909 f, (x)dx

Media No Cero Media Cero
1 (x—p)° X2
f = Exp| — f E
X(X) \/ZO' Xp[ 202 ] X(X) \/_O' Xp[ ]
g(x) E(9(x)) 9(x) E(9(x))
2 2
X U Cos(ax) Exp(—a; j
2 2, 2 2 ;Cos[lArctan[Zaaz]j
X H+o Cos(ax ) (1+4a23“)% 2
1 (1 ,
& 4+ 340 sin(ax?) m&n EArctan[Zaa ]
1 b+1 b] c’c?
| e |nen | AT
x° u° +10°0% +15u0" Fl(a,b,cxz) B H%,a},{b} ,ZCGZJ
sign(x) Erf In(ax) 1 In[—§j+ln(a)+2In(a)— f
’ e 2"\ 72 7
2 1
|| yErf(\/_Uj \/7Exp[ 57 J In(axz) 2In(o)+In(al2)-y
1 2‘”’2)’2[( 1'+1] | (n+1
H(x 1+ Erf n
( ) { [IUJ} X 7r Gr[ 2 ]
1 7 ~ 1 \f ~
5(x) N Exp[ ZO'ZJ xArctan( x) Exp(zazj {Erf[ j 1}
2 2
Exp(ax) Exp(@j Cosh(x) Exp(%}
1 2bu+2au® +b*c? Lo [U_ZJ‘H / [_G_zj
2 E 2 n/2 4 n/2 4
Exp(ax” +bx) J1-2ac? xp( 2-4ac’ ] 3.(x)* %EXP[%j
{Cos[nzj |S|n(n2”j}

" Gamma de Euler ¥ = 0.577216...
* Funcién de Bessel
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111.2 ESPERANZAS DE DOS VARIABLES

E(geu) =" [ a0xy) f, (x y)dxdy

Media No Cero Media Cero
L (xY) = aBxp| o [(X_’z’*)z-Zr(x_“*z(yf”y)+(y_ily)2] i
2(1-r%) o, o0, o, 1 ¥2 Xy yz
f,(x,y)=aExp| —————| —-2r +-=
o = 1 2 (% Y) = o, Bxp 20-r*)| o? 050'5 0'3
1 L
27[0'X0'y\/1—r2
9(x,y) E(g(x.y)) 9(x,y) E(g(x,y))
Xy ro,0, + i, sign(ax)y \/zraysign(a)
V4
a’c’
X2y 2ro,0, m + (1 + 1) 1, Sin(ax)y aExp(— 5 X ]raxay
3 2 2 2 2 2 brO'XO'y bzo'f
Xy 3ro,o, (i +0y) + pu, 3oy + 1) exp(ax” +bx)y (1_2a02)% exp 240’
x'y 4ro,o, 1, (3o + ui) + (Boy +6uiof + 1), sign( x)sign(y) Earctan{ r 2)
4 1-r
4r0x0y:ux1uy +,Uf (05 + ll’l)zl) 1 r
x2y? , N H(x)H(y) —| 7 +2arctan
+o, [(1+ 2r )O'y +,uyJ 4z 1—r?
H(X)y o exp(— A J+;ly Trerf| £ o(x)o(y) S S
er 207 ) 2 V2o, 2z\1-r’c,0,
#2
L Exp| —=—*-|(2 r +
27Z'O'X p( 20_5}( OxH, O'y/ux) 2(n—2)/2|:(_1)n _1:| N42
H(X)y2 2 2 Xny - rO':O' F e
r'O'y +,uy y7i \/; g
— | 1+ Erf :
2 V2o,
252 ro,oc
Exp(ax)y Exp Ao, +28u (aro,0, + 1) XErf (y) —t
2 1/7r+27z0';
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1\, CONDICIONES INICIALES

Esta seccion desarrollada por Roberts y Spanos (1990) trata sobre cuales son las condiciones iniciales
en las ecuaciones diferenciales que se deben considerar cuando se calcula la respuesta no estacionaria
de un sistema mediante la ecuacion de Liapunov:

V, =GV, +V,G' +© (IV.1)

Se analizan nuevamente las condiciones del proceso de filtrado con ayuda de la figura IV.1, en la cual,
el primer paso es generar es un vector de entrada de ruido blanco estacionario que ya incluye
incertidumbre en su amplitud. Posteriormente se realiza un proceso de filtrado donde cada filtro
satisface su propia ecuacion de movimiento.

Sin embargo, el proceso de filtrado ofrece cierto valor de respuesta de cada filtro, pero no de su
estadistica. Si el ruido blanco de entrada es estacionario, debe existir una respuesta final estacionaria
gue incluyan las estadisticas de todos los filtros aplicados. A dichos filtros, Roberts y Spanos (1990)
los denominan prefiltro y su respuesta estocastica estacionaria es la condicion inicial.

El siguiente paso, es permitir que las condiciones iniciales lleguen a su estado estacionario, antes de
multiplicar el proceso por la funcion moduladora de intensidad determinista c(t).

Ruido Filtrado 4=.\ Respuesta .,
Blanco g . Modulacién
Estacionaria 2> c(t)
Filtros
seaman ’V\/V"””m \4

Respuesta Estructura |4—{ Excitacion Estructura

Figura IV.1 Proceso de filtrado y modulacion para la estructura.

En la figura IV.1 se aprecia un interruptor de condiciones iniciales, que cuando esta activado, indica
que se considera la respuesta estacionaria de los filtros como condicién inicial, mientras que si esta
desactivado, indica que se consideran condiciones iniciales cero.

La diferencia de considerar condiciones iniciales nulas o no, se aprecia en la figura 1V.2 en los
primeros 20 segundos de la historia utilizando la modulacion de Yeh y Wen (1989). Considerar
condiciones iniciales cero origina un desfasamiento en el tiempo de la linealizacién equivalente, en
especifico, en la rama ascendente de la respuesta, previa a la fase intensa.
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Se observa en la figura 1V.2.a que antes de t=20 s existe una respuesta tardia de la linealizacién
equivalente, que es el tiempo en que los filtros buscan su propia condicion estacionaria restando
efectividad a esos segundos que corresponden a la condicién no estacionaria de la estructura. Cuando
se consigue ese estado estacionario de la respuesta de los filtros, en ese momento comienza la fase no
estacionaria de la estructura.

5 5
— Monte Carlo
4 —C.| Cero 4
£31 T3
o) o)
62 - 62-
— Monte Carlo
14 14 —C.1. Estacionaria
0 T T T T T T T T T 0 T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t(s) t(s)
(a) Condiciones iniciales cero (b) Condiciones iniciales estacionarias

Figura IV.2 Respuesta tardia de la linealizacion equivalente segin las condiciones iniciales.

Por otra parte, al considerar la respuesta estacionaria de los filtros como condicién inicial se logra que
la respuesta obtenida con Simulacion de Monte Carlo y con la linealizacion equivalente coincidan,
(Ver figura 1V.2.b.).

Para encontrar las condiciones iniciales del sistema es necesario calcular el estado estacionario del
filtro de Clough y Penzien (1975). En el capitulo 111 se mostraron las razones por las cuales el vector de
respuesta debe ser aumentado e incluir los filtros. EI motivo principal, es que las respuestas de los
filtros estan correlacionadas con la estadistica de la respuesta de la estructura, sin embargo, basta con
analizar la respuesta de los filtros mostrados matricialmente en el siguiente sistema:

) To 1 0o 0 7fx
v, —of 250, o 250, ||V,

= V.2
x,[Tlo o o 1 |]x (V-2)
12 0 0 —w; 25,0, ||V,

Donde Y, = [xf Vi Xy oV, ]T es el vector de respuesta y la matriz de propiedades Gg de los filtros es:

0 1 0 0
2 2
—w; 250, o, 250,
= V.
Cr 0 0 0 1 (IV:3)
0 0 _‘U; 2,0,

Por tratarse de una solucion estacionaria no existe modulacion en el tiempo, por lo que el sistema

anterior debe satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas denominado ecuacion de
Liapunov reducido:
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G.V. +V.Gl +P =0 (IV.4)

Donde Gk es la matriz de propiedades, Vr es la matriz de covarianza de los filtros y P es la matriz con
la amplitud del ruido blanco que a continuacion se define:

0

0

0
27,

000
0 0O
p= (IV.5)
000
0 0O

Para efectos de solucion algebraica, se establece una secuencia para el orden de las ecuaciones:

Yio Y2 Y3 Y4

Vp — y2 y5 ye y7 (|V6)
Ys Y& Yz Yo
Yo Y7 Yo Yoo

Con fines de simplificacion se definen las siguientes constantes:
ki =f ¢, =2& 0, , Kk, =0} , ¢y = 28,0, (IV.7)

Desarrollando los productos de las matrices en el sistema de ecuaciones de Liapunov reducido 1V.4, se
obtiene un sistema algebraico matricial cuya solucion para las diez variables involucradas es:

2

cikyc, +Cik,Co +c ik ch +c Kk, +c ke +kc

y, = 7S, s y, =0 (IV.8)
kiCiCyaty
—k, +2c,c, +2¢? +k c.k; —2ck, —c.k
y3=7z_so 9 g-f g f y4:7780 g f g\ fRg
o Cyct
o = 7S cikyCs +c,ks +kico +c ks S ciky +2¢,k, —c,k;
o CCyn e C, 04
y =75 cikyc, + Kk —k? +k,c y, = 7S,
7 g =
° 4 c K,
7S,
Yo =0 Yio = c

9

Donde las constantes c, ,k,,c,,k, estan definidas previamente en (1V.7) y

9’y

oy =ik, +ckc, — 2k K, +Kk? +c ke, +kZ+cik, (1V.9)

Con todo lo anterior, se disponen de las condiciones iniciales que proporcionan la solucién estacionaria
adecuada, tanto para los filtros como para la excitacion de la estructura.
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Finalmente, las condiciones iniciales para t=0 s, se introducen en la matriz de covarianza que satisface
el sistema aumentado de la estructura 1V.1.

Considerando a las condiciones iniciales de la solucién del sistema reducido 1V.4 en el sistema
aumentado V.1, se tiene finalmente que las condiciones iniciales para la estructura son:

000!0 0 0 O
0000 0 0 0
000/0 0 0 0
Volo=[0 0 01y, 0 vy, v, (IV.10)
00 o:o Vs Ve Vs
0001y ¥ ¥ O
10 0 07y, v, O ]

Donde y;..y1o se definen en IV.8. Otra observacion importante, es que se cumple la condicion que las
estadisticas de las respuestas de la estructura, todas valen cero para t=0.
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Y% FUNCIONES ESPECIALES

En esta seccion se definen las funciones especiales necesarias para el calculo de los coeficientes
linealizadores, para mayor detalle en el tema y en los métodos de solucidn se recomienda consultar
dichas funciones en Abramowitz y Stegun (1972). Todas las funciones de este apéndice, se pueden
obtener de Press et al. (1986) para las recetas numéricas en Fortran, cuya eficiencia y precision han
sido ampliamente probadas.

e Funcion signo

1 x20
sign(x) = V.1
O V)
e Funcion escalon
También conocida como funcion impulso unitario o escalén de Heaviside.
1 x=0
H(x)= V.2
) {0 ne (V.2
¢ Funcién gamma
r(x)=[ t%edt
) IO (V.3)

En ciertos casos es mejor calcular el inverso de la funciébn gamma dado que es acotada y
numéricamente mas estable al evitar valores infinitos. Press et al. (1986) presentan un algoritmo
eficiente para el logaritmo natural de la funcion gamma, Unicamente basta calcular el exponencial de
dicho valor para obtener directamente la funcién gamma.

e Funcién beta incompleta

Es un caso especial de la funcién beta, puesto que z puede adoptar valores en el intervalo de [0,1] de la
funcidn beta original:

B, (X, y) = j:t*-l(l—t)y-ldt (V.4)

Press et al. (1986) presentan su algoritmo como la funcion beta normalizada. La correccion que hay
que hacer es multiplicar la subrutina original, por las funciones beta para los valores de x y vy
respectivamente.

e Funcién error

Se define en su forma integral como:

Erf (x) = —— joxe*“ dt (V.5)
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e Operador de Pochhammer

Este operador es necesario para calcular la funcion hipergeométrica confluente mediante series. Su
definicion clasica para valores enteros de n es:

(), = X(xX+)(x+2)...(x+n-1) (V.6)
Para el calculo del subindice n real, se expresa en término de la funcién gamma:
(x), =T(x+n)/T(x) (V.7)

e Funcion hipergeométrica confluente

En términos de series se define como:

M (a,b, X) = i%% (V.8)

Donde (a), es el operador de Pochhammer. Esta funcion es importante ya que muchas funciones
especiales como la gamma, error, Hankel, Bessel, integral seno, coseno, polinomios de Hermite y
Laguerre entre otras son casos especiales de la hipergeométrica confluente.

La funcion integral de la hipergeométrica es:

_ I'(b) 1 xtya-lpq  yb-a-1
M(a,b,x)_—r(b_a)r(a) joe 2 (L—t)> 2t (V.9)

Para valores de b>a>0. La expresion en series es facilmente programable, no obstante, una buena
referencia es Spanos (1980b) donde propone reducir los calculos de las hipergeométricas con un
algoritmo mas eficiente.
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