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Introduccion

La idea de un espacio no conmutativo en sus coordenadas, se remonta a Heisen-
berg [1], quien en una carta sugiri6 a Peierls que un principio de uncertidumbre en
las coordenadas espaciales podria ayudar a solucionar el problema de los infinitos
ultravioleta en teoria cuantica de campos. Utilizando esta idea, Peierls encontré que
para un sistema de electrones con impurezas, descritas por un potencial dependiente
de las coordenadas, era posible obtener el nivel de Landau més bajo si se empleaban
coordenadas que no conmutaran. El le coment$ la idea a Pauli, quien a su vez se
la pas6 a Oppenheimer, y este se la comunicé a Snyder ' [2], quien aplic6 la idea
de cambiar la estructura continua del espacio tiempo por una discreta, mediante la
proposicion de sustituir la suposicion que los operadores de posicion deben tomar
valores continuos, por la condiciéon que el espectro de sus valores debe ser invariante
bajo transformaciones de Lorentz y encontré que esto podia ser satisfecho por un
espaciotiempo (espacio de-Sitter) con una unidad natural de longitud, por medio de
la cual tenia la esperanza de poder introducir un corte efectivo en el espacio de mo-
mentos y asi solucionar el problema de las divergencias, de manera que también se
preservara la invariancia relativista. La aparicién de esta unidad de longitud en el
espaciotiempo cuantizado que introdujo, implicaba la introduccion de la propiedad
que sus operadores de posiciéon no conmutaban, los operadores de momento si con-
mutaban, pero la relacion posicién momento contenia términos no lineales. El mismo
ano de la aparicién de este articulo, Yang [3] propuso una solucién en el espacio curvo
de-Sitter, con una definiciéon de los operadores de momento lineal distinta de la de
Snyder, que tenfan la caracteristica que no conmutaban, al igual que los operadores
de posicién, pero con una relaciéon de conmutacién entre el moemento y la posicién
de caracter lineal.

Ademas de aparecer debido a argumentos como el anterior, la no conmutatividad
aparece de manera natural en el contexto de teoria de deformaciones de algebras de
Lie, bajo consideraciones de estabilidad estructural de las teorias fisicas [4].

Con el trabajo de Snyder surgié la idea de que los problemas como el de las diver-

!Mismo autor junto con Oppenheimer del articulo “On continued gravitational contraction”,
Phys. Rev. 56 455-459 (1939)
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gencias, podrian ser debidos a una incorrecta descripcién del espaciotiempo, y como
la naturaleza de éste se refleja por medio de un édlgebra cinemética (como se vera en
el capitulo 1), se han realizado deformaciones del dlgebra de Poincaré, extendido
con la inclusion de los operadores de posicion y de la relacion de conmutacion de
Heisenberg, con la intenciéon de hallar una descripcion mas adecuada. Este tipo de
deformaciones se caracterizan porque emplean una variedad cuantica que posee una
no conmutatividad intrinseca, es decir, sus coordenadas no conmutan. Esta se cons-
truye generalizando la geometria clasica hacia un nivel no conmutativo, siguiendo dos
pasos conceptuales: expresar las propiedades de la geometria del espaciotiempo clasi-
co en términos de un algebra conmutativa, y posteriomente generalizarla a un algebra
no conmutativa. Luego se desarrolla un calculo diferencial apropiado, y ya que se ob-
tiene una geometria cuantica, se introducen particulas y ondas, cuyos movimientos e
interacciones se siguen en busqueda de efectos gravitacionales. Estas deformaciones
pueden ser clasificadas a grandes rasgos, en las siguientes categorias

Espacio cuantico: rur, = R, 72,2,
Espacio tipo Lie: [T, )] = f,°7,,
Canénico: [z, 2] = O

donde la matriz R y el tensor 6 son constantes y las f,,” son las constantes de estruc-
tura del algebra de Lie. Los espacios cuanticos son una generalizacion del concepto
de grupo clésico y forman un tipo de algebras de Hopf con una R-matriz universal
constante que es solucion de la ecuacion de Yang Baxter cuantica. En los espacios tipo
Lie las coordenadas forman un dlgebra de Lie. En el caso canénico los conmutadores
de las coordenadas estan dados por el tensor constante #. A este grupo de teorias
no conmutativas pertenece también la Relatividad Doblemente Especial, que se for-
mula principalmente en el espacio de momentos, propone la inclusién de una nueva
cantidad fundamental relacionada con la longitud de Planck. Esta tltima, empleando
estructura adicional de algebra de Hopf, se identifica con algunas formas particulares
del algebra de Hopf x-Poincaré [5].

Estas teorias basadas en la no conmutatividad intrinseca tienen la caracteristica de
que primero se desarrolla la estructura matemaética y luego se introduce la parte que
involucra la fisica. Por esta razdn se propone considerar la no conmutatividad de los
operadores de posicién de las particulas, la cual tiene la ventaja que refleja la natura-
leza experimental de la manera en la cual se conocen las propiedades el espacio tiempo
por medio de la observacién de las particulas. Para estudiar este tipo de no conmuta-
tividad, en los capitulos del 1 al 3 el presente trabajo se hace una revision biliografica
con el siguiente esquema: En el capitulo 1 se revisan los conceptos involucrados por
la nocién de Invariancia Relativista. En el capitulo 2, siguiendo las referencias [14] y
[15], se presentan ejemplos que exhiben este tipo de no conmutatividad y se le da una
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interpretacion a la relaciéon que tienen con el momento angular intrinseco del sistema.
En el capitulo 3 se revisa el procedimiento expuesto en el articulo de T. F Jordan y
N. Mukunda [16] y que esencialmente consiste en encontrar la representaciones del
grupo de Poincaré para los tres casos siguientes:

1. Particulas libres de masa m sin espin y energia positiva.
2. Particulas libres de masa m con espin s y energia positiva.
3. Particulas libres de masa m con espin s y energia positiva o negativa.

Con las representaciones ya obtenidas se construyen los correspondientes operado-
res de posicién, con el requerimiento que estos deben satisfacer ciertas relaciones de
conmutacion con los generadores del algebra. Finalmente se calculan las relaciones
de conmutacion que satisfacen estos operadores de posicién. La caracteristica de no
conmutatividad se presenta en el segundo caso, y dado que estos resultados fueron
obtenidos en un espacio plano, es de interés investigar si estd propiedad tiene algu-
na relacion con la curvatura del espacio-tiempo, por lo que en el capitulo 4, bajo la
supervisién del Dr. Chryssomalis Chryssomalakos y en colaboracién con Elias Okon
y Héctor Henandez, se propone un método consistente en extender los resultados de
[16] en el espacio de-Sitter, de manera que primero se obtienen las correspondientes
representaciones del algebra de de-Sitter como las deformaciones de las representacio-
nes del algebra de Poincaré para cada caso, y luego se sigue el mismo procedimiento
de construir los operadores de posicion y calcular sus relaciones de conmutacion, para
averiguar si es que cambian de alguna forma y por qué. Se obtuvieron las represen-
taciones de los generadores del algebra de de-Sitter para los 2 primeros casos del
método. Sin embargo, no ha sido posible completar este método, porque se desconoce
cual debe ser la relacion correspondiente a la relacién de Heisenberg para un espacio
curvo.

En los dos primeros apéndices se presenta una revision bibliografica sobre el tema
de haces fibrados, esto motivado por el hecho que la contruccion de la parte de
los generadores del algebra de-Sitter dependiente del espin, puede ser visto desde el
enfoque de haces fibrados. En particular la manera en la cual se asocia una rotacion
a cada transformacion se asemeja a la forma en la cual se transforma la 1-forma
de conexion local, lo que sugiere una forma de definir una conexién en el espacio
de-Sitter.



Introducciéon




Capitulo 1

Invariancia Relativista

En este capitulo se presentan los aspectos que involucra el concepto de invariancia
relativista. Para una exposicién més detallada se pueden consultar las referencias [6]
- [12].

La invariancia relativista de teorias construidas para la descripcién de particulas
comprende dos aspectos:

1. Simetria relativista, implica el principio de la relatividad especial que estable-
ce que las leyes de la fisica deben ser invariantes bajo cambios de sistemas
inerciales. Este requerimiento de simetria bajo el grupo de transformaciones
relativistas se puede satisfacer mediante la construccién de cantidades que sa-
tisfagan ecuaciones de paréntesis de Lie que son propias de los generadores del
grupo de Poincaré, llamado también grupo inhomogéneo de Lorentz.

2. Invariancia manifiesta, la cual requiere que ciertas cantidades se transformen
bajo cambios de sistema de referencia de una forma particular, relacionada
con las transformaciones de Lorentz de eventos del espacio-tiempo. Esta puede
ser formulada en términos de un conjunto de ecuaciones de paréntesis de Lie,
porque la transformacién de una variable dindmica bajo cambios de sistema de
referencia esta determinada por los paréntesis de Lie de esta variable con los 10
generadores del grupo de Poincaré.

1.1. Simetria relativista

Un sistema dindmico estd descrito en términos de cierto nimero de cantidades
algebraicas, llamadas variables dindmicas, cada una de las cuales estd definida con
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respecto a algtn sistema de coordenadas inercial (SI) del espacio-tiempo, por ejem-
plo, las variables dinamicas de un sistema de particulas libres, puntuales y sin espin,
son las coordenadas y momentos de las particulas en determinado instante. Bajo
un cambio de SI, estas variables dinamicas deben cambiar de una forma particular
determinada por el principio de la relatividad, el cual establece que toda las leyes
fisicas deben ser invariantes bajo las transformaciones de SI, esto es, deben ser inde-
pendientes de la posicién y de la velocidad del observador. Las transformaciones de
SI que cumplen con este requerimiento son llamadas transformaciones inhomogéneas
de Lorentz, las cuales preservan la invariancia de los intervalos del espacio-tiempo
y resultan de componer una traslacion por un vector A y una transformacion ho-
mogénea de Lorentz B (transformacién de Lorentz especial o rotacion espacial). Bajo
una transformacién inhomogénea de Lorentz finita, las coordenadas x, de un SI se
transforman linealmente de acuerdo con las ecuaciones

't = BH" ¥ + AM. (1.1)

Cualquier cambio de la posicion o de la velocidad de un observador es de este tipo y
puede construirse a partir de transformaciones infinitesimales del SI del observador,
por lo que el principio de la relatividad se satisfacera si las leyes fisicas son invariantes
bajo transformaciones infinitesimales de los SI, las cuales estan dadas por

't =at+ bk ¥+ at, (1.2)
donde a, y b,, son pardmetros infinitesimales y con b,, = —b,,.

En la mecéanica cuantica, dos observadores A y B, cuyos respectivos Sls S; y Sy estan
relacionados por una tranformacién inhomogénea de Lorentz L, describiran al siste-
ma fisico que se encuentra en un estado v, con los vectores de estado ; y ¢y, entre
los cuales existe una correspondencia biunivoca. Y dado que esta correspondencia
estd asociada con las transformaciones de Lorentz que conectan los SI de cada ob-
servador, el espacio V' de todos lo vectores de estado del sistema fisico, debe ser una
representacién del grupo de Poincaré [8]. De especial interés son las representaciones
unitarias, porque corresponden a transformaciones lineales que preservan la invarian-
cia de la probabilidad de transicién en distintos SI. Esto es, si los estados ¥, y ¢y
estan relacionados con los estados ¥y v ¢p de acuerdo con

Yy = U(L)¥, ¢y =U(L)¢y, (1.3)

donde U(L) es un operador unitario lineal, entonces se satisface que

(W, ) P = (b, o) |? (1.4)
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en donde |(1, ®)|?* es la probabilidad de transicién del estado v al estado ¢. Como
todos los SI son equivalentes para la descripcién del sistema fisico, si 1 es un vector
de estado del sistema, entonces v también sera un posible vector de estado visto
desde Sy. Por lo tanto el espacio vectorial V', contiene junto con todas los 1, todas
sus posibles transformaciones U(L).

Alir de S; a Sy = L1S1, y luego a S;» = LyS1 se debe obtener la misma funcion de
onda que se obtendria de ir directamente desde S; a S;» = LoL1.57, por lo tanto, de

Y = U(Lo)U(Ly1)tn,
Y = U(LaLy)t,
se obtiene que
U(L2Ly) = U(L2)U(Ly), (1.5)

y por lo tanto la transformacion de la descripcion del sistema dindmico es invariante
bajo cambios de sistemas de referencia.
Aplicando un operador unitario V' al vector de estado vy se tiene

Vipy = VU(L)yy, = VU(L)V 'V,
con lo cual se obtiene una nueva descripcion
v =U'(L)yy,

donde ¢ = Vi, o), = Vipy y U'(L) = VU(L)V~'. Las dos representaciones U(L)
y U'(L) = VU(L)V ™! son equivalentes. Es debido a esta propiedad que es suficien-
te determinar las representaciones irreducibles, pues cualesquiera otras pueden ser
construidas a partir de ellas. Cada representacion irreducible del grupo de Poincaré,
dentro de equivalencia unitaria, puede ser caracterizada por dos niimeros: la masa m,
la cual puede tomar cualquier valor positivo y el espin s, el cual puede tomar valores
enteros o semienteros [9]. Las representaciones del dlgebra de Poincaré pueden ser
construidas empleando la formulaciéon hamiltoniana, como se presenta en la siguiente
seccion.

1.1.1. Formulacion Hamiltoniana

Al considerar una descripcion expresada en forma hamiltoniana, es decir considerar
como variables dindmicas las variables candnicas conjugadas, por ejemplo las posicio-
nes q y sus respectivos momentos conjugados p, solo interesan las transformaciones
canodnicas, esto es, transformaciones que satisfacen que las nuevas variables dinamicas
Q y P son igualmente variables candnicas conjugadas. La funcion generadora F' que
conecta los conjuntos de variables candnicas se obtiene por medio del principio de
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Hamilton. Las transformaciones candnicas tienen las propiedades de un grupo [11],
esto es,

1. La transformacion identidad es candnica, siendo su funcién generadora Fj; =
¢ b

2. Si la transformacién es canodnica, su inversa también lo es.

3. La composicién de dos transformaciones canénicas (operacién correrspondien-

te al producto del grupo) es asociativa y su resultado es una transformacién
canonica.

Cualquier tranformaciéon candnica puede ser construida a partir de transformaciones
canénicas infinitesimales (TCI), las cuales se caracterizan porque las variables finales
difieren de las iniciales por una cantidad infinitesimal,

Qi = ¢ +q,
P Pi + 0p;.

Empleando la notaciéon n(qi, ..., qn,P1,---,Pn) v ¢ = (Q1,...,Qn, P1,..., P,) para
un sistema con n grados de libertad, una TCI puede escribirse como

¢ =n+on (1.6)

Como esta TCI difiere del mapeo identidad por una cantidad infinitesimal, su funcién
generadora también diferird infinitesimalmente de la del mapeo identidad

donde € es el parametro de la transformacion y G es cualquier funcion diferenciable
con respecto a sus 2n+ 1 argumentos. Las ecuaciones para el momento en el SI inicial
y para la posicién en el SI final son [11]

_OF_,  0G
pl_aql_ (3 8q27

OF oG
Q= =tites

— € )
op, "GP,
de donde se obtiene que los respectivos cambios infinitesimales son

oG
p;
oG
dq;’

0 =Qi—qi=¢

opi=F —pi=e
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en donde se ha empleado en la primera ecuacién que a primer orden es posible reem-
plazar P; por p;. Esto se puede escribir en forma matricial como

on = M 1.
n=eMg (1.8)

donde M es la matriz de 2n x 2n, compuesta por matrices unidad y nulas de n x n,

dispuestas de la forma
0 1
M- ( ol ) .

El producto del algebra que satisface estas funciones sobre el espacio fase es conmuta-
tivo, pero se puede deformar a un producto no conmutativo por medio del paréntesis
de Poisson, el cual para dos funciones u y v de la variables candnicas estd definido
por

Oou Ov  Ou Ov
= — — 1.
t: v¥an) 0q; Op;  Op; 0g;” (19)
o, en forma matricial,
ou . OV
=(=—)" M— 1.1
{u7 U}ﬁ (877) an? ( O)

donde T representa la transposicion. Esta operacién de paréntesis de Poisson tiene la
propiedad de que es invariante bajo transformaciones candnicas [11], esto es

{uv U}ﬁ = {u> 'U}C’

para cualquier transformacién canénica n — (. A partir de la definicién (1.10) del
paréntesis de Poisson, se tiene que

0
{nu} =M%, (1.11)
I
Aplicando la ecuacion (1.11) a la funcién G y combinando el resultado con la ecuacién
(1.8), se obtienen las ecuaciones de transformacién para una TCI

on = e{n,G}. (1.12)

Tratando las TCI como transformacién activas, el resultado de su aplicacién a un siste-
ma dindmico que se encuentra en el estado A, correspondiente a un punto S4 = (¢, p)
del espacio fase, es que lo traslada al estado B que corresponde al punto Sg = (Q, P)
del mismo espacio fase. Entonces, una funcién u(q, p) no cambia su dependencia fun-
cional de la posicién y del momento, sino mas bien, cambia sus valores como resultado
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de reemplazar los valores (¢, p) por (@, P).
Entonces, el cambio infinitesimal de una variable dindmica esta dado por

ou = u(C) = u(n) = u(n + on) — u(n). (1.13)
Expandiendo u(n + dn) en serie de Taylor hasta primer orden en 67 y empleando la
ecuacién (1.8) se tiene
T T
du = (g—Z) (57]26(2—;;) M%, (1.14)
y empleando la definicién (1.10) se tiene finalmente
ou = e{u, G}, (1.15)

y por lo tanto, cada variable dindmica u debe cambiar de acuerdo a la relacién
u=u+e{u,G}. (1.16)

Entonces cada TCI tiene asociada una funcién generadora G, la cual depende solo
del sistema dinamico y del cambio en el SI.

Una propiedad importante de las transformaciones candnicas, es que preservan la for-
ma de las ecuaciones de movimiento de Hamilton. De manera similar, la invariancia
bajo transformaciones canodnicas de los paréntesis de Poisson implica que cualquier
ecuacién expresada en términos de éstos, también sera invariante bajo transforma-
ciones candnicas. Esto implica el hecho de que cuando cambia el SI respecto del
cual estan definidas, las variables dindmicas cambian de forma tal que sus relaciones
de paréntesis de Poisson permanecen invariantes. Esta formulaciéon de paréntesis de
Poisson es especialmente 1til para realizar la transicién de la mecénica clasica a la
mecanica cuantica por medio del principio de correspondencia, el cual dice que los
paréntesis de Poisson se reemplazan por relaciones de conmutacién apropiadas de los
correspondientes operadores cuanticos® y los productos de funciones por los respecti-
vos términos simetrizados de los operadores, esto es, 10 por 1/2(40 + 0a).

Los paréntesis de Poisson poseen las mismas propiedades que un producto de Lie,

{u,v} = —{n, &}, (antisimetria)
{au+ bv,w} = a{u, w} + b{v,w}, (linealidad)
{u, {v,w}} + {v{w,u}} + {w,{u,v}} =0, (identidad de Jacobi) (1.17)

1La correspondencia formal es
...
u, v} — — (U — 0a),
fu,0} = = (@0 — 90)

donde, en la parte izquiera u y v son funciones clasicas y en la parte derecha son operadores cuanticos.
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en donde u, v y w son funciones con segunda derivada continua y a y b son constantes.
Tratando al paréntesis de Poisson como un producto entre funciones, la identidad de
Jacobi corresponde a la ley asociativa de esta multiplicacién, con la particularidad de
que se parece a la accién de un operador diferencial (regla de Leibnitz). Esto puede
verse claramente escribiendolo en la forma

(0, TH(0, ) = TH(T(w, ), ) + (0, T, ),
donde el producto II(u, v) corresponde a {u,v}.

Entonces, dado que las transformaciones candnicas poseen las propiedades de un gru-
po y el paréntesis de Poisson tiene las de un producto de Lie, es posible trabajar en el
formalismo Hamiltoniano dentro del contexto de grupos y dlgebras de Lie. Teniendo
en cuenta el principio de correspondencia, es posible tratar al mismo tiempo, tanto
el formalismo clasico como el cuantico, empleando el término paréntesis de Lie, de-
notado por [+, -] e interpretdndolo como paréntesis de Poisson o conmutadores segin
corresponda, de acuerdo con lo siguiente:

= En el formalismo de grupos de Lie de mecanica clasica los paréntesis de Lie son
los paréntesis de Poisson y el dlgebra de Lie L correspondiente esta constituida
por un subespacio de las funciones reales en el espacio fase, el cual es cerrado
bajo la operacién de paréntesis de Poisson. El grupo de Lie G asociado es el
grupo de transformaciones candnicas que tiene por generadores infinitesimales
los elementos de L.

= En el formalismo de grupos de Lie de mecanica cuantica estos paréntesis de Lie
son conmutadores divididos por A, L es un subespacio de dimensién finita de
los operadores hermiticos, el cual es cerrado bajo la operacién de conmutacion
y G es el grupo de transformaciones unitarias que tiene por generadores infini-
tesimales a los elementos de L.

Empleando la relacién (1.16), hasta primer orden en € se tiene que el paréntesis de Lie
de dos variables dindmicas v’ y v’ transformadas por medio de las funcién generadora
G, es

[,V = [u+elu,G],v+e€lv,G]]
= [u,v] +€([u, [v, G]] + [[u, G], v])
= [u,v] + €l[[u,v],G] = [u,], (1.18)
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en donde en el tercer paso se han empleado la propiedad de antisimetria y la identidad
de Jacobi. Entonces las transformaciones canénicas preservan la estructura del algebra
de Lie. Sean GG; y G5 las respectivas funciones generadoras y €; y €3 los paramétros
infinitesimales de dos TClIs, de tal forma que la primera cambia la variable dindmica
wau,

u' =u+ e [u,Gy]

y la segunda cambia de u’ a u”,
u=u teu, Gy =u +elu,Gyl,

en donde se ha empleado la propiedad (1.18). La composicién de ambas transforma-
ciones cambia u a u” de acuerdo con

u” =u+ € [u, Gl] + € [u, GQ] + €169 [[u, Gg], Gl] s

en donde se han considerado solo los términos de primer orden en los parametros
infinitesimales. Aplicando estas mismas tranformaciones pero en el orden inverso, la
composicion cambia de u a u"”’,

U =u+ e fu, Go] + € [u, G1] + e2¢1 [[u, G1], Ga] ,
Comparando ambas composiciones se obtiene

u" = U —eae [[u, G, G1] + e2€1 [[u, G1], G
u" + €169 [u, [Gl, GQH, (1.19)

en donde nuevamente se ha empleado la antisimetria y la identidad de Jacobi. Este
resultado proporciona la transformacion de las variables dindmicas asociada con el
cambio del SI el cual es el conmutador de los dos cambios iniciales. A primer orden
en los pardmetros infinitesimales es posible sustituir u por u”, con lo que la ecuacién
(1.19) queda en la forma usual

u" =u" + e, G, (1.20)

en donde G = [G1,G3] y € = €165. Por lo tanto las relaciones de conmutacién entre
las TCI corresponde a las relaciones de paréntesis de Lie entre las G's asociadas. La
G asociada con la tranformacién (1.2) depende de los pardametros infinitesimales a,
y b, de la forma

1
G = —a"B, + 50" My, (1.21)

donde P*, M" son variables dinamicas finitas, independientes de la transforma-
cién de las coordenadas y con M, = —M,,. Las 10 cantidades P*, M*", llamadas
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cantidades fundamentales en el formalismo clésico y operadores infinitesimales en el
cuantico, son caracteristicas para cada sistema dinamico y por medio del paréntesis
de Lie determinan la manera en la cual todas las variables dinamicas son afectadas
por una transformacién inhomogénea de Lorentz.

A partir de las relaciones de conmutacion de las TCI de los SI, se obtiene que, inde-
pendientemente de la naturaleza del sistema dindmico estudiado y en el caso de no
tener influencia externa, los paréntesis de Lie para cualquier par de componentes de
P* o de M* estan determinados por el dlgebra de Poincaré.

[Pw PI/] =0
[Muua Pp] = _gupPV + gupPu (1.22)
(Myws Mpsl = —=GupoMuo + 9upMyus — GuoMpu + Guo M-
En estas relaciones se emplea la convencion h =c =1, g% = ¢t = —¢?? = — ¢33 =1

YQWZOPara,U%V-

Usualmente se emplea la notaciéon Py = H, P, M;; = Jij y My = K;, 4,5 = 1,2, 3,
para los generadores de traslaciones temporales, traslaciones espaciales, rotaciones y
transformaciones de Lorentz puras (transformacion de Lorentz especials), respectiva-
mente. Las transformaciones de los sistemas de referencia se realizan por medio de los
automorfismos pertenecientes a los grupos uniparamétricos generados por H, P, J y
K. En general partiendo de la descripcién de alguna variable dinamica u a tiempo
cero con respecto a un sistema de referencia inicial, entonces esta variable dindmica
a tiempo cero con respecto al nuevo sistema serd e’Tu. Si T es igual a H, P;, J; o
K;, entonces el nuevo sistema de referencia estd trasladado por una cantidad s en
la direccién temporal, desplazado por s en la direccién espacial 7, rotado en el espa-
cio alrededor del eje ¢ o moviendose uniformemente en la direccién ¢ con velocidad
tanh(s) con respecto al sistema inicial. En particular, la descripcién a tiempo t con
respecto al sistema inercial S, obtenida medio del grupo uniparamétrico generado por
H, es la misma descripcion a tiempo cero con respecto a otro sistema inercial S’, el
cual esta trasladado temporalmente por una cantidad ¢ con respecto a S.

En conclusion la condicién necesaria y suficiente para que la teoria de un sistema
dindamico posea simetria relativista es que existan generadores de traslaciones tempo-
rales y espaciales, de rotaciones y de transformacién de Lorentz especials que actian
sobre el espacio fase o de Hilbert, segin corresponda, que obedezcan el algebra de
Poincaré, el cual en términos de H, P J y K es:

[PHPJ] :07 [']27']]] :Eijkjkv [KMH] :Pi7
[B,H] = 0, [JZ,H] = 0, [Kz Kj] = —Eiijk/Cz, (123)
[Ji, Pj] = Eijk Pk, [JZ KJ] = Eiijka [KZ, Pj] = 5UH/C2.
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En el limite de bajas velocidades, v << 1, el algebra de Poincaré se transforma en
el dlgebra de Galileo [10], con el cual se obtienen las simetrias correspondientes bajo
cambio de SI para sistemas no relativistas. En este limite, el operador de energia es
H = M+ W con M la masa total y W la energia cinética, del orden de M ~ m y
W ~ mv?, donde m es la masa en reposo del sistema. Las relaciones de conmutacién
estan dadas por

(K, Kj] =0, (K, Pl = 6;;M,
JaW] = [PLW] =0,  [K,W] =P, (1.24)
i, M) = [P, M] = [K,, M] = [W, M] = 0.

Ejemplo 3.1. Algebra de simetrias para una particula libre clasica de masa
m sin espin en dos dimensiones.

Tomando como variables dindamicas las coordenadas ¢; de la particula sobre el plano y
sus repectivos momentos conjugados p;, con ¢ = 1,2, las cuales satisfacen los parénte-
sis de Poisson usuales

(9, ps] = b4, (9i, 451 = 0 = [pi, pj-
Para el caso relativista, los generadores de las simetrias a t = 0 son:

P, = p;, J = qip2 — q2p1,
p2c2 + m2ct, K; = q¢H/, (1.25)

en donde p* = p? + p3.
Para el caso no relativista, J y P mantienen su forma, y H y K se reemplazan por

P
H=— K; = mg;. 1.26

5 mq (1.26)

Al calcular los paréntesis de Poisson de los generadores en (1.25) se obtiene que
satisfacen el dlgebra de Poincaré (1.23). De igual manera, para el caso no relativista

se obtiene que los generadores (1.26) cumplen el dlgebra galileano (1.24).

1.2. Invariancia Manifiesta

Para que una teoria que describe el movimiento de cierto niimero de particulas posea
invariancia relativista, esto es, que las coordenadas de los eventos del espacio deter-
minados por la posicién de la particula como funcién del tiempo se transformen de
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acuerdo con las transformaciones de sistemas de referencia bajo el grupo de Poin-
caré, es necesario que el operador X de posicién de la particula cumpla las siguientes
ecuaciones:

[Py, Xs] = gijs (1.27)
[JZ',X]'] = Eiijk, (128)
K, X, — %(Xj H, X.] + [H, X X;). (1.29)

La ecuacién (1.27) es relativa a que P genera traslaciones en X, la (1.28) garantiza
que X se transforma como un vector bajo rotaciones y la (1.29) implica que X forma
parte de un 4-vector [15] y [12], lo cual se explica con mas detalle a continuacion,
tanto para el caso clésico como para el caso cuantico.

1.2.1. Covariancia manifiesta clasica

Considerando la linea-mundo de una particula descrita por z*(7) en el sistema S, sea
el punto P correspodiente a 7 y cuya coordenada temporal es t. Considerando otro
punto P’, correspondiente a 7/ = 7 + d7, que tiene la misma coordenada temporal ¢
en otro sistema S’, relacionado con el primero por una transformacién infinitesimal
de Lorentz. Las coordenadas del punto P’ en los dos sistemas, estdan relacionadas por

(7)) = () + 2 (7). (1.30)
Por otra parte, desarrollando z*(7) en serie de Taylor alrededor de 7 hasta primer
orden, se obtiene
)

d
(7)) = (1) + di dr, dr=1"—r1. (1.31)
T

Con (1.31) y (1.30) se obtiene cémo se relacionan a primer orden las posiciones de

ambos sistemas en el mismo tiempo t,
/ ! 0 Vd.ﬁlf” v
Axt =g™(r") —at(r) =€ x T e a”. (1.32)

Aplicando este resultado al caso particular de una traslacién en la direccién z’ con
velocidad € para lo cual € = €%, = €/, y todos los demas igual a cero, se tiene

dz’
dt

La ecuacién (1.33) en forma covariante y en términos del Hamiltoniano H es

Ai(t) = — (85t + [H,2.(8)] 5(1)). (1.34)

Azi(t) = e;(Zai (t) — §19t). (1.33)
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En términos del operador de transformacion de Lorentz pura K, la posicion de la
particula en los dos sistemas en el instante ¢ esta relacionada por

zi(t) = xi(t) — € [Kj, z:(t)] . (1.35)
Comparando las ecuaciones (1.34) y (1.35) se obtiene la relacién

Esta relacion expresa la covariancia de la variable de posicion clésica.
Definiendo las coordenadas del centro de energia N; como

donde P; es el momento conjugado de z;, se tiene la relacién

1.2.2. Covariancia manifiesta cuantica

En el caso cuantico la particula localizada en x a tiempo t en el sistema S esta descrita
por el vector de estado

| o) =[ 2)® | o), (1.39)
donde « representa los estados internos de la particula. Desde otro sistema S’ relacio-
nado con S por un transformacion de Lorentz especial se observa el vector de estado
a tiempo t

| 4/() = (1 —ic'K) [ (1)) (1.40)

Para tener covariancia se deben cumplir las relaciones para z, dadas por (1.30),
entonces, para que el vector de estado

| '(t) =[ )@ | o) (1.41)
represente un evento en el espacio tiempo, se debe cumplir que
B | () = 2 [ (1) = (i — &t) | /(). (1.42)

Por lo que se debe hallar la relacién que debe satisfacer el operador de posicién para
que se cumpla lo anterior. Primero se traslada temporalmente el vector de estado
| /(t)) hasta t' y se impone la condicién (1.42). El vector de estado de la particula
en S al tiempo t’ esta dado por

A

| () = (=it =) H) [ 7(t)). (1.43)
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Sustituyendo la condicién de covariancia (1.30) para t' y la ecuacién (1.40) en la
(1.43), a primer orden en € se tiene

| W'(1) = (1 —id (K; — Hiy) | (t)), (1.44)

donde para el dltimo término se emple6 que x;H | ¢(t)) = Hi; | ¥(t)). Sustituyendo
la ecuacién (1.44) en la (1.42) se encuentra que

(#:K; — 2 Hi;) | (b)) = (—idyt + 2K, — 2 Hiy) | (t)). (1.45)

Empleando el operador correspondiente al centro de energia definido en (1.37) se
obtiene finalmente la relacion requerida para el operador de posicién

A

Para que un operador que satisface la relaciéon (1.46) sea hermitico es necesario que
cumpla la relacién

y si satisface esto, entonces la relacién (1.46) puede escribirse como

A

. 1.~ . A 1A
[Ni,.ilfj] = 5(%[}[’%] -+ [H,l’i]l’j>, (148)
donde NZ estd definido como
N 1 N N
Ni=3 (Hx + xH> . (1.49)

Con lo anterior, se demuestra que las ecuaciones (1.36), (1.38) y (1.48) reflejan el
hecho de que x es la interseccion de una linea mundo definida de manera invariante
con la seccién temporal xo = t, de forma tal que x es un 4-vector.
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Capitulo 2

No conmutatividad del
espacio-tiempo

Es importante hacer una distincién conceptual entre dos tipos de no conmutatividad
del espacio tiempo:

1. No conmutatividad intrinseca, referente al caso en el cual las coordenadas de la
variedad asociada con el espacio-tiempo no conmutan.

2. No conmutatividad de los operadores de posicion de la particulas que viven
sobre la variedad.

Para construir una teoria del espacio-tiempo con propiedades no conmutativas, es
conveniente emplear el enfoque del segundo tipo, ya que por medio de mediciones
de cantidades fisicas (observables) de la particulas obtenemos informacién sobre las
propiedades del espacio-tiempo, como por ejemplo la dilatacion del tiempo observada
en el decaimiento de los mesones .

Este tipo de no conmutatividad se presenta en teorias de distinta naturaleza, con
la peculiaridad de que involucra el momento angular intrinseco de la particula. En
este capitulo se presentan dos ejemplos de operadores de posiciéon que poseen esta
propiedad:

= En el primero se revisa la parte par del operador de posicion de la teoria de
Dirac, utlizando el concepto de parte par de un operador definido en [13] y
siguiendo el desarrollo presentado en [14].

= En el segundo se hace una revision de los operadores de posicién del centro de
masa en relatividad especial siguiendo el articulo [15].

Al final del capitulo se hace una discucion de la relacion de este tipo de no conmuta-
tividad con el momento intrinseco del sistema.
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2.1. Operadores de posicion de la teoria de Dirac

Para que una teoria describa particulas con energia de un unico signo, debe estar
definida unicamente en términos de operadores pares A, construidos de forma que
preserven el signo de la energia como se desea, es decir que satisfagan

Apt =yt Ay =y,

donde 't y 19'~ son vectores de estado con energias positivas y negativas respectiva-
mente. Por otra parte, un operador impar A modifica el signo de la energia,

Ayt =4/~ Ay =yt

Generalmente cualquier operador A puede ser separado en sus partes par e impar en
la forma o
A=A+A,

las cuales estan dadas por

A:l(A+AAA) A=

: (A — AAA), (2.1)

|~

en donde A es el operador de signo H/v H?, el cual en la teoria de Dirac estd dado
por
_ ca-p+ Pme?

El operador de posicién es el operador multiplicativo

X)) = 1), (2.3)

el cual satisface las relaciones de conmutacién

A (2.2)

[X, Oé] =0 [X, 6] =0 [l’i,pj] =1ih 52']‘, (24)

y tiene la propiedad de mezclar estados de energia positiva y negativa.
Calculando la relacién de conmutacion entre el operador de posicion y el de signo se
obtiene

x, A = Z%F (2.5)

en donde el operador F = ca — ¢?pH ! esta definido como la diferencia entre el
operador estandar de velocidad ca v el operador de velocidad cldsico ¢?p; H~! 1.

'El operador H~! es bien definido y acotado debido al hecho que el 0 no pertenece al espectro
del Hamiltoniano, el cual es (—oo, —m] U [m, 00).
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Empleando la definicién (2.1) de A y la relacién de conmutacién (2.5) se puede
demostrar que la parte par de este operador de posicién es

h
X = —F. 2.
X X+Z2H (2.6)

Las relaciones de conmutacién entre las distintas componentes de X son:

. i?(hc)? 1 1
[T, Z,] = gz ik <Z(a X ) + ﬁ(ca X p)k) ) (2.7)
Como S = —%a X «, en términos de F y de S se tiene
- i(he)? i

Por otra parte, a partir del conmutador
S A) = =57 (ca x pi, (2.9)

se obtiene que la parte par del operador de espin es

S = Si = 37 (ca x p)). (2.10)
0, en términos de F, .
~ i
Si =5 — BY7i (£ X p)i) - (2.11)
Sustituyendo la ecuacién (2.11) en la (2.8) se obtiene finalmente la relacién
o (he)? -
[SL’Z',LL’]'] = —Z?Q]‘ksk, (212)

ecuacion que exhibe la caracteristica de no comutatividad mencionada anteriormente.

2.2. Centro de masa en Relatividad Especial

Considerando unicamente particulas libres y despreciando la interaccion con otros ti-
pos de particulas o campos, el nimero total de particulas con cierto signo de energia es
invariante bajo transformaciones de Lorentz. Bajo estas condiciones es posible hablar
de observables asociadas, tanto con las particulas individuales como con el sistema
total, tales como momento lineal, angular y energia, lo cual, sin embargo no puede
decirse de la posicion, porque no es una cantidad extensiva como las mencionadas
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anteriormente. Por ejemplo, considerando dos particulas con sus respectivas energias,
momentos y posiciones, la energia y momento total del sistema compuesto sera la
suma de las cantidades individuales de cada sistema, pero su posicion “total” no
serd igual a la suma de las posiciones de cada particula, siendo la cantidad correspon-
diente alguna generalizacién relativista del centro de masa newtoniano. En mecanica
relativista hay varias generalizaciones de la definicién newtoniana del centro de masa,
pero ninguna de estas reproduce completamente las propiedades del centro de masa
newtoniano.

Segtin Pryce [15], para que el centro de masa esté bien definido se requiere que posea
las siguientes propiedades:

a) Sus componentes deben ser parte de un 4-vector, para que desde todos los
sistemas inerciales se observe la misma linea de mundo.

b) Debe estar en reposo en un sistema de referencia en el cual el momento total
es cero.

c) Debe seguir una trayectoria rectilinea (con velocidad constante) cuando no haya
fuerzas externas que actuen sobre las particulas.

d) Sus coordenadas en distintas direcciones conmutan.

Sin embargo, en vista de que el interés principal es estudiar la no conmutatividad, la
ultima propiedad no serd tomada en cuenta como un requerimiento.

Las cuatro principales generalizaciones de la definicién newtoniana del centro de masa
mencionadas en [15] son:

1) Se toma un SI'y se definen las coordenadas del centro de masa como el promedio
de las coordenadas de las particulas, pesadas por sus masas en reposo. Esta
definicion tiene las desventajas de que no es independiente del SI empleado, ni
posee la propiedad de estar en reposo en un SI en el cual el momento total es
cero. Ademas, si las particulas interactian, dicho centro de masa en general no
se movera en linea recta.

2) Se aplica la definicién 1) en un SI en el cual el momento total es cero y al centro
de masa resultante se le aplica una transformaciéon de Lorentz para llegar a
un SI arbitrario, esto para que la linea mundo sea independiente del SI final.
Esta definicién en general tiene las desventajas de que no sigue una trayectoria
rectilinea ni esta en reposo en un sistema en el cual el momento total es cero.
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3) Se definen las coordenadas del centro de masa en un SI particular como el
promedio de las coordenadas de la particulas pesadas por sus energias. El centro
de masa asi definido estara en reposo en un sistema en el cual el momento total
es cero, pero tiene la desventaja de que no es independiente del SI empleado.
También, tiene la propiedad que las coordenadas del centro de masa en distintas
direcciones no conmutan.

4) Se aplica primero la definicién 3) en un SI en el cual el momento total es cero
y al centro de masa resultante se le aplica una transformacion de Lorentz para
llevarlo a un SI arbitrario. La linea mundo del centro de masa definido de esta
forma, al igual que la definicién 2) es independiente del SI final y al igual que
la 3) tiene la propiedad que las coordenadas del centro de masa en distintas
direcciones no conmutan.

El cuadro 2.1 resume las propiedades que satisfacen estas cuatro definiciones.

definicién \ propiedad | a | b | ¢

1 —| = =10

INGIVC N
|
|

Cuadro 2.1: Propiedades de las definiciones del centro de masa

De estas definiciones, 4) es la més satisfactoria por ser relativisticamente covariante.

2.2.1. Definiciones 3) y 4) del centro de masa

En general es posible definir el tensor de energia-momento y emplearlo para definir el
centro de masa de un conjunto de particulas. Para una tnica particula cldsica dicho
centro de masa coincide con la posicion de la particula misma.

Considerando un sistema compuesto por n particulas libres cldsicas, sean z! la posi-
cién de la i-ésima particula en el instante ¢ y p! su 4-vector de energfa-momento, el
vector de energia-momento total del sistema es P, = > " | pl.

Sean ¢*(t) las coordenadas del centro de masa en el instante ¢, las cuales, de acuerdo
con la definicién 3) estdn dadas por

Po(t) = 3" a4 ) (213)
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donde se cumple que ¢°(t) = t.
El tensor de energia-momento para un conjunto de particulas libres es

TH (x) = T""(x) = Z / [0 — =0)ptdzy, (2.14)

donde la integracién se realiza sobre todo el espacio. En términos de este tensor, las
coordenadas del centro de masa (2.13) estan dadas por

Pog = /// " Tdz! do*dax®, (2.15)

y el 4-vector de energia-momento total es

PH = / / / T dx*dz*dx?®. (2.16)

La parte derecha de (2.15) no es independiente de la regién de integraciéon (la hi-
persuperficie correspondiente al instante 2 = t), y por lo tanto no es un tensor. La
combinacién antisimétrica

M = / / / (T — 2" T)dz' dr*da®, (2.17)

satisface una ecuacién diferencial de conservacion y por lo tanto es independiente de
la region de integracién y de t por lo que es un tensor.

Por medio de la ecuacién (2.17) con v = 0 se puede escribir la ecuacién (2.15) para
q" como

MHO + ¢ P
Como P* y M*™ son independientes de ¢, la velocidad del centro de masa es
dg"  P*
B 2.1
dt po’ (2.19)

lo que muestra que la linea-mundo es rectilinea y paralela a P* y por lo tanto su
direccion es independiente del sistema en el cual esta definido.

Para calcular el centro de masa de la definicién 4) se aplica una transformacién de
Lorentz a la linea mundo del centro de masa (2.18), de manera tal que el eje temporal
del SI final coincida con el vector unitario de velocidad de la particula P*/m, donde
m es la masa en reposo del sistema total definida por

P“P, =m?. (2.20)
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Las componentes del momento lineal y angular en la direcciéon temporal del SI final
son P = PPP,/m y M" = M"P,/m. Sean X*(s) las coordenadas del centro de
masa para la definicién 4) al tiempo s

XH(s) = M"™P,/m?* 4+ sP"/m (2.21)

Para comparar las coordenadas en ambos SI, se necesita encontrar el punto de la linea
mundo (2.21) cuya coordenada temporal en el sistema original es ¢, lo que se realiza
resolviendo la ecuacién X°(s) = t para s y sustituyendolo en la ecuacién (2.21). De
esta forma se obtiene

tP*  M™P, M"P‘P,
PO m2 m2 PO ’

X+ = (2.22)

lo cual posee covariancia relativista.

Por otra parte, se define el vector N

N = / / / ' Tdxt do?da?®, i=1,2,3 (2.23)
el cual est4 relacionado con las componentes M de acuerdo con
M = N —¢P". (2.24)

Nt/Py M*°/P% = K/ P son las coordenadas del centro de energia dependiente del
tiempo y del centro de energia independiente del tiempo, respectivamente y at =0 ,
esto porque, aunque N° no contiene explicitamente al tiempo, varia con él y en M, el
tiempo aparece explicitamente pero no varia con él. Las componentes M% = J¥ son
las componentes del momento angular del sistema completo. Sustituyendo la ecuacién
(2.24) en la (2.18) y escribiendo PY como FE, se obtiene la expresién para el operador

de posicion de la definicion 3)

N
- 2.95
=7 (2.25)

Sustituyendo la ecuacién (2.24) en la (2.22) y simplificando se obtiene la expresién
para el operador de posicién de la definicién 4)

1

m2

N e PP

X ). (2.26)

expresiones en las cuales no aparace t explicitamente como es deseado.
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Se definen momentos angulares “intrinsecos” para ambas definiciones de centro de
masa, restando del momento angular total J los momentos angulares orbitales L =
gqxPyA=XxP

S=J—qxP, (2.27)
S=J-XxP. (2.28)

S y X son cantidades intrinsecas del sistema de las particulas que no dependen del
sistema de referencia elegido, mientras que L y A si dependen, por ejemplo en un
sistema inercial en el cual el momento total P es cero se anulan, quedando tinicamente
S y X iguales al momento angular total, siempre que éste sea distintos de cero.
Haciendo el producto vectorial de S y 3 por P se tiene

SxP=m*X-q), X xP=FX-q), (2.29)
de donde se obtiene que la distancia entre X y q es

SxP XYxP

m2 B2
De esta ecuacion se observa que en general X y q no coinciden, pero viajan parale-
lamente en linea recta con separacién constante. La diferencia de 3 y S es

X—q= (2.30)

X-S=Px(X-q), (2.31)

sustituyendo las ecuaciones (2.30) en la (2.31) se obtienen las ecuaciones que relacio-
nan Xy S

m?’Y = E’S — (S-P)P (2.32)
E’S=m*Y + (Z-P)P (2.33)
de las definiciones de X y S se obtiene la relacién

S P=%-P=M-P (2.34)

2.2.2. Relaciones de paréntesis de Poisson

Las relaciones de paréntesis de Poisson de P,, M,, (E, P, J y N) estan dadas por el
algebra de Poincaré (1.23), el cual recordando es:

[Pm Pg] =0, [sz Jj] = Eiijm [Ni, E] = P,
[R, E] = 0, [JZ, E] = 0, [NZ, Nj] = € ka, (235)
[Ji, Pj] = €iji P, [Ji, Nj] = €ijx Nk, [Ni, P = 0y .
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K satisface las mismas relaciones de paréntesis de Poisson que N¢. Como q, X, S
y 2 estan definidos completamente en términos de E, P, J o N, sus relaciones de
paréntesis de Poisson pueden ser obtenidas usando (2.35)

[P g1 = 915 = [P, X, (2.36)

La primera relacion expresa el hecho que q y X son vectores de posicion y la segunda
relacion expresa que las cantidades S y 3 son vectores independientes de la eleccién
del origen.
Los paréntesis de Poisson con E proporcionan las derivadas temporales

P’i
Las relaciones con J expresan el hecho que q, X, S y ¥ se transforman como vectores
bajo rotaciones

[Ji, 4;] = €ijk [Ji, Sj] = €ijr Sk
[J,',Xj] = Eiijk [J,-,Zj] = eijk Zk (239)

Las relaciones de Poisson que involucran unicamente componentes de q y S son

9, 4j] = —€i k% (2.40)
[Si,q5] = gz'jsé—f + Sg;j (2.41)
1S055) = (S — 23 Pu) = cyum® 2o (2.42)
Las relaciones andlogas para X y 3 son
(Xi, X;] = e,-jk% (2.43)
[, X;5] = —gij% - b;;f;] (2.44)
20, %] = e u(Zk — ZW;P,Q) = eijkE2% (2.45)

En los paréntesis de Poisson (2.40) y (2.43) se observa la propiedad de no conmuta-
tividad proporcional al momento angular intrinseco (comparar con la ecuacién (2.12)).
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Los paréntesis de Poisson de X con N son caracteristicas de las coordenadas de una
linea mundo definida de manera invariante

P, .

relacion que coincide con la ecuacion (1.38).

Las respectivas relaciones de q con IN no son de esta forma de acuerdo con el hecho
que la linea-mundo definida por q no es independiente del sistema de coordenadas
con respecto al cual se define

P S . S
[C_Iz'>Nj] = E q; — Eijkfk =4q;q; — Eijkfk- (2-47)

Para que (2.47) sea igual a (2.46) se requiere que S sea cero con lo cual q serfa igual
a X.

2.3. No conmutacién y su relacion con el momento
angular intrinseco

En las ecuaciones (2.12), (2.41) y (2.44) de los ejemplos presentados anteriormente
aparece de manera natural la propiedad de no conmutatividad dependiente del mo-
mento angular intrinseco, la cual salvo contantes relativas a la hermiticidad y eleccién
de unidades, tiene la forma general

[LL’Z',LL’]'] = —eijk%Sk. (248)
La dependencia del momento angular intrinseco asegura que esta no conmutativi-
dad es independiente del SI con respecto al cual estdn definidos los operadores de
posicion. De esta relacion general se observa que, excepto para particulas con espin
cero, no se puede definir la nocién de posicién que satisfaga los requerimientos de la
teoria relativista de manera analoga a la contraparte newtoniana, esto, porque no es
posible obtener una definicién del centro de masa que sea covariantemente relativista
y que posea la propiedad que sus componentes en distintas direcciones conmuten.
Este hecho tiene una implicaciéon no deseable en la definicién del centro de masa, de-
bido al hecho que inicialmente se considera un conjunto de particulas simples cuyos
operadores de posicién conmutan, pero al considerar el sistema compuesto por este

conjunto de particulas, las componentes del operador de posicion del centro de masa
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dejan de conmutar, lo que indica que es necesario conocer por anticipado si el sistema
dinamico considerado es simple o compuesto para saber que algebra de Lie satisfacen
sus componentes.

Los paréntesis de Poisson (2.40) y (2.43), sugieren que al pasar al caso cudntico
por medio del principio de correspondencia, los conmutadores de los operadores de
posicion correspondientes seran también distintos de cero. El hecho de que las com-
ponentes de los operadores de posiciéon no conmuten conduce a una incertidumbre de
orden ii/mc en su medicién simultdnea, por lo que ya no puede hablarse de puntos
de la variedad 4-dimensional asociada con el espacio-tiempo, ya que éstos se vuelven
difusos.

Esta no conmutacion no es debida a efectos de gravedad cudntica ya que fueron obte-
nidos en el espacio de Minkowski. En principio podria pensarse que esta relacionada
con el hecho de que para tener un estado localizado es necesario confinar las particu-
las dentro de una regiéon finita, lo cual conduce a una incertidumbre en la energia
cinética de las particulas, ya que esto requiere una barrera de potencial infinita y por
lo tanto una gran cantidad de energia, lo cual ocasiona la creacién de pares. Pero
esta relacion no es tan directa debido a que para el caso sin espin las componentes
del centro de masa si conmutan, siendo posible tener una localizacion exacta, por lo
que la creacion de pares a causa del confinamiento parece no influir.

Esta no conmutatividad parece reflejar el hecho que el sistema dinamico considerado
no es puntual, sino més bien extendido en el espacio. Por ejemplo, considerando un
sistema dindamico con momento angular S, # 0, las relaciones de conmutaciéon del
tipo (2.48), indican que no puede ser localizado exactamente en el plano x — y, sino
en una vecindad finita del mismo.

En los sistemas clasicos newtonianos, aun los sistemas extendidos tienen la propiedad
que las coordenadas de sus centros de masa conmutan, lo cual es debido a que poseen
la propiedad que todo el sistema actia exactamente como si estuviese localizado en
el centro de masa, propiedad que no comparten los sistemas relativistas. Esto parece
indicar que la incertidumbre en la localizacion del centro de masa refleja la ausencia
de una posicién promedio con localizaciéon exacta, y es por lo tanto es un efecto pu-
ramente relativista.

La relevancia de este hecho en aspectos de gravedad cuantica reside en el hecho de
intentar definir un andlogo cuantico de las geodésicas que siguen las particulas pun-
tuales en el caso relativista clasico. Debido a que en general una particula cuantica
estd dispersa en el espacio, es deseable asignarle alguna posiciéon promedio con la
esperanza de que siga una “geodésica” apropiadamente definida. Teniendo en cuenta
la ausencia de una posicién promedio totalmente definida como consecuencia de la
ecuacién (2.48), en el caso cuantico a lo mas que se puede aspirar, es a tener un
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posicién promedio con una extension en el espacio en una regién del orden de (2.48).
Como se menciond anteriormente, esta relacion de no conmutatividad no involucra
efectos gravitacionales, por lo que estd presente la cuestién que si esta propiedad se
mantiene aun para el caso de espacios con curvatura y si es asi de qué manera se ve
afectada. Una manera de estudiar si existe o no esta relacion se presenta en los dos
siguientes capitulos.



Capitulo 3

Operadores covariantes de posicion

Empleando el método de la forma instantdnea definida en el articulo de Dirac [7] y
siguiendo el procedimiento expuesto en el articulo de Jordan y Mukunda [16], en este
capitulo se obtienen las representaciones unitarias irreducibles del grupo de Poin-
caré y los operadores de posiciéon correspondientes. El procedimiento consiste en:

1. Empleando el algebra de Poincaré se construyen sus generadores en términos
de las variables ¢; y p; para el caso de particulas sin espin.

2. Se considera el caso de una particula con espin, y se representan los generadores
en términos de ¢;, p; y Sk, donde los Sy, satisfacen el algebra de rotaciones.

3. Se consideran también antiparticulas introduciendo las variables p y se cons-
truyen nuevamente los generadores que involucran g;, pj, Sk ¥y pi

4. Se construyen los operadores de posicién correspondientes para cada caso a par-
tir de las relaciones de conmutacién que debe satisfacer el operador de posicién
con los generadores del algebra de Poincaré.

5. Se calculan las relaciones de conmutacion de los operadores de posicién obteni-
dos

Como se vera en las siguientes secciones, los operadores de posicién para el caso de
particulas con espin poseen la propiedad de no conmutatividad, por lo que el obje-
tivo de esta construccion de los generadores del algebra de Poincaré y operadores
de posicion, es extender estos resultados para el caso de espacio de de-Sitter, el cual
posee curvatura constante, y con base en esta generalizacion estudiar si los nuevos
operadores de posicién poseen esta propiedad, o si ésta se ve modificada de alguna
forma por la curvatura del espacio.
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3.1. Particulas sin espin

Considerando primero el caso de particulas con masa positiva m y espin cero, de
acuerdo a lo expuesto en el capitulo 3, se necesitan operadores hermiticos H, P, J,

K que cumplan el algebra de Poincaré (1.23):
[Pia Pj] - 0> [Jza J]] = Eijkjka [Kza H] = Pia
[PZ7H] = 07 [']27 H] = 07 [KZ7KJ] = _Eijk']]m
[Ji, P], = e€iji Pr, [Ji, K] = €iji K, [Ki, Py = 6i; H.

Sean g, las cuatro coordenadas de un punto en la linea mundo de una particula y p,
sus momentos conjugados, tales que

[Q;u QV] =0, [puapu] =0, [pua QV] = Juv- (31)

Las coordenadas g, cambian bajo transformaciones infinitesimales del sistema inercial
de la manera dada en la ecuacién (1.2)

Con base en esto se construyen los operadores.
De acuerdo con (1.21) la funcién generadora para traslaciones es Gp = —a”P,,
entonces para P se tiene que

q, =1 —a"P,)> g
Comparando con la relacién (1.2)
QL =4y +g/waua

se obtiene que

entonces

Para M, Gy, = %b“”MW, entonces

1
QZ) = (1 + §bMVM/W) > Qpa

y de (1.2)
4, =+ = — 9o V" g,
y del hecho que M, = —M,,, se tiene finalmente que
M;w = 4quPv — QvPpu- (34)
Entonces

Jij = aiv; — 4jpi; K = ¢ipo — qops- (3.5)
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3.1.1. La forma instantanea

Generalmente en dindmica se trabaja con variables dindmicas referidas a condiciones
fisicas en cierto instante del tiempo, por ejemplo, las coordenadas y el momento
en determinado instante. En el contexto relativista 4-dimensional un instante es la
superficie gy = t. El instante mas simple referido al sistema de coordenadas g esta dado
por la ecuacion

g = 0. (3.6)

La consecuencia de trabajar con variables dindmicas que se refieran a condiciones fisi-
cas en este instante es que seran mas simples las cantidades fundamentales asociadas
con transformaciones de las coordenadas que dejan invariante el instante, esto es, P
y J. Las restantes que involucran transformaciones de qq, es decir, H y K, en general
no seran tan simples. De esta manera se obtiene una forma asociada con el subgrupo
del grupo de Poincaré que deja invariante el instante, llamada forma instantdnea 7).
Dado que ¢ ha sido fijado es necesario modificar las expresiones para las diez canti-
dades fundamentales de tal forma que se elimine py en ellas y que sigan cumpliendo
el dlgebra de Poincaré. Esto se puede lograr sumandole a los generadores multiplos
del casimir del dlgebra, p°p, — m?, donde m es una constante

Pu = Du + )‘M(papa - m2)>
M;w q,upl/ - QVpu + )‘,uz/(popcr - mz)' (37>

con A\, = Ay,. Los coeficientes A, y A, son funciones de los g, y los p, que son
bien comportadas cuando p°p, = m? con py > 0. La conmutacién de casimir con P
y M, asegura que las expresiones modificadas (3.7) seguiran satisfaciendo el algebra
de Poincaré, salvo algunos multiplos de p°p, — m? independientes de po, los cuales
con una eleccién apropiada de los A\, y A, deberan anularse para tener una solucién
aceptable.

Como F; y M;; no involucran py, se tiene que \; = 0y \;; = 0, entonces tnicamente
se deben modificar

Py = po+Xro(py — (p°+m?),
Mio = qipo + Xio (P02 — (p” + m2)) .

Factorizando (py? — (p;2 + m?)) como (po — (p;2 + m*)?) (po + (p;2 + m*)'/?) se ve
que los As adecuados para eliminar py en ambas expresiones son

Ao

1 qi
- — 9 )\iO = - .
Po + V/Po® + m? po + /p2 + m?
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Con esta eleccion de los A, y A, la nueva forma de las cantidades fundamentales es

POZ\/P2i+m2> MiOZQi\/p%+m2a
Py = p;, M;; = qip; — q;p;i-

Para el caso cuantico, la forma candnica de los operadores correspondientes a estas
cantidades fundamentales es:

1
H=+/p2+m?, K=§(Hq+qH),
P—p, J=qxp, (3.8)

donde q y p son un conjunto irreducible de operadores hermiticos que satisfacen las
relaciones de conmutacién (3.1). Salvo equivalencias unitarias, los operadores (3.8)
son la tnica representacion unitaria irreducible del grupo de Poincaré con masa po-
sitiva m, espin cero y energia positiva, por lo que siempre es posible transformar
cualquier otra representacion de H, P, J y K por medio de una transformacion uni-
taria, de manera que sean iguales a los generadores (3.8).

3.1.2. Operador de Posicién para particulas sin espin

Si los operadores H, P, J y K tienen la forma canénica (3.8), salvo equivalencias uni-
tarias, la tnica solucién para el operador x de las ecuaciones (1.23) es la coordenada
canénica q [16], esto es,

X =q. (3.9)

Por lo que el operador de posicién para este caso tiene la propiedad que sus compo-
nentes conmutan

3.2. Particulas con espin

Considerando una particula simple de masa positiva m y espin entero o semientero
s, en este caso hay que encontrar los operadores hermiticos H, P, J y K que generan
la representacién unitaria irreducible del grupo de Poincaré caracterizado por tener
masa m, espin s y energia positiva.

El operador de rotaciones espaciales J involucra tanto momento angular L en el
espacio fisico, como momento angular S en el espacio interno, por lo que el momento
angular total serd

J=L®1+1®S.
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En forma candnica
J=qxp+S. (3.11)

donde la relaciones de conmutacion de las componentes de q, p y S son las siguientes

4, 4;] =0 = [pi, py]
(9, 5] =0 = [ps, 5]
[ps, Qj] = Gij
[Si, Sj] = €ijiSk (3.12)

Debido a que las traslaciones conmutan los operadores de traslaciones espaciales P y
temporales H mantienen la misma forma que para el caso sin espin

H=+\/p2+m?2 P=p. (3.13)

Para obtener el operador de transformacion de Lorentz especial K es necesario con-
siderar el hecho de que la medicién del espin se realiza mediante su proyeccion en los
ejes de un sistema inercial y por lo tanto depende del sistema desde el cual se mide.
Para calcular la parte K, del operador K que se debe a la descripciéon del espin, se
sigue un procedimiento cuya forma general se presentara en el capitulo siguiente. Se
consideran dos sistemas inerciales S; y Ss, los cuales difieren por un transformacion
de Lorentz especial infinitesimal en la direccién # por un pardmetro n' y desde los
cuales se observa una particula con rapidez 7, en la direccién n; y 12 en la direccién
no respectivamente, como se muestra en la figura 3.1.

Sy

s’,S1
s, °
A ﬁZ’ iy ¢
—

A, —

w

Figura 3.1: Transformacion del sistema de referencia en el espacio del espin

El resultado de realizar un transformacién de Lorentz especial a S; en la direccién n,
por un parametro r; para llevarlo a S} en el cual la particula esta en reposo, seguido

1Se emplea la convencién que el pardmetro de la transformacién 7 contiene implicitamente el
. . in: .- < R
factor i, esto es, in — 7 con lo que "'z — eMiMi'T,
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de una rotacién espacial alrededor de la direccién @ por un pardmetro ) para ir de S}
a S4 y finalmente otro transformacién de Lorentz especial en la direccién 7y por un
parametro —n, para regresar de S5 a Sy, debe ser igual a realizar un transformacién
de Lorentz especial en la direcciéon n por un parametro n para ir directamente de Sy a
Ss. En esta composicion no es necesario incluir traslaciones para llevar a la particula a
que coincida con el origen de cada sistema inercial porque las traslaciones conmutan
y esto se puede hacer libremente. Entonces la composicion completa en el espacio
interno del espin es

[SISB

ez g V05 omi el

[SISB

1% g .. . . .
A cada transformacién e2 ™7 se le asocia un vector que tiene por magnitud la tan-
gente hiperbdlica de un medio de la rapidez y por direccién la del vector unitario

correspondiente, esto es
i
2

Con esta asociacion se encuentra que la composicion de 2 transformaciones en las
direcciones 7; y 7; esta dada por

n; = tanh(=)n;.

ﬁl—i‘ﬁj—'—ZﬁZXﬁ]
1+ni-nj

ﬁloﬁ]:

119 difiere infinitesimalmente de 77; por un vector , esto es, Ny = 71 + €, con € una
cantidad infinitesimal. También ¥ es de orden ¢, esto es, 1 = i ew. Entonces el vector
asociado con la rotacién es

0= tanh(ieg)d} ~ jed,

donde & = %wdj. Tomando en cuenta lo anterior, a primer orden en € se obtiene
5 = 2ﬁ1><c3—17 —Q(Qﬁl)ﬁl—f—(ﬂ(l—Fﬁf)—ﬁXﬁl
nipo (Qomy) =e¢ —— +1 —5 :

La parte imaginaria de esta composiciéon debe ser cero, condicién con la cual se obtiene
que

Q(Qﬁl)ﬁl —(Ij(l—*—ﬁf) :ﬁl X U.
La parte real debe ser igual a la transformacion directa para ir de S; a Sy. Teniendo
en cuenta que 7 es infinitesimal, a primer orden en €
n
2

n  €a
j~1-2

tanh( 5= 5

[gualando esto a la parte real se tiene

27ty x & — @ = (1 — 7i2)
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Multiplicando por 7, se tiene

[—
|
3!
Ll V)
N—
—~
=1
=
X
|
S~—

2ﬁ1X(ﬁ1 X(D)—’f_?:1><ﬁ:(
Empleando la identidad 7i; x (7} X &) = (&7, )7; — 712 & y sustituyendo el resultado
de la parte imaginaria finalmente se tiene
7_7:1 X d
5

0=

Este es el parametro de la rotacién por la cual difieren S} y S5. La rotacién total
estd dada por & - J y la parte correspondiente al espacio interno es

|

(S) = (L4 €7y x @ 2)(S1).

Usando la ciclicidad del triple producto escalar 7i; X @ - S se puede escribir como
—d -1 X S donde S = %

La transformacién generada por el operador K, por un parametro € a debe ser igual
a la generada por & con el mismo parametro ea

l—ead-Ky=1—€d-mn; x8S.

Por lo tanto

KS = 7_7:1 X S.
De la relaciones p = msenh(rn;), E = mcosh(n;), se tiene que
h
tanh(ﬂ) = (m) P ;
2 cosh(m)+1 E+m
por lo que
iy = E+m 1,
reemplazando F por H, K, queda como
_ xS (3.14)
T Hamb " '

Con este resultado, la forma canénica de los generadores de la representacion del
grupo de Poincaré es

1 1
H=+/p? 2 K=—-(H H
p=+ms, yHatal) + men
P =p, J=qxp+S8S. (3.15)

p XS,
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Estos generadores estan definidos en un espacio de Hilbert que es el producto directo
de las funciones de onda en el espacio de momentos en en cual q y p son irreducibles,
y de vectores de 2s+1 componentes en el espacio del espin sobre los cuales S genera
una representaciéon irreducible del grupo de rotaciones, por lo que la funcién de onda
de la particula es de la forma

Y= wq,p ® g

Esta representacion esta caracterizada por el niimero
S(S + 1) - 52 == 512 _'_ 522 + 532.

Salvo equivalencias unitarias, los generadores (3.15) son la tnica representacién
irreducible del grupo de Poincaré con masa positiva m, espin entero o semientero
s y energia positiva, debido a esto siempre es posible transformar cualquier otra
representacion de H, P, J y K para que tenga la forma candnica (3.15).

3.2.1. Operador de posicion para particulas con espin

Si H, P, J y K tienen la forma canénica (3.15) la solucién més general para las
ecuaciones (1.29) para operadores hermiticos x que incluyen a lo mas términos de
primer orden del operador S, es [16]

X=q—a 1 )(p~S)p+aS—m( (p x S), (3.16)

1
H(H+m H +m)
donde a es un nimero real. Para cualquier valor de a los operadores x satisfacen las
ecuaciones (1.29) independientemente del valor de s. Para que este operador tenga la
paridad correcta, es decir, que se transforme correctamente bajo inversién espacial,
se requiere que a = (. Las relaciones de conmutacion de las distintas componentes de
este operador son

(1 + a*m? 1

en donde se observa que para valores positivos de s no existe valor real de a para el
cual sus componentes conmutan, entonces

[.CL’Z',LIZ']'] §£ 0 Vs.

Entonces para particulas con espin distinto de cero y con la representacion candnica
(3.15) no existe solucién para las ecuaciones (1.29) para operadores x que tengan a
lo mas términos lineales de S, tal que sus componentes conmuten.
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3.3. Particulas y antiparticulas

Para el caso de particulas y antiparticulas de masa m y espin s, donde s tiene va-
lores enteros o semienteros, una representacion del algebra de Poincaré, consiste en
operadores hermiticos H, P, J y K que generan una suma directa de dos represen-
taciones unitarias irreducibles del grupo de Poincaré, ambas con masa m y espin s,
pero una con energia positiva y otra con energia negativa. La forma candnica de estos
operadores es:

H = p3\/p? + m? = p3 h, (3.18)
P =np, (3.19)
J=qxp+S§8, (3.20)
1 1
K=-(H H _ S 3.21
5(Ha+q )+p3p3H+mp>< , (3.21)
1
= —p3(h h S
sPsha+ah) +ps o——p xS,
donde h = /p2+m? vy q, p, Sy p son un conjunto irreducible de operadores

hermiticos que satisfacen las relaciones de conmutacion y anticonmutacién

@i, ¢;] =0 = [ps, py], [pi, 45] = 945,
i, S;] =0 = [pi, Sjl, [Si, Sj] = €ij 1Sk,
(9, p;] =0 = [pi, pjl, [Siy ps] = 0,

[pi, Pj] = 2€i5 Pk, {pi, pi} = 204;.

Estos operadores estan definidos en un espacio de Hilbert el cual es el producto
directo de las funciones de onda en el espacio de momentos en el cual q y p son
irreducibles, del espacio interno del espin constituido por vectores de espin de 2s +
1 componentes en los cuales S genera una representacion irreducible del grupo de
rotacién caracterizado por el ntimero s(s+1) = S? y del espacio interno de particulas-
antiparticulas constituido por vectores de dos componentes en los cuales p son el
conjunto irreducible de matrices de Pauli en el cual p3 es diagonal:

(1 0
p3 - O _1 9
entonces la funcién de onda tiene la forma
V= Pgp @ Vs ® Py (3.22)

En este caso la funcién de onda tiene la caracteristica que tiene el doble del numero
de componentes para permitir estados de energia negativa.
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El hecho de que dentro de equivalencia unitaria solo existe una representacion unitaria
irreducible del grupo de Poincaré para masa m, espin s y energia positiva (negativa)
implica que las formas (3.18)-(3.21) para H, P, J y K son tnicas como funcién de q,
p v S. La dependencia de los operadores p solo se manifiesta mediante la introduccién
de un signo menos como factor en H y en K para los estados de antiparticulas.

3.3.1. Operador de posicién para particulas y antiparticulas

A diferencia del caso sin antiparticulas, cuando se incluyen éstas, existe un conjunto
de operadores de posicion cuyas componentes conmutan.
Dicho conjunto de operadores es:

1 1 1

S—pp— (p-S)p+—— px8S 2
PSPy PSP e S (3:23)

X =q+ p2Ap + p2

donde A es una funcién arbitraria de p?. Con las formas canénicas (3.18)-(3.21), los
operadores x dados por (3.23) son la solucién mas general de las ecuaciones (1.29)
para todos los valores de s. Para el caso A = 0 este operador de posicién resulta ser
el correspondiente de la ecuacién de Dirac con a = 2p;S y § = p3. De manera mas
especifica es la representacién Foldy-Wouthuysen del operador x de la ecuacion de
Dirac de acuerdo con las formas canénicas (3.18)-(3.21) y es el tinico que se reduce
a la coordenada candnica x = q cuando S = 0. Para ver claramente que (3.23)
con A = 0 es el operador de posicién de la ecuacion Dirac, es necesario aplicarle la
transformacion inversa de Foldy-Wouthuysen, la cual es una transformacién unitaria
que lleva el operador (3.23) a ser la coordenada canénica x = q, mientras que no
cambia las formas candnicas de P y J dadas por (3.19)-(3.20) respectivamente. Dicho
operador unitario es e’ donde el operador V es

V = —pop~'(p-8S)tan”' (p/m),
y cumple

14 Vo
- q7

iV —iV __
e pe =P

eV(gqxp+S)e ™V =qxp+8,

e'xe”

demostrando efectivamente que (3.23) es equivalente al operador de la ecuacién de
Dirac cuando A = 0.

Entonces para particulas sin espin, el tnico operador de posicién que satisface las
ecuaciones (1.29) es x = q y tiene la propiedad que sus componentes conmutan.
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Cuando se considera el caso de particulas con espin existe un conjunto de operadores
de posicién, pero a excepcién del caso para S = 0, estos operadores carecen de
la propiedad que sus componentes conmuten, lo cual es acorde a lo expuesto en el
capitulo 4. Al incluir en la teoria estados de energia negativa, se obtiene un conjunto
de operadores de posicién cuyas componentes conmutan, que para el caso de espin 1/2
resulta ser el operador de posiciéon de la ecuacion de Dirac, pero de acuerdo a lo visto
en la seccion 4.1, si se requiere un operador que no mezcle los subespacios de energias
positivas y negativas, se puede emplear la parte par del operador antes mencionado,
el cual presenta también la propiedad de no conmutatividad. En el siguiente capitulo
se extienden estos resultados para cada caso en el espacio de de-Sitter con el fin de
estudiar si existe alguna posible influencia de la curvartura sobre estos.
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Capitulo 4

Espacio de de-Sitter

Con base en lo expuesto en el capitulo 2, referente al hecho de que las relaciones de
no conmutacion fueron obtenidas en el espacio de Minkowski y por lo tanto no estan
relacionadas con efectos gravitacionales, es de interés investigar si la curvatura del
espacio tiene algin efecto sobre esta relaciones, lo cual se puede hacer mediante la
generalizaciéon de los resultados presentados en el capitulo anterior para el espacio de
de-Sitter, el cual posee curvatura constante.

Esta generalizacion se realiza siguiendo el mismo procedimiento del capitulo anterior,
esto es, a partir del dlgebra de de-Sitter, se obtienen las representaciones de los ge-
neradores para cada uno de los tres casos, las cuales bajo las condiciones apropiadas
deben reducirse a los generadores del algebra de Poincaré.

Se imponen las relaciones que debe cumplir el operador de posicién con los gene-
radores del dlgebra de de-Sitter. Este paso no es sencillo, porque los momentos en
el espacio de de-Sitter no conmutan, y por este motivo no es obvio cudl debe ser
la relacion correspondiente a la relacién de Heisenberg. Finalmente se calculan las
representaciones de los operadores de posicion correspondientes para cada caso y se
obtienen las relaciones de conmutacién que éstos satisfacen.

4.1. Espacio de de-Sitter

El espacio de-Sitter puede ser visualizado como el hiperboloide encajado en un es-
pacio de cinco dimensiones [17], descrito por las cinco coordenadas, qo, q1, @2, ¢3, G4,
relacionadas por la ecuacion

—q@+ai+ @+ g+ a =R, (4.1)

donde R se llama el radio de-Sitter. También a veces se emplea la notacién ¢ = ¢°,
r=q,y=q¢ z=q¢y w=qg* Este espacio se ilustra en la figura 4.1, en ésta, la
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Figura 4.1: Espacios de de-Sitter y anti de-Sitter

direccion ¢ representa las direcciones z, vy, 2
La métrica del espacio plano 5-dimensional en el cual esta encajada es

ds* = dqy — dg} — dg; — dq3 — dg;. (4.2)

Empleando notacién tensorial, los indices son subidos y bajados mediante el tensor
métrico

Joo = —g11 = —Gg2 = —g33 = —Ggu = 1 v = 0 W v, (4-3)

y su inverso ¢g"”. Para el caso del espacio de de-Sitter las letras griegas representan
indices en el rango de 0 a 4 y las letras latinas en el rango de 1 a 4.

Para ver la conexion del espacio de de-Sitter con el espacio-tiempo usual de la relati-
vidad especial es necesario considerar la pequena regién del polo alrededor del eje g4
de forma tal que qo, q1, @2 ¥ ¢3 sean pequenos en comparacién con R y g4 a primer
orden es igual a R. En el limite cuando R tiende a infinito las coordenadas qq, q1, g2
y g3 se convierten en t, x, y y 2z del espacio-tiempo ordinario, siempre y cuando nos
mantengamos en la pequena regiéon antes mencionada.

Se puede obtener un espacio similar llamado espacio de anti de-Sitter, si las coorde-
nadas satistacen

—@+ G+ +a— g =—R (4.4)

La principal diferencia es que, mientras (4.1) representa un espacio que es infinito en
la direccién temporal y finito en las direcciones espaciales, (4.4) representa un espacio
que es finito en la direccion temporal e infinito en las espaciales. Es posible trabajar
con ambos espacios si se trabaja con cinco coordenadas que satisfagan la ecuacién
simétrica

o+ + a3+ g5+ df = R, (4.5)
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lo cual es simplemente trabajar con una S* (ver figura 4.2). En este caso la métrica es
euclidiana. Para obtener el espacio (4.1) basta hacer que gy sea imaginario puro y de
la misma manera para el espacio (4.4) hacer que ¢y y ¢4 sean imaginarios. Cualquier

t

Figura 4.2: Esfera de-Sitter

conjunto de valores de las g, que no satisfacen (4.5) determinan un punto fuera del
espacio de de-Sitter, lo cual significa un punto fuera del espacio con significado fisico.
Por lo tanto cualquier funcién fisica dependiente de la posicion tal como la funcién
de onda de la teorfa cuantica, serd una funcién de las g, que satisfacen (4.5). Debido
a esto, en general no tendra sentido diferenciar una funcion fisica con respecto a
alguna de las g,. El nico proceso de diferenciacién que tiene sentido aplicar a una
funcién fisica es en la direccion a lo largo del espacio de de-Sitter. Los operadores que
expresan tal diferenciacién son de la forma

0

aua—qu, (46)

donde las a, son funciones de las coordenadas g, del punto en el cual se realiza la

diferenciacion, y que satisfacen
a,q, = 0. (4.7)

Estos operadores se caracterizan por la propiedad que conmutan con el lado izquierdo
de (4.5). Los mas simples son

9 .2
QM aqu ql/ aqu )

que corresponden a rotaciones infinitesimales en el espacio de de-Sitter.

(4.8)

Un vector A, en el espacio de de-Sitter tiene cinco componentes. La condicién para
que este vector represente alguna cantidad fisica es que su direccién esté en el espacio
tangente al espacio de de-Sitter y por lo tanto

A, =0, (4.9)
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donde ¢, es el punto sobre el cual estd localizado. De esta manera el nimero de
componentes independientes del vector se reducen a cuatro, de manera que coincide
con el nimero de componentes de un vector fisico ordinario. Si las coordenadas g,
son (0,0,0,0, R) entonces Ay = 0y Ag, Ay, Az, A3 son las componentes en el espacio-
tiempo ordinario.
Cualquier ecuacién tensorial del espacio-tiempo ordinario debe corresponder a una
ecuacién tensorial en el espacio de de-Sitter con respecto a los indices p. La condicién
para que la ecuacién original sea invariante bajo el grupo de Poincaré (rotaciones y
traslaciones en el espacio tiempo) corresponde a la condicién que la nueva ecuacién
debe ser invariante bajo todas las rotaciones aplicadas a las cinco coordenadas g,,.
En la teoria cuantica del espacio de de-Sitter el momento y la energia de una particula
se expresan en forma de operador diferencial para ser aplicado sobre la funcion de
onda como 9

Py = —z'ha—, (4.10)

Au

que representa un 5-vector que determina el momento y la energia de la particula.
A partir del 5-vector de energia-momento (4.10) se puede definir el momento angular

M;w = quPv — QvPu, (411>

donde g; y p; satisfacen las relaciones de conmutacion

[Q,ua QI/] =0= [puvpu] [p,uu QV] = ihg;w- (412>

Sus componentes son multiplos de los operadores (4.8) y no involucran diferenciacién
en direccion fuera del espacio de de-Sitter. Por lo tanto el momento angular (4.11) es
méas fundamental que el momento lineal (4.10).

En la aproximacién en la cual la coordenada ¢4 es a primer orden igual a R y las otras
cuatro son mucho menores que ésta, es decir, en la vecindad del punto (0,0, 0,0, R), es
posible considerar dentro de las componentes del tensor de momento angular (4.11) a
las componentes del momento lineal y de esta manera obtener un analogo del momento
lineal en el espacio de de-Sitter mas satisfactorio que el proporcionado en (4.10). En
esta vecindad las componentes My;, salvo un factor R, son las componentes del 5-
vector de energfa-momento, las M;; y M, esto es, My, = RP, con i,j =1,2,3, son
las componentes del momento angular ordinario y del centro de energia independiente
del tiempo, respectivamente. Con esta consideracién, la traslacién en la direccion p es
proporcional a una rotacion en el plano que forman los ejes ¢, y gu, siendo la constante
de proporcionalidad el inverso de del radio de de-Sitter R, esto es P, = 1/R M,,,. Los
generadores con A = 1/R son

H =AMy = A(qwo - CIOP4), P, = \My; = )\(Q4pz‘ - Qip4)7
K; = My = ¢;po — qops, Jij = M;; = qipj — q;pi- (4.13)
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Siendo las traslaciones consideradas como rotaciones en el espacio de de-Sitter, estas
ya no conmutan, satisfaciendo ahora el algebra de de-Sitter, el cual en términos de
H, P, Jy K esta dada por

[Pi7 Pj] == Eijk)\z']lm [PZ7H] = >\2KZ [']27 H] = 07
[Jis J] = €ij 1k, [Ji, Pj] = €iji Pr, [Ji, K] = €ijn Ky, (4.14)

Cuando A = 0, o equivalentemente, cuando R tiende a infinito, este algebra se trans-
forma en el algebra de Poincaré.
Un invariante del algebra de de-Sitter que se empleara para obtener las representa-
ciones de los generadores es [18]

Q=1/2M,, M" (4.15)

4.2. Particulas sin espin en el espacio de de-Sitter

Para hallar un conjunto de operadores hermiticos que generan una representacién
irreducible del grupo de de-Sitter se procede de manera similar a la empleada en la
seccién 5.1.1 relativa a la forma instantanea.

Se elige gy = 0 para trabajar con el instante mas simple referido al sistema de coor-
denadas ¢. Con esta eleccién, py carece de significado fisico por lo que es necesario
eliminar en los generadores en los cuales interviene, es decir H y K. Ademas es posi-
ble eliminar ¢, de los generadores dados en (4.13) por medio de la ecuacién (4.1), de

la cual se tiene que
41 =R = ¢,
donde ¢* = ¢} + ¢ + ¢3. Sea f = /1 — A\2¢2, entonces

_f

Al eliminar ¢4 es necesario también eliminar py, lo cual es posible realizar proyectando
la esfera S* en el hiperplano formado por qo, ¢i, ¢2 v g3, con lo cual py = —8%4 =0,

usando esto y sustituyendo (4.16) en la expresién para P, de (4.13) se tiene que

H=fp,  Fi=fp (4.17)

De (4.13) se observa que la representacién del generador de rotaciones espaciales J
sigue siendo J; = (g X p);.
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Por otra parte, el casimir (4.15) puede ser escrito de la forma
NQ = H?> - P+ N (K* - J?). (4.18)

Como A%2Q) conmuta con cualquier generador, tiene eigenfunciones comunes con los
demas generadores. Estas eigenfunciones son degeneradas y se caracterizan por el
eigenvalor p? resultante de aplicarles (). Al aplicar ) a estas eigenfunciones nos
mantenemos dentro del mismo conjunto de eigenfunciones con el mismo eigenvalor p.
Despejando H del casimir se tiene que

H =[P+ 2 + M (K> - ). (4.19)

Es importante hacer notar que p? tiene una parte de orden A% por lo que se puede
escribir como p? = m? + A\?p?

Sustituyendo la ecuacién (4.17) en la (4.19) y empleando la identidad (A x B)? =
A’B? — (A - B)?, se halla la relacién para py en términos de las ¢; y p;

po = /P* + 112 — N(q - p)?. (4.20)
Con esto se tiene el conjunto completo de los generadores
Pi = .pr H = pr»
Ji = (g xp)i, Ki = gipo. (4.21)

En el caso cuantico, los operadores que generan la representacion unitaria del algebra
de de-Sitter son

P=s(fptpi), H=1(fm+mD),
J=qxp, K= % (apo+poq). (4.22)

Para el caso en el cual A = 0, se obtiene, f = 1y py = /p*+ m?2 con lo que se
recupera el resultado obtenido en la seccion 3.1.

4.3. Particulas con espin en el espacio de-Sitter

Para encontrar la representacion de los operadores hermiticos H, P, J y K en el caso
en el que se considera el espin de las particulas en el espacio de-Sitter, se procede de
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manera similar a la seccion 3.2.

La descripcién del espin depende del sistema de referencia (SR) con respecto al cual
se le mide, porque esta medicion se realiza mediante la proyeccion del momento
angular sobre algiin eje de dicho SR, por lo tanto es necesario especificar cual SR
se emplea para realizar dicha medicién. Para esto se proporciona la secuencia de
transformaciones que se deben aplicar al SR inicial, desde el cual la particula tiene
una posicién y momento dados, para llevarlo a un sistema de referencia final, el
cual tenga la caracteristica de que la particula esté en reposo y en el origen. De esta
manera se establece como medir el espin de una particula en un SR arbitrario. Existen
muchos SR en los cuales la particula estd en reposo y en el origen y todos difieren
por una rotacién espacial. Por esta razon se elige definir al generador de momento
angular espacial con su forma canodnica y construir los demas generadores del grupo
de de-Sitter con base en esta eleccién,

J=qxp+S. (4.23)

Al actuar este generador de rotaciones espaciales sobre el estado de la particula, el
primer término actia sobre los grados de libertad del espacio fisico y el segundo sobre
los grados de libertad del espacio interno del espin.

Para construir la representacion del resto de los generadores, se debe considerar que
la medicion del espin de una particula depende del SR con respecto al cual se realiza.
Para esto se consideran dos SR, 51 y Sz, los cuales difieren por una transformacion
infinitesimal de la forma 1 + ¢ (£ - T), donde T es algiin generador que conecta la
descripcion en ambos sistemas a tiempo cero y cuya forma queremos determinar, E
es el parametro de la transformacién y € es una cantidad infinitesimal. A partir de
estos dos SR iniciales, S; y S5, con la caracteristica antes mencionada, se construyen
dos SR finales, S7 y SY, los cuales diferiran por una rotacién infinitesimal puramente
espacial generada por J por un pardametro eJ. La descripcion del espin de la particula
en 57 se hace con respecto al eje z de ST y la de Sy se hace con respecto al eje z
de SY. El operador T se puede descomponer en dos partes, cada una de las cuales
actia sobre los dos espacios de la particula, esto es, T = T, + Tg, donde Ty es
la parte de los generadores que opera tUnicamente en el espacio fisico y es la misma
que se encontrd en la seccion anterior para particulas sin espin, y la parte T genera
transformaciones en el espacio del espin. Con esta construcion, la diferencia en la
descripcién del espin desde ambos sistemas esta dada por la rotacién para ir desde SY
hacia SY. Por otra parte esta diferencia en la descripcién debe ser la misma debida a
la transformacién generada por T, por lo que se debe cumplir que

£ Tsg=a-8, (4.24)
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Figura 4.3: Composiciéon de transformaciones

ecuacion a partir de la cual lo que se puede obtener T.

La secuencia general de transformaciones para construir los sistema finales a partir
de los iniciales, ilustrada en la figura (4.3), es la siguiente:

1. Empezando con un sistema arbitrario Sy en el cual la particula tiene posicion ¢
y velocidad vy al tiempo ¢, primero se le aplica una traslaciéon temporal mediante
el generador H con un parametro ¢, para ir a un SR S en el cual la particula
esté a t] = 0.

2. Al SR 5] se le aplica una traslacién espacial con un parametro d para llegar a
ST en el cual la particula esta en el origen.

3. Finalmente al SR SY se le aplica una transformacién de Lorentz especial con un
parametro @ para llegar al sistema S7” en el cual la particula estd en el origen
y el Ieposo.

Similarmente se construye S4’, con la diferencia que los parametros de las transforma-

ciones diferiran de los empleados para el primer sistema, ¢, d y u, por unas cantidades
infinitesimales e, € y €U.

Para realizar esta secuencia de transformaciones se emplearon dos métodos, el pri-
mero consiste en emplear composicién de reflexiones para generar rotaciones en la
esfera de-Sitter y el segundo consiste en emplear la representacién matricial de los
generadores de transformaciones infinitesimales del dlgebra de-Sitter, para calcular la
representacion de los grupos uniparamétricos correspondientes, de manera similar a
la empleada en la seccién 5.2.
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4.3.1. Método empleando composicion de reflexiones para
realizar rotaciones.

Para simplificar el andlisis, trabajaremos con una signatura euclidiana, esto es, con
S* encajada en E°, los resultados para otras signaturas se pueden obtener facilmente
por continuacién analitica. Debido a la simetria de S*, cualquier transformacién es
una rotacién, y cualquier rotacion que lleva un vector @ a coincidir con otro vector 5,
denotado por R(d, g) se puede realizar con la composicion de dos reflexiones, método
explicado en el apéndice B y que se emplea para calcular la composicién sucesiva de

rotaciones.

Siguiendo el procedimiento descrito anteriormente, se consideran los dos sistemas
iniciales S; y Sy que difieren por una transformacién infinitesimal 1 + e(g -T). Los
ejes de Sy son (¢, z,y, z, w), y se elige que la particula en este SR esté a t = 0, haciendo
innecesaria la transformacion del paso 1. Con esta eleccion y empleando la relacion
(4.16), el 5-vector de posicién normalizado de la particula medido desde este SR es

le = (07 )\qu f)
y el 5-vector de velocidad (sin normalizar) con respecto al tiempo t = 0 es
V1 = (17V7 U4)7

donde q y v son los vectores tridimensionales usuales, es decir, de la forma (0, aq, as, as, 0).
La condicién para que vy esté sobre el espacio de de-Sitter segiin la ecuacién (6.11)
es q1 - v1 = 0, lo que implica que

q-Vv

Vy = f
Entonces el factor de normalizacién de v; es

1
Y= )
\/1—V2—w

por lo que el 5-vector de velocidad normalizado es

. q-v
01 =y(1,v, = A—).

(4.25)

Para la traslacién del paso 2, la cual lleva de S a S7 directamente (debido a la eleccién
t = 0), es necesario rotar el vector de posicién ¢; de la particula hasta coincidir con
el eje w, de tal forma que el nuevo vector de posicién normalizado sera

' =(0,0,1).
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La rotacién que realiza esta transformacion es
Ps, sy = R(G1, ), (4.26)
con esto el vector de velocidad en S} serd

f)i/ = R((jl, 121)1)1. (427)

Para realizar la transformacién de Lorentz especial del paso 3 para ir de S} a SY’, se

rota el vector ¢/ hasta coincidir con el eje #” por medio de
Kgy s = R0, "), (4.28)
de tal forma que el vector de velocidad en S}’ es
o = (1,0,0). (4.29)

Por otra parte para ir directamente de S; a S la rotacion correspondiente a la
transformacion 1" es

Ts,,s, = R(Xr + eér, Xr), (4.30)

donde xr vy éT determinan el plano de la rotacién dependiendo de la transformacion
T, de acuerdo al cuadro 4.1.

T xr|é&
P|lw|q
K|t |q

Cuadro 4.1: Ejes que determinan el plano de la rotacién dependiente de la transfor-
macién T

Entonces el vector de posicién medido desde Ss es

G = R(Xr + €&, Xr) 1, (4.31)
y el vector de velocidad de la particula en S es

by = R(Xr + € &r, Xr) 1.

Aunque se eligié ¢ = 0 para Si, aun podria ser necesario realizar la traslacién tem-
poral del paso 1, por un pardametro er, para llegar S; donde t' = 0, la rotacién
correspondiente a esta transformacién es:

Hs, s = R(0 + eTt, ), (4.32)
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entonces los vectores de posicién y velocidad en el nuevo sistema seran
Go = R(0 + eTt, 0)gs, (4.33)
oy = R( + ert, 0)Dy. (4.34)
La rotacion que realiza la traslacion espacial para ir de S5 a S% es
Ps; sn = R(g5,0'). (4.35)
El vector de posicién en SY serd
¢ = (0,0,1) (4.36)

y el de velocidad
o = R(dh, i), (4.37)

La transformacién de Lorentz especial para ir de S a S’ es
Ky sy = R(05,1") (4.38)

y el vector de velocidad en S% serd

W = (1,0,0). (4.39)
Uy S% difieren por una rotacién espacial (2
sy = Q.

La composicién completa de las rotaciones para ir desde S; hasta S}’ mediante la
secuencia de transformaciones que involucra €2 es

R, 0,5y = QKgy g1 Ps, sv, (4.40)

y la respectiva para la secuencia de transformaciones que involucra la transformacion
T es
Rs, a5y = Ksy sy Psy syHs, 51T, s, (4.41)

Ambas composiciones deben dar la misma descripcién, por lo que se puede obtener
Q2 de estas dos ecuaciones, igualandolas y despejando ) se tiene

Q = Kgy sy Psy sy Hs, 51Ts,,5,Psy s, Kspr st (4.42)
0, en términos de las rotaciones,

Q = R(d, ") R(dh, @) R + eTt, &) R(Xr + €&r, Xr) R(, @) RE", 0f).  (4.43)
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() es una transformacién infinitesimal generada por J por un pardametro infinitesimal
€W, por lo que

ds? .
y lmo =@ - J, (4.44)
y por lo tanto

d
Wed = (Ksy,sy P,y Hsy 5T, 5, Por s, Kspr 517) le=o-

Lo cual, considerando que dR(X7 + €&p, Xr)/dee—o = T,

— — d —
w-J= RS{}’ S (€- T)RS{” s+ (%Rsé}/ SQ)RS{” St le=0; (4.45)

donde Rgys, = Hg; s, Psr st Kgpr s, que se reduce a Rgig, = Psr g, Kgi gv cuando
se elige t; = 0. En forma explicita el segundo término es

d d
(F-Rsp ) Bsprsilemo = 2R3, ") R(", 0Y),
o d N
R E) —R(&, @) R, 4 R(E', ). (4.46)
N d N N
+ R R(Gr, )—R (W + ert, b)) R(, G1) R(E", ).

de

Para calcular estos términos, asi como la composicion total para obtener las com-
ponentes del pardmetro de la rotacion w, se empled el programa en Mathematica
presentado en el Apéndice E. Los resultados para cada generador se presentan a
continuacion.

Generador de Traslaciones Espaciales
Para el caso T = P, el parametro de la rotacion es
£ xq
1+ f

entonces la parte del momento angular total correspondiente al espacio del espin es

Gp = A2

(4.47)

- Q QgXQ'S
w S—)\71+f.

Usando la ciclicidad del triple producto escalar, 5’ X q - S se puede escribir como
£-q xS, por lo que de acuerdo a la ecuacién (4.24) el generador de traslaciones en
el espacio interno es

qxS

1+ f

P = \?
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y el generador de traslaciones en el espacio total es

X S
P=fp+ /\2(11+—f. (4.48)

Generador de Transformaciones de Lorentz especiales
Para el caso, T = K, el pardametro de la rotacién es

L Exqv
WK —

+A2(5-q)q><vv—(q-w)q><5
1+~ fO+ 11 +7) ’

La parte del momento angular en el espacio interno es

(4.49)

L g Exav: S L€ a@axyv-S—(av)ax{-S
L4y FA+H+7) '

Usando la ciclicidad del triple producto escalar y la ecuacién (4.24) se encuentra que
el generador de transformaciones de Lorentz especiales en el espacio interno del spin
es

xS p(8-axavia—(a-9v)S xq
1+9 fA+ )1 +7)
Reescribiendo este resultado en términos de Pg se tiene

K v XS (vw-q)Ps—(yv-Pg)q
s = )
1+~ f(+7)

Empleando la relaciéon A x (B x C) = (A-C)B — (A -B)C, se tiene que la expresién
para el generador de transformaciones de Lorentz especiales en el espacio del espin es

KS l><(S—|—]_:)S><9)

T 1+ f

Entonces el generador completo de Boost es

Wy X (S+Pgx Ly, (4.50)

K — qpy +
Po T 777 ¥

4.3.2. Método empleando representaciones matriciales

En este método se emplean los automorfismos pertenecientes a los grupos unipa-
ramétricos generados por H, P, J y K para realizar las transformaciones. La secuencia
general de tranformaciones descrita anteriormente esta dada por

(i+e0)K o(d+ed) P (ther) H e €T y—t H ,~d'P ,—iK _ e (4.51)

e e,
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donde no se conocen las cantidades 9, v y T correspondientes para cada transformacion
T, necesarias para que la composicion total sea igual a una rotacién espacial. Al
utilizar la forma instantanea, esto es, elegir el instante ¢ = 0, esta composicién se
simplifica, quedando como

e(u+EU)-K€(d+E5)'P€ET Heeﬁ-Te—d-Pe—u-K — o -J' (452>
De igual manera que en el procedimiento anterior, derivando con respecto a € y

evaluando en € = 0 se obtiene la ecuacién:

o N d . . - o
3-J= ed-Peu-K(g . T>€—d-Pe—u-K + (d_e(u+eu)-K€(d+e5)-PeerH) |E:06d-Peu-K' (453>
€
Para calcular esta composicién se emplea la representacion p de los generadores del
algebra de de-Sitter,

0000t 0 0 0 0 0
00 00O . 0 0 0 0 dy
top(H)=Xx| 0000 0|, d-pP)=X]l 0 0 0 0 d
00 0O00O0 0 O 0 0 ds
t 00 00 0 —dy —dy —ds O
0 Uy Uz U3 0 0 0 0 0 0
U1 0 0 0 0 0 0 —W3 5) 0
U - p(K) = U9 0 0 0 0 s W p(J) = 0 w3 0 —Ww1 0
Uus 0 0 0 0 0 —Wo w1 0 0
0 0 0 0 O 0 0 0 0 O

La matriz M resultante de calcular el lado derecho de la ecuacién (4.53) en general
no sera una matriz correspondiente a una rotacion. A partir de este hecho se obtienen
los parametros desconocidos 5, Uy T, esto es, mediante el requerimiento de que los
elementos pertenecientes a la fila M;; y a la columna M;5 fuera de la diagonal princi-
pal deben ser cero. Con estas condiciones se obtienen 10 ecuaciones para determinar
las 7 componentes de los parametros desconocidos, asi como las 3 componentes del
parametro de la rotacion, . Una vez que se ha obtenido & se resuelve la ecuacién
(4.24) y se obtiene la representacion del generador T. El programa empleado para
realizar estos calculos se presenta en el apéndice F.

La representacion obtenida estd en términos de las coordenadas normales d; y u;,
para expresarlo en términos de las coordenadas ¢; del espacio de-Sitter, asi como de
las velocidades ¢; es necesario encontrar las relaciones entre estas variables. Para esto
se definen la coordenadas normales de la siguiente manera:
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Al aplicar la transformaciéon p(e®F) al vector ¢, = w se obtiene el vector ¢ =
(07 )‘qu f) 17 esto es,

0 0 0 0

1
0
0 (cos(aié—l)a% +1 alaz(cocz(a)\)—l) alag(co;z(a)\)—l) ai siz(a)\) 0
~ 2 .
p(ea P)le _ 0 alag(co;(a)\)—l) (Cos(ai\g—l)a2 +1 agag(co;(a)\)—l) a2 512(a)\) 0
0 a1a3(0052(a)\)—1) aga:;(cos2(a)\)—l) (Cos(a)\g—l)ag +1 a3 sin(al) 0
0 —a sirlll(a)\) _az sirtll(a)\) __ag sliln(a)\) Cos Ela)\) 1
0
Aq1
= g |- (4.54)
Ag3
f
Al resolver estas ecuaciones se obtiene que:
in(A\
g = a; sin a), f =cos(Aa), (4.55)
Aa
donde a = ||a||. Similarmente al aplicar la transformacién p(e?¥) al vector o =t se
obtiene el vector 0] = (7/,7'V’,0), esto es,
COSh(b) b1 sigh(b) b2 sigh(b) b3 sizlh(b) 0 1
) b1 sn;h(b) (cosh(bg—l)bf +1 blbg(col;h(b)—l) blbg(co;l(b)—l) 0 0
p(eb-K)Uil _ b2 sirl;h(b) b1b2(6022h(b)—1) (Cosh(ll))g—l)bg +1 bgbg(COZ;l(b)—l) 0 0
bg sinh(b)  b1bs(cosh(b)—1) babs(cosh(b)—1) (cosh(b)—1)b3 +1 0 0
b b2 b2 b2 0
0 0 0 0
1
vy
= | v |, (4.56)
v
0
de donde se obtienen las relaciones correspondientes,
inh(b
7' = cosh(b), Y = bismb( ), (4.57)

'Esta transformacién es equivalente a la transformacién ¢; = R(i, ¢1)g; del método anterior
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con b = ||b||. Por otra parte, estas coordenadas en el sistema S’ resultan de trasladar
las coordenadas del sistema S; por medio de la transformacién p(e~*T), esto es 0] =
p(e~®P (7)), de donde se obtiene que

v = (4.58)
0 .
YU = o+ a; (-Sm( %) 7@4—(1—cos(xa)“63")), (4.59)
in(\
Yvy = sm(a a>d’-7v+cos()\a)fyv4. (4.60)

De la ecuacién (4.56) se tiene que 7'vj = 0, por lo que usando la ecuaciones (4.55) en
la (4.60), se tiene que

vy = —Aq—f', (4.61)

lo cual es consistente con el requerimiento para que 0, esté en el espacio de de-Sitter.
Empleando las ecuaciones (4.58) y (4.61) en la (4.59) se obtiene

vV-q
VUl = qv; + A 7le Ll (4.62)

Con las relaciones entre las coordenadas normales y las del espacio de de-Sitter en-
contradas, es posible calcular las representaciones de los generadores del algebra de
de-Sitter.

Generador de traslaciones espaciales P

Los parametros correspondientes a esta transformacion son

(1—Adcot(Ad))d- €

Aan (2Ad) (@-Ed;—d - @&
v = an (2 ) (ud 5 ug )’ (464)
T = 0. (4.65)
El parametro de la rotacion correspondiente para esta transformacion es
.. 1

Gp = A\ x dtan <§>\ d) , (4.66)

empleando las relaciones (4.55), se tiene que en términos de las coordenadas ¢; es
G = 2574 (4.67)

1+ f7
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lo cual coincide con el resultado obtenido por medio del método anterior y que conduce
a obtener que la parte del generador de traslaciones espaciales debido a la inclusién
de espin es

qxS
P, =\ : 4.68
1+f (4.68)
Generador de transformaciones de Lorentz especiales
Los parametros correspondientes a esta transformacion son
<ﬁ- E&+d-ad- € (sec(\d) — 1)) (1 — ucoth(u))
v, = d2u2 U; (470)
u coth(u J~gsec Ad) —1
+ () d2( (Ad)—-1) d; + u coth(u) &, (4.71)
d- € tan(\d)
= ——— 7 4.72
T g (4.72)
El parametro de la rotacién asociada es
- —1 Ad))d-€(dx @) tanh (3
G — (fxﬁ)+( +sec(Ad))d- & (d x @) | tan (zu)’ (473)
d? u
que en términos de las ¢; y v] es
Y (o 2 €laxy)
= XV i N =22 . 4.74
KTy (5 AT T
La parte correspondiente de la rotacion en el espacio del espin es
B Y (s ,q-{(axv'-S)
-S = Xv -S4+ . 4.75
R (5 Y JU+) -

Como Jg - S = E -Kg, la parte correspondiente del generador de transformaciones de
Lorentz especiales es

/

o , 5 (@ xVv'-8S)
Ks= 1 <v ><S+>\7f(1+f) q). (4.76)

Empleando la relacién (4.62) para expresar Kg en términos de las velocidades en S,

se obtiene el mismo resultado obtenido con el método anterior
v q
Kq = X (S+Pgx =).
ST+ 5 ( s f )
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El generador de transformacion de Lorentz especiales completo se puede escribir

como ) S
044 5 q -

K= + — X =(S=XN——=q).

qPo 1+~ f( 1 fQ)

Generador de Traslaciones Temporales

Ya obtenidos los generadores J, P y K el generador de traslaciones en el espacio
total se calcula empleando el casimir (4.15) y hasta orden \? estd dado por

: , 2
H:fh+>\2i<2J S 2@8 qxyv l(vvxS))

fh

L+f f 1+v 2 (1+9) e

4.4. Operadores de posicién

Debido a que en el espacio de de-Sitter los generadores de traslaciones en distintas
direcciones no conmutan, no es posible emplear como coordenadas los parametros a,
de las curvas integrales de los P,. Esto se debe a que estos P, generan traslaciones
de los X, por los pardmetros a, y como sus curvas integrales no cierran al comple-
tar un ciclo y regresar al mismo punto debido a la no conmutatividad, estas a, no
pueden ser empleadas como coordenadas. Por este motivo, en el espacio de de-Sitter,
[X,, P,] # 6,u, y no es obvio cual debe ser la relacién correspondiente a la relacién
de Heisenberg. Debido a que no se conoce la relaciéon de Heisenberg correspondiente
para este espacio, no es posible definir totalmente los operadores de posicién. Los X,
no tienen las caracteristicas apropiadas para ser considerados como generadores de
un &lgebra de Lie [19], esto es esencialmente por no ser primitivos (en el sentido de
no ser extensivos), y por este motivo, podria suceder que no sea posible expresarlos
en términos de los generadores del algebra de-Sitter y serian mas bien, elementos
pertenecientes al universal enveloping algebra, por lo que en general, los elementos
resultantes de calcular su relacion de conmutacion también lo serian



Conclusiones y trabajo futuro

= Se propuso hacer una distinciéon conceptual entre dos tipos descripciones del
espaciotiempo. Por una parte, una en la cual la geometria del espaciotiempo es
debida a la presencia de materia y que existe de manera independiente, y por
otra parte, la descripcién de un espaciotiempo que no tiene una geometria por
si mismo, pero en la cual, diferentes particulas ven distintas geometrias.

= La no conmutatividad de los operadores de posiciéon aparece de manera natural
para algunos sistemas que involucran algiin tipo de momento angular intrinseco.
Este fenémeno parece ser debido a que el sistema considerado es extendido en
el espacio mas bien que puntual. Esta causa es de caracter relativista, porque
para sistemas en este régimen y con esa caraceristica, no es posible definir un
centro de masa con una localizacién exacta, sino méas bien distribuido en una
region finita.

= Las componentes del operador de posiciéon para particulas sin espin conmutan,
particulas con espin no conmutan debido al punto anterior y al incluir anti-
particulas vuelven a conmutar, pero esto es debido a que mezclan subespacios
de energias positivas con negativas, por lo si se requiere considerar particu-
las con energia de un mismo signo, se tiene nuevamente la propiedad de no
conmutatividad.

= Se obtuvieron las representaciones del algebra de de-Sitter para el caso de par-
ticulas libres de masa m sin espin, al igual que para el caso de particulas libres
de masa m con espin s. Pero debido a que los generadores de traslaciones ya
no conmutan, es necesario considerar cual debe ser la generalizacion correspon-
diente a la relacién de Heisenberg en el espacio de de-Sitter, esto, por el motivo
de que dicha relacién, es necesaria para construir los operadores de posiciéon y
con esto conocer sus relaciones de conmutacion.

= El método general empleado en la construccién de la parte dependiente del espin
de los generadores del algebra de-Sitter, puede ser estudiado desde el punto de
vista de haces fibrados. A cada transformacién del sistema de referencia se le
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asocia una rotacion espacial, y la manera en que se realiza esta asociacién se
asemeja a la manera en la cual se transfoma la conexion local de un haz fibrado,
lo cual sugiere una manera de definir una conexién en este espacio.



Apéndice A
Haces Fibrados

En este capitulo se hace una revisién de los conceptos relacionados con haces fibrados,
esto, con el proprosito de aplicarlos en la contruccién de un haz principal en el espacio
de-Sitter. Para una revisién més detallada se pueden consultar las referencias [20] y
[21].

A.1. Haces fibrados

En términos generales un haz fibrado es un espacio topoldgico que localmente parece
el producto directo de dos espacios topoldgicos, pero que en general, globalmente no
lo es. A continuacién se definen los elementos que contituyen un haz fibrado, algunos
de los cuales estan representados en la figura A.1.

A.1.1. Definiciones
Definicién A.1.1 Un haz fibrado diferenciable (E, w7, M, F, G) estd definido por los

siguientes elementos:
1. Una variedad diferenciable E llamada Espacio total.
Una variedad diferenciable M llamada Espacio base.

Una variedad diferenciable F llamada Fibra.

-~ W N

1%

Un mapeo 7 : E — M llamado Proyeccién. La imagen inversa 7 !(p) = F,
F es la fibra en p.

5. Un grupo de Lie G llamado grupo de estructura que actiia sobre la fibra F
por la izquierda.
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Lo

U c M

Figura A.1: Representacién esquematica de un haz fibrado

6. Un conjunto de cartas abiertas {U;} que cubren M con un difeomorfismo ¢; :
Ui x F — 7= Y(U;) tal que 7¢;(p, f) = p. El mapeo ¢; se llama la trivializacién
local dado que ¢;' mapea 7 (U;) al producto directo U; x F de manera
biyectiva.

7. Funciones de transicién {t;;}, las cuales cumplen que para un punto p €
U;NUj con U;NU; # @, t5(p) = ¢;p¢jp : F — F es un elemento de G, donde
el mapeo ¢;(p, f) = ¢ip : F' — F, es un difeomorfismo. Entonces ¢; y ¢; estdn
relacionados por el mapeo suave t;; : U; N U; — G como (ver figura A.2)

050, f) = ¢ip: ti () (f))- (A1)

F
ti (P)=0ip°dj o

ti (p)f ‘//'

[ ]

1
i.p

fj

-1
1. P

Tt

o
®
unuy

Figura A.2: Relacion de elementos de la fibra por medio de las funciones de transicion

Por simplicidad se utiliza la notacién £ — M o simplemente E para denotar el haz
fibrado (E,m, M, F,G)
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Con base en la definicién de los elementos anteriores se define el haz coordenado (E,
m, M, F, G, {U;}, {¢:}) el cual es equivalente a otro haz coordenado (E, 7, M, F', G,
{Vit}{i}) si (B, m, M, F, G, {U;UV;}, {¢;U1);}) es también un haz coordenado. La
definicién de un haz fibrado debe ser independiente del conjunto de cartas abiertas
{U;} que cubren el espacio base M por lo que se define como la clase de equivalencia
de los haces coordenados.

Para una carta U; del espacio base M, 7=!(U;) es un producto directo que es di-
feomérfico a U; x F, siendo el difeomorfismo ¢! : 7= 4(U;) — U; x F
Para dos cartas que se traslapan, esto es, U; N U; # O, se tienen dos mapeos ¢; y
¢; en la interseccién U; N Uj, para un punto u € E tal que m(u) =p € U; N U; se le
asignan dos elementos en F, uno por medio de ¢; ' y otro por gb;l como se muestra
en la figura A.2.

¢ (W)= (. fi) &5 (u) =, ). (A.2)
Existe un mapeo t;; : U; N U; — G el cual relaciona f; y f; como fi = t;;(p)f;-
Esto es equivalente a la ecuacién (A.1). Para que fibras pertenecientes a la zona de
intersecccion de varias cartas puedan ser identificadas consistentemente se requiere
que estas funciones de transicion satisfagan las condiciones de consistencia siguientes:

ti(p) =id (pely),
tis(p) = t;i(p) ™" (p e U;NUy), (A.3)
tij(P)tjk(p) = tin(p) (pelUnU;NU).

Al haz fibrado en el cual todas las funciones de transiciéon son mapeos identidad se le
conoce como haz trivial y es un producto directo M x F'.

Dado un haz fibrado E —— M, el conjunto de funciones de transicién no es tnico.
Sea {U;} una cobertura de M, {¢;} v {¢;} dos conjuntos de trivializaciones locales
que producen el mismo haz fibrado. Las funciones de transicién de la respectivas
trivializaciones locales son

tij(p) = Cbi_,lﬁbj,p,
tii(p) = GipPin- (A4)
Se define un mapeo g;(p) : F' — F en cada punto p € M por
9i(p) = Cbi_,lﬁgi,p- (A.5)

Para que {¢;} y {¢;} describan el mismo haz fibrado se requiere que el mapeo g;(p)
sea un homeomorfismo perteneciente G. De la ecuaciones (A.4) y (A.5) se obtiene
que

ti; = 9i(p) " "ti;(p)g;(p) - (A.6)
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Si el haz es trivial, es posible fijar que todas las funciones de transicién sean el mapeo
identidad. Entonces la forma més general de las funciones de transicion es

tiy = gi(p)""g;(p). (A7)

Se define una seccién de E como un mapeo diferenciable s : M — FE el cual satisface
que 7s = idyr. s(p) es un elemento de F, = 7~ !(p). El conjunto de secciones en M se
denota con I'(M, E). De igual forma para una carta U C M se puede establecer una
seccion local definida unicamente en U y el conjunto de secciones locales sobre U
se denota por I'(U, E). No todas los haces fibrados admiten secciones globales. Esto
puede verse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1 Haz tangente unitario a la esfera S?
Considerando la esfera S? encajada en R?® como z? + y? + 22 = 1, las coordena-

das esterograficas para los hemisferios unitarios norte y sur se obtienen por medio de
los mapeos

o (o ¥) = (1)

1+2 142
T
O'sZ(Xs,Ys) = (1_2,132).
Los respectivos mapeos inversos son

-1, 1 2

oy (v,y,2) = 172 (QXN,2YN,1—RN),
N
1

e = —— (2X5,2Ys, B2 — 1)

Og (I,y,Z) 1+R%~( S,«48,1lg )

donde R% = X% + Y2 y R% = X2 + Y2

Entonces la funcién de transicién ¢yg = oy ooz ! en la regién de interseccién corres-
S S
pondiente a una franja extendida ligeramente alrededor del ecuador es

Xg Yg
Yns  (Xn,YN) = <—27 —2) :
Rg Ry
El haz unitario tangente TS? sobre una carta U de la esfera S2, localmente es U x S,
donde S! es el espacio de direcciones, esto es, de vectores unitarios tangentes.
Para asignar coordenadas a S', primero se escoge como referencia el campo vectorial
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0/0x, en la carta Ug y se mide en sentido antihorario el angulo fg que forma con
respecto a cualquier otro vector. De esta manera, el campo vectorial 0/0x, serd la
superficie (Xg, Ys, 05 = 0) en TyUs.

Similarmente para asignar coordenadas a ToUy, en la carta Uy se mide el angulo 6y
que forma algin vector con respecto al campo vectorial —d/0x,, en el sentido horario.
Con estas convenciones, el pushforward del vector 0/0x, en la carta Uy es

Y3-XZ 0 2XsVs O

*8 3 - )
Y0/ Oxs RL 09Xy  RL OYy

o0, en términos de las coordenadas de Uy

0
— —2XNYN—.
Xy NN oYy
Esto también puede ser escrito en funcion de 6y, empleando la parametrizacién Xy =
cos(Oy +m) y Yy =sen(fy + ) ! se tiene

Uns0/0xs = (Y — X%)

0 0
Ungs0/0xy = — 008(29]\;)% — sen(29N)E. (A.8)
La grafica de este campo vectorial estd en la figura A.3 (también se muestra el campo
vectorial 0/0x,), en ésta se observa que el indice de Kronecker de este campo vecto-

rial es 2.

Figura A.3: Campo vectorial ¢yg.0/0x, sobre el ecuador en la carta Uy

Otra aproximacién serfa calcular la imagen del campo vectorial 9/0x, sobre S? la
cual es

05 (0)0xg) = (1 — 2 — 2)0/0y — 2y0/0, + (1 — 2)0/0.. (A.9)

19 se mide en sentido horario desde —0/0XN
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La gréfica de este campo vectorial sobre S? se ilustra en la figura A.4. Como ¥yg, =
(on 0 0g'). = (on, 0 05), su proyeccién estereografica en el hemisferio norte es el
campo vectorial de la ecuacion (A.8).

Figura A.4: Campo vectorial o, (9/dx,) sobre S?

TyS? se obtiene uniendo los bordes de TyUy v TyUg a lo largo del ecuador. Cada borde
es hemeomorfico a un toro, porque en cada punto del ecuador se tiene una copia de
St esto es, St x S = T?2. Entonces para unir los bordes de ToUy v ToUg es necesario
identificar los toros correspondientes a cada hemisferio, una forma de realizar esto es
identificar el vector 0/0Xg con su imagen en TyUy, lo cual corresponde a la unién
de los bordes para 65 = 0. De acuerdo a la figura A.3, esta identificacion consiste
en rotar la imagen por un angulo #g = 2¢ — 7, donde ¢ es el angulo medido en
sentido antihorario sobre el plano ecuatorial. La grafica de la unién para g = 0 se
muestra en la figura A.5. Por lo tanto, al unir consistentemente el campo vectorial

Figura A.5: Unién de los bordes de ToUy v ToUs

0/0x, con su imagen en el hemisferio Norte, ésta completa dos vueltas al recorrer
una vez el ecuador. De igual manera, es posible identificar los toros de forma que la
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imagen en el hemisferio opuesto complete n vueltas al recorrer el ecuador. Cada una
de estas identificaciones se caracteriza por su correspondiente n y debido a que estas
identificaciones implican giros, no es posible establecer una seccion global, por lo que
el haz es no trivial. ¢

A.2. Haces Principales

Definicién A.2.1 Un haz fibrado principal es un haz cuya fibra F es idéntica (di-
feomorfa) al grupo de de estructura G.

Un haz principal P —— M se denota como P(M, ) y también se le llama un haz G
sobre M.

Las funciones de transicion actian en la fibra por la izquierda y por ser F' = G, la
accién de G sobre F' es por multiplicacién por la derecha. Sea ¢; : U; x G — 7~ 1(Uj)
la trivializacién local dada por ¢; *(u) = (p, g;) donde v € 7=(U;), g; € Gy p = 7 (u).
La accién por la derecha de G sobre 7—(U;) se definida por ¢; *(ua) = (p, gia), esto es
ua = ¢;(p, g;a) para cualquier a € Gy u € 7~ (p). Dado que la accién por la derecha
conmuta con la accién por la izquierda, la definiciéon anterior es independiente de la
trivializacion local empleada. Para un punto p € U; NU;, empleando las funciones de
transicién para pasar de una carta a otra se tiene que,

(ua) = ¢;(p, gja) = ¢;(p, tjigia) = ¢(p, gia),

de donde se ve que la multiplicacién por la derecha se define independientemente
de las trivializaciones locales empleadas. Esto se denota por P x G — P o como
(u,a) — ua. La multiplicacién por la derecha mueve los elementos del espacio total
sobre su propia fibra, por lo que 7(ua) = m(u).

La accién por la derecha de G sobre 7~!(p) posee dos propiedades:

Es transitiva porque F, = 7 '(p) es difeomédrfico a G y G actiia sobre G transi-
tivamente por la derecha. Por lo que para cualesquiera ui,us € 7 '(p) existe un
elemento a del grupo G tal que u; = usa. Entonces si m(u) = p, es posible construir
la fibra completa como

7' (p) ={ua|a € G}.

Es libre, si ua = u para una cierta u € P, entonces a debe ser el elemento unidad e
de G. Esto es porque si u = ¢;(p, g;), entonces

éi(p, gia) = ¢i(p, gi)a = ua = u = ¢;(p, g;)



66 Haces Fibrados

y dado que ¢; es biyectiva, se debe cumplir que g;a = g;, lo cual implica que a = e.

Dada una seccién s;(p) sobre U;, se puede definir una trivializacién local ¢; : U; x G —
7~ H(U;) de la siguiente manera: Para u € 7~ '(p), p = U; existe un tnico elemento
gu € G tal que u = s54(p)gu, entonces ¢; se define por ¢; ' (u) = (p,g,). En esta
trivializacion local, la seccion s;(p) se expresa como:

si(p) = di(p, e).

A esta trivializacion local se le denomina trivializaciéon local candnica. Por defi-
nicién ¢;(p, g) = ¢(p,e)g = si(p)g. Si p € U; N Uj, las dos secciones correspondientes
si(p) y s;(p) estan relacionadas por las funciones de transicién t;;(p) de la siguiente
forma:

si(p) = ¢i(p,e) = &;(p, tji(p)e) = &;(p, t;i(p)) = &;(p, e)t;i(p) = s;(p)t;i(p)-



Apéndice B
Conexiones en haces fibrados

En este capitulo se define el concepto conexién en haces fibrados de una manera
abstracta pero geométrica, esto, con el motivo de aplicarlo en la definicién de una
conexion en el haz principal cuyo espacio base es el espacio de-Sitter y con esto
obtener el concepto asociado de transporte paralelo. Las demostraciones relativas a
este capitulo se encuentran en el apéndice A. Para informacién mas detallada sobre
este tema se pueden consultar las referencias [20] y [21].

B.1. Conexiones en Haces principales

La definicién de conexién en un haz principal esta basada en la separacion del espacio
tangente en un punto u € P, T, P, en subespacios “vertical” y “horizontal”. Por otra
parte, las conexiones también se definen como 1-formas con valores en el algebra de
Lie, pero es posible demostrar que ambas definiciones son equivalentes.

B.1.1. Propiedades de grupos y algebras de Lie

Sea G un grupo de Lie, la accién por la izquierda L4 y la accién por la derecha R,
estan definidas respectivamente por L,h = gh 'y R,h = hg para g, h € G. Ly induce
un mapeo L, : T(G) — T, (G). Un campo vectorial invariante por la izquierda
X, satisface que L, X = Xy, Los campos vectoriales invariantes por la izquierda
conforman un algebra de Lie de G, denotado por g. Dado que X € g se especifica
por su valor en el elemento unidad e, y vice versa, entonces existe un isomorfismo
g ~ T.(G) en el espacio vectorial. El dlgebra de Lie g es cerrado bajo el bracket de
Lie, [T, T3] = faﬁwTy, donde {7, } es una base de g y las fOCﬁ'Y son las constantes de
estructura. La accién adjunta Ad : G — G se define por Ady,h = LyR,-1h = ghg™'.
Al mapeo tangente de Ad, se le llama mapeo adjunto y se denota por ad, : T;,(G) —
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Tyng-1(G). Si se restringe a T,(G) ~ g, entonces ad, mapea g a si mismo, esto es,
ad,:g—gsi A— gAg~! con A €g.

B.1.2. Definiciones
Sea u un elemento del haz principal P(M, Q) y sea G, la fibra en p = m(u).

Definicién B.1 FEl subespacio vertical V, P es el subespacio de T, P el cual es tan-
gente a G, en u.

V. P se construye de la siguiente forma:
Sea A un elemento de g y a; = exp(tA) el grupo uniparamétrico generado por A, por
medio de la accion por la derecha

R,, = uay (B.1)

se define en P una curva que pasa por u en t = 0. Como 7(u) = 7(ua;) = p, esta
curva estd sobre G,. Se define el vector fundamental A* € T, P por

A* f(u) = di (way) li=o (B.2)
t

donde f : P — R es cualquier funcién arbitraria diferenciable. A* € T,,G, C T,,P, por
lo tanto A% € V, P. De esta forma se define un vector A# para cada punto de P y se
construye el campo vectorial A# llamado campo vectorial fundamental generado
por A. Por lo anterior existe un isomorfismo entre espacios vectoriales # : g — V,, P
dado por A — A#. Para X € V,P se cumple que 7,X = 0 (ver demostracién C.1).
El isomorfismo # preserva la estructura del algebra de Lie (ver demostraciéon C.2)

[A*, B#] = [A, B]*. (B.3)

El subespacio horizontal H, P se define como el complemento del subespacio V,, P
en T, P y esta especificado univocamente una vez que se define una conexién en P,
de acuerdo con lo siguiente:

Definicién B.2 Sea P(M,G) un haz principal. Una conexion en P es una sepa-
racion unica del espacio tangente T, P en el subespacio vertical V,,P 1y el subespacio
horizontal H,P tal que

1 FEl espacio tangente de P es la suma de los subespacios horizontal y vertical

T.P=H,P3®V,P.
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2 Un campo vectorial suave X sobre P estd separado en campos vectoriales suaves
XH e H,PyXYeV,P, estoes X = X"+ XV

3 H,,P = R,H,P para cualquieruc P y g€ G.

La condicién 3 establece que los subespacios horizontales H,P y H,,P en la misma
fibra estan relacionados por el mapeo lineal R, inducido por la accién por la derecha
(ver figura B.1). Debido a esto, el subespacio en H,P en u genera todos los demds
subespacios dentro de la misma fibra. Esta condicién asegura que si un punto u es
transportado paralelamente, entonces cualquier multiplo constante ug con g € G,
serd transportado de la misma manera (como se vera en la secciéon B.1.5).

Figura B.1: El subespacio horizontal H,,P se obtiene del subespacio H, P por medio
de la accion por la derecha

B.1.3. La 1-forma de conexion

Para separar T, P en los subespacios vertical V, P y horizontal H,P de manera sis-
tematica se define una 1-forma valuda en el dlgebra de Lie w € g ® T*P llamada
1-forma de conexién.

Definicién B.3 La I-forma de conerion w € g @ T*P es una ley que realiza la
proyeccion de T, P sobre su componente vertical V,,P ~ g. Las propiedades de esta
proyeccion son las siguientes:



70 Conexiones en haces fibrados

1. La 1-forma de conexién proyecta cualquier campo vectorial fundamental A* en
el espacio total P al vector A del dlgebra de Lie, que lo genera.

wA*)=A Acg (B.4)

2. Satisface (ver demostracion C.3)

(szug)(Xu) = Wy (Rge Xu) = (adg-1w,)(Xy). (B.5)

Se define el subespacio horizontal H,P como el kernel de w
H,P={XeT,P|w(X)=0} (B.6)

Esta definicién es consistente con la definicion B.2, dado que w realiza la separaciéon
de T, P en los subespacios H, P y V,P y cumple el iltimo axioma (ver proposicién

C.1).

B.1.4. La 1-forma de conexion local

Sea {U;} una cobertura abierta del espacio base M y sea o; una seccion local definida
en la carta U;. Se define sobre U; una 1-forma A; con valores en el dlgebra de Lie g,
como el pullback por g; de la 1-forma de conexién w

Ai=ofw € g QNU) (B.7)

Inversamente, dada una 1-forma A; con valores en g en U;, es posible reconstruir una
1-forma w cuyo pullback por o} sea A; (ver demostracion C.4)

Teorema B.4 Dado una 1-forma con valores en g, A; sobre U; y una seccion local
o; : Uy — 77 1(U;), entonces existe una I-forma de conexion w tal que A; = ofw en
Ui

Esta 1-forma w se define por
wi = g; ' Aigi + g5 N dpg;. (B.8)

La 1-forma de conexién w definida de esta manera satisface tanto la ecuacién (B.7),
como los axiomas de la definicién B.3, (ver demostracién C.5). Para que w este definida
univocamente sobre P, esto es que la separacion de T, P = H,P & V, P sea tnica, se
debe cumplir que w; = w; en U;NU;. Para cumplir esta condicién las formas locales A;
y A; deben estar relacionadas de manera particular por alguna funcién de transicion,
la cual se encuentra empleando el siguiente lema
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Lema B.5 Sea P(M,G) un haz principal, o; y o; secciones locales sobre U; y U; tal
que U;NU; # @.
Para X €¢ Ty,M yp e U;NU;, 0. X y0;.X satisfacen

donde t;j : UyNU; — G es la funcion de transicion.

La condicién de compatibilidad se obtiene aplicando la relacién (B.9) a la 1-forma w,
con lo que se obtiene

aj*w(X) = Rtij*w(ai*X) + t;ldtw (X)
= ti_jlu)(O'i*X)tij + ti_jldtij (X)

Como lo anterior es vélido para cualquier X € T,M, empleando los axiomas de la
definicién B.3, la ecuacion anterior se reduce a

A =t Aty 4+t . (B.10)

que es la condicién de compatibilidad entre A; y A;. Inversamente, dadas una cober-
tura abierta {U;}, las secciones locales {o;} y las formas locales {A;} que cumplan
la ecuacién (B.10) es posible construir la 1-forma w con valores en g sobre P. Dado
que en un haz principal no trivial no es posible tener una seccion global, el pullback
A; = 0}w existe localmente pero no necesariamente de manera global.

B.1.5. Levantamiento horizontal y transporte paralelo

El transporte paralelo de un elemento de un haz principal a lo largo de una curva en
el espacio base M esta dado por el levantamiento horizontal de la curva al espacio
total P.

Definicién B.6 Sea P(M,G) un haz principal y sea v : [0,1] — M una curva sobre
M. Una curva 7 : [0,1] — P es el levantamiento horizontal de la curva vy si su
proyeccion es esta misma curva vy, esto es Ty = 7 y si los vectores tangentes a (t)
pertenecen a HyP.

Sea X un vector tangente a 5(t), entonces satisface que w(X) = 0 por definicién, esta
condicién es una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) y el teorema fundamental de
las EDO garantiza la existencia local y unicidad del levantamiento horizontal.

Teorema B.7 Sea :[0,1] — M una curva en M yug € 7= 1(7(0)). Entonces existe
un unico levantamiento horizontal 5(t) en P tal que 7(0) = uyg.
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La curva #(t) se construye de la siguiente forma. Sea una carta U; que contiene a 7y
y sea o; una seccién sobre U;. El levantamiento horizontal 7, éste puede expresarse
como ¥(t) = o;(y(t))g:(t), donde ¢;(t) = g;v(t) € G. Sin pérdida de generalidad, se
puede tomar una seccién tal que o;(7(0)) = 5(0), esto es ¢;(0) = e. Sea X un vector
tangente a v(¢) en v(0). Entonces X = 7,(X) es tangente a 4 en ug = 5(0), como el
vector X es horizontal, entonces w(X) = 0. De acuerdo con el lema (B.5) se tiene que

X = X = Ryu(00X) + (9, ()dgi(X))*
9 ()00 X) gi(t) + (g5 (t)dgi (X))

Aplicando w a esta ecuacion se tiene

~ _ _ dgz t
0= w(X) = g7 Do X)alt) + 97 () 250,
Multiplicando por la izquierda por g; se tiene
di(E ) = —w(0uX)g(t). (B.11)

El teorema fundamental de las EDO garantiza la existencia y unicidad de la solucién
de la ecuacién (B.11).

Corolario B.8 Sea 7' otro levantamiento horizontal de v tal que 5'(0) = 4(0)g,
entonces '(t) = 4(t)g para todo t € [0,1].

Demostracion: El subespacio horizontal es invariante por la derecha, esto es, R, H, P =
H,,P. Sea 7 el levantamiento horizontal de v, entonces 7, : t — (t)g es también le-
vantamiento horizontal de v(¢) dado que sus vectores tangentes pertenecen a H,, P,y
por el teorema (B.7) se tiene que 4’ es el tnico levantamiento horizontal que empieza

en ¥(0)g.

Ejemplo 2.1 Levantamiento horizontal de una curva en el haz principal
P(R? A(1))

Se considera como el haz principal P(R?, A(1)) = R? x A(1), donde el espacio base

es M = R? y el grupo de estructura G es el grupo afin A(1). La representacién de un
elemento de este grupo es:

) =(5 1) seaw (B.12)
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El elemento unidad de este grupo corresponde a (¢ = 0,b = 0)
Los generadores del dlgebra de Lie a(1) tienen como representacién

= (g o) wra=(y ) (B.13)

Se elige la 1-forma de conexion local como A = T, ®dX +T,.®dY , cuya representacion
es

dy dXx ) | (B.14)

p(A)I( 0 0

Se escoge como seccién local o : (x = X,y = Y,b = X,¢c =Y). Con esta eleccién
cualquier elemento u de la fibra queda definido por u = og,, donde

Gu = ( €_g+c e_y(bl_x) ) . (B.15)

g, v dg, estdn dados por:

I ey~ —e°(b—ux)
gu - ( O 1 )

eV=°(—dy +dc) e Y(—dy(b— x) + db— dx)

Se calcula la 1-forma w que define el espacio horizontal, definida por

w = g, 7 (A)gu + g, ' dgu.

Sustituyendo los resultado anteriores se obtiene

L < oéc e~ ((ev _Ol)dx + db) ) ' (B.16)

Lo cual se puede escribir en terminos de los generadores T; y 1. como:
w=T.®dc+e T, @db+ e (e’ — 1)1}, ® dx. (B.17)

Se elige como curva y(t) en el espacio base M, el circulo unitario cuya parametrizacién
esta dada por

~(t) = (cos(t), sen(t)).
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El levantamiento horizontal de esta curva en el espacio total P serd la curva (t)
parametrizada por

A(t) = (cos(t), sen(t), b(t), c(t)). (B.18)

Los vectores tangentes a §(t) que se desean transportar paralelamente son:

X(t) = %’y(t) = (—sen(t), cos(t), B(t), é(t))

Para que un elemento tangente al grupo sea transportado paralelamente en el espacio
total P se debe cumplir que pertenezca al kernel de la 1-forma w, por lo que para
una curva y(t) que pasa por u en t = 0 se tiene que:

w(3(t)) =0, (B.19)
de esta condicion de tranporte paralelo se tiene:
w(X(t) = —e O sen(t)(e*™® — 1T, + e Ob(t)T,, + ¢(t)T, = 0.
Como Tj, y T, son linealmente independientes se debe cumplir que:

e(t) = 0,
b(t) = e “Osgen(t)(e*™® —1).

De la primera ecuacién diferencial se tiene que ¢ = cte, y si ahora se elige que 7(t)
empieze desde la unidad de A(1), entonces ¢(0) = 0y b(0) = 0y por lo tanto ¢(t) = 0.
De la segunda ecuacién, del resultado para c(t) y de la condicién inicial para b(t) se
sigue que

b(t) = /Ot sen(7) (e — 1)dr. (B.20)

Finalmente la curva 7(t) que satisface que sus vectores tangentes son tranportados
paralelamente en T P es

3(t) = (cos(t), sen(t),/O sen(7) (5™ — 1)dr, 0). (B.21)

La grafica de esta curva en el espacio x-y-b se muestra en la figura B.2, en ésta se
observa que al completar v(¢) un periodo, su levantamiento horizontal 4(t) tiene una
holonomia en la direccién b. ¢

Sea v : [0,1] — M una curva, para un punto ug € 7 '(vy(0)), existe un tnico le-
vantamiento horizontal 5(t) de v(t) a través de ug y por lo tanto un tnico punto
up = §(1) € 7 1(y(1)), ver figura (B.3). u; es el transporte paralelo de ug por
encima de 7. Esto define un mapeo I'(7y) : 771(7(0)) — 7~ 1(~(1)) tal que ug — u;.
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1 X(®)

AN

b(t) 2

y(®)

Figura B.2: Levantamiento horizontal de v(¢) en P(M, A(1))

El corolario (B.8) asegura que I'(¥) conmuta con la accién por la derecha R,.. Esto se
debe a que ¥(t)g es el levantamiento horizontal através de upg y u1g y de la unicidad
del levantamiento horizontal através de ugg se tiene que

u1g = I'(7)(uog)-

Por otra parte se tiene que R,I'(7)(ug) = u19 y I'(F)Ry(uo) = I'(7)(uog), por lo tanto
R,T(%)(uo) = T'(7)Ry(uo) y dado que esto es valido para toda ug € 7 (7(0)), se
tiene que

R,T(7) = T()R,. (B.22)

B.2. Curvatura

B.2.1. Derivada covariante en haces principales

La conexién w de un haz principal P(M, G) separa T,,P en H,P ® V, P y de acuerdo
con esto es posible descomponer un vector X € T,P como X = X7 + XV donde
Xt eceH,Py XV eV,P.

Definicién B.9 Sea ¢p € Q" (P)®V y X4,..X,11 € T, P, la derivada covariante
de ¢ se define por
Do(Xy, .. Xop1) =dpo( X, .. X)) (B.23)

donde dpp = e, @ dpp®
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g

Figura B.3: Una curva ~(¢) en M y sus levantamientos horizontales J(t) y 4(t)g

B.2.2. Curvatura

Definicién B.10 La 2-forma de curvatura ) es la derivada covariante de la

1-forma de conexion w
Q=Dwe g 2(P). (B.24)

La 2-forma de curvatura satisface que (ver demostracion C.7)
R Q= Ad,Q acG. (B.25)

Sean ( = T, ® (* una p-forma y n = T,, ® n® una g-forma, ambas con valores en g,
donde ¢* € QP(M), n* € QU(M) y {T,} es una base de g. Se define el conmutador

de ¢ y i por

[¢nl = CAn—=(=1)"nA(
= T.T¢" A’ — (=1)P"TTan” A ¢
= [T, Tl @ ¢ A1 = [Ty @ ¢ AP (B.26)
Sin = (, de la ecuacion anterior se tiene
€ ) =2CAC = fo5' T, @A CP. (B.27)

Teorema B.11 Sean X,Y,€ T, P, entonces ) y w satisfacen la ecuacion de estruc-

tura de Cartan
QX,Y) =dpw(X,Y) + [w(X),w(Y)] (B.28)
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Escribiendo la 1-forma de conexién como w = T, ®w® y empleando la ecuacién (B.26)

[w,W](X,Y) = [Ta, Th] @ w* Aw?(X,Y)
= [T, Tg] ® (@*(X) (V) = W (X)w(Y))
= [wX),w)] = [w(Y), w(X)] = 2[w(X),w(Y)]

por lo que la ecuacién (B.28) queda como
1
Q= dpu) + i[w,w]

y por medio de la ecuacién (B.27) Q también puede escribirse como
Q=dpw+wAw. (B.29)
Se puede demostrar que la definicién B.10 y el teorema B.11 son equivalentes (ver

demostracién C.7).

B.2.3. Forma local de la curvatura
La forma local de la curvatura €2 se define como
F = o*Q) (B.30)

donde o es la seccién local definida en una carta U de M. % se expresa en términos
de la forma de conexién local A como

F =dyA+ AN A (B.31)

donde dj; es la derivada exterior en el espacio base M. La evaluacion de F sobre
vectores de T'M esta dada por

FZ(X,Y) = dy A(X,Y) + [AX), A(Y)). (B.32)

Teorema B.12 Sean U; y U; cartas traslapadas de M y sean F; y F; las formas
locales de las curvaturas en las respectivas cartas, en la zona de interseccion U; NUj,
éstas satisfacen la condicion de compatibilidad

ﬁj = Adtflg' == t-_-lgitij (B33)

i
ij R

donde t;; son la funciones de transicion en la region U; N U; (ver demostracién C.8).
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Conexiones en haces fibrados




Apéndice C

Demostraciones referentes a
conexiones en haces fibrados

Demostracién C.1 Para X € V, P, existe un A € g tal que X = A*,, entonces

u’

X = W*A#u = m%(u at> li=0

- %(W(“ at) |i=0= %(W(U)) = i(P) =0 u (C.1)

Demostracién C.2 Sean A y B € T,G y A* y B¥ sus vectores fundamentales
asociados en P. El conmutador de dos vectores [X,Y] es la derivada de Lie del vector
Y alo largo de X, por lo que

1
# p#| — # _— 1{m — #| #
(A%, B¥) = L3 B* = lim < (B |. —(Ro).B* n,_,)
donde a; = exp (tA). Como (Rg, )« = (ad,_,)(Lq, )+, entonces

1
[A#, B#] = 1im ~ (B# le —(adexp(_tA))B# |e)

t—0 t
por otra parte
ad,B™ |, = adgﬁ exp(tB) = d_t(g exp(tB) g™ )

d _ d
= o exp(gtBg™"') = Eexp(tang) = (ad,B)* |.
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ademds, el mapeo # es lineal debido a que es un isomorfismo entre espacios vecto-
riales, y por lo tanto

.1 #
[A#’ B#] = 11_{% + (B |e _(adOXp(—fA))B |6)

dado que T,G es un espacio vectorial de dimensidn finita, el mapeo lineal # : A — A%
es continuo y por lo tanto el proceso de limite puede ser realizado antes que #.

t—0 t

1 #
4%, 5% = (1 (B 1. ~ado) B 1))

procediendo similarmente a los pasos anteriores pero en sentido inverso se tiene

1 #
(A#, B¥)] — (hm—<<B o —(Ropun). B |Rat<e>>)

t—0 ¢

que es la derivada de Lie del vector B a lo largo del vector A, con lo cual finalmente

se obtiene
A%, B*] = [A,B]* ® (C.2)

Demostraciéon C.3 Dado que cualquier campo vectorial X € T, P puede descompo-
nerse en un campo vectorial horizontal y en un campo vectorial vertical es suficiente
verificar esta condicion para los dos siguiente casos

i) X es horizontal, es decir X € H,P, entonces por el punto 3 la definicién B.2,
también serd horizontal, o sea Ry X, € H,zP para todo g € G y por lo tanto,
ambos, wyg(RgXy) y Ady-1w,(X,) se anulan.

ii) X es vertical, suponiendo que X € V, P es el campo vectorial fundamental A% ge-
nerado por el vector A. Entonces A% es inducido por el grupo de uniparamétrico
Ra,, y por lo tanto A% |,€ V, P es tangente a una curva y(t) = Ry,u que pasa
poru € G ent =0, es decir u=(0). De esto se sigue que el vector

(Rg*A#) |ug: Rg*(A# |u) S VugP

es tangente a una curva ¥(t) = RyRq, (u) = RyRq, Ry-1ug, esto dltimo porque
u = R,-1ug. Con esto se tiene que el campo vectorial Ry A% |, es inducido por
el grupo uniparamétrico de transformaciones RgR,, Ry = Ry-14,4.

Como g~'arg es el grupo uniparamétrico generado por (ad,-1)A € g, entonces
para todo g € G, Ry.(A%) es el campo vectorial fundamental correspondiente a
(ad,-1)A € g. Entonces se tiene que

(Rg*w)u(A#) = wug(Rg*A#) = (ady-1)A = (ady—1)(wu (X))
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Con ambos casos verificados se comprueba que esta 1-forma satisface el requerimiento
(B.6). &

Proposicion C.1 Los subespacios horizontales satisfacen que
Ry, H,P = H,,P (C.3)

Demostracion: Se fija un punto uw € P y se define H, P por (B.6). Se toma un vector
X € H,P y con éste se construye Ry X € T,,,P y con esto se encuentra que

W(RguX) = Ryw(X) = adg-w(X) = g 'w(X)g=0

porque w(X) = 0 y de acuerdo con esto Ry, X € H,,P. Con base en lo anterior se
ve que Ry, es un mapeo lineal invertible y por lo tanto cualquier vector del espacio
horizontal Y € H,P se puede expresar como el pushforward de otro vector X, esto
es Y = Ry X para algin X € H,P. Con esto se demuestra que la definicion con la
1-forma de conexion w es equivalente a la que emplea la conexion, dado que w separa
T.P en H,P ® V,P en concordancia con los axiomas de la definicion B.2. B

Demostracion C.4 Se define una 1-forma sobre P con valores en g como
w; = gi_lﬂ*Aigi + gl_ldpgl (C4)

donde dp en la derivada exterior en Py g; es la trivializacion local candnica definida
por ¢ (u) = (p, g;) parau = o;(p)g;. Primero es necesario demostrar que ofw; = A;.
Para X € T,M se tiene

ojwi(X) = wi(0iX) = 1" Ai(0:.X) + dpgi(Uz'*X) = A;(m.0uX) + dpgi(Uz'*X)

donde se ha empleado que 0, X € T, P y por lo tanto g; = e dado que estd en o;.
Ademds el pushforward de la proyeccion de la seccion local es el mapeo identidad en el
espacio tangente de P en o;, esto es m,04 = idr, (), asi como también dygi(0ixX) =0
dado que g; = e en 0, X. Con todo esto finalmente se tiene ofw;(X) = A;(X). B

Demostracién C.5 w satisface los axiomas de la definicion (B.3)
1. Sea X = A% € VP para alqin A € g, evaluando X en w se tiene
wi(AF) = g7 7" Ai(A7)gi + g7 dygi(AT)

en el primer término se tiene g; ' A;(A%)g; = g7 ' Ai(m. A7) g; y del resultado
C.1 se tiene que w,(A%) =0, por lo que solo queda el sequndo término

S(AF) = g7 (A7) = g ) LA

dexp(tA
(O e M
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por lo que si cumple que cualquier campo vectorial fundamental lo proyecta a
su vector generador.

. Sea X € T,P, y h € G, el pullback de w por h
Riwi(X) = wi( Rpe X) = g50p Ai(Tu R X) Gius + G dpGiun (R X)
TR, = m, por lo tanto m, Ry, X = m, X, ademds g;un = giuh, por lo que
Rywi(X) = h™' g3,  Ai(m R X) giuh + W g7 dp Giuan (R X))

en el sequndo término se tiene que para una curva Y(t) que pasa por u = v(0)
y cuyo vector tangente en u es X

d

d
dpgiuh(Rh*X> = %giy(t)h ‘t:OI %gw(t) ‘t:O h = dpgw(X)h

con lo que finalmente se obtiene

Rywi(X) = h7'g; Ai(me Rua X)giuh + h ™" g5, dpgiu(X )
= hlw;Xh

por lo que satisface el requerimiento Ryw; = Adp-1w;

Entonces la 1-forma w con valores en el dlgebra de Lie definida por (B.8) satisface
ambos, la condicion A; = ofw; y los axiomas de la 1-forma de conexion. B

Demostracion C.6 (R,.X)" = R,.(X) porque R,. preserva subespacios horizon-
tales (inciso 8 de la definicion B.2) y ademds conmuta con dp, esto es, dpR: = Ridp.
Aplicando R a la definicion B.10 y empleando las definiciones B.9 y B.3 se tiene

RQX,Y) = QRuX,ReY) =dpw((ReX)", (ReY)H)

dpw(Rux X, Ry YH) = Ridpw(XH, YH)

= dp R w( X", Y") =dp(atwa) (X", YH)
atdpw(X? YHYa=0a""Qa

donde se uso que a es un elemento constante y por lo tanto dpa = 0. B

Demostracion C.7 Se comprueban ambas definiciones para los siguientes casos

Los dos vectores son horizontales {X e H,P,Y € H,P}
Un vector es horizontal y el otro vertical {X € H,P,Y € V,P}
Los dos vectores son verticales {X e V,P,Y € V,P}
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Es suficiente comprobar estos tres casos porque w es lineal y antisimétrico y por
lo tanto son wvdlidos para cualesquiera vectores X y 'Y .

De la definicion B.10
QANX,Y) =dpw(XT V) (C.5)

Del teorema B.11
Q(X,Y) =dpw(X,Y) + [w(X),w(Y)] = (dpw +w Aw)(X,Y) (C.6)

Caso (1) Sean X,Y € H, P, entonces por la definicion de w, w(X)=0yw(Y) =0,
de la sequnda definicion se tiene Q*(X,Y) = dpw(X,Y). Por otra parte dado que
X = X" yY =YH en la primera definicion Q' = dpw(XH, Y1) = dpw(X,Y),
entonces Q' = Q2.

Caso (2) Sean X € H,P,Y € VP, de la forma

X = X'H,+ XV,
Y = Y'H,+Y°V,

Tales que en un punto u € P, X*|, = 0 y Y, = 0 y donde {H;} y {V.} son
los vectores en una determinada base de los espacios Horizontal y Vertical respecti-
vamente.

Como Y|, =0, entonces por la linealidad de las formas, Q*(X,Y) = 0 segin la
primera definicion.

Por otra parte, debido a que la evaluacion de una p-forma depende unicamente
del punto en el cual se evalua y como w(X,) = 0, entonces [w(X),w(Y)]|l. = 0, por
lo que la evaluacion de estos vectores en la sequnda definicion es

O(X,Y) = dpw(X,Y) = Xw(Y) - Yw(X) — w([X,Y])

Como los vectores X yY actian como operadores diferenciales, es necesario cono-
cer como se comportan en una vecindad alrededor de u las funciones que resultan de
evaluar la 1 - forma en los vectores, posteriormente aplicar los vectores y finalmente
evaluar en el punto u

De la definicion de la 1-forma de conezion se tiene que w(H;) = 0 y por lo tanto
la evaluacion de la forma da

dyw(X)Y) = (X'H;+X*V,) e Y(V,) — (Y Hy +Y* V) b X%w(V,,)
—w([X Hy+ XV, Y H, +Y*V,])
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De los dos primeros términos queda
(X" (H;pY) + X (Vo YO) — Y (H; b X9) — YO (Vi X“)>W(Va)

FExpandiendo el tercer término queda
Y ((Xi(Hi > Y) 4+ XV, > Yi))HZ- + (Xi(HZ- > YY) + XV, o YC“)) Va>
tw ((Yi(HZ- > X1+ YOV, b Xi)) H + (Yi(HZ- > X%) + VOV, o Xa) va>

despues de eliminar los elementos con H; y factorizar w(Vy,), para este iltimo término
queda

. (Xi (Hi>Y®) + X (Vs Y®) = Y0 (Hy> X®) — Y (V> Xa))w(Va)

lo cual se anula al sumarlo al resultado de los dos primeros términos. Con este re-
sultado finalmente se tiene que

Q*(X,Y)=0

Por lo que ambas definiciones de la 2-forma de curvatura son equivalentes para este
caso.

Caso (3) Sean X,Y € V,, P, entonces al igual que en el caso anterior Q'(X,Y) =
0
Por otra parte, de la sequnda definicion

Q*(X,Y) = dpw(X,Y) + [w(X),w(Y)]

dpw(X,Y) = Xw(Y) - Yw(X) - w([X,Y])

si se construyen campos vectoriales A y B tales que sus campos fundamentales sea X
yY, esto es que X = A% yY = B#, entonces w(X) = A yw(Y) = B son constantes
por los que los operadores diferenciales X y'Y los anulan, quedando

P(XY) = —w([X,Y]) + [w(X),w(Y)]

Como X y'Y son cerrados bajo el bracket de Lie, entonces [X,Y] € V,P y por lo
tanto existe un elemento C € g tal que

wX,)Y]=C
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donde C# = [X,Y]. Empleando la ecuacién (B.3) se tiene que [A, B]# = [A# B¥| =
C#, entonces [w(X),w(Y)] = w([X,Y]) y por lo tanto

Q*(X,Y)=0
por lo que también para este caso son equivalentes ambas definiciones.

Ya probados estos tres casos queda demostrada la equivalencia para cualquier par
de vectores pertenecientes a cualquier subespacio. M

Demostracién C.8 Se sustituye la forma local de conexion A; = t{leitU + ti_jldtij
en la forma local de curvatura F; = dyA; + A; AN A;, con lo cual queda

T = d(t; Aty + t; dtyg) + (65 Aty + 3 dtig) A (8 Aty + 5 di )
= dt; N Aitiy + £ (dA G — t5 AN dtgg + di A de;
i A N Aityg + T A A dtg 4t e A Aty 4t e At

como tijt{jl =1, entonces (dtij)ti_jl—l—t,-j(dti_jl) = 0 y por lo tanto dti_jl = —t[jl(dtij)t{jl,

sustituyendo esto y simplificando se obtiene

Fi = by (dAty + 65 Ay N Aityy = 151 (d A + A A Aty
Fi =t (Fty=Ad 7 W
iJ
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Apéndice D

Rotacion como la composicion de
dos reflexiones

Para realizar la rotacién de un vector @ en un plano formado por los ejes x; y X;
que se intersectan con un dngulo /2, se refleja este vector @, primero con respecto al
eje x; produciendo el vector 7, luego éste se refleja con respecto al eje x; y el vector b
resultante sera de la misma magnitud pero rotado por un angulo 6 alrededor del eje
perpendicular al plano que contiene a x; y x;j, tal como se ilustra en la figura (6.1).

Figura D.1: Rotacién de un vector como resultado de la composicién de dos reflexiones
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Esta rotacion que lleva el vector a al vector b se denota como R(a, E) y es depen-
diente unicamente del plano sobre el cual estdn los ejes con respecto a los cuales se
refleja asi como del angulo entre ellos, es decir una vez elegido el plano de la rotacién
y el angulo por el cual se rotara se pueden utilizar cualesquiera dos lineas que estén
sobre el plano y que formen el angulo requerido. La reflexién p con respecto a un eje
x; esta dada por

p(Xi) =1- 2|ﬁXL><ﬁXL| (Dl)

donde |i,,) es el vector normal al eje y el cual tambien pertenece al plano sobre el
cual se efectua la rotacién. Debido a la independencia de los vectores con respecto a
los cuales se realizan las reflexiones, es posible seleccionar como ejes de las reflexiones
al eje que coincide con la direccion del vector inicial @ y al eje que se encuentra a la
mitad del angulo comprendido entre el vector inicial y el vector final, es decir el eje
que coincide con la direccién del vector (@+b)/2. Por lo tanto, si se emplean vectores
normalizados que tengan por direccion la de los ejes correpondientes con respecto a

-

los cuales se harén las reflexiones, R(d,b) esta dado por

R@H =p | =L ) p(@) (D.2)

2+ 2¢g(d,b)

donde g(@,b) = @ - b. Este método tiene la ventaja que la rotacién inversa consiste
unicamente en intercambiar el orden de los argumentos, esto es

—, —

R(@,b)™" = R(b,q)
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Programa para calcular rotaciones
como composicion de reflexiones

Off[General::spell, General::spelll]

Definicién del producto m entre bras y kets. g[x,y] es la métrica.

mfx_, mly_],z_]:=mlz, y, 2];

m[x__, (a_/;FreeQla, k[.]|&&FreeQla, b[]||Head[a]===g), z_]:=am|z, 2];
m[};—, (ai/ ;FreeQ[a, k[]]&&FreeQa, b[]]|Head[a]===g)y_, z—]:=

am|z, Y, z|;

mfz_, Plus[x_, y_], w__|:=Plus@Q(m|z, #, w|&/QList|z, y]);

mlx_, bly.], k[z.], w__|:=g[k[y], k[2]]m|z, w];

mb[x ]]:=b[z];

mlk[x]]:=k[z];

m[ = 1;

Definicién de las propiedades de g.
gly-,x]/;0rderly, z] == —1l:=g[z, y];
9l(a-/;Head[a]=!=k)y_, z.]:=agly, 2];

9[z-, (a-/;Head[a]=!=k)y |:=ag[z, y];

g[Plus[x_, y_], z|:=PlusQ@Q(g[#, z]&/@List [z, y]);
g[z-, Plus[x_, y_]|:=Plus@Q(g[z, #]&/@List [z, y]);

Definicién de productos internos empleando una métrica euclideana. Los resultados
para otras métricas se pueden obtener por medio de continuacién analitica.

glk[w], klw]] = 1;
glk[v1], k[w]] = n;
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glk[al], k[w]] = f;
glklql], k[v1]] = 0;
glklal], k[ql]] = 1;
glk[é], k[€]] = 1;
glkfw], k[€]] = 0;
glklal], k[¢]] = r;
glk[v1], k[€]] = u;
glk[v1], k[vi]] = 1;
glklal], k[t]] = 0;
glk[t], k[w]] = 0;
glk[t], k[v1]] = ;
glk[t], k[€]] = 0;
glk[t], k[t]] = 1;

Definicién de la transposicion.

star[b[x_]]:=k[z];

star[k[x_]]:=b[z];

star[Plus[x__, y_]]:=Plus@QQ(star[#]|&/QList[z, y]);
star((a_/;FreeQ|a, k[]|&&FreeQla, bl ||| Head[a]===g)y |:=astary];
Star|[]a_/ ;fﬁreeQ [a, k[]|&&FreeQa, b[-]||Head[a]===g]:=a;

Definicién de la reflexion 11, y de las rotaciones R2 y R, con argumentos normalizados.
Rla,b] rota a hasta b (para métrica euclideana).

II[x_]:=1 — 2m|[z, star[z]];

R2[x_, yJ:=m/[I[y], [z]];

R[x_,y]:=(Series[R2[z, (z + y)/Sqrt[2 + 2g[z, y]]], {€, 0,1}]//Normal) //

Simplify;

Definicién de la lista de todos los projectores.
mList = Flatten[Outer[m[#1, #2]&, {k[w], k[q1], k[v1], k[¢], k[t]},
{blw], blq1], b[v1], B[], BI2] }]];

El vector de velocidad v1 trasladado paralelamente hasta el eje w

k[vip] = (m[R[k[ql], k[w]], k[v1]]//Simplify)

¢ difiere de ¢; por una rotacién por un parametro &
Para P
k[q2] = Series[m[R[k[w] + €k[¢], k[w]], k[q1]]//Simplify,{€, 0,1}]//Normal
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Para K
k[q2] = Series|m[R|[k[t] + €k[€], k[t]], k[ql]]//Simplify,{e, 0, 1}]//Normal

Para el caso de K, el parametro por el cual es necesario rotar para eliminar la com-
ponente temporal adquirida debido de boost es er/ft

k[q2t0] = Series[m [R [k[w] +eZk[t), k-[w]] ,k[qz]] //Simplify, {¢, 0, 1}]//Normal

El vector de velocidad en Sy se calcula de manera analoga
Para P
k[v2t0] = Series[(m[R[k[w] + €k[], k[w]], k[v1]]//Simplify),{e, 0,1}]//Normal

Para K
k[v2] = Series[(m[R[k[t] + ek[¢], k[t]], k[v1]]//Simplify),{e, 0, 1}]//Normal

Eliminando la parte temporal se tiene

k[v2t0] = Series[(m [R [k[w] + eZkft], k[w]] ,k[v2]] //Simplify) {¢,0,1}]//Normal

Traslandandolo paralelamente v2t0 hasta el eje w

k[v2p] = Series[(m[R[k[ql], k[w]], k[v2t0]]//Simplify),{e, 0, 1}/ /Simplify / /Normal,

Calculo de los términos que componen la composicién total de rotaciones
Rqlw = Collect[R[k[ql], k[w]], mList, Simplify];

Rwql = Collect[R[k[w], k[q1]], mList, Simplify];

Rvlpt = Collect[R[k[v1p], k[t]], mList, Simplify];

Rtvlp = Collect[R[k[t], k[v1p]], mList, Simplify];

deRv2pt = D[R[k[v2p], k[t]], €]/.€ — O;

deRq2w = D[R[k[q20], k[w]], €]/.€ — 0;

deRTw =D [R [k[w] + Fek[t], k[w]] , e] /.€e—0
deRT = D[R[k[t] + ek[€], k[t]], €]/.e — O

El término correspondiente al primer orden en € es

wj = Collect[m[deRv2pt, Rtvlp]

+m[Rvlpt, deRq2w, Rwql, Rtvlp]

+m[Rvlpt, Rqlw, deR7w + deRT, Rwql, Rtvlp|, mList, Simplify]

Descomposicién 04(1,2,3)+4 para simplificar el resultado anterior (para métrica eu-
clideana).
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decSubs = {k[ql] — \k[q] + fk[w],
k[vl] — vk[v] + ynk[w] + vE[t],
blq1] — Ablg] + fb[w],

b[vl] — ~b[v] + ynblw] + vb[t]};

El resultado final se obtiene con

wJ = Collect|wj/.decSubs, {n, r}, FullSimplify]



Apéndice F

Programa empleando
representaciones matriciales

Definicién de las representaciones de los generadores

H[r]:=\

P[d]:=A

Jw]:=

Klu]:=

u[[2]]

0 0 0
u3] 0 0 0
0 0 0 0

0
0
0

0

d[[3]]
0

0

0 00O T
0 00O00O0
00000 ]|;
0 0O0O0U0
\7 00 0 0
(0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
\ 0 —d[[1]] —d[2] -
0 0 0
0 0 —w[3] w[]
0 W] 0 —wl])
0 —wl2] w[[1]
0 0 0

0

0 ulfd]] wlf2]] wu[f3]]
ol 0 0 0

0
d[[1]]
d[2]]
d[[3]]

0

S oo OO

0
0
0
0
0

Definicién de los pardmetros de cada generador
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di = {d[1],d[2], d[3]};
ui = {ufl], u[2], u[3]};
& = {£[1], £[2], £[3]};
6i = {6[1],6[2], 6[3]};
vi = {v[1],v[2], v[3]};

Definicién de las sustituciones para las simplificaciones
nrm2 = C_x_[1]2 + C_x_[2]? + C_x_[3]? — C=z?;

dp = C_x[1]y_[1] + C_x[2]y_[2] + C_x_[3]y_[3] — C=z.y;
umcos = x_[i.]2 + x_[j.]? + yx_[k]? — 2% + z[k]?(—1 + y);
cuadsub = {

C_x[1]2 + C_x_[2]? — C (2? — z[3]?),

C_x[2]2 + C_x[3]? — C (2% — z[1]?),

C_x[3]2+ C_x[1]? — C (2% — z[2]?)};

pemxiyi = {

C_x_[2ly-[2] + C_x[3]y[3] — C(z.y — =[1]y[1]),
C_x_[1]y-[1] + C_x[3]y[3] — C(z.y — =[2]y[2]),
C_x[l]y[1] + C_x[2]y[2] — C(z.y — z[3]y[3])};

subs = Flatten[{nrm2, dp, umcos, cuadsub, pcmxiyi}|;
dpd = {d.6 — di.di, u.6 — ui.di};

dpv = {d.v — di.vi, u.v — ui.vi};

Cond = {d > 0,u > 0,£ > 0};

crndsub = {% — Ag[#], Cos[xA\] — f,Cosh[x] — 7,
(—1+Cos[x2_A])x_[i_]2 )2 afi® (=1+CospxAxfilxfi] _, _ )2 4lilali]

] x_. 1+f° ] ] x 2 g 1+f ?
Smh[xx:]x_[l_] N 'U[’I:], (—1+Cosh£:i_2])x_[1_]x_[]_] 7 tly!:];}b],
(=1+Cosh[x])x[i]? Poli? | .

x2 - 1+y }’

Calculo de los términos que intervienen en la composiciéon completa
Pd = FullSimplify[MatrixExp[P[di]]//.subs];

Ku = FullSimplify[MatrixExp[K [ui]] //.subs];

Pmd = FullSimplify[MatrixExp[P[—di]]//.subs];

Kmu = FullSimplify[MatrixExp[K|[—ui]]//.subs];

P¢ = P[¢il;

K¢ = KI¢i];

Hm7 = H[-7];

Hs = H[s];

Pmdd = D|[FullSimplify[MatrixExp[P[—(di + €di)]]//.subs], €]/.¢ — 0;
Kmuv = D[FullSimplify[MatrixExp[K|[—(ui + evi)]|//.subs], €]/.€ — 0;
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Mmuwvu =

Collect[Collect[FullSimplify[Kmuwv.Ku]//.subs, vi, FullSimplify] / /.subs,

u, Simplify]//.subs;

Mmddd =

Collect[Collect[FullSimplify[Pmdé.Pd]//.subs, i, Simplify] //.subs,

d, Simplify]//.subs;

Mmumdddu =

Collect|

FullSimplify [Collect[FullSimplify[Kmu.Mmdéd.Ku] //.subs, éi, Simplify]//.
subs|//.subs, u, Simplify];

Término de la composicion total dependiente del generador cuya representacén se
desea encontrar

Para P
Mmdm7éd = FullSimplify[FullSimplify[Pmd.(Hmr + P£).Pd]//.subs];

Para K
Mmdm7éd = FullSimplify[FullSimplify[Pmd.(Hmr + K¢).Pd]//.subs];

Mmumdm7édu =
Collect[Collect[(Kmu.MPmdm7éd.Ku), di, FullSimplify] / /.subs, u, FullSimplify] //.
subs;

La composicién total es
M = Mmuvu + Mmumdédu + Mmumdm7€du;

Resolviendo para 7y o

M15 = Simplify[M[[1, 5]]];

solK7 = Simplify[Solve[M15 == 0, 7]/ /Flatten]

M257sb = Simplify[Simplify[M[[2, 5]]]/.sol7]

M357sb = Simplify[Simplify[M[[3, 5]]]/.sol7]

M457sb = Simplify[Simplify[M[[4, 5]]]/.sol7]

Mi5dpui = Simplify[Simplify [M257sbu[1] + M357sbu[2] + M457sbu[3]]//.subs]
udpdsub = Simplify[Solve[Mi5dpui == 0, u.4]//Flatten)]
Tsub = Solve[Simplify[M15//.udpdsub] == 0, 7]/ /Flatten
M257sub = Simplify[(M[[2, 5]]//.Tsub)//.udpésub]/.dpd
M357sub = Simplify[(M[[3, 5]]//.Tsub)//.udpésub]/.dpd
M457sub = Simplify[(M[[4, 5]]//.Tsub)//.udpésub]/.dpd
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dsub = Solve[{M257sub == 0, M357sub == 0, M457sub == 0}, 4i]//Flatten

Los valores de 7y ¢ son

Tésub = Flatten[{7sub, dsub}];

Resolviendo para v

M127ésb = Simplify[(M][[1, 2]]/.dpé)//.Tésub]

M137dsb = Simplify[(M[[1, 3]]/.dpd)//.Tésub]

M1474sb = Simplify[(M[[1, 4]]/.dpd)//.Tésub]

M1lidpui =

Simplify [Simplify [M127dsbu[1] + M137dsbu[2] + M147dsbu[3]]//.subs]
udpwvsub = Solve[M1idpui == 0, u.v]//Flatten

M12 = Simplify[M1274sb/.udpusub]

M13 = Simplify[M1374sb/.udpusub]

M14 = Simplify[M1474sb/.udpvsub]

vsub = Simplify[Solve[{M12 == 0, M13 == 0, M14 == 0}, vi]//Flatten|//.subs

Los valores de 7, § y v son
Tévsubs = Flatten[{rdsub, vsub}|

Finalmente los pardmetros de la rotaciéon son

wl = Simplify[M[[4, 3]]/.Tévsubs]
w2 = Simplify[M[[2, 4]]/.Tévsubs]
w3 = Simplify[M[[3, 2]]/.Tévsubs]
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