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1.6. Operador deEvoluciónCuántico . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.7. Localización Dinámica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Resumen

Enel presentetrabajo seintroduceunmodelo que, dehecho, esunageneralización
deunmodelo importante llamado“El Rotor Pateado” . Lageneralización consiste
en el acoplamiento de dos rotores pateados cuánticos a través de un potencial de
interacción de cortadistancia, modulado por un parámetro de acoplamiento.

Se encuentra que la localización dinámica, un efecto importante en el rotor pa-
teado cuántico, se ve suprimida por el acoplamiento entre rotores. Aśı mismo, se
encuentraque lasresonanciascuánticas, otro efecto observadoen el rotor pateado
cuántico, persisten aun para acoplamiento fuerte entre rotores.

Se observó uncomportamiento oscilatorio en el decaimiento de la purezay, por
tanto, del grado de información que se tiene acercadel estado cuántico del siste-
ma. Dichas oscilaciones desaparecen conforme aumentan las magnitudes de los
parámetrosde acoplamiento entre rotores y de la fuerzade los impulsos.

Se encontró que el enlazamiento, dentro del rango de parámetros que se estu-
diaron, es una función monótona creciente del acoplamiento entre rotores para
tiempos grandes, es decir, a mayor acoplamiento entre rotores, mayor es el enla-
zamiento observado.





Introducción

El rotor pateado clásico es un sistema que, en función de la magnitud de los im-
pulsosaplicadosal rotor, se comporta cáoticamente en mayor o en menor medida.
Básicamente, el sistema corresponde aunapartı́cula restringida amoverse en una
trayectoria circular; aéstasele aplican impulsosperiódicoscuyamagnitud depen-
dedesu posiciónangular. Al rotor pateadose lepuede identificar con un ṕendulo
al que se le enciende y apaga periódicamente el potencial gravitacional. Existe
también el equivalente cuántico del rotor pateadoclásico. El Hamiltoniano del ro-
tor pateado cuántico se obtiene reemplazando las variables canónicas p y q del
Hamiltonianoclásico por los correspondientes operadores de la mećanica cuánti-
ca.

El rotor pateado ha sido un modelo ampliamente estudiado en la fı́sica puesto
quesu versiónclásicahajugado un papel muy importante en el campo delateorı́a
deCaosConservativo. El Mapeo Estándar o deChirikov-Taylor, el cual seobtiene
al resolver las ecuaciones de movimiento para el Hamiltoniano del rotor pateado.
El mapeo apareció en 1960en el contexto de la dinámicadel electrón en micro-
trones. Este mapeo fue estudiado numéricamente por Taylor en 1968 yChirikov
en 1969. Aśı mismo, muchosde losconceptosen la teorı́adel CaosCuántico fue-
ron desarrollados en el rotor pateado cuántico desde que se estudió, en 1979, por
Casati y sus colaboradores [1].

Por otraparte, el rotor pateadocuántico exhibefenómenos sin contraparte clásica.
Estos fenómenos son la localización dinámicay las resonancias cuánticas. La lo-
calización dinámica consiste en lasupresión del crecimiento dela enerǵıa cinética
promedio despuésdeuncierto tiempo de evolución yesdebida a efectosde inter-
ferencia. Las resonancias cuánticas se caracterizan por fomentar un crecimiento
cuadrático asintótico en la enerǵıa cinéticapromedio y se observan bajo determi-
nadas condiciones, las cuales se exponen en el caṕıtulo 1. En resumen, la enerǵıa





transferida al rotor es menor (en el caso de localización dinámica) o mayor (en el
caso de resonanciascuánticas) en el caso cuántico que en el clásico.

En 1935, Einstein, Podolsky y Rosen formularon un experimento pensado cu-
yo resultadoesque ladescripción delarealidad dadapor la función deondanoes
completa[2]. Posteriormente a este experimento pensado se le llamó “ la paradoja
EPR”. Por ejemplo, esposiblepreparar dospartı́culasen unúnico estadocuántico
tal que cuando unade ellasesobservada conesṕın hacia arriba, laotrasiempre es
observada con esṕın hacia abajo y viceversa. Como resultado, mediciones reali -
zadas en uno de los sistemas pareceinfluenciar instantáneamente lamedición del
otro sistema. A estefenómenosele llama entanglement (en inglés). Latraducción
al español delapalabra entanglement está aunen discusión, algunasdelastraduc-
ciones son: enlazamiento, entrelazamiento, enredamiento y enmarañamiento. En
el presentetrabajo seusará lapalabra enlazamiento como traducción delapalabra
entanglement. El estudio del enlazamiento del estado cuántico de un sistemas de
partı́culas ha dado pie ala posibili dad del desarrollo de nuevas tecnoloǵıas como
la computacióncuánticay la informacióncuántica[3, 4].

En el presente trabajo se introduce un modelo que, de hecho, es una generali -
zación del rotor pateado cuántico. La generalización consiste en el acoplamiento
de dos rotores pateados cuánticos a través de un potencial de interacción periódi-
co. La periodicidad de la interacción entre los rotores está modelada por un tren
de deltas de Dirac. A cada rotor se le aplicapor separado una serie de impulsos
cuya magnitud depende tanto de un parámetro K, como de su posición angular.
Paranuestrosfines, lamagnitud del impulso K aplicadoa cada rotor es lamisma.
Aśı mismo, se ha escogido unidades en las que, tanto el periodo de aplicación de
los impulsoscomo el periodo de la interacciónentre rotores es launidad.

Parte del presente trabajo está enfocado al estudio de la localización dinámica
y de las resonanciascuánticas para el caso dedos rotores pateadoscuánticosaco-
plados, puesto que es interesante conocer cómo se modifican estos efectos. Otra
parte importantedel trabajo consiste en el estudio de la evolución del enlazamien-
to para el modelo propuesto. Para este fin, se estudia el comportamiento de la
purezay de la entroṕıa, puesto que estas medidas brindan información acercadel
grado de enlazamiento en el quese encuentra el sistema.

Uno de los motivos del porqué utili zar el rotor pateado es que es un modelo par-
ticularmente simple de analizar puesto que, por un lado, las ecuaciones clásicas



demovimiento sepueden reducir aun mapeo discreto; mientrasque en la contra-
parte cuántica el estado en el que se encuentra el sistema después de N impulsos
está dado por N aplicaciones sucesivas del operador de evolución. Otro motivo
importante es el hecho de que en la actualidad es posible realizar experimentos
con el rotor pateado cuántico. El primer experimento con el rotor pateado cuánti-
co fue hecho con una muestra diluida de átomos de sodio ultrafrı́os por M. G.
Raizen y colaboradores en 1995[5].

En el caṕıtulo 1se tratan algunosaspectos importantesdel rotor pateado, tanto en
la parte clásica como en su contraparte cuántica, esto con el objetivo de aclarar y
sentar lasbasesdelosconceptosnecesariospara el desarrollo del presentetrabajo.

En el caṕıtulo 2 se expone el modelo utili zado, su Hamiltoniano, el operador de
evolución y algunos detalles técnicos relacionados con la simulación numérica.
Del mismo modose define la entroṕıay la pureza, cuya utili dad radica en la des-
cripcióncuantitativadel enlazamiento del sistema.

En el caṕıtulo 3se estudia la existenciade localización dinámicay deresonancias
cuánticas para el modelo de dos rotores pateados cuánticos acoplados. También
se expone para ambos casos su evolución y comportamiento como función de la
interacciónentre rotores y de lamagnitud del impulso aplicado a cada rotor.

En el caṕıtulo 4 se estudia el comportamiento de la purezay la entroṕıa y, por
tanto, del enlazamiento como función de losparámetros involucradosen unsiste-
ma con dos rotores pateados cuánticos.



Capı́tulo 1

El Rotor Pateado

1.1. Hamil toniano del Rotor Pateado

El rotor pateado está descrito por el Hamiltoniano

H =
p2

2
+ K cos(q)

∑

n

δ(t − nT ), (1.1)

el cual describe la dinámicade una partı́cula de masa m = 1 y momento angular
p restringida amoversesobreuna trayectoria circular. A lapartı́culase le aplican
periódicamente (con periodo T ) impulsos(patadas) descritos por un tren de “n”
funciones delta en el tiempo. La magnitud del impulso que el rotor recibe en un
instantedado dependetanto del parámetro K, como desu posiciónangular; puesto
que el potencial al que estasujeto el rotor dependedesu posiciónangular.

El efecto que los impulsos imprimen en la partı́cula se reflejan en un cambio
instantáneo en el momento angular de la partı́cula. Vale la pena comentar que el
parámetro K determinaque tan cáotico es el comportamiento del rotor.

1.2. Mapeo

Del Hamiltoniano (ec.1.1) notamos que, en el intervalo de tiempo entre dos
impulsos, el término de enerǵıapotencial escero, por lo que el movimientocorres-
ponde al de un rotor libre, es decir, la variable “q” evoluciona linealmente en el

1



1.2 Mapeo 2

tiempo. Dicho intervalo se define normalmente como la identidad (T = 1). Al
momento del impulso, el término del potencial domina sobre el término de la
enerǵıa cinética, lo cual da como resultado uncambio instantáneo en el momento
angular de la partı́cula, aunque no aśı de la posición angular. Con estas observa-
ciones podemos integrar las ecuaciones de Hamilton a lo largo de un periodo T
del Hamiltoniano y obtener el mapeo de Chirikov-Taylor. La manera de proceder
es aplicar primero el impulso y luego la evolución libre.

Del Hamiltoniano(ec.(1.1)), lasecuaciones deHamiltonson:

ṗ = −
∂H
∂q
= K sin(q)

∞
∑

n=−∞
δ(t − nT ), (1.2)

q̇ =
∂H
∂p
= p.

Denotandocomo pn y qn al momento y posición angular del rotor al tiempo in-
mediatamente anterior a la aplicación del n + 1 impulso, las ecuaciones (1.2) se
convierten en lo quese conoce como el mapeo estándar:

pn+1 = pn + K sin(qn), (1.3)

qn+1 = (qn + pn+1)mod(2π),

q

Figura1.1: El rotor pateado consistedeuna partı́cula restringida amoversesobre
una trayectoria circular, a la cual periódicamente se le aplican impulsos(patadas)
cuyamagnitud dependedel parámetro K y de laposiciónangular del rotor.



1.3 Retrato Fase 3

En este punto cabe hacer algunos comentarios acerca del mapeo estándar. Con
esta notación, la condición inicial (p y q al tiempo t = 0) está dada por p0 y q0.
De las condiciones de frontera impuestas por el modelo (0 ≤ q < 2π) se sigue la
periodicidad de la coordenada q.

1.3. Retrato Fase

En mećanica clásica el estado dinámico de un sistema está dado por el conjunto
de posiciones y momentos de cada uno de los componentes del sistema, es decir,
un punto en unespacio 2mN dimensional, en donde “N” es el número departı́cu-
las constituyentes del sistema y “m” es el número de grados de libertad de las
partı́culas. A este espacio 2mN dimensional se le llama “Espacio Fase”. La evo-
lución temporal de un punto en el espacio fase está gobernada por las ecuaciones
deHamilton.

En el caso del rotor pateado, por tratarsedeun problema con un grado delibertad,
el espacio fase es bidimensional. El “ retrato fase” o “sección de Poincaré” es una
vista estroboscópicade los estados dinámicos por los que pasa el sistema, es de-
cir, en el retrato faseno seobservan todos los estadosdinámicospor losque pasa
el sistema, sino que sólo se observan los estados cada intervalo de tiempo T (ver
ec.1.1). Paraobtener el retrato fase, se aplican lasecuacionesdemovimiento aun
ensamble de condiciones iniciales tomadas aleatoriamente. Dada una condición
inicial, iterar el mapeo estándar es completamente equivalente ala aplicación de
lasecuacionesdemovimientoadichascondiciones, por lo quelosestadosdinámi-
cos estroboscópicos por los que pasa el sistema están dados por los resultados de
las iteraciones consecutivasdel mapeo.

El tipo de trayectoria descrita en el retrato fase depende, tanto de la condición
inicial, como del parámetro perturbativo K; de hecho, el parámetro K define el
comportamiento general del sistema. Esclaro de la ecuación (1.1) quepara K = 0
el comportamiento corresponde al de una partı́cula libre, es decir, partı́culas con
momento angular constante cuyas trayectorias en el retrato fase son lı́neas rectas
perpendicularesal ejedel momento angular (ver fig. (1.2 a)).

Para valores de K distintos de cero, el comportamiento es completamente dife-
rente. Como se muestra en la figura (1.2 b) el retrato fase está dividido en dos
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(a) (b)
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(c) (d)
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0

1
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3
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Figura1.2: Retrato fasedel rotor pateado paradiferentesmagnitudesdeK : a) K =
0.0 , b) K = 0.8 , c) K = 2.0 y d) K = 10.0 . Aqúı podemosapreciar latransición de
unadinámica completamenteordenadadepartı́cula libre(a) auna completamente
cáotica (d), pasando por situaciones con dinámicamixta(b y c). Como podemos
ver, el comportamiento de este sistema depende fuertemente del parámetro per-
turbativo K, puesto quepara K = 0 el movimiento correspondesimplemente al de
la partı́cula libre(a), mientras que para K muy grande, la dinámica es completa-
mente cáotica(d). Lafiguras se construyeroncon 75condicionesinicialestomadas
demanera aleatoria. La aparente existenciade estructura en la figura a) es debida
a la simulación numérica. Esta estructura desaparece conforme se incrementa el
tiempo de lasimulación numérica.
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regiones, unainterior y otra exterior. Laregión interior corresponde amovimiento
acotado, es decir, movimiento en el que las amplitudesde las oscilacionesdel ro-
tor son menores que 2π. La región exterior corresponde amovimiento libratorio,
es decir, movimiento en el que las amplitudes de las oscilaciones del rotor son
mayores que 2π. Finalmente, para valores de K mayores, el movimiento se torna
cadavezmáscáotico (figs. (1.2 c y d)).

1.4. Teorema de KAM

En unsistemaintegrable con dosgradosde libertad lascurvasquerepresentan
los estados dinámicos por los que pasa el sistema permanecen en la superficie de
un toro construido por lasvariablesde ángulo-acción (J1, J2, θ1, θ2), cuyos radios
son ρi =

√
Ji. Si las frecuencias con las que evolucionan las variables de ángulo,

definidaspor: ωi =
dθi

dt sonconmensurables, entoncesel movimiento de estesiste-
maserá periódico (ver fig. 1.3).

Existe un teorema muy importante para el análisis de los sistemas dinámicos
llamado “teorema de KAM”, llamado de esta manera en honor a Kolomogorov,
quien lo propuso en 1954, y a Arnold (1963) y Moser (1962) quienes desarrolla-
ron de maneramás rigurosa las ideas deKolmogorov. El teoremade KAM expli -
cala existencia de curvas estables (toros de KAM) bajo perturbaciones pequeñas
(ǫ << 1) de un sistema mećanico integrable (H0) en términos de la inconmen-
surabili dad de las frecuenciasωi con las que evoluciona el sistema sobre el toro
formado por las variables de ángulo acción en H0. El teorema de KAM explica
que entre mayor seala inconmensurabili dad de las frecuencias de la trayectoria,
mayor será laprobabili dad deque ese toro persista anteunaperturbación[6].

Lasresonancias sonregionesen el espacio faseformadaspor toroscuyasfrecuen-
ciasωi son racionales. Las resonancias dan lugar a trayectorias cáoticas causadas
por la aparición de un ńumero par de puntos fijos elı́pticos e hiperbóli cos en sus-
titución de lo que alguna vezfue un toro resonante. Entre mayor seala magnitud
de laperturbación, mayor será la región de la resonancia. Estasregiones tienden a
destruir los toros de KAM conforme crecen. Cuando los toros de KAM son des-
truidos por la perturbación, estos se convierten en curvas tipo Cantor (cantoros).
El último toro destruido por laperturbaciónes llamadotoro dorado ycorresponde
al toro con cocientede frecuencia igual a al número dorado(ω1

ω2
= (1+

√
5)/2).



1.4 TeoremadeKAM 6

Figura 1.3: En un sistema integrable con dos grados de libertad las curvas que
representan los estados dinámicos por los que pasa el sistema permanecen en la
superficiedeun toro construido por lasvariablesde ángulo-acción (J1, J2, θ1, θ2),
cuyos radios son ρi =

√
Ji. Si las frecuencias ωi =

dθi

dt son conmensurables la
trayectoriaseráperiódica(arriba), en caso contrario la trayectorianuncase cierra.
En el caso de lafigura inferior el cocientede las frecuencias es ω1

ω2
= (1+

√
5)/2.
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El teorema original requerı́a de perturbaciones del orden de ǫ = 10−48. La prueba
del teoremadada por Arnold requerı́a que el potencial perturbativo fuera de clase
C∞ y ladeMoser requerı́aque el potencial fuerade claseC333[7], posteriormente
en laversión de lapruebadeMoser se redujo aC5 por Rüssmann[8].

En el contexto del rotor pateado, el sistema mećanico integrable H0 correspon-
de aunrotor (partı́cula libre confinada amoverse en unatrayectoria circular), y la
perturbación ǫV = ǫ cos(q) corresponde al tren de impulsos aplicados periódica-
mente al rotor, por lo que el rotor pateado es un sistema con unHamiltoniano del
tipo H = H0 + ǫV y, por tanto, el teoremadeKAM es válidoen éstesistema.

1.5. Difusión

LostorosdeKAM forman barreras impenetrablesparaladifusión del momen-
to en el mapeo estándar. Conforme aumentalamagnitud del parámetro perturbati-
vo del mapeo estándar ladinámicase torna cada vezmáscomplicada, en general,
las regiones de resonancia crecen y convierten toros de KAM en cantoros. Final-
mente, despuésdeuncierto valor del parámetro perturbativo (K ≈ 0.9716354), el
último toro deKAM se convierte en uncantoro y, sólo entonces, no hay mástoros
que paren la difusión del momento. Las órbitas periódicas restantes tienen efecto
sobreladifusión del momento en el mapeo estándar. Este efecto fue estudiado por
Chirikov.

Pensemos por un momento en el caso fuertemente cáotico, es decir, el parámetro
perturbativo es tan grandequeno hay órbitasestablespresentes. Dado lo anterior,
los valores consecutivosde pn y qn no están correlacionados con los valores de p
y q anteriores. Calculandolavarianza〈 (∆p(t))2 〉 tenemosque:

〈 (pn − p0)
2 〉 = K2

N
∑

n=1

〈 (sinqn)
2 〉 + K2

∑

n,m

〈 sinqn sinqm 〉.

Dada lanocorrelación entrepasos consecutivos, se cumpleque:

〈 sinqn sinqm 〉 =
1
2
δn,m,
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por lo que

〈 (pn − p0)
2 〉 =

K2

2
N,

en donde K es la fuerzadel impulso y N es el número de impulsosaplicados.

Esto implicaque el promedio dela enerǵıa cinética crecelinealmente en el tiempo
y proporcionalmente con el cuadrado de la fuerzadel impulso.

〈 p2

2
〉 = K2

4
N (1.4)

1.6. Operador deEvolución Cuántico

Para el Hamiltoniano del rotor pateado cuántico, utili zando la ecuación de
Schrödinger (i~∂t|ψ 〉 = H|ψ 〉), se puede derivar a una relación entre el estado al
tiempo n + 1 en función del estado al tiempo n vı́a el operador de evolución que,
como sabemos, es tal que |ψ(t) 〉 = Û(t − t0)|ψ(t0) 〉.
Dicha relaciónes:

|ψn+1 〉 = exp

{

− i
~

p̂2

2

}

exp
{

− i
~

Kcos(q̂)
}

|ψn 〉. (1.5)

En el apéndice 1 se presenta una deducción formal del operador de evolución
en términos del operador del orden del tiempo. Para obtener la ecuación (1.5),
otra forma de proceder es cuantizar el mapeo clásico. Primero que nada, hay que
identificar la condición inicial q0, p0 en el caso clásico con el estado inicial |ψ0 〉
en el caso cuántico. Similarmentese identifican lasposicionesqn, pn conel estado
|ψn 〉. El operador de evolución, en general, se escribe como:

Û(T ) = exp

{

− i
~

∫ t+T

t
dt′Ĥ(t′)

}

= exp















− i
~

∫ t+T

t
dt′
( p̂2

2
+ K cos(q̂)

∑

n

δ(t′ − nT )
)















.

Segúnel mapeo (ec. 1.3), primero se aplicaunimpulso al estadoinicial y a esto le
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sigue un periodoT de evolución libre. Esto lo escribimos en términos del opera-
dor de evolución como la aplicación de dos operadores, unoseguido de otro. Por
supuesto que el primer operador que se aplica corresponde al impulso mientras
que el segundocorresponde ala evolución libre.

Ûimpulso = exp
{

−
i
~

K cos(q̂)
}

,

Ûlibre = exp

{

− i
~

T p̂2

2

}

,

Ûtotal = ÛlibreÛimpulso.

La ecuación(1.5) serecuperapara el caso en el queT = 1 y aplicandoel operador
de evoluciónal estadoal tiempo n(|ψn 〉).

Como vemos, el operador de evoluciónescrito en estaforma esmuy simplepuesto
que consistededos términos separados, uno de evolución librey otro relacionado
con los impulsos aplicados. Dado lo anterior, el estado del sistema después de N
impulsosestá dado por N aplicaciones sucesivasdel operador de evolución a una
distribución de condiciones iniciales.

1.7. Localización Dinámica

El rotor pateadocuántico, en promedio, gana enerǵıa conformepasa el tiempo
al igual que en el caso clásico, sin embargo, en contraste con la situación clásica
el intervalo de tiempoen el quegana enerǵıa esmuy corto, despuésdel cual ladi-
fusiónes suprimida[1]. A este efecto cuántico sele llamalocalización dinámicay
consiste en la supresión de la difusión después del tiempo de Heisenberg. Lo que
sabemosacercadel tiempo deHeisenberg es que es proporcional al inverso de~.

A grandes rasgos sucede que, para tiempos menores al tiempo de Heisenberg,
el espectro discreto no se percibe y el sistema cuántico evoluciona imitando la
difusiónclásica, por lo que el valor promedio de la enerǵıa cinética evolucionade
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formasimilar. El estudio analı́tico del comportamiento de laraźon dedifusión pa-
ratiempostempranosfue estudiado por Shepelyansky [10, 11] en losañosochenta
y, recientemente, por Daley y Parkins [12]. Después del tiempo de Heisenberg se
observa un comportamiento oscilatorio por parte del valor de la enerǵıa cinética
promedio alrededor de algún valor (fig. 1.4), esdecir, la enerǵıa cinéticasesatura.
Cabe mencionar que dicho valor, al igual que el tiempo de localización, depende
de losparámetrosK y ~.

Además de la saturación de la enerǵıa cinética, se observa un decaimiento ex-
ponencial en el perfil deladistribución deladensidad deprobabili dad en larepre-
sentación del momento ( ρ(p) = ψ∗(p)ψ(p) ). Una manera de visualizar el perfil
de dicha distribución consiste en crear un tapete cuántico. El tapete cuántico es
unagráficade la densidad de probabili dad de la función de onda en algunade las
representaciones como función del tiempo. El tapete cuántico en el caso de loca-
lización dinámica luceprácticamente constante en el tiempo, a excepción de los
tiempos tempranos, en losque existedifusión (ver figura1.5).

1.8. ResonanciasCuánticas

Otra caracterı́stica especial del rotor pateadocuántico consiste en la existencia
de resonancias cuánticas cuando~ es un múltiplo racional de 4π, es decir, si ~ =
4πa

b cona y b enteros. En dichascondiciones seobservauncrecimiento cuadrático
en la enerǵıa cinéticapromedio, tal y como puede apreciarsede lafigura (1.6), en
contraste con el crecimiento lineal observado en la contraparte clásica (ec. 1.4).
La condición de resonancia se obtiene considerandoel cociente de la frecuencia
de transición entre dos niveles de enerǵıa de rotor libreωnm = (En − Em)/~, con
En =

1
2~

2n2, y de la frecuenciade losgolpesω = 2π (paraT=1). Esto es:

ωnm

ω
=
~

4π
(n2 − m2).

Este cociente es racional si se cumpleque:

~ = 4π
a
b
. (1.6)

En este caso ρ(p) cambia de exponencial a gausiano (ver figura 1.7) debido al
crecimiento cuadrático de la enerǵıa cinética promedio, lo cual se refleja en el
ensanchamiento del mismo conforme pasa el tiempo, tal y como se aprecia en el
tapete cuántico de lafigura (1.5)
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Figura 1.4: En la gráfica superior se muestra la saturación del valor esperado de
la enerǵıa cinéticadebida ala localización dinámicapara tres distintosvalores de
~(en rojo ~ 1.2, en verde1.6 y en azul 2.0) como función del número de impulsos.
En la gráfica inferior izquierda se muestra un acercamiento a los primeras 100
impulsos, la lı́nearecta corresponde aladifusiónclásica. Finalmente en lagráfica
inferior derechasemuestra el decaimientoexponencial del perfil deladistribución
deprobabili dad en larepresentación del momento ( ρ(p) = ψ∗(p)ψ(p) )despuésde
2000impulsos.
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Figura 1.5: En esta gráfica se observan los tapetes cuánticos para los casos de
localización dinámica (izquierda, ~ = 1.32) y de resonancia cuántica (derecha,
~ =

π
2) para 200impulsos y K = 3. En el caso de localización dinámica, el perfil

de la distribución de probabili dad permanece constante después del tiempo de
Heisenberg en contraste con el caso de resonancia.
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Figura1.6: Gráficas resultado deunasimulación numérica en el caso de resonan-
cia cuánticapara ~ = π

2 y K = 5. En la gráficasuperior se aprecia el crecimiento
cuadrático del promedio de la enerǵıa cinética para 100 impulsos. En medio, la
correspondientedistribución de probabili dadesde la función de onda en la repre-
sentación del momento despuésde50 impulsos. Finalmente, en lagráficainferior
se encuentra la distribución de probabili dades de la función de onda en la repre-
sentación del momento despuésde100impulsos.
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Figura 1.7: En estas gráficas se observa el ajustehecho a una parte de la distribu-
ción de probabili dades de la función de onda en la representación del momento
(ρ(p)) correspondiente a100impulsos, del cual sesigueque el decaimiento es de
tipo gausiano.



Capı́tulo 2

Dos Rotores Pateados Cuánticos
Acoplados

2.1. El Modelo y su Hamil toniano

El modelo estudiado consiste de dos rotores pateados cuánticos distinguibles
acopladosatravésdeunainteracción gausianadevarianzapequeña. Tanto losim-
pulsos aplicados como la interacción entre los rotores es periódica en el tiempo
con periodoT en funcionesdelta. Estemodelo constadedosparámetrosperturba-
tivos; el parámetro K relacionadocon lamagnitud de los impulsos, y el parámetro
g relacionadoconlamagnitud dela interacciónentre losrotores. El Hamiltoniano
de estesistema es:

H =
p̂2

1 + p̂2
2

2
+

{

K1 cosq̂1 + K2cosq̂2 + g exp

(

−(q̂1 − q̂2)2

2s2

)}

∑

n

δ(t − nT ). (2.1)

El estado inicial lo escogemos como el producto de dos estados con distribución
gausiana con posiciónqi0, momento pi0 y ancho si, esto es:

|ψ(t = 0) 〉 = |ψ1 〉|ψ2 〉, (2.2)

con

〈 qi|ψi 〉 = exp

(

−(qi − qi0)
2

2si
2

)

exp
(

− ı
~

pi0qi

)

.

15
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2.2. Operador deEvolución

De los Hamiltonianos (1.1) y (2.1), denotandoel estado al tiempo n(después
de n impulsos) como |ψn 〉 = |ψ(t = n) 〉 y contandocon el operador de evolución
del rotor pateado cuántico (ec.1.5), no es difı́cil convencerse de que el operador
de evolución para estemodelo es tal que:

|ψn+1 〉 = ÛlibreÛimpulso+interaccion |ψn 〉 =

exp

(

−
i
~

p̂2
1 + p̂2

2

2m

)

exp
(

−
i
~

K(cos(q̂1) + cos(q̂2)) − g
i
~

e−(q̂1−q̂2)2/2s2
)

|ψn 〉, (2.3)

con las mismas implicaciones, es decir, el término de evolución libre (Ûlibre)
está separado de los términosde interacción mutua eimpulso (Ûimpulso+interaccion)

La aplicación del operador de evolución al estado es relativamente simple. La
evolución libre es fácil de aplicar en el espacio de momentos puesto que es sim-
plementeuncambio defase al vector de estado. Deigual manera, tanto el impulso
como la interacción entre los rotores son cambios de fase en el espacio de posi-
ciones.

La expresión analı́tica del estado después de n impulsos está dada por n aplica-
cionesconsecutivasdel operador de evoluciónal estadoinicial. Sin embargo, para
obtener información acerca del estado del sistema es necesaria la aplicación de
simplificaciones, lascuales setornan cadavezmáscomplicadase inclusivedifı́ci-
lesde interpretar. Dado lo anterior, la formamás simpledeproceder esnumérica-
mente.

2.3. Simulación Numérica

Para pasar del espacio de posiciones al espacio de momentos (y viceversa)
es necesaria la aplicación de una transformada de Fourier bidimensional, lo cual
equivale a aplicar 2N transformadas discretas deFourier. Existeun algoritmo efi-
ciente basado en el aprovechamiento de las simetrı́as del arreglo llamado Fast
Fourier Transform (Transformada Rápida de Fourier). Con este algoritmo es po-
sible realizar transformadas discretas de Fourier con menos operaciones de las
necesarias para realizar una transformadadiscretadeFourier normal.
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Esposiblerealizar el cálculo deunaseriede cantidadesimportantesunavezquese
cuenta con el vector de estado en las distintas representaciones como función del
número de impulsos. Por ejemplo, la evolución del valor esperado de la enerǵıa
del sistema (que en nuestro caso coincide con la enerǵıa cinética) es más fácil de
calcular cuandocontamosconel vector de estadoen larepresentación del momen-
to. La entroṕıay lapureza, como veremosen lasección(2.6), lapodemoscalcular
en cualquiera de las dos representaciones gracias a que la traza es independiente
de labasedonde es calculada.

En resumen, el procedimiento para la realización de la simulación numérica del
sistema consiste en la aplicaciónsucesivadel operador de evoluciónal estado ini-
cial. La evolución libre se realiza en el espacio de momentos y tanto el impulso
como la interacción mutua entre rotores se realizan en el espacio de posiciones.
Para pasar el estado del espacio de momentos al de posiciones (y viceversa) se
aplicaunaTransformadaRápidadeFourier bidimensional. Esposibleobtener las
distribuciones de probabili dad de la función de onda tanto en el espacios de po-
sición como en el de momentos. En el espacio de momentos se calcula el valor
promedio de la enerǵıadel sistema. La purezay la entroṕıasepueden calcular en
cualquierade losdosespacios.

2.4. Energı́a Cinética

Una de las cantidades interesantes es sin duda el valor esperado de la enerǵıa
del sistema, definida como:

En = 〈ψn|
p̂2

1 + p̂2
2

2
|ψn 〉, (2.4)

puesto que, tanto la interacciónentre losrotorescomo la acción del impulso sobre
ellosestámodeladapor untren dedeltasdeDirac, su contribuciónala enerǵıadel
sistema esnula.

Laimportanciadela enerǵıapromedio radica en quenosofreceunelemento com-
parativo conel caso del rotor pateadocuántico. Recordemosque en el caso deuna
partı́cula existen lalocalización dinámicay lasresonanciascuánticas, ambosefec-
tos fácilmente identificablescuandoseobserva la evolución del valor esperado de
la enerǵıapromedio conel número de impulsosaplicados.
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2.5. Enlazamiento

Existeunfenómenocuántico en el cual losestadosdedoso másobjetosestán
correlacionados, aúnsi éstosestán espacialmenteseparados. Por ejemplo, esposi-
blepreparar dospartı́culasen unúnico estadocuántico tal que cuando unade ellas
es observada con esṕın hacia arriba, la otra siempre es observada con esṕın hacia
abajo y viceversa. Como resultado, mediciones realizadas en uno de los sistemas
pareceinfluenciar instantáneamentelamedición del otro sistema(fig. 2.1). A este
fenómenose le llama enlazamiento.

Fuente

Alice Bob

ZA

XA

ZB

XB

Figura 2.1: Experimento pensado de EPR hecho con electrones. Alice y Bob
son dos observadores separados una distancia arbitrariamente grande. El estado
cuántico del sistema es, por ejemplo, 1√

2
(|+ 〉| − 〉 + | − 〉|+ 〉). Alicemide el esṕın

del electrón proveniente de la fuente alo largo del eje z. El resultado de la me-
dición puede ser uno de dos: +z o −z. De acuerdo con la Mećanica Cuántica, el
estado cuántico del sistemase colapsa aun estado después de una medición , por
lo que, si Alicemide+z, entonces Bob mide−z con probabili dad uno.

Cuantificar el enlazamiento es importante porque nos ofreceinformación acerca
del estado cuántico de un sistema. Para cuantificarlo se definen cantidades tales
como la entroṕıay lapureza, mismasque estudiaremosen lasiguientesección.
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2.6. Entropı́a y Pureza

Las definiciones de entroṕıa y purezautili zadas en el presente trabajo están
dadasen términosde lamatriz dedensidad. A continuaciónsepresenta, amanera
de introducción, algunascaracterı́sticas importantesde lamatriz dedensidad.

Se diceque un estado cuántico |ψ 〉 es puro (separable) cuandose puede escribir
como el producto dedosestadoscuánticos |ψ 〉 = |ψ1 〉|ψ2 〉 Lamatriz dedensidad
deunestado cuántico puro es un operador definido como:

ρ̂ = |ψ 〉〈ψ |, (2.5)

mientrasqueparaunestado no puro toma la forma:

ρ̂ =
∑

i

pi|ψi 〉〈ψi |, (2.6)

en donde las pi son lasprobabili dadesde losestados |ψi 〉.

La matriz de densidad es hermitiana, es decir, es tal que ρ̂ = ρ̂† con eigenvalo-
res realesentre0 y 1. Lasumadesuseigenvaloreses launidad. Dada lamatriz de
densidad ρ̂, laprobabili dad demedir el estado | A 〉 está dado por 〈 A|ρ̂|A 〉.

Por otra parte, la entroṕıa representa el grado de ignorancia acerca del estado
deunsistema. DadaunavariableX aleatoriay discreta con distribuciónPX y defi-
niendopx laprobabili dad dequeX = x, la entroṕıadeBoltzmann-Gibbs-Shannon
de ladistribución deprobabili dad PX sedefine como:

S (PX) = −
∑

x

px ln px,

cuya propiedad importante es la extensividad, es decir, que cuando dos sistemas
independientes se unen para formar un nuevo sistema, la entroṕıa del sistema es
lasumade lasentroṕıas de los sistemaspor separado.

Una expresión equivalente para la entroṕıa de un sistema cuántico en términos
desu matriz dedensidad ρ̂ hasido dadapor vonNeumann:

S = −Tr(ρ̂ ln ρ̂). (2.7)
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Para evaluar esta expresión, escribimoslamatriz ρ̂ en laformaV†DV, en dondeD
eslamatriz diagonal deloseigenvalores(λ) de ρ̂, y V eslamatriz cuyascolumnas
están formadas por loscorrespondienteseigenvectoresde ρ̂, entonces:

S = −Tr {ρ̂ ln(ρ̂)} = −Tr
{

(V†DV) ln(V†DV)
}

= −Tr
{

V†DVV † ln(D)V
}

= −Tr
{

V†(D ln(D))V
}

= −Tr {D ln(D)} = −
∑

i

λi lnλi.

Como vemos, la entroṕıadevonNeumanntiene lamismaformadela entroṕıade
Shanonn puesto que los eigenvalores de ρ̂ son las probabili dades de encontrar a
unapartı́cula en el eigenestadocorrespondiente.

Lapureza esotra formademedidadel grado de incertidumbrequesetiene acerca
deunestado cuántico y sedefine como:

P = Tr(ρ̂2) =
∑

λi
2. (2.8)

Para aclarar la diferencia entre las matrices de densidad de estados puros y de
estados no puros consideremos los siguientes dos ejemplos. Tomemos un estado
puro |ψ 〉 = |ψ1 〉|ψ2 〉, de la ecuación (2.5) se sigue que la matriz de densidad
está dadapor:

ρ̂ = |ψ 〉〈ψ | = |ψ1 〉〈ψ1 | ⊗ |ψ2 〉〈ψ2 |.

El estado en el quese encuentra uno de los sistemasestá dado por la trazaparcial
sobre el otro sistema. En el contexto de los dos rotores, la matriz reducida del
sistemauno, por ejemplo, es:

ρ̂1 = Tr2 {|ψ1 〉〈ψ1 | ⊗ |ψ2 〉〈ψ2 |}
= |ψ1 〉〈ψ1 |Tr2 {|ψ2 〉〈ψ2 |}
= |ψ1 〉〈ψ1 |.
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Ahora consideremos el caso de un estado no puro, por ejemplo un estado enla-
zado |ψ 〉 = 1√

2
|ψ1 〉|ψ2 〉 + 1√

2
|ψ′1 〉|ψ′2 〉 , de la ecuación (2.6) se sigue que la

matriz dedensidad está dadapor:

ρ̂ =
1
2
|ψ1 〉〈ψ1 | ⊗ |ψ2 〉〈ψ2 | +

1
2
|ψ′1 〉〈ψ′1 | ⊗ |ψ′2 〉〈ψ′2 |

+
1
2
|ψ1 〉〈ψ′1 | ⊗ |ψ2 〉〈ψ′2 | +

1
2
|ψ′1 〉〈ψ1 | ⊗ |ψ′2 〉〈ψ2 |,

con lo que:

ρ̂1 = Tr2ρ̂ =
1
2
|ψ1 〉〈ψ1 | +

1
2
|ψ′1 〉〈ψ′1 |.

En el contexto de los dos rotores pateados acoplados, la medición de la entroṕıa
y purezase realiza aplicando las relaciones respectivas a la matriz de densidad
reducidadeunade las partı́culas (por ejemplo ρ̂1) en cada tiempo tn.

Para un estado puro, la matriz de densidad ρ̂ tendrá un eigenvalor igual a uno
y todos los demás igual a cero. Esto implicaque la entroṕıa y la purezatendrán
valores de cero y unorespectivamente. Por otro lado, para un estado no puro la
entroṕıay lapurezaserán en general mayor que cero y menor queunorespectiva-
mente. Es aqúı en donde radicala importanciade lapurezay de la entroṕıa como
medidadel enlazamiento puesto quedistinguencualitativamente entre estadospu-
rosy estadosno puros.



Capı́tulo 3

Localización Dinámica y
Resonancias Cuánticas

3.1. Localización Dinámica

El decaimiento exponencial del perfil de ρ(p) y la saturación del crecimien-
to del valor esperado de la enerǵıa promedio del sistema son indicadores de la
existenciade localización dinámica. En el caso de dos rotores pateados cuánticos
acoplados se identificatambién la existenciade localización dinámica con la ayu-
dade estos indicadores (fig. 3.1)

En general se observa que la localización dinámicase ve modificada con respec-
to al caso con unsolo rotor tanto por el parámetro de acoplamiento entre rotores
como por la magnitud de los impulsos aplicados a cada rotor. A consecuencia
de esto último, la cantidad de enerǵıa promedio que llegan a ganar los rotores es
mayor entre mayor es la magnitud de dichos parámetros. Esto se aprecia en la
evolución de la enerǵıa cinéticapromedio en el tiempo y, equivalentemente, con
el número de impulsos aplicados al sistema. Aśı mismo, se aprecian cambios en
el perfil de ladensidad deprobabili dad de la función deonda en la representación
del momento.

En la figura (3.1) se muestra la evolución de la enerǵıa promedio y la correspon-
dientegráficadedensidad deprobabili dad en la representación del momento para
un caso en el que se observa localización dinámica. Con la finalidad de apreciar
con más detalle la influencia de los parámetros involucrados en el modelo sobre

22
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Figura 3.1: Decaimiento exponencial de la función de onda en la representación
del momento (arriba), evolución de la enerǵıa promedio del sistema(en medio) y
unacercamiento a la evolución de la enerǵıaparalosprimeros150impulsos(aba-
jo). La lı́nearecta en las gráficas de la enerǵıa corresponde al crecimiento lineal
correspondiente de la enerǵıa en el rotor pateado clásico. Las gráficas correspon-
den a~ = 0.5, K = 4.0 y g = 0.01 después de2500 patadas.
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la localización dinámica, observemos las gráficas de la figura (3.2) en las cuales
seobservala evolución de la enerǵıapromedio conel número de impulsosfijando
el parámetro K. Similarmente, en las gráficas de lafigura (3.5) semuestra la evo-
lución enerǵıa promedio con el número de patadas fijandoel parámetro g. En las
figuras (3.3) y (3.6) semuestran acercamientosde la enerǵıapromedio para tiem-
postempranosdela evolución del sistema(50impulsos). Finalmente, semuestran
las densidadesdeprobabili dad ρ(p) (fig. (3.7)) y dos tapetes cuánticos (fig. (3.8))
en los cuales se observa ćomo cambia el perfil de la densidad de probabili dad en
la representación del momento en función de losparámetros involucrados.

En la figura (3.2) se muestran tres gráficas en las que se observa la influencia
del parámetro de interacciónen la evolución temporal de la enerǵıa promedio pa-
ra distintos valores de K. En color negro se encuentran graficados los datos cuyo
parámetro de interaccióncorresponde ag = 0.01, mientrasque en azul correspon-
de ag = 0.04 . En las gráficas seobservaque, cuandoel parámetro de interacción
es pequeño, para valores de K menores que 4 (al menos) existe saturación del
valor promedio de la enerǵıa en forma similar a la que existe en el rotor pateado
cuántico de un solo rotor. Sin embargo, para valores tanto de K como de g gran-
desnoseobservasaturaciónen el valor promedio dela enerǵıa, pues su evolución
temporal presentauncrecimiento lineal en el tiempo.

En resumen, ladiferencia entre el caso con unsolo rotor y el caso con dosrotores
radica en que, la enerǵıa promedio en el caso de dos rotores acoplados continua
creciendo linealmente, aunque auna raźon menor que al inicio de la evolución.
Este tipo de crecimiento de la enerǵıa promedio se observa también para valores
de g pequeños y de K grandes.

En la figura (3.3) se muestra un acercamiento al comportamiento de la enerǵıa
promedio para los primeros 50 impulsos para el caso de los dos rotores acopla-
dos. En estafiguraseobservaque la enerǵıapromedio exhibeuncomportamiento
similar al observado en el caso del rotor pateado cuántico de un rotor, ya que la
enerǵıapromedio seseparade la lı́nearecta correspondiente al crecimiento lineal
de la enerǵıa en el rotor pateado clásico.

Cabe anotar que el efecto del parámetro de interacción sobre la enerǵıa prome-
dio se hacemás evidente entre más impulsos se le aplican al sistema, de hecho,
fijandolafuerzade los impulsosy variandoel parámetro deinteracciónesposible
observar que lasdiferencias sonmı́nimaspara tiempos tempranosde la evolución
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Figura 3.2: Evolución de la enerǵıa promedio con el número de impulsos aplica-
dos. Las curvas en la gráfica superior corresponden K = 2.5, mientras que en la
gráficade en medio corresponden aK = 3.5 y en la inferior aK = 4.5. Loscolores
de las curvas corresponden a g = 0.01 (en negro) y g = 0.04 (en azul). En todos
loscasos~ = 0.5
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Figura 3.3: Enerǵıa promedio para los primeros 50 impulsos de la evolución. La
curva de la gráfica superior corresponde aK = 2.5 mientras que la de la gráfica
inferior corresponde a K = 4.0 . Las lı́neas rectas corresponden al crecimiento
lineal de la enerǵıa en el rotor pateadoclásico.
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Figura3.4: Diferenciaporcentual en la evolución de la enerǵıa promedio para los
primeros 50 impulsos a K constante y variandoel parámetro de interacción. Las
diferencias fueron hechasconrespecto a la curva con parámetro g = 0,01 y varı́an
como sigue: g = 0,02 en rojo, g = 0,03 en verde, g = 0,04 en azul y g = 0,05 en
negro. Las curvas de la gráficasuperior corresponden a K = 2.5 mientras que las
de lagráficainferior corresponden a K = 4.0
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(ver fig. (3.4)).

En la figura (3.5) se muestra la evolución temporal de la enerǵıa promedio pa-
ra: g = 0.01(fig. (3.5) superior), g = 0.03(fig. (3.5) en medio), g = 0.05(fig. (3.5)
inferior). La magnitud del impulso varı́a entre las curvas como sigue: rojo K =
2.5, verde K = 3.0, azul K = 3.5 y violeta K = 4.0. En estas figuras se aprecia
la existencia de localización dinámicapara parámetros de interacción pequeños,
aśı mismo se aprecia ćomo la localización dinámicaseve afectada por la interac-
ciónentre rotores.

Un resultado importante que se rescata de las gráficas de la figura (3.5) es el
hecho dequela influenciadel acoplamiento entre los rotores sobre la localización
dinámicasevereforzadapor lamagnitud de los impulsos(K), por ejemplo, en las
curvas de la figura (3.5 inferior) se observa mayor crecimiento de la enerǵıa pro-
medio en el tiempoconforme aumenta lamagnitud deK. Unaposible explicación
para estasituaciónes lasiguiente: A mayor magnitud de K mayor esel tiempo de
Heisenberg y, por tanto, es mayor la enerǵıa que en promedio ganan los rotores,
como consecuenciade esto último es másgrande laprobabili dad de choque entre
ellos, lo cual ll eva auna influencia más notable por parte del parámetro de inter-
acción.

En lafigura(3.6) semuestraunacercamiento al crecimiento dela enerǵıa cinética
promedio para los primeros 100 impulsos. En la gráfica, cada color corresponde
a un valor distinto de la magnitud de los impulsosaplicados a los rotores. Nótese
que, para losprimeros impulsos, pareciera existir localización dinámica.

En la figura (3.7) se muestra los perfiles de las distribuciones de densidad de
probabili dad en la representación del momento después de 2500impulsos. Bási-
camente se observa algo similar a lo que se observa en el caso del rotor pateado
cuántico, es decir, la pendiente del perfil de distribución disminuye en tanto se
incrementa lamagnitud de K o, equivalentemente, el ancho de ladistribuciónau-
menta con K.

Una diferencia notable con el caso del rotor pateado cuántico de un solo rotor
consiste en la existenciadeno unasino dospendientesen el perfil dedensidad de
probabili dad delafunción deonda en larepresentación del momento, lascuales se
hacen notar más conforme crece el acoplamiento entre rotores. Estas pendientes
en la escala logarı́tmicaindican dostiposdedecaimiento exponencial del perfil de
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Figura 3.5: Evolución de la enerǵıa promedio con el número de impulsos aplica-
dos. En lagráficade arriba todas las curvas corresponden a g = 0.01, en lasde en
medio corresponden a g = 0.03 y en las de abajo corresponden a g = 0.05 . La
magnitud del impulso varı́a entre las curvas como sigue: rojo K = 2.5, verde K =
3.0, azul K = 3.5 y violeta K = 4.0. En todos loscasos~ = 0.5
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Figura 3.6: Primeros 100 impulsos de la evolución de la enerǵıa promedio para
~ = 0.5 y g = 0.05, que corresponde a los primeros 100 impulsos de la figura
((3.5) inferior). La magnitud del impulso varı́a entre las curvas como sigue: rojo
K = 2.5, verde K = 3.0, azul K = 3.5 y violeta K = 4.0. Nótese que, para los
primeros impulsos, pareciera existir localización dinámica.
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dichadistribución. Esto podrı́aser indicador dela existenciadedostiemposdelo-
calización, esdecir, quela enerǵıapromedio del sistemallegue en algúnmomento
a un punto de saturación. En la figura (3.8) se muestran dos tapetes cuánticos, en
los quese aprecia la evolución temporal del perfil deρ(p). Como puedeverse, en
contraste conel caso del rotor pateadocuántico deunrotor, se aprecia crecimiento
del ancho de ladistribución.

En resumen, la influencia del parámetro de acoplamiento consiste aparentemente
en destruir el efecto delalocalización dinámica, tambiénseobservaquelainfluen-
cia del acoplamiento se ve reforzada por la magnitud de los impulsos aplicados.
Es posible también la existencia de un segundotiempo de localización debido al
parámetro de acoplamiento (g), efecto quepodrı́aversemodificado por lamagni-
tud de los impulsosaplicados (K). Estapreguntapor ahora es difı́cil de responder
puesto queserequiere larealización de ćalculosnuméricosen losquese incluyan
tiemposposterioresa los quese abarcaron en el presente trabajo.

3.2. ResonanciasCuánticas

El crecimiento cuadrático del valor esperado dela enerǵıapromedio y el creci-
miento del perfil dedensidad deprobabili dad delafunción deonda en larepresen-
tación del momento indican, al igual que el caso de un solo rotor, la presencia de
resonanciascuánticas(fig. (3.9)). En el caso delosrotoresacoplados se encuentra
lapresenciaderesonanciascuánticasen lamismascondicionesque lasnecesarias
para su existencia en el caso de un solo rotor, es decir, cuando~ es un múltiplo
racional deπ (ec. (1.6))

Primero que nada hay que comentar que, como lo discutı́ previamente, debido
al crecimiento de la enerǵıa promedio del sistema el ancho de ρ(p) también cre-
ce. Esto hacelasimulación numéricadifı́cil puesto que, para poder confiar en los
resultados, es necesario que el arreglo con el quesedescribe ala función deonda
en larepresentación del momento seasuficientementegrandeparaque lamayorı́a
de la función permanezcadentro del arreglo. Lo que sucede en el caso de reso-
nanciascuánticasesque el ancho deρ(p) crece en poco tiempolo suficiente como
para sali r de las dimensiones del arreglo, por lo que la descripción de la función
de onda automáticamente es incorrecta. Una forma de solucionar este problema
esaumentar el tamaño del arreglo, sin embargo, el tiempo de computo también se
multiplica. Por ejemplo, si seduplica el tamaño del arreglo, el tiempo de computo
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Figura 3.7: Densidad de probabili dad en la representación del momento después
de 2500 impulsos para g = 0.01 (arriba) y g = 0.04 (abajo). Los valores del
parámetro K varı́a en las curvas como sigue: verde 3.0, azul 3.5, violeta 4.0 y
negro 4.5 . Nótesela existenciadedospendientesen el decaimiento delosperfiles,
lascuales sehacen más notoriasconforme crece el acoplamiento entre rotores.
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Figura 3.8: Evolución del perfil de la densidad de probabili dad de la función de
onda en la representación del momento para g = 0.05 . A la izquierda K = 2.5 y
a la derecha K = 4.0 . Se observa crecimiento gradual del ancho del perfil de la
distribuciónρ(p).
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se multiplicapor seis. Otra forma de proceder es disminuir los tiempos de obser-
vación, es decir, observar el fenómeno durante un corto periodo en la evolución
temporal del sistema. En el presente trabajo he optado por esta segunda opción
puesto que los tiempos de computo de la primera opción llegan a ser inadmisi-
bles.

En la figura (3.10) se muestra el crecimiento cuadrático de la enerǵıa promedio
para K = 1.0 . La magnitud de g varı́a entre las curvas como sigue: rojo g = 0.1,
verde g = 0.3, azul g = 0.5 . Algo importante que hay que destacar es el hecho
de que el acoplamiento entre rotores no destruye el crecimiento cuadrático de la
enerǵıapromedio aun para acoplamientosmayoresque lamagnitud de los impul-
sos aplicados a los rotores, lo cual contrasta con la situación en la localización
dinámica. Otro punto importante que se rescata de la figura (3.10) es el hecho de
que el crecimiento del valor promedio de la enerǵıanoes solamente cuadrático en
el tiempo, sino que además crece con una proporción mayor a la observada en el
rotor pateado cuántico.

En la figura (3.11) se muestran dos tapetes cuánticos en los que se aprecia el
crecimiento del ancho de ρ(p) en el tiempo. En éstas gráficas se aprecia que la
raźon con la que crece el ancho de la distribución de probabili dades es mayor
entremayor es lamagnitud del acoplamiento (g).
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Figura3.9: Perfil deladensidad deprobabili dad delafunción deonda en larepre-
sentación del momento despuésde40(arriba) y 200(abajo) impulsos. En ellas se
aprecia el crecimiento del ancho deρ(p) en el tiempo. La curvainferior muestra el
crecimiento cuadrático del promedio de la enerǵıa, el cual indicala existenciadel
efecto deresonanciascuánticas. Todos loscasoscorresponden a~ = π/2, K = 1,0
y g = 2,5
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Figura3.10: Valor promedio de la enerǵıa en el tiempo para: K = 1.0 y ~ = π6. En
lascurvas, g varı́a como sigue: rojo g = 0.1, verdeg = 0.3, azul g = 0.5
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Figura 3.11: Evolución del perfil de la densidad de probabili dad de la función de
onda en la representación del momento para ~ = π/6 y K = 1.0 . A la izquierda
g = 0.1 y a la derecha g = 0.5 . Aqúı se aprecia que la raźon con la que crece el
ancho deρ(p) es mayor entremayor es lamagnitud del acoplamiento (g)



Capı́tulo 4

Pureza, Entropı́a y Enlazamiento

4.1. Decaimiento de la Pureza

Laimportanciadelapurezaradica en que, como semencionó en el caṕıtulo 2,
esunamedidadel grado de enlazamiento entre, por ejemplo, unsistemay el resto
del universo. El objetivo aqúı es estudiar bajo qúe condiciones se obtiene mayor
o menor decaimiento de la purezay, por tanto, menor o mayor grado de enlaza-
miento entre losrotoresdeunsistemaformado por dosrotorespateadoscuánticos
acoplados. La purezase calculó aplicando la ecuación (2.8) a la matriz de den-
sidad reducida de uno de los rotores. En esta sección se muestra el decaimiento
de la pureza en el tiempo para el caso en que ~ = 0.5, el caso con resonancias
cuánticas (~ múltiplo racional deπ ) se trata en lasección (4.3).

En las figuras (4.1) y (4.2) se observa el decaimiento de la pureza como fun-
ción del tiempo fijandoel parámetro de interacción. El valor de K varı́a entre las
curvas como sigue: K = 2.5 en rojo, K = 3.0 en verde, K = 3.5 en azul, K =
4.0 en violeta y K = 4.5 en negro. En estas curvas se advierten oscilaciones en
el decaimiento de la pureza, las cuales desaparecen con forme aumenta tanto la
magnitud de los impulsos(K) como la interacciónentre rotores, g.

En las figuras (4.1) y (4.2) se aprecia una similit ud entre gráficas con distinto
parámetro de acoplamiento, lo cual sugiereque el parámetro de acoplamiento jue-
ga el papel de escala de tiempo, lo cual no es muy extraño pues, si pensamos de
manerasemiclásica, el parámetro de acoplamiento regula la influenciade loscho-
quesentre rotores sobre el estado cuántico del sistema.

38
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Figura 4.1: Decaimiento de la pureza en el tiempo para~ = 0.5, g = 0.01 (arriba)
y g = 0.02 (abajo). K varı́a entre las curvas como sigue: K = 2.5 rojo, K = 3.0
verde, K =3.5 azul, K = 4.0 violetay K =4.5 negro. Aqúı se apreciaquelapureza
no decaeuniformemente en el tiempo, sino que exhibeoscilaciones.
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Figura 4.2: Decaimiento de la pureza en el tiempo para~ = 0.5, g = 0.03 (arriba)
y g = 0.05 (abajo). K varı́a entre las curvas como sigue: K = 2.5 rojo, K = 3.0
verde, K = 3.5 azul, K = 4.0 violeta y K = 4.5 negro. Aqúı se observa que las
oscilaciones observadas en el decaimiento de la purezase amortiguan conforme
pasa el tiempo y conforme crecelamagnitud de losparámetros K y g.
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En las figuras (4.3) y (4.4) se observa el decaimiento de la pureza en el tiempo
para K constante. El valor de g varı́a entre las curvas como sigue: g = 0.01 en
rojo, g = 0.02en verde, g = 0.03en azul, g = 0.04en violetay g = 0.05en negro.
En estas gráficas se aprecia claramente que la raźon de decaimiento de la pureza
es mayor a mayor g. También pueden observarse oscilaciones en el decaimiento
de la pureza, se aprecia además la manera en la que las oscilaciones desaparecen
conforme crecelamagnitud de losparámetros K y g.

En general se observa que la pureza, dentro del rango de parámetros que se estu-
diaron, es una función monótona decreciente del acoplamiento entre rotores para
tiemposgrandes (tiempos en los que las oscilaciones han desaparecido), es decir,
mayor acoplamiento entre rotores implicatambién menor pureza.
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Figura 4.3: Decaimiento de la pureza en el tiempo para ~ = 0.5, K = 2.5 (arriba)
y K = 3.0 (abajo). g varı́a entre las curvas como sigue: g = 0.01 rojo, g = 0.02
verde, g = 0.03azul, g = 0.04 violetay g = 0.05 negro. En estagráficase aprecia
la influenciadel parámetro de acoplamiento g en lasoscilacionesdel decaimiento
de la pureza. Se aprecia que las oscilaciones se presentan en tiempos menores
entremayor es g.
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Figura 4.4: Decaimiento de la pureza en el tiempo para ~ = 0.5, K = 4.0 (arriba)
y K = 4.5 (abajo). g varı́a entre las curvas como sigue: g = 0.01 rojo, g = 0.02
verde, g = 0.03azul, g = 0.04 violetay g = 0.05 negro. En estasfiguras seobserva
que las oscilaciones desaparecen conforme crecela magnitud de los parámetros
K y g.
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4.2. Crecimiento de la Entropı́a

La entroṕıa, al igual que la pureza, es importante porque es una medida del
grado de enlazamiento deunsistema cuántico. El objetivo aqúı, al igual que en la
secciónanterior, esestudiar el comportamiento del enlazamiento entre los rotores
de un sistema formado por dos rotores pateados cuánticos acoplados. Como ve-
remos, la información acercadel enlazamiento del sistema que podemos obtener
de la entroṕıa es similar a laque seobtiene en el caso de lapureza, aunque desde
otro punto devista. En estasección semuestra el crecimiento de la entroṕıa en el
tiempo para el caso en que ~ = 0.5, el caso con resonancias cuánticas se trata en
la sección (4.3). La entroṕıa se calculó aplicandola ecuación (2.7) a la matriz de
densidad reducidadeuno de los rotores.

En las figuras (4.5) y (4.6) se muestra el crecimiento de la entroṕıa en el tiem-
po fijandoel parámetro de interacción. El valor de K varı́a entre las curvas como
sigue: K = 2.5 en rojo, K = 3.0 en verde, K = 3.5 en azul, K = 4.0 en violeta
y K = 4.5 en negro. En las gráficas se advierten oscilaciones en el crecimiento
de la entroṕıa. Para valores de K y g grandes y tiempos largos podemos notar
un poco mejor que con la purezaque el enlazamiento relacionado con unestado
es mayor entre mayor es la magnitud de los impulsos aplicados (ver figs. (4.2)
y (4.6) inferiores). Adicionalmente se aprecia una aparente saturación en la en-
troṕıa para tiempos largos y magnitudes de K no muy grandes (ver fig. (4.7)).
Esto es importantepuesesto darı́apie alaposibili dad de crear ademanda estados
conenlazamiento fijo, por ejemplo, serı́aposibleregular el grado de enlazamiento
máximo quesequiereobservar en el sistemavariandolamagnitud de losparáme-
tros K y g.

En las figuras (4.7) y (4.8) se encuentran las gráficas del crecimiento de la en-
troṕıa en el tiempo para K constante. El valor de g varı́a entre las curvas como
sigue: g = 0.01 en rojo, g = 0.02 en verde, g = 0.03 en azul, g = 0.04 en violeta
y g = 0.05 en negro. En estas gráficas apreciamos con más claridad con respec-
to a las gráficas (4.3) y (4.4) que la raźon con la que crecela entroṕıa es mayor
conforme crecelamagnitud de losparámetrosg y K.
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Figura4.5: Crecimiento de la entroṕıa en el tiempo para~ = 0.5, g = 0.01(arriba)
y g = 0.02 (abajo). K varı́a entre las curvas como sigue: K = 2.5 rojo, K = 3.0
verde, K = 3.5 azul, K = 4.0 violeta y K = 4.5 negro. Al igual que en el caso de
lapureza, seobservan oscilaciones.
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Figura4.6: Crecimiento de la entroṕıa en el tiempo para~ = 0.5, g = 0.04(arriba)
y g = 0.05(abajo). K varı́a entre lascurvascomo sigue:K = 2.5 rojo, K = 3.0 ver-
de, K = 3.5 azul, K = 4.0 violetay K = 4.5 negro. Las oscilacionesde la entroṕıa
se amortiguan conforme pasa evoluciona el sistema y conforme se incrementa la
magnitud de losparámetros K y g.
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Figura4.7: Crecimiento de la entroṕıa en el tiempo para~ = 0.5, K = 2.5 (arriba)
y K = 3.0 (abajo). g varı́a entre las curvas como sigue: g = 0.01 rojo, g = 0.02
verde, g = 0.03 azul, g = 0.04 violetay g = 0.05 negro. En las gráficas se aprecia
que, para tiemposcortos, la entroṕıa crecemásrápidoentremayor es lamagnitud
de g
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Figura4.8: Crecimiento de la entroṕıa en el tiempo para~ = 0.5, K = 4.0 (arriba)
y K = 4.5 (abajo). g varı́a entre las curvas como sigue: g = 0.01 rojo, g = 0.02
verde, g = 0.03 azul, g = 0.04 violeta y g = 0.05 negro. Aqúı se aprecia que las
oscilacionesdesaparecen conforme crecelamagnitud de losparámetros K y g.
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4.3. Pureza y Entropı́a en el caso de Resonancias
Cuánticas

Como semostró en lasección (3.2), el acoplamiento entre rotoresno destruye
losefectosde la localización dinámica, esdecir, al igual que en el caso con unso-
lo rotor, la enerǵıa promedio crece cuadráticamente en el tiempo, crece el ancho
de la densidad de probabili dad (ρ(p)), etc. El decaimiento de la purezay el cre-
cimiento de la entroṕıa de las gráficas que se muestran a continuación, muestran
que los efectos de las resonancias cuánticas destruyen de maneras más notable el
grado de información que se tiene acercadel estado cuántico de los rotores. Ello
,se concluye, debido aque la purezadecaemás rápido en el caso con resonancias
cuánticas. De manera similar, la entroṕıa crecemás rápido en el caso con reso-
nanciascuánticas.
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Figura4.9: Decaimiento delapureza en uncaso conresonanciascuánticas(~ = ~6,
K = 2.5). Nóteseque el tiempo observadoson 120impulsosy en uno deloscasos
se observa una pureza cercana a0.6 . El parámetro g varı́a entre las curvas de
manerausual.
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En la figura (4.9) se muestra el decaimiento de la purezapara los casos con ~ =
0.5 y ~ = π6. En la figura (4.10) se muestra el crecimiento de la entroṕıa para los
casos con ~ = 0.5 y ~ = π

6. Los parámetros de las curvas son: K = 2.5, g = 0.01
rojo, g = 0.02 verde, g = 0.03 azul, g = 0.04 violetay g = 0.05 negro.

20 40 60 80 100 120
Impulsos

0.2

0.4

0.6

0.8

1

S

Figura4.10: Crecimiento dela entroṕıa en uncaso conresonanciascuánticas(~ =
~

6, K = 2.5). Al igual que en lafigura (4.9) el tiempo observadoson 120impulsos.
El parámetro g varı́a entre las curvasdemanerausual.



Conclusiones

Para el caso de dos rotores pateados cuánticos acoplados, se ha encontrado un
efecto similar a la localización dinámica en cuanto a que, para parámetros de
acoplamiento pequeños e impulsos de magnitud pequeña, existe saturación en la
enerǵıa promedio del sistema. Para parámetros de acoplamiento e impulso gran-
des, se observa un fenómeno relacionado a la localización dinámica en el cual
la enerǵıa promedio del sistema crecelinealmente en el tiempo, aunque con una
proporciónmenor a laobservada en los tiempos tempranosde la evolución.

Ladensidad deprobabili dad también esdiferente conrespecto al caso con unsolo
rotor puesto que, para parámetros de acoplamiento e impulso grandes, se obser-
van dos pendientes en escala logarı́tmica, las cuales corresponden a dos tipos de
decaimiento exponencial en el perfil de la distribuciónρ(p). Esto podrı́a ser indi-
cador de la existenciadedos tiemposde localización, lo cual podrı́a implicar que
la enerǵıapromedio del sistemallegue en algúnmomentoaun punto de equili brio.

Otro fenómeno importante en el caso de los dos rotores acoplados consiste en
que las resonanciascuánticas sobreviven al efecto del acoplamiento entre rotores.

Se observó uncomportamiento oscilatorio en el decaimiento de la purezay, por
tanto, del grado de información acerca del estado cuántico del sistema. Dichas
oscilaciones desaparecen conforme aumentan las magnitudes de los parámetros
de acoplamiento entre rotores y de la fuerzade los impulsos. Se encontró que el
enlazamiento, dentro del rango de parámetros que se estudiaron, es una función
monótona crecientedel acoplamiento entrerotoresparatiemposgrandes, esdecir,
amayor acoplamiento entre rotores, mayor es el enlazamiento observado.

También se ha encontrado una aparente saturación en la entroṕıa para tiempos
largosy magnitudesde K nomuy grandes (K = 2.5). Unaposible aplicación para
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este fenómeno consiste en la posibili dad de crear a demanda estados con gra-
do de enlazamiento fijo, por ejemplo, serı́a posible regular el máximo grado de
enlazamiento que se quiere observar en el sistema variando la magnitud de los
parámetros K yg.

Finalmente, cabe comentar queseha encontrado que, en general, el enlazamiento
en el sistema de dos rotores pateados cuánticos crecemás rápido en el caso con
resonanciascuánticas.

Para un trabajo a futuro es posible mejorar el modelo incluyendo ya seala inter-
acción entre rotores constante, o aumentandola frecuencia con la que ésta actúa.
También es posible mejorar las simulaciones numéricas abarcando unrangomás
amplio del parámetro de interacción. Aśı mismo, el estudio del correspondiente
mapeo clásico serı́a de gran utili dad para un estudio más detallado en situaciones
con dinámicamixta.



ApéndiceA

Operador deEvolución del Rotor
Pateado Cuántico

Ladeducción del operador de evolución del rotor pateadocuántico quesepresenta
a continuación esta dada en términos del operador del orden del tiempo, que se
define como sigue:

←−
T A(t)B(t) =

{
A(t)B(t) si t < t′

B(t)A(t) si t′ < t

El operador deEvolución, en general se escribe como,

exp

{
− i
~

∫ t

t0

dt′Ĥ(t′)

}
=

∑

n

1
n!

{
− i
~

∫ t

t0

dt′Ĥ(t′)

}n

=

∑

n

(−i)n

~nn!

{∫ t

t0

dtnĤ(tn)
∫ t

t0

dtn−1Ĥ(tn−1) . . .
∫ t

t0

dt1Ĥ(t1)

}
. (A.1)

Para apreciar con detalle la forma en la que actúa el operador del orden del tiem-

po
←−
T , veamos lo que pasa cuando se aplica al segundotérmino de la expansión

(denotadoaqúı por Ω2),

Ω2 =
←−
T

{∫ t

t0

dt2

∫ t

t0

dt1Ĥ(t2)Ĥ(t1)

}
,

separandola integraciónsobre t1 en losdominios t2 > t1 y t1 > t2,

Ω2 =
←−
T

{∫ t

t0

dt2

∫ t2

t0

dt1Ĥ(t2)Ĥ(t1)

}
+
←−
T

{∫ t

t0

dt2

∫ t

t2

dt1Ĥ(t2)Ĥ(t1)

}
.

53



En el primer sumando tenemos que
←−
T Ĥ(t2)Ĥ(t1) = Ĥ(t2)Ĥ(t1), en el segundo

tenemosque
←−
T Ĥ(t2)Ĥ(t1) = Ĥ(t1)Ĥ(t2), con esto,

Ω2 =

∫ t

t0

dt2

∫ t2

t0

dt1Ĥ(t2)Ĥ(t1) +
∫ t

t0

dt2

∫ t

t2

dt1Ĥ(t1)Ĥ(t2).

Usandola formula, ∫ t

t0

dt2

∫ t

t2

dt1 =
∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2,

y haciendoloscambiosdevariable t1→ t2 y t2→ t1, se llega aque,

Ω2 = 2
∫ t

t0

dt2

∫ t2

t0

dt1Ĥ(t2)Ĥ(t1).

Con un procedimiento similar se llega aque,

Ωn = n!
∫ t

t0

dtn

∫ tn

t0

dtn−1 . . .

∫ t2

t0

dt1Ĥ(tn)Ĥ(tn−1) . . . Ĥ(t1). (A.2)

El Hamiltoniano del rotor pateadocuántico esdelaforma T̂+δ(t′)Ṽ. Expandiendo
el operador de evolución (ec. A.1) en series y aplicándole el operador del orden
del tiempo por medio de la ecuación (A.2), y tomandoel intervalo t − t0 = 1:

←−
T exp

{
− i
~

∫
dt′(T̂ + δ(t′)Ṽ)

}
=

=
←−
T
∑

n

(−i)n

~nn!

{∫ t

t0

dtnĤ(tn)
∫ t

t0

dtn−1Ĥ(tn−1) . . .
∫ t

t0

dt1Ĥ(t1)

}

=

∑

n

(−i)n

~nn!
n!
∫ t

t0

dtn

∫ tn

t0

dtn−1 . . .

∫ t2

t0

dt1Ĥ(tn)Ĥ(tn−1) . . . Ĥ(t1)

= 1̂− i
~

∫ t

t0

dt1(T̂ + δ(t1)Ṽ) − 1
~2

∫ t

t0

dt2

∫ t2

t0

dt1(T̂ + δ(t2)Ṽ)(T̂ + δ(t1)Ṽ) + . . .

= 1̂−
i
~

(T̂ + V̂(t1)) −
1
~2

(T̂ 2
+ T̂ V̂(t1) + T̂ V̂(t1) + V̂(t2)V̂(t1)) + . . .

=

∑

µ

∑

ν

(−i)µ

~µµ!
(−i)ν

~νν!
T µVν

= exp
{
− i
~

T̂
}

exp
{
− i
~

V̂
}

(A.3)

Por lo que el operador de evolución del rotor pateado cuántico se puede escribir
comoel producto dedosoperadoresque actúan por separado, unocorrespondiente
a la evolución libredel rotor y el otro a la acción de los impulsos.
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