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Resumen

En e presentetrabgjo seintroduceun modelo que, de hecho, esunageneralizadbn
de un modelo importante llamado “ El Rotor Pateadd’. La generalizadon consiste
en € acoplamiento de dos rotores pateados cuanticos a través de un pdencial de
interacdbn de artadistancia, moduado pa un parametro de a@plamiento.

Se encuentra que la locdizadbn dnamica un efedo importante en e rotor pa-
teado cuantico, se ve suprimida por €l acoplamiento entre rotores. Asi mismo, se
encuentra que las resonancias cuanticas, otro efedo olservado en el rotor pateado
cuantico, persisten aun para a®plamiento fuerte entre rotores.

Se ohservd un comportamiento oscil atorio en el decamiento de la purezay, por
tanto, del grado de informadon e se tiene acecadel estado cuantico del siste-
ma. Dichas oscil adones desaparecen conforme aumentan las magnitudes de los
parametros de amplamiento entre rotores y de lafuerzade losimpul sos.

Se encontrd que d enlazamiento, dentro del rango ce parametros que se estu-
diaron, es una funcibn monbtona aedente del acoplamiento entre rotores para
tiempos grandes, es dedr, a mayor acoplamiento entre rotores, mayor es €l enla-
zamiento observado.
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| ntroducaon

El rotor pateado clasico es un sistema que, en funcion de la magnitud de los im-
pulsos aplicados al rotor, se mmporta cadticamente en mayor o en menor medida.
Béasicamente, € sistema mrresponce auna particularestringida amoverse en ura
trayedoria drcular; aéstasele glican impul sos periddicos cuya magnitud depen-
dedesu posicibnanguar. Al rotor pateado se le puede identificar con un @nduo
a que se le enciende y apaga periddicamente d potencial gravitadona. Existe
también el equivalente auantico del rotor pateado clasico. EI Hamiltoniano del ro-
tor pateado cuantico se obtiene reamplazando las variables candnicas p y q del
Hamiltoniano clasico par los correspondentes operadores de la mecdanica aanti-
ca

El rotor pateado ha sido un modelo ampliamente estudiado en la fisica puesto
gue su versionclasicahajugado un @pel muy importante en el campo celateoria
de Caos Conservativo. El Mapeo Estandar o de Chirikov-Taylor, el cua seohtiene
al resolver las eauadones de movimiento para d Hamiltoniano del rotor pateado.
El mapeo apared6 en 1960en € contexto de la dinamicadel eledrbn en micro-
trones. Este mapeo fue estudiado numéricamente por Taylor en 1968 yChirikov
en 1969 Asi mismo, muchos de los conceptos en lateoriadel Caos Cuantico fue-
ron desarrollados en €l rotor pateado cuantico desde que se estudio, en 1979 por
Casati y sus colaboradores[1].

Por otra parte, e rotor pateado cuantico exhibe fenbmenaos sn contraparte dasica
Estos fenbmenaos on lalocdizaddn dnamicay las resonancias cuanticas. Lalo-
cdizadon dnamica onsiste enlasupresion del creamiento dela energia dnética
promedio después de un cierto tiempo de evolucion y es debida a dedos de inter-
ferencia. Las resonancias cuanticas & caaderizan pa fomentar un credmiento
cuadratico asintético en la energia dnéticapromedio y se observan bajo determi-
nadas condciones, las cuales & exporen en € capitulo 1. En resumen, la energia

VII



transferida d rotor es menor (en el caso de locdizadon dnamica) o mayor (en €l
caso de resonancias cuanticas) en el caso cuantico que en € cléasico.

En 1935 Einstein, Poddsky y Rosen formularon un experimento pensado cu-
yo resultado es que ladescripcion delaredidad dadapor lafuncion de ondanoes
completa]2]. Posteriormente a este experimento pensado se le [lamo “la paradgja
EPR”. Por ggemplo, es posible preparar dos particulas en unanico estado cuantico
tal que auando urade dlas es observada con espin hada ariba, laotrasiempre es
observada con espin hada aajo y viceversa. Como resultado, mediciones redi-
zadas en uno e los dstemas pareceinfluenciar instantaneanente la medicion dcel
otro sistema. A este fendbmeno selellama entanglement (eninglés). Latraduccon
al espainad delapalabra entanglement esta aunen discusion, algures delastraduc-
ciones n: enlazaniento, entrelazamiento, enredamiento y enmaraiiamiento. En
el presente trabajo se usara la palabra enlazamiento como traduccon delapalabra
entanglement. El estudio del enlazaniento del estado cuantico de un sistemas de
particulas ha dado pie alaposibilidad del desarrollo de nuevas temalogias como
la computad6n cuanticay lainformadén cuanticd 3, 4].

En el presente trabgjo se introduce un modelo que, de hedho, es una generali-
zadon e rotor pateado cuantico. La generalizadbn consiste en el acoplamiento
de dos rotores pateados cuanticos a través de un pdencia de interacaon periodi-
co. La periodicidad de la interacdon entre los rotores esta modelada por un tren
de deltas de Dirac A cada rotor se le glicapor separado ura serie de impulsos
cuya magnitud depende tanto de un parametro K, como de su pasicion anguar.
Para nuestros fines, lamagnitud del impulso K aplicado a cala rotor esla misma.
Asi mismo, se ha escogido uridades en las que, tanto el periodo e glicadbn de
los impulsos como el periodo ¢k lainteracdon entre rotores es la unidad.

Parte del presente trabgjo esta enfocado a estudio de la locdizadon dnamica
y de las resonancias cuanticas para € caso de dos rotores pateados cuanticos am-
plados, puesto que es interesante conacer como se modifican estos efedos. Otra
parte importante del trabajo consiste en el estudio de la evolucion del enlazamnien-
to para d modelo propuesto. Para este fin, se estudia d comportamiento de la
purezay de la entropia, puesto que estas medidas brindan informadon acecadel
grado de enlazamiento en el que se encuentra d sistema.

Uno e los motivos del porqué utili zar el rotor pateado es que es un modelo par-
ticularmente simple de andli zar puesto que, por un lado, las eauadones cléasicas



de movimiento se pueden reducir aun mapeo discreto; mientras que en la contra-
parte auantica @ estado en el que se encuentra d sistema después de N impulsos
esta dado pa N aplicadones ucesivas del operador de evolucion. Otro motivo
importante es el hedho de que en la adualidad es posible rediza experimentos
con € rotor pateado cuantico. El primer experimento con el rotor pateado cuanti-
co fue hedcho con ura muestra diluida de a@omos de sodio ultrafrios por M. G.
Raizen y colaboradores en 19955].

En  capitulo 1 setratan alguncs aspedosimportantes del rotor pateado, tanto en
laparte dasica @mo en su contraparte auantica, esto con el objetivo de adarar y
sentar | as bases de |os conceptos necesarios para d desarroll o del presente trabajo.

En e capitulo 2 se expore d modelo utili zado, su Hamiltoniano, € operador de
evolucion y aguncs detall es témicos reladonados con la simuladdn numérica
Del mismo modose define la entropiay la purezg cuya utili dad radica en la des-
cripcion cuantitativa del enlazamiento del sistema.

En € capitulo 3 se estudiala existenciade locdizadbn dnamicay de resonancias
cuanticas para d modelo de dos rotores pateados cuanticos acoplados. También
se expore para anbos casos a1 evolucion y comportamiento como funcion ce la
interacabn entre rotores y de lamagnitud del impulso aplicado a calarotor.

En @ capitulo 4 se estudia d comportamiento de la purezay la entropiay, por
tanto, del enlazamiento como funcion de los parametros involucrados en unsiste-
ma aon dcs rotores pateados cuanticos.



Capitulo 1

El Rotor Pateado

1.1. Hamiltoniano del Rotor Pateado
El rotor patealo esta descrito par el Hamiltoniano

p2
H = % + Kcos(q) zn:é(t —nT), (1.2)

el cual describe la dinamicade una particulade masam = 1 y momento anguar
p restringida amoverse sobre unatrayedoria drcular. A laparticulase le glican
peri6dicamente (con periodo T) impulsos(patadas) descritos por un tren de “n”
funciones delta en e tiempo. La magnitud del impulso que d rotor redbe en un
instante dado depende tanto del parametro K, como de su pasicionanguar; puesto
gue d potencial al que esta sujeto el rotor depende de su pasicion anguar.

El efedo que los impulsos imprimen en la particula se reflgian en un cambio
instantaneo en e momento anguar de la particula. Vale la pena comentar que d
parametro K determina que tan cabtico es el comportamiento del rotor.

1.2. Mapeo

Del Hamiltoniano (ec1.1) notamos que, en el intervalo de tiempo entre dos
impulsos, el término de energiapotencial escero, por lo que  movimiento corres-
ponce d de unrotor libre, es dedr, lavariable “g” evoluciona linedmente en el
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tiempo. Dicho intervalo se define normalmente como la identidad (T = 1). Al
momento del impulso, el término del potencial domina sobre d término ce la
energia dnética, o cual da como resultado uncambio instantaneo en el momento
anguar de la particula, aunque no asi de la posicion anguar. Con estas observa-
ciones podemos integrar las eauadones de Hamilton alo largo de un periodo T
del Hamiltoniano y oltener el mapeo de Chirikov-Taylor. La manera de proceder
es aplicar primero €l impulso y luegola evolucionlibre.

Del Hamiltoniano (ec(1.1)), las eauadones de Hamilton son:

. oH . -
=—-— =Ksn 5(t — nT), 12
b =~Tg = Ksin@ ), a(t—n) (12)
. O0H

Denotando como p, Y g, @ momento y pasicion anguar del rotor al tiempoin-
mediatamente anterior a la glicadon del n + 1 impulso, las ecuadones (1.2) se
convierten en lo que se anace Mo e mapeo estandar:
Pni1 = Pn + K SIN(Gn), (1.3
Onh+1 = (qn + pn+l)md(2ﬂ),

Figura 1.1: El rotor pateado consiste de una particula restringida amoverse sobre
unatrayedoria drcular, ala aual periodicamente se le glican impulsos(patadas)
cuya magnitud depende del parametro K y de laposicionanguar del rotor.
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En este purto cabe hace alguncs comentarios aceca del mapeo estandar. Con
estanotadon, la condcioninicial (py q al tiempot = 0) esta dada por po Y Qo.
De las condciones de frontera impuestas por el modelo (0 < g < 2x) sesiguela
periodicidad de la coordenada g.

1.3. Retrato Fase

En mecanica dasica @ estado dnamico de un sistema esta dado pa e conjunto
de posiciones y momentos de cala uno ¢k los comporentes del sistema, es dedar,
un purto en unespado 2mN dimensional, en dona “N” es € numero de particu-
las constituyentes del sistemay “m” es e nimero de grados de libertad de las
particulas. A este espado 2mN dimensional se le llama “Espado Fase”. La evo-
lucion temporal de un purto en el espado fase esta gobernada por las ecuadones
de Hamilton.

En el caso del rotor pateado, por tratarse de un problema con un gado ce li bertad,
el espado fase es bidimensional. El “retrato fase” 0 “secdbdn de Poincaré” es una
vista estrobascopicade los estados dinamicos por 1os que pasa d sistema, es de-
cir, en € retrato fase no se observan todas |os estados dinamicos por 1os que pasa
el sistema, sino que sblo se observan los estados cadaintervalo de tiempo T (ver
ecl.1). Paraobtener € retrato fase, se glican las eauadones de movimiento aun
ensamble de condciones iniciales tomadas aleaoriamente. Dada una condcion
inicial, iterar el mapeo estandar es completamente equivalente ala glicadbn de
las eauad ones de movimiento adichas condciones, por o que los estados dinami-
cos estroboscopicos por 10s que pasa d sistema estan dados por |os resultados de
las iteradones conseautivas del mapeo.

El tipo de trayedoria descrita en € retrato fase depende, tanto de la condcion
inicial, como del parametro perturbativo K; de hedo, € parametro K define d
comportamiento general del sistema. Esclaro dela eaiadon(1.1) queparaK = 0
el comportamiento corresponce d de una particula libre, es dedr, particulas con
momento anguar constante auyas trayedorias en €l retrato fase son lineas redas
perpendiculares a gje del momento anguar (ver fig. (1.2 @)).

Para valores de K distintos de ceo, € comportamiento es completamente dife-
rente. Como se muestra en la figura (1.2 b) el retrato fase esta dividido en dos
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(@)

' ' '
w N — o — N w

Figural.2: Retrato fase del rotor pateado paradiferentesmagnitudesdeK : a) K =
0.0,b)K=08,c)K=20yd) K =10.0. Aqui podemosapredar latransicion de
unadinamica ompletamente ordenada de particulali bre (a) auna completamente
cabtica (d), pasando pa situadones con dnamicamixta(b y ¢). Como podemos
ver, e comportamiento de este sistema depende fuertemente del parametro per-
turbativo K, puesto que paraK = 0 e movimiento corresponce simplemente d de
la particula libre(a), mientras que para K muy grande, la dinamica es compl eta-
mente cabtica(d). Lafiguras & construyeroncon 75condcionesiniciaestomadas
de manera dedoria. La gparente existencia de estructura en lafigura g es debida
alasimuladon numérica Esta estructura desaparece onforme se incrementa d
tiempo de lasimuladon numérica

(b)

(d)
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regiones, unainterior y otra exterior. Laregioninterior corresponce amovimiento
aootado, es dedr, movimiento en e que las amplitudes de las osciladones del ro-
tor son menores que 2. La region exterior corresponde amovimiento libratorio,
es dedr, movimiento en €l que las amplitudes de las osciladones del rotor son
mayores que 2r. Finamente, para valores de K mayores, el movimiento se torna
cadavezmas cadtico (figs. (1.2 cy d)).

1.4. Teoremade KAM

En unsistemaintegrable con dos grados de li bertad | as curvas que representan
los estados dinamicos por 1os que pasa d sistema permanecen en la superficie de
untoro construido pa las variables de anguo-acdon (Jy, J, 64, 6,), cuyos radios
sonp; = VJ.. S Iasdfrecuencias conlas que evolucionan las variables de anguo,

6i

definidas por: w; = 5 sonconmensurables, entonces el movimiento de este siste-

ma sera periodico (ver fig. 1.3).

Existe un teorema muy importante para d andlisis de los sstemas dinamicos
[lamado “teorema de KAM”, llamado ce esta manera en hona a Kolomogarov,
quien lo propuso en 1954 y aArnadld (1963 y Moser (1962 quienes desarroll a-
ron de maneramas rigurosa las ideas de Kolmogarov. El teorema de KAM expli-
cala existenciade aurvas estables (toros de KAM) bagjo perturbadones pequefias
(e << 1) de un sistema mecanico integrable (Hp) en términos de la inconmen-
surabili dad de las freauencias w; con las que evoluciona d sistema sobre d toro
formado pa las variables de anguo acdbn en Hy. El teorema de KAM explica
gque entre mayor seala inconmensurabili dad de las freauencias de la trayedoria,
mayor serala probabili dad de que ese toro persista ante una perturbadon[6].

Lasresonancias nregionesen el espado fase formadas por toros cuyas freauen-
cias w; sonradonales. Las resonancias dan lugar a trayedorias cabticas causadas
por la goaricion de un nimero par de purtos fijos elipticos e hiperboli cos en sus-
titucion de lo que dguravezfue untoro resonante. Entre mayor seala magnitud
de laperturbad6n, mayor seralaregion delaresonancia. Estasregionestienden a
destruir los toros de KAM conforme aecen. Cuando los toros de KAM son des-
truidos por la perturbadon, estos £ mnvierten en curvas tipo Cantor (cantoros).
El Gltimo toro destruido pa laperturbadon esllamadotoro darado y corresponde
al toro con cociente de freauenciaigual a d nimero darado (3 = (1 + V5)/2).
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(1+ V5)/2.

w1 —
w2

= 2% son conmensurables la

VJ.. Si las freauencias w;

dica(arriba), en caso contrario latrayedorianuncase derra.

aperio

z

Figura 1.3: En un sistema integrable con dcs grados de libertad las curvas que
representan los estados dinamicos por 1os que pasa d sistema permanecen en la

superficie de untoro construido pa las variables de anguo-acaon (J;, Jo, 64, 65),

En € caso de lafigurainferior e cociente de las freauencias es

cuyos radios on p;
trayedoriaser
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El teorema original requeria de perturbadones del orden de e = 1078, La prueba
del teorema dada por Arnold requeria que d potencial perturbativo fuera de dase
C> y lade Moser requeriaque d potencial fuerade dase C33¥[7], posteriormente
en laversion de la prueba de Moser se redujo aC® por Rissnann[8].

En e contexto ddl rotor pateado, el sistema medanico integrable Hy correspornt
de aunrotor (particulalibre confinada amoverse en uraitrayedoria drcular), y la
perturbadbn €V = e cos(q) corresponck d tren de impulsos aplicados periddica
mente d rotor, por lo que d rotor pateado es un sistema con unHamiltoniano del
tipoH = Ho + €V y, por tanto, €l teorema de KAM es valido en éste sistema.

1.5. Difusion

Lostorosde KAM forman barrerasimpenetrables paraladifusion de momen-
to en el mapeo estandar. Conforme aumentalamagnitud del parametro perturbati-
vo del mapeo estandar |a dindmicase torna cala vez méas complicada, en general,
las regiones de resonancia aecean y convierten toros de KAM en cantoros. Final-
mente, después de un cierto valor del parametro perturbativo (K ~ 0.9716354, €
ultimo toro de KAM se aonvierte en uncantoro y, solo entonces, no hay méastoros
gue paren ladifusion del momento. Las orbitas periodicas restantes tienen efedo
sobre ladifusion del momento en el mapeo estandar. Este dedo fue estudiado pa
Chirikov.

Pensemos por un momento en e caso fuertemente cabtico, es dedr, € parametro
perturbativo es tan grande que no hay Orbitas estables presentes. Dado |0 anterior,
los valores conseautivos de py Y ¢, o estan correladonados con los valores de p
y q anteriores. Calculandolavarianza{ (Ap(t))? ) tenemos que:

N
((Pn—Po)?) = K2 >~ ((singn)?) + K2 >’ (SiNGpsingm).

n=1 n+m

Dadalano correlad 6n entre pasos conseautivos, se aumple que:

. . 1
(SiNgnSINQm) = §5n,m,
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por lo que

K2
((Pn=po)*) = 5N,
en donce K eslafuerzadel impulso y N es el nUmero de impulsos apli cados.

Estoimplicaque d promedio de la energia dnética aecelinedmente en el tiempo
y proparcionalmente con el cuadrado ce lafuerzadel i mpulso.

Py _ 2
(3) =N (14)

1.6. Operador de Evolucion Cuantico

Para d Hamiltoniano del rotor pateado cuantico, utilizando la ewadon de
Schrodinger (i70y v ) = H|y )), se puede derivar aunareladon entre d estado a
tiempon + 1 en funcion del estado al tiempo n via d operador de evolucion gLe,
como sabemos, estal que |y (t) ) = U(t — to) ¥ (to) ).

Dichareladones:

i p?

‘ﬁ?} exp{—%KCOS(CI)} [¥n). (1.5

|¢’n+1> = eXp{
En e apéndice 1 se presenta una deduccon formal del operador de evolucion
en terminos del operador del orden del tiempo. Para obtener la ewaddn (1.5),
otra forma de proceder es cuantizar el mapeo clasico. Primero que nada, hay que
identificar la condcioninicial qg, pg en e caso clasico con €l estadoinicia |yq)
en el caso cuantico. Similarmente seidentifican las pasiciones g,, p, conel estado
|y ). El operador de erolucion, en general, se escribe como:

U(T) = exp{—% ft o dt’l:l(t’)} = exp{—% ft " dt’(%z + K cos(d) Zé(t’ - nT))}.

SegUn el mapeo (ec 1.3), primero se glicaunimpulso a estadoinicia y a esto le
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sigue un periodo T de evolucion libre. Esto o escribimos en términos del opera-
dor de evolucion como la glicadbn de dos operadores, uno seguido de otro. Por
supuesto que d primer operador que se glica rresponce d impulso mientras
gue d segundocorresponck ala evolucionlibre.

~ i R
Uimpulso = exp{—£K COS(Q)} >

5 i Tp2
Ulibre = EXP {—£Tp} ,

Usotal = UIibreUimpuIso-

La ewaddn(1.5) sereauperaparad casoenel queT = 1y aplicandoel operador
de evolucional estadoa tiempo n(| ¢y, )).

Como vemos, el operador de evolucionescrito en estaforma es muy simple puesto
gue consiste de dostérminos sparados, uno ce evolucionlibrey otro reladonado
con los impulsos aplicados. Dado o anterior, € estado del sistema después de N
impulsos estadado pa N aplicadones sucesivas del operador de evolucionauna
distribucion de condcionesiniciales.

1.7. Localizacion Dinamica

El rotor pateado cuantico, en promedio, gana energia conforme pasa d tiempo
al igua que en @ caso clasico, sin embargo, en contraste n la situadon clasica
el intervalo detiempoen e que gana energia es muy corto, después del cual ladi-
fusibnes auprimida[1]. A este dedo cuantico selellamalocdizaddon dnamicay
consiste en lasupresion ce la difusion después del tiempo de Heisenberg. Lo que
sabemos acecadel tiempo de Heisenberg es que es proparcional al inverso def.

A grandes rasgos sucede que, para tiempos menores a tiempo de Heisenberg,
el espedro discreto no se percibe y e sistema aiantico evoluciona imitando la
difusibnclésica por lo que d valor promedio de la energia dnética evolucionade
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formasimil ar. El estudio analitico del comportamiento delarazdn de difusion pa
ratiempostempranosfue estudiado pa Shepelyansky [10, 11] enlosafios ochenta
y, redentemente, por Daley y Parkins [12]. Después del tiempo de Heisenberg se
observa un comportamiento oscil atorio par parte del valor de la energia dnética
promedio alrededor de dgun valor (fig. 1.4), esdedr, la energia anéticase satura.
Cabe mencionar que dicho valor, a igual que d tiempo delocdizadon, depende
delos parametrosK y 7.

Ademés de la saturadon de la energia dnética se observa un decamiento ex-
porencial en el perfil deladistribucion deladensidad de probabili dad en larepre-
sentadon del momento ( p(p) = ¢*(p)¢(p) ). Una manera de visualizar el perfil
de dicha distribucion consiste en crea un tapete auantico. El tapete auantico es
una graficade ladensidad de probabili dad de lafuncién de onda en dgunade las
representadones como funcion del tiempo. El tapete auantico en el caso de loca
lizadgdn dnadmicaluce pradicamente constante en el tiempo, a excepcion de los
tiempos tempranas, en los que existe difusion (ver figura 1.5).

1.8. Resonancias Cuanticas

Otra caaderistica espeda de rotor pateado cuantico consiste en la existencia
de resonancias cuanticas cuando 7 es un maltiplo radonal de 4r, esdedr, si i =
473 conay b enteros. En dichas condciones s observaun cred miento cuadrético
en la energia dnéticapromedio, tal y como puede goredarse delafigura (1.6), en
contraste on € credmiento lined observado en la mntraparte déasica (ec 1.4).
La condcidon de resonancia se obtiene cnsiderando el cociente de la freauencia
de transicion entre dos niveles de energia de rotor libre wpm = (En — Em)/%, con
En = 17°n?, y delafrecuenciadelos golpes w = 2r (para T=1). Esto es:

Wnm

_ e
w _47T(n ).

Este cociente esradona si se aumple que:

a

En este cao p(p) canbia de exporencial a gausiano (ver figura 1.7) debido a
credmiento cuadrético de la energia dnética promedio, lo cua se reflga en
ensanchamiento del mismo conforme pasa d tiempo, tal y como se greda en €
tapete auantico de lafigura (1.5)
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Figura 1.4: En la gré&fica superior se muestra la saturadén del valor esperado de
la energia dnéticadebida alalocdizadbn dnamicaparatres distintos valores de
h(enrojon 1.2, en verde 1.6 y en azul 2.0) como funcion del nUmero de impulsos.
En la gréfica inferior izquierda se muestra un acecamiento a los primeras 100
impulsos, lalineareda crresponce aladifusionclasica Finalmente en lagréafica
inferior derechase muestra d decamiento exporencial del perfil deladistribucion
de probabili dad en larepresentadon del momento (p(p) = ¥*(p)¥(p) )después de
2000impulsos.
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Figura 1.5: En esta gréfica se observan los tapetes cuanticos para los casos de
locdizaddn dnamica (izquierda, 7 = 1.32) y de resonancia auantica (derecha,
h = %) para200impulsosy K = 3. En &l caso de locdizadon dnamica, € perfil
de la distribucion de probabilidad permanece onstante después del tiempo de
Heisenberg en contraste con &l caso de resonancia.
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Figura 1.6: Gréficas resultado de unasimuladon numérica en €l caso de resonan-
cia awanticapara’ = 5y K = 5. En lagréficasuperior se goreda @ credmiento
cuadrético del promedio de la energia dnética para 100 impulsos. En medio, la
correspondente distribucion de probabili dades de lafuncion de onda en la repre-
sentadon del momento después de 50 impulsos. Finalmente, en la gréficainferior
se encuentra la distribucion de probabili dades de la funcion de onda en la repre-
sentadon del momento después de 100impul sos.
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(o(p)) correspondente al100impulsos, del cual se sigue que d decamiento es de

tipo gausiano.



Capitulo 2

Dos Rotores Pateados Cuanti cos
Acoplados

2.1. El Modeloy su Hamiltoniano

El modelo estudiado consiste de dos rotores pateados cuanticos distingubles
aooplados através de unainteracdon gausianade varianzapequefia. Tanto losim-
pulsos aplicados como la interacdon entre |os rotores es periddica en € tiempo
con periodoT en funciones delta. Este model o consta de dos parametros perturba-
tivos; el parametro K reladonado conlamagnitud delosimpulsos, y € parametro
g reladonado conlamagnitud delainteracdon entrelosrotores. El Hamiltoniano
de este sistema es:

H= PP —— b {Kl cosd + Kocos, + gexp(M)} Z s(t—nT). (2.2)

El estadoinicial |0 escogemos como € producto de dos estados con dstribucion
gausiana on paicion g;,, momento p;, y ancho s, esto es:

ly(t=0)) =y)ly2), (2.2

(qili) = exp(w) p(—%pioqi).

con

15
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2.2. Operador de Evolucion

De los Hamiltonianos (1.1) y (2.1), denotando el estado al tiempo n (después
de n impulsos) como | ¥, ) = |¢(t = n) ) y contandocon el operador de evolucion
del rotor pateado cuantico (ec1.5), no es dificil convencerse de que d operador
de evolucion para este modelo estal que:

| 'J’n+l> = UlibreUimpuIso+interaccion| Un )=

eXIO( ;1p12mp2)exp(——K(cos(ql)+cos(q2)) gre (@~ Q2)2/2$2)| U, (2.3)

con las mismas implicadones, es dedr, € término de evolucion libre (O“bre)
esta separado ce los términos de interacdaon mutua eimpul SO (Uimpuiso+interaccion)

La glicadbn del operador de evolucion a estado es relativamente simple. La
evolucion libre es fadl de glicar en e espado de momentos puesto que es Sm-
plemente uncambio defase d vedor de estado. Deigual manera, tanto e impulso
como lainteracdon entre los rotores son cambios de fase en € espado de posi-
ciones.

La expresion anditicadel estado después de n impulsos esta dada por n aplica
ciones conseautivas del operador de evolucional estadoinicia. Sin embargo, para
obtener informadon aceca del estado del sistema es necesaria la glicadon de
simplificadones, las cuales s tornan cada vezméas compli cadas einclusive difici-
les de interpretar. Dado lo anterior, laformaméas smple de proceder es numérica
mente.

2.3. Simulacion Numerica

Para pasar del espado de paosiciones a espado de momentos (y viceversa)
es necesaria la gplicadon de una transformada de Fourier bidimensional, lo cual
equivale a licar 2N transformadas discretas de Fourier. Existe un algoritmo efi-
ciente basado en € aprovedchamiento de las smetrias del arreglo llamado Fast
Fourier Transform (Transformada Rapida de Fourier). Con este dgoritmo es po-
sible rediza transformadas discretas de Fourier con menos operadones de las
necesarias pararedizar unatransformada discreta de Fourier normal.
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Esposibleredizar el cdculo de unaserie de cantidadesimportantesunavezque se
cuenta cn el vedor de estado en las distintas representadones como funcion del
nimero de impulsos. Por ggemplo, la evolucion del valor esperado ce la energia
del sistema (que en nuestro caso coincide mn la energia dnética) es mas fadl de
cdcular cuandocontamosconel vedor de estadoen larepresentadon del momen-
to. La entropiay lapurezg como veremos en lasecadn (2.6), lapodemos cacular
en cualquiera de las dos representadones gradas a que la traza & independiente
de labase donck es cdculada

En resumen, € procedimiento paralaredizaddon de la smuladdn numérica del
sistema consiste en la golicadon sucesivadel operador de evolucional estadoini-
cial. La evolucion libre se rediza en el espado de momentos y tanto el impulso
como la interacdbn mutua entre rotores < redizan en el espado de posiciones.
Para pasar € estado del espado de momentos a de posiciones (y viceversa) se
aplicauna Transformada Réapida de Fourier bidimensional. Es pasible obtener las
distribuciones de probabili dad de la funcibn de onda tanto en € espados de po-
sicion como en € de momentos. En el espado de momentos € cdcula d valor
promedio de la energia del sistema. La purezay la entropia se pueden cadcular en
cualquierade los dos espados.

2.4. Energia Cinética

Una de las cantidades interesantes es sn duch d valor esperado ce la energia
del sistema, definida como:
0+ 3
En = (gl =——ln), (2.4)
puesto que, tanto lainteracdon entre los rotores como la ac¢on del impulso sobre

ellos estamodelada por untren de deltas de Dirac su contribucionala energia del
sistema esnula

Laimportanciadela energiapromedio radica en que nos ofreceun elemento com-
parativo conel caso del rotor pateado cuantico. Recrdemos que en el caso de una
particula existen lalocdizaddon dnamicay las resonancias cuanticas, ambos efec
tos fadl mente identificables cuandose observala evolucion del valor esperado de
la energia promedio con el nimero de impulsos apli cados.
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2.5. Enlazamiento

Existe unfendmeno cuantico en el cual | os estados de dos 0 mas objetos estan
correladonados, alinsi éstos estan espadal mente separados. Por gemplo, es posi-
ble preparar dos particulas en unnico estado cuantico tal que cuando urade dlas
es observada n espin hada ariba, la otra siempre es observada n espin hada
abgjo y viceversa. Como resultado, mediciones redizadas en uno e los sstemas
pareceinfluenciar instantaneamente lamedicion del otro sistema (fig. 2.1). A este
fendbmeno se le llama enlazamiento.

Xs
Fuent e
EE— -
Zn
Zg

Alice Bob

Xa

Figura 2.1: Experimento pensado de EPR hedcho con eledrones. Alicey Bob
son das observadores sparados una distancia abitrariamente grande. El estado
cuantico del sistema es, por g emplo, %0 +3) =)+ =) +)). Alicemide d espin
del eledron proveniente de la fuente alo largo del ge z El resultado de la me-
dicion puede ser uno ¢k dos: +z 0 —z De aaerdo con la Medcanica Cuantica, €
estado cuantico del sistema se mlapsa aun estado después de una medicion, por
lo que, st Alicemide +z, entonces Bob mide —z con probabili dad una

Cuantificar €l enlazamiento es importante porque nos ofreceinformadon aceca
del estado cuantico de un sistema. Para auantificarlo se definen cantidades tales
como la entropiay la pureza mismas que estudiaremos en la siguiente secaon.
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2.6. Entropiay Pureza

Las definiciones de entropiay purezadutili zadas en € presente trabajo estan
dadas en términos de lamatriz de densidad. A continuadon se presenta, a manera
deintroducadn, agunes caaderisticas importantes de la matriz de densidad.

Se dice que un estado cuantico |y ) es puro (separable) cuando se puede escribir
como €l producto de dos estados cuanticos |y ) = |y )| ¢, ) Lamatriz de densidad
de un estado cuantico puro es un operador definido como:

p =¥ Xyl (2.5)
mientras que para un estado no puo tomalaforma:
p= plviXuil, (2:6)

en donck las p; sonlas probabili dades de los estados | ¢ ).

La matriz de densidad es hermitiana, es dedr, estal que p = p' con eigenvalo-
resredesentre0y 1. Lasumade sus eigenvalores eslaunidad. Dadalamatriz de
densidad p, la probabili dad de medir el estado|A) estadado pa ( ApIA).

Por otra parte, la entropia representa d grado de ignaancia aceca del estado
deunsistema Dadaunavariable X aleaoriay discreta con dstribucion Py y defi-
niendo py la probabili dad de que X = x, la entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon
de ladistribucion de probabili dad Py se define como:

S(Py) = - Z Px [N px,

cuya propiedad importante es la extensividad, es dedr, que auando de gstemas
independientes « unen para formar un nwevo sistema, la entropia del sistema es
la sumade las entropias de los sstemas por separado.

Una expresion equivalente para la entropia de un sistema auantico en términos
de su matriz de densidad p hasido dada por von Neumann:

S=-Tr(pInp). 2.7)
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Para evaluar esta expresion, escribimoslamatriz p enlaformaViDV, en donde D
eslamatriz diagoral deloseigenvalores (1) dep, y V eslamatriz cuyas columnas
estan formadas por 10s correspondentes eigenvedores de p, entonces:

S=-Tr{pIn(@)} = -Tr{(v'DV)In(v'DV)}
= Tr{vIDW! In(D)V} = -Tr V(D In(D))V)
= -Tr{DIn(D)} = - > A4In4;.

Como vemos, la entropiade von Neumann tiene lamismaformade la entropiade
Shanonn puesto que los eigenvalores de p son las probabili dades de encontrar a
una particula en & elgenestado correspondente.

Lapureza s otraformade medidadel grado de incertidumbre que setiene aceca
de un estado cuantico y se define como:

P=Trp% = > 4% (2.8)

Para adarar |la diferencia entre las matrices de densidad de estados purosy de
estados no puos consideremos los gguientes dos gjemplos. Tomemos un estado
puro | ) = |yY1)l W), dela ewaddn (2.5) se sigue que la matriz de densidad
esta dada por:

P =1 XYl =Y X¥1l®¥2 X ol.

El estado en el que se encuentrauno ¢k los gstemas esta dado pa latrazaparcia
sobre d otro sistema. En el contexto de los dos rotores, la matriz reducida del
sistemaung, por gemplo, es:

p1=Tro{|a X Y| ® |2 X Y2 |}
= Y ) [Tro {2 X2 |}
= | XYl
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Ahora consideremos el caso de un estado no puo, por gemplo un estado enla-
zado |y) = %ll{/lﬂl[/z) + \%H{/i)lg{lé) , de la ewiadon (2.6) se sigue que la
matriz de densidad esta dada por:

~ 1 1
p= 5|¢/f1><l/fl|®|lﬁz><9//2|+§|l//'1><¢"1|®|¢"2><¢/2|

1 1
+§|¢1><¢i|®|¢2><lﬁél+Ell/é)(lﬁlI@Ile)(tﬂzl,

conlo que:

n .~ 1 1
p1="Trp = §|l//1><l//1|+§|¢’1><¢’1|-

En e contexto de los dos rotores pateados acoplados, la medicion de la entropia
y purezase rediza glicando las reladones respedivas a la matriz de densidad
reducida de una de las particulas (por ggemplo p1) en cadatiempot,.

Para un estado puo, la matriz de densidad p tendra un eigenvalor igual a uno
y todas los demas igua a ceo. Esto implicaque la entropiay la purezatendran
valores de ceo y unorespedivamente. Por otro lado, para un estado no puo la
entropiay lapurezaseran en general mayor que c&o y menor que unorespediva-
mente. Es aqui en donck radicalaimportancia de la purezay de la entropia como
medidadel enlazaniento puesto que distinguen cualit ativamente entre estados pu-
rosy estados no puos.



Capitulo 3

L ocalizacion Dinamica y
Resonancias Cuanticas

3.1. Localizacion Dinamica

El decamiento exporencial del perfil de p(p) y la saturaddbn del credmien-
to del valor esperado ce la energia promedio del sistema son indicadores de la
existenciade locdizadon dnamica En el caso de dos rotores pateados cuanticos
aooplados ® identificatambién la existenciade locdizaddn dnamica @nla ayu-
dade estosindicadores (fig. 3.1)

En general se observaque lalocdizadon dnamicase ve modificada con respec
to al caso con unsolo rotor tanto par € parametro de a®plamiento entre rotores
como pa la magnitud de los impulsos aplicados a cala rotor. A conseauencia
de esto UItimo, la catidad de energia promedio que Il egan a ganar los rotores es
mayor entre mayor es la magnitud de dichos parametros. Esto se greda en la
evolucion ce la energia dnéticapromedio en el tiempo y, equivaentemente, con
el nimero de impulsos aplicados a sistema. Asi mismo, se gredan cambios en
e perfil deladensidad de probabili dad de lafuncién de onda en larepresentadbn
del momento.

En lafigura(3.1) se muestrala evolucion de la energia promedio y la correspon
diente gréficade densidad de probabili dad en la representaddn del momento para
un caso en el que se observa locdizaddon dnamica Con lafinalidad de gredar
con més detal e la influencia de los parametros involucrados en el modelo sobre

22
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Figura 3.1: Decamiento exporencial de lafuncion de onda en la representadbn
del momento (arriba), evolucion de la energia promedio del sistema (en medio) y
unacecamiento ala evolucion dela energia paralos primeros 150impul sos (aba-
jo). Lalineareda en las graficas de la energia corresponce d creamiento lined
correspondente de la energia en € rotor pateado clasico. Las gréficas corresport
denan =0.5 K =4.0yg = 0.01 después de 2500 matadas.
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lalocdizaddn dnamica observemos las gréficas de la figura (3.2) en las cuaes
se observala evolucion dela energia promedio con el nUmero deimpulsos fijando
el parametro K. Similarmente, en las gréficas de lafigura (3.5) se muestrala evo-
lucion energia promedio con € nimero de patadas fijando el parametro g. En las
figuras (3.3) y (3.6) se muestran acacamientos de la energia promedio paratiem-
postempranos de la evolucion del sistema (50 impulsos). Finalmente, se muestran
las densidades de probabili dad p(p) (fig. (3.7)) y dos tapetes cuanticos (fig. (3.8))
en los cuales ¢ observa cdmo cambia d perfil de la densidad de probabili dad en
larepresentadbn del momento en funcion de los parametros involucrados.

En la figura (3.2) se muestran tres gréaficas en las que se observa la influencia
del parametro de interacddn en la evolucion temporal de la energia promedio pa-
radistintos valores de K. En color negro se encuentran graficados los datos cuyo
parametro deinteracaon corresponce ag = 0.01, mientras que en aall correspon
de ag = 0.04. Enlas gréficas « observa que, cuandoel parametro de interacaon
es pequefio, para valores de K menores que 4 (al menos) existe saturadon cel
valor promedio de la energia en forma similar ala que existe en € rotor pateado
cuantico de un solo rotor. Sin embargo, para valores tanto de K como de g gran-
des no se observa saturadbn en € valor promedio de la energia, pues a1 evolucion
temporal presenta uncredmiento lined en e tiempo.

En resumen, ladiferencia entre d caso con unsolo rotor y el caso con dcsrotores
radica en que, la energia promedio en el caso de dos rotores acmplados continua
credendo linedmente, aunque auna razdn menor que d inicio de la evolucion.
Este tipo de aedmiento de la energia promedio se ohbserva también para valores
de g pequefiosy de K grandes.

En la figura (3.3) se muestra un acecamiento a comportamiento de la energia
promedio para los primeros 50 impulsos para € caso de los dos rotores acopla
dos. En estafigura se observa que la energia promedio exhibe un comportamiento
similar a observado en €l caso del rotor pateado cuantico de un rotor, ya que la
energia promedio se separade lalineareda correspondente d credmiento lined
dela energia en € rotor pateado clasico.

Cabe anotar que d efedo del parametro de interacaon sobre la energia prome-
dio se hacemas evidente entre méas impulsos < le glican a sistema, de hecho,
fijandolafuerzade losimpulsosy variandoel parametro deinteracdbnespaosible
observar que las diferencias son minimas para tiempos tempranaos de la evolucion
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Figura 3.2: Evolucion de la energia promedio con el nimero de impulsos aplica
dos. Las curvas en la gréafica superior corresponcen K = 2.5, mientras que en la
gréficade en medio corresponenaK = 3.5 yenlainferior aK = 4.5. Los colores
de las curvas corresponcen ag = 0.01 (en negro) y g = 0.04 (en azul). En todcs
loscasos7 = 0.5
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Figura 3.3: Energia promedio paralos primeros 50 impulsos de la evolucion. La
curva de la gréfica superior corresponce aK = 2.5 mientras que la de la gréfica
inferior corresponce aK = 4.0 . Las lineas redas corresponcen a credmiento
lined de la energia en € rotor pateado cléasico.
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Figura 3.4: Diferencia porcentual en la evolucion de la energia promedio paralos
primeros 50 impulsos a K constante y variando el parametro de interacdén. Las
diferencias fueron hechas conrespedo ala aurva con parametro g = 0,01 y varian
como sigue: g = 0,02enrojo, g = 0,03en verde, g = 0,04enazaul y g = 0,05en
negro. Las curvas de la gréficasuperior corresponcen aK = 2.5 mientras que las
delagréficainferior corresponcen aK = 4.0
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(ver fig. (3.4)).

En la figura (3.5) se muestra la evolucion tempora de la energia promedio pa-
ra g = 0.01(fig. (3.5) superior), g = 0.03(fig. (3.5) en medio), g = 0.05(fig. (3.5)
inferior). La magnitud del impulso varia entre las curvas como sigue: rojo K =
2.5, verde K = 3.0, azul K = 3.5y violeta K = 4.0. En estas figuras & greda
la existencia de locdizadon dnamica para parametros de interacaon pequeiios,
asi mismo se greda cmo lalocdizaddn dnamicase ve dedada por lainterac
cion entre rotores.

Un resultado importante que se rescaa de las gréficas de la figura (3.5) es €
hecho de que lainfluenciadel acoplamiento entre los rotores brelalocdizadon
dinamicase ve reforzada por lamagnitud delosimpulsos (K), por gemplo, en las
curvas de lafigura (3.5 inferior) se observa mayor creamiento de la energia pro-
medio en el tiempo conforme aumentalamagnitud de K. Unaposible explicadon
para estasituadbneslasiguiente: A mayor magnitud de K mayor es el tiempo de
Heisenberg y, por tanto, es mayor la energia que en promedio ganan los rotores,
como conseauencia de esto Gltimo es mas grande |a probabili dad de choqle entre
ellos, 1o cual Il eva aunainfluencia mas notable por parte del parametro de inter-
acaon.

Enlafigura(3.6) se muestraunaceacamiento a credmiento dela energia dnética
promedio para los primeros 100impulsos. En la gréfica cada alor corresponce
aun valor distinto de lamagnitud de los impulsos apli cados a los rotores. Notese
gue, paralos primeros impulsos, paredera existir locdizadbn dnamica

En la figura (3.7) se muestra los perfiles de las distribuciones de densidad de
probabili dad en la representadon del momento después de 2500impulsos. Bési-
camente se observa dgo similar alo que se observa en el caso ddl rotor pateado
cuantico, es dedr, la pendiente del perfil de distribucion dsminuye en tanto se
incrementalamagnitud de K o, equivalentemente, el ancho de la distribucion au-
menta on K.

Una diferencia notable con el caso del rotor pateado cuantico de un solo rotor
consiste en la existenciade no urasino dcs pendientes en €l perfil de densidad de
probabili dad delafuncion de onda en larepresentadon del momento, lascuaes &
hacen naar més conforme aece ¢ acplamiento entre rotores. Estas pendientes
en la escdalogaritmicaindican dostipos de decamiento exporencial del perfil de
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Figura 3.5: Evolucion de la energia promedio con el nimero de impulsos aplica
dos. En lagréficade aribatodaslas curvas corresponcen ag = 0.01, en lasde en
medio corresponcen ag = 0.03 y en las de &agjo corresponcenag = 0.05. La
magnitud del impulso varia entre las curvas como sigue: rojo K = 2.5, verde K =
3.0,azul K =35y violetaK = 4.0. Entodosloscasos# = 0.5
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Figura 3.6: Primeros 100 impulsos de la evolucion de la energia promedio para
h =05yg = 0.05 que corresponce alos primeros 100 impulsos de la figura
((3.5) inferior). La magnitud del impulso varia entre las curvas como sigue: rojo
K =25, verde K = 3.0, azul K = 3.5 y violeta K = 4.0. Notese que, para los
primeros impul sos, paredera eistir locdizadon dnamica
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dichadistribucion. Esto podiaser indicador de la existenciade dostiempos de | o-
cdizadon, esdedr, quela energiapromedio del sistemallegue en alglin momento
aun purio de saturadon. En lafigura (3.8) se muestran dos tapetes cuanticos, en
los que se goredala evoluciontemporal del perfil de p(p). Como puede verse, en
contraste wn el caso del rotor pateado cuantico de unrotor, se goreda aedamiento
del ancho deladistribucion.

En resumen, lainfluencia del parametro de amplamiento consiste goarentemente
en destruir €l efedo de lalocdizaddn dnamica, también se observaquelainfluen-
cia del acoplamiento se ve reforzada por la magnitud de los impul sos apli cados.
Es posible también la existencia de un segundotiempo de locdizadbn debido a
parametro de aoplamiento (g), efedo que podiaverse modificado pa lamagni-
tud delosimpulsos aplicados (K). Esta pregunta por ahora es dificil de responcer
puesto que serequiere laredizadon de calculos numéricos en los que seincluyan
tiempos posteriores alos que se aarcaron en el presente trabgjo.

3.2. Resonancias Cuanticas

El credmiento cuadratico del valor esperado dela energiapromedio y el crea-
miento del perfil de densidad de probabili dad delafuncion de onda en larepresen-
tadon del momento indican, a igua que @ caso de un solo rotor, la presencia de
resonancias cuanticas (fig. (3.9)). En el caso delosrotores acoplados € encuentra
la presencia de resonancias cuanticas en lamismas condciones que las necesarias
para su existencia en el caso de un solo rotor, es dedr, cuando# es un miltiplo
radona dern (ec (1.6))

Primero que nada hay que cmentar que, como lo discuti previamente, debido
al creamiento de la energia promedio del sistema d ancho de p(p) también cre-
ce Esto hacelasimuladon numéricadificil puesto que, para poder confiar en los
resultados, es necesario que d arreglo con el que se describe alafuncion de onda
en larepresentad bn del momento seasuficientemente grande para que lamayoria
de la funcion permanezcadentro del arreglo. Lo que sucede en el caso de reso-
nancias cuanticas es que d ancho de p(p) crece @ paco tiempolo suficiente como
para sair de las dimensiones del arreglo, por 1o que la descripcion de lafuncion
de ondha automaticamente es incorreda. Una forma de solucionar este problema
es aumentar €l tamafio del arreglo, sin embargo, €l tiempo de computo también se
multi plica Por ejemplo, si se dugica & tamaio del arreglo, e tiempo de computo
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Figura 3.7: Densidad de probabili dad en la representad6n del momento después
de 2500 impulsos para g = 0.01 (arriba) y g = 0.04 (abagjo). Los valores del
parametro K varia en las curvas como sigue: verde 3.0, aaul 3.5, violeta 4.0 y
negro 4.5 . Notese la existenciade dos pendientesen el decamiento delos perfiles,
las cuales £ hacen més notorias conforme aece ¢ acoplamiento entre rotores.
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Figura 3.8: Evolucion del perfil de la densidad de probabili dad de la funcion de
onda en larepresentadon del momento parag = 0.05. A laizquierdaK =25y
aladerecha K = 4.0 . Se observa aeamiento gradual del ancho ol perfil de la
distribucion p(p).
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se multiplicapor seis. Otraforma de proceder es disminuir |os tiempaos de obser-
vadon, es dedr, observar e fenbmeno duante un corto periodo en la esolucion
temporal del sistema. En el presente trabajo he optado pa esta segundh opcion
puesto que los tiempas de computo de la primera opcion llegan a ser inadmisi-
bles.

En lafigura (3.10) se muestra d creamiento cuadrético de la energia promedio
paaK = 1.0. Lamagnitud de g varia entre las curvas como sigue: rojog = 0.1,
verde g = 0.3, aaul g = 0.5 . Algoimportante que hay que destaca es el hecho
de que d acoplamiento entre rotores no destruye @ credmiento cuadréatico de la
energia promedio aun para a@plamientos mayores que lamagnitud de los impul-
sos aplicados a los rotores, lo cual contrasta cn la situadon en la locdizadon
dinamica Otro purto importante que se rescaa de lafigura (3.10) es & hedcho de
gue d credmiento del valor promedio de la energiano es olamente auadrético en
el tiempo, sino que alemés crece ©n ura proparcion mayor ala observada en €
rotor pateado cuantico.

En la figura (3.11) se muestran dcs tapetes cuanticos en los que se greda d
credamiento del ancho de p(p) en e tiempo. En éstas graficas € greda que la
razdn con la que aece ¢ ancho de la distribucion de probabili dades es mayor
entre mayor eslamagnitud del acoplamiento (g).
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Figura 3.9: Perfil deladensidad de probabili dad de lafuncion deonda en larepre-
sentadbn del momento después de 40 (arriba) y 200 (abajo) impulsos. En ellas &
apreda d credmiento del ancho de p(p) en € tiempo. La aurvainferior muestra d
credmiento cuadratico del promedio de la energia, € cual indicala existencia del
efedo de resonancias cuanticas. Todcs los casos corresponcen an = /2, K = 1,0
yg=25
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Figura3.10: Valor promedio dela energia en el tiempo para: K = 1.0y 7% = §. En
las curvas, g varia como sigue: rojo g = 0.1, verdeg = 0.3, aaul g = 0.5
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Figura 3.11: Evolucion del perfil de ladensidad de probabili dad de la funcion de
onda en larepresentadon del momento paraz = 7/6 y K = 1.0. A laizquierda
g=0.1yaladerechag = 0.5. Aquii se goreda que larazbon conlaque aece ¢
ancho de p(p) es mayor entre mayor eslamagnitud del acoplamiento (g)



Capitulo 4

Pureza, Entropia y Enlazamiento

4.1. Decaimientodela Pureza

Laimportanciade lapurezaradica en que, como se mencionod en el capitulo 2,
esunamedidadel grado de enlazamiento entre, por giemplo, unsistemay €l resto
del universo. El objetivo aqui es estudiar bajo que condciones s obtiene mayor
0 menor decamiento de la purezay, por tanto, menor o mayor grado de enlaza
miento entre los rotores de un sistemaformado pa dos rotores pateados cuanticos
aooplados. La purezase cdculd aplicandola ewaddn (2.8) a la matriz de den-
sidad reducida de uno ck los rotores. En esta secaon se muestra d decamiento
de la pureza @ €l tiempo para d caso en que 7z = 0.5, €l caso con resonancias
cuanticas (7 maltiplo radonal de ) setrata en lasecadon (4.3).

En las figuras (4.1) y (4.2) se observa d decamiento de la pureza @mo fun-
cion del tiempofijandoel parametro de interacaon. El valor de K varia entre las
curvas como sigue: K = 25 enrojo, K = 3.0 en verde, K = 35 en aaul, K =
4.0 en violetay K = 4.5 en negro. En estas curvas s alvierten osciladones en
el decamiento de la pureza las cuaes desaparecen con forme aumenta tanto la
magnitud de los impulsos (K) como lainteracaon entre rotores, g.

En las figuras (4.1) y (4.2) se greda una similitud entre gréficas con dstinto
parametro de a@plamiento, lo cua sugiere que @ parametro de a®plamiento jue-
ga d papel de escda de tiempo, lo cual no es muy extraiio pues, si pensamos de
manerasemiclasica el parametro de aoplamiento regulalainfluenciadelos cho-
gues entre rotores bre d estado cuantico del sistema.

38
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Figura4.1: Decamiento de lapureza @ el tiempo para#i = 0.5, g = 0.01 (arriba)
y g = 0.02 (abgjo). K varia entre las curvas como sigue: K = 2.5 rgjo, K = 3.0
verde, K =3.5aall, K = 4.0 violetay K =4.5 negro. Aqui se gpredaquelapureza
no decaeuniformemente en el tiempo, sino que exhibe oscil adones.
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Figura4.2: Decamiento delapureza @ €l tiempo para#i = 0.5, g = 0.03 (arriba)
y g = 0.05 (abgjo). K varia entre las curvas como sigue: K = 2.5 rojo, K = 3.0
verde, K = 3.5aall, K = 4.0 violetay K = 4.5 negro. Aqui se observa que las
osciladones observadas en € decamiento de la purezase anortiguan conforme
pasa d tiempo y conforme aecelamagnitud de los parametrosK y g.
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En las figuras (4.3) y (4.4) se observa d decamiento de la pureza & € tiempo
para K constante. El valor de g varia entre las curvas como sigue: g = 0.01 en
rojo, g = 0.02en verde, g = 0.03en azaul, g = 0.04 en violetay g = 0.05 en negro.
En estas gréficas & gpreda daramente que larazon de decamiento de la pureza
es mayor a mayor g. También pueden observarse osciladones en € decamiento
delapurezg se goreda ademas la manera en la que las oscil adones desaparecen
conforme aecelamagnitud de los parametrosK y g.

En genera se observa que la pureza dentro del rango ¢k parametros que se estu-
diaron, es una funciébn monbtona deaedente del acoplamiento entre rotores para
tiempos grandes (tiempaos en los que las osciladones han desapareddo), es dedr,
mayor acoplamiento entre rotores impli catambién menor pureza
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Figura4.3: Decamiento de lapureza @ €l tiempo paraz = 0.5, K = 2.5 (arriba)
y K = 3.0 (abajo). g varia entre las curvas como sigue: g = 0.01rgjo, g = 0.02
verde, g = 0.03aall, g = 0.04 violetay g = 0.05 regro. En esta gréficase greda
lainfluenciadel parametro de aoplamiento g en las osciladones del decamiento
de la pureza Se greda que las osciladones $ presentan en tiempos menores
entre mayor es g.
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Figura4.4:. Decamiento de lapureza @ €l tiempo paraz = 0.5, K = 4.0 (arriba)
y K = 4.5 (abajo). g varia entre las curvas como sigue: g = 0.01rgjo, g = 0.02
verde, g = 0.03aaul, g = 0.04 violetay g = 0.05 regro. En estasfiguras € observa
gue las osciladones desaparecen conforme aecela magnitud de los parametros
Kyag.
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4.2. Crecimiento dela Entropia

La entropia, al igual que la pureza es importante porque & una medida del
grado e enlazaniento de un sistema auantico. El objetivo aqui, al igual que enla
secdbn anterior, esestudiar el comportamiento del enlazamiento entre los rotores
de un sistema formado pa dos rotores patealos cuanticos amplados. Como ve-
remos, lainformadbn acecade enlazaniento del sistema que podemos obtener
dela entropia es 9milar alaque se obtiene en e caso de la purezg aunge desde
otro purto de vista. En esta secddn se muestra d credmiento dela entropia en e
tiempo para d caso en que i = 0.5, e caso con resonancias cuantices < trata en
lasecddn (4.3). La entropia se cdculd aplicandola ewadon (2.7) alamatriz de
densidad reducida de uno ce los rotores.

En las figuras (4.5) y (4.6) se muestra d creamiento de la entropia en € tiem-
pofijandoe parametro de interacdaon. El valor de K varia entre las curvas como
sigue: K = 25 enrgjo, K = 3.0 en verde, K = 3.5 en aail, K = 4.0 en violeta
y K = 4.5 en negro. En las gréficas s alvierten osciladones en e credmiento
de la entropia. Para valores de K y g grandes y tiempaos largos podemos notar
un paco mejor que n la purezaque @ enlazamniento reladonado con unestado
es mayor entre mayor es la magnitud de los impulsos aplicados (ver figs. (4.2)
y (4.6) inferiores). Adicionalmente se goreda una gparente saturadbn en la en-
tropia para tiempos largos y magnitudes de K no muy grandes (ver fig. (4.7)).
Esto esimportante pues esto dariapie ala posibili dad de aea a demanda estados
conenlazamiento fijo, por giemplo, seriaposible regular € grado de enlazamiento
maximo gue se quiere observar en el sistemavariandolamagnitud de los parame-
trosKy g.

En las figuras (4.7) y (4.8) se encuentran las gréficas del credmiento de la en-
tropia en el tiempo para K constante. El valor de g varia entre las curvas como
sigue: g = 0.0l enrojo, g = 0.02en verde, g = 0.03 en aaul, g = 0.04 en violeta
y g = 0.05 en negro. En estas gréaficas apredamos con maés claridad con respec
to alas gréafices (4.3) y (4.4) que larazdn con la que aecela entropia es mayor
conforme aecelamagnitud de los parametrosgy K.
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Figura4.5: Credmiento dela entropia en €l tiempo para# = 0.5, g = 0.01 (arriba)
y g = 0.02 (abgjo). K varia entre las curvas como sigue: K = 2.5 rojo, K = 3.0
verde, K = 3.5aall, K = 4.0 violetay K = 4.5 negro. Al igual que en €l caso de
lapurezg se observan osciladones.



4.2 Credmiento de la Entropia 46

25|

51.5:

05|

500 1000 1500 2000 2500
Impulsos

o+

25

15[

05|

o+

500 1000 1500 2000 2500
Impulsos

Figura4.6: Credmiento dela entropia en €l tiempo para# = 0.5, g = 0.04 (arriba)
y g = 0.05(abg0). K varia entrelas curvas como sigue:K = 2.5rojo, K = 3.0 ver-
de, K =3.5aall, K = 4.0 violetay K = 4.5 negro. Las osciladones de la entropia
se amortiguan conforme pasa evoluciona d sistemay conforme se incrementa la
magnitud de los parametros K y g.
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Figura4.7: Creamiento de la entropia en el tiempo para# = 0.5, K = 2.5 (arriba)
y K = 3.0 (abajo). g varia entre las curvas como sigue: g = 0.01rgjo, g = 0.02
verde, g = 0.03aaul, g = 0.04 violetay g = 0.05 regro. En las graficas  greda
gue, paratiempas cortos, la entropia aecemas rapido entre mayor es lamagnitud

deg
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Figura4.8: Creamiento de la entropia en el tiempo para# = 0.5, K = 4.0 (arriba)
y K = 4.5 (abgjo). g varia entre las curvas como sigue: g = 0.01rgjo, g = 0.02
verde, g = 0.03 aaul, g = 0.04 violetay g = 0.05 negro. Aquii se goreda que las
oscil adones desaparecen conforme aecelamagnitud de los parametrosK y g.
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4.3. Pureza y Entropia en el caso de Resonancias
Cuanticas

Como se mostrd en lasecdo6n (3.2), el acoplamiento entre rotores no destruye
los efedos de lalocdizaddon dnamica esdedr, a igual que en el caso con unso-
lo rotor, la energia promedio crece wiadraticamente en €l tiempo, crece ¢ ancho
de la densidad de probabili dad (o(p)), etc. El decamiento de la purezay € cre-
cimiento de la entropia de las gréficas que se muestran a continuadon, muestran
gue los efedos de las resonancias cuanticas destruyen de maneras mas notable d
grado ce informadon que se tiene acecadel estado cuantico de los rotores. Ello
,se ooncluye, debido a que la purezadecaemas rapido en e caso con resonancias
cuanticas. De manera similar, la entropia aecemas rapido en € caso con reso-
nancias cuanticas.
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Figura4.9: Decamiento delapureza @ uncaso conresonancias cuanticas (i = 2
K = 2.5). Notese que d tiempo observado son 120impulsosy en uno e 1os casos
se observa una pureza cecana a0.6 . El parametro g varia entre las curvas de
manera usual .
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En lafigura (4.9) se muestra d decamiento de la purezaparalos casos con =
0.5y% = . Enlafigura (4.10) se muestra d credmiento de la entropia paralos
casoscon’ = 0.5y 7 = . Los parametros de las curvas oon: K = 25,9 = 0.01

rojo, g = 0.02 verde, g = 0.03aaul, g = 0.04 violetay g = 0.05 regro.
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Figura4.10: Credmiento dela entropia en uncaso conresonancias cuanticas (h =
1 K =25). Aligua que en lafigura (4.9) el tiempo otservado son 120impulsos.
El parametro g varia entre las curvas de manera usual.



Conclusiones

Para d caso de dos rotores pateados cuanticos acoplados, se ha encontrado un
efedo similar a la locdizadon dnamica en cuanto a que, para parametros de
acoplamiento pequefios e impulsos de magnitud pequeia, existe saturadonen la
energia promedio del sistema. Para parametros de a@plamiento e impulso gran-
des, se observa un fenbmeno reladonado a la locdizaddon dnamica en € cual
la energia promedio del sistema aecelinedmente en el tiempo, aungue wn ura
proparcion menor alaobservada en los tiempaos tempranos de la evolucion.

Ladensidad de probabili dad también es diferente conrespedo a caso con unsolo
rotor puesto que, para parametros de amplamiento e impulso grandes, se obser-
van daos pendientes en escda logaritmica, las cuales corresponden a dos tipos de
decamiento exporencia en el perfil de ladistribucion p(p). Esto podia ser indi-
cador de la existenciade dos tiempos de locdizadon, lo cual podiaimplicar que
la energiapromedio del sistemall egue en alglin momento aun purto de equili brio.

Otro fenébmeno importante en el caso de los dos rotores acoplados consiste en
gue las resonancias cuanticas obreviven a efeco del acoplamiento entre rotores.

Se ohservd un comportamiento oscil atorio en el decamiento de la purezay, por
tanto, del grado de informadon aceca del estado cuantico del sistema. Dichas
osciladones desaparecen conforme aumentan las magnitudes de los parametros
de amplamiento entre rotores y de la fuerzade los impulsos. Se encontrd que d
enlazamiento, dentro del rango ce parametros que se estudiaron, es una funcion
mondtona aedente del acoplamiento entre rotores paratiempos grandes, es dedr,
amayor acplamiento entre rotores, mayor es e enlazamniento observado.

También se ha encontrado ura goarente saturadon en la entropia para tiempaos
largosy magnitudes de K nomuy grandes (K = 2.5). Unaposible gplicadon para

51



este fenbmeno consiste en la posibilidad de aea a demanda estados con ga
do de enlazamiento fijo, por g emplo, seria posible regular e maximo grado de
enlazamiento que se quiere observar en e sistema variando la magnitud de los
parametros K yg.

Finalmente, cabe comentar que se ha encontrado que, en general, € enlazaniento
en el sistema de dos rotores pateados cuanticos crecemas rapido en € caso con
resonancias cuanticas.

Para un trabagjo a futuro es pasible mejorar el modelo incluyendo ya sealainter-
acdon entre rotores constante, 0 aumentandola freaencia conla que ésta adla.
También es posible megjorar las Smuladones numéricas abarcando unrangomas
amplio del parametro de interacaon. Asi mismo, € estudio del correspondente
mapeo clasico seriade gran utili dad para un estudio més detall ado en situadones
con dnamicamixta.



ApéendiceA

Operador de Evolucion del Rotor
Pateado Cuantico

Ladeducd6n del operador de evolucion del rotor pateado cuantico que se presenta
a ortinuadon esta dada en términaos del operador del orden del tiempo, que se
define como sigue:

- ADB() Sit<t
TAMBW :{ BIOA®) st <t

El operador de Evolucion, en genera se escribe como,

exp{——fdtH(t)} —{——fdtH(t)}
(h n')l" { f At (t) f dltn-1Fi(ths) . f dtlH(tl)} (A1)

Para goredar con cetalle laforma en laque adla € operador del orden del tiem-

— . . . .,
po T, veamos lo que pasa auando se glica d segundotérmino de la expansion
(denotado aqui por Q,),

— t t ~ ~
Q=T { f dt, f dtlH(tz)H(tl)},
to to

separandolaintegradbn sobret; enlosdominiost, >ty y t; > to,

t t t t
gzﬁ{ f dt, f dtlﬁ(tz)ﬁ(tl)}ﬁ{ f dt, f dtﬁ(tz)ﬂ(tl)}-
to to to t2
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En e primer sumando tenemos que TH(t)H(t) = H(t)H (L), en & segundo
tenemos que TH(t)H (t,) = Fi(t,)Hi(t,), con esto,

t tp R R t t R R
Q, = f dtz f dtlH (tz) H (tl) + f dtz f dtlH (tl) H (tz) .
to to to to

Usandolaformula, t t t t
1

f dt, | dt; = f dt; dt,,
to to to to

y hadendolos cambiosde variablet; — t y t; — t3, sellega aque,

t to R R
Qz = 2 f dtz f dt]_H (tz)H (tl)
to to

Con un pocedimiento similar se llega aque,
t th 1) R R .
to to to

El Hamiltoniano del rotor pateado cuantico esdelaformaT +§(t')V. Expandiendo
el operador de evolucion (ec A.1) en series y aplicandde d operador del orden
del tiempo pa medio dela ewiadon (A.2), y tomandod intervalot — tg = 1:

ﬂxp{—‘— [aect s} -
(hn')ln { f dtyH (tr) f dto1H (tn-1) . f dtlH(tl)}
Z(h n')'n f dt, f dtyq .. f dtsH(t)H (th-1) . . . H(ta)

f dt]_(T + 5(t1)V) - - f dtzf dtl(T + 5(t2)V)(T + (5(t1)V) + .

1- —(T +V(t)) - —(T2 + TV(t) + TV(t) + V(©)V(t)) + .
)
; Z o hVV|

i [
exp{—£T} exp{—£v} (A.3)
Por lo que d operador de evolucion del rotor patealo cuantico se puede escribir

como €l producto de dos operadores que atlan par separado, unocorrespondente
ala evolucionlibre del rotor y el otro ala ac¢on de losimpulsos.
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