UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

POSGRADO EN CIENCIAS MATEMATICAS

FACULTAD DE CIENCIAS

OPTIMIZACION DEL ALGORITMO DE
BUCHBERGER POR MEDIO DE RESOLICIONES
PLANAS
TESIS
QUE PARA OBTENER EL GRADO ACADEMICO DE
MAESTRO ENCIENCIAS

PRESENTA
ABRAHAM MARTIN DEL CAMPO SANCHEZ

DIRECTOR DE TESIS: DR. ENRIQUE JAVIER ELIZONDO HUERTA



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Indice general

. Bases de Grobner

1.1. Ideales monomiales . . . . . . . .. .. .. . L L L
1.2. Orden de monomios en [T1,...,Zpl. - .« . . o oL
1.3. Algoritmo de la divisién . . . . . . . ... ...
1.4. Basesde Grébner . . . . . . . ...
1.5. Algoritmo de Buchberger . . . . .. ... ... ... ... .. ..

. Sizigias

2.1. Funciones y polinomios de Hilbert . . . . . . ... ... ... .. ......
2.2. Resoluciones libres . . . . . . . . ... L
2.3. Sizigias de ideales monomiales . . . . . . ... ... oL oo

. Graficas de Buchberger

3.1. Ideales monomiales en dos variables . . . . . ... .. ... ... ..
3.2. Graficas . . . . . ... e
3.3. La Grafica de Buchberger . . . . . . . . . .. ... .. ... ... ... ...
3.4. Genericidad y deformaciones . . . . . .. ... oL oo
3.5. El algoritmo de Buchberger para resoluciones planas . . . . . .. . ... ..

10
16
25

31
31
40
43



Introduccion

En geometria algebraica computacional, y en algebra conmutativa computacional el
algoritmo de Buchberger constituye una pieza fundamental puesto que dicho algoritmo ha
revolucionado los métodos algoritmicos asi como las aplicaciones de la geometria algebraica,
y es un area de investigacion actual. Este algoritmo fue creado por el matemético austriaco
Bruno Buchberger y presentado en su tesis doctoral [4].

El algoritmo de Buchberger nos permite hacer calculos sobre el anillo de polinomios.
Para poder trabajar con polinomios necesitamos poder saber cudndo un polinomio dado
pertenece o no a un ideal fijo. En el caso de [z] el problema es resuelto facilmente por el
algoritmo de la divisién que se tiene gracias a que [z] es un anillo Euclidiano. Lo que hace
que en el caso de una variable las cosas funcionen, es que tenemos un invariante (el grado)
y un proceso que reduce el invariante. En este algoritmo de la division para una variable,
lo que hacemos es dividir el polinomio entre el término inicial, por lo que para el caso de
varias variables, lo que necesitamos es una nocién de término inicial, por ejemplo, ;cudl es el
término inicial de 22y +y%x?. Resulta que esto significa que debemos ordenar los monomios
de [xl, R ,xn}, esto es casi inmediato. Desafortunadamente nos encontraremos que aunque
hayamos encontrado un algoritmo de la divisién aiin no podremos resolver el problema de
pertenencia planteado previamente. La pieza faltante es un andlogo al algoritmo Euclidiano
para el caso de varias variables que nos produzca un buen conjunto de generadores (uno en
el caso de una variable). Pero hay una simple y bella solucién para nuestro obstaculo; el
algoritmo de Buchberger es una manera sistemética de producir un conjunto de generadores
(una base de Grobner) para un ideal de tal manera que el algoritmo de la divisién funcione.

El algoritmo dado originalmente por el matematico austriaco resulta muchas veces ser
ineficiente y, para implementarlo en un sistema computacional resulta vital tener procesos
lo mas eficientes posibles. El mismo B. Buchberger dio un criterio para eliminar términos
redundantes dentro del algoritmo y asi obtener un proceso mejorado. La base de esta
optimizacién es saber qué se debe agregar al conjunto de generadores del ideal en cuestién
para obtener de ahi una base de Grobner. Estos elementos que se deben agregar son un
subconjunto de sizigias particulares, asi es que, estudiando dichas sizigias se puede dar una

optimizacién del algoritmo.

El objetivo de este trabajo de tesis es presentar una optimizacién de dicho algoritmo

A%
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restringido sélo para el caso en que se considere el anillo de polinomios en 3 variables

[z,y,2]. Nuestro proceso consistird en asociar una grafica plana a un ideal monomial
dado, la cual nos permitira leer toda la informacién contenida en el ideal, y necesaria para
dicha optimizacién.

El material principal en que se basa esta tesis esta contenido en el libro Combinatorial
Commutative Algebra, E. Miller, B. Sturmfels [14] el cual presenta una compilacién de los
resultados mas importantes del tema en la época.

Durante el primer capitulo de esta tesis se presenta el problema de pertenencia y se
provee una introduccién a todo lo necesario para hablar de bases de Grobner, ademas de
presentar a detalle el algoritmo de Buchberger. El segundo capitulo esta dedicado al estudio
del médulo de sizigias, la relacién que tienen con las bases de Grobner y con la optimizacion
dada por Bruno Buchberger. Por tltimo, en el tercer capitulo damos la definicién de la
grafica de Buchberger asociada a cualquier ideal monomial y estudiamos un algoritmo que
nos permite encontrar, a partir de dicha grafica, los generadores de los médulos de sizigias
y esto se puede implementar en el algoritmo de Buchberger para encontrar, de manera
eficiente, una base de Grobner.

Esta tesis presenta una relacién (la grafica de Buchberger) entre la geometria algebraica
computacional y la teoria de gréficas, esta relacion resulta tan natural que pareciera como si
estas dos areas no fueran tan distantes como se podria creer. Dicha relacién esta basada en
presentar con ideas sencillas y claras, provistas por la combinatoria, resultados que suelen ser
mas complejos sin esta herramienta. Parece lamentable que dicha relacién solo se encuentre
en el anillo de polinomios en no mas de tres variables por lo que en este trabajo se proveen
las herramientas necesarias para atacar el problema para el caso de cuatro o mas variables.



Capitulo 1

Bases de Grobner

1.1. Ideales monomiales

Sea un campo, y S = [z1,...,2;] el anillo de polinomios en r indeterminadas, con
coeficientes en

Definicién 1.1.1. Un monomio en S es un producto x* = z{'x5? --- x%" para un vector
a=(a1,...,a,) € N de enteros no negativos. Un ideal I C S es llamado ideal monomial si

es generado por monomios.

Observacion 1.1.1. Como espacio vectorial sobre , el anillo de polinomios S es una suma

directa
=@ s
aeN”
donde S, = {x®} es el subespacio de S generado por el monomio x2. Como el producto

de componentes graduadas Sa - Sp es igual a la componente Saip de grado a+ b, decimos

entonces que S es una —dlgebra N"—graduada.

Los ideales monomiales son los ideales N"—graduados de S, lo que por la definicién
significa que I puede ser expresado como una suma directa

=@ %
x2ecl
Lema 1.1.1. Todo ideal monomial tiene un unico conjunto minimo de monomios genera-

dores, y este conjunto es finito.

Demostracion. El Teorema de la Base de Hilbert nos dice que cada ideal en S es finita-
mente generado. Esto implica que si I es un ideal monomial, entonces I = (x%,...,x2). La
condicién de la suma directa nos dice que un polinomio f estd en I siy sélo si cada término
de f es divisible por uno de los generadores dados x®:. |

Ahora haremos una definicién més general.
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Definicién 1.1.2. Si F es un S—mddulo libre finitamente generado, con base {e; }, entonces
un monomio en I, o un elemento monomial de F', es un elemento de la forma m = x%e;
para alguna i. Decimos que un submddulo monomial de F es un submédulo generado por
elementos monomiales.

De esta definicién podemos observar que cualquier submédulo monomial M de F' puede

M=EILe;cPSe =F

con I; el ideal monomial generado por aquellos elementos monomiales m de F, tales que
me; € M.

ser escrito como

Definicion 1.1.3. Un término en F es un elemento monomial multiplicado por un escalar.

Todas estas definiciones dependen de la eleccién de la base {e; } de F'. Cuando sea posible
y claro, suprimiremos la notacién de la base {e;} y nos referiremos a F' simplemente como
un mddulo libre con base.

Definiciéon 1.1.4. Si m, n € S son monomios, y u, v € con v # 0, entonces decimos
el término ume; es divisible por el término vnej, si ¢ = j y si m es divisible por n en S
denotamos a esto por vne; | ume;. El cociente es entonces um/vn € S.

Es claro que podemos realizar algunas operaciones mas facilmente para monomios que
para polinomios en general, por ejemplo, el maximo comun divisor y el minimo comun
miltiplo de dos monomios de S es obtenido componente a componente, es decir, si x2, x° €
S dos monomios, entonces

min(ay,b1) min(az,b2 it

\/|CD(Xa, Xb) =T fn(a1, 1)1‘2 n(a,b2) s l‘m_ln(ar,b,«)’
max(a1,b max(az,b 4

PICPI(Xa,Xb) ) (a1, 1)£C (a2,b2) . .xmax(ar,br).

Extendemos estas operaciones a términos de cualquier médulo libre con base F: Sim, n € F
son términos que involucran al mismo elemento de la base e; de F', entonces el MCD de m
v n es el mas grande elemento monomial de F' que puede dividir tanto a m como a n, y de

manera analoga definimos el mcm.

Lema 1.1.2. Sea [ = (x®)acacne un ideal monomial. Entonces un monomio xPelsiy
slo si xP es divisible por x® para alguna a € A, i. e., Existe a € A tal que x® | xP.

Demostracién. Six® | xP entonces x®-x¢ = xP, con x® € [z1,...,x,] un monomio, por lo
que xP € I de la definicién de ideal.
Supongamos pues que xP € I, entonces x® = Y7 h; x%, donde h; € [x1,...,25], ¥

a; € A. Siexpandimos cada h; como combinacién lineal de monomios, entonces es claro que
cada término de la suma es divisible por algin x®, entonces también pasa que x? | x>, n
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b

Observemos que x? | xP significa que xP = x2-x° para alguna ¢ € N". Esto es equivalente

a decir que b = a+ c¢. Con esto, el conjunto
a+N'={a+c|ceN'}

consiste de los exponentes de todos los monomios divisibles por x?. Esta observacién, junto
con el lema anterior nos permite obtener una imagen de los monomios contenidos en un
ideal monomial dado.

Abundaremos mas en esta idea més adelante.

Definicién 1.1.5. Decimos que un ideal I de un anillo R es artiniano si'y sélo si R/I es
un anillo artiniano.

El siguiente resultado nos da caracterizacion de los ideales artinianos en para el caso de
ideales monomiales.

Proposicién 1.1.1. Sea I = (my,...,m;) un ideal monomial del anillo de polinomios
S = [z1,...,2y]. Entonces I es artiniano siy solo si {x{*,..., 2%} C{my,...,m;}, con
a; € N— {0}

Demostracion. <«<: Si{z{*,...,z%} C {my,...,m,}, entonces S/I es un anillo finito y

por tanto artiniano.

=: Supongamos que {z{',..., 2%} &€ {my,...,m,}, entonces hay una potencia pura de
una de las variables que no estd en I, digamos z} ¢ I para ninguna n € N*. La
cadena de ideales

(w1) D (27) D (a7) D -+

que nunca se estaciona en S/I, por lo tanto, I no es artiniano.

Lema 1.1.3. Sea I un ideal monomial, y sea f € [x1,...,2,]. Entonces las siguientes
son equivalentes:

(i) fel.
(ii) Cada término de f estd en I.
(iii) [ es una combinacidn —lineal de monomios en I.

Demostracion. Las implicaciones (iii) = (i7) = (i) son obvias. La prueba de que (z) = (ii7)
es muy similar a lo que se hizo para probar el Lema 1.1.2. Supongamos que I = (myq,...,ms)
con m; monomios. Entonces, si f € I, se tiene que f = >_7 | hym;. Si expandimos cada
h; como combinacion lineal de monomios, entonces es claro que cada término de la suma
>-i 1 him; es un monomio en I, multiplicado por un escalar, puesto que cada término es
un monomio multiplicado por algin m;. Esto demuestra (i) = (ii7). [
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Una consecuencia inmediata de la parte (7i7) del lema, es que un ideal monomial queda
Unicamente determinado por sus monomios. Por lo que tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.1.1. Dos ideales monomiales son iguales si y solo si ambos contienen los
MISMOS MONnomios.
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1.2. Orden de monomios en |[z1,...,x,].

Para esta seccién vamos a dar un orden a los términos de un polinomio. El caso para
una variable es sencillo, pues tenemos el siguiente:

l<z<z’<...<am<zm™l<. ..

Si asumimos que hay un orden entre las variables, digamos que para n variables se tiene
T1 > Tg > ... > Ty, entonces nos reducimos a dar un orden total a N que cumpla:

Six® € [x1,...,%,], entonces 1 < x? para todo monomio no constante, y que xP > x°©
siy sélo si xPT® > x°*2 para toda a € N,

Definicién 1.2.1. Un orden monomial en [z1,...,x,] es una relacién > sobre N", o
equivalentemente una relacién sobre el conjunto de monomios x?, con a € N, que satisface:

(i) > es un orden total sobre N".
(ii) Sia>byceN" entoncesa+c>b+c.

(iii) > es un buen orden sobre N". Esto es, cada subconjunto no vacio de N" tiene un
elemento minimo bajo la relaciéon de orden >.

El siguiente lema nos va ser de ayuda para entender el verdadero significado de la
condicién (iii) del buen orden.

Lema 1.2.1. Una relacion de orden > sobre N es un buen orden si y sélo si cada sucesion
estrictamente decreciente en N"

a; >azx>ag>---
eventualmente termina.

Demostracion. La prueba serd por contrapositiva: > no es un buen orden si y sélo si existe
una sucesién infinita estrictamente decreciente en N”™.

Si > no es un buen orden, entonces algin subconjunto no vacio N C N" no tiene
elemento minimo. Escéjase a; € N, como aj no es el elemento minimo, podemos encontrar
a; > ap en N. Ahora, como as tampoco es el elemento minimo de N, entonces hay un
as > ag en IN. Continuando de esta manera obtenemos una sucesién infinita estrictamente
decreciente

ay>azx>ag > ---.

Andlogamente, dada una sucesion infinita como esta 1ltima, el conjunto formado por los
elementos de la sucesién {aj, ag, ag, ...} es un subconjunto no vacio de N sin elemento

minimo, y con esto > no es un buen orden. |



6 1.2. ORDEN DE MONOMIOS EN [Xy,...,Xn].

Observemos que el orden numérico usual
ce>m4+1>m>-->3>2>1>0

sobre elementos de N, satisface las tres condiciones de la Definicién 1.2.1; por lo que ordenar
un polinomio en el anillo de polinomios [z] por el grado, el cual mencionamos como ejemplo
al principio de esta seccion, constituye un orden monomial como era de esperarse.

Nuestro primer ejemplo de un orden para n—adas serd el orden lexicografico.

Definicién 1.2.2 (Orden Lexicografico). Sean a = (a1,...,a,) y b = (b1,...,b,) € N
Decimos que a >, b si, en la diferencia vectorial a —b € Z", la primer entrada no cero de
la izquierda, es positiva. Escribiremos x2 >j.; XP si a >, b.

Ejemplo 1.2.1. Algunos ejemplos del orden lexicografico recién definido son:
a. (1,2,0) >, (0,3,4) puesto que a—b = (1,—1,—4).
b. (3,2,4) >er (3,2,1) dado que a — b = (0,0, 3).

c. Las variables z1, ..., z, estan ordenadas de la forma usual por el orden lexicogréfico,
puesto que:

(1,0,...,0) >ex (0,1,0,...,0) >pex -+ >pez (0,...,0,1),

por lo que x1 >jep T2 >iex ** >lex Tn-

¢

El nombre y la idea del orden lexicografico proviene justamente de el orden anédlogo para
las palabras usado por los diccionarios.

Falta atun verificar que el orden lexicografico satisface las tres condiciones de la Definicién
1.2.1.

Proposicion 1.2.1. El orden lexicogrdfico sobre N es un orden monomial.

Demostracion.

(i) Que >, es un orden total se sigue directamente de la definicién, y del hecho de que
el orden numérico usual sobre N es un orden total.

(ii) Si a >, b, entonces tenemos que la entrada no cero més a la izquierda en a — b,

b.x¢ = xP*¢ para toda

digamos ay, — by, es positiva. Pero x®-x€ = x27¢, y también x
c € N". Entonces en (a+c)— (b+c) = a— b, la entrada mas a la izquierda distinta

de cero es de nuevo ar — by > 0.
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(iii) Supdngase que >, no es un buen orden. Entonces segiin el Lema 1.2.1 debe haber

una sucesion infinita estrictamente decreciente
Al >lex A2 Zlex A3 lex

de elementos de N™.

Consideremos la primer entrada de los vectores a; € N™. Por definicién del orden
lexicografico, estas primeras entradas forman una sucesién no creciente de niimeros
naturales no nulos. Dado que N esta bien ordenado, las primeras entradas de las a; se
deben estacionar eventualmente. Esto es, que existe un k tal que todas las primeras
entradas de los a; con ¢ > k son iguales.

Las segundas entradas de ag, ag+1, ... forman una sucesién no creciente. Por el ar-
gumento anterior, las segundas entradas se estacionan también eventualmente. Conti-
nuando de esta manera, vemos que para alguna ¢, los ay, a1, ... son iguales, lo que
contradice el hecho de que a; > agy;.

|

Es importante recalcar que hay varios érdenes lexicograficos, dependiendo de cémo estén

ordenadas las variables, por ejemplo, nosotros hemos usado el orden lexicografico con el

orden de las variables x1 > x9 > --- > x,. Pero dado cualquier otro orden en las variables

T1,y.-

., Tn, le corresponderia un orden lexicogréafico. En general, para n variables existen n!

6rdenes lexicograficos, uno para cada orden posible de las variables.

Observemos que de acuerdo con el orden lexicogrifico con = > y > z, tenemos que

T >1ep y°23. Pero en algunas ocasiones nos es importante considerar también el grado total

de un monomio al considerar el orden lexicografico.

Definicién 1.2.3 (Orden Lexicografico Graduado). Sean a = (a1,...,a,) y b =

(b, ...

,bn) € N", decimos que a > ey b si

n n
a| =Y a; > b= b, osi |a|=b| y a>u,b.
=1 =1

De manera andloga escribiremos x2 > g, XP cuando a > gyje; b.

Ejemplo 1.2.2. Algunos ejemplos del orden lexicografico graduado recién definido son:

a.

b.

C.

(1,2,3) >griex (3,2,0) puesto que [(1,2,3)] =6 > [(3,2,0)] = 5.
(1,2,4) > griex (1,1,5) dado que [(1,2,4)] =7 = |(17175)|7 y (1,2,4) >eq (1,1,5).

Las variables x1, ..., z, estdn ordenadas de la forma usual por el orden lexicografico
graduado, es decir, &1 >griex T2 >griex - >griex Tn; PUesto que |z;| = 1 = |z;| para
cualesquiera i,j € {1,...,n}, y se tiene que &1 >jer T2 >jex *** >lex Tn-
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Proposicion 1.2.2. El orden lexicogrifico graduado sobre N™ es un orden monomial.

Otro orden menos intuitivo, pero que se ha mostrado recientemente que es mas eficiente

para algunos célculos es el orden lexicogréfico graduado inverso.

Definicién 1.2.4 (Orden Lexicografico Graduado Inverso). Sean a = (ay,...,a,) y
b = (b1,...,b,) € N*, decimos que a > greyiez b si

n n
la|=> ai > [b|=> b, osi |a|=]b]
i=1 i=1
y, en a — b € Z", la entrada no nula més a la derecha es negativa.
De manera andloga escribiremos x* > g,.cojex xP cuando a > greviex D-
Ejemplo 1.2.3. Algunos ejemplos del orden lexicografico graduado recién definido son:
a. (4,7,1) >grevier (4,2,3) puesto que |(4,7,1)] =12 > |(4,2,3)] = 9.
b. (1757 2) >g7‘evlex (47 17 3) dado que |(17 57 2)| =8= |(47 173)‘7 ya— b= (_3747 _1)

c. Las variables z1,...,x, estdn ordenadas de la forma usual por el orden lexicografico
graduado inverso.

o

Proposicion 1.2.3. El orden lexicogrifico graduado inverso sobre N" es un orden mono-
mial.

Para recalcar un poco las diferencias entre el orden >g,jez y €l >gpevies, consideremos el
siguiente ejemplo:
5, .2 4,3
T Yz >g7‘lez ryz
mientras que

5, .2 4.3
T Yz~ <greviex T Y 2.

Concluiremos esta seccién con una discusién sobre cémo un orden monomial puede ser
aplicado a polinomios.

Sif=>),0ax*€ [z1,...,2,], y hemos seleccionado previamente un orden monomial
>, entonces podemos ordenar los monomios de f con respecto a > de una manera precisa.

Por ejemplo, sea f = 4wy?z + 422 — 5x3 + 72222 € [x1,...,2,]. Entonces:
a. Con respecto al orden >, reordenamos los términos de f de manera decreciente:

f = =53 + 72?2 4 day’z + 422,
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b. Con respecto al orden > g, tendriamos:

f=12%2% + dzy?z — 53 + 422,
c. Con respecto al orden >g,cyer, tendriamos:

[ =dzy?z + 12%2% — 52 4 422

Esto nos motiva a dar las siguiente terminologia, que nos sera de utilidad en adelante.
Definicién 1.2.5. Sea f =), aax* € [z1,...,2,] no nulo, y sea > un orden monomial.
(i) El multigrado de f es
MGRAD(f) = m;ix{a eN" | ay # 0}.
(ii) El monomio inicial de f es
LAM(f) = xMGRAD(),

(iii) El coeficiente inicial de f es
Le(f) = QNGRAD(f) -

(iv) El término inicial de f es

LI(f) = Lo(f) - Lu(f).

Para ilustrar, considere f = 4ay?z 4+ 422 — 523 + 72%2% como antes, y sea > denotando
al orden lexicografico >j.,. Entonces

MGRAD(f) = (3,0,0),
Lo(f) = -5,
(f) = o,
Lr(f) = —b52°.

Con esto, podemos enunciar el siguiente lema, que establece algunas condiciones fami-
liares sobre el comportamiento de los polinomios.

Lema 1.2.2. Sean f,g € [x1,...,2,] polinomios no nulos. Entonces:
(i) MGRAD(fg) = MGRAD(f) + MGRAD(g).

(i) Si f+ g # 0, entonces MGRAD(f + g) < max{MGRAD(f), MGRAD(g)}. Si ademds
MGRAD(f) # MGRAD(g), entonces la igualdad se cumple.
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1.3. Algoritmo de la divisién

Observemos que el anillo de polinomios [x] sobre un campo es de ideales principales,
por lo que un ideal I C [z] es de la forma (g). Ahora, para saber si un polinomio arbitrario
f € |[z] estd o no en I s6lo hay que dividir el polinomio f entre g, si el residuo es cero
entonces f € I.

Desgraciadamente el algoritmo de la divisién para [z] se comporta més bonito que
en general para [x1,...,2,], pero es posible que alguna informacién podamos sacar de la
generalizacion de este algoritmo para el caso de n variables.

La generalizacion del algoritmo de la divisiéon para el caso en que estemos trabajando
con [x1,...,%,| es la siguiente, el objetivo es dividir f € [z1,...,x,] entre f1,...,fs €

[€1,..., 2], para escribir una expresién para f de la forma

f=aifi+ - +asfs+r,

donde aq,...,as,7 € [21,...,2Zy]. Debemos tener algin cuidado en la manera en que
vamos a caracterizar al residuo, y es aqui donde vamos a utilizar los ordenes monomiales
introducidos en la seccién anterior.

Antes de enunciar el algoritmo en general, primero veamos el comportamiento que de-
seamos por medio de unos ejemplos.

Ejemplo 1.3.1. Queremos dividir f = zy? + 1 entre f; = 2y + 1y fo = y+ 1, utilizando el
orden lexicografico >j., con x > y. Vamos a utilizar el mismo esquema que el de la divisién
en polinomios de una variable, pero con la diferencia de que ahora hay varios divisores y
cocientes. Tenemos entonces la siguiente representacion:

aj :
ag .
zy+1 5
zy=+1
y+1 Y
Ambos términos iniciales LT(f1) = zy y LT(f2) = y dividen al término inicial LT(f) =
zy?. Como fi estd listado primero, es el polinomio que vamos a utilizar. Asf que dividimos
xy? entre zy, y nos da y, y escribimos la resta f menos y - fi:

a:  y
as

41 zy s +1
zy? +y
—y+1

Ahora repetimos el mismo proceso para —y + 1. Esta vez necesitamos usar a fo puesto que
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LT(f1) = 2y no divide a LT(—y + 1) = —y. Asi obtenemos:

aq - Yy
as —1
v+l zy +1
zy? +y
—y+1
—y—1

2

Como 2 no es divisible entre LT(f1), ni entre LT(f2), entonces el residuo es r = 2 y termi-
namos. Con esto hemos escrito a f = zy? 4+ 1 de la forma

o+ l=y (ezy+1)+(-1)-(y+1)+2.

%

En el siguiente ejemplo encontraremos un obstaculo que puede ocurrir al dividir polino-
mios con mas de una variable:

Ejemplo 1.3.2. Utilizando el orden lexicogréfico, considérese f = z?y + xy? + ¢ y lo
dividiremos entre f; = 2y — 1, v fo = y?> — 1. Los primeros dos pasos son iguales al ejemplo

anterior.
a: r+y
ag
ry —1 2 2
2 —1 Ty +xyc +y
2y —x
a:y2+a:+y2
zy? —y

r+y’+y

Puesto que LT(f;) = xy y LT(f2) = %2 no dividen a LT(z + y? +y) = 2 ya no podemos
seguir dividiendo. Pero observemos que no podemos escribir a 4 52 + % como residuo, pues
LT(f2) divide a y2, asf es que si mandamos a x al residuo podremos seguir dividiendo.

Para implementar esta idea vamos a crear una columna r, a la derecha de la division,
en donde pondremos los términos que pertenezcan al residuo. Al polinomio bajo el radical
lo llamaremos dividendo intermedio. Continuamos asi dividiendo hasta que el dividendo
intermedio sea cero.

A continuacién presentamos el paso siguientes, donde mandamos a = a la columna del

residuo.
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ar: r+vy ,
ag —
z‘g:i 22y + zy? + o
22y —x
zy? 4+ x + y?
xy® —y

z+yi+y
y2+y —

Ahora continuamos dividiendo. Si podemos dividir entre LT(f1) o LT(f2) continuamos
de manera usual, y si ninguno de los dos divide, entonces mandamos el término inicial del
dividendo intermedio a la columna de residuo. Presentamos a continuacién el resto de la
division.

air: r+vy
as : 1 L
:;'g:i 2%y + ay? +y?
2y —x
ry? +x +9?
zy* —y
T+y’+y
v +y — x
y* -1
y+1
1 - T+y
0 — z+y+1

Entonces el residuo es z +y + 1, y asi obtenemos
2y +ay? +y’ = (e +y)ey -1 +1- -1+ (@ +y+1).

Obsérvese que el residuo es una suma de monomios, de los cuales ninguno es divisible entre

LT(f1) ni LT(f2).
%

Observacion 1.3.1. Note que al invertir fi con fa, muestra que el residuo no es unico.

Observacion 1.3.2. Que se cumpla r = 0 es una condicion suficiente para que f €
(f1,..., fs), pero no es necesaria. Tomese fi = xy + 1, fo = y> — 1 con el orden lexi-
cogrdfico, y divida f = xy? —x. Al invertir (f1, f2) por (f2, f1) vemos que en el primer caso
r =0, pero para el seqgundo r # 0.
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El ejemplo anterior nos muestra como funciona el algoritmo de la division. Inclusive
nos muestra que propiedades queremos que tenga el residuo: ninguno de sus términos debe
ser divisible por ninguno de los términos iniciales de los polinomios entre los que estamos
dividiendo.

Podemos ahora establecer la forma general del algoritmo de la divisién.

Teorema 1.3.1 (Algoritmo de la Divisién en [z1,...,2,]). Fije un orden monomial >
en N" ysea F = (f1,..., fs) una s—ada ordenada de polinomios en [z1,...,x,]|. Entonces
cada f € [x1,...,xy,] puede ser escrito como

f=a1fi+-+asfs+r,

donde a;, v € [r1,...,2,], y 7 =0, 0 bien, r es una combinacidn lineal, con coeficientes
en , de monomios tales que ninguno es divisible entre ninguno de los LT(f1),...,LT(fs).
Llamaremos ar el residuo de f al dividirlo entre F. Mds ain, sia;f; # 0, entonces tenemos
que

MGRAD(f) > MGRAD(a; f;).

Demostracion. Probaremos la existencia de ay, ..., as y r dando un algoritmo explicito para
su construccion, y mostrando que opera correctamente con cualquier entrada dada.

Algoritmo 1.1. El siguiente es un algoritmo de la divisién para polinomios en varias

variables.
Input: f1,..., fs, f
Output: ay,...,as,r

ap:=0;...5as:=0;r:=0
p=1f
WHILE p # 0 DO
1:=1
divisionoccurred:= false
WHILE 7 < s AND divisionoccurred = false DO
IF Lr(f;) divides LT(p) THEN
a; = a; + LT(p)/LT(fi>
= p— (Lr(p)/ur(f))
divisionoccurred := true
ELSE
=1+ 1
IF divisionoccurred = false THEN
r:=r+LT(p)
p:=p—L1(p)

Podemos ver que este algoritmo es parecido al utilizado en el ejemplo anterior, pero
con la diferencia que agregamos la variable p quien representa el dividendo intermedio en
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cada paso, la variable r representa la columna del lado derecho, y las variables a1, ..., ag
representan los cocientes listados encima del simbolo de divisién.

Por ltimo, la variable “divisionoccurred”’nos dice cuando algin LT(f;) divide al coe-
ficiente inicial del dividendo intermedio. Es claro que se estd dentro del bucle principal
WHILE. .. DO, precisamente cuando una de las dos siguientes cosas pasan:

e (Paso de Divisién) Si algun LT(f;) divide a LT(p), entonces el algoritmo procede como
en el caso de una variable.

e (Paso de Residuo) Siningun LT(f;) divide a LT(p), entonces el algoritmo manda LT(p)
al residuo.

Estos pasos corresponden exactamente a lo que hicimos durante el Ejemplo 1.3.2.
Para mostrar que el Algoritmo 1.1 funciona correctamente, primero vamos a mostrar
que la igualdad
f=afi+---+asfs+p+r (1.1)

se cumple en cada etapa. Esto es claro para los valores iniciales de aq,...,as,py . Ahora
supé6ngase que la igualdad (1.1) se cumple en uno de los pasos del algoritmo. Si el siguiente
paso es un Paso de Divisién, entonces algin LT(f;) divide a LT(p), y la igualdad

aifi +p = (ai + L1(p)/LT(fi)) fi + (p — (LT(p)/LT(f1)) fi)

nos muestra que a; f; + p permanece intacto. Dado que las otras variables no son afectadas,
(1.1) sigue siendo cierta en este caso. Por otro lado, si el siguiente caso es un Paso de
Residuo, entonces p y r seran sustituidos, pero la suma p+r permanece intacta puesto que:

p+7r=(p—1rr(p)+ (r+1r1(p)).

Y como antes, la igualdad (1.1) se preserva.
Ahora obsérvese que el algoritmo se detiene si p = 0. En esta situacion, (1.1) se convierte
en
f=aifi+ - +asfs+r

Dado que se anaden términos a r sélo cuando no son divisibles por ninguno de los LT(f;),
de aqui se sigue que aq,...,as y r tienen las propiedades que deseamos cuando el algoritmo
termina.

Por 1ltimo debemos mostrar que el algoritmo eventualmente termina. Para esto, obsérve-
se que cada vez que se redefine la variable p, o se hace 0, o su multigrado disminuye. Para
ver esto 1ltimo, primero supéngase que durante el Paso de Divisién, p es redefinido como

;o LT(p)
PP

fi.
Por el Lema 1.2.2, tenemos que

MGRAD (EE((JZ)) fi> = MGRAD <ETT((JZ;))) + MGRAD(f;),
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y este se obtiene de fijarse en el multigrado del producto de los dos términos iniciales, de
aqui se sigue la siguiente igualdad

LT (p) . LT(p) N
' (LT(fi)fi> = iy V) = L),

con lo que py (LT(p)/LT(f;))f; tienen el mismo término inicial. Se sigue entonces que su

diferencia, p’, cancela el término inicial de p, y por consiguiente p’ tiene grado estrictamente
menor cuando p’ # 0.
Ahora supéngase que durante el Paso del Residuo, p es redefinido como

P’ =p—11(p).

Aqui, es obvio que MGRAD(p') < MGRAD(p) cuando p’ # 0. Entonces, en cualquiera de los
casos, el multigrado debe disminuir. Si el algoritmo nunca terminara, entonces podriamos
encontrar una sucesién decreciente infinita de multigrados. Como el Lema 1.2.1 establece
que < es un Buen Orden si y sélo si, toda sucesion decreciente debe terminar, lo que muestra
que esta sucesion de multigrados no puede tomarse. Con esto, eventualmente debe pasar
que p = 0, y asi el algoritmo termina después de un numero finito de pasos.

Sélo nos resta estudiar la relacién entre MGRAD(f) y MGRAD(a;f;). Todo término en a;
es de la forma LT(p)/LT(f;) para algin valor de la variable p. El algoritmo inicia con p = f,
y acabamos de mostrar que el multigrado de p decrece. Esto nos muestra que LT(p) < LT(f),
y se sigue facilmente (usando el inciso (ii) de la Definicién 1.2.1) que

MGRAD(a; f;) < MGRAD(p) < MGRAD(f)

cuando a;f; # 0. |
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1.4. Bases de Grobner

A través de la siguiente seccién vamos a estudiar las bases de Grobmner, que nos van a
permitir resolver problemas sobre ideales polinomiales, de una manera algoritmica o compu-
tacional. Las bases de Grdbner se usan en muchos sistemas algebraicos computacionales
poderosos para estudiar ideas especificas ideas polinomiales que aterrizan en diversas apli-
caciones.

Empezaremos por mostrar el Lema de Dickson, que explica una propiedad fundamental
de los ideales monomiales, y que nos serd de utilidad para probar algunas afirmaciones mas

adelante.
Teorema 1.4.1 (Lema de Dickson). Un ideal monomial I = (x®*)aca C [21,...,%4]
puede ser escrito de la forma I = (x1,...,x?), con aj,...,as € A. En particular, I tiene

una base finita.

Demostracion. La prueba serd por induccién en el nimero de variables. Si n = 1, entonces
I esta generado por monomios x{ con a € A C N. Sea b el primer elemento de A. Entonces
b < a para todo a € A, por lo que xl{ divide a todos los generadores z{. Por lo tanto
I = (a}).

Ahora supéngase que n > 1 y que el teorema es cierto para n — 1. Vamos a tomar las
variables x1,...,%,_1,y, asi los monomios en [z1,...,%,_1,y] pueden ser escritos como
x2y™ donde a = (ay,...,a,_1) EN*"1ymeN.

Supéngase que I C [z1,...,Zn_1,Yy] es un ideal monomial. Para encontrar generadores
para I, sea J el ideal en [x1,...,z,_1] generado por los monomios x?, para los cuales
x?y™ € I para alguna m > 0. Dado que J es un ideal monomial en [z1,...,2,—1],
por nuestra hipdtesis de induccién se implica que un numero finito de las x® generan J,
digamos J = (x®1,...,x?). Podemos entender al ideal J como la “proyeccién’de I en

[T1, ..., Tpo1].

Para cada i con 1 < ¢ < s, la definiciéon de J nos dice que x?iy™i € [ para alguna
m; > 0. Sea m la mas grande de las m;. Entonces, para cada k con 0 < k < m — 1,
considere el ideal J, C [z1,...,%,—1] generado por los monomios xP tales que xPy* e I.
Uno puede pensar a J; como la “rebanada’de I generada por monomios que contienen la
variable y exactamente a la potencia k. Usando nuestra hipotesis inductiva nuevamente,
Ji, tiene un nimero finito de monomios generadores, digamos Ji = <Xa1(k), e ,Xask(k)>.

Afirmamos que [ estd generado por los monomios de la siguiente lista:
J oo xPym xPsy™,
Jo - x00)  xas(0)

Juoo o xaMy o xas (g

et 1 x2m=1ym=1 " yas, 3 (m=1);m-1
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Para esto, notemos que cada monomio en I es divisible por algiin monomio de esta lista.
Para ver por qué, sea x?y? € I. Si p > m, entonces x®yP es divisible por algin x®iy" por
cémo construimos J. Por otro lado, si p < m — 1, entonces x?y? es divisible por algin
x2PlyP por la construccién de Jp. Como consecuencia del Lema 1.1.2, los monomios de
arriba generan un ideal que tiene los mismos monomios que I. Gracias al Corolario 1.1.1,
los ideales estédn forzados a ser iguales, y nuestra afirmacion esta probada.

Para completar la prueba, necesitamos mostrar que un conjunto finito de generadores
pueden ser escogidos de un conjunto de generadores dados de un ideal. Si regresamos a
escribir las variables como 1, ..., 2,, entonces nuestro ideal monomial es I = (X®)aca C

[z1,...,2p]. Necesitamos mostrar que I estd generado por un numero finito de las x?,
con a € A. Del péarrafo anterior tenemos que I = <Xb1, ...,XPs) para algunos monomios
xP € I. Dado que xPi € [ = (x*)ac4, €l Lema 1.1.2 nos asegura que cada xPi es divisible
por x® para alguna a; € A. De aqui es facil notar que I = (x®1,...,x?). |

Definicién 1.4.1. Sea I C [x1,...,x,] un ideal, definimos el ideal inicial de I como

in(I) = (ur(f) | fel)

Observemos que si I es finitamente generado, digamos I = (g1,...,¢s), entonces el
ideal (LT(g1),...,LT(gs)) C in(I), puesto que LT(g;) € in(I) por definicién, pero jqué tan
desiguales pueden ser estos ideales? En general in(I) suele ser estrictamente mayor.

Para ver esto, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4.1. Sea I = (f1, f2), donde f; = 23 — 2zy v fo = 2%y — 2% + 2, y utilize el
orden >, para monomios en [z,y]. Entonces

- fo—y-f=x-(2%y—2y° +2) —y- (a* - 2zy) = 2?

2

por lo que 22 € I. Tenemos que z? = LT(2?) € in(I). Sin embargo, 2% no es divisible entre

Lr(f1) = 23 ni L1(fo) = 2%y, por lo que 22 ¢ (LT(f1), LT(f2)) gracias al Lema 1.1.2.

%

Ahora mostraremos que in(I) es un ideal monomial. De esto se desprendera que in(I)
es generado por un numero finito de términos iniciales.

Proposicién 1.4.1. Sea I C [z1,...,2,] un ideal. Entonces
(i) in(I) es un ideal monomial.

(ii) Existen g1,...,9s € I tales que in(I) = (LT(g1),...,LT(gs))



18 1.4. BASES DE GROBNER

Demostracion.

(i) Los monomios iniciales LM(g) de elementos g € I — {0} generan al ideal monomial
(LM(g) | g € I —{0}). Como LM(g) y LT(g) difieren sélo por una constante no nula
(que son unidades en [z1,...,z,]), entonces los ideales que generan son el mismo,
esto es, (LM(g) | g € I —{0}) = (Lr(g) | g € I —{0}) = in(I). Por lo que in(I) es un
ideal monomial.

(ii) Dado que in(I) estd generado por los monomios LM(g) con g € I — {0}, el Lema de

Dickson (Teorema 1.4.1) nos dice que in(I) = (LM(g1),...,LM(gs)) para un nimero
finito de g1,...,g9s € I. Como LM(g;) vy LT(g;) s6lo difieren por una constante no cero
(una unidad en [z1,...,x,]), entonces in(I) = (LT(g1),-..,LT(gs)), lo que completa
la prueba.

]

El siguiente Teorema es un resultado cldsico en Geometria Algebraica y en Algebra
Conmutativa, y aqui presentamos una prueba utilizando tinicamente argumentos de Algebra
conmutativa, y la herramienta desarrollada hasta el momento.

Teorema 1.4.2 (Teorema de la Base de Hilbert). Todo ideal I C [x1,...,x,] tiene

un conjunto finito de generadores. FEsto es, I = (g1,...,9s) para algunos gi,...,gs € I.

Demostracion. Si I = 0, entonces el conjunto finito {0} es un conjunto de generadores.
Si I contiene algin polinomio no cero, entonces, gracias a la Proposicién 1.4.1, existen
g1,---,9s € I tales que in(I) = (LT(¢1),...,LT(gs)). Afirmamos que I = {(g1,...,9s).

Es claro que (g1,...,gs) C I puesto que cada g; € I. Ahora sea f € I cualquier polino-
mio. Si aplicamos el algoritmo de la divisién para dividir f entre {g1,...,gs}, obtenemos
una expresién de la forma

f=ag+ - +ag+r

donde cada término de r no es divisible por ninguno de los LT(g1),...,LT(g¢). Si escribimos
r=f-ag - —wmg el

y suponemos que 7 # 0, entonces LT(r) € in(f) = (LT(g1),...,LT(gs)), y por el Lema 1.1.2
se sigue que LT(r) debe ser divisible por algin LT(g;), lo cual contradice el hecho de ser un
residuo no cero, y como consecuencia, r debe ser cero.

Con esto tenemos

f:a191+"'+atgt+0€<917~-ags>>

lo que muestra que I C (g1,...,9s). Esto termina la prueba. |

Obsérvese que la base de I, {g1,...,9s} usada en la prueba del Teorema 1.4.2 tiene la
propiedad de que in(I) = (LT(g1),...,LT(gs)). Pero en el Ejemplo 1.4.1 vimos que no toda
base de un ideal tiene esta propiedad. Es por esto que hacemos la siguiente distincién a
este tipo de bases.
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Definicion 1.4.2. Fijese un orden monomial. Un conjunto finito de generadores G =
{g1,-..,9s} de un ideal I se dice que es base de Grébner si

(tt(g1),...,LT(gs)) = in(I).

Observemos que con la técnica utilizada en la prueba del Teorema 1.4.2, pudimos haber
hecho una definicién menos rigurosa de base de Grobner, definiéndola simplemente como un
subconjunto {g1,...,g9s} C I, que cumpla (LT(g1),...,LT(gs)) = in(I). Y luego se puede
demostrar, como hicimos en la prueba del Teorema 1.4.2, que un conjunto que cumpla
(Lr(g1),...,LT(gs)) = in(I), satisface que (g1,...,9s) = I..

Notese que la observacion anterior nos asegura, junto con la Proposicion 1.4.1, que todo
ideal I C [x1,...,2,] posee una base de Grobner.

Ahora estudiaremos algunas propiedades de las bases de Grébner, y comenzaremos mos-
trando que para ellas se cumplen los comportamientos deseados en el algoritmo de la divi-
sién.

Lo primero que mostraremos es que el residuo esta bien determinado cuando se divide
entre una base de Grébner.

Proposicién 1.4.2. Sea G = {g1,...,gs} una base de Grébner de un ideal I C [x1,...,Zy],

y sea f € [x1,...,2,]. Entonces existe un inico r € [r1,...,x,] con las siguientes pro-
piedades:
(i) Ningin término de r es divisible por ninguno de los LT(g1),...,LT(gs).

(ii) Existe g € I tal que f =g+ r.

En particular, r es el residuo al dividir f entre G sin importar como estén listados los
elementos de G a la hora de usar el algoritmo de la division.

Demostracion. El algoritmo de la divisién nos da f = a1g1 + - - - +a¢g: + 7, donde r satisface
la propiedad (i). Para que se satisfaga (ii), simplemente higase g = a1g1 + -+ + awgr € I.

Para probar la unicidad, supéngase que f = g1 + r1 = go + r2, que satisfacen las
condiciones (i) y (). Entonces ro —r; = g1 — g2 € I, por lo que si 7 # ro, entonces
LT(ro —r1) € in(I) = (L1(¢91),...,LT(g)). Por el Lema 1.1.2, se sigue que LT(ry — 71) €s
divisible por algin LT(g;). Esto no es posible puesto que ninguno de los LT(g;) divide a
ningin término ni de r1, ni de ro. Entonces ry —r; debe ser cero, y esto prueba la unicidad.

La tultima parte de la proposicién se sigue a partir de la unicidad de r. |
Corolario 1.4.1. Sea G ={g1,...,9s} una base de Grébner para un ideal I C [x1,...,Zy],
y sea f € [r1,...,x,]. Entonces f € I si y sdlo si el residuo de la division de f entre G

€S cero.
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Demostracion. Si el residuo es cero, por la Observacion 1.3.2, tenemos que f € I. Supon-
gamos ahora que f € I estd dado, entonces la expresién f = f + 0 satisface las condiciones
de la Proposicién 1.4.2, y se sigue de aqui que 0 es el residuo al dividir f entre G. |

La propiedad dada en el Corolario 1.4.1 es muchas veces tomada como la definicién de
base de Grobner, puesto que se puede mostrar que la afirmacién de el Corolario es cierta si
y sélo si (LT(g1),-..,LT(g:)) = in(I).

Usaremos en adelante la siguiente notacién para el residuo.

Definicion 1.4.3. Escribiremos TF para denotar el residuo al dividir f entre una s—ada
ordenada F = (f1,...,fs). Si F es una base de Grobner para (f1,..., fs), entonces pode-
mos considerar a F' simplemente como conjunto (sin considerar ningin orden) gracias a la
Proposicion 1.4.2.

Un ejemplo de esta notacién es el siguiente, sea F' = (z2y — y?, %% —y?) C  [z,y],
usando el orden lexicografico tenemos

—F
by =y’
Puesto que el algoritmo de la divisién nos dice

2y = (2° + 2y)(2®y — y*) + 0 (2'y* — y*) + 2y’

Ahora trataremos de indicar cuando un conjunto de generadores de un ideal es una base de
Grdébner.

Observemos que para que { f1, ..., fs} no sea una base de Grébner es porque puede haber
combinaciones polinomiales de los f; que produzcan polinomios cuyos términos iniciales no
estén generados por los LT(f;). Una posibilidad para que esto pase es si una combinacién

ax?f; — Bxf;

cancela los términos iniciales, dejando sélo términos més chicos. Por otro lado, ax®f; —
GxP fj € 1, por lo que su término inicial estd en in([).
Para estudiar estas cancelaciones, introducimos las siguientes combinaciones especiales.

Definicién 1.4.4. Sean f,g € [x1,...,2,] polinomios no cero.

(i) Sillamamos a = MGRAD(f) y b = MGRAD(g), entonces definimos ¢ = (cy,...,¢,) con
¢; = max{a;,b;} para cada i. Llamamos al monomio x¢ el minimo comin maltiplo
de LM(f) y LM(g), escrito como x¢ = MCM(LM(f),LM(g)).

(ii) Definimos al S—polinomio de f y g como la combinacién
x© x©

()
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La parte (i) de la definicién anterior, ya la habiamos hecho debajo de la Definicién 1.1.4,
pero aqui la recordamos.

Para ilustrar la notacion definida en la segunda parte de la definicién anterior, témese
f=a%? 223 +2yg=32x*y+y>en R[z,y] con el orden >g.c,. Entonces ¢ = (4,2) y

x4y2 x4y2
S(f,g) = W'f—%'g
= o f=(1/3)y-g

=~ + 2% — (1/3)y°.

Un S—polinomio S(f,g) estd disenado para cancelar los términos iniciales entre f y
g. De hecho, el siguiente lema mostrara que cada cancelacién de términos iniciales entre

polinomios con el mismo multigrado es de esta forma.

Lema 1.4.1. Supdngase que se tiene Y ;_, c;fi con ¢; € y MGRAD(f;) = d € N" para
toda i. Si MGRAD(Y 7 jc¢ifi) < d, entonces > .. c¢ifi es una combinacion lineal, con
coeficientes en , de los S—polinomios S(f;, fr) para 1 < j, k < 's. Mds ain, cada S(f;, f)
tiene multigrado estrictamente menor que d.

Demostracion. Sea d; = Lc(f;), por lo que d;c; = LC(¢; f;). Como MGRAD(¢; f;) = d para

cada i, y la suma de todos tiene multigrado menor estrictamente que d, entonces se debe

tener una cancelacién de los términos iniciales, es decir, se debe tener que >; ; ¢;d; = 0.
Definamos p; = f;/d;, y consideremos la suma telescépica

S

> eifi =Y cidipi = crdi(p1 — p2) + (crdy + cada)(p2 —ps) + -+
=1 =1

+(edy + -+ cm1di—1)(pr-1 — pr) + (crdy + -+ - + crde)pr
Por hipétesis, LT(f;) = d;ix9, lo que implica que MCM(LM(f;), LM(fx)) = x9. Entonces se
tiene que

Xd Xd Xd Xd
LT(fj)fj T dj?fj ~ dod kTP TP (1.2)

Usando el hecho de que Y7 ; ¢;d; = 0, la suma de arriba se convierte en
S
> cidi = e1diS(f1, f2) + (crdy + cada)S(f, f3) + -+
i=1

+(erdy + -+ em1di—1)S(fe1, fr),

que es una suma de la forma deseada. Dado que MGRAD(p;) = MGRAD(p) = d, y LC(p;) =
1 = LC(pg), entonces se concluye que MGRAD(p; — pi) < d. Gracias a la ecuacién 1.2, lo
mismo es cierto para S(fj, fx)- [
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Cuando polinomios fi,..., fs satisfacen las hipdtesis del Lema 1.4.1, obtenemos una

ecuacion de la forma
S

> eifi=> cirS(fi fu)-

i=1 3k
Vamos a considerar el momento en que sucede la cancelaciéon de términos iniciales. En la
suma del lado izquierdo, cada sumando ¢; f; tiene multigrado d, por lo que la cancelacién
ocurre a la hora de sumarlos todos. Sin embargo, en la suma del lado derecho, cada
sumando ¢;;S(fj, fr) tiene multigrado menor que d, por lo que la cancelacién debié ya
haber sucedido antes de sumarlos. Intuitivamente, esto significa que todas las cancelaciones
pueden expresarse en términos de los S—polinomios.

Usando S—polinomios y el Lema 1.4.1, podemos probar el siguiente Teorema, que sirve

para decir cudndo una base de un ideal es una base de Grébner.

Teorema 1.4.3 (Criterio de Buchberger). Sea I un ideal polinomial. Entonces una
base G = {g1,...,9s} de I es una base de Grobner si y sélo si para todos los pares i # j, el
residuo en la division de S(g;,g;j) entre G es cero.

Demostracion.

=: Si G es una base de Grobner, entonces, puesto que S(g;, g;) € I, el residuo al dividir
entre GG es cero, gracias al Corolario 1.4.1.

<: Sea f € I un polinomio no nulo. Debemos mostrar que si todos los S—polinomios tie-
nen residuo cero a la hora de dividirlos entre G, entonces LT(f) € (LT(g1),...,LT(g¢))-
Primero vamos a esbozar la estrategia para la prueba.

Dado f €1 = {(g,...,9s), existen polinomios h; € [x1,...,z,] tales que

t
f= th‘gi- (1.3)
1=1

Gracias al Lema 1.2.2, se tiene que
MGRAD(f) < max{MGRAD(h;g;)}. (1.4)

Si la igualdad no se cumple, es porque debe haber algunas cancelaciones entre los
términos iniciales de (1.3). El Lema 1.4.1 nos permite reescribir esto en términos
de S—polinomios. Ahora, nuestra hipétesis de que los S—polinomios tienen residuo
cero, nos permite reemplazar los S—polinomios por expresiones que involucran menos
cancelaciones. Entonces obtendremos una expresién para f que tiene menos cancela-
ciones en los términos iniciales. Continuando de éste modo, llegaremos eventualmente
a una expresiéon como (1.3) para f en la que la igualdad se cumpla para (1.4). Enton-
ces MGRAD(f) = MGRAD(h;g;) para alguna i, y se seguird que LT(f) es divisible por
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LT(g;). Esto mostrara que LT(f) € (LT(g1),...,LT(g:)), que es lo que queremos probar.

Ahora daremos los detalles de la prueba. Dada una expresién (1.3) para f, sea m(i) =
MGRAD(h;g;), y definamos d = méx{m(1),...,m(t)}. Entonces la desigualdad (1.4)
se convierte en

MGRAD(f) < d.

Ahora consideremos todas las maneras en que podemos escribir a f de la forma (1.3).
Para cada una obtendremos posiblemente diferentes d. Como un orden monomial
es un buen orden, podemos escoger una expresién como en (1.3) en la que la d sea
minima.

Mostraremos que una vez escogida d minima, entonces MGRAD(f) = d. De lo que se
obtendré que la igualdad se cumple en (1.4), y por tanto LT(f) € (LT(g1),...,LT(g)),
lo que concluird la demostracién del teorema.

Sélo nos resta probar que MGRAD(f) = d. Lo haremos por contradiccién. Suponga-
mos que MGRAD(f) < d, y escribamos f de la siguiente forma

fo=> higi+ Y hig (1.5)

m(i)=d m(i)<d
= > wrlhgi+ Y, (hi—1r(h))gi+ > higi-
m(i)=d m(i)=d m(i)<d

Todos los monomios que aparecen en el tercer y el segundo sumando del segundo
renglén, tienen multigrado < d. Entonces, suponer que MGRAD(f) < d significa que
el primer sumando también tiene multigrado < d.

ea LT(h;) = ¢;x?. Entonces observemos que el primer sumando S_qLT(hi)g; =
S h 2i Ent b | pri do )~ ()=a LT(R
Zm(i):d c;x%g; tiene exactamente la forma descrita en el Lema 1.4.1, considerando
fi = x%ig;. Entonces el Lema 1.4.1 implica que esta suma es combinacion lineal de
los S—polinomios S(x%* g;, x*#g). De cualquier modo se tiene

d d
S(x¥gj, xg) = XM gy
7 x¥Lr(g)” 7 x®eLT(gy)

= x4 8 (g5, g1,

gk =

donde x%k = MCM(LM(g;), LM(gx)). Entonces existen constantes cj; € tales que

Z LT(h;)g; = chkxd_mS(gj,gk). (1.6)

m(i)=d Jik

Por hipétesis tenemos que el residuo de S(gj, gx) entre gi,...,gs es cero. Usando el
algoritmo de la divisién, esto nos dice que cada S—polinomio puede ser escrito de la
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forma
S(g5, 9r) Zaz]kgu (1.7)
con a;jp € [x1,...,2,|. El algoritmo de la lelSlOIl también nos dice que
MGRAD(aj9;) < MGRAD(S(gj,9x)) Vi, J, k. (1.8)

Intuitivamente esto nos estd diciendo que cuando el residuo es cero, podemos encontrar
una expresion para S(g;, gx) en términos de G donde no todos los términos iniciales
se cancelan.

Para explotar esto, multipliquemos (1.7) por x9=7%* para obtener

d %ks g gk mekgzu

donde b;ji, = xd_vikaijk. Entonces la ecuacién (1.8) y el Lema 1.4.1 nos ayudan a
deducir que
MGRAD (b;jx9i) < MGRAD(x9 7S (g;, g1)) < d. (1.9)

Si substituimos la expresién de arriba en (1.6), obtenemos
Z LT<hi)g Z Cj kxd 7JkS(g gk Z Cik (Z bz]sz) = Z h;g;
m(i)=d g,k J,k i
que por (1.9) tienen la propiedad de que para toda i,

MGRAD(hig;) < d.

> ur(hi)gi = Z higi

m(i)=d

Por ultimo, substituimos

en la ecuacién (1.5), y obtenemos una expresién para f en términos de las g; en la
que todos los sumandos tienen multigrado < d. Esto contradice la minimalidad de d,

y completa nuestra prueba.
|

Para ejemplificar el uso del Teorema 1.4.3, considere el ideal I = (y — 22,z — 2%) en

2 2 — 2%} es una base de Grébner usando el orden

Rlz,y, z]. Afirmamos que G = {y — x
lexicografico, con y > z > x. Para mostrar esto, considere el S—polinomio
: z z - .
Sy — 2%z —a%) = y—(y —z?) — y—(z — %) = —zx? + ya®.
Y z
Usando el algoritmo de la divisién, encontramos

—z2? tyad =23 (y— %) + (—2%) - (2 — 2®) + 0.

Asi, obtenemos S(y — 22,z — x3)u =0, y por el Teorema 1.4.3, G es una base de Grobner
para I. Inclusive no es dificil mostrar que G' no es una base de Grébner si usamos el orden
lexicografico con = > y > z.
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1.5. Algoritmo de Buchberger

En la Seccién 1.4 vimos que todo ideal nonuloen  [z1, ..., x,] tiene una base de Grobner.
Desafortunadamente, la prueba de este hecho no fue constructiva, en el sentido de que no
nos dice la manera en que podemos calcular una base de Grobner. Asi es que ahora nos
planteamos la siguiente pregunta: dado unideal I C [z1,..., 2], (cémo podemos construir
una base de Groébner para I7 Para ver las ideas principales detras del método al que vamos
a recurrir al Ejemplo 1.4.1 visto en la Seccién 1.4.

Ejemplo 1.5.1. Considere el anillo [z,y] con el orden >gpc,, v sea I = (f1, f2), donde
fi=2%—2xyy fo = 2%y — 2y* + . Recordemos que {fi, f2} no es una base de Grébner
para I, puesto que LT(S(f1, f2)) = —a* ¢ (LT(f1), LT(f2)).

Para producir una base de Grébner, una idea natural es tratar primero de extender el
conjunto original de generadores a una base de Grobner agregando méas polinomios de I.

La pregunta que surge ahora es, j cuédles nuevos generadores debemos agregar? Por lo que
hemos dicho acerca de S—polinomios en la Seccién 1.4, lo siguiente no debe extranarnos.
Tenemos que S(fy, fo) = —a? € I, y su residuo al dividirlo entre F' = (f1, f2) es —a2,
que es un monomio no cero. Entonces, debemos incluir el residuo en nuestro conjunto de

generadores, como un nuevo generador f3 = —ax2.

Si llamamos F = (f1, fo, f3), podemos
usar el Teorema 1.4.3 para probar si nuestro nuevo conjunto es una base de Grébner para

1. Asi es que calculamos

S(fi,f2) = f3, asique

SR = o,
S(fi,f3) = (2% —2zy) — (—2)(—2%) = —2zy, pero
mF = —2zy #0.
Entonces, debemos agregar f; = —2xy a nuestro conjunto de generadores. Si hacemos

F= (f17f2>f3>f4)7 entonces

S(fl’fQ)F = S(fhf?))F:Oa
S(f1,f1) = y(ac?’ —2xy) — (—1/2)x2(—2xy) = —2xy = yfs, asi

St = o,
S(fa, f3) = (2*y—2y° +2)— (—y)(—2?) = —2¢° + x, pero
mF = 2842 #0.
Entonces, también debemos agregar fs = —2y? + x dentro de nuestro conjunto de genera-

dores. Haciendo F = (f1, fo, f3, f4, f5), podemos verificar que
—F
S(fi,fj) =0 paratoda 1<i<j <5,
Por el Teorema 1.4.3, se sigue que una base de Grobner con > e, para I estd dada por

{fl) f2? f3) f4y f5} = {x?) - nya 'Z‘Qy - 2y2 + x, _127 _2'75:'/7 —2212 + '77} <>
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El ejemplo previo nos sugiere que, en general, debemos tratar de extender una base
F' a una base de Groébner anadiéndole sucesivamente a F' los residuos no nulos de la for-
ma S(fi, fj)F. Esta idea es una consecuencia directa del Primer Criterio de Buchberger
(Teorema 1.4.3), y nos motiva a definir el siguiente algoritmo creado por Buchberger para
calcular bases de Grobner.

Teorema 1.5.1 (Algoritmo de Buchberger). Sea I = (f1,..., fs) # {0} un ideal poli-
nomial. Entonces una base de Grébner para I puede ser construida en un nimero finito de
pasos por el siguiente algoritmo:

Algoritmo 1.2. Dado un ideal polinomial I generado por {f1,ldots, fs}, obtenemos una
base de Grobner para I haciendo los siguientes pasos.

Input: F = (f1,..., fs)
Output: una base de Grébner G = (g1,..., gt) para I, con F C G

G:.=F
REPEAT
G =G
FOR each pair {p,q}, p # q in G' DO
$ =3, )"
IFS#0 THEN G := G U {5}
UNTIL G =G’

Demostracion. Comenzaremos por definir una notacién usada frecuentemente. Si G =
{91,...,95}, entonces (G) denotard al ideal (g1, ..., gs), y in(G) al ideal (LT(g1),...,LT(gs))-

Ahora, volviendo con la demostracién del teorema, primero vamos a mostrar que G C [
se cumple en todos los pasos del algoritmo. Esto es cierto en un principio, y cada que

hacemos crecer a G, lo hacemos anadiendo el residuo S = S(p, q)G para p,q € G. Asi, si
G C I, entonces tanto p, g, como S(p, q) estdn en I, y dado que estamos dividiendo entre
G’ C I, obtenemos que G U {S} C I. También observamos que G contiene a la base dada
F de I, por lo que G es también una base de I.

!

G
El algoritmo termina cuando G = G’, lo que significa que S(p, ¢)° = 0 para toda

p, ¢ € G. Entonces G es una base de Grébner para (G) = I por el Teorema 1.4.3.

Solo nos resta probar que el algoritmo termina. Para esto necesitamos considerar lo que
pasa después de cada paso a través del ciclo principal. El conjunto G consiste de G’ (el
antiguo G) junto con los residuos no cero de S—polinomios de elementos de G'. Entonces

in(G') C in(G) (1.10)

puesto que G’ C G. M4s anin, si G’ # G, afirmamos que in(G’) estd estrictamente contenido
en in(G). Para ver esto, supéngase que le hemos agregado a G un residuo no cero r de un
S—polinomio. Dado que r es un residuo en la divisién entre G', entonces LT () no es divisible
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entre ninguno de los términos iniciales de los elementos de G’, y por tanto LT(r) ¢ in(G’).
Pero L1 (r) € in(G), lo que prueba nuestra afirmacion.

De la ecuacién (1.10), tenemos que los ideales in(G’) provenientes de iterar sucesivamente
el ciclo, forman una cadena ascendente de ideales en [z1,...,2,]. Entonces la condicién
de cadena ascendente para anillos artinianos implica que después de un numero finito de
iteraciones, la cadena se estabiliza, por lo que eventualmente debe ocurrir in(G’) = in(G).
Por lo dicho en el parrafo anterior, esto implica que G’ = G, por lo tanto, el algoritmo debe
terminar después de un numero finito de pasos. |

Es necesario senalar que el Algoritmo 1.2 que presentamos en el Teorema 1.5.1 es una
version un tanto rudimentaria del algoritmo de Buchberger. Escogimos esta versiéon para
entenderlo de una manera mas clara, pero no es una manera muy practica para implemen-
tarlo en lenguaje de programacién. Obsérvese (como una primera optimizacién) que una

e
vez que un residuo S(p, q)° = 0, este residuo permanece nulo inclusive si le anadimos
m4s elementos al conjunto generador G’. Por lo que no hay necesidad de recalcular estos
residuos en los pasos subsecuentes en el ciclo principal del algoritmo. De hecho, si agre-
gamos nuestros nuevos generadores f; de uno en uno, los tinicos residuos que necesitan ser
,
verificados son los S(f;, fj)G , para i < j — 1.

Es comin que las bases de Grobner calculadas a partir del Algoritmo 1.2 sean maés
grandes de lo necesario. Podemos eliminar algunos generadores no necesarios utilizando el
siguiente hecho.

Lema 1.5.1. Sea G una base de Gréobner para el ideal polinomial I. Seap € G un polinomio
tal que LT(p) € in(G — {p}). Entonces G — {p} es también una base de Grobner para I.

Demostracion. Sabemos que in(G) = in(I). SiLT(p) € in(G—{p}), entonces LT(G —{p}) =
LT(G). De la definicién, se sigue que G — {p} es también una base de Grobner para I. B

Ajustando constantes para hacer todos los coeficientes 1 y quitando de G cualquier p
tal que LT(p) € in(G — {p}), llegamos a la siguiente definicién.

Definicion 1.5.1. Una base de Grébner minima para un ideal polinomial I, es una base
de Grobner G de I tal que:

(i) vo(p) =1 para todo p € G.
(ii) Para todo p € G, se tiene LT(p) ¢ in(G — {p}).
A continuacién daremos una propiedad de las bases de Grobner minimas.

Proposicion 1.5.1. Sean G y G bases de Grébner minimas para un ideal monomial I,
para un orden monomial fijo. Entonces LT(G) = LT(G). Mds aun, G y G tienen el mismo

numero de elementos.
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Demostracion. Sean G = {g1,...,9n} ¥ G= {q1,-..,9m} bases de Grébner minimas. Ob-

servemos que para toda i se tiene LT(g;) € in(G) = (LT(G)) = in(I) = (LT(G)). Por lo
tanto, tenemos la siguiente expresion

Lr(g) =Y eur(gy), (1.11)
j=1

por la minimalidad de G tenemos que LT(g;) ¢ in(G — {9;}) para toda j, de aqui que
LT(g;) # LT(gx) para toda k # j. Al ser LT(g;) un monomio, entonces debemos tener que
(1.11) realmente es asi

LT(g;) = ¢;LT(g;) para alguna j,

y como LC(g;) = 1 = LC(gj), entonces ¢; = 1, por lo que LT(g;) = LT(g;), lo que da la
biyeccién entre LT(G) y LT(G).

Falta ver que G y G tienen el mismo nimero de elementos. Para esto vamos a dar
una correspondencia biyectiva. A cada g; € G le hacemos corresponder g; € G tal que

LT(g;) = LT(gj). Es claro que esta correspondencia es suprayectiva, pues LT(G) = LT(G).
Ahora, si g; y gr son tales que LT(g;) = LT(g;) = LT(g;j), entonces, al ser G una base
de Grobner minima, entonces esto forza a que g = g; (esta igualdad es del polinomio g;
asignado a g;, y no una igualdad entre polinomios), pues de lo contrario se tendria que
LT(gi) € in(G — {gi}). Esto contradice la minimalidad de G, por lo que la correspondencia
es inyectiva, y por ende, también biyectiva.

Dado un ideal no nulo, podemos construir bases de Grobner minimas simplemente apli-
cando el Algoritmo 1.2, y luego usando el Lema 1.5.1 para eliminar todos los generadores
innecesarios que fueran incluidos. Para ilustrar este proceso, volvemos al ideal I estudiado
en el Ejemplo 1.5.1. Usando el orden >,c;, habfamos encontrado una base de Grobner

f2 = I2y - 2?/2 + z,
fs = —a?

f4 = *2:1:3/7

fz = —2y2 + z.

Como algunos de los coeficientes iniciales son distintos a 1, el primer paso sera multiplicar
los generadores por constantes convenientes para hacerlos ménicos. Después observemos
que LT(f1) = 2% = —2-L1(f3). Por el Lema 1.5.1, podemos omitir a f; de la base de Grébner
para hacerla minima. Analogamente, dado que LT(f3) = 2%y = —(1/2)x - LT(f4), también
podemos eliminar f5. Ya no hay mas casos donde el término inicial de un generador divida

al término inicial de otro generador. Entonces,

fr=2*  fi=ay,  fi=y (12
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es una base de Grébner minima para I.

Desafortunadamente, un ideal dado puede tener mas de una base de Grébner minima.
Por ejemplo, en el ideal I recién considerado, es facil ver que

~

fs=a"+avy,  fa=ay, =y’ —(1/2a (1.12)

es también una base de Grébner minima, donde a €  es cualquier constante. Entonces,
podemos producir una infinidad de bases de Grébner minimas (suponiendo que es infinito).
Afortunadamente, podemos distinguir una base de Grébner minima que serd la mejor a
comparacién de las otras. La definicién es la siguiente.

Definicion 1.5.2. Una base de Grébner reducida para un ideal polinomial I, es una base
de Grébner G para I, tal que:

(i) rLc(p) =1 para todo p € G.
(ii) Para todo p € G, ningun término de p esta en in(G — {p}).

Obsérvese que para la base de Grébner dada en (1.12), solamente cuando @ = 0 nos
queda una base reducida. En general, las bases de Grobner reducidas tienen la siguiente
propiedad.

Proposicién 1.5.2. Sea I # {0} un ideal polinomial. Entonces, para un orden monomial
dado, I tiene una unica base de Grobner reducida.

Demostracion. Sea G una base de Grobner minima para I. Decimos que g € G es reducido
para G, significando que ningin monomio de g estd en in(G — {g}). Nuestro objetivo es
modificar G hasta que todos sus elementos sean reducidos.

Una primera observacién un tanto obvia es que si g es reducido para G, entonces g es
también reducido para cualquier otra base de Grobner minima de I que contenga a g y
tenga el mismo conjunto de términos iniciales.

Luego, dado g € G, sea ¢’ = ¢ 19} y sea G' = (G — {g}) U{¢'}. Afirmamos que G’
es una base de Grobner minima para I. Para ver esto, primero note que LT(¢') = LT(g),
puesto que cuando dividimos g entre G — {g}, justamente LT(g) va al residuo, pues por la
minimalidad de G se tiene que LT(g) no es divisible por ningin elemento de LT(G — {g}).
Esto muestra que in(G’) = in(G). Puesto que G’ claramente estd contenido en I, vemos
que G’ es una base de Grobner minima, y por la construccién, ¢’ es reducido para G’.

Ahora, tomese los elementos de G y apliquese el proceso anterior hasta que todos los
elementos sean reducidos. La base de Grobner debe cambiar cada vez que hacemos el pro-
ceso, pero nuestra observacién previa muestra que una vez que un elemento es reducido, este
permanece reducido puesto que nunca cambiamos el término inicial. Asi es que terminamos
con una base de Grobner reducida.
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Finalmente, para probar la unicidad, supéngase que G y G son bases de Grobner redu-
cidas para I. Entonces, en particular, G y G son bases de Grébner minimas, y gracias a la
Proposicion 1.5.1, tenemos que ambas tienen los mismos términos iniciales, es decir,

LT(G) = L1(G).

Entonces, dado g € G, existe § € G tal que LT(g) = LT(g). Si podemos probar que g = g,
se seguira que G = CNJ, y quedard probada la unicidad.

Para mostrar que g = g, considérese g —g. Esto estd en I, y dado que G es una base de
Grobner, se sigue que HG = 0. Pero también sabemos que LT(g) = LT(g). Entonces estos

términos se cancelan en g — g, y los términos sobrevivientes no son divisibles entre ninguno

- ~ , G _
de los LT(G) = LT(G), puesto que G y G son reducidas. Esto muestraque g—g =g — 4,
y entonces g — g = 0. Esto completa la prueba. |

Muchos sistemas de algebra computacional utilizan alguna versiéon del algoritmo de
Buchberger para calcular bases de Grobner. Estos sistemas siempre calculan bases de
Grobner cuyos elementos son multiplos escalares de elementos de una base de Grébner
reducida. Esto significa que distintos sistemas daran esencialmente la misma respuesta
para un problema dado.



Capitulo 2
Sizigias

Una resolucion libre es un invariante asociado a un médulo graduado sobre un anillo
graduado por los nimeros naturales N o por N”. En este capitulo estudiaremos resoluciones
libres minimas de mddulos graduados finitamente generados para el caso en que el anillo
es el anillo de polinomios S = [z1,...,zy] sobre un campo , graduado por N con cada
variable de grado 1. La informacién provista por las resoluciones libres es un refinamiento
de la informacién que proveen los polinomios de Hilbert y las funciones de Hilbert. En este
capitulo definiremos todos estos objetos y explicaremos las relaciones entre ellos.

2.1. Funciones y polinomios de Hilbert

En la segunda mitad del siglo diecinueve, la teoria de invariantes se colocé en el centro
de estudio del algebra. Se originé en un deseo por definir propiedades de una ecuacioén, o
de una curva definida a su vez por una ecuacién, que fuera invariante bajo algin conjunto
de transformaciones geométricas definido y que pudiera ser expresado en términos de una
funcién polinomial de los coeficientes de la ecuacion. El ejemplo clasico es el discriminante
de un polinomio en una variable. Es una funciéon polinomial de los coeficientes, que no
cambia bajo cambios de variable lineales, y que su anulacién es la condicién que determina
cuando un polinomio tiene multiples raices. Este ejemplo ha sido estudiado desde el tra-
bajo de Leibniz: fue parte de su motivacion para su invencién de la notacién matricial y de
determinantes. El crecimiento de la geometria proyectiva compleja plana a principios del
siglo diecinueve provey6 una gran cantidad nuevos ejemplos que se han vuelto importantes
desde entonces.

El planteamiento general es facil de explicar: Si un grupo G actia por medio de trans-
formaciones lineales en un espacio vectorial W de dimensién finita sobre un campo K, la
accién se extiende de manera tnica al anillo de polinomios S cuyas variables son una base
de W. EI problema fundamental en la teoria de invariantes era probar en casos bonitos -
por ejemplo, cuando K es de caracteristica cero y G es un grupo finito o un grupo especial

31



32 2.1. FUNCIONES Y POLINOMIOS DE HILBERT

lineal- que el anillo de funciones invariantes S@ es finitamente generado como K—algebra,
esto es, que cada funcion invariante puede ser expresada como un polinomio en un con-
junto finito de generadores de funciones invariantes. Esto habia sido probado, para cierto
nimero de casos especiales, describiendo explicitamente los conjuntos finitos de generadores.

Un articulo tipico del siglo diecinueve en invariantes estaba lleno de calculos dificiles, y
tenfa como meta principal el calcular explicitamente un conjunto finito de invariantes que
generaran todos los invariantes de una representacion particular de un grupo particular.
David Hilbert cambié para siempre este panorama con su trabajo, con el cual gand por
primera vez absoluto reconocimiento. Hilbert probé que el anillo de invariantes es fini-
tamente generado para una clase amplia de grupos. Lo ma&s sorprendente es que en su
argumentacién se mostraba sélo la existencia evitando los terribles cdlculos. De hecho él
nunca calculé ni siquiera un nuevo invariante; la idea principal de esto es lo que hoy se
conoce como el Teorema de la Base de Hilbert, en el que se establece que submddulos de
S—modulos finitamente generados, son a su vez finitamente generados.

Hilbert estudié las sizigias para mostrar que la funciéon generadora de el ntimero de
invariantes de cada grado es una funcién racional. El también mostré que si I es un ideal
homogéneo del anillo de polinomios S, el “ntimero de condiciones linealmente independientes
para un polinomio homogéneo de grado d en S de pertenecer a I es una funcién polinomial
en d’, el ahora conocido como polinomio de Hilbert.

Definicién 2.1.1. Sea R = @ R, un anillo graduado, decimos que M es un R—mddulo
neN
graduado, si M es un R—modulo con una descomposicion

M:éMi

con M; subgrupos abelianos, y que satisfacen R;M; C M;1;, Vi, j.

Cada elemento x € M es homogéneo si x € My para alguna d, y diremos que x es un
elemento de grado d. Cada elemento y € M puede escribirse de manera tinica como suma
finita ), yq4, donde yq € My para todo d > 0, y todas salvo un niimero finito de las y4 son
0.

Observacion 2.1.1. Recordemos que S es el anillo de polinomios [r1,...,%,], que es un

anillo N"—graduado, sea M = @ My un S—mddulo graduado, donde la d—ésima compo-
deZ
nente graduada es My. Si M es finitamente generado, entonces cada My es finitamente

generado.
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Demostracion. Supdéngase que M es finitamente generado, pero M, no es finitamente gene-

éMiCM

es un submoddulo que no es finitamente generado, y por tanto, M no puede ser finitamente

rado, entonces

generado. |

La observacién anterior nos motiva a la siguiente definicién.

Definicién 2.1.2. Sean S = [z1,...,2,], y M un S—mddulo graduado finitamente gene-
rado. A la funcién
Hy(d) == dim M,

se le llama funcion de Hilbert de M.

Hilbert tenia el presentimiento de que toda la informacion encerrada en el infinito niime-
ro de valores que podia tomar la funcién Hjs, podia ser leida a partir de sélo un nimero
finito de estos valores, y de una manera muy sencilla. La manera en cémo lo hizo Hilbert fue
comparando M con médulos libres, usando resoluciones libres, que veremos mas adelante.
Por ahora, enunciaremos la idea de Hilbert.

Teorema 2.1.1 (Hilbert). Sea S = [z1,...,2,]. Si M esun S—mddulo graduado finita-
mente generado, entonces Hyy(d) coincide, para d suficientemente grande, con un polinomio
de grado < n — 1.

Definicién 2.1.3. El polinomio del Teorema 2.1.1, denotado por Pys(d), es llamado poli-
nomsio de Hilbert para M.

Antes de demostrar el teorema, necesitamos una notacién para denotar cuando hemos
alterado el médulo graduado M por haber “recorrido” su graduacion a lugares.

Notacién 1. Para cualquier médulo graduado M, denotamos por M(a) al mddulo M tras-
ladado por a:
M(a)d = Ma+d

Muchas aplicaciones entre moédulos graduados mandan el grado de uno al grado del
otro con una traslacién en el grado, asi que podemos pensar que dichas aplicaciones son de
grado 0, pero de un médulo graduado en un médulo graduado trasladado. Por ejemplo,
multiplicar por un elemento homogéneo de grado 1 en un médulo M, con nuestra notacién,
traslada el grado de M en 1; asi podemos pensar esta multiplicacién como una aplicacién
de grado 0 que va de M(—1) a M.

Cabe hacer la distincién de que cuando se estda hablando de S—mdédulos libres (donde
S = [x1,...,2,]) generados por un elemento de grado a, se usa la notacién S(—a).

Vamos a usar el siguiente resultado sobre funciones valuadas en los enteros para la

demostracién pendiente.
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Lema 2.1.1. Sea Q[n] el anillo de polinomios con coeficientes racionales que toman valores
enteros. Sea F(n) una funcion definida para enteros n suficientemente grandes, y G(n) :=
F(n+1)—F(n). Entonces F(n) € Q[n] si y sdlo si G(n) € Q[n], y si estas condiciones se
satisfacen, entonces deg FF = 1+ degG.

Demostracion. Supongamos que F'(n) € Q[n], entonces claramente se tiene que G(n) €
Q[n], pues Q[n] es un anillo, y G(n) no es mas que una suma de dos elementos en ese anillo.
Observemos ahora que

n—1
F(n)=F(0)+ ) _ G(m),

asi, si suponemos que G(n) € Q[n], entonces el mismo argumento nos dice que F'(n) € Q[n],
pues Q[n] es un anillo. Como F(0) nos define una funcién de grado menor o igual que G(0),
entonces deg F'(n) depende sélo de los términos de grado mayor en la suma an_:lo G(m),
por lo que deg F'(n) > deg G(n — 1). De aqui que deg F' =1 + deg G. [ |

Proposicién 2.1.1. Sea H(s) € Z definida para todos los nimeros naturales s. Si la
“primera diferencia” H'(s) = H(s) — H(s — 1) coincide con un polinomio de grado < n—1
con coeficientes racionales para s > sg, entonces H(s) coincide con un polinomio de grado
< n con coeficientes racionales para toda s > sg.

Demostracion. Supéngase que Q(s) es un polinomio de grado < n — 1 con coeficientes
racionales tal que H'(s) = Q(s) cuando s > so. Para cualquier entero s definamos

S

P(s) = H(so) + D Q(b),
t=so+1
donde la suma es tomada sobre todos los enteros entre so + 1y s, ya sea si s < sg+ 1
osiso+1 < s. Para s > sg tenemos que P(s) = H(s). Para toda s tenemos que
P(s) — P(s—1) = Q(s). Se sigue que P(s) es un polinomio de grado < n con coeficientes
racionales, gracias al Lema 2.1.1. |

Ahora estamos en condiciones de demostrar el Teorema 2.1.1.

Demostracion del Teorema 2.1.1. Haremos induccién respecto al niimero de variables. Si
n = 0, entonces M es simplemente un espacio vectorial de dimensién finita graduado. En
este caso Hps(s) = 0 para todas las s grandes, y este es un polinomio de grado —1.

En el caso general, si K C M es el kernel de la multiplicaciéon por x,, obtenemos una
sucesion exacta de espacios vectoriales graduados, con aplicaciones de grado 0:

0> K(=1) > M(-1) "~ — = M/a,M >0,

Tomando la componente de grado s en cada término en esta sucesion exacta, tenemos que
son
K(_l)s = K1, M(_l)s =M1, Mg, (M/-TnM)Sa
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con estos términos, del dlgebra lineal sabemos que se cumple
dim M =dim Im(¢)+ dim Ker(¢).
Por ser ¢ suprayectiva, y la sucesion exacta, tenemos
dim Mg =dim (M/z,M)s+ dim Im(z,),

observemos que

dim M;_1 =dim Im(z,)+ dim Ker(z,),

lo que implica que
dim Im(z,) =dim M,_; —dim K,_q,

y por tanto
dim My =dim (M/z,M)s+dim Ms_y —dim K 1,

de lo que se sigue que
Hy(s) — Hy(s — 1) = Hppzm(8) — Hi (s — 1).

Ahora, observemos que tanto K, como M /x, M son médulos finitamente generados sobre
[€1,...,2p—1]. Por hipétesis de induccién, lo términos del lado derecho de la igualdad,
para una s suficientemente grande, coinciden con un polinomio de grado menor o igual que
n — 2, y por la Proposicion 2.1.1 se tiene el resultado. |

Ahora haremos un breve andlisis de las propiedades que hemos observado para S =
[1,..., 2] visto como un  —mddulo graduado, en particular, veremos una generalizacién

de la funcién dim que consideramos anteriormente.

Definicién 2.1.4. Sea C una clase de R—mddulos (R no necesariamente graduado), y sea
A una funcién X : C — Z. Decimos que A es aditiva si, para cada sucesién exacta corta

0— M’ M M"—0

en la que M, M', M" € C, se tiene que A(M') — A\(M) + AX(M") = 0.

Proposiciéon 2.1.2. Sea 0 — My — My — --- — M, — 0 una sucesion exacta de R—mddu-
los, y sea K; C M; el kernel de cada morfismo. Supdngase que para toda ¢ € {0,1,...,7}
se tiene que M;, K; € C. FEntonces para cada funcion aditiva X sobre C se tiene
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Demostracion. Para la sucesién exacta dada
O—My— My — -+ —> M, —0
Para cada i podemos considerar las siguientes sucesiones exactas cortas
0— N; = M; — N;ii1 — 0,

tomando Ng = N,4+1 = 0. Si consideramos una funcién aditiva A, por definicién se cumple
AM;) = MN;) + A(Nit1), y tomando las sumas alternadas de A(M;) se obtiene el resultado.
|

Basados en esto podemos hacer la siguiente definicién, pero cabe observar primero que si
M es un R—moddulo graduado, entonces cada M; es un Rg—moddulo, pues estamos pensando
a R como un anillo N—graduado.

Definicién 2.1.5. Sea A una funcién aditiva (con valores en Z) en la clase de todos los
Rp—médulos. Definimos la serie de Hilbert de M (con respecto a ) como la serie de

potencias
o0

H(M,t) :=> AMM)t" € Z[[t]).
d=0

Proposicién 2.1.3. Un anillo N—graduado R = @nzo R, es de Noether si y solo si Ry es
de Noether y R es finitamente generado como anillo sobre Ry.

Demostracion.

=: Sea R, = @, Rn, entonces Ry = R/R,, como R es de Noether, entonces este
cociente, es decir, Ry también lo es. R4 es un ideal de R, al ser R de Noether,
entonces R es finitamente generado, por lo que podemos suponer que estd generado
por elementos homogéneos x1,. .., s, de grados ki,. .., ks respectivamente. Sea R’ el
subanillo de R generado por x1,...,xs sobre Ry. Probaremos por induccién sobre n
que R, C R para todo n > 0. Esto es evidentemente cierto para Ry. Sean > 0,y
sea y € R,. Puesto que y € R, entonces y es una combinacion lineal de las z;, sea
y =Y .:_,aiz;, donde a; € R,,_j, (por convenio diremos R,, = 0 si m < 0). Puesto
que cada k; > 0, la hipotesis de induccién muestra que cada a; es un polinomio en
las ; con coeficientes en Ry. Por tanto lo mismo es cierto para y, por lo que y € R'.
Por lo tanto R, C R’ y por tanto R = R'.

<: Esto se cumple en virtud del Teorema 1.4.2 (Base de Hilbert).
[ |

Teorema 2.1.2 (Hilbert, Serre). Sea R un anillo de Noether graduado, y M un R—mddu-
lo graduado finitamente generado. Entonces la serie de Hilbert H(M,t) de la Definicion
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2.1.5 es una funcion racional en t, y puede ser escrita de la forma

H(M,t) - L
(1 — thi)

i=1
donde f(t) € Z[t].

Demostracion. Primero observemos que por la Proposicion 2.1.3, se tiene que si R es un
anillo de Noether graduado, entonces es finitamente generado.

La demostracién la haremos por induccién sobre r, el nimero de generadores de R.
Cuando r = 0, tenemos que R = Ry que también es de Noether, por lo que para n suficien-
temente grande, M,, = 0, y la serie de potencias H(M,t) resulta un polinomio. Cuando
r > 0, la multiplicacién por z, nos define una aplicacién Ro—lineal M,, — M, para cada
n; si denotamos por K, y Ly, al kernel y al cokernel, obtenemos una sucesién exacta

Ty

0— K, M,

Mn+kr - Ln—&-kr —=0.

Sean K =K,y L =& L, Entonces K es un submddulo de M,y L = M/x, M, por
lo que K y L son R—mddulos finitos; més ain, x,.K = x,.L = 0, por lo que K y L pueden
ser vistos como (R/x,R)—mdbdulos, y entonces podemos aplicar la hipdtesis de induccién
a H(K,t) y H(L,t). Ahora, tomando una funcién aditiva A, junto con la sucesién exacta
previa, obtenemos

A(Kn) - )‘(Mn) + )‘(Mn—&-lw) - /\(Ln—&-kT) =0.

tn+kr

Si multiplicamos esta 1ltima por y sumamos sobre todas las n, obtenemos

th H(K,t) — " H(M,t) + H(M,t) — H(L,t) = g(t),
donde ¢(t) € Z[t]. Equivalentemente podemos escribir
(1 —t*YH(M,t) = H(L,t) — t*" H(K,t) + g(t),
aplicando ahora la hipdtesis de induccion obtenemos el resultado. |

Recordemos que de la Definicién 2.1.2, si M = @ My es un S—mddulo graduado,
tenemos que la funcién de Hilbert Hy(M) = dim My < oo, entonces dim (=) : My — Z
resulta ser una funcién positiva de M Vd, esto nos motiva a las siguientes definiciones.

Definicién 2.1.6. Sea S = [z1,...,%,], considerado como un anillo N*—graduado como
en la Observacién 1.1.1. Decimos que M es un S—mddulo N"—graduado, si M es un
S—mébdulo con una descomposicion

donde My, son subgrupos abelianos, y que satisfacen x®My, C Mayp para todo a, b € N™.
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Definicion 2.1.7. Sea M un S—médulo N"—graduado, la serie de Hilbert N*—graduada
de M es la serie de potencias formal

H(M,x):= Y Ha(M)-x*= Y dim (M) x*,
acNn acN”

donde claramente H(M,x) € Z[[z1,...,z,]].

Observemos que si consideramos las variables x; = ¢ para toda i, entonces H(M,x)
coincide con la serie de Hilbert H(M,t,...,t) de la Definicién 2.1.5.

Ejemplo 2.1.1. Nétese que en Z[[z1, . .., ]|, cada elemento de la forma 1—z; es invertible,
es decir, se cumple la igualdad

1
=14z +a?+- o+,
1-— ZT;
y puesto que para S, = {x?} se cumple dim S, = 1, entonces la serie de Hilbert para S
misma es
G|
H(S,x) = 2=
S0 - Y =
x2eS i=1

la cual es una funcién racional, como sabiamos por el Teorema 2.1.2.

Este tltimo ejemplo nos motiva a la siguiente observacién.

Observacién 2.1.2. Recordemos que S(—a) denota la traslacion por a de S, o sea, al
mddulo libre generado por un elemento de grado a, es decir, S(—a) = (x?) como mddulos
N"—graduados. La serie de Hilbert para una de dichas traslaciones de S es simplemente

x® - H(S,x), es decir,
Xa

H(S(—a),x) =

n

[T — )

i=1
Ast, si consideramos I C como un ideal monomial, entonces la sere de Hilbert para el modulo
S/I, no es mds que la suma de todos los monomios que no estin en I, es decir,

H(S/I,x) =) x*
xa¢]
Si aplicamos el Teorema 2.1.2 a un médulo M de los que definimos en la Definicién
2.1.6, entonces tenemos la siguiente definicién.

Definicion 2.1.8. Sea M un S—moédulo N"—graduado. Si expresamos la serie de Hilbert
para M como una funcién racional

H(M,x) = M7

(1 — :EZ>

—s

=1

entonces al numerador K(M,x), lo llamaremos K —polinomio de M.
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Con esta ultima definicién, podemos observar que una manera de calcular la serie de Hil-
bert para un S—mddulo N"—graduado M, puede ser mediante el calculo del K —polinomio
de M.
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2.2. Resoluciones libres

La prueba que dimos para el Teorema 2.1.1 es muy diferente a la dada por Hilbert. En
lugar de la induccién que nosotros utilizamos, él tuvo la idea de calcular H(d) comparando
M con moédulos libres, y usando una resolucion libre. Daremos a continuacion las ideas de
su prueba.

Definicion 2.2.1. Sea R un anillo graduado, podemos entonces definir un R—mddulo libre
graduado M, como la suma directa de médulos de la forma R(—d), es decir, M = € R(—d)
de®

Cabe senalar que a diferencia de la definicién hecha para M(a) dada por la férmula
M(a)q = Myiq4, nosotros no escribimos la misma notacién para R(—d), puesto que tiene
una consecuencia un tanto molesta. Si escribimos R(d), con el mismo significado que M (d),
entonces R(d)_q = Rg, lo que implicaria que R(d) tiene generadores de grado —d, en lugar
de grado d. Es por eso que escribimos R(—d) en lugar de R(d).

Definiciéon 2.2.2. Un complejo de R—mddulos es una sucesion de modulos Fj, junto con
aplicaciones F; — F;_; tales que la composicién F;y; — F; — Fj_; es siempre cero. La
homologia de este complejo en F; es el mdédulo

Ker(F, — Fi_1)/Im(Fi1 — F).

Gracias a las definiciones anteriores, estamos listos para hacer una de las definiciones
fundamentales de este trabajo.

Definicion 2.2.3. Una resolucion libre de un R—modulo M, es un complejo
Fi: oo E, 2% R 2N F

de R—mdbdulos libres tales que el Coker(p1) = Fy/Im(¢1) = M, y F es exacta (a veces
agregamos — 0 al final de la sucesién, y decimos que F es exacta excepto en Fp).

Definiciéon 2.2.4. Si para alguna n < oo se tiene que F,+1 = 0, pero F; # 0 para toda
0 < i < n, entonces decimos que F es una resolucion finita de longitud n.

Definicién 2.2.5. Diremos que una resolucién F es una resolucion libre graduada si R es un
anillo graduado, los F; son médulos libres graduados, y las aplicaciones ¢; son aplicaciones
homogéneas de grado 0.

Por supuesto que solamente los médulos graduados pueden tener resoluciones libres gra-
duadas.

Estamos ahora en posicién para enunciar uno de los mejores resultados en algebra con-

mutativa en los articulos de Hilbert.
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Teorema 2.2.1 (Teorema de la sizigia de Hilbert). Si S = [z1,...,z,], entonces
todo S—mddulo graduado finitamente generado tiene una resolucion libre graduada finita de
longitud < r, de mddulos libres finitamente generados.

Demostracion. Véase [6] Teorema 2.1, paginas 245 — 247. n
Ahora aplicaremos este importante teorema para su propdsito original.

Demostracion de Hilbert del Teorema 2.1.1. Sea S = [x1,...,2,]. Si M = S(—d) para
alguna d, entonces

a+d+r—1
HS(_d)(a):Hg(a—l-d):( ro1 >
d+r—1

Para ver esto, es suficiente mostrar que Hg(d) = ( ) Esta igualdad es probada facil-

r—1
mente como sigue: Recordemos que Hg(d) = dim Sy, por lo que hay que contar cudntos
monomios moénicos de grado d hay en S, pues forman una base para S;. Para esto, vea-
mos que un monomio de grado d, digamos m = xlfl xgz e xff, lo podemos indicar por una
sucesion de los indices de sus factores, que ordenaremos de tal manera que tengamos una

sucesion creciente de d enteros cada uno entre 1 y r. Para m, la sucesion estard dada como

sigue
1,1,...,1,2,2,...,2, ...,¢"r ... T,
—— — N——
b1 —veces by —veces b, —veces

Asi, por ejemplo, el monomio x:{’mg lo podemos especificar conla sucesién 1,1,1,3,3,3,3. Al
sumar i — 1 en el i—ésimo lugar de esta sucesién, obtenemos una representacién unica (como
sucesién) del monomio m; que en nuestro ejemplo nos darfa la sucesién 1,2,3,6,7,8,9. Con
esto, tenemos una representacién para el polinomio m como un subconjunto de d elementos
en el conjunto {1,2,...,r +d — 1}, como hay (d+271) = (djifl
entonces, ésta es la misma cantidad de monomios en Sy salvo multiplos escalares. Por lo

que Hg(d) = (“1771).

r—1

) de estos subconjuntos,

Ya que tenemos la igualdad

a+d+r—1
HS(_d)(a)—< . )

observemos que para a > —(d +r — 1), Hg(_g)(a) coincide con el polinomio @(a) de grado
r — 1 dado por
a+(d+r—1)]-ja+(d+r—2)] - -[a+d
Qla) = r— 1)

ar—l

= ——— + (términos de orden inferior).

= 1)

Si F' es un médulo libre graduado finitamente generado, entonces F' es una suma directa de

varios S(—d), asi Hp(a) es una suma finita de funciones de la forma Hg(_q)(a).
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El Teorema de la sizigia muestra que cualquier médulo graduado finitamente generado
sobre S = [z1,...,z,] tiene una resolucién libre graduada finita F

F:0—-F —--—F—->M-=0.

Entonces
Har(a) =) (=1)'Hp,(a)
i
es una combinacion lineal de funciones que eventualmente son iguales a polinomios de grado
<r-—1. [ |

Obsérvese que esta prueba se basa en el calculo del valor de Hys(a) para todo a, no sélo
para las a suficientemente grandes.
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2.3. Sizigias de ideales monomiales

La palabra sizigia proviene del Griego cv{vyta, que significa unién. El término sizigia
ha sido usado como un término astrondémico para la conjuncién u oposiciéon de planetas.
Pero a mediados del Siglo XIX, y en particular desde el trabajo de Hilbert al final de ese
siglo, el significado de la palabra tiene que ver con la solucién de sistemas de ecuaciones
lineales homogéneas sobre un anillo.

En esta seccién analizaremos las sizigias para ideales monomiales y su relacién con el
algoritmo de Buchberger para mejorarlo.

La primer modificaciéon que haremos sera respecto al Teorema 1.4.3, el primer criterio de
Buchberger, que dice que una base G de un ideal es una base de Grébner cuando S(f, g)G =
0 para todo f, g € G. Como vimos en la Seccién 1.5, dicho criterio es fundamental en el
algoritmo de Buchberger. Entonces, una buena manera para optimizarlo es mostrando que
necesitamos considerar menos S—polinomios S(f, g).

Para identificar los S—polinomios que podemos ignorar en el Teorema 1.4.3, necesitamos
primero dar una visién més general de lo que significa tener residuo cero. La definicién es
la siguiente.

Definicién 2.3.1. Con un orden monomial fijo, sea G = {g1,...,9s} C [z1,...,2y]. Dado
f € [x1,...,x,], decimos que f se reduce a cero mdédulo G,y escribimos
f —G 07

si f puede ser escrito en la forma
[ =a1g1 + - +ag,
de tal manera que cada vez que a;g; # 0, entonces se tiene
MGRAD(f) > MGRAD(a;g;).

Para entender la relacién entre la definicién anterior, y el algoritmo de la divisidn,
tenemos el siguiente lema.

Lema 2.3.1. Sea G = (g1,-..,9s) un conjunto ordenado de elementos de [x1,...,Zn] ¥
fijese f € |x1,...,2,]. Entonces TG = 0 wmplica f — 0, pero el inverso es falso en
general.

Demostracion. Si fG = 0, entonces por el algoritmo de la divisién se tiene
f=ag1+ -+ ag +0,

donde se cumple MGRAD(a;g;) < MGRAD(f) cada que a;g; # 0. Esto muestra que f —¢ 0.
Para ver que el inverso falla, considere el ejemplo utilizado en la Observacion 1.3.2, donde
f=2y)—2yG=(zy+1,y%—1). Elalgoritmo de la divisién nos da

vy’ —z=y-(zy+1)+0- (¥ —1) + (-2 —y),
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entonces ?G = —x — y # 0, pero podemos escribir
vy’ —w=0-(ey+1) +z-(y° ~ 1),

vy dado que
MGRAD(zy? — ) > MGRAD(z - (y* — 1))

(de hecho son iguales), entonces f —¢ 0. |

Para ejemplificar como podemos utilizar la Definicién 2.3.1, vamos a dar una version
mas general del Teorema 1.4.3.

Teorema 2.3.1. Una base G = {g1,...,9s} para un ideal I es una base de Grébner si y
solo st S(gi, 9;) — ¢ 0 para toda i # j.

Demostracion. En el Teorema 1.4.3, dimos una demostracién de este resultado, pero bajo la
hipétesis de que S(g;, g;) = 0 para toda i # j. Pero si analizamos dicha prueba, veremos

que todo lo que usamos fue que
t
S(gi-95) = Y _ tijrgis
i=1

donde
MGRAD(a;jk9;) < MGRAD(S(g;, g;))

(véase (1.7) y (1.8) en el Teorema 1.4.3). Esto justamente significa que S(g;, g;) —¢ 0,y
de aqui el resultado.
]

Noétese que gracias al Lema 2.3.1, el Teorema 1.4.3 es un caso especial del Teorema 2.3.1,
y ahora mostraremos que podemos garantizar que ciertos S—polinomios se reducen a cero.

Proposicién 2.3.1. Dado un conjunto finito G C [x1,...,%y], supdngase que se tiene
f, g € G tales que
MCM(LMm(f), LM(g)) = LM(f) - LM(g),

es decir, que los monomios iniciales de f y g son primos relativos. Entonces S(f, g) —¢ 0.

Demostracion. Para simplificar, supondremos que f y g han sido multiplicados por las
constantes apropiadas para obtener LC(f) = LC(g) = 1 . Escribamos f = LMm(f) + p,
g = LM(g) + ¢. Entonces, como MCM(LM(f), LM(g)) = LM(f) - LM(g), tenemos que

S(f,9) = wm™m(g)-f—LM(f)-g
g—a)-f=(—-p) g
= g f-q f-g-f+pyg (2.1)
= pg—q-f
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Afirmamos que
MGRAD(S(f, g)) = méx{MGRAD(p - g), MGRAD(q - f)}. (2.2)

Para ver esto, observemos que en pg — qf, debe de suceder LM(pg) # LM(qf), puesto
que si LM(pg) = LM(qf), entonces se tendria LM(p) - LM(g) = LM(q) - LM(f), con lo que
LM(g) | LM(q) - LM(f), como LM(g) y LM(f) son primos relativos, entonces deberia tenerse
LM(g) | LM(q), pero esto es imposible pues LM(g) > LM(g). Ahora, como LM(pg) # LM(qf),
entonces en pg — qf no pueden cancelarse los términos iniciales, y por tanto la afirmacién
es cierta.

Observemos que (2.1) y (2.2) justamente muestran que S(f, g) —¢ 0. |

Para ejemplificar el uso de esta proposicién, sea G = (yz + v, 3 4y, 24), y usese > gpjer
en [z, y, z]. Entonces
S(JJS + y,z4) —a0

por la Proposicién 2.3.1. Sin embargo, aplicando el algoritmo de la divisién, es facil verificar
que
Sa® +y,2) =yt = (2° =2 +2-1)- (yz +y) +u,

de donde .
S(@d+y,zY) =y #0.

Esto explica el por qué de la necesidad de la Definicién 2.3.1: La proposicién 2.3.1 es falsa
si usamos la nocién de residuo cero proveniente del algoritmo de la division, en lugar de la
reduccion a cero.

Observacién 2.3.1. La Proposicion 2.3.1 nos da una version mas eficiente del Teorema
2.3.1: para probar que algo es base de Grobner, sélo necesitamos tener S(gi, gj) —¢ 0 para
aquellas i < j, donde LM(g;) y LM(g;) no sean primos relativos.

Pero antes de implementar esta mejoria al algoritmo de Buchberger, vamos a explorar
otra forma de mejorar el Teorema 2.3.1. La idea central serd entender mejor el papel que
juegan los S—polinomios en la prueba del Teorema 1.4.3. Puesto que los S—polinomios
los construimos para cancelar términos iniciales, esto nos indica que debemos estudiar la

cancelacion con mas generalidad. Daremos ahora la definicién formal de sizigia.

Definicion 2.3.2. En la Definicién 2.2.3, a la imagen en F; de el homomorfismo ¢;, le
llamamos el 1—ésimo modulo de sizigias de M.

Esta definicién de sizigia puede no ser muy clara en cuanto a la manera de calcularlas.
Para explicar un poco el uso, y de manera mas clara también la definicién de sizigia, hace-
mos la siguiente explicacién.

En geometria algebraica sobre un campo , se estudia la geometria de las variedades
a partir del estudio de las propiedades del anillo de polinomios S = [z1,...,2,], ¥ sus
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ideales. Para estudiar efectivamente los ideales es necesario también estudiar los médulos
graduados, generalmente sobre S. La manera maés sencilla de describir un médulo es por
sus generadores y las relaciones que hay entre ellos.

Debemos pensar a un conjunto A C M de generadores de un S—mdédulo M como una
aplicacién suprayectiva de un S—mddulo libre F = S4 sobre M, tal que al elemento base
de F' correspondiente al generador m € A lo manda al elemento m € M. Sea M el kernel
de la aplicacién F' — M; este conjunto es llamado mddulo de sizigias de M correspondiente
a la eleccién de los generadores, y una sizigia es un elemento de M, es decir, una relacion
lineal con coeficientes en S de los generadores escogidos. Cuando describimos a M por
generadores y relaciones entre ellos, estamos escogiendo generadores para M y por tanto
también generadores para el médulo de sizigias de M.

En el caso en que 7 = 1, es decir, cuando S es el anillo de polinomios en una variable,
el médulo de sizigias resulta ser un modulo libre, puesto que para dominios de ideales
principales, todo submédulo de un médulo libre es de nuevo libre. Pero cuando r > 1 debe
suceder que cualquier conjunto de generadores de el médulo de sizigias tienen relaciones
entre ellos. Para entender estas relaciones, seguimos el procedimiento anterior: escogemos
un conjunto de generadores de las sizigias y los usamos para definir una aplicacién que va
de un nuevo médulo libre, digamos Fi, a M; sobreyectivamente; equivalentemente, tenemos
una aplicacién ¢; : F1 — F cuya imagen es M;. Continuando de esta forma obtenemos una
resolucion libre de M, que como habifamos definido, es una sucesién de aplicaciones

P2 P1

P F M—0

= By

donde cada F; es un moédulo libre, y cada aplicaciéon es suprayectiva sobre el kernel de la
siguiente aplicacién. A la imagen M; de ¢; es lo que definimos como el i—ésimo mdédulo de
sizigias de M.

Vamos a introducir ahora la nocién de una sizigia para los términos iniciales de un
conjunto F' = {f1,..., fs}.

Definicién 2.3.3. Sea F' = (fi,..., fs). Una sizigia de los términos iniciales LT(f1), ..., LT(fs)
de F, es una s—ada de polinomios o = (h1,...,hs) € ( [z1,...,2,])° = @;_, Se; (don-
de e; = (0,...,0,1,0,...,0) € ( [z1,...,2,])%, es la s—ada candnica con 1 en la i—ésima

entrada, y 0 en las demds), tal que
S
i=1

Sea S(F) el subconjunto de @;_, Se; que consiste de todas las sizigias de los términos
iniciales de F', es decir,

S(F) =Ker{EP Se; — ( [z1,...,24])*/in(F)}

es el médulo de sizigias.
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Entonces una sizigia o € S(F') puede ser escrita como

s
g = E hlez
i=1

Para clarificar la notacién de sizigia y S—polinomios, considérese el par {f;, f;} C F
con i < j, y sea x7 = MCM(LT(f;), LT(f;)). Entonces

x7 x7
() ()

nos da una sizigia de los términos iniciales de F'.

(2.3)

Uij

Definicién 2.3.4. Un elemento o € S(F) es homogéneo de multigrado a, con a € N", si
o= (e1x?, ..., csx?),
donde ¢; € ,y a; + MGRAD(f;) = a cuando ¢; # 0.

Es claro que la sizigia o;; definida en (2.3) es homogénea de multigrado 7. Podemos
descomponer sizigias en sizigias homogéneas de la siguiente manera.

Lema 2.3.2. Todo elemento de S(F') puede ser escrito de manera unica como una suma
de elementos homogéneos de S(F).

Demostracion. Sea o = (hy,...,hs) € S(F). Considérese un exponente fijo a € N y sea
hia €l término de h; (si es que hay, o cero en caso contrario) tal que MGRAD(hia - fi) = a.
Entonces debemos tener

S hiali(f) = 0,
=1

puesto que los haLT(f;) son los términos de multigrado a en la suma . ; h,LT(f;) = 0.
Entonces

Ogq - — (h1a7 ceey hsa)
es un elemento homogéneo de S(F') de grado a, y 0 = ) 0a.
a
Para probar la unicidad, supongamos que o = Y of,. Consideremos i fija para cualquier

n . r /
grado a € N", y observemos la i—ésima entrada de o, = (h),, ..., hi,)-

Dado que hl, tiene la propiedad de que MGRAD(hl, - f;) = a, y f; es fijo, entonces

a — MGRAD(f;), cuando MGRAD(f;) < a;
0, en otro caso.

h; = Zhia = Zh/ia'
a a

Como tanto h;y como h’, son monomios ménicos del mismo grado, vy la suma (conforme a
a )

MGRAD(hl,) = {

Tenemos entonces que

corre sobre los grados) nos da un mismo polinomio h;, entonces cada término de ), hja y
Y a hia deben ser iguales, pues f; es fija. Por lo tanto hja = h,. Como esto es cierto para

cada i, entonces o, = o, entrada a entrada. |
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Ahora podemos probar que las 0;; forman una base para el médulo de sizigias de los
términos iniciales.

Proposicién 2.3.2. Dado F = (f1,...,fs), cada sizigia 0 € S(F) puede ser escrita como
g = Z Uij0ig,
1<j
con uyj € [x1,...,%y), y las sizigias o;; definidas como en (2.3).
Demostracion. Gracias al Lema 2.3.2 podemos considerar a o como homogénea de multi-
grado a. Entonces o debe tener al menos dos componentes distintas de cero, digamos ¢;x®,

y ¢;x%, donde 7 < j. Entonces a; + MGRAD(f;) = a; + MGRAD(f;) = a, lo que implica que
x7 = MCM(LT(f;), LT(f;)) divide a x*. Como

x7 x7
i — e — e
Yooe(f) " wr(fy)
entonces en la i—ésima componente de
o —cLC(fi) x* 7 -0y (2.4)
se tiene
x7 c; X2
x® _ oo f)x2Y [ P = X% — ¢ x? = ()
c; X ¢ LO(fi)x <LT(fz)> c; X YR i X i X ,

puesto que X*/LM(f;) = x*, y a; = a — MGRAD(f;).

Como en (2.4), la i—ésima componente es cero, y la otra componente que afectamos fue
la j—ésima. Entonces, a partir de ¢ hemos producido una sizigia homogénea con menos
componentes no cero. Continuando este proceso podemos escribir a ¢ como combinacién
lineal de las o;;, y hemos acabado. ]

Esta ultima proposicion justifica la observacion hecha antes de enunciar el Teorema
1.4.3, en la que dijimos que todas las cancelaciones pueden escribirse en términos de los
S —polinomios.

Una observacién interesante es que no siempre necesitamos todas las o;; para generar el
médulo de sizigias, es decir, el conjunto {o;;} no siempre es un conjunto generador minimo.
Por ejemplo, sea F' = (22y? + z,2y? — y, 2%y + yz), y tsese >, en [z, y, z]. Las tres
sizigias correspondientes a los S—polinomios son

012 = (17 _.T,O),
013 = (1705 _y)7
ooz = (0,2, —y).
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Sin embargo, podemos ver que g93 = 013 — 0192, por lo que g93 es redundante en el sentido
de que la podemos obtener a partir de una combinacion lineal de o192, 013. En este caso
{012, 013} forma una base para el médulo de sizigias. Més adelante en esta seccién, daremos
un método sistemdtico para crear bases mds pequenas de S(F)).

Estamos listos ahora para enunciar una versién més refinada de nuestro criterio para
saber cudndo un conjunto es una base de Grébner.

Teorema 2.3.2. Una base G = (g1,...,9s) de un ideal I es una base de Grébner si y sélo
si para cada elemento o = (hy,...,ht) de una base homogénea para el mddulo de sizigias

S(G), tenemos

¢
J'G:Zhigi —G 0.
i=1

Demostracion. Vamos a usar la misma estrategia, y la misma notacién, que en la demostra-
cién del Teorema 1.4.3. Vamos a empezar con f = > :_; h;g;, donde m(i) = MGRAD(h;g;),
y d = méx{m(i)} la tomamos minima de entre todas las maneras de escribir f en térmi-
nos de gq,...,9s. Como antes, necesitamos mostrar que MGRAD(f) < d nos lleva a una

contradiccién.
Sabemos que MGRAD(f) < d implica que Zm(i):
mente menor, gracias a la ecuacién (1.5) del Teorema 1.4.3. Esto significa que

> ur(hi)r(g:) =0,

m(i)=d

a LT(h;)g; tiene multigrado estricta-

por lo que

o = Z LT(hZ')ei

m(i)=d
es una sizigia en S(G). Notese que o es homogénea de grado d. Por hipdtesis tenemos una
base homogénea o1, ...,0, de S(G) con la propiedad de que o - G — ¢ 0 para toda j.
Podemos entonces escribir o de la forma

O =ui0o1 + -+ + UpOp,. (2.5)

Escribiendo las u;’s como sumas de términos y expandiendo, vemos que la igualdad (2.5)
expresa a o como una suma de sizigias homogéneas. Como ¢ es homogénea de multigrado
d, se sigue de la unicidad del Lema 2.3.2 que podemos descartar todas las sizigias que no
son de multigrado d. Entonces, en (2.5), podemos suponer que, para cada j, se tiene

u; =0, o bien, wjo; es homogénea de multigrado d.

Supongamos que o; tiene multigrado ~;. Si u; # 0, entonces se sigue que u; puede ser
escrita de la forma u; = ¢;x977% para alguna c¢; € . Entonces, (2.5) puede reescribirse

— 4= 5
o= E ¢ X oj,
J

como
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donde la suma corre sobre aquellas j’s en las que u; # 0. Si tomamos el producto punto
con GG en cada lado de la igualdad, obtenemos

Z Lr(hi)g; = 0-G = chxd_waj'G. (2.6)
m(i)=d J

Por hipétesis, 0; - G —¢ 0, lo que significa que

t
0j-G= Zaz‘jgu (2.7)
=1
donde
MGRAD(a;j9;) < MGRAD(o; - G) Vi, j. (2.8)

Obsérvese que (2.6), (2.7), y (2.8) son similares a las correspondientes (1.6), (1.7), y (1.8)
del Teorema 1.4.3. De hecho, el resto de la prueba es idéntica a lo que hicimos en la prueba
del Teorema 1.4.3. El tinico detalle que hay que checar es que x4~ oj - G tiene multigrado
<d.

Como para cada j, es cierto que o; es homogénea de multigrado +;, entonces

t
0 G = aig,
i=1

cumple con que MGRAD(a;;) + MGRAD(g;) = 7, pero también se tiene que

t
> aiir(g) =0,
i=1

por lo que MGRAD(0; - G) < 7;, pues se cancelan los términos de multigrado v;. Con esto,

d—

es claro que al multiplicar por x977% se tiene que

MGRAD(x4 g, - G) < d.

Siguiendo la demostraciéon del Teorema 1.4.3 completamos nuestra prueba.
|

Observemos que el Teorema 1.4.3 ya antes mencionado, es un caso particular de éste
resultado. Ya que si usamos la base {0;;} para las sizigias S(G), entonces los polinomios
oij - G a verificar son precisamente los S—polinomios S(g;, g;)-

Para explotar la potencia del Teorema 2.3.2, necesitamos aprender cémo construir bases
mas pequenas para S(G). En seguida mostraremos que si empezamos con la base {o;; |

i < j}, existe una manera sistematica de predecir cuando podemos suprimir elementos.



CAPITULO 2. SIZIGIAS 51

Teorema 2.3.3 (Segundo criterio de Buchberger). Dado G = (g1, ...,9s), supdngase
que se tiene un subconjunto S C {oy; | 1 <1 < j <t} que es una base de S(G). Ademds,
supongase que se tienen distintos elementos g;, gj, gr € G tales que

LT(gx) divide a MCM(LT(g;), LT(g;))-

Si o4, 05, €S, entonces S — 05 es también una base de S(G). (Nota: Sii > j, entonces

tomamos o;j = 0jj.)
Demostracion. Por simplicidad, vamos a suponer que i < j < k. Sea
x79 = MCM(LM(g;), LM(g;)),

y sean X7y x7ik definidos de manera similar. Entonces nuestra hipétesis implica que
tanto x7k, como x7*, ambos dividen a x". Entonces se tiene

xYij xYij xYij ( xYik xVik ) xVii < xVik xVik >

Rl I e — e | — e — e
< Tk T e Ok xvik \LT(g;) ' LT(gx) k xVk \LT(g;) 7 LT(gg) i
= e, — er — €e; €L
Lr(g)  LT(gr) Lr(g;) 7 T(gr)
xVij x Vi

e; — e; = 0ij,
LT(g:) ~ LT(g;)
por lo que podemos escribir a ¢;; en términos de oy, y 0ji. Asi, S — 0;; es un conjunto
generador. |

Para incorporar el segundo criterio de Buchberger en un algoritmo para construir bases
de Grobner, vamos a usar los pares ordenados (4, j) con i < j para seguir el rastro de las
sizigias que queremos conservar. Dado que algunas veces vamos a tener una i # j donde no
vamos a saber cual de los dos indices es mas grande, vamos a utilizar la siguiente notacién:
dada i # j, definimos

o (i, 4) si i<j
[”]:{ (G,i) sii>j.

Podemos ahora establecer una versién mejorada del algoritmo de Buchberger que toma

en cuenta los resultados probados hasta ahora.

Teorema 2.3.4. Sea I = (f1,..., fs) un ideal polinomial. Entonces una base de Grobner
para I puede ser construida en un nudmero finito de pasos por el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.1. Fijese un ideal polinomial I generado por los polinomios { f1,..., fs} con-

servando el orden con que fueron listados.
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Input: F = (f1,...,fs)
Output: G, una base de Grobner para I = (f1,..., fs)

{iniciacion}

{(.4) | 1<i<j<s)
F

TQAQw

=5
{iteracion}
WHILE B + & DO
Select (i, j) € B
IF MOM (ut(fi), 11(f;)) # 10(fy) - Ur(f;) AND
Criterio(f;, f;, B) is false THEN

S=38if)

IF S +0 THEN
t:t+1, ft Z:S
G:=GU{f}

B:=BU{(i,#) | 1<i<i—1)

Donde Criterio(f;, fj, B) es cierto si existe algin k & {i, j} para el que las parejas [i, k]
y [j, k] no estdn en B, y LT(f;) divide a MCM(LT(f;),LT(f;)). (Notese que este criterio
estd basado en el Teorema 2.3.3.)

Demostracion. La idea bésica del algoritmo es que B recoge sélo las parejas (i, j) que van
a ser consideradas. Mas aun, el algoritmo sélo calcula el residuo de aquellos S—polinomios
S(9i, gj) para los cuales no se aplica ni la Proposicién 2.3.1, ni el Teorema 2.3.3.

Para probar que el algoritmo funciona, primero observemos que en cada etapa del algo-
ritmo, B tiene la propiedad de quesi 1 <i < j <ty (i, j) ¢ B, entonces

S(fi, fj) —c 0, o bien, Criterio(f;, f;, B) es cierto. (2.9)

Inicialmente, esto es cierto puesto que B empieza siendo el conjunto de todos las posibles
parejas. Debemos mostrar que si (2.9) es cierta para algin valor intermedio de B, entonces
se mantiene cierta cuando B cambia, digamos a B’.

Para probar esto, supéngase que (i, j) ¢ B’. Si (i, j) € B, entonces una revisiéon del
algoritmo muestra que B’ = B — {(i,7)}. Ahora fijémonos en el paso antes de quitar (i, j)
de B. Si MCM(rr(f;), L1(f;)) = LT(fi) - LT(f;), entonces S(fi, fj) —¢ 0 gracias a la
Proposicién 2.3.1, y asi (2.9) es cierta. También, si Criterio(f;, f;, B) es cierto, entonces
claramente (2.9) es cierta. Ahora supéngase que cualquiera de estos dos fallan. En este
caso, el algoritmo calcula el residuo S = S(f;, f;) . Si & = 0, entonces por el Lema2.3.1
se tiene S(fi, fj) —¢ 0. Finalmente, si S # 0, entonces agradamos G como G U {S}, y es
claro entonces que S(f;, fj) —¢ 0.



CAPITULO 2. SIZIGIAS 53

Nos resta analizar el caso en que (i, j) ¢ B. Aqui, (2.9) se cumple para B, y por tanto
para B’.

Ahora, necesitamos mostrar que GG es una base de Grobner cuando B = @. Para mostrar
esto, sea t el nimero de elementos de G, y consideremos el conjunto Z que consiste de todas
las parejas (i, j) con 1 < i < j < t donde Criterio(f;, fj, B) es falso cuando (3, j) es
escogido en el algoritmo. Afirmamos que S = {o;; | (i, j) € Z} es una base de S(G) con
la propiedad de que o;; - G = S(fi, fj) —¢ 0 para toda o;; € S. Esta afirmacion y el
Teorema 2.3.2 prueban que GG es una base de Grobner.

Para probar la afirmacién, obsérvese que B = @& implica que (2.9) es cierta para todas las
parejas (i, j) con 1 <1i < j <t. Sesigue que S(f;, fj) —¢ 0 para toda (i, j) € Z. Falta
mostrar que S es una base de S(G). Para ver esto, primero nétese que podemos ordenar las
parejas (i, j) de acuerdo a cudndo fueron removidas de B en el algoritmo. Ahora vayamos
a través de las parejas en orden inverso, empezando con la iltima que se quitd, y borremos
la pareja (i, j) para la cual Criterio(f;, f;j, B) fuera cierto en el algoritmo. Después de ir a
través de todas estas la parejas, s6lo permanecen precisamente los elementos de Z. Vamos
a mostrar que en cada paso de este proceso, las sizigias correspondientes a las parejas (4, 7)
sin borrar hasta el momento, forman una base de S(G). Esto en un principio es cierto,
puesto que empezamos con todas las 0;; que sabemos que son una base. Luego, si en algtin
punto borramos (4, j), entonces por la definicién de Criterio(f;, f;, B) tenemos que existe
una k tal que LT(f}) divide a MCM(LT(f;),LT(f;)), v [¢, k], [J, k] ¢ B. Entonces [i, k] y
[j, k] fueron quitadas de B antes, y entonces o;; y oji todavia estdn en el conjunto que
estamos creando puesto que estamos yendo en orden inverso. Se sigue del Teorema 2.3.3
que seguimos teniendo una base, inclusive después de quitar o;;.

Por ultimo, necesitamos ver que el algoritmo termina. Como en la prueba del Teorema
1.5.1, G siempre es una base de nuestro ideal, y cada vez que agrandamos G, el ideal
monomial in(G) se agranda estrictamente. Por la condicién de cadena ascendente, se sigue
que en algiin punto, G debe de dejar de crecer, y entonces, eventualmente dejamos de agregar
elementos a B. Dado que cada vez que pasamos por el ciclo WHILE ... DO quitamos un
elemento de B, eventualmente debemos tener B = &, y el algoritmo termina. |



Capitulo 3

Graficas de Buchberger

En este capitulo utilizaremos técnicas de Geometria de cuerpos convexos, ademads de
combinatoria y algebra, para expresar la informaciéon asociada a ideales monomiales ar-
bitrarios. Vamos a empezar por ver los diagramas de escalera en el caso de dos y tres
variables, para luego mostrar como las gréaficas planas proveen resoluciones libres minimas
de ideales monomiales en tres variables. Para el resto de este capitulo vamos a considerar
los ideales monomiales I = (my,...,m,) escrito de manera que ninguno de los m; resulte
redundante.

3.1. Ideales monomiales en dos variables

Cémo observamos en la primera seccién del Capitulo 1 de este trabajo, del Lema 1.1.2
observamos que si xP € I = (x*)acAcnn, entonces se tiene x? | xP para alguna a € A; esto
significa que el conjunto

a+N'={a+c|ceN"'}

consiste de los exponentes de todos los monomios divisibles por x2, y por tanto, el conjunto
A4+N'={a+c|ac A ceN'}

consiste de los exponentes de todos los monomios en I. Vamos a estudiar la informacién
que podemos obtener a partir de este conjunto. Primero lo haremos para el caso de ideales

monomiales en dos variables.

Consideremos un monomio no nulo m = 2% € [z, y]. Entonces, el conjunto de
exponentes de todos los miltiplos de m es

(a, b) + N* = {(a, b) + (¢, d) | (c, d) € N?},

podemos graficar este conjunto como en la Figura 3.15.
Ahora consideremos un ideal monomial arbitrario I en el anillo de polinomios [z, y].

I puede ser escrito en términos de monomios generadores minimos (en el sentido de que

55
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»
>
SO——————o—v—+>

A\
8

Figura 3.1: Exponentes de los multiplos de m.

estamos considerando un conjunto minimo de generadores de I), de la siguiente manera

a1, b1 ..a2

I=(my,...,my) = (x%y" x bQ,.. ar b’“>,

Yy ST Y

cona; >ags>--->a. >0y 0<b <by<---<b,.

Esto nos permite representar al ideal I por medio de un diagrama de escalera, Figura
3.2, en el cual se muestra la interaccién entre las regiones del plano que contienen (vectores
de exponentes de) monomios que estén en I, y aquellos que no caen dentro de I.

Y

A

N

(ar,br)

(arfla brfl)

I(al’bl)

Figura 3.2: Diagrama de escalera para el ideal I.

Aclaremos que en esta figura, los puntos negros representan (los vectores exponentes
)
de) los monomios que generan a I, mientras que los puntos blancos representan al minimo

comtun multiplo de dos de estos monomios adyacentes.

Gracias a este diagrama de escalera podemos calcular, de una manera muy sencilla, el
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K —polinomio de la Definicién 2.1.8 para la serie de Hilbert H(S/I;x,y) del —mddulo S/I,
como lo establece el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.1. Sea I = (mq,..., m,) un ideal monomial del anillo de polinomios
S = [z, y], si representamos el ideal I con el diagrama de escalera de la Figura 3.2,
entonces el K—polinomio K(S/I;x,y) = 1 — puntos negros + puntos blancos.

Demostraciéon. Gracias a la Observacién 2.1.2; la serie de Hilbert para el —mddulo S/ es
la suma formal de todos los monomios que no estan en I , y vista como funcién racional,
tiene denominador (1 — z)(1 —y). Para calcular el K—polinomio de S/I, primero vamos a
calcular la serie de Hilbert, y luego multiplicarla por (1 —z)(1 —y). Empecemos calculando
H(S/I;z,y), tomando la suma de todos los monomios en S,

1 a
EEEr D R

xaes

De esta suma debemos quitar todos los monomios que estdn en I = (mq,...,m,), que son
todos los monomios de los ideales principales (m;), con lo que tenemos (haciendo abuso de

la notacién):
T T

1

3 = Yot = (e - S
xaes i=1 1-2)1-y) =

En esta suma estan repetidos los términos que estdn en (m;) N (m;) = (MCM(m;, m;)).

Por lo tanto, debemos sumar los ideales principales (MCM(m;, m;)), con lo que tenemos

T

D0 x* =) (i) + Y (MCM(my, my)) =
xacsS =1 J<i
1 T
Tan—p & :

Ahora notemos que en esta tultima expresion hay monomios que estamos agregando de

mas, esto quiere decir que en ) .. (MCM(m;, m;) estamos considerando ideales que no son

§<i
necesarios, entonces es suficiente considerar los ideales de la forma (MCM(m;, m;11)). De

esta manera tenemos

r r—1
H(S/Tiwy) = 30 %= (mi)+ D (MOM(mj, mji1))
xaeS =1 j=1

_ S (ma) + 3 (MCM(my, mj1)).

(1 - 1‘)(1 - y) i=1 j=1

Si escribimos m; = z%y% para i =1,...,r, entonces la expresién anterior podemos reescri-
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birla de la siguiente manera

T r—1
H(S/I’ x, y) — Z xaiybi _ Z xai—i-Nbe'—i-]\/[ _|_ Z Z'aj+Nybj+1+M
a:aiybi cs i=1 j=1
1 r r—1
_ Z xai+Nybi+]V[ + Z .'L'aj+Nybj+1+M,
Ty & 2

con N y M corriendo sobre N. Asi, para calcular el K—polinomio de S/I, simplemente
multiplicamos esta iltima expresién por (1 — z)(1 — y), con lo que tenemos:

K(S/Lx,y) = (1—2)(1—y)H(S/I;2,y)
= (1-2)(1-y) > o'y

ziyi gl

r r—1
=1 j=1

= 1 — puntos negros + puntos blancos.

De esta tltima proposicién podemos obtener una resolucién libre minima para S/I.

Proposicion 3.1.2. La resolucion libre minima de un ideal generado por r monomios en
S = [z,y] es de la forma

00— 8 S — 8 L.

Las minimas primeras sizigias son los vectores yPi+1~bie; — x%~%+1e; | correspondientes a
los pares adjacentes {m‘”ybl’, x‘”“ybi“} de generadores minimos para 1.

Demostracién. Sabemos por la Proposicién 2.3.2 y por el Teorema 2.3.2 que el conjunto

{O—ij | 1< ]}7 donde Jij = yb.i_b

ie; — %" %e;, consituyen una base del primer médulo
de sizigias. Por el segundo criterio de Buchberger (Teorema 2.3.3.), e inspeccionando el
diagrama de escalera, tenemos que el subconjunto {o;; | j = ¢ + 1} constituyen una base
minima de exactamente r — 1 elementos.

La relaciéon natural de adyacencia entre generadores minimos de un ideal monomial en
dos variables I también determina una descomposicion irredundante de I en irreducibles.
Por definicién, dicha descomposicién expresa a I como una interseccién de ideales mono-
miales generados por potencias de las variables (ideales monomiales irreducibles), de tal

manera que ningino de los intersecandos pueden ser omitidos.
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Proposicién 3.1.3. Sea I C [x,y,z]| un ideal monomial, la descomposicion irredundante
de I en irreducibles es

I=(g") N (™, ") N (2, y%) N0 (2 ") N (e,
donde el primero o el ultimo factor deben ser omitidos si by =0 o0 a; = 0.

Demostracion. Después de remover factores comunes entre los generadores, podemos su-
poner que by = 0y a; = 0, asi es que I es artiniano. Los ideales dados (x%,y%+1) son
irreducibles y claramente contienen a I. Una inspeccion al diagrama de escalera nos muestra
que cada monomio en la interseccion debe estar también en I. |

De las dos proposiciones previas correspondientes al anillo [z, y], es natural preguntarse
como puede ser generalizada la nociéon de monomios adyacentes en ideales monomiales en
tres o més variables. Una respuesta a esto serd dada en la Seccién 3.3, pero antes daremos
una introduccion a la Teoria de Graficas, que sera un lenguaje necesario para el estudio de
dicha seccién.
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3.2. Graficas

En esta seccion daremos algunos conceptos bésicos junto con algunos resultados impor-
tantes de la Teoria de Gréficas, y muchas de las pruebas no las daremos aqui, pues sale
del alcance de este trabajo, sin embargo, en todos los resultados cuyas pruebas omitamos
daremos una referencia en dénde se pueda checar la prueba.

Este dpice de introduccién a la basta Teoria de Graficas es de gran importancia para
familiarizarse con los términos, expresiones e ideas que aqui exponemos, pues estaran muy
involucradas las graficas en las secciones siguientes.

Definicién 3.2.1. Una grdfica G consiste de un conjunto finito no vacio V(G) de vértices,
junto con un conjunto E(G) de pares no ordenados de distintos vértices, llamados aristas.
Si x = {u, v} € E(Q), para u, v € V(G), decimos que u y v son vértices adyacentes. El
grado, d(v), de un vértice v es el nimero de aristas en las que v es incidente. El orden de
la grafica G es la cardinalidad de V(G), es decir, |[V(G)|.

Por conveniencia, escribiremos uv en lugar de {u, v}.

Definicién 3.2.2. Una grafica H es una subgrdfica de una grafica G si V(H) C V(G) y
E(H) C E(G). Para cualquier @ # A C V(Q), la grdfica inducida por A, denotada por
G[A], es la subgréfica de G en la que si u, v € A, entonces uv € E(A) siy sélo si uwv € E(G).

G
GlA]

Figura 3.3: G y G[A]

Definiciéon 3.2.3. Un paseo en una grafica G es una sucesion alternante de vértices y
aristas vg, £1,v1, ... ,Un_1,%n, vy (abreviado vg,v1,...,v,_1,v,) que empieza y termina en
vértices, en la que cada arista es incidente a los vértices precedente y siguiente a ella; n es
la longitud del paseo. Si vg = v,, decimos que el paseo es cerrado. Un paseo es un camino
si todas las aristas son distintas, y es una trayectoria si todos los vértices son distintos. Un
ciclo es una trayectoria cerrada.

Las trayectorias de longitud k seran denotadas por P¥, mientras que los ciclos de longitud
k por C*.
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L (A

Figura 3.4: Una trayectoria P = P® en G.

Definicion 3.2.4. Sea C un ciclo en una grafica G. Una arista que une dos vértices de C
pero que no esta en C, se denomina cuerda. Asi, un ciclo inducido en G es un ciclo que no
contiene cuerdas (Figura 3.2).

Figura 3.5: Un ciclo C® con cuerda zy, y ciclos inducidos C® y C*.

Definicién 3.2.5. Una grafica G es coneza si cualesquiera dos vértices estan conectados por
una trayectoria en G. Una subgrafica conexa méxima de una grafica G se llama componente

de G.

Definicién 3.2.6. Sea G = (V, E) una grafica. Si X C V es tal que G — X es disconexa,
decimos entonces que X es un separador.

Definicién 3.2.7. Una gréfica G es k—coneza (con k € N) si |G| > k' y G — X es conexa
para todo conjunto X C V con |V| < k. En otras palabras, ningin par de vértices de G
son separados por menos de k vértices distintos.

Asi, las gréaficas 1—conexas son precisamente aquellas que habiamos definido como grafi-
cas conexas.

Definicién 3.2.8. Una grafica G = (V, E) es bipartita si V admite una particién en dos
clases, en las que cada arista de G tiene sus extremos en clases diferentes. Vértices en
la misma clase no son adyacentes. Si en una grafica bipartita cada dos vértices de clases
distintas son adyacentes, entonces decimos que es bipartita completa, y la denotamos por
Kpm.
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Figura 3.6: Grafica B bipartita y grafica bipartita completa K3 3.

Enunciaremos ahora uno de los resultados mas importantes en la teoria de graficas.

Teorema 3.2.1 (de Menger (Versién Global)). (i) Una grdfica es k—coneza si y solo si
contiene k trayectorias independientes entre cualesquiera dos vértices.

(i) Una grifica es k—conexa por aristas si y solo si contiene k trayectorias disjuntas por

aristas entre cualesquiera dos vértices.

Daremos ahora las nociones béasicas para trabajar con graficas planas, para esto empe-
zaremos con algunos pre-requisitos topoldgicos.

Un segmento de linea en R? es un subconjunto de la forma {p + A(¢ —p) |0 < X < 1}
para puntos distintos p, ¢ € R2. Un poligono es un subconjunto de R? que es la unién de
un nimero finito de segmentos de linea, y que es homeomorfo al circulo unitario S'. Un
arco poligonal es un subconjunto de R? que es la unién de un ntimero finito de segmentos de
linea y que es homeomorfo al intervalo unitario cerrado [0, 1], y en ocasiones nos referiremos
a este simplemente por arco. Si P es un arco entre = y y, entonces denotamos al conjunto

de puntos P\ {z, y}, el interior de P, por P.

Sea O C R? un conjunto abierto. Que dos puntos de O estén ligados por un arco define
una relaciéon de equivalencia en O. Las correspondientes clases de equivalencia son también
abiertas; estas son las regiones de O. Un conjunto cerrado X C R? se dice que separa a O
si O\ X tiene més de una region.

Teorema 3.2.2 (de la curva de Jordan para poligonos). Para todo poligono P C R?,
el conjunto R?\ P tiene exactamente dos regiones, cada una de estas tiene a todo el poligono
P como su frontera.

Con la ayuda de el Teorema 3.2.2, no es dificil probar el siguiente lema.

Lema 3.2.1. Sean x, y dos puntos, y Py, Py, P3 tres arcos entre x y y que son disjuntos
(salvo en x y y obviamente).

(i) R2\ (P, U P, U P) tiene exzactamente tres regiones, con fronteras PLU Py, PoU P3 y
P, U P;.
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(e} [e]
(i) Si P es un arco entre un punto en P1 y un punto en P3 cuyo interior cae en la region

de R?\ (P, U P3) que contiene a Py, entonces PN Py # @.

Figura 3.7: Los arcos del Lema 3.2.1(ii).

Ahora estamos en posicién de definir una gréfica plana.

Definicién 3.2.9. Una grifica G = (V, E) se dice que es plana, si G admite una inmersién

en el plano tal que:
(i) VCR?%
(ii) toda arista de G es un arco entre dos vértices en la inmersion;
(iii) aristas diferentes tienen vértices extremos diferentes;

(iv) el interior de una arista en la inmersién no contiene ni vértices ni puntos de otros

arcos.

Para toda grafica plana G, el conjunto R? \ G es abierto, cuyas regiones llamaremos
caras de G. Dado que G siempre es un conjunto acotado (en el sentido de estar contenido
dentro de un disco suficientemente grande D), exactamente una de sus caras es no acotada,
la que contiene a R?\ D; llamamos a esta cara la cara exterior de G, y a las demés las caras
interiores.

Tenemos el siguiente lema que establece algunas propiedades intuitivas de una gréfica

plana.
Lema 3.2.2. Sea G una grdfica plana y e una arista de G.

(i) Si X es la frontera de una cara de G, entonces e C X, o bien X N e=a.
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(ii) Sie estd en un ciclo C C G, entonces e estd en la frontera de exactamente dos caras
de G, y estas estan contenidas en distintas caras de C.

(i) Si e no estd en un ciclo, entonces e estd en la frontera de exactamente una cara de

G.

Demostracion. Ver [7] pégina 87. [ |
Proposiciéon 3.2.1. En una grdfica plana 2—conexa, toda cara estd acotada por un ciclo.
Demostracion. Ver [7] pdgina 89. [ |

En una grafica 3—conexa podemos identificar las fronteras de las caras de entre los otros
ciclos en términos puramente combinatéricos.

Proposicion 3.2.2. Las fronteras de las caras en una grdfica plana 3— conexa son precisa-

mente sus ciclos inducidos y no separadores.

Demostracion. Sea G una grafica plana 3—conexa, y sea C' C GG. Si C' es un ciclo inducido
v no separador, entonces por el Teorema 3.2.2, sus dos caras no pueden contener ambas
puntos de G — C. Entonces C' acota una de las caras de G.

Inversamente, supéngase que C' acota una cara f. Por la Proposicién 3.2.1, C' es un
ciclo. Si C tiene una cuerda e = zy, entonces las componentes de C' — {z, y} estdn unidas
por una C—trayectoria en G, puesto que G es 3—conexa. Esta trayectoria y e van por la
otra cara de C' (no f) pero no la interseca, lo cual es una contradiccién a la parte (i) del
Lema 3.2.1.

Solo resta probar que C' no separa a cualesquiera dos vértices x, y € G — C. Por el
Teorema de Menger (3.2.1), x and y estdn unidos en G por tres trayectorias independientes.
Claramente, f estd dentro de una cara de la unién de estas trayectorias, y por el Lema 3.2.1
(i), estas caras estdn acotadas por sélo dos de las trayectorias. La tercera entonces evita a
f v asu frontera C. ]

Definicion 3.2.10. Una gréfica plana G es plana mdzrima, o simplemente mdzima, si al
agregarle una nueva arista deja de ser plana.

Definiciéon 3.2.11. Decimos que una grafica plana G es una triangulacion si cada cara de
G (incluyendo la cara exterior) estd acotada por un tridngulo.

Proposicion 3.2.3. Una grdfica plana de orden al menos 3 es plana mdxzima si y solo si
es una triangulacion plana.

Demostracion. Véase [7] pagina 90. [
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El siguiente resultado de Euler es un clésico de 1972, que marca uno de los origenes en
comun entre la topologia y la teoria de gréaficas. El teorema relaciona el niimero de vértices,
aristas y cars en una grafica plana: tomados con signos correctos, estos nimeros siempre
suman 2. La forma general del teorema de Euler afirma los mismo pero para gréficas
inmersas convenientemente en otras superficies también: la suma obtenida es siempre un
nimero fijo que depende sélo de la superficie, no de la grafica, y este nimero es diferente
para distintas superficies (cerradas y orientables). Vamos a enunciar el Teorema de Euler

en su forma més sencilla.

Teorema 3.2.3 (Férmula de Euler). Sea G una grdfica plana conexa con n vértices, m
aristas, y | caras. Entonces

n—m+10=2.
Demostracion. Véase [7] pagina 91. [

Corolario 3.2.1. Una grdfica plana con n > 3 vértices tiene a lo mds 3n —6 aristas. Toda
triangulacion plana con n vértices tiene exactamente 3n — 6 aristas.

Demostracion. Por la Proposicién 3.2.3, es suficiente probar la segunda afirmaciéon. En una
triangulaciéon plana G, todas las fronteras de las caras tienen exactamente tres aristas, y
cada arista es la frontera de exactamente dos caras, pues es arista de un ciclo. Denotemos
con F(G) al conjunto de caras de la grafica G. La grafica bipartita F(G) U F(G) cuyo
conjunto de aristas es {ef | e C G[f]} tiene exactamente 2|E(G)| = 3|F(G)| aristas. De
acuerdo con esta identidad, podemos reemplazar [ por 2m/3 en la férmula de Euler, y
obtener m = 3n — 6. |

Daremos ahora un pequeno lema que nos sera de utilidad.

Lema 3.2.3. Una grdfica G plana mdxima de orden n > 4 es 3—coneza.
Demostracion. Véase [16] Lemma 2.3.3, pgina 31. [

Como resultado del tltimo lema, y de la Proposicién 3.2.3 tenemos el siguiente corolario

inmediato.
Corolario 3.2.2. Una triangulacion plana es una grifica 3—coneza.

Daremos ahora una ltima definicién antes de pasar al resultado que m&s queremos
destacar de esta seccién.

Definicion 3.2.12. Si G es plana, la longitud de una cara de G es el nimero de aristas

que tiene.
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Ahora pasemos al siguiente resultado que nos servird para trabajar ideales monomiales
del anillo de polinomios en tres variables.

Lo que establece, es que para cierto tipo de triangulaciones, si se quitan a lo més los
tres vértices de la cara exterior, lo que nos queda sigue siendo una grafica conexa. Antes
de enunciar el resultado, necesitamos aclarar al lector lo que para nosotros es un poligono
convexo (G, cuyos vértices estan sobre tres lineas en posicion general que se intersecan en
tres vértices de G.

U3 U3

G1 GZ

V1 V2 V1 V9

Figura 3.8: Tridangulo triangulado G1, y hexagono triangulado G»

Queremos considerar graficas que se vean como en la Figura 3.8, en las que globalmente
podemos decir que es un triangulo triangulado, pero permitiendo tener puntos en los lados
del tridngulo. Asi, en la siguiente proposiciéon tengamos en mente este tipo de graficas
como las de la Figura 3.8, pero considerando como si se empezara con un poligono G, y se
formara una triangulacién H de G, en el sentido de que V(G) C V(H), y H siendo una
triangulacion plana, que satisface con ser un poligono convexo; y que formaremos agregando
puntos dentro del interior de G y anadiendo las aristas necesarias para que de como resultado

una triangulacion.

Proposicion 3.2.4. Sea G un poligono convexo, cuyos vértices estdan sobre tres lineas en
posicion general que se intersecan en vy, ve, vz € V(G). Si H es una triangulacion de G y
|[V(H)| > 4 entonces H[V(H) — {v1,v2,v3}] es una grdfica coneza.

Demostracion. Haremos la demostracion considerando dos casos, el primero serd tomar
graficas que se ven como (G7 en la Figura 3.8, y el segundo caso serd para graficas como Go

en la misma figura.

Caso 1: Supongamos que V(G) = {v1, va,v3}, como la grafica G; en la Figura 3.8. Sea
H una triangulacién plana de G entonces H es una gréafica plana cuyas caras son tridngulos,
gracias a la formula de Euler tenemos ¢ + n — e = 2, donde ¢, n, e representan el niimero
de caras, vértices y aristas respectivamente de la grafica H. Supongamos que H no es una
grafica plana maxima, entonces existen dos vértices distintos v, w, tales que v y w son no

adyacentes y que H + vw sigue siendo una grafica plana. Sea H una inmersién en el plano
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de H + vw; entonces, si llamamos H' = H — vw, tenemos que H' es plana y tiene una
cara de longitud al menos 4. Ademds H' = H. Sea ¢ el nimero de caras de H’', de la
férmula de Euler tenemos que ¢ = ¢. Sean [;, y I} la longitud de la i—ésima cara de H y H'
respectivamente. Como cada arista estd en exactamente 2 caras, tenemos que Y, I} = 2e,
>.;li = 2e, y también cada cara tiene 3 aristas, de lo que ) ,l; = 3c. de estas ecuaciones
tenemos ). I; = 3¢, pero 3¢ = 3¢, entonces >, 1, = 3¢. Por lo tanto todas las caras de
H’ tienen la misma longitud de las de H, es decir, todas son tridngulos, lo cual es una
contradiccién puesto que en H' habia una cara de longitud al menos 4.

Tenemos entonces que H es una grafica plana maxima, y por el Lema 3.2.3 es 3—conexa.
Notemos que {v1,v9,v3} es una cara de H, y por la Proposicién 3.2.2 tenemos que su fron-
tera es un ciclo no separador, por lo que si lo removemos para formar H[V (H)—{v1, va, v3}]

permanece conexa.

Caso 2: Supongamos que {v1,v2,v3} & V(G). Sean €1 = vivg, €y = vous, y {3 = v3v1,
los segmentos de lineas que unen los vértices {v1, vy, v3}. Para cada ¢; que no es una arista

de G, dendtese con ul, ... ,uzi a los vértices en £;, con {u?, u}ﬂ} = {;N{vy,v9,v3}. Tracemos
; Qo0 i i i :
las aristas uj Uy, UGl - -5 U, oUp. COMO en la Figura 3.9.
i i i Ul ul Ul i
Uy Ug Ug 4 . k=2 Yk—1 up

Figura 3.9: Trazo de aristas

Llamemos H a la grafica H maés estas nuevas aristas, como toda grafica plana tiene una
representacién en la que todas sus aristas son segmentos de linea, entonces H satisface las
condiciones del Caso 1. Por lo tanto H[V (H) — {v1,v2,v3}] es convexa. Como H[V (H) —

{v1,v9,v3}] = H[V(H) — {v1,v2,v3}] por construccién, se tiene el resultado. [

Terminaremos esta seccién con la siguientes definiciones.

xT

G

Figura 3.10: Grafica G y su suspensién sobre ¥V
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Definicion 3.2.13. Dado un conjunto de vértices V en una grafica G, definimos la suspen-
sion de G sobre V simplemente anadiendo un nuevo vértice a G y anadiendo aristas que
van desde este nuevo vértice a todos los vértices de V.

En la Figura 3.10 damos un ejemplo de una grafica G y su suspension sobre un conjunto
de vértices distinguidos V.

Definicion 3.2.14. Diremos que una grafica G es casi 3—conexa si tenemos un conjunto
de 3 vértices distinguidos V tales que la suspensién de G sobre V resulta 3—conexa.

Figura 3.11: Gréfica casi 3—conexa G y su suspensioén sobre V

En la Figura 3.11 tenemos un ejemplo de una grafica G que satisface la condicién de
ser casi 3—conexa. Notemos que en G, si quitamos los dos vértices blancos, es decir, los
vértices que no estan en V, lo que nos queda es una grafica disconexa, por lo que G no es
3—conexa, pero su suspension sobre V si lo es.
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3.3. La Grafica de Buchberger

Encontrar conjuntos minimos para las primeras sizigias de ideales monomiales tiene un
gran impacto en la implementacion de algoritmos para ideales arbitrarios. La conexién es
a través de las bases de Grobner.

Como vimos en la Seccién 2.3, un conjunto {g;};_; de polinomios es una base de Grobner
bajo el orden de términos < si cada S—polinomio S(g;, g;) pude reducirse a cero médulo
{g1,--.,9-} usando el algoritmo de la divisién. Ademds, si llamamos m; = LT(g;), entonces
al S—polinomio

MCM(m;, m; MCM(m;, m;
S(9i, 95) = fn J)gz‘— 1(71 j)gj
i J

le corresponde un elemento o;; del médulo libre S, de la forma
MCM(mi,mj)e MCM(mi,mj)e'

;5 i— 4 .
J mi m; J

Los (;) elementos 0;; generan al primer médulo de sizigias
syz(I) :== Kerg[mima -+ my]

del ideal monomial I = (mj, mg,...,m,), pero en general no lo generan de manera minima,
es decir, en general hay términos redundantes. Para poder hacer mas eficiente el criterio
de Buchberger (y por tanto también el algoritmo de Buchberger para calcular bases de
Grobner), es importante tomar ventaja de la estructura del médulo de sizigias syz(I). El
segundo criterio de Buchberger nos ayuda a encontrar bases mas pequenas a partir del
conjunto {o;;}, simplemente considerando aquellas o;; tales que i < j, y que S(g;,9;) —a
0. Esto nos conduce a la siguiente definicién.

Definicién 3.3.1. La grdfica de Buchberger de un ideal monomial I = (my,...,m,), que
denotamos con Buch(7), tiene como vértices {1,...,r} y una arista (i,7) si alguna de las

siguientes es cierta:
i) Sino hay un monomio my tal que my, divida a MCM(m;, m;), o bien

ii) Siel grado de my, es igual al de MCM(m;, m;) en alguna de las variables que coincida
con MCM (m;, m;).

Observacion 3.3.1. Observemos en la definicidn anterior que, la condicion para que una
arista (i,7) no esté en la grdfica Buch(I) debe ser: Existe un my tal que my divide a
MCM(m;, m;) y el grado de my, es diferente al de MCM(m;, m;) en todas las variables en
que cotncidan.

Para familiarizarnos con la ltima definicién daremos en seguida unos ejemplos.
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El primer ejemplo a considerar es el caso en el que I es un ideal monomial en dos
variables, entonces Buch(I) consiste de los r — 1 pares consecutivos de los generadores
minimos formando asi una trayectoria.

Ejemplo 3.3.1. Considérese el ideal J = (x4, y*, 24, 23y%2, 29322, 22y23) C  [2,y, 2].

Nombremos m; = z%,...,mg = 2?yz> de acuerdo a como estan listados. La siguiente
tabla nos muestra todos los minimos comunes multiplos entre los generadores m;.

MCM z? yt 2 w3y’z ayP?
2297 | 2Ty 28 2yt 8 2200
wt2? | 2hyB? ayt? aytt aByBe?
232z | wly?s adyts ayat

4 A4 ot

y iyt

Notemos por ejemplo, que no hay ningiin my, (k = 2,...,5) que divida a MCM (x4, 22y23) =
xty2z3, por lo que en Buch(7) hay una arista entre 2% y x2y2z3, sin embargo, para z* y z3y2z
no es asi, puesto que mg = x?yz3 divide a MCM(z*, 23y%2) = 23y%2*, y tienen distinta
potencia en cada una de las variables. De esta forma, la tabla de incidencias para la grafica

es la que sigue

24 y4 A4 xSyQZ my322
2y 1 0 1 1 1
22 0 1 1 1
2y’z | 1 1 0
24 1 1
yto| 1

Asi tenemos como resultado final la grafica de Buchberger, Buch(.J), para el ideal J, que se
muestra en la Figura 3.12.

Notemos que Buch(I) resulté ser una grafica plana, y podemos obtener a partir de ella
mucho més informacién, por ejemplo, en la Figura 3.12 tenemos tres aristas etiquetadas con
los niimeros 404, 413 y 214, que corresponden a los exponentes del minimo comun multiplo
entre los vértices de dichas aristas. Ademds tenemos una cara etiquetada con el nimero
414, que corresponde al minimo comun multiplo entre las aristas que delimitan esa cara.
Entonces, por construccion, los vértices de Buch(J) corresponden a los generadores de J,
las aristas corresponden a las primeras sizigias, y las caras a las segundas sizigias.

Asi, la resolucién libre minima para S/I es de la forma

0—8«— 80— 812 57 .
Los sumandos corresponden a los 6 vértices, 12 aristas, y 7 caras del tridngulo triangu-

lado de la Figura 3.12.
También, las caras corresponden a las componentes irreducibles de J, es decir,

J o= (2t yt 2t 2yt aytt 2Py
= ('t 2) Nty 2t N eyt 2 0@ty 28 n

(@ yh, %) N (2%, 20 N (P, 2%).
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Figura 3.12: Buch(J)

Y por ultimo, si escribimos una suma alternada de todas las etiquetas tenemos:

4 3

1—2z —...—xzyz3+x4y4+...+xy324—x4y4z—...—x3y3z.

Este es el K—polinomio K(S/J; x,y, z). Notemos que si especializamos dicho polinomio
obtenemos K(S/J; t,t,t) = 1 — 3t* — 3t6 4+ 37 + 9t8 — 7t?, que es la notacién usual para el
K —polinomio.

¢

Del ejemplo anterior es natural preguntarse si tanta informacién puede obtenerse siempre
de la gréfica de Buchberger, antes de tratar de dar una respuesta a dicha pregunta analicemos
un par de ejemplos mas.

Ejemplo 3.3.2. Consideremos ahora el ideal I = (zy%z,xvy23,22,94%2?) C [z,y,2]. Este
ideal tiene como grafica de Buchberger la mostrada en la Figura 3.13, notemos que no esta la
arista que une 200 con 032 puesto que MCM(x2,3322) = 2%y32? es dividido por 3z y
tienen todas las potencias distintas, como senalamos en la Observacién 3.3.1, sin embargo,
sf estd presente la arista que une 032 con 113 puesto que MCM(y?22, zy2?) = xy32% que es
también dividido por zy?z, pero en este caso ambos coinciden en el exponente de la variable
x.

Ahora, pese a que Buch(I) es una grafica plana, esta grafica no nos representa la reso-

lucién libre minima para S/I, puesto que la resolucién libre minima es:

0SSt 8§t g0
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113

200 032

121

Figura 3.13: Buch([I)

Que aunque corresponde a 4 vértices, no corresponde ni a 5 aristas ni a 2 caras. Por lo
que la planaridad de la grafica Buch(I) no es suficiente para rescatar toda la informacién
como en el Ejemplo 3.3.1.

&

Por dltimo analicemos el siguiente ejemplo que nos ayudarad a familiarizarnos mas con
la grafica de Buchberger, y que nos serd de utilidad mas adelante.

Ejemplo 3.3.3. Tomemos el ideal I' = (222, xyz, y?z, 2%y, oty 23y°) € [2,9,2]. La
grafica de Buchberger estd representada en la Figura 3.14. Observemos que en Buch(I’) no
estd presente la arista que une 530 con 350, y esto es porque MCM(x5y3,x3y5) = 2%y° es
dividido por zy?, y las potencias de x y y son ambas distintas, por la Observacién 3.3.1,
sabemos que no debe estar presente dicha arista.

Figura 3.14: Buch(I’) contiene a K33
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Claramente Buch(I’) no es una grafica plana puesto que contiene como subgréfica a
K3 3. La resolucién libre minima para I’ es:

0S8« S0 87T 52 0.

Claramente en este ejemplo la grafica de Buchberger provee més aristas que primeras
sizigias, y no estédn definidas las caras de Buch(I’), por lo que no estd claro que se debe

tomar de informacién para las segundas sizigias.

%

Tanto en el Ejemplo 3.3.2, como en el Ejemplo 3.3.3, se tiene més informacién de la
debida en la grafica de Buchberger, aunque los generadores de las primeras y segundas
sizigias estan contenidas en ellas, se tienen més aristas de las debidas. Esto es puesto
que los ideales necesitan satisfacer una condicién maés fuerte, y que introduciremos mas
adelante, por lo pronto mostremos que en verdad la informacién acerca del médulo de
sizigias realmente puede ser leido de la grafica de Buchberger.

Proposicién 3.3.1. Dado un ideal monomial I, el mddulo de sizigias syz(I) estd generado
por las sizigias o;; correspondientes a las aristas (i,j) en Buch(I).

Demostracion. Observemos que

MCM(mZ, mj, mk) S MCM(mi, mj, mk) — MCM(ml, mj, mk)
MCM (mi,m;) 7 MCM(mj, my,) ik MCM(myg, m;)

Oki — 0, (31)

dado a cémo estan definidas las 0;;. Ahora, si (4,7) no es una arista de Buch(I), por la
Observacién 3.3.1, para alguna k, el coeficiente de o;; en (3.1) debe ser 1, mientras que
los coeficientes de oj; y ok; son monomios no constantes, por lo que o;; cae dentro del
S—médulo generado por otras sizigias de grado estrictamente menor, por lo que podemos
quitar a o;; del conjunto de generadores de syz([) sin que caigamos en un ciclo. |

Aunque la Proposicién anterior nos muestra que realmente las sizigias representadas
por aristas en Buch(/) forman un conjunto generador del primer médulo de sizigias, no
forzosamente dicho conjunto resulta minimo.

Antes de continuar con el estudio de la grafica de Buchberger, rescatemos algo de la
informacién que nos daba el diagrama de escalera para ideales monomiales en dos variables
que estudiamos en la Seccién 3.1.

Definicién 3.3.2. La superficie de escalera de un ideal monomial I C [z,y, 2] es la fron-
tera topoldgica del conjunto de vectores (v, vy, v;) € R3 para los cuales hay un monomio
ateytvz¥= € I que satisface u; < v; para toda i € {x,y, z}.

En las Figuras 3.15, 3.16 y 3.17 se muestran las superficies de escalera de los Ejemplos
3.3.1, 3.3.2 y 3.3.3 respectivamente. En dichos diagramas se debe interpretar la superficie
como la frontera entre lo que estd en el ideal I, y lo que no estd en I, con los puntos en el
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z
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321 y

/‘400

Figura 3.15: Superficie de escalera del ideal J del Ejemplo 3.3.1.

114

032

Figura 3.16: Superficie de escalera del ideal I del Ejemplo 3.3.2.

111

021

201

440

30

Figura 3.17: Superficie de escalera del ideal I’ del Ejemplo 3.3.3.

enrejado estrictamente atras de la superficie siendo aquellos que no pertenecen a I. Asi,

cualquier punto del enrejado que es visible en el diagrama de escalera es el vector de los
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exponentes de un monomio en nuestro ideal I. Los puntos oscuros corresponden a los ge-
neradores minimos de I; nétese como dichos puntos yacen en las esquinas “interiores”.

La superficie de escalera es homeomorfa a R? via la proyeccién ortogonal con Kernel
(1,1,1). La grédfica de Buchberger puede ser inmersa en el diagrama de escalera de la
siguiente forma: Para dibujar la arista de Buch(I) entre los monomios m; y mj, sélo hay
que trazar los segmentos de linea que unen m; con MCM(m;,m;) y el que une m; con
MCM(m;, mj). Para ilustrar este procedimiento, en la Figura 3.18 damos la inmersién de
Buch(J) del Ejemplo 3.3.1 en su superficie de escalera.

z

=

xT

Figura 3.18: Buch(J) inmersa en la superficie de escalera.
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3.4. Genericidad y deformaciones

En la seccién anterior vimos que la gréfica de Buchberger puede proveer mucha informa-
cién acerca del médulo de sizigias y de la resolucién libre minima para S/I, siendo I un ideal
monomial, pero también vimos ejemplos de cudndo la grafica de Buchberger no coincide con
la resolucién libre minima para S/I. En esta seccién mostraremos que la condicién que se
le debe pedir al ideal I es ser un ideal monomial “fuertemente genérico”.

También veremos que dado un ideal monomial en general, podemos llevar a cabo un
proceso de “deformacién”, en el que podamos rescatar la informacién minima necesaria de
la grafica de Buchberger para poder describir la resolucién libre minima. Los dos resultados
principales de esta seccion, la planaridad en la Proposicion 3.4.1 y la resoluciéon libre en el
Teorema 3.4.1, pueden ser probados utilizando solamente métodos de geometria en tres
dimensiones; pero, como muchos resultados respectivos a gréficas planas, estos enunciados
intuitivos requieren pruebas mas técnicas de lo esperado.

Definicién 3.4.1. Un ideal monomial I en [x,y, 2| es fuertemente genérico si cada par de
o o PR "
generadores minimos z'y? zF y % y7 2% de I, satisfacen:

(i#7 0i=i'=0)y (G#5 0 j=4=0)y (k#K o k=K =0).

En otras palabras, dos generadores no coinciden en el exponente en ninguna de las va-
riables que aparezcan al mismo tiempo en los dos.

Asi, en el Ejemplo 3.3.1, el ideal J = (x4, y*, 2%, 23?2, xy322, 2%y23) resulta ser fuerte-
2,32
Yoz,

e I' = (222, 2yz, y%2, 2°y3, 2ty*, 23y°) resultan no ser fuertemente genéricos, puesto que pa-

mente genérico, en cambio, en los Ejemplos 3.3.2 v 3.3.3, los ideales I = <xy22, xy2, x

ra I, los monomios 4%z y 2yz> coinciden en el exponente de la variable z; y andlogamente,

22, xyz, y*z coinciden en el exponente de la variable z.

para el ideal I’, los monomios x

La condicién para un ideal monomial I de ser fuertemente genérico realmente produce
una grafica plana, como la del ideal J del Ejemplo 3.3.1, y de la cudl se puede obtener la
informacién para el calculo de la resolucién libre minima, pero antes de dar la prueba de
este hecho, vamos a dar una definiciéon que nos serd fundamental para el resto del capitulo.

Definiciéon 3.4.2. Un ideal monomial I es artiniano, si dentro de su conjunto de genera-
dores minimos se incluyen las potencias puras de las variables, es decir, si I = (mq,...,m,)
es la descripcién de I en generadores minimos, entonces I es artiniano si {z¢,1°, 2} C

{ml, oo ,’I’)’L,«}.

En muchas de las pruebas de este capitulo es necesario considerar ideales artinianos,
dado un ideal monomial I podemos encontrar un ideal monomial artiniano I cuyo conjunto

de generadores minimos contenga los generadores minimos de 1.
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Definicién 3.4.3. Dado un ideal monomial I = (mg,...,m,), podemos formar un ideal
monomial artiniano agregando al conjunto de generadores de I, potencias puras de las va-
riables suficientemente grandes, es decir, I= (mf,...,m.), donde {my,...,m,,z% ¢’ 2°} =
{m/,...,m.}, de tal manera que ningiin monomio sea redundante. Asi, a este proceso le
llamamos una artenianizacion de I.

Para ejemplificar este proceso de artenianizacién, consideremos los ideales no artinianos
de los Ejemplos 3.3.2 y 3.3.3. Para el ideal I = (wy?z, xyz3, 2%, y322), una artenianizacién de
Iresultaser I = (xy’z,xyz3, 22,9322, 9%, 2%). Paraelideal I' = (222, 2yz, y?z, 2%y, 2*y?,

22, wyz,yPz, 20y3, atyt, 23y5, 27, Y7, 2%). Observemos

23y5) una artenianizacién serfa I’ = (x
que hay més de una manera de artinianizar un ideal, pero para nuestros fines es suficiente
considerar una de ellas.

Ahora estamos en posicién de enunciar la siguiente proposicién.

Proposicién 3.4.1. Si I es un ideal monomial fuertemente genérico en |x,y,z|, entonces
la grdfica de Buchberger Buch(I) es plana y conexa. Mads aiun, si I es artiniano, entonces
Buch(I) consiste de las aristas en un tridngulo triangulado.

Demostracion. Primero observemos que es suficiente considerar ideales monomiales artinia-
nos. Si tomamos un ideal monomial artiniano y borramos todas las aristas y las regiones
incidentes a uno o mas de los {2%, 4" 2°} en la grafica de Buchberger, nos queda la grafi-
ca de Buchberger del ideal sin el generador correspondiente, y dicha grafica resultante es
conexa gracias a la Proposicién 3.2.4. Asi, podemos considerar ideales artinianos, ya que
si estamos trabajando con un ideal no artiniano, podemos “artenianizarlo”, aplicar nuestra
proposicién y después “desartenianizarlo”.

Ahora, en el ideal artiniano I, las caras acotadas en la superficie de escalera del ideal
monomial I forman un disco topoldgico acotado por un tridgngulo con vértices z%, y° y 2°,
los generadores de potencias puras de I. Como observamos antes, cada arista {m, m’} de
Buch(/) estd representada en la superficie de escalera por la unién de dos segmentos de
linea que van de m a MCM(m,m’) y el otro que va de m’ a MCM(m, m’). El hecho de que
MCM(m,m’) cae en la superficie de escalera es por como estd definida esta. El hecho de
que MCM(m,m') no tiene ninguna otra arista pasando por él, es una consecuencia de la
genericidad.

Ahora, con la inmersién de Buch(I) en la superficie de escalera, lo que resta probar es que
cada regién de la subdivisién es un tridngulo (es decir, acotada por exactamente 3 aristas de
la grafica de Buchberger). Esto serd probando que las dos regiones que contienen una arista
interior {m, m'} € Buch(I) es precisamente un tridngulo. Este tridngulo estd producido
encontrando al tercer generador m” unicamente determinado, tal que el minimo comin
miltiplo de {m,m’, m"} yace sobre la superficie de escalera; la regién es entonces acotada
por las aristas de Buchberger {m,m'}, {m,m"}, y {m/,m"}. [ |

Una gréfica plana G puede ser inmersa en el plano R? normalmente en més de una forma,
haciendo asi la nocién de “regiéon de G ”un tanto ambigua. Es usual hacer distincién entre
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una grafica plana y una inmersién particular de dicha gréfica.

Definicion 3.4.4. Una aplicacion plana es una grafica G junto con una inmersiéon de G en
una superficie homeomorfa al plano R2.

Habiendo hecho tal aclaracién, nos referiremos a una aplicaciéon plana simplemente con
G si la inmersién esta dada o es clara. Necesitamos que las superficies sean homeomorfas a
R? en vez de iguales, puesto que necesitamos dibujar aplicaciones planas en superficies de
escalera. De hecho, el comentario previo a la prueba de la Proposicion 3.4.1, y la prueba en
si, nos provee de una inmersién candnica de la grafica de Buchberger de un ideal monomial
fuertemente genérico en su superficie de escalera.

El siguiente teorema nos dice que las aplicaciones planas codifican las resoluciones libres
minimas en el sentido de que organizan con diagramas simples las sizigias y las relaciones
entre ellas.

Teorema 3.4.1. Dado un ideal monomial fuertemente genérico I en [x,y, 2|, la aplicacidén

plana Buch(I) provee una resolucién libre minima de I.

Demostracién. Empecemos por artinianizar I anadiendo potencias suficientemente grandes
z%, 3y’ y 2°. Lo que obtenemos es un ideal fuertemente genérico y artiniano, asi, si obtenemos
una resolucién libre minima para este ideal dada por una aplicaciéon plana, entonces al
borrar todas las aristas y regiones adyacentes a uno o més de los {z%, yP, 2} nos deja una
resolucién libre minima para I. De hecho, el borrar aristas y regiones de la aplicacién plana
no tiene ningtin efecto sobre las componentes N3>—graduadas de grado menor o igual que
(a—1,b—1,¢—1), e I no tiene sizigias de ningtin otro grado, por lo tanto, asumimos que
I es artiniano.

Cada tridngulo en Buch(/) contiene una tnica “punta de montana” en la superficie de
escalera, localizada en la esquina exterior, y que corresponde al MCM(m,m/,m”). Dicha
punta estd rodeada por MCM(m,m’), MCM(m,m”), y MCM(m/,m"), cada una de las
cuales representa una primer sizigia minima de I. La punta de montana representa una
segunda sizigia relacionada a las tres dichas primeras sizigias por la igualdad en la prueba
de la Proposicién 3.3.1, y la relacién que hay entre las primeras sizigias nos dice que todas
las segundas sizigias minimas son de esta forma. ]

Cabe mencionar que una resolucién libre dada por una aplicaciéon plana G con v vértices,
e aristas y f caras, todas indexadas por monomios, tienen la forma

a )
Fa: 0=<=—S§=<—48° P ge Y gf <—0. (3.2)

Si escribimos m;; = MCM(m;, m;) para cada {i, j} € E(G), y mg denota al minimo comiin
miltiplo de los monomios que etiquetan las aristas de cada regiéon R, entonces podemos
describir de manera simple las aplicaciones O por

Op(ey;) = —Le; — —Le;
E( Z]) ms J ms 0

J J
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si ademds escogemos la orientacién de la arista m;;, como la que va del vértice m; y llega
al m;, de esta forma tenemos que

Op(er) = Y + 78 ey,

mZ—j

aristas

{ijichr
estd descrita para cada region R, donde el signo es + precisamente cuando la orientacién
en {i,j} coincide con una orientacién en R en el sentido de las manecillas del reloj.
Asi, el teorema anterior nos dice que dicha resolucién libre resulta minima cuando con-
sideramos ideales monomiales fuertemente genéricos.

Enseguida mostraremos cémo aproximar ideales monomials arbitrarios mediante ideales
fuertemente genéricos. La idea estd basada en agregar niimeros racionales pequenos a los
exponentes en los generadores de I, de tal modo que no inviertan ninguna desigualdad
estricta entre los grados en x, y, o z de cualesquiera dos generadores. Este proceso sucede
dentro del anillo de polinomios S, = [z€,y€, z¢], donde € = 1/N para algiin entero positivo
N suficientemente grande, y que contiene a S = [z,y, 2] como subanillo. Las igualdades
entre los grados de x, y y z pueden volverse desigualdades estrictas que potencialmente
pueden ir en cualquier sentido.

Definicién 3.4.5. Sean I = (my,...,my) y Ic = (me1,...,mc,) ideales monomiales en S
vy Se respectivamente. Llamamos a I, una deformacion fuerte de I, si el orden parcial en
{1,2,...,7} en el grado de la variable z de las m, ; refina el orden parcial del grado en z de
los m;, y lo mismo para y y z. También decimos que I es una especializacion de I.

Dado cualquier ideal monomial I, construir una deformacién fuerte I, para I es facil:
simplemente hay que reemplazar cada generador m; por un generador parecido m. ;, de tal
manera que lim._.o m¢; = m;. Elideal I. puede no ser fuertemente genérico, sin embargo,
lo sera si la deformacién fuerte es escogida arbitrariamente, es decir, hay mucho més pro-
babilidad de que I, resulte fuertemente genérico a que no sea asi.

En general no nos seran de utilidad cualesquiera deformaciones fuertes, en la siguien-
te seccién daremos la condicién que necesitamos pedir a dichas deformaciones para que
realicen el propédsito que buscamos. Pero por ahora, para ejemplificar cémo son las defor-
maciones damos el siguiente ejemplo sencillo, y daremos ejemplos un poco més complicado
ma&s adelante.

Ejemplo 3.4.1. El ideal en S, dado por

3 $2+E

<$ , 1+e’ .’E221, $1+2€y27 $1+€y121+e, .’L‘122+E 276214*267 y1+26Z27 23>7

y 9y
es una posible deformacion fuertemente y genérica del ideal
<x7y7 Z>3 = <‘/'U37y37 Z37x2y7 xz’z? y227 xy27:1:227yz27:1;yz>7

del anillo S, y con € cualquier niimero menor que 1. &
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Antes de continuar, daremos una notacién que nos ayudara a simplificar los enunciados.

Notacién 2. Para una resolucién libre obtenida a partir de una aplicacién plana, nos
referiremos sélo con resolucion plana.

Proposicién 3.4.2. Supongase que I es un ideal monomial en [x,y,z] y I. es una de-
formacion fuerte. Supdngase que se tiene la resolucion plana dada por G.. Entonces,
especializando los vértices (y por tanto también las aristas y las regiones) de G, nos resulta
una resolucion plana de I.

Demostracion. Considérese la resolucion libre minima Fg, determinada por la triangulacion
G.. La especializacion G de la aplicacién plana G, nos sigue dando un complejo F¢g en los
modulos libres sobre [x,y, 2], y lo que necesitamos probar es la exactitud. Considerando
cualquier N3—grado fijo w = (a, b, ¢), debemos mostrar la exactitud del complejo de espacios
vectoriales sobre en la parte de grado w en Fg.

Definamos w, como el vector de exponentes de

MCM(m; | m; divide 2%°2¢).

Los sumandos que contribuyen para la parte de grado w en Fg son precisamente aquellos
sumandos de F, que contribuyen a la parte de grado we, la cual sabemos que es exacta. W

En la siguiente seccién mostraremos como cualquier resolucién plana puede ser transfor-
mada en una minima removiendo sucesivamente aristas y uniendo regiones adyacentes. Por
ahora, simplemente obtenemos una cota a partir de la Proposicion 3.4.2 usando el Teorema
de Euler (Teorema 3.2.3).

Corolario 3.4.1. Un ideal I generado por r > 3 monomios en [x,y,z] tiene a lo mds
3r — 6 primeras sizigias minimas, y 2r — 5 sequndas sizigias minimas. Dichas cotas se
alcanzan si I es artiniano, fuertemente genérico, y si xyz divide a todos excepto a tres de

los generadores minimos (precisamente las potencias puras de las variables).

Demostracion. Escojamos una deformacién fuerte I. de I de tal modo que I, resulte fuerte-
mente genérico. La Proposicién 3.4.2 implica que el ntimero de sizigias minimas de I estan
acotadas precisamente por el nimero de sizigias minimas de I, asi, es suficiente probar la
primera parte del corolario para el ideal I.. Del Teorema 3.4.1 inducimos que la resolucién
libre minima de I, estd dada por una aplicacién plana. Asi, del Teorema de Euler (Teorema
3.2.3) y del Corolario 3.2.1 obtenemos el resultado.

Para la segunda parte, considérese I como un ideal fuertemente genérico y artiniano.
Sean z%, y® y 2¢ los tres generadores especiales de I. Cada uno de los otros generadores
minimos 'y z* satisfacen i > 1, j > 1y z > 1, por la condicién de ser fuertemente
genérico; asf, {x%, y*}, {22, 2¢}, v {y®, 2¢} son aristas de Buch(I). Por la Proposicién 3.4.1,
Buch(I) es una triangulacién de un tridngulo, con r vértices tales que r — 3 vértices caen
en el interior. Se sigue del Teorema 3.2.3 y del Corolario 3.2.1, que se deben tener 3r — 6
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aristas. Del Teorema de Euler, tenemos v — e+ (f + 1) = 2, puesto que debemos considerar
la cara externa de la triangulacién como una de las caras de la grafica. De aqui tenemos
r—(3r—6)+ f+1 =2, y despejando f tenemos f = 2r—5. El resultado ahora es inmediato
de la minimalidad en el Teorema 3.4.1. |
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3.5. El algoritmo de Buchberger para resoluciones planas

En los ejemplos de la Seccién 3.3 vimos que la no planaridad de la gréfica de Buchberger
no nos proveia la informacion buscada para describir la resolucién plana, nuestra meta para
lo que resta del capitulo es mostrar que los obstaculos encontrados en dichos ejemplos
pueden ser superados y asi obtener una manera facil y rapida de escribir una versién del
algoritmo de Buchberger utilizando dichas graficas.

Haremos uso ahora del par de definiciones con las que terminamos la Seccién 3.2, en
las que definimos la suspensiéon de una grafica, y el significado de ser casi 3—conexa. En
nuestro caso, el conjunto de vértices de nuestras graficas seran los monomios que generan
minimamente cierto ideal I dentro de [z,y,z]. Notemos que cuando I es artiniano, este
conjunto de vértices contiene un conjunto de tres vértices distinguidos V: los generadores con
potencias puras %, y°, 2¢, asi nuestras graficas de Buchberger seran tridngulos triangulados
como los mostrados en la Figura 3.8. Ahora enunciamos el resultado principal de este
capitulo. Daremos una prueba a dicho teorema mas adelante, ya que hayamos demostrado
el Algoritmo 3.1, que utilizaremos para la prueba.

Teorema 3.5.1. Todo ideal monomial I en [x,y,z] tiene una resolucion libre minima dada
por cierta aplicacion plana. Ademds, si I es artiniano, entonces la grifica G correspondiente
a cualesquiera de dichas aplicaciones planas resulta casi 3— coneza.

Los vértices, aristas y regiones acotadas de dicha aplicaciéon plana estan etiquetadas por
los respectivos monomios o sus MCM, como en los ejemplos hasta ahora vistos. Esto nos
determina una sucesién de médulos libres sobre S = [x,y, 2] como en (3.2). Empezaremos
mostrando un algoritmo para encontrar una resolucién plana como en el Teorema 3.5.1 para
ideales artinianos.

Dada una deformacién I, de un ideal monomial I = (mg,...,m,), con m; = xigybizCi
escribamos al ¢—ésimo generador de la deformacién como m.; = zeiybeizCei  Dentro del

Algoritmo 3.1 necesitaremos que las deformaciones fuertes satisfagan la condicién

si a;=a; y ¢ <c; (equivalentemente b; >b;) = ac; < ac
si bj=0b; y a;<a; (equivalentemente c; >c;) = be; < b (3.3)

si ci=c¢j y b <b; (equivalentemente a; >a;) = ;< Cej-

Notemos que en la condicién (3.3), por ejemplo, en el caso que a; = a;, la condicién ¢; < ¢;
es equivalente a b; > b;, puesto que si pasa ¢; < ¢; y b; < b;, entonces el monomio xigbizCi
divide al monomio z%y% 2% y lo mismo pasa equivalente en la coincidencia de las otras
variables.

Definicion 3.5.1. Sea I, una deformacién fuerte de un ideal monomial I. Diremos que I, es
una deformacion fuertemente genérica ciclicamente consistente, si I, es un ideal fuertemente
genérico, y satisface la condicién (3.3).
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Daremos ahora ejemplos de deformaciones fuertemente genéricas ciclicamente consisten-
tes para los ejemplos estudiados en la Seccién 3.3.

4 23y%z, 232?22y 23) del Ejemplo 3.3.1.

Ejemplo 3.5.1. Considérese el ideal J = (2, 9%, 2
Una deformaciéon fuertemente genérica ciclicamente consistente para J es J. = J. Puesto
que J misma satisface todas las condiciones, es decir, hacemos € = 1, o equivalentemente

su denominador N = 1.

Ahora veremos un ejemplo un poco més interesante.

Ejemplo 3.5.2. Consideremos ahora el ideal I = (zy%z, zy2®, 22, y32?) del Ejemplo 3.3.2.
Notemos que en nuestra situacién, zy?z y zyz> coinciden en el exponente de la variable
x, como el exponente en z de zy?z es 1, mientras que para xyz> es 3, por el criterio (3.3)
debemos sumar € al exponente en z de xyz®. Asi, una especializacién fuertemente genérica
para I seria

I, = (2, a1 Tey23, 22 4322).
Podemos tomar N = 6, o equivalentemente ¢ = 1/6.

o

Ahora veamos qué sucede en el caso del Ejemplo 3.3.3. En dicho ejemplo daremos
una descripcién detallada del pensamiento algoritmico utilizado a la hora de encontrar
deformaciones fuertes que utilizaremos dentro del Algoritmo 3.1.

Ejemplo 3.5.3. Tomemos el ideal I' = (222, 2yz, 3%z, 2°y3, xty?, 23y°). En este caso,
primero vemos que zyz y y2z coinciden en el exponente de la variable z. Como el exponente
en y de zyz es 1, mientras que en y2z es 2, por la condicién (3.3) tenemos que debemos
agregar e al exponente en z de y2z. Asi, tenemos una especializaciéon

2 2 14¢ 5.3 4 4 35
(272, xyz,y72 7, 2y, 2ty 2”y0).
Pero dado que también el exponente en z de x2z y xyz coincide, entonces, por el criterio
(3.3) debemos sumar € al exponente en z de zyz, y nos resultaria

<l‘22, xyzlJrs7 y2Z1+e

53 4.4 35
27y 2y ay).
Aqui de nuevo tenemos una coincidencia en el exponente de la variable z para los monomios
pyzte y 220t
agregar € al exponente en z de y2z'7¢. De esta manera obtenemos el ideal

, pero como lo hicimos anteriormente, el criterio (3.3) nos dice que debemos

1.2 I4e ,2 142 5 3 4 4 3 5

Ie =@z, myz " Y72 7 2y, 2y, 2%y”).

Notemos que I! satisface todas las condiciones para ser una deformacién fuertemente genéri-
ca ciclicamente consistente de I si hacemos el denominador de e un niimero mas grande que 2,

asi, tdbmese por ejemplo e = 1/11. O
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Aunque en los ejemplos anteriores escogimos € de tal manera que I, resulte una especia-
lizacion fuertemente genérica ciclicamente consistente, la € propuesta no es tinica, aunque
debemos considerar que queremos que

lim me; = m;,
e—0 ’
por lo que en nuestro caso, consideramos € suficientemente chicas.

Damos ahora el algoritmo que nos ayudara a probar el Teorema 3.5.1, pero primero
daremos una notacién que nos servird para simplificar nuestros enunciados a la hora de
escribir el algoritmo.

Para un monomio m; = z%y% 2%, tenemos su vector de grado u; = (a;,b;,c;) € N3,

el cudl vamos a representar por (ay

(3
Y =a,a' =bya®=c. Con esto podemos reescribir la condicién

), con v € Z/3Z, es decir, a¥ representa a uno de los
elementos de {a,b,c}, asi a
de ser ciclicamente consistente por

v o_ v+2 v+2 v v
aj =aj y a " <a;" = ag; <ag;.
Con esta notacién hecha, damos ahora el algoritmo.

Algoritmo 3.1. Input: un ideal monomial artiniano I = (mq,..., my) dentro de [z,y, 2],
con m; = x%ybi 2%,

Output: una grafica G que representa una resolucién libre minima para 1.

A. Deformacion de I: Hagase I. una deformacion fuertemente genérica ciclicamente con-
sistente de I, y sea G = Buch(/,).

B. Perturbacién de la deformacién: while I. # I do

i) Encontrar una coordenada deformada minima y un generador: 7 y ¢ tal que
b e [0 b B D o
ac; = min;{a; ; | aZ; # aj}, es decir, a; sea minimo entre las coordenadas en
[ 14 3 v v
a” de la deformacién y que satisfacen a;; # a;’.

ii) Encontrar una regiéon deformada minima r de G correspondiente a la coordenada
deformada minima: una regién en la que en su etiqueta (r¥) cumpla que ¥ = a

b

y que 70t2
de una region es el MCM de sus generadores, y que por region nos referimos a

sea minima entre dicho tipo de regiones. Notese que la etiqueta

una regién de G en la inmersiéon natural a la superficie de escalera. FEn otras
palabras, una regién es un ciclo de generadores! C C {my,...,m,} C G para el
cual ningin subconjunto es un ciclo y V m; ¢ C, m; f MCM(C).
ili) Encontrar un generador examinador de aristas: Encontrar al generador m, ; tal
o+1

b e (D _ il D42 _ 042
que a ; = ming{ay, | al =1y et <r'T?

Nos referimos a una regién como un ciclo mmimo en la grafica G, que esté formado por un tridngulo y
que estd unicamente determinado por los tres generadores que la rodean
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iv) Regresar la coordenada deformada minima del generador deformado minimo a
su valor original: escribase a;; = a, y reetiquétense las aristas y regiones de G
concordantemente.

v) Uso del generador examinador de aristas: if a;? = a?, then bérrense de G la arista
etiquetada con {a?,r?*1 r?*2} else déjese G sin cambios.

C. Salida: output la grafica G etiquetada.

La ventaja de haber usado la notacién introducida en el algoritmo, es que podemos
trabajar y saber especificamente cémo tomar la deformacion fuertemente genérica, sin im-
portarnos cudl es la variable de coincidencia en los monomios. Para aclarar un poco la
notacion, trasladaremos un ejemplo a la notacién anterior. Digamos que en el paso B.i)
tenemos que la coordenada deformada minima es la del generador b.; (el exponente de y
en me;), es decir, v =1 € Z3 y asi b.; es minima y satisface b ; # b;. Ahora, en el paso ii),
supongamos que la regién r encontrada tiene como etiqueta al monomio x%y”z7, entonces,
las condiciones que debemos verificar en este paso es que 3 = b.; y que « sea minima. Para
el paso iii), debemos encontrar un m. ; tal que el grado en z de m, ; sea v, el grado en x
sea menor que «, y que sea minimo en el grado en y. En el paso iv), redefinirfamos I, al
escribir b, ; = b; y dejando igual los demds generadores. Para el paso v), en si algin b; = b;,
borrarfamos la arista etiquetada por z%y% z7.

La razon del por qué escogimos deformaciones fuertes tan especificas como lo son las
deformaciones fuertemente genéricas ciclicamente consistentes, es porque queremos tener
control sobre las sizigias que estamos eliminando, en particular, a lo mas una arista debe

desaparecer en cada ocasién.

Demostracion de validez del Algoritmo 8.1. Supéngase que I es un ideal fuertemente genéri-
co, entonces no hay coincidencias en los exponentes, por lo que no es necesario hacer ninguna
deformacion, y el algoritmo termina inmediatamente, y correctamente gracias al Teorema
3.4.1, con la grafica GG como la resolucién libre minima. Asi que para lo que resta

Supongamos ahora que I no es fuertemente genérico. Haremos la prueba por induccién en
el nimero de pasos en el ciclo while - do. Primero supongamos que I, tiene una resolucién
libre minima dada por G al principio del paso B. Mostraremos que la deformaciéon I,
levemente perturbada al final del ciclo, con una coordenada de un generador regresada a
su valor original, es también resuelta minimamente por la nueva grafica G obtenida al final
del ciclo.

Escojamos el generador deformado minimo m,;, y a la coordenada deformada minima
0. Consideremos los puntos de la superficie de escalera cercanos a m;. Si un vector de
grado u = (a’) tiene a® = a?, entonces u cae en el plano correspondiente, el vector u cae
en la superficie de escalera si ademés x* € I con x¥ ¢ I para w = (b) tal que b° < a?, y
x¥ € I para b® > a®.

Ahora, si u yace sobre la superficie de escalera, entonces a®*! > af. Supédngase que no,
entonces x" debe ser miltiplo de otro generador con la misma coordenada en o, pero esto es
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imposible puesto que las coordenadas deformadas son siempre tnicas. Lo mismo se cumple
para ¥ + 2, asf es que en m,;, la superficie de escalera se ve localmente como la de un ideal
principal, es decir, que existe un ideal monomial J C (m.;) en que ningin elemento j € J

[666

coincida con m, ; en ninguna coordenada, tal que la imagen de I en [z°Y°z¢]/J es igual a
la de (m;).

Dado que I, es artiniano (la superficie de escalera estd acotada), para alguna r tenemos
que x5, me; es el MCM de m; y algtin otro generador, es decir, alguna primera sizigia
de I. debe tener esta forma; esta sizigia es inica. Similarmente, dado que I, es artiniano,
para alguna s tenemos que z7 ,77, M. ; es una segunda sizigia de I; esta segunda sizigia
estd también tinicamente determinada. Esta sizigia es el resultado de la rutina de encontrar
una regién deformada minima del paso B.ii), y tenemos una manera de localizar esta regién,
que es mas rapida que calcular y buscar sobre todas las regiones.

Enseguida encontramos el generador examinador de aristas; este generador hace que
nuestra anterior buisqueda por la primera sizigia termine, es decir, este generador divide
la etiqueta de la regiéon deformada minima y tiene a r como la coordenada v + 1. Por
la minimalidad no puede suceder que tenga una coordenada ¢ + 2 mayor o igual que la
de mc;, asi es que debe tener una coordenada ¥ + 2 estrictamente menor. Similarmente,
debe tener también coordenada ¥ estrictamente menor. Dado que la genericidad puede
haber sido debilitada en esta etapa, es posible que mas de un generador coincida con este
criterio. Minimizando la coordenada © (o equivalentemente, maximizando la coordenada
0 + 2), podemos hacer esta eleccién tnica.

En el paso B.iv), redefinimos I, y con ello también la superficie de escalera, al regresar
la coordenada en © de m.; de vuelta a su valor original. Las arista de G permanecen igual,
pero las etiquetas de un vértice y de sus aristas incidentes y regiones incidentes han sido
cambiadas. Por la Proposicion 3.4.2, G sigue siendo una resolucién del nuevo ideal I, sin
embargo, la resoluciéon puede no ser minima.

La minimalidad de la resolucién puede fallar si una etiqueta es compartida por mas de
una cara. S6lo la coordenada en © de un vértices ha cambiado, y ninguna etiqueta era
compartida al principio del ciclo. Entonces cualquier etiqueta compartida debe involucrar
un vértice reetiquetado, o una arista reetiquetada, o una regién reetiquetada, incidente a
me;, y un vértice, o arista, o regién que no fue reetiquetada, y que tiene la misma coordenada
en v que a%’ antes de la deformacién. Ahora la condicién de ser ciclicamente consistente
entra en juego.

Para que una etiqueta sea compartida, las caras debe contener a un generador cuya
coordenada en ¥ sea a;?. Cualquier generador j con esta misma coordenada en 0 debe
haber quedado sin deformar en el ciclo anterior, por tanto, por la minimalidad de af,
debe tener tener una coordenada deformada en © menor que m; en la deformacion inicial.
Entonces la coordenada en © + 2 no deformada de j debe ser a lo méas igual que la de m;,
o equivalentemente, la coordenada en ¥ + 1 no deformada de j debe ser al menos la misma
que la de m;, y entonces la deformacién y la deformacién perturbada refina los ordenes
parciales en cada coordenada, y la actual coordenada en © 4 1 de j debe ser al menos la de



CAPITULO 3. GRAFICAS DE BUCHBERGER 87

m;. Esto implica que la coordenada © + 1 de j debe ser al menos 7.

Todas las aristas y las regiones reetiquetadas tienen coordenada ¢+ 1 a lo mas r, por lo
que las Unicas aristas y regiones con r como coordenada 0-+1 son las sizigias que encontramos
anteriormente. La primera sizigia no podria convertirse en no minima, pero la segunda
si podria haberse convertido en no minima, y de ser asi, en el paso B.v), borramos la (inica

posible) arista que evita esta minimalidad. |

Antes de dar la prueba del Teorema 3.5.1, utilizaremos el Algoritmo 3.1 en los ejemplos
de la Seccién 3.3. En el caso del Ejemplo 3.3.1, como dijimos en el Ejemplo 3.5.1, el
algoritmo inmediatamente termina, dejando Buch(J) como la grafica de salida, puesto que
J es ya fuertemente genérico y ciclicamente consistente.

Ejemplo 3.5.4. Ahora consideremos el ideal I = (zy?z, xyz3, 2% y32%). Primero necesita-

4

mos artenianizar I agregando, por ejemplo y? y z%. Como vimos en el Ejemplo 3.5.2, una

deformacién fuertemente genérica ciclicamente consistente para I seria

_ 2 1+ 3,2 .3.2 ,4 4
I = (xy“z,x " yz°, a%,y°2%, 7, 27).

0,0,4

2,0,0

Figura 3.19: Buch([l.)

La grafica de Buchberger para este ideal es la mostrada en la Figura 3.19. Ahora
empezamos el ciclo del paso B en el algoritmo. Dado que I, # I, empezamos la iteracién
del ciclo, y encontramos la coordenada deformada minima, en este caso es la variable x

I+€y23. Ahora necesitamos encontrar una regién de

del segundo generador, es decir, de x
G que tenga como etiqueta un monomio con dicha coordenada deformada en la variable
x. BEsta regién es la correspondiente a los generadores xy%z, z'T¢yz3 y 2%, puesto que el
MCM de estos monomios tiene como vector de grado (1 +¢€,2,4). Ahora, encontramos un
generador para probar aristas, en este ejemplo serfa el monomio zy%z (porque en nuestro

ejemplo © = 0). Ahora, dejamos este generador a un lado, y regresamos la coordenada
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deformada minima a su valor original, y obtenemos en este caso (zy?z, xyz3, 22, y32% y*, 24).
Reetiquetamos G de acuerdo a esto y asi obtenemos en este caso la misma grafica que en
la Figura 3.19, pero con las etiquetas siguientes:

La regién triangular definida por zy?z, 2yz3 v 22, y que tiene etiqueta 223; la regién
triangular definida por xy%z, 2yz® y 2%, y que tiene etiqueta 124; la regién triangular
definida por zy?z, 22 y y*, y que tiene etiqueta 241; la regién triangular definida por
xy’z, 22 v 2%, y que tiene por etiqueta 224; la regién triangular definida por zy%z, y32° v
y*, v que tiene por etiqueta 142; la regién triangular definida por zy%z, y322 y 2%, y que
tiene por etiqueta 134; la regién triangular definida por zyz3, 22 y 2%, y que tiene por
etiqueta 214. Las aristas estdan dadas por la siguiente tabla:

Matriz de Adyacencia de la Grafica de Buchberger Etiquetada

1 2 1 1 1 3 2 0 O 0 3 2 0 4 O 0O 0 4
1 2 1: 0 0 O 1 2 3 2 2 1 1 3 2 1 4 1 1 2 4
11 3: 1 2 3 0 0 O 2 1 3 0 0 O 0 0 O 1 1 4
2 0 0: 2 2 1 2 1 3 0 0 O 0 0 O 2 4 0 2 0 4
60 3 2: 1 3 2 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 4 2 0 3 4
0 4 0: 1 4 1 0 0 O 2 4 0 0 4 2 0 0 O 0 0 O
0 0 4: 1 2 4 1 1 4 2 0 4 0 3 4 0 0 O 0 0 O

Ahora usamos nuestro generador para probar aristas y ver si hay alguna arista que
borrar. Como xy?z y xyz> tienen la misma coordenada en x, debemos borrar una arista
de G, utilizando el criterio del paso B.v). En este caso debemos borrar la arista que va de
ry?z a z* en la Figura 3.19.

Ademas, nuestro ideal originalmente no tenia a los ultimos dos generadores, asi es que
quitando las aristas y uniendo las regiones correspondientes, obtenemos la grafica de la
Figura 3.20 como nuestra resolucién libre minima para I.

032
113
121

200

Figura 3.20: Resolucién plana para I.
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Ejemplo 3.5.5. Tomemos el ideal I’ = (2?2, zyz,y%z, 2593, 2%y*, 23y5). Primero arte-

6

nianizamos I’ agregando %, y5, 2. Como vimos en el Ejemplo 3.5.3, una deformacién

fuertemente genérica ciclicamente consistente para I’ seria

I = (22, wyz' e y2 21 12

2%y atyt 2ty®, 20,00, 20).

La grafica de Buchberger para este ideal es la mostrada en la Figura 3.21. Ahora,
antes de estudiar el comportamiento del algoritmo en este ideal, vamos a convenir que
los generadores estan listados en orden, es decir, por ejemplo, para nosotros el séptimo

generador serd 2%, y asi no resultard ambiguo, por ejemplo, el uso de ms para referirnos a

y221+2€.

006

021

201

060

350

440
600 530

Figura 3.21: Buch(I}).

Dado que I' # I/, empezamos la iteracién del ciclo del paso B, y encontramos la coor-
denada deformada minima, en este caso es la variable z del segundo monomio, es decir,

€

xyz'T€. Ahora encontramos una regién en G cuya etiqueta tenga la variable deformada.
Esta es la region correspondiente a los generadores mq, mo y mg y tiene como etiqueta el
vector (2, 6, 1 + ¢€). Ahora encontramos el generador para probar aristas, en este ejemplo
serfa m1 = 222, que tiene vector de grado (2, 0, 1), ya que tiene la misma coordenada en z
que (2, 6, 1+¢), la coordenada en y estrictamente menor. Ahora, dejamos este generador a
un lado y regresamos la coordenada deformada minima a su valor original, y obtenemos en
este caso (122, wyz, y2212€ 2Py3, atyt, 23y, 25,90, 26). Reetiquetamos G, y obtenemos en
este caso la misma grafica de la Figura 3.21. Ahora usamos nuestro generador para probar
aristas y ver si hay alguna arista que borrar. Dado que m; y mg tienen la misma coordenada
en z, que era la deformada, entonces hay que borrar una arista de GG; como la arista que va
de my a mg tienen etiqueta (2, 6, 1), entonces hay que borrar esta arista en el paso B.v).
Ahora como I! = (z%z, wyz, y?2112¢ 2593, 2yt a3y, 25 45, 25) # I', entonces debemos
seguir en la iteracién del paso B. Encontramos la coordenada deformada minima, en este
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caso es en la variable z, del generador ms = y2z112¢.

Ahora encontramos la regiéon de
G que tenga como etiqueta un monomio con dicha coordenada deformada. Esta es la
regién definida por los generadores mq, ms y ms, y tiene como vector de grado (1, 6, 1 +
2¢). Encontramos al generador para probar aristas, ahora seria el monomio mg = zyz, lo
ponemos a un lado y volvemos la coordenada deformada a su valor original, en este caso el
resultado es de nuevo el ideal I’. Reetiquetamos la grafica G, y usamos nuestro generador
para probar aristas y ver si hay aristas por borrar. Ahora, dado que ms y mg coinciden en
el exponente de la antes deformada variable z, entonces debemos borrar una arista de G.
Esta arista debe tener como etiqueta al vector (1, 6, 1), y resulta ser la arista que une al

monomio xyz con y5. Asi, nuestra grafica de Buchberger final serfa la de la Figura 3.22.

006

021

201
060

350

440
600 530

Figura 3.22: Buch(I}) al final del algoritmo.

Como nuestro ideal I’ originalmente no tenfa las variables con potencias puras como
generadores, quitando estos vértices de la grafica en la Figura 3.22, con sus correspondientes
aristas y regiones adyacentes, obtenemos la resolucién libre minima para I’ dada por la
grafica de la Figura 3.23.

&

Para terminar, ya que tenemos muy bien estudiado el Algoritmo 3.1, vamos a dar la
prueba del Teorema 3.5.1.

Demostracion del Teorema 3.5.1. El argumento que usamos al principio de la prueba al
Teorema 3.4.1, también funciona aqui, asi es que podemos reducir todo al caso artiniano. El
Algoritmo 3.1 nos provee de una resolucién libre minima obtenida a partir de una aplicaciéon
plana. Lo que resta probar es que dicha grafica G resulta casi 3—conexa.

Sera suficiente producir tres trayectorias independientes (en el sentido de que las tra-
yectorias sélo se intersecan en el vértice de salida y de llegada) a cada una de las potencias
puras z%, y°, 2¢, desde cada generador m; de I. Es decir, aplicando el Teorema de Menger
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021
111
201

350

440
530

Figura 3.23: Resolucién plana para el ideal I’.

(Teorema 3.2.1.) a la suspensién de G, debemos poder encontrar tres trayectorias indepen-
dientes entre cualesquiera dos vértices. Consideremos la gréfica Buch(7I) inmersa dentro de
la superficie de escalera de I. Partiendo desde la esquina interior marcada por m;, y via-
jando paralelamente al eje x, eventualmente topamos con un grado de una primera sizigia.
Esta primera sizigia corresponde a una arista e de G. El otro punto donde termina e es un
monomio m; cuyas coordenadas en y y z son a lo méds iguales a las de m;. Continuando
de esta forma, encontramos una sucesién de aristas en (G, cuyos vértices tienen coordenada
x estrictamente creciente, pero coordenadas en y y z decrecientes (no necesariamente de
manera estricta). Repitiendo este proceso para las permutaciones ciclicas de z, y, z obte-
nemos las tres trayectorias deseadas. Estas se intersecan solamente en m; puesto que son
sucesiones mondétonas. |
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