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INTRODUCCION

En muchos de los problemas de electrodindmica clésica se determina, dadas las
fuentes, el campo electromagnético en el vacfo para cualquier punto del espacio.
Una situacién més general, y real, consiste en determinar el campo electromag-
nético si se tiene la presencia de un medio dieléctrico y claramente, un caso mucho
mas interesante es el calcular este campo cuando el espacio estd ocupado por més
de un medio material, lo cual se presenta, por ejemplo, cuando se estudia el fend-
meno de reflexién y refracciéon de una onda electromagnética por una superficie
plana, en donde la onda electromagnética cruza la frontera entre dos medios.

En la solucién de este tipo de problemas, en los que se tiene més de un medio
material, se utilizan las llamadas condiciones a la frontera, las cuales determinan
cémo los vectores del campo electromagnético cambian al pasar por la superficie de
separacion entre los dos medios, a la que suele llamarsele interfase o simplemente
frontera. Aunque la deduccién y aplicacién de las condiciones a la frontera es de
gran importancia, pues permite la solucién de una gran diversidad de problemas,
en la mayorfa de los textos [1-7] sélo se discute el caso en que la frontera entre los
diferentes medios tiene una simetrfa simple y permanece estédtica. Un caso tipico
de esto es el cdlculo, mediante el método de imdgenes, del campo eléctrico generado
por una particula puntual cargada estdtica que se encuentra en el vacio frente a un
conductor, o a un medio lineal, homogéneo e isotrépico, que también permanece
en reposo [8-12]. Pero, jqué pasa si se tiene una situacién dindmica?, es decir, jqué
sucede cuando por ejemplo la partfcula o distribucién de carga que se considera
ya 1o estd estédtica sino que se mueve hacia la frontera entre dos medios? 6 ;c6mo
son las condiciones a la frontera y por ende el campo electromagnético cuando uno
de los medios dieléctricos en el sistema se encuentran en movimiento con respecto
a otro? También se puede hacer una pregunta mds general jqué sucede con las
ecuaciones que definen a la electrodindmica cuando se estd analizando un medio
material que se encuentra en movimiento?

Ahora bien, cuando una particula viaja con velocidad constante en el interior
de un medio pueden presentarse distintos efectos en los que se emite radiacion



electromagnética. Quizd el fendmeno mds conocido es el efecto Cherenkov, en
el cual se emite radiacién si la velocidad de la carga es mayor que la velocidad
de fase de la luz en dicho medio. Otro efecto que puede presentarse es el de
radiacién de transicion, en la cual, independientemente del valor de la velocidad
de la particula, si ésta cruza la frontera entre dos medios, o bien si el medio en el
cual viaja es inhomogeneo, se emite radiacién electromagnética. Estos dos efectos
tienen una gran aplicacién en la fisica de altas energfas, en donde son utilizados
en el diseno y desarrollo de detectores de particulas, y en la astronomia cuando
se estudian los efectos desencadenados por el paso de rayos césmicos a través de
la atmosfera.terrestre. En particular, la radiacién de transicién ha sido estudiada,
teoricamente, utilizando diversas aproximaciones [2, 13, 14]. El hecho de que en
este fendmeno la carga se mueve a velocidad constante hacia una frontera, sugiere
el que pueden obtenerse los mismos resultados si se considera a la particula estdtica
y a la frontera moviéndose hacia la particula con velocidad constante. Asi pues,
el andlis de este fenémeno asf como el estudio de los campos generados cuando se
tienen medios en movimiento, requieren el conocer las modificaciones que se deben
hacer a las condiciones de frontera para el caso en que éstas estdn en movimiento.
Tomando en cuenta la falta de reportes donde éste tema se discuta con suficiente
claridad, se planteé este trabajo en el que se pretende lo siguiente:

En el capitulo 1, obtener y discutir de manera detallada las condiciones a la
frontera para el caso en el que ésta permanece estdtica, haciendo énfasis en los
conceptos fisicos y las aproximaciones utilizadas.

Posteriormente, en el capitulo 2 se presentan las modificaciones a las condi-
ciones a la frontera cuando ésta ya no estd fija sino que se desplaza con velocidad
uniforme. Las nuevas condiciones a la frontera se obtienen, haciendo énfasis en el
método usado asf como las consideraciones fisicas y matemdticas mas relevantes,
de la misma manera que en el caso estédtico pero considerando ahora que la fron-
tera barre en su movimiento el circuito y la superficie gaussiana elegidas para
realizar el cdlculo. f

En el capitulo 3, se obtienen las condiciones a la frontera desde el punto de
vista de la Teoria de la Relatividad Especial. Este ultimo método muestra como
a menudo el uso de las técnicas de la relatividad especial simplifican la solucién
de problemas de electromagnetismo. Cabe mencionar que la aplicacién directa
de la relatividad especial a medios materiales en movimiento lleva a resultados
interesantes que no suelen ser discutidos con suficiente detalle en la bibliograffa
usual.

Finalmente, para mostrar la aplicacién de las nuevas condiciones a la frontera



para medios dieléctricos que se encuentran en movimiento, en el capftulo 4 se
presenta la solucién un problema especifico. Se calcula el campo electromagnético
generado por una esfera dieléctrica que gira, con velocidad uniforme, dentro de
otro medio dieléctrico en presencia de un campo eléctrico uniforme externo.

Los resultados obtenidos en este trabajo permiten mostrar claramente no sélo
las ventajas que tiene la aplicacién de la relatividad especial en problemas en
los que se tiene que alguno de los componentes del sistema se mueve uniforme-
mente y la importancia de la discusién de las modificaciones que deben hacerse
a las condiciones a la frontera para el campo electromagnético cuando se tienen
fronteras en movimiento. Aunque el problema de una esfera dieléctrica estdtica
inmersa en otro medio en presencia de un campo eléctrico uniforme externo ha
sido ampliamente estudiado [15-18], el andlisis del problema cuando la esfera rota
con velocidad uniforme permite no sélo aplicar las nuevas condiciones estudiadas
sino también demostrar explicitamente que el movimiento del dieléctrico da lugar
a la generacién de un campo eléctrico andlogo al caso estédtico pero acompanado
de un campo magnético cuadrupolar. Los resultados obtenidos se reducen a los
resultados para el caso estédtico en el limite en que se toma una velocidad de
rotacion nula.



1. LAS ECUACIONES DE MAXWELL Y LAS
CONDICIONES A LA FRONTERA PARA EL
CASO DE MEDIOS ESTATICOS

Las ecuaciones Maxwell son un sistema de ecuaciones que permiten determinar el
campo eléctrico y magnético generados por distribuciones de carga o corriente. Las
leyes expresadas por estas ecuaciones muestran en forma clara que la electricidad
y el magnetismo no son dos manifestaciones independientes, sino que constituyen
un solo fenémeno fisico: el electromagnetismo.

Una de las grandes contribuciones de James Clerk Maxwell fue integrar en
estas ecuaciones los resultados experimentales obtenidos por Coulomb, Gauss,
Ampeére, Faraday, Lenz, Henry y otros, logrando con ello precisar el concepto de
campo e introduciendo el concepto de corriente de desplazamiento. Pero quizd, su
mayor contribucién haya sido el demostrar que de estas ecuaciones se desprende la
existencia de ondas electromagnéticas que en el vacfo se propagan con velocidad
¢, donde el valor numérico de esta cantidad coincide con el valor de la velocidad
de la luz. Asi pues, Maxwell identificé a la luz con una onda electromagnética,
incluyendo asf a la 6ptica en el electromagnetismo y dando origen al desarrollo de
la inmensa gama de aplicaciones, tedricas y tecnoldgicas, que hoy tiene la llamada
radiacion electromagnética.

No se debe olvidar, que las ecuaciones del campo electromagnético tienen una
estrecha relacién con la Teorfa de la Relatividad Especial. De hecho, el origen de
la Teoria Especial de la Relatividad radica en el electromagnetismo.

Como se menciona, cuando se especifican las densidades de carga y de corriente,
las ecuaciones de Maxwell permiten calcular el campo electromagnético que estas
generan en cualquier punto del espacio. En el vacio, estos puntos son lugares
en donde las propiedades eléctricas y magnéticas no cambian en las vecindades
cercanas. Sin embargo, cuando se considera que la densidad de carga y la de
corriente se encuentran en el interior de un medio material la situacién cambia
drasticamente debido a que la materia estd constituida por particulas cargadas.



Si ademds el sistema bajo estudio estd constituido por més de un tipo de medio
material, se debe de poner especial cuidado en los puntos en los que estos coinciden,
es decir, se debe estudiar lo que sucede en la frontera o interfase.

Es de esperar que diferentes clases de materia tengan “propiedades electromag-
néticas” diferentes de tal forma que los campos eléctrico y magnético cambien
abruptamente a medida que se cruza la superficie de separacién entre distintos
medios. Asi pues, resulta fundamental conocer cuales serdn estos cambios, para lo
cual se utilizard lo que a menudo recibe el nombre de “condiciones a la frontera”.

En este capitulo se presentan las ecuaciones de Maxwell, tanto en su forma
diferencial como la integral, haciendo énfasis en los conceptos fisicos involucrados
para posteriormente, a partir de ellas, obtener las condiciones a la frontera, en el
caso en que ésta permanece estdtica.

1.1. Las ecuaciones de Maxwell en su forma diferencial

A lo largo de todo este trabajo se considerara el caso particular en que los medios
materiales bajo estudio son isotrépicos, homogéneos y lineales, de forma que la per-
mitividad dieléctrica € y la permeabilidad magnética p se consideran constantes.
Los campos D y H se relacionan con E y B a través de las expresiones:

D =¢E, B'= uH,

conocidas como ecuaciones constitutivas.
Vale la pena mencionar que en el capitulo 3 de este trabajo se demostrard que
estas expresiones se ven modificadas cuando el medio se encuentra en movimiento.
Cuando se tienen varias cargas eléctricas distribuidas homogeneamente en un
volumen se define a la densidad volumétrica de carga p como la carga por unidad
de volumen. En general, la carga eléctrica dg en un elemento de volumen dV se

escribe como y
dg = p(r)dvV,

donde la densidad de carga es una funcién de la posicién, p(r), ya que puede
variar de un punto a otro.

Puesto que en general las partfculas cargadas estdn en movimiento, existe un
transporte de carga eléctrica. La cantidad de carga que pasa a través de un drea A
por unidad de tiempo se denomina corriente eléctrica y estd dada por la expresién:

I=/J-ada,
A



donde el vector J, conocido como densidad superficial de corriente, es paralelo a
la velocidad media de las cargas v estd dado por

J(r,t) = pv.

En esta expresion v es la velocidad media de las cargas en el volumen dV' y tanto
la densidad de carga p (r) como la densidad de corriente J (r) desemperian el papel
de fuentes del campo electromagnético, aunque se debe mencionar que a partir
de las ecuaciones de Maxwell es posible demostrar que puede existir un campo
electromagnético en ausencia de fuentes, las conocidas ondas electromagnéticas.
A continuacién se enunciardn las ecuaciones de Maxwell en su forma difer-
encial, describiéndo de manera répida sus propiedades, para posteriormente, al
escribirlas en su forma integral, hacer una descripcion mds detallada sobre su
significado fisico asi como algunas de sus caracteristicas mds importantes.

1.1.1. La ley de Gauss eléctrica

La primera ecuacién, conocida como la Ley de Gauss, es bdsica en el estudio de
la electrostdtica y depende de que:

i) La fuerza entre particulas cargadas sea inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia de separacién entre las cargas.

ii) La fuerza entre partfculas cargadas es de naturaleza central.

iii) La interaccién de una partfcula cargada con un grupo de cargas es la super-
posicién lineal de la interaccién entre la particula cargada y cada una de las otras
cargas.

Debe mencionarse que la Ley de Gauss siempre es vélida, mientras que la ley
de Coulomb, que establece que la fuerza que ejerce una particula con carga g sobre
una particula con carga ¢’ es tal que (figura 1):

1) la linea de accién de la fuerza entre las cargas es T, donde r es el vector que va
de una carga a la otra, "

2) es directamente proporcional a la intensidad de las cargas q y ¢/,

3) es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia de separacién entre
las cargas,



Figura 1

tiene restricciones importantes: el tamano de las cargas debe de ser mucho
menor que la distancia de separacion entre ellas y las particulas cargadas deben
estar en reposo.
Teniendo en mente estas restricciones la Ley de Coulomb se escribe de la
siguiente manera
!
F= ks,
r
donde T es un vector unitario en la direccién de r y k es una constante de pro-
porcionalidad que en el sistema de unidades c.g.s. toma el valor £ = 1, con lo
cual ,
F=25
r
El campo eléctrico generado por la carga puntual g, suele definirse en términos
de una fuerza de “accién distancia” como:

v

E = lim —,
q—0 ¢
0 bien g
E(I‘) = —2?
r

Si se tiene un sistema de particulas cargadas puntuales ¢; con ¢ = 1,2,3, .., el
campo eléctrico total en la posicién r es

EM=Z%&

(4



donde r; = r}—r es el vector unitario que va de la carga ¢; al punto de observacién.
Si se tiene un gran nimero de cargas descritas a través de la distribucion de carga
p(r'), el campo eléctrico generado se escribe como:

B0)= [ o) Zar = [ p(0)¥ (7) i

Si se calcula la divergencia de ambos lados de esta igualdad se obtiene que

v-E=—/Vp(r')v2 (%) &
% (%) _ V2 (|r,1_r|) sl =]

con 6 (r) la funcién Delta de Dirac, esta dltima ecuacién puede reescribirse como

Puesto que [19]

V-E=4w/p(r’)6(r’—r)dr"

lo que usando las propiedades de la funcién Delta de Dirac [20-22] lleva directa-
mente a que:
V. -E=4mp(r).

Para medios materiales la ley de Gauss se escribe como
V-D=4np(r), (1.1)

donde ahora p (r) corresponde a la distribucién macroscépica de carga libre que
se encuentre en el medio. y

1.1.2, La ley de Gauss magnética

En 1819, poco tiempo después de que Oersted descubriera que la aguja de una
brijula se desviaba a causa de la presencia de un hilo conductor por el que circu-
laba una corriente, Jean Baptiste Biot y Félix Savart observaron que un alambre
conductor de corriente ejerce una fuerza sobre un imén [23]. De sus resultados
experimentales, Biot y Savart fueron capaces de llegar a una expresién de la que



se obtiene el campo magnético en un punto dado del espacio en términos de la cor-
riente que produce el campo. La ley de Biot y Savart establece que si un alambre
conduce una corriente constante I y dl es un elemento de longitud del alambre,
apuntando en la direccién del flujo de corriente, el campo magnético dB en un
punto P estd dado por la expresion:

(dl x r)
r3

dB=lI
c

donde r es el vector que va del elemento dl al punto de observacién (Figura 2) P

Figura 2

Obsérvese que aunque se presentan rasgos similares entre la ley de Biot y Savart
y la ley de Coulomb de la electrostédtica (un elemento de corriente Idl produce un
campo magnético, mientras que una carga puntual g produce un campo eléctrico
y la magnitud del campo magnético es inversamente proporcional al cuadrado de
la distancia), el cardcter vectorial es muy diferente. El campo eléctrico generado
por una carga puntual es radial, mientras que el campo magnético generado por
un elemento de corriente es perpendicular tanto a dl como a r.

El campo magnético total B generado por un alambre conductor, de tamano
finito, por el que circula una corriente I se obtiene sumando las contribuciones de
todos los elementos de corriente /dl que constituyen el conductor. Esto es,

B(:-):éf;r( )x—dr ——/J xv( )dr



donde la integral se evalia sobre todo el conductor. Esta expresién debe calcularse
con especial cuidado puesto que el integrando es una cantidad vectorial.

Si obtenemos la divergencia de ambos lados de la igualdad de la tiltima ecuacién
y utilizamos identidades vectoriales obtenemos

V-B(r)z—%V-/J(r’)xV(%)dr’z

oY) s frfo o (e

ya que J depende de r’ y no de r, y por consiguiente V x J(r') = 0; y a que
V x V (1) = 0, el rotacional del gradiente de una funcién es cero [24].

Asf pues, se obtuvo la segunda ecuacién de Maxwell que se le llamard ley
de Gauss magnética, la cual establece que el flujo de la intensidad del campo
magnético para cualquier superficie cerrada es cero, lo que también se interpreta
como la no existencia de monopolos magnéticos:

V. B(r)=0 (1.2)

Nétese que en las ecuaciones anteriores no se ha utilizado el factor tiempo.
Cuando se incluye la dependencia temporal, lo que parecian dos teorfas indepen-
dientes, electrostédtica y magnetostética, dan lugar a una teorfa tinica conocida
bajo el nombre de electrodindmica clésica.

1.1.3. La Ley de Faraday y la Ley de Ampére

Las dos ecuaciones de Maxwell que faltan por enunciar se basan en tres factores
empiricamente establecidos:

1. La carga eléctrica es una cantidad que se conserva y la corriente es un
transporte de carga. Este hecho se plasma en la ecuacion de continuidad -esto se
expondrd mds adelante- y, como una consecuencia, en la corriente de desplaza-
miento de Maxwell.

2. Una corriente genera un campo magnético.

3. Un cambio en el flujo magnético a través de un circuito cerrado inducird
una fem (fuerza electromotriz), relacionada con un campo eléctrico.

La tercera ecuacién de Maxwell es la ley de induccién de Faraday-Lenz-Henry:

VxE=-=-— (1.3)



mientras que la cuarta, conocida como la ley de Ampere-Maxwell se escribe como:

19D
YiH= J T (1.4)
Las ecuaciones de Maxwell, expresiones (1.1), (1.2), (1.3) y (1.4) son ecuaciones
diferenciales acopladas. Si se conocen las fuentes se puede calcular el campo
electromagnético que generan, o bien, si se conoce el campo electromagnético se
pueden encontrar las fuentes que lo generan. Al ser ecuaciones lineales se tendrd
que la suma de soluciones es también solucién, lo que se conoce como principio
de superposicién. Por otro lado, el campo electromagnético existe como un todo
tinico descrito por E y B, ya que de las ecuaciones de Maxwell se observa que la
variacion tempdral de uno lleva a la aparicién del otro.
Ahora bien, la corriente se define como

1) =-22,

por lo que en términos de la densidad de corriente

j{J da————/ dV = fa"’dv

Sustituyendo el Teorema de Gauss [25]

jth-da:/V-JdV
S

en la expresion anterior se tiene

dp B
/(V ‘Hat) dv =0,

de donde se desprende que v’

dp
3t +V-J=0, (1.5)
conocida como la ecuacién de continuidad y garantiza la conservacién de la carga
eléctrica.
Al describir la dindmica de particulas cargadas en presencia de un campo

electromagnético externo se debe incluir a la conocida Fuerza de Lorentz

F=gq (E+%v % B) : (1.6)

1



Estas ecuaciones se pueden escribir en su forma integral con la ayuda del
teorema de Gauss y el teorema de Stokes.

Ahora bien, si se considera una regién en la que no se tienen fuentes, esto es
p=10,J =0, al desacoplar las ecuaciones de Maxwell sse obtienen las ecuaciones

de onda L 8
2
(v _E@) E=0, (1.7)
s 1 8

cuyas soluciones: |
E (I‘, t) = Clez(k—r—wt) + Cgehl(k'rﬁ“’t):

B (I‘, t) = C3ei(k'r*“’t) 3 Cde—i(k.r_wt),

con E-B = 0, representan lo que se conoce como ondas electromagnéticas, un
campo eléctrico y uno magnético propagdndose periédicamente en el espacio.

Por 1ltimo, si en un punto del espacio hay campos, tanto eléctricos como
magnéticos, entonces en ese punto hay energfa. Esto es, el campo electromagnético
contiene energfa y si el campo electromagnético se propaga de un punto del espacio
a otro, como en una onda electromagnética, entonces hay propagacién de energia
El flujo de energia S estd dado por

S="ExH
4

donde S es el vector de Ponyting. La direccién de este vector es perpendicular
tanto a E como a H, por lo que S es perpendicular al plano que los contiene,
es decir, la direccién de S es la misma que la de propagacién de la onda. A la
generacién de campos electromagnéticos en forma de ondas se le conoce como
radiacion electromagnética.

1.2. Las ecuaciones de Maxwell en su forma integral

Mediante dos teoremas del cédlculo integral en varias variables, llamados Teorema
de Gauss y Teorema de Stokes [26] se obtiene la forma integral de las ecuaciones
de Maxwell.

El Teorema de Gauss o Teorema de la Divergencia establece que para cualquier
campo vectorial G bien definido, en un volumen V' rodeado por una superficie

12



cerrada S

fV-G dV=fG-ﬁ da,
S

donde n es un vector normal a S.

Por su parte, el Teorema de Stokes establece que si G es un campo vectorial
bien definido, S es una superficie abierta arbitraria, positivamente orientada, y C'
una curva cerrada frontera de S

f(VxG)-ﬁdazng-dl,
: G

donde dl es un elemento de C' y 1 es un vector normal a S.
Al integrar la ecuacién (1.1) en un volumen V' se tiene

/V-DdV=4ﬂ'fpdV.
v v

Aplicando el Teorema de Gauss,

/V-Ddej{D-fida,
K

al lado derecho de esta ecuacién, se obtiene que

%D-ﬁdazéhr/pdv. (1.9)
v

Asi pues, la ley de Gauss eléctrica establece que el flujo del vector D a través
de una superficie cerrada es igual a 47 veces la carga libre total contenida en
el volumen limitado por dicha superficie. Esta expresién permite calcular, para
problemas con simetrfa, el campo eléctrico generado por una distribucién de carga.
De ella podemos ademés deducir, en el vacio, que en el interior de un conductor
el campo eléctrico debe anularse.

De forma similar, si se integra la ecuacién (1.2) en un volumen V

fV-BdV=O
v

y se aplica el Teorema de Gauss,

/V-BdV=fB-ﬁda,
v

13



se tiene que

fB-ﬁda=0. (1.10)

Esto es, el flujo de campo magnético a través de una superficie cerrada cualquiera
es nulo, lo que implica la inexistencia del monopolo magnético.
Si ahora integramos la ecuacién (1.4) sobre una superficie abierta denotada

por S’
N 4 10D]| _
v . = [ By 2225t
/( x H) -n da /SI[CJ—!—CE] n' da

y se aplica el teorema de Stokes se obtiene

j{H- dl=/ [4_1rJ+_]._B_Q] -1’ da, (1.11)
" E: c Ot

lo que indica que la circulacién de H a lo largo de un contorno cualquiera es igual
a la suma de la corriente y de la corriente de desplazamiento que atraviesa la
superficie limitada por dicho contorno. Observese ademds que de esta ecuacion
es posible vislumbrar que si D varfa temporalmente se genera un campo H. O
bien, en el vacio, la variacién temporal del campo eléctrico E genera un campo
magnético B.

Finalmente, si se integra la ecuacién (1.3) sobre una superficie S’

= 1 aB\ .
,/S(VXE)-nda——E]SS(E)-n da

y se utiliza el Teorema de Stokes,

/S(VXE)-ﬁda=j£E‘-dl, (1.12)

c?

1 0B
vdl = == — | -1’ da. 1.13
%E dl c/,(at) n' da (1.13)
C

A la integral de un vector a lo largo de un contorno cerrado, o integral de linea, se
le llama circulacién del vector. A la circulacion del campo eléctrico se le denomina
“fuerza electromotriz”, aunque no es una fuerza y tiene unidades de diferencia de
potencial, es decir energia por unidad de carga. La ley de induccién de Faraday

se obtiene
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establece que el cambio del flujo de campo magnético a través de un circuito
cerrado induce un campo eléctrico alrededor del circuito, cuya integral de linea es
la fuerza electromotriz, la cual genera, de acuerdo con la ley de Ohm, la circulacién
de una corriente. Observemos que ahora es claro que un campo magnético que
cambia con el tiempo genera un campo eléctrico.

1.3. Condiciones a la frontera sobre el campo electromag-
nético cuando se tienen fronteras estdticas

Las ecuaciones de Maxwell permiten calcular el campo electromagnético para cada
punto del espacio cuando éste se encuentra lleno con un medio material caracter-
izado por las propiedades (e, u, o). Ahora bien, considerando que en lugar de un
solo medio, el sistema bajo estudio se encuentra constituido por dos o mas medios
materiales con distintas propiedades electromagnéticas, se puede esperar que los
campos cambien drasticamente de un punto a otro del espacio. En particular, es
de gran interés saber que sucede con los campos en los puntos que se encuentran
sobre la frontera o interfase entre los distintos medios, es decir las condiciones a
la frontera. En la literatura [1-7] se encuentran muchos ejemplos en los que se
aplican estas condiciones para calcular el campo electromagnético.

En esta seccién del trabajo se mostrardn las condiciones a la frontera que
habrdn de satisfacerse considerando que los medios que constituyen el sistema
se encuentran en reposo. Posteriormente, en el capitulo 2, se obtendrdn dichas
condiciones en su expresién mds general cuando se considera que la frontera puede
encontrarse en movimiento.

Considerando a la frontera entre dos medios homogéneos, lineales, isotrépicos,
caracterizados por las constantes dieléctricas €; y £, respectivamente,. se denotard
al medio caracterizado por €; simplemente como medio 1 y los vectores de campo
en ese medio como E; By, D; y H;, mientras que al medio caracterizado por &;
se le denominard medio 2 y los vectores de campo’en ese medio serdn Ey By, D,
Yy Hg.

Si se define

47r/ p dV = 4ngq,
v

con ¢ la carga total encerrada por el volumen V| se puede escribir a la forma
integral de la ley de Gauss como

fD . fi da = 477'(1[;1,,-8. (1]4)
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Para ver lo que sucede con el vector D, al pasar de un lado a otro de la interfase
o frontera, se considera un pequeno cilindro recto como el de la figura 3. El eje del
cilindro apunta en la direccién normal a la frontera, Al corresponde a la altura
del cilindro y Aa; = Aa-n; y Aay, = Aay - np representan el drea de las tapas,
respectivamente.

.E2| BZ
D2 H,

Figura 3
Considerando que este cilindro es tan pequeno que las tapas se encuentran
casi pegadas a la frontera, lo cual serfa equivalente a decir que Al — 0, el flujo

a través de la superficie lateral del cilindro serd casi cero, de forma que solo hay
contribuciones al flujo debido a las tapas. Asf que,

tapa2

fD'ﬁda= Dl'ﬁ] dG1+ Dg'ﬁgdag.
S tapal

Ahora bien, ya que las tapas son muy pequenas, se puede considerar que sobre
ellas el vector D es homogéneo, de forma que

tapa2

}(D-ﬁda=D1-ﬁ1/ da1+Dg-ﬁg/ das = (Dy - 1) Aay + (Ds - i) Aay
tapal
5

De la figura 3, se puede escribir Aa; = Aa; = Aa y definirn; = —nyn; =n
. con i un vector normal a la frontera apuntando del medio 1 al medio 2, por lo
que

}gD-ﬁda:Dg-ﬁAa—Dl-ﬁAa,
S
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es decir
j{D.ﬁda:[(ng_Dl)-ﬁ]Aa
g

De acuerdo con la ecuacién (1.14), esta integral debe ser proporcional a la
carga libre encerrada por este pequeno cilindro. Si el cilindro tiene una altura Al
tendremos que, en términos de la densidad de carga, esta carga estd dada por

q = pAV = pAlAa.

Ahora bien, ya que se estd considerando el limite Al — 0, se puede reemplazar al
producto pAl por una densidad superficial o de carga libre. Asf que

q=ocla
y de la ecuacién (1.14)
(Dy — Dy) - n] Aa = 4roAa,
de donde
(Dy — D,) - n = 47o. (1.15)

Esto significa que la componente normal del campo D presenta una discontinuidad
cuando se cruza la frontera, la cual estd dada por un factor de 47 veces la densidad
superficial de carga libre sobre ésta.

Andlogamente se puede calcular el flujo de campo magnético a través de este
pequernio cilindro haciendo uso de la ecuacién (1.6)

%Bﬁdazf Bl-ﬁlda1+[ Bg'ﬁgdagz.
4 tapal tapa2

=(B1'51+B2'ﬁg) Aa=
= [(By. —By) - @] Aa=0
o0 bien

Es decir, en la frontera la componente normal del campo magnético es continua.
Ahora bien, solo se ha mostrado lo que sucede con la componente normal de
D y B y para definir completamente a estos vectores, también se debe decir que
sucede con su componente tangencial. Para estudiar que pasa con esta compo-
nente, se considera un circuito rectangular como el que se muestra la figura 4.
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Considerando que los extremos del circuito, que se denotard por C, tienen una
longitud Ah extremadamente pequena de forma que se tenga Ah — 0.
De la figura 4 se puede ver que

n=nxt,
t=1n'xn,
n=txn

“Eg = :E Y '/El = —E,
donde n denota el vector normal a la frontera que apunta del medio 1 al medio 2;
n’ denota al vector normal al circuito C, & y % corresponden a los vectores de
trayectoria a lo largo de los lados superiores del circuito y t al vector tangente a
la superficie.
En el limite Ah — 0, se tiene que

j{E-dlz/ E.d1+/' E.d.
C ladel lado?2

Ya que el circuito C' es muy pequeno se puede considerar que aunque el campo
puede tener una dependencia espacial, a lo largo de ese pequeno circuito el campo
eléctrico es homogéneo por lo que

j{E-cn:El-/ d1+Eg-/ dl =
C ladol lado2
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=E, -t Al+E; -ty Al=
= (E; — E;-)t Al
Sustituyendo a t por i’ x fi se tiene

j{E.m:(ﬁ'Xﬁ)-(Eg-El) Al
[

lo cual puede reescribirse como

j{E.cﬂ:”-[ﬁx (E; - E1)] Al (1.17)
C

al utilizar la identidad vectorial
(ﬁ’x ﬁ)-(EQ—E1)=ﬁ"[ﬁX (Eg—El)].

Por otro lado, para el segundo miembro de la ecuacién que describe a la Ley de
Faraday, el flujo de ( %?) a través de la superficie S encerrada por el circuito C'
estd dado por

oB\ ., 9dB _,
./.s(a) -1 da = o1 -n'AhAL. (1.18)
Sustituyendo las expresiones (1.17) y (1.18) en la ecuacién (1.13) se tiene
=y o 108
n'-[nx (E—E))]Al= ot 'AhAL
es decir: | /58
nx (EQ = El) = —E (a’) Ah.

¥

Dado que la frontera estd estdtica, se puede decir que la variacién del campo
magnético con respecto al tiempo en la pequena zona en la que colocamos nuestros
circuito infinitesimal es finita. Y como ademds el circuito es tal que Ah — 0, es
vilido tomar el lado derecho de esta 1ltima igualdad tendiendo a cero, por lo que

fi x (E; — By) =0, (1.19)

lo que significa que en la frontera, la componte tangencial del vector de campo
eléctrico E es continua.
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Para ver el comportamiento de las componentes tangenciales de H al cruzar
la frontera, se usard la expresién integral de la ley de Ampére,

10D  d4m_| _
}gH dl = f[c 6t . } n' da (1.20)

utilizando el mismo circuito C' de la figura 4.
El lado izquierdo de esta expresion se calcula andlogamente que como se hizo
para el campo eléctrico, obteniéndose como resultado

j{H .l =8 [ x (H; — Hy)] AL (1.21)

Mientras que, dado que el circuito es infinitesimalmente pequeno

19D  4n P 18D 4r o

por lo que de la ecuacién (1.20) se tiene

10D

i [f x (Hy — Hy)| Al = (cé‘t

%WJ) -n’'AhAl

0 bien

X (Hg = Hl) = (%% 47TJ) Ah.

De nuevo, ya que el circuito es muy pequeno y la frontera est4 fija, el cambio %t[—’
es finito y al considerar que Ah — 0, se puede aproximar

oD

—Ah—0. !

ot
Ahora bien, el término JAA puede escribirse en términos de una densidad superfi-
cial de corriente K, que fluye sobre la superficie de la frontera entre los dos medios
con lo cual

4
x (Hy — Hy) = %JAh

es decir,

fix (H, - Hy) = 4”1{ (1.22)
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donde se ha tomado en cuenta que la densidad de superficial de corriente K tiene
solo componentes paralelas a la superficie. N6tese que en la frontera, las compo-
nentes tangenciales de H experimentan una discontinuidad que es proporcional a
la densidad superficial de corriente.

Las ecuaciones (1.15), (1.16), (1.19) y (1.22) son el conjunto de condiciones
de frontera y son utilizadas para obtener el cambio en el campo electromagnético
cuando se tiene un sistema constituido por méds de un medio material. Ejemplos
de la aplicacién de estas condiciones pueden encontrarse en la literatura usual
de los cursos de electromagnetismo, en donde se hace énfasis por ejemplo en su
aplicacién en el estudio de la reflexién y refracciéon de ondas electromagnéticas
que viajando en un medio material inciden sobre la frontera que les conducird a
otro medio con distintas caracteristicas.

Debe notarse que en la mayorfa de estos ejemplos solo se analiza el caso en el
que la frontera est4 fija.
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2. CONDICIONES A LA FRONTERA PARA EL
CASO DINAMICO

Como ya se ha indicado, al obtener el campo electromagnético para todo punto del
espacio, para un sistema constituido por diferentes medios materiales, caracteri-
zados por £ v u, se debe considerar lo que sucede en los puntos que se encuentran
en la frontera. Las ecuaciones (1.15), (1.16), (1.19) y (1.22), determinan el com-
portamiento del campo electromagnético al cruzar esta interfase. Nétese que en
la deduccién de estas ecuaciones, realizada en el capitulo 1, se considerd que la
frontera entre los medios se mantiene fija como funcién del tiempo Sin embargo,
existen casos en los que la frontera se mueve dando origen a problemas que ante-
riormente no se presentaban, por ejemplo ;cémo se construyen al circuito C'y a
la superficie Gaussiana de forma que sean infinitesimales y que al mismo tiempo
contengan a los puntos de la interfase, que ahora se mueve?.

A continuacién se presentan las condiciones a la frontera para el caso particular
en que ésta se mueva con velocidad uniforme v = (Be¢. Estas nuevas ecuaciones se
obtendrén esencialmente de la misma manera a lo realizado para el caso estético.

2.1. La frontera en movimiento con velocidad uniforme

Para determinar las condiciones a la frontera para un sistema constituido por
dos medios lineales, homogéneos e isotrépicos, cuya frontera se estd desplazando
en la direccién z con una velocidad uniforme v. se utilizan un circuito C' y una
superficie gaussiana cilindrica S infinitesimales que se encuentran fijos con respecto
al sistema de referencia del laboratorio. En cierto instante de tiempo la interfase
pasa por C'y S para después continuar su camino (figuras 5a y 5b)
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Figura 5b

Al calcular las condiciones a la frontera para la componente normal de D y
la de B, ecuaciones (1.15) y (1.16), el lado derecho estas expresiones, en el cual
aparece la densidad superficial de carga libre sobre la frontera, no debe modificarse
si la frontera se encuentra en movimiento puesto que la carga es un invariante.
Asi pues, si la frontera se encuentra en movimiento, las condiciones (1.15) y (1.16)
conservan su forma. y!

Ahora bien, las condiciones a la frontera para la componente normal de E y
la de H, ecuaciones (1.13) y (1.22), deben de sufrir cambios. Esto se debe a que
la derivada temporal que se encuentra del lado derecho de ambas ecuaciones ya
no podrd aproximarse a cero puesto que la interfase, en su movimiento, barre el
circuito C, fijo en el sistema de laboratorio.

Por ejemplo, para el caso de la frontera estacionaria, %3 se aproxima a cero
va que al tomar Al — 0 se considera que el campo D sobre la superficie de ese
circuito tenfa la misma magnitud y no habfa cambio explicito en el tiempo. Para
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la frontera en movimiento, es de esperarse que para puntos muy cercanos a ella, el
campo tenga variaciones con respecto al tiempo. Recuérdese que lo que permanece
fijo con respecto al laboratorio es el circuito C' con el que se estd llevando a cabo
el cdlculo.

Para obtener la contribucién debida al movimiento de la frontera, se considera
un circuito cerrado C’, idéntico en forma y tamano a C, que se mueve junto con
la frontera. Desde el laboratorio, este circuito C” se mueve como una velocidad
constante v e instantdneamente coincide con el circuito original C. Sobre este
circuito, se calculard la integral

1 ~~
I:_/ (X(t),t)'nfdﬂ,,
¢ superficie de C' dt

donde se ha escrito explicitamente x (t) para enfatizar que la integracion se estd
realizando sobre una superficie en movimiento. Ahora si, al igual que en el caso
estdtico, cuando el drea de C’ se hace muy pequena tendremos que I — 0, esto es

1 dD

0:—/ — (x (t),t) -1’ da. 213
C T T dt ( () )

Ahora bien, la derivada total de D con respecto al tiempo, se puede expresar de
la siguiente manera

dD (z(8),y(t),2(),1) = ODdz 0Ddy . 0D dz " BD@ B

gt VYL RN = e T By dt T Bz dt | Ot dt

oD D oD oD oD
:(vxivy’vz)'(axsaysaz)‘}' ot —-(VV)D"FE
Es decir, ;
1dD v 16D
—— x(®),)= (= -V)D+_—.

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (2.1) y definiendo B = v/c se tiene

1dD _
/Eg-nfda—
. 10D _
f[(ﬁ-V)D]-nrda+fE§-n!da—O,
por lo que
%%_?.ﬁ; dam—/[(ﬁ'V)D]-ﬁf da. (2.2)
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Con la ayuda de la identidad vectorial
Vx(AxB)=A(V-B)-B(V-A)+(B-V)A-(A-V)B, (2.3)
se puede escribir
V x (8xD)=8(V-D)-D(V-8)+(D-V)B-(3-V)D.

Ya que 3 es un vector constante, puesto que la frontera se mueve uniformemente,
se tiene que la identidad queda

Vx(BxD)=p(V-D)-(8-V)D,
es decir
(B-V)D=8(V-D)-Vx (8 xD).

Sustituyendo este 1iltimo resultado en la ecuacién (2.2) se tiene:

: %—?-ﬁ’da:/[Vx(ﬁxD)—ﬁ(V-D)]-ﬁ'da.

Ahora bien, aplicando el Teorema de Stokes [26], al primer término del lado dere-
cho de la ecuacién (1.12)

f[Vx(ﬁxD)]-ﬁ’daz‘?g(ﬁxD)-dl,

Cf

se tiene que

1 D _ -
L[ & da:jﬁ(axD).dl-/[ﬁ(v.D)].n'da.
CJs Bt S
Cl

Lo cual representa la contribucién del movimiento de la frontera al cdlculo de
las condiciones a la frontera. Para calcular lo que sucede cuando se aplica éste
resultado en la ley de Ampére, considerando al circuito C' que cruza la frontera,
hay que sustituir esta dltima expresion en la ecuacién (1.13)

jt[H-dl=/[la—Q+4—wJ] -1 da =
C glc ot c
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:%(ﬁxD)-dl+[q(4§J—ﬂ(V-D))-ﬁ’da,

Cl
lo que puede escribirse como

éf[H—(ﬁxD)].dlzfs(%J—ﬁ(v.n)).ﬁrda_ (2.4)

Sustituyendo la ley de Gauss
V-D=dnp

y la definicién ¢3 = v, se tiene
f[H—ﬁxD]dl /(J—Vp -1’ da,
C}

lo que puede reescribirse como

%H-dl—f(ﬁxD)-dl::iT—r— (J —vp) -1’ da. (2.5)
ol ol

¢ Js

La integral de linea de H es independiente de 3 y se calcula como en la ecuacién
(1.21),

ijdl:ﬁ'-[ﬁ x (Hy — Hy)) Al.

Ya que B es un vector constante la segunda integral, también se calcula de manera
andloga a (1.21) para obtener

f(ﬁ x D)-dl=n"(nx [B x (D, —D,)]) Al'.
c’ 4
Por otro lado, el lado derecho de la ecuacién (2.4) se puede expresar como

47

() — )t o= 47”” (3 —vp)] - HARAL.
8

Asf pues, la ecuacién (2.5) queda
n-mx (H,—H)A'-n'- (0 x [8x (D,—Dy)]) Al' =
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4
= 7’” (T = vp)] - HAWAL,
Expresién que, al simplificarse conduce a que
nx[(Hy—H,)—[Bx(D:—Dy)]] =

- 4?“ (T = vp) AN

Debido a que el circuito C’ es tan pequenio que casi estd pegado a la frontera,
se puede aproximar JAR' — K y pAh’ — o, con K la densidad superficial de
corriente libre sobre la frontera y o la densidad superficial de carga libre sobre
ésta. Asi pues,

nx[(Hy —H;) —[B8x (D —Dy)]] =
4
= — (K- .
™ (K - vo)
Ahora bien, haciendo uso de la identidad vectorial
ax(bxc)=(a-c)b-(a-b)c (2.6)
el segundo término de la ecuacién anterior queda
nx [Bx (D —Dy)]=p[n-(D2—Dy)] - (D;—Dy)(n-B).
Con lo cual

ﬁ)((H2—H])-—ﬁ[ﬁ-(D2—D1)]+(D2'—DL)(ﬁ'ﬁ):

- (K —vo).
c
El término n - (D, — Dy), es la diferencia en las componentes normales de D,
y D;. Como se mencion6 al inicio de este capfitulo,raiin para el caso de la frontera
en movimiento, la discontinuidad en estas componentes conserva la forma de la
ecuacién (1.15),
(DQ = Dl) -n = 4no

y al sustituir esta expresion en la anterior
nx (Hy—H;)—4neB+ (D — D) (n-B) =

_47r

. (K —vo),
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simplificando queda finalmente

x (Hy — Hy) + (D —Dy) (0 B) =

=M (2.7)
c
Esta iltima expresién permite calcular, para una frontera en movimiento, la
discontinuidad en las componentes tangenciales del vector H en esa frontera. Es
importante senialar que esta discontinuidad depende de la densidad superficial de
corriente libre en la frontera as{ como del comportamiento del vector D y del
movimiento de la frontera.
Ahora, de manera similar, se procede a encontrar la nueva condicién a la
frontera, en movimiento, para el campo eléctrico.
Aplicando la ley de Faraday al circuito C”,

f E-dl' = f (6]3) -n'da.
' ot

Nuevamente, como en el caso anterior, la derivada parcial del campo magnético
con respecto al tiempo no puede aproximarse a cero. Cambiando D por B en el
calculo que se acaba de mostrar, se tendra

5 Wda= [1Vx(8xB)-B(V-B) & da

la cual se reduce a

1 %?."’dazf[Vx(ﬂxB)]-ﬁ'da,

c

yvaque V-B = 0.
Aplicando el Teorema de Stokes [26] podemos’ escrlblr simplemente

%f (%B) & da:jg(ﬂxB)-dr.

Cf

Entonces, sustituyendo este resultado en la ley de Faraday se tiene que
j£ E-dl=—-¢. (B xB)-dl,
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o bien
j{(E+(5 < B)) - dl' =0.
o
Nuevamente, la integral se resuelve como en (1.21) y debido a que en la integral
anterior 3 es un vector constante se obtiene que

j{(EJr (BxB))-dl =& - [fi x (B, — Ey)] Al'+
)
+n’ - [0 x [B x (B; — By)]]Al' =0.

En consecuencia, después de suprimir a i’
nix(E;—E)+0x[8x(By—B;)=0.
Con la ayuda de la identidad vectorial (2.6) se obtiene simplemente
nx(Ey,—E))—-(n-8)(B;—B,;) =0,

la cual es la expresién que permite calcular la discontinuidad de las componentes
normales del campo eléctrico E, cuando se cruza la frontera en movimiento entre
dos medios. Nétese que ahora esta discontinuidad depende de lo que suceda con
el campo magnético y el movimiento de la frontera.

Asf pues, para el caso en el que la frontera entre dos medios se encuentra en
movimiento con una velocidad constante 3, las condiciones a la frontera toman la
forma:

(Dy — D,) - 1 = 470, (2.8)

(B2 —B,y)-n=0, (2.9)
nx(Hy—H)+(D;—D))(n-B8) =

_ 4?”1{ (2.10)

nx (E;—E;)—(n-83)(B:—B,)=0. (2.11)

Se han calculado de manera anéloga al caso estético, las nuevas condiciones a la
frontera para cuando esta se encuentra en movimiento uniforme haciendo uso de un
circuito que se encuentra en reposo con respecto a la frontera. Este es un problema
que puede ser analizado con la Teorfa de la Relatividad Especial por lo que se
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espera poder encontrar estas mismas condiciones si se aplican a las condiciones a
la frontera las Transformaciones de Lorentz para el campo electromagnético. Este
método serd discutido en el siguiente capitulo, demostrando con ello que muchas
veces el uso de la Teorfa Especial de la Relatividad permite simplificar el cdlculo;
sobre todo en problemas en los que parte del sistema se encuentra en movimiento
uniforme.

A manera de resumen, las condiciones a la frontera son:

Caso estatico Caso dindmico
(D; — Dy) -0 =dmo (D — Dy) -1 =4dno
(BQ—B1)°ﬁ=0 (BQ—B1)'ﬁ=0
ﬁX(EQ—E]')ZO ﬁX(Eg—El)—(ﬁ’B)(BQ—Bl)ZO
ﬁX(Hg'—'Hl)=iCEK ﬁx Hg—Hl)‘!‘(DQ-Dl)(ﬁ'ﬁ):%K
(2.12)

las cuales en el caso de que no se tenga una densidad superficial de carga libre ni
una corriente superficial sobre la frontera se reducen a las expresiones:

Caso estdtico Caso dindmico
(Dy—Dy) f=0 (D;—D;)-5=0
(BQ—Bl)'ﬁZO (Bg“Bl)ﬁzo
ﬁX(Eg—E1)=O ﬁX(Ez—El)—(ﬁ'ﬁ)(Bg—B1)=0
ﬁX(HQ*H1)=0 ﬁX(Hg—H1)+(D2—D1)(ﬁB):0
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3. LAS CONDICIONES A LA FRONTERA
DESDE EL PUNTO DE VISTA DE LA TEORIA
DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL.

A finales del siglo XIX y principios del XX, la fisica se enfrentaba a un problema:
aunque la mecdnica cldsica de Newton permanecia invariante ante las transforma-
ciones de Galileo, estas mismas transformaciones modificaban las ecuaciones de
Maxwell cuando se pasaba de un sistema de referencia inercial a otro. Algo estaba
mal y para corregirlo se pensé que habfa tres opciones: i) se debfan modificar las
transformaciones de Galileo y con ello las ecuaciones de Newton, ii) modificar las
ecuaciones de Maxwell 6 i) proponer la existencia de un sistema absoluto para
el electromagnetismo (el éter).

La necesidad de encontrar transformaciones ante las cuales las ecuaciones de
Maxwell no se modificaran y que al mismo tiempo fueran congruentes con la
segunda ley de Newton, llev6 a que en 1904, Lorentz demostrara que existe una
transformacién matemética —lo que posteriormente fue llamado transformaciones
de Lorentz- que deja invariante la forma de las ecuaciones de Maxwell siempre
y cuando no sélo se cambie la posicién de un punto, al pasar de un sistema
de referencia a otro, sino también el tiempo. Sin embargo, Lorentz solo habfa
propuesto estas ecuaciones, utilizando una gran cantidad de hipétesis, con el fin
de conseguir la invariancia de las ecuaciones de Maxwell en el vacio.

En 1905 Einstein propuso la Teorfa de la Relatividad Especial, cuyo primer
postulado, segiin el cual las leyes de la fisica son las mismas en todos los sistemas
inerciales, garantiza que las ecuaciones de Maxwell deben de tener la misma forma
en cualquier sistema de referencia inercial y que, por lo tanto, es imposible distin-
guir, a partir de experimentos electromagnéticos, un sistema de referencia inercial
de otro; esto es conocido como el primer postulado. Asf pues, para que este prin-
cipio de relatividad se cumpla, es necesario que las transformaciones de Lorentz
sean fisicamente validas; en consecuencia, el tiempo medido entre dos sucesos de-
pende del movimiento de quien lo mide. Einstein propuso ademés un segundo
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postulado en el que se establece que la velocidad de la luz en el espacio libre tiene
el mismo valor para todos los observadores, independientemente de su estado de
movimiento.

En este capftulo se obtendrin nuevamente las condiciones a la frontera para
medios dieléctricos en movimiento pero ahora desde el punto de vista de la Teorfa
Especial de la Relatividad por lo que se hard uso de las transformaciones de
Lorentz.

3.1. Transformaciones de Lorentz para el campo electro-
magnético

Antes de entrar de lleno a la obtencién de las condiciones a la frontera para un
observador en el sistema de referencia del laboratorio S, se hard un paréntesis
en el cual se obtendrdn las transformaciones de los campos eléctrico y magnético
utilizando las transformaciones de Lorentz. Debe mencionarse que primero se
estudiar4 el caso en el cual se trabaja en el vacio y por tanto solo se analizari el
comportamiento de los vectores E y B ante el cambio de sistema de referencia y
posteriormente se hard el andlisis del caso en el cual se tienen medios materiales.

Las transformaciones de Lorentz que relacionan las mediciones de un obser-
vador en un sistema de referencia inercial S’ con las realizadas por un observador
en un sistema de referencia inercial S, con respecto al cual se mueve con una
velocidad constante v, estdn dadas por las expresiones

' =~ (z—t),
Yy =y,
=2

con
2
y=(1-45)
y
B =uv/c
Mientras que para el caso de las velocidades, las transformaciones de Lorentz son
, Vg —
v, = ———
T 1-vY’
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-1 Yy

/
vy =1 ;

— Y
1 v
)
’ =1 z
v, ="y .
F4 = v
I —9%

En el vacio, un elemento de carga dg puede escribirse en términos de la densidad
de carga p como

dq = pdV.

Uno de los hechos bien conocidos es que la carga dgq es invariante ante las trans-
formaciones de Lorentz, aunque la densidad de carga p y el elemento de volumen
dV no lo sean por separado. Asi pues, pdV es un escalar pero el producto

pdVdzx"

es un cuadrivector ya que

2* = (—ek, 2,9,2) = (—et, Xx) ,
es el cuadrivector de posicién. En la notacién corta, se establece que los indices
griegos toman valores del 0 al 3, es decir K = 0, 1,2, 3; los indices romanos toman
valores de 1 a 3, fndices repetidos indican suma y se define z° = —ct, 2! = z,
?=yyz =z
Esta expresién puede reescribirse como
dz™

pc(dV)dz™ = p (dV) cgdt, (3.1)

pero como
(dV) edt = (dzdydz) cdt

es el elemento de volumen en el espacio de 4 dimensiones, el cual es ademds un es-
calar puesto que cada uno de sus componentes lo es, entonces el lado izquierdo de
la ecuacién (3.1) es un cuadrivector y por tanto pdz*/dt también es un cuadrivec-
tor cuyas componentes son [27]

(cp, pv) = (cp,J)

o bien,

J*= (cp,d) .
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Asf pues, la densidad de carga y la densidad de corriente corresponden a las
componentes de un cuadrivector.
Definiendo el cuadrivector de potencial

= (¢1 A):

cuyas componentes son ¢, el potencial escalar, v A, el potencial vectorial, en
términos de las cuales los campos E y B se escriben como

10A
E=—C Ve
B=W x A,

las ecuaciones de onda, expresiones (1.7) y (1.8), pueden escribirse de forma muy
compacta [27]

DA = -4£J i
c
donde [J es el operador D’Alembertiano definido como
1 8 9
La condicién de Lorentz
10¢
V-A+ =0
c ot

se rescribird en esta nueva notacién como

0. A" =0.
Se define al tensor antisimétrico de rango 2, llamado tensor de intensidad de
campo electromagnético [28] y'
aAm BAA A
I e Wi 1O, .
AT 9 dar 9 o Ay
cuyas componentes son explicitamente
0A;, OA
Fop=—a———=—=0"A,-0"A, =0
ox* Oz° ¢ ; ¢
F, KA = 3 Ak
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0p 10A,

__Y¢ 4 — _AlA 804 —
Foa = 9% o ot 0'Ay—0"A = E,,
dp 10A
Fu=-g,~cm =~ F4h-04h=5,
96 10A
Foae 22 _104: s34 _ 804, =
03 iy 0°Ag— 0"A3 = E.,
A 1 b
Fip = a@ . B &*A; - 9'A; = —B,,
¥ ¢ 0T
10A,
Fo=2 104 54 _o24,=-B,
dz ¢ Oy
F3 = 9z o Bz = 0°A3 — 0" A, = —B,,

es decir, en notacién matricial

0 Ex Ey EZ
| -E, 0 -B, B,
Fa=| "8 B o - | (3.2)

Y

-E, -B, B, 0

Para obtener el tensor contravariante F** solamente hay que cambiar E — —E
por lo que

0 —-E, -E;, -FE,

E. 0 -B, B,

By B, 0 -B;

E. -B, B 0

Estos campos E y B son elementos del tensor de segundo rango F** y corre-
sponden a los campos eléctrico y magnético medidos desde el sistema de referencia
S, el cual se encuentra en reposo con respecto al laboratorio. Si ahora se con-
sidera un sistema de referencia inercial S’, que se mueve con velocidad constante,
con respecto al sistema S, los valores del campo electromagnético en este nuevo
sistema pueden expresarse en términos de los valores medidos en S de acuerdo
con la expresion [29]

FA:A _

/K A
‘WA _ oz’ 0z'* s
Oz Oz~ °

que en notacién matricial puede escribirse como [29]

F =LFL.
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con L la matriz de transformacién de Lorentz definida como [30]

Y =0, Al ~8,
—~B, 1+ h;ﬁlﬁi (T_]gﬁ::ﬁ][ ;vﬂlgﬂmﬁi
8, (v-gﬂzﬁl 14 (-f_—lz)ﬁ (%lﬁ)ﬁi Be
—18, g:—;}ﬁ,ﬂ, ('r—lﬂ) I h;,slémi

L= (3.3)

y L 1a matriz transpuesta de L.

Si, como caso particular, se considera que el sistema 5" se desplaza a lo largo
del eje z, con una velocidad cf3, con respecto al sistema de referencia Sse tendra:
B.=%, B, = 0,'{32 =0, y por tanto

7 =1(F) 00
| 1@ v 00
0 0 10
0 0 01
y
7() ~3(2) 00
& | —q413 Y 00
= 0 0 10
0 0 01
Asf pues, en el sistema S’
F'n)s=
7 -v(3) 00 0 E E E Y
| -® v 00 _E, 0 -B, B, O
| o o0 10]|-E B 0 -B 0" 0
0 0 01 -E, -B, B, 0 0 0
0 PE(3-1) -1(Bi-(2)B) —v(E+()B)
_| vE(1-%) ?®E-E) 1(()E-B) 1(¢)E+B)
v(Ey— (%) B:) —v E,(%)+ B, 0 B
‘TE:;‘}' %‘By i Ez%-}"B.y Bx 0

-E. B, 0 =B
_E -B, B. 0
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Igualando término a término y asumiendo que v = (1 — ﬂQ)_]/ *yB = Y, se

encuentra la expresion explicita para la transformacién de Lorentz para el campo
electromagnético como:

E,=FE, (3.4)
E,=~(E,+ BB,), (3.5)
E.=~(E,+8B,), (3.6)

B, = B, (3.7)
B, =~ (B, + BE,), (3.8)
B, =~ (B, +BE,) . (3.9)

De manera andloga pueden encontrarse las transformaciones de los campos para
los casos en que el sistema primado se mueva hacia el sistema S a lo largo de
la direccién v, o la z, o cualquier direccién arbitraria, solo hay que considerar la
matriz L adecuada.

Si el sistema S’ se mueve con respecto al sistema S con una velocidad arbitraria
v, la transformacién de los campos eléctrico y magnético en el sistema primado,
pueden escribirse como [29]

; A _ .
E—v(E+l3><B)—,Y+1ﬁ(ﬁ E), (3.10)
i e
B_q(B—ﬁxE)~T+lﬁ(ﬁ-B). (3.11)

Estas 1ltimas transformaciones muestran que E y B no existen de manera inde-
pendiente, por lo que se hablard del campo electromagnético y no de dos campos
distintos, el eléctrico y el magnético.

Un campo eléctrico, o un campo magnético, en un sistema de referencia apare-
cerd como una, mezcla de campo eléctrico y magnético en otro sistema de refer-
encia. Aunque que existen ciertas restricciones como que por ejemplo, un campo
puramente electrostdtico en un sistema de referencia, no puede transformarse en
un campo puramente magnetostatico en otro.

Observemos que las transformaciones inversas

2

— - LA 2 i nl
E=7(E-fxB)- 188 E),
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2

B=y(B' +8xE)- B
7(B'+ 6 xE) - 156(8-B).
indican directamente que si en el sistema de referencia S’ no existe campo mag-
nético, esto es B’ = 0, en el sistema S ocurre que

2

_ o .
E=1E - 156(8-E),

B=+08xE.

En la literatura usual [5, 11, 14, 15, 31] se suele aplicar las transformaciones de
Lorentz a la solucién de problemas en los que el sistema bajo estudio se encuentra
en movimiento uniforme. Esta técnica muchas veces es méds sencilla de aplicar
que si se tratara de resolver las ecuaciones de Maxwell directamente. Un ejemplo
de esto lo constituye el cédlculo del campo electromagnético generado por una
particula puntual cargada que se mueve con velocidad constante con respecto al
sistema de laboratorio. En este problema se considera un segundo sistema de
referencia S’, moviéndose con la misma velocidad de la particula con respecto del
sistema en reposo y desde el cual ésta se encuentra en reposo. Asf pues, en este
sistema, propio de la particula, el campo electromagnético se reduce al campo
electrostédtico generado por una particula puntual. El campo generado por la
partfcula puntual en movimiento se obtiene al aplicar a éste las correspondientes
transformaciones de Lorentz.

3.2. Sobre las ecuaciones constitutivas en medios materiales
en movimiento

De las transformaciones de Lorentz se ha visto que el movimiento de un medio
implica la existencia del campo electromagnético. A diferencia del vacio, en donde
s6lo hace falta conocer el comportamiento de E y B, cuando se trabaja con medios
dieléctricos es necesario especificar otros vectores. Ademads definir a D y H tam-
bién hay que relacionar a estas dos cantidades con las anteriores.

En un medio material, sin cargas libres, las ecuaciones de Maxwell,

V:B=0
! 10B
VXE=———
c Ot
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pueden escribirse de la forma

0F " 0F;) " OF\,
dr* ~ Jdzn  Qz*
lo cual muestra su invariancia relativista. Esto quiere decir que estas ecuaciones
se pueden aplicar directamente ain a medios dieléctricos que se encuentran en
movimiento.
Ahora bien, se puede mostrar que las dos ecuaciones de Maxwell restantes,

0,

V:-D=0
d 10D
VxH=—-—-—,
c Ot

mantienen su forma en los medios en movimiento [31] aunque las ecuaciones con-
stitutiva, es decir las ecuaciones que relacionan a D con E y H con B ya no son
las mismas que en medios estaticos.

Para garantizar la invariancia de estas dos ecuaciones de Maxwell es necesario
que las componentes de los vectores D y H se transformen como las componentes
de un cuadritensor equivalente a Fyy, que se denota por Hyy y estd dado de la

forma:
0 & Dy I
-D, 0 =H, B,

Ho=\ _p m 0o -H |’
~Dy; =H; H, 0
0 =D, =D, =D,
ga_| D= 0 -H B

D, H (0 -=H

D, -H, H, 0
Nétese que el tensor Hyy tiene una estructura similar a Fyy solo que ahora en
lugar de E se utiliza D y en vez de tener B se tiene ahora H. Asi pues, de forma

completamente similar se puede demostrar que la transformacién de Lorentz para
los campos D y H debe de tener la forma

2

r_ _ _

D'=+4(D+8xH) ’Y+1ﬁ(ﬂ D), (3.12)
l__ 72 . 05

H =7 (H-BxD)-1-(-H) (3.13)
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En términos de este tensor la ley de Gauss y la ley de Faraday pueden escribirse
como

a HnA
dz
Ahora bien, si cuando el medio se encuentra estdtico las ecuaciones constitutivas
se escriben como

= 0.

D=cE, B=uH

;.como se verdn ahora desde el sistema de laboratorio las relaciones constitutivas
para un medio material en movimiento? ;serdn las mismas que para el caso
estédtico o se verdn modificadas debido al movimiento?

Consideremos el cuadrivector de velocidad del sistema de referencia ', visto
desde el sistema de laboratorio como

uh =

1 v
yi-% e/1-3)
Construyendo las siguientes cantidades

Frhy, =
0 —-Bx —Ey —E

1 E. 0 -B, B B
=T—=|5 B o -5 |bPa=Bs-h)=

1-a E. -B, B, 0

Y
1
= = (01 —ﬁ:cEIT_ByE'y}_ﬁZEZ) =
1-3
i .
-2 _(v-E=1(v-B
c 1—%; g
y
Hrr.}\u;\z
0 -D, -D, -D,
1 | D0 -H H |, . 4 ay_
- .-—“i-j Dy Hz 0 _Hm (1’ )6;5: 'By’ 6‘7) -
¢\D, -H, H 0
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1
= ———(0,-8,D%,-B, Dy, —B.D;) =

V1-%

obsérvese que la relacion

_ 7 _
= IC(O,V D)

H"uy, = eF*y, (3.14)

conduce directamente a que

Y v
—(0,v-D)=—-¢(0,v-E),
L(0,v-D)=2e(0,v E)
es decir
D =¢E, (3.15)

con lo que puede decirse que la expresién (3.14) es la representacién cuadrimen-
sional de la relacién constitutiva (3.15).
De forma similar se demuestra que la ecuacién

Fuzue + Fyug + Foous = p(Heovue + Hyuy + Heus) (3.16)
representa la generalizaciéon cuadridimensional de la ecuacién
B =uH (3:17)

De (3.14) y (3.16) se pueden obtener en notacién vectorial las nuevas relaciones
constitutivas, que relacionan a E, D, B y H, para medios materiales en movimiento
[32]

D+vxH/c=e(E+vxB/c),

B+Exv/ic=p(H+Dx v/c).

Estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones de Minkowski, quien las de-
dujo en 1908. Debe notarse que ahora estas relaciones son mds complicadas que
las que se tienen cuando el medio se encuentra en’reposo.

Si la velocidad con la que se mueve el medio es pequena comparada con la
velocidad de la luz, es decir si v/c € 1, se puede escribir, a primer orden, a las
ecuaciones de Minkowski como

D=cE+(ep—1)vxH/c (3.18)
B=pH+(ep—-1)E x v/c (3.19)

Estas ecuaciones, junto con las ecuaciones de Maxwell, constituyen la base de la
electrodindmica de medios materiales en movimiento uniforme.
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3.3. Condiciones a la frontera para el sistema de referencia

5

A continuacién se calculardn las condiciones a la frontera para la interfase entre
dos medios dieléctricos, homogéneos, lineales, isotrépicos y no dispersivos, tales
que el movimiento de uno de los medios hace que se vea que la frontera se encuentra
en movimiento uniforme como se muestra en la figura 6.

Figura 6

Se considerard que la frontera se mueve con una velocidad v = B¢, con respecto
al sistema de referencia del laboratorio, al cual se denota como sistema S. El
sistema de referencia inercial S’ es tal que se mueve con respecto a S con una
velocidad v = Bc igual que la frontera. Un observador situado en S’ verd que
la frontera se encuentra estdtica (figura 7). El problema ahora es calcular las
condiciones a la frontera haciendo uso de la Teorfa Especial de la Relatividad y
de las condiciones a la frontera para medios que se encuentran en reposo.
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Para un observador en S’ que se estd moviendo junto con el medio, verd a la
frontera estdtica por lo que las condiciones a la frontera en S serdn las mismas que
las encontradas en las ecuaciones (1.15), (1.16), (1.19) y (1.22). Es decir, desde el
sistema S’ se tendrd que:

(D}, — D) - & = dno’, (3.20)
(B, —B,) - =0, (3.21)

& x (Ej— E|) =0, (3.22)
& x (H, — H) = '%’”K (3.23)

donde D', E', B’ y H', son los campos medidos desde este sistema de referencia
S’y 1’ es el vector normal a la frontera vista desde S’.

Ahora bien, el vector normal a la frontera, n’, apunta en la misma direccién
que el vector 8 que describe la velocidad del sistema S’ con respecto al sistema de
laboratorio. El vector normal a la superficie visto desde el sistema de laboratorio
lo denotaremos por n y, debido a la contracciéon de las longitudes, estd relacionado
con n’ a través de la expresién

De la expresion (3.12) para las transformacién de Lorentz para el vector D, se
tiene que

2
D& =D -8 +(BxH) &) - ——(3-&)(8 D)=

T+ 1
. - ¥ "
:(D'n+(5XH)'“)‘m(?'n)(»@'D)=
_ ~ | (= Y a2 e
= (D-5+(@x ) H) - 54 @-D)

y como 1|3, entonces

]~ o~ 2 g~ 2 —~
D.#=D.i—-— @G -D)=|1- 21—#|D -fi=
n n lﬁ (n-D) [ ,6} n

= 2
= M]D.ﬁ:
v+ 1
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_ [7(1—ﬁ2)+1]Dﬁ=
Y+1

= i. (D-n). (3.24)

Es decir, la componente normal de D se ve contraida por efecto del movimiento.
De forma similar para el campo magnético, de la expresién (3.11) se tiene

2
B i =v(B -&-(8xE)-i)— —

(8-n')(B-B) =

ol !
=(Bi—(BxE)H)- —(8:4) (8 B)=
=(B-3-(@xp) B)- — 7@ B)
pero nl|3, entonces
: %(B . B) (3.25)

Vale la pena mencionar que esto 1ltimo parece contradecir uno de los resultados
anteriormente discutidos y que es el hecho de que las componentes del campo
electromagnético paralelas al vector de velocidad no cambian cuando se hace un
cambio de sistema de referencia. Sin embargo, se debe notar que en este caso se
trabaja con una frontera y que lo que se estéd calculando es la componente normal
a ella. Este efecto de contraccién proviene de la contraccién en la longitud del
vector normal a la superficie, de lo contrario si fi fuese exactamente igual a fi’ se
tendrfa que las componentes a lo largo de la direccién de movimiento permanecen
invariantes.

Por otro lado, debido al movimiento relativo de los sistemas S y S’ se tiene
que la densidad superficial de carga deberd tener la forma

Por lo que al sustituir estos resultados en la ecuacion (3.20) y usando (3.24) se
tendrd

(D, — D)) - i = 4n0, (3.26)

mientras que de la ecuacién (3.21) y tomando en cuenta (3.25)

(B,—B;)-fi=0 (3.27)
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Asf pues, tanto para el sistema S’ como para el sistema S, la condicién a la
frontera para las componentes normales del campo magnético B y de D conserva
su misma estructura.

A continuacion se estudiard que pasa con las condiciones a la frontera para las
componentes tangenciales del campo electromagnético.

Para el campo eléctrico, se parte de la ecuacion (3.23)

i x (Ey—E}) =0

Si se sustituyen las transformaciones de Lorentz para E,

2

E’:’Y(E+ﬁ><B)—711B(ﬁ'E),

y la contraccién para el vector n se tiene que

-~/ / / n 72
i x (B, B) = 2 x [y(Bat o B - L0 (5| -
e 2
B [yeipxy+ g6 ) ~0

lo que puede reducirse a
A% [ (B~ Bo) + B (B~ By) -~ 85 (B2~ Bu)| -

=0 x (B — E;) +10 x [Bx (B2 - By)| -
T a "
-1 @%0) (3 (B - ) =0

Obsérvese que dado que el sistema de referencia elegido es tal que el vector normal
a la frontera y el vector de velocidad son paralelos, el tercer término de esta
ecuacién se cancela dando lugar a que

nx (EQ—EI)-{-ﬁX LBX (BQ—Bl)] = ().

Desarrollando el triple producto vectorial del lado izquierdo de esta igualdad se
tendréd

n x (EQ—E1)+ﬁ(ﬁ(Bg—Bl))—(ﬁﬁ)(Bg-‘Bl):O
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Pero ya que la componente normal del campo magnético es continua, n-(B, — B;) =
0, finalmente se puede decir que la condicién a la frontera para las componentes
tangenciales del campo eléctrico son

nx (E; —E;) = (n-8)(B: - B)) (3.28)

Si ahora se utilizan las transformaciones de Lorentz para los campos magnéti-
cos se puede escribir
n' x (Hy - H) =
2
« |v(Ha - px D) - L50(8 F) -

v+ 1

k-t

2

~1(, - B D1)+ L5 8(8- H)

5 x [ (B~ Hy) — x (D2~ Dy) ~ — 150 (6 (- H)| =

+ 1

pero n y 3 son paralelos por lo que el iiltimo término del lado derecho de esta
ecuacion desaparece quedando

=ﬁ><(Hz—Hl)—ﬁxﬁx(D2-D1)_%(ﬁxﬁ)[ﬁ‘(H2—H1)J1

ﬁ’x(H;—H’l)zﬁx(Hg—Hl)—ﬁxﬁx(Dg—D1)=4%rK’.

Si se desarrolla el triple producto vectorial se tiene que

A x (H; ~ Hy) — B[R - (D; ~ D))] + (A §) (D; - D) = K’

donde el término n- (Dy — D,) es igual a 4mo segin la ecuacién (3.26), por lo que
al sustituir se obtiene 4

ﬁx(Hg—Hl)-i-(ﬁ-ﬁ)(Dg—Dl)=4%(K+crv).

Observesé que se ha hecho la sustitucion K = K’ debido a que K representa a
la densidad de corriente libre sobre la superficie de la frontera, la cual en este
caso circulard en una direccién perpendicular a la direccién de movimiento por lo
cual no se deberdan observar cambios. Esta iltima expresién es la condicién a la
frontera anteriormente obtenida para las componentes tangenciales.
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Se ha mostrado que el cambio en las condiciones a la frontera para un medio
dieléctrico moviéndose uniformemente puede ser obtenido aplicando las transfor-
maciones de Lorentz. Esto muestra que como en muchos otros problemas de la
electrodindmica clésica en las que intervienen objetos moviéndose uniformemente,
el uso de la Teorfa Especial de la Relatividad puede simplificar los cdlculos.

Notese que si en la condicién

nx(E;—E)—(n-8)(B;—B;)=0
se sustituye, v =0 (o B = 0 pues 8 = %), ésta se reduce a
n x (E2 -— El) =}

que es la condicién a la frontera para el caso estatico, vedse cuadro (2.12). Andloga-
mente, la condicién

— — 4
n x (Hg—H1)+(n-ﬁ)(D2—D1) = '-'c-:-(K+O'V)
se reduce en el caso en que v = () a la condicién estdtica
4
fi x (HQ—H1)=§K

que aparece en el cuador (2.12).
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4. CAMPO ELECTROMAGNETICO PARA UNA
ESFERA DIELECTRICA ROTANTE

Con el fin de ilustrar la aplicacién de las condiciones a la frontera para un medio
dieléctrico que se encuentra en movimiento, se resolverd en este capitulo un ejem-
plo particular. Cabe mencionar que aunque en la literatura (31, 33| se pueden
encontrar algunos ejercicios resueltos, este problema especifico no aparece entre
ellos ni tampoco se propone como ejercicio de final de capitulo.

Se considerard una esfera dieléctrica de radio a, caracterizada por una funcién
dieléctria e, que rota con velocidad angular constante 2 en el interior de un mate-
rial dieléctrico de constante dieléctrica £, donde ademads se tiene la presencia de
un campo eléctrico uniforme externo Ey apuntando en la misma direccién que 2

Q

Figura 8

Se supondrd que tanto la esfera dieléctrica como el material en el que ésta se
encuentra inmersa son medios homogéneos, lineales, isotrépicos y no magnéticos,
de forma que para ambos la permeabilidad magnética puede considerarse como la
unidad g = y sus funciones dieléctricas como constantes. Para simplificar un poco
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mads este problema, se considerard que £; >~ 1 y que el campo eléctrico externo
uniforme Ey apunta en la direccién z, es decir Eg = Eyz

Figura 9

Se pretende calcular, aplicando las condiciones a la frontera, el campo electro-
magnético para todo punto del espacio, lo que quiere decir que deberd calcularse
el campo tanto en el interior como en el exterior de la esfera.

Ya que se ha considerado que no hay cargas libres, dentro, fuera o sobre la
superficie de la esfera, y que la rotacién de la esfera sobre su eje se realiza con
velocidad angular constante, se puede suponer que las ecuaciones de Maxwell que
deben resolverse para todo punto del espacio son las ecuaciones estacionarias:

Y~ =1,
VB = U,
VxE=0,
¥ x H=10.

Las dos iltimas ecuaciones permiten escribir, para todo punto del espacio, al
campo eléctrico y al vector H en términos de potenciales escalares de forma que

E = _Vé:lec, | (4_1)
H=-V¢m™. (4.2)
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Para el sistema del laboratorio, la esfera estd rotando mientras que el medio en
el que estd inmersa permanece en reposo, se tendré que las ecuaciones constitutivas
que se deben considerarse para relacionar a los vectores E;, D, By, H; E,, Dy,
B,, H; son las siguientes:

Parar <a
D, =cE,, (4.3)
B]_ = H1+ (E = 1) E1 X V/C. (44)

Parar > a
D, = E,, (4.5)
B; = H,. (4.6)

Si se compara la ecuacién (4.3) con la expresién general, ecuacion (3.18), se ob-
servard que se ha despreciado el término asociado con H. Esto se debe a que
frecuentemente los términos que contienen a H son mucho menores que términos
que contienen al campo eléctrico [33]. Esto sucede cuando por ejemplo cuerpos
con 4 = 1 se mueven en el interior de un campo eléctrico; el campo magnético
aparece como un campo “inducido” por el movimiento del cuerpo y, como efecto
secundario, es relativamente pequeno.
Asi pues, para r < a:

V D, =eV . E;= Vgt =,

elec

lo que implica que la funcién escalar ¢7“ satisface la ecuacién de Laplace
V2gsiee = 0, (4.7)

Por otro lado, de la ecuacién (4.4) se tiene que si se utiliza la ley de Gauss
magnética, V - By =0,

V-Hi=V:Bi+(-1)V:(y)xE)/e=
=(e-1)V-(vxE)/e (4.8)

La v que aparece en esta expresién es la velocidad con la que se mueve el
medio material con respecto al laboratorio, la cual en este caso corresponde a la
velocidad tangencial de la esfera. Aunque la esfera gira con una velocidad angular
2 constante, la velocidad tangencial depende de la posicién sobre la superficie de
ésta y ambas estdn relacionadas a través de la expresion

v=§lxr
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Figura 10

de forma que
V'(VXEl)‘:El'(VXV)—V'(VXE1)=E1'(VXV)

y por tanto
1)

V.H1=(E; E (V xv).

Ya que
Vxv=Vx(Qxr)=20

se tiene finalmente

2
Sustituyendo a H; en términos del potencial escalar ¢7"*?, ecuacién (4.2), se tiene:
2
V24T = = (e — 1) EyQ. (4.10)

Es decir, ¢7"* satisface una ecuacién de Poisson.

Para r > a, el exterior de la esfera, las ecuaciones de Maxwell y las ecuaciones
constitutivas (4.5) y (4.6), conducen directamente a que los potenciales escalares
en esa zona satisfacen ecuaciones del tipo de Laplace:

Vigge =0, | (4.11)
Vigy ™ = 0. (4.12)
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Al trabajar con potenciales escalares, se deberdn escribir a las condiciones a
la frontera

en términos de ellos. Para el caso particular del sistema bajo estudio, la velocidad
de movimiento ‘del sistema, v, siempre apunta en la direccién tangencial a la
superficie por lo que es perpendicular al vector fi, el cual siempre es normal a la
frontera. Asi pues, en este caso las condiciones a la frontera se reducen a

(Dy—Dy)-n=0,

(B, —B;)-n=0,
nx (H,-H;) =0,
ﬁX(EQ—El):-U.

Dada la simetrfa del problema lo mejor es trabajar en coordenadas esféricas, en
funcién de las cuales, las condiciones a la frontera para los campos E y D pueden
escribirse en términos de los potenciales escalares como

a elec o 8 elec .
6@‘1’1 . ~ 2 . (4.13)
19 19
= = selec il ee::- ’ 4.14
rag : r=a T@B * r=a ( )

en donde ademds se han utilizado las relaciones constitutivas (4.3) y (4.5).
Se puede proponer al potencial escalar eléctrico como solucién a la ecuacién
de Laplace en coordenadas esféricas

elee Z Ar' Py (cos ) + Z Fir~ Y P (cos 6)
=0

=0
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para r < a, mientras que para r > a se tiene

oo

clec — Z [Bﬁ" + Cgr"(‘“)] P (cos@).

=0

Ya que en el interior de la esfera el campo eléctrico debe de ser finito, se debe
considerar que
FF=0 Vi

Por otro lado, en puntos muy lejanos en el exterior de la esfera el campo eléctrico
debe de corresponder al campo eléctrico homogéneo externo Eg, esto es, en el
limite r — oo, deberd tenerse que

elec

o = —FEyz = —Eyrcosf,

ademds de que el campo eléctrico debe de ser finito. Asf pues, si se escribe

Z Bir' P (cosf) =
1=0

oc
= Byrcosf + Z Byr' P, (cos 6)
1#1
es inmediato ver que debe cumplirse que

By = —Ey
y
B; F— 0 Vl 71: 1.
Asi pues, parar < a o
fee =" Ar'P (cost),
1=0

mientras que para r > a

clec _ _ Fur P, (cosf) + Z Cr~™ P (cos ) .
1=0
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Ahora deberdn aplicarse las condiciones a la frontera para la parte eléctrica.
Si se aplica la condicién (4.13) para la discontinuidad de la componente normal
del campo eléctrico se tendrd

eY Ala"'Pi(cosf) = —EoP, (cos8) = Ci (1 +1)a"*2 P (cosb),

=0 1=0

lo que separando términos puede escribirse como

AP (cosb) + ¢ ZA;Z&"HP; (cosf) =
I#1

—~EyP; (cosf) — C12a™3 P, (cos ) — Z Ci(1+1) a2 P, (cosb) .

1#£1
Y después de factorizar se tiene
[EA] + Ey + C’12a‘“3] P (cosf) + Z [EA;[QE_I +C (1 +1) a_(”g)] P, (cosf) = 0.
1#1

Ya que los polinomios de Legendre constituyen una base completa se deberd tomar
en cuenta que al ser ésta una ecuacién lineal homogénea, los coeficientes que
acompanan a cada uno de los polinomios deben anularse por separado. Asf pues,

EA] +E0+012CL_3 =0 (415)

[cAld 7 +C 1+ 1)a "] =0  WI#L

De esta iiltima ecuacién pueden despejarse a los goeficientes A;

Cy

gla?+1

A=—(1+1) (4.16)

Si ahora se aplican las condiciones a la frontera para las componentes tangen-
ciales, expresién (4.14), se debe satisfacer que

Z Ad ~—Pg cos ) =
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_ 4 ~(+1)
——an@Pl (cosf) -I—ZC’a (+ 69P(c'os9)

Al separar el término correspondiente a | = 1 se tiene

Ala——Pl cos @) +ZA;a —-P; (cosf) =

1#1
9 a —(l+1
= —Eya— P, (cos0) + C1a~ —Pl (cosf) + Z Cia (cosf).
a6 o
Factorizando puede escribirse:
[Aja+ Ega — Cra™?] EPI (cosf) + i [Aia' — Ca™ ““)] g — P (cosf) =0
00 o o0 ’
de donde:
Ara+ Eya — C}(l_z = ) ("117)
[Agal == C[a.h(H'l)] = O,
es decir,
= Cja~ (3D (4.18)

Comparando esta iltima ecuacién con la obtenida en (4.16), es claro que debe
satisfacerse que

A=C=0 VI#1

Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por (4.15) y (4.17), se obtiene

finalmente que
3

A=~
. £+ 2

Eq

¥

=1
Ci=a*|—— | B
: (s + 2) ’
Asf pues, los potenciales escalares para la parte eléctrica estardn dados por

elec

1T =

2E‘gr cos f/

1

elec
= —FEyrcosf +
# : (e+2

) Eo— cosf.
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Obteniendo el gradiente de estas dos tiltimas expresiones, se obtiene el valor
para el campo eléctrico.

Parar < a 3 3
= 08 01 — —— 0 B
E, =T 2E9 cos 07 o~ 2Egsen99 (4.19)
o bien 3
E; = Eyz. 4.20
YT e+2 v (+.20)

Obsérvese en el interior de la esfera el campo eléctrico que se obtuvo es exacta-
mente el mismo que el que se tiene cuando se trabaja con una esfera dieléctrica
estdtica inmersa en un campo eléctrico homogéneo. Este resultado coincide con
el obtenido por.Landau [34] en otro contexto.

Parar > a

cosf| T+ ae
re+2

23 _e-1
E; = Eyz+ | —FE
’ Oz+[r3 "e+2

sen@} 0 (4.21)

Este campo tiene la estructura caracteristica de un campo eléctrico dipolar. Por
otro lado, si utilizamos las relaciones constitutivas se obtiene que las expresiones
para el vector D son en cada una de las zonas

3e 3€

3e ~
= - 80 = Z. 4.22
D, E+2Egcosé?’i" 5+2E05m E+2E[,z (4.22)
. [2e*e—1 . [ade—1 n (
D, = Eyz+ [TE ma 2Eg cos 9} F+ L‘_35 s 286%9] 0. (4.23)

Falta por analizar lo que sucede con la parte magnética. De la ecuacién (4.10)
se observa que es necesario primero calcular la parte eléctrica ya que la parte
magnética depende explicitamente de esta. Ya que para r < a

2mag__g . '.
V=~ (e~ 1) E1 0,

al sustituir la expresién (4.20) para el campo eléctrico se tiene

6 fe—~1
" = —- 2 4.24
\ ¢’1mag c (5+ 2) EO 1 ( )

mientras que para r > a,

Vigy™ = 0.
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La ecuacién (4.24) se puede rescribir como

6 [f=—1
V -Voi'™ = - (5+2) Eof.

integrando sobre una esfera de radio r < a, concéntrica a la esfera dieléctrica se

tendrd
V. Vo BBy = (E )Eﬂf d*r.
f % +2) 7 )y
Utilizando el Teorema de Gauss esta expresién puede escribirse como
6 fe—1 4
Vo' . § - Ed(=mrd).
f{ 7 c(s+2) ’ (3”)
Y va que H; = —V¢["" se tiene
e—1 4
H, -t da=- EY | -mrd ).
f 1 I da= (6’ T 2) 0 (37I'T )

Dada la simetrfa del problema H;, debe de ser constante sobre toda la superficie
de integracidn, por lo que se llega a que

2(e—-1
Hy, = - Eor. 4.25
! c(s+2) il %)

Ahora bien, en el interior de la esfera se satisface la ecuacién constitutiva

B, =H1—(E;1)v x B,

y como |
vXE=0xr)xB =
= —TEI,.-Q + QElzl' =

Sy rQlsenf [sen& I+ cos f 9] :
£+2

donde se ha sustituido el valor de E; obtenido en la ecuacién (4.19), se tiene que

3Fo (€ — 1)rQsen€ [senﬁ I+ cos @ 9]

. e,
= Yoe(e+2)
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y por tanto
wrﬂsen@.
cle+2)

Sustituyendo el valor de H,, ecuacién (4.25) se tiene

Blr = Hlf‘ =

_25(e=1) o 3E(e-1)

2
E = - '9’
! c(e+2) ' cle+2) Fakaen

expresion que puede reescribirse como

2(6 - I)E()QT 1

11-—*'W2 [SCS 9—-1] (426)

Dado que para el exterior de la esfera, r > a, se tiene que el potencial escalar
satisface una ecuacién de Laplace,

v2 mag _

’

y puesto que hay simetrfa esférica, se propone como solucién general

=<}

g z [B;Tl v C'gr“{l“}] P, (cosf).

=0

Puesto que el potencial debe ser finito para todo punto del espacio, incluyendo
r — 00, se debe de satisfacer que B; = 0 para toda | = 0,1,2,3,.... Asi pues, el
potencial se reduce a

ZC;T D P (cosh).

El vector H, se obtiene de derivar esta ecuacién

[s.o]
—rZC;r +2) (1 4 1) Py (cos§) — Z =(1+2) P} (cos6)
=0 1=0

y como en el exterior de la esfera las ecuaciones constitutivas dicen que

H2 = B2!
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el campo magnético fuera de la esfera también estd dado por la expresion

o0

B; = —rZC:r 2 (1 41) P, (cos 8) Z e } ’ Pz (cosh) .

=0 I=

de donde es inmediato que

=Y Cr (14 1) Py (cosb) (4.27)
=0

Las condiciones a la frontera imponen la continuidad en la frontera de la com-
ponente normal del campo magnético, ya que esta componente coincide con la
componente radial se tiene que

BlTl = Bz"”|r‘=ﬂ

r=a

y si se sustituyen las expresiones (4.26) y (4.27) se llega a que

2(e — 1) EpQa 1
cle+2) 2

[Beos?8 —1] = =) " Cia™™*? (1 + 1) Py (cosb) ,
=0

que puede reescribirse como

2(6 = I)Egﬂa
c(e+2)

P, (cosf) = Z Cia~ " (14-1) P, (cos 6).

=0

De esta 1iltima expresion puede verse que el tinico término C; distinto de cero debe

de ser
2 (E - 1)EOQG,5

Co=—= :
’ 3 cle+2)r
con lo cual: (e — 1)EQa® 1 1
A O il o ikl TR 4.8
A
Finalmente, como Hy = —V ¢, se tiene que al obtener el gradiente en coorde-

nadas esféricas se llega a que

(1-¢)Egfa’® 1 (1=¢)EyQa’ 1
E+2) = [3005 6’—1]] [ (et =i

H, = cos fsenf | 6 (4.29)
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Y que

(1 -€)Exfa’ 1 5 ~ [2(1-¢)EQa’ 1 -

B, = L1 o L |

9 et [3cos’ — 1] | T+ er2) cos fsenfl| 8
(4.30)

Recapitulando, cuando se tiene una esfera dieléctrica rotando en el interior
de otro medio, con una velocidad angular constante, en presencia de un campo
eléctrico homogéneo externo, el campo electromagnético estd dado de la siguiente
manera:

Parar <a g

£+ 2

D1= o Eocosgf— E
£+2 £+

E1 — E027

3e
E+2

5 Eo senf = FEyz,

B _2(e—1)Efdrl
T e(e+2) 2
2e—1

i =—
! ce+2

[3 cos? f — 1] g

E@QT’.

Parar >a

E, = Eyz+ | —E

n
o
-;;
L
D
>

¥,

9]

b

q> J
[w})

Dy = Eoz+ | —

[(1—€)Eefa® 1
| c(e+2)
[(1- &) Epd® 1

_ 2 -“‘ “
B; = cc+2) T—4[3c:os 9—1] r-|—_

— cosflsend| 0,

H, = r
: | | c(e+2) r

— cosfsend| @,

- -

Obsérvese que el campo eléctrico en el interior de la esfera es paralelo al campo
eléctrico externo Ey pero su magnitud es menor por un factor % Este mismo
resultado se obtiene cuando se calcula el campo eléctrico en el interior de una
esfera dieléctrica estdtica inmersa en un campo eléctrico uniforme. Se puede decir
que en este caso el efecto del movimiento de la esfera, con una velocidad angular
uniforme, no es apreciable en la parte eléctrica.
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Fuera de la esfera el campo eléctrico no es uniforme, ahora es el equivalente
a tener un campo eléctrico externo uniforme Ey mds el campo eléctrico generado
por un dipolo eléctrico de momento dipolar

Figura 11

Este 1ltimo campo se debe a la polarizacién del dieléctrico, la cual a su vez ha
sido inducida por el campo eléctrico externo. Ya que la polarizacién en el interior
de la esfera estd dada por la expresion [35]

e—1

P= E
ir !
se tendrd que
_€—13 of
Te+24r

la cual es uniforme en todo el volumen de la esfera. La densidad superficial de
polarizacién estard dada por [35]

(B x)
Opol = # )
por lo que ,
3 [e—1
o-pol = a (m) Eo COSH.
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Se puede pensar que esta densidad de carga superficial es la que induce un campo
interno uniforme que se opone al campo externo uniforme de forma que en el
interior de la esfera este disminuye su valor.

El efecto del movimiento de la esfera dieléctrica ha sido la causa de la gen-
eracién de un campo magnético tanto en el interior como en el exterior de ésta.
El campo magnético en el interior tiene una dependencia lineal con la distancia,
mientras que el campo magnético en el exterior corresponde al de un momento
magnético cuadrupolar de magnitud
2 (E = 1)E0QU.5

D., =
3 c(e+2)

Obsérvese que a pesar de que el campo eléctrico externo genera una densidad
superficial de carga, el campo magnético que se obtiene, tanto para la regién
interior de la esfera como para la exterior, no coincide con el campo magnético que
se calcula cuando un cascarén esférico de radio R, que lleva una carga superficial
o rota con una velocidad angular © [36]. El tener a la esfera constituida por
un medio dieléctrico y la presencia del campo eléctrico externo modifican los
resultados ya que en este caso el campo magnético en el interior de la esfera no
es un campo homogéneo y ademds en el exterior se tiene un campo cuadrupolar
y no uno dipolar.

Noétese que al hacer 2 = 0, es decir caso de la esfera estédtica, los resultados
anteriores se reducen a los resultados bien conocidos [35], es decir

Parar < a

(Caso esfera rotando Caso csfom estatica
E[)Z E = E(]Z
.-:+2 s £+2
D = 3¢ 5k cos fr — ﬁEgsenf?e = Ei_szEOi D; = E+.2Euz
Blr—%l[scosw—l] By, =0
le— i§+éE Qr ! 1‘[1,-20
Parar>a i

Caso esfera rotando
E, = Eyz+ |2 E() C089 T+ 9; +2senfi’ 6

D, = Eyi+ %E+2Eﬂ cosf| F+ | % Lsend| B

H, = |50 1 (3050 — 1| T+ | 225802 L cosfsend| 6
By = [fi=tiBile 1, ciff“??“ L [3cos?8 —1)| T+ %1 cos Osend | @
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EQ — E(]i"‘

D, = Ega+ | 2

y también D,,

Caso esfera estdtica

2a° e—1 - ad g~
ST By cosf| £+ a5 send
=1 - ad e—1
T o5 bpcosf| T+ 73 sent
H; =0
B,=0

__ 92 (e—1)Egfa’ .
= e D, =0
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5. CONCLUSIONES

Es comiin que en los cursos de electromagnetismo que se imparten en el nivel
licenciatura se analice el comportamiento del campo electromagnético cuando en
el sistema bajo estudio se tiene que el espacio estd ocupado por un medio material.
De hecho, se caleulan, utilizando las condiciones a la frontera, los campos ain y
cuando el sistema bajo estudio se encuentra constituido por dos o mds medios
materiales. Sin embargo, todos los problemas que se estudian involucran medios
que se encuentran en reposo. En este trabajo se analizaron las modificaciones
tanto a las ecuaciones constitutivas que relacionan a D, E, H y B como a las
condiciones a la frontera cuando en el sistema bajo estudio se tiene un medio
material en movimiento uniforme.

Para obtener la generalizacién de las condiciones a la frontera a medios en
movimiento se aplicaron dos métodos distintos. En el primero se realizé un andli-
sis andlogo al que se utiliza en el caso estdtico mientras que en el segundo se
aplico la Teorfa de la Relatividad Especial al hacer uso de las transformaciones de
Lorentz para el campo electromagnético. Este 1iltimo método tiene la ventaja de
presentar explicitamente las bondades de la relatividad especial en la soluciéon de
problemas de electrodindmica cldsica, cuando se tiene que el sistema bajo estudio
involucra movimiento uniforme, ya que sin muchos célculos es posible encontrar
directamente los resultados.

Finalmente, el estudio de un problema especifico, el cdlculo del campo elec-
tromagnético generado por una esfera dieléctrica que gira con velocidad uniforme
inmersas en un medio dieléctrico, caracterizado por una funcién dieléctrica difer-
ente, en presencia de un campo eléctrico uniforme externo, nos permite ver que el
movimiento de medios dieléctricos da como resultado la interaccion entre campos
magnéticos y campos eléctricos. El campo eléctrico en el interior de la esfera es
paralelo al campo eléctrico externo pero, al igual que en el caso estatico su magni-
tud es menor. Asf pues, se puede decir que en este caso el efecto del movimiento
de la esfera, con una velocidad angular uniforme, no es apreciable en la parte
eléctrica.
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Fuera de la esfera el campo eléctrico no es uniforme, ahora es el equivalente
a tener al campo eléctrico externo uniforme mas el campo eléctrico generado por
un dipolo eléctrico colocado en el origen y orientado en la direccién del campo
eléctrico externo. Por otro lado, el efecto del movimiento de la esfera dieléctrica
genera un campo magnético tanto en el interior como en el exterior de ésta. El
campo magnético en el interior tiene una dependencia lineal con la distancia,
mientras que el campo magnético en el exterior corresponde al de un momento
magnético cuadrupolar

Una vez que se discutié la forma de trabajar con medios materiales en movimiento
se puede ahora trabajar en la solucién de problemas, utilizando relatividad espe-
cial y las nuevas condiciones a la frontera, en los que se involucran particulas
moviéndose uniformemente en el interior de medios dieléctricos como son el efecto
Cherenkov y el problema de radiacién de transicién. Una aplicacién especifica
de lo visto en el anélisis realizado a lo largo de este trabajo serfa comprobar que
los resultados obtenidos en el problema de radiacién de transicién pueden repro-
ducirse cuando ahora se considera el caso de una particula estética hacia la cual
un medio material se mueve uniformemente.
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