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Introduccion

., Qué son los disenios combinatorios? Para contestar a esta pregunta es per-
tinente recordar el problema planteado por Kirkman en 1850 a los lectores
de la publicacién inglesa Lady’s and Gentleman’s Diary y cuya solucion es
precisamente un diseno combinatorio:

Quince alumnas deben salir de tres en tres durante siete dias, se requiere
distribuirlas para que no haya dos que caminen juntas dos dias.

Un disenio combinatorio consta de un conjunto finito P y una coleccion
finita B de subconjuntos de P. Asi, en el problema anterior el disefio que se
busca tendra una coleccion de 35 trios de alumnas tal que no comprenda dos
trios con dos alumnas en comun y que se pueda separar en siete partes tales
que cada una sea particiéon del conjunto de quince alumnas.

De acuerdo con Biggs et al. [7], la teoria de disenios combinatorios co-
mienza a tomar forma en la primera mitad del siglo diecinueve. En 1835
el gedmetra Pliicker observd que una curva cibica plana general tiene nueve
puntos de inflexion, los que descansan en 12 lineas, cada una con tres de ellos
y tales que por cualesquiera dos de los puntos pasa una de las lineas. En
una nota de pie de pégina afirma que sélo para v = 3 (mod 6) es posible un
sistema S(v) de v puntos acomodados en trios de tal forma que cualesquiera
dos puntos pertenezcan sélo a un trio [46, 15]; en 1839 corrige su afirmacién
agregando que también vale para v = 1 (mod 6). En 1846 Kirkman muestra
como construir S(v) para dichos valores de v. Poco después nota que hay
un sistema S(15) tal que la coleccién de 35 trios puede dividirse en siete
conjuntos de igual tamano y resultando cada uno particiéon del conjunto de
15 puntos. Entonces formulé el famoso problema arriba presentado.

En un diseno (P, B), se acostumbra llamar puntos y bloques a los elemen-
tos de Py B, respectivamente. Se dice que se trata de un diseno t-(v, k, A), o
que es un Sy(t, k,v), si |P| = v, todo bloque es de cardinalidad k y cada sub-
conjunto de t puntos queda contenido en exactamente A bloques. Si ademéas
existe una particién R de B tal que cada parte es a su vez una particion de P,
entonces a R se le llama resolucion del disenio y se dice que éste es resoluble.
Por ejemplo, cada respuesta al problema de las alumnas de Kirkman es una
resolucién de un S1(2, 3, 15).
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. Para qué sirven los disenos? Siendo tan general su definicién, es natural
que los disefios se presenten en diversas areas de las matematicas (de hecho,
como se dijo, se originaron en relacién a la geometria) y en otras ciencias. A
lo largo de los anos se han aplicado de diversas maneras, pasando por la ma-
temdtica recreativa, la geometria finita, la inferencia estadistica y el diseno
de experimentos en areas como la agricultura, la biologia, la medicina y la
ingenieria industrial. Estas aplicaciones influyeron fuertemente en el desa-
rrollo de la teoria combinatoria durante el tiltimo medio siglo [5, cap. XIII].
Otras aplicaciones importantes se dan en las comunicaciones, la criptografia
y el trabajo en red (“networking”), lo anterior se puede consultar en [13].
Una aplicacién curiosa de los disenos resolubles para solventar disputas se
encuentra en [50].

Objetivos

Un problema frecuente en la combinatoria es averiguar si existe algin objeto
que tenga propiedades dadas, otro mas amplio, pero también recurrente, es
enumerar todos los objetos que tengan dichas propiedades. En este tltimo
problema, es comun especificar ademas alguna relacion de equivalencia —con
frecuencia de isomorfismo definido por la accién de un grupo— y entonces lo
que se busca es enumerar las clases de equivalencia de los objetos que poseen
los atributos del caso. La enumeracion constructiva consiste en crear una lista
completa de representantes de estas clases (i. e. formada por un objeto de
cada clase), su estudio y aplicacion se debe a que los métodos clésicos no son
aplicables a muchos objetos interesantes, tales como las graficas fuertemente
regulares, los codigos de correccién de errores y los disenos.

El propodsito de esta tesis es presentar una técnica para enumerar disenos
resolubles y también describir cémo se aplicé ésta para clasificar los disenos
resolubles 2-(10,5,16) y los 3-(10,5,6), solucionando asi un problema que
permanecia abierto [34, p. 30].

Contribuciones

La clasificacién de los disenos resolubles mencionados en el parrafo anterior
es la aportacién més tangible, pero no menos importante es el método de
investigacion de los patrones de interseccion de clases paralelas seguido para
lograrla, mismo que también se aplicé para conseguir enumerar los disenos
resolubles 2-(12,4,3), 2-(14,7,12), 3-(14,7,5) y los disenos cuasi resolubles
2-(2k+1,k,k—1) para k < 13. Estos resultados dieron lugar a las siguientes
publicaciones en revistas arbitradas:
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L. B. Morales and C. Velarde, A complete classification of (12,4,3)-
RBIBDs, J. Combin. Des., 9(6):385-400, 2001.

P. Kaski, L. B. Morales, D. Rosenblueth, P. R. J. Ostergérd and C.
Velarde, Classification of Resolvable 2-(14,7,12) and 3-(14,7,5) Designs,
J. Combin. Math. Combin. Comput., 47:65-74, 2003.

L. B. Morales and C. Velarde, Enumeration of Resolvable 2-(10,5,16)
and 3-(10,5,6) Designs, J. Combin. Des., 13(2):108-119, 2005.

L. B. Morales, R. San Agustin and C. Velarde, Enumeration of all (2k +
1,k,k —1)-NRBIBDs for k < 13, J. Combin. Math. Combin. Comput.,
60, February 2007.

Cabe mencionar que los articulos anteriores han sido citados mas de veinte
veces en la literatura cientifica.

Por tultimo, como otra contribucion se tiene el disenio y programacion del
algoritmo usado para la enumeracion y del que se expondran los aspectos
principales en los capitulos segundo y tercero de la tesis.

Situacion actual

En los ltimos 35 anos han sido instrumentados diversos métodos computa-
cionales para resolver una gran variedad de problemas de busqueda combi-
natoria, un panorama del uso de estas técnicas para resolver problemas en el
caso de los disenos se puede consultar en [20].

La técnica de busqueda exhaustiva se ha usado para resolver problemas de
existencia y enumeracién. Como ejemplos de ésto se tienen el célebre trabajo
de Lam, Thiel y Swiercz [32] en donde establecen la no existencia de un plano
proyectivo finito de orden 10, la enumeracién de los 2-(7,3,\) disefios [45],
la generacién de gréficas regulares y la generacién de graficas cubicas [10].
También se han usado técnicas especializadas para construir configuraciones
grandes con estructura de grupo; por ejemplo, la generacién de disenos con
un grupo de automorfismos prescrito ha sido estudiada por Kramer y Mesner
[28], Kreher y Radziszowski [29], Schmalz [49], Betten et &l. [6] y Laue [33].

En lo referente a la construccion de resoluciones y enumeracion de disenos
resolubles, en la literatura se encuentran al menos tres tendencias [25]. La pri-
mera radica en la construccion de todas las resoluciones no isomorfas de cada
representante de una clase de isomorfismo, durante una busqueda exhausti-
va de los disefios de bloques (no necesariamente resolubles) del caso. Esta
técnica la usé Ostergard en [42, 44]. El segundo enfoque consiste en usar algu-
na subconfiguracién combinatoria apropiada como punto de partida para la
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generacién, por ejemplo en Lam y Tonchev [31] y en Tto et al. [24]. Siguiendo
el tercer camino se trata de generar las resoluciones directamente, mediante
una busqueda con retroceso y rechazo por isomorfismo. Una variante consiste
en construir resoluciones agregando una clase paralela en cada paso; fue se-
guida por Dinitz et 4l. [17] para clasificar las uno-factorizaciones de K75, que
equivale a la clasificacién de las resoluciones de los disenos 2-(12,2,1). Esta
modalidad también la seguimos nosotros en [39, 26, 40, 38] y serd explicada
ampliamente en este trabajo. Otra variante es agregar punto por punto, lo
que corresponde a anadir una palabra de cédigo en cada paso, dicho en el
lenguaje de la teorfa de cédigos [27]. La busqueda con retroceso y rechazo

por isomorfismo ha sido usada para la construccién de cédigos al menos en
[11, 41, 43].

Estructura del trabajo

El primer capitulo esta dedicado a presentar las nociones matematicas, la ter-
minologia y algunos resultados que seran usados en en el resto del trabajo.
Comienza con el concepto de estructura de incidencia, dentro del que caben
los disenos combinatorios y otras estructuras, v. gr. las geometrias finitas. Se
recuerdan algunos conceptos de la teoria de grupos, de mucha utilidad en la
construccién y clasificacién de los disenos. Después se relacionan las estruc-
turas de incidencia con las graficas, lo cual permite resolver problemas de las
primeras aprovechando resultados de la teoria de graficas. También se pre-
sentan, en sendas secciones, las matrices de incidencia, los disenos t-(v, k, \)
y los disenos resolubles. Hasta este punto, todos los resultados y demos-
traciones presentados se pueden encontrar en la literatura especializada. El
capitulo termina con la definicién de matriz de interseccién de clases para-
lelas y su aplicacion para determinar los patrones de interseccion de clases
paralelas.

En el segundo capitulo se plantea el problema de buisqueda para resolverlo
mediante el algoritmo de retroceso y se discute un poco acerca de este método.
Después se incorpora al algoritmo la operacion de rechazo por isomorfismo en
niveles intermedios. Finalmente se discute acerca de la influencia del orden
de las variables de busqueda en el rendimiento del algoritmo de retroceso.

En el capitulo 3 se usa el algoritmo de retroceso con rechazo por iso-
morfismo en niveles intermedios presentado en el capitulo segundo, previa
especificacion de los grupos y predicados necesarios en dicho algoritmo, para
resolver el problema de clasificacién. Se ve cémo construir, a partir de los
patrones de interseccién de clases paralelas, las estructuras iniciales que el al-
goritmo usara para clasificar los disenos resolubles 2-(10, 5, 16) y 3-(10, 5, 6).
También se demuestra que el algoritmo es correcto, es decir, que genera ex-
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haustivamente dichos disenos. Concluye el capitulo con una presentacion de
los resultados de la enumeracién.

Finalmente, en el el ultimo capitulo se dan unas reflexiones a manera de
conclusion y se expone lo que se tiene pensado como trabajo futuro en la
misma linea de investigacion.



Resumen

En esta tesis se expone un método para enumerar los disenos resolubles
2-(10,5,16). Este método se basa en un anélisis combinatorio de los pa-
trones que deben seguir las intersecciones de dos bloques tomados de clases
paralelas distintas. Dicho analisis lleva a la construccion de una serie de
configuraciones que sirven tanto de entrada a un algoritmo de retroceso en-
cargado de la enumeracion como para restringir notablemente el tamano del
espacio de busqueda del mismo. El algoritmo de retroceso incluye la opera-
cién de rechazo por isomorfismo en niveles intermedios y agrega una clase
paralela en cada paso. Adicionalmente, se define un orden conveniente pa-
ra anadir las clases paralelas. Para determinar las configuraciones iniciales
aprovechamos el hecho de que los disenios resolubles 2-(10, 5, 16) son equiva-
lentes a los disenos resolubles 3-(10,5,6). Obtuvimos 27,121,734 disenos, a
los que corresponden grupos de automorfismos de érdenes entre 1 y 1,440.
De estos disenos 2,006,690 son simples.

Abstract

We present a method for enumerating the resolvable 2-(10,5,16) designs.
Our method is based on the combinatorial analysis of possible intersection
patterns between parallel classes. This analysis leads to the construction of
some configurations serving both as input to an enumeration backtracking
algorithm, and for remarkably restricting the size of the search space. The
backtracking algorithm performs isomorph rejection at intermediate levels
and adds a parallel class at each step. We also define a convenient order
to add parallel classes. To construct the initial configurations, we use the
fact that the resolvable 2-(10,5, 16) designs are equivalent to the resolvable
3-(10,5,6) designs. We obtained 27,121,734 such designs, having automor-
phism groups whose order ranges from 1 to 1,440. Of these designs 2,006,690
are simple.



1 Estructuras de incidencia y disenos

Este capitulo comienza con una introduccién breve a la teoria de disenos
combinatorios, donde el objeto de estudio mas general es conocido como
estructura de incidencia. En la primera seccion se define este concepto, se
ilustra con algunos ejemplos y para finalizar se recuerdan algunos rudimentos
de la teoria de grupos que seran utiles en el resto de la tesis. En la seccién
2 se dan las nociones de isomorfismo entre estructuras de incidencia y de
grupo de automorfismos de una estructura. Después se ve cémo interpretar
una estructura de incidencia como grafica bipartita, de tal suerte que ambas
tienen el mismo grupo de automorfismos y el problema de determinar si
dos estructuras son isomorfas resulta equivalente a decidir si las respectivas
graficas lo son. Esto da una via para resolver problemas de isomorfismo
entre estructuras de incidencia, haciendo uso de sistemas computacionales
desarrollados para resolver problemas de isomorfismo entre graficas.

Una estructura de incidencia se puede representar mediante una matriz de
incidencia. Este concepto se presenta en la tercera seccion y es especialmente
util porque se presta a la aplicaciéon del dlgebra lineal y de la computacién.
En la secciéon 4 se da la definicion de diseno con parametros t, v, k' y Ay
también se muestran algunas propiedades generales de estos disenos. Los
disenos resolubles forman una clase importante de los disenios anteriores y
constituyen el objeto principal de estudio en este trabajo; se definen en la
seccion 5, donde también se dan algunas de sus propiedades. Un concepto
importante usado en esta tesis para enumerar disenos resolubles es el de
matriz de interseccién de clases paralelas y sobre este tema trata la seccién
6. Usando estas matrices se encuentran patrones de interseccion entre clases
paralelas, los que permiten estudiar y comprender mejor la estructura de los
disenos resolubles. Mas adelante, en el capitulo 3, se verd cémo se integran
estos patrones a un algoritmo de retroceso para lograr la enumeracion de
algunos disenos resolubles.



1.1

1.1.1

1.1.2

1.1.3

ESTRUCTURAS DE INCIDENCIA Y DISENOS 8

Estructuras de incidencia

La teoria de disenos empezd a desarrollarse en la primera mitad del siglo
XIX, dentro de la geometria, a partir de la observacién y estudio de ciertas
configuraciones de puntos y lineas, por lo que no es extrano que en ella se
utilicen conceptos y términos geométricos, como es el caso en la siguiente de-
finicion, inspirada en la relacién entre puntos y rectas propia de la geometria
euclidiana.

Definicién Una estructura de incidencia es una tripleta D = (P,B,I), en
que Py B son dos conjuntos mutuamente ajenos cualesquierae I C PxB. Se
llama puntos a los elementos de P, bloques a los de B y relacién de incidencia
a I. En lugar de (p, B) € I también se escribe pIB y se usan expresiones
como ‘“el punto p esta en el bloque B” o “B pasa por p”. U

Al conjunto de puntos por los que pasa un bloque B se le llama traza de
B y se simboliza mediante (B), es decir, (B) := {p € P: pIB}. En forma
andloga, (B) representa al conjunto {(B) : B € B} de trazas de los bloques
de la estructura de incidencia.

Una estructura de incidencia puede tener bloques distintos B y B’ que
tengan la misma traza, o sea que (B) = (B’); de ser asi, se dice que tiene
bloques repetidos, en caso contrario se dice que es simple.

Ejemplo Con P = {q,r,s,t}, B = {A,B,C} e I = {(s,A),(t,A),(q,B),
(r,B), (t,B),(s,C), (t,C)}, la estructura de incidencia (P, B,I) no es simple
porque A y C tienen la misma traza {s,t}. O

Ejemplo Se dice que una estructura de incidencia D = (P, B, I) es un plano
proyectivo si satisface los siguientes axiomas (en los que se usa el término
“Iinea” en lugar de “bloque”):

1. Por cualesquiera dos puntos distintos pasa una y solo una linea.
2. Cualesquiera dos lineas distintas tienen en comin un y sélo un punto.

3. Hay un cuadrdangulo (cuatro puntos de los cuales no hay tres que estén
en una misma linea).

Con P = {0,1,...,6}, B = {{0,1,3},{1,2,4},{2,3,5},{3,4,6},{4,5,0},
{5,6,1},{6,0,2}} e I = € se satisfacen los axiomas anteriores. A esta
estructura se le conoce como plano de Fano —en honor al geémetra italiano
Gino Fano, quien a finales del siglo XIX trabajé en la cimentacion de las
geometrias finitas— y suele representarse como se muestra en la figura 1.1.
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0 1 3

Figura 1.1: Plano de Fano.

Se demuestra que para cada plano proyectivo finito existe n € N tal que
|P| = |B| = n? +n + 1, por cada punto pasan exactamente n + 1 lineas y
cada linea pasa por exactamente n + 1 puntos [5, .2.2]. A n se le llama
orden de D. En 1989, Lam, Thiel y Swiercz establecieron que no hay planos
proyectivos de orden 10 [32]. O

Para finalizar esta seccion, es conveniente presentar algunas nociones
bésicas de la teoria de grupos que serviran en distintos lugares de este tra-
bajo. Sean X un conjunto y G un grupo. Una accion (izquierda) de G en
X es una funcién de G x X en X —cuyo valor en (g,z) es denotado por
la yuxtaposicién gr— tal que 1z = x y g(hz) = (gh)z, para toda x € X y
g,h € G; se le llama accién inducida si, cuando G < Sim(X), se trata de la
aplicacion, i. e. gz = g(z), en que Sim(X) es el grupo simétrico en X (for-
mado por las permutaciones de X y la composicién de funciones). La accién
inducida de G en X se extiende de manera natural a 2%, (),f), X" ete. Si G
actia en Y, la drbita de y bajo G es el conjunto Gy :={gy: g€ G} CY y
el estabilizador de y en G es el subgrupo G, = {g € G: gy =y} < G. Se
demuestra que el conjunto de dérbitas es una particién de Y y que (con Y y
G finitos) |Gy| = |G]/|G,|.

Para una introduccién general a la teorfa de grupos, ver [48]. En [5, I11.3]
se encuentran aplicaciones de dicha teoria a la construccién y analisis de
estructuras de incidencia.

Isomorfismo

En los problemas de clasificacion y enumeracion de estructuras de incidencia
no importa la naturaleza de los puntos o de los bloques, sino la conexién
entre ellos, plasmada en la relacién de incidencia. Dos estructuras de este
tipo se consideran equivalentes si tienen la misma forma, de acuerdo a la
siguiente definicién.
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Definicién Sean D = (P,B,I)y D' = (P', B, I') estructuras de incidencia.
Se dice que son isomorfas si hay una funcién biyectiva 7 : PUB — P'U B’
tal que 7P = P, 78 = B' y VY, yjepxs (p IB < mpI'mB). En tal caso se
escribe D = D'y a 7 se le llama isomorfismo o también, si las estructuras
son iguales, automorfismo. Mediante Aut(D) se denota al grupo formado
por todos los automorfismos de D. O

Dada una estructura de incidencia D = (P, B, I), a (D) := (P, (B), €) se
le llama la estructura reducida de D [5, 111.2.12].

Proposiciéon Sea D = (P,B,1I) una estructura de incidencia simple. En-
tonces D = (D).

Demostracion. Por ser D estructura simple, By (B) tienen igual niimero de
elementos. Directamente de la definicion de traza se sigue que p I B si y sélo
si p € (B). Como isomorfismo sirve la funcién que deja fijo a cada punto p
y a cada bloque B lo transforma en (B). O

Observacion La proposicion anterior justifica que en una estructura de in-
cidencia simple D = (P, B, I) se pueda considerar a los bloques como sub-
conjuntos de P, con relacién de incidencia €. En este caso se acostumbra
la notacién simplificada D = (P, B), se puede demostrar que cada auto-
morfismo ¢ € Aut(D) queda determinado por su comportamiento en los
puntos —es decir, cada bloque satisface la igualdad 9B = {ax : x € B}, con
a := p|p— por lo que Aut(D) es considerado como un subgrupo de Sim(P)
[5, II1.2.11].

De hecho, si D no es simple también se le representa en la forma (P, B),
pero entonces, para permitir la repeticion de bloques caracteristica de estas
estructuras, B denota una coleccién de subconjuntos de P (y se abusa de la
notacién, por ejemplo al escribir B = {{s,t},{q,r,t},{s,t}} en el caso de
la coleccién de bloques del ejemplo 1.1.2). Ahora a no determina a ¢ (m
copias de B deben ser transformadas en m copias de aB y esto se puede
hacer de m! maneras). Sin embargo, al igual que en el caso de las estructuras
simples, se cumple la igualdad (de colecciones) a3 = B y como grupo de
automorfismos también se toma el de las permutaciones de P que satisfacen
esta condicién [35, 1.1.11], es decir, Aut(D) := {« € Sim(P) : aBB = B}.

También, con las estructuras vistas asi, la definicion 1.2.1 se simplifica a:
(P,B) = (P',B') si existe una biyeccién 5 : P — P’ tal que 8B = B'.

Con P = {0,1,...,n} fija, la relacién de isomorfismo se puede expresar
en términos de la accién de G = Sim(P) en algin conjunto apropiado; por
ejemplo, si B y B’ pertenecen al conjunto de todas las colecciones finitas de
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subconjuntos de P, (P,B) = (P,B’) si y sélo si GB = GB' (i. e., By B
pertenecen a la misma dérbita), en este caso también se escribe B = B'. El
subindice en =g es 1til porque a veces conviene considerar la accion de un
subgrupo H < (G, lo que origina una restriccién en la relacién de isomorfismo;
es evidente que B =y B' = B =, B'. O

La teoria de graficas es una de las que méas se ha desarrollado en los
ultimos dos siglos, tal vez porque muchos problemas combinatorios que se
presentan (no sélo en matematicas sino en una diversidad de disciplinas) se
pueden reformular en términos de dicha teoria, donde es frecuente que ya se
tengan maneras de resolverlos. A continuacién se vera como el problema de
decidir si dos estructuras de incidencia son isomorfas se puede trasladar al
terreno de las graficas. Los detalles acerca de graficas se pueden consultar en
[16, 9, 21, 2], aqui sélo se incluyen algunas generalidades con el propésito de
dar continuidad a la presentacién. Una grdfica simple G = (V, E) consiste
de un conjunto finito V' de vértices (o nodos) y un conjunto E de aristas (o
lados), en que cada arista es un par {z,y} C V.

Definicién Las grificas G = (V, E) y G’ = (V', E’) son isomorfas si hay una
funcién biyectiva 7 : V' — V' tal que ¥, yev ({z,y} € E & {nz, 1y} € £').
En tal caso se escribe G = G’ y a 7 se le llama isomorfismo o bien, si las
graficas coinciden, automorfismo. 0

Ahora se establecerd una conexién muy 1til entre estructuras de inciden-
cia y ciertas gréficas (llamadas bipartitas). Primero una definicién que se
puede ver como una reformulacién de 1.1.1 en lenguaje de graficas:

Definicién Sea D = (P, B,I) una estructura de incidencia. La grafica de
D, Gp, es aquella de vértices V = PUB y aristas £ = {{p, B} : pIB}. O

Para continuar con esta especie de traduccion y llevar 1.2.1 a términos
graficos, es necesario restringir un poco el isomorfismo entre graficas de la
manera siguiente:

Definicién Sean Gp y Gp las graficas de las estructuras de incidencia
(P,B,I)y (P, B, I, respectivamente. Se dice que son isomorfas (como
graficas de estructuras de incidencia) si hay un isomorfismo 7 : V' — V' (en
el sentido de la definicién 1.2.4) tal que 7P = P’ y 78 = B’. Para indicar
esto se usara la notacion Gp = Gpy. O

De las definiciones 1.2.1 y 1.2.6 sin dificultad se sigue que los isomorfismos
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entre D y D’ son los mismos que aquellos entre Gp v G, de aqui resulta
evidente el siguiente teorema.

Teorema Sean D y D' estructuras de incidencia. Entonces

D>~2D & Ggp=~Gp Y Aut(D) = Aut(Gp) . OJ

Observacion De acuerdo a la observacion 1.2.3, cuando B es una coleccién
de subconjuntos de puntos, como grupo de automorfismos de D = (P, B) se
toma Aut(D) := {a € Sim(P) : aB = B} y entonces en el teorema anterior
la igualdad debe reemplazarse por Aut(D) = Aut(Gp) en caso de que D
sea simple o bien, en caso contrario, por Aut(D) = Aut(Gp)/N, en que
N ={m € Aut(Gp) : Vpep mp = p} [5, 111.2.13]. O

Gracias al teorema 1.2.7, para decidir si dos estructuras de incidencia son
isomorfas o para construir el grupo de automorfismos de una estructura, se
puede recurrir al uso de sistemas de programacién para graficas —por ejemplo
nauty de McKay [37]— que permiten resolver esos problemas formuldndolos
en términos de graficas. En este trabajo, para resolver el problema de iso-
morfismo se usé nauty de la siguiente manera. Dada una estructura D, a
nauty se le da la grafica Gp, codificada apropiadamente, para que la trans-
forme en la gréfica representante candnica ¢(Gp) = Gp, que es la misma
para toda gréafica de la clase de isomorfismo de Gp, i. e. Gp = Gy si y sélo si
¢(Gp) = ¢(Gp). Entonces, para decidir si dos estructuras de incidencia son
isomorfas basta revisar si son iguales sus respectivas graficas representantes
canoénicas. El programa nauty también computa un conjunto de generadores
de Aut(Gp) y el tamano de este grupo.

Matrices de incidencia

A veces conviene representar las estructuras de incidencia por medio de ma-
trices numeéricas, de ceros y unos, con lo que se abre una puerta hacia un
campo tan fructifero e importante como es el algebra lineal.

Definicién Sean D = (P, B, I) una estructura de incidencia finita, con sus
puntos representados por pi,...,p, v sus bloques por By, ..., B,. La matriz
M = (m; ), coni=1...,vyj=1,...,b, definida por

ij = .
0 en caso contrario,

es llamada una matriz de incidencia para D. U
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Es claro que M depende del orden en que aparecen los puntos y los bloques
como respectivas etiquetas de renglones y columnas. Sin embargo, si M’ es
otra matriz de incidencia para D, mediante permutaciones de renglones o
columnas se puede convertir en M, dicho de otra manera, existen matrices
de permutacién Py @ [48, p. 18], tales que M = PM’(Q). De aqui en adelante,
cuando dos matrices cualesquiera M y M’ satisfagan esta tltima condicién
existencial, se dird que son equivalentes, lo que se simboliza en la forma
M = M’. Sin dificultad se prueba que dos estructuras de incidencia son
isomorfas si y solo si sus respectivas matrices de incidencia son equivalentes.

Ejemplo La matriz de incidencia de la estructura del ejemplo 1.1.2 es:

A C

¢ n K QO
— = O O
— O = = ™
_——_= O O

Con objeto de facilitar la interpretacién de los elementos de la matriz, los
renglones y columnas aparecen etiquetados con los respectivos puntos y blo-
ques. A veces es comodo usar éstos directamente como indices, v. g. ms, = 1,
o en expresiones como “el renglén s”. U

Es de notar que el producto escalar de los renglones (asociados a) p y ¢ es
igual al nimero de bloques que pasan por p y ¢. En forma dual, el producto
escalar de las columnas (asociadas a) A y B es igual al nimero de puntos
por los que pasan A y B, o sea la interseccién de las trazas (A) y (B) (o
bien A N B, si los bloques son conjuntos). A esto deben su importancia las
matrices MMT y MTM.

Ejemplo Con la matriz del ejemplo 1.3.2 se obtienen las siguientes:

q r s t

SRR

MMT = 1101)=" :
1010011 s|0 0 2 2
111 t \1 1 2 3
010 A B G

0011010 A /2 1 2
MTM:1101101:B131
001 1)\, c\2 1 2
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De estas matrices se puede leer, por ejemplo, que por s y t pasan dos bloques
y que A y B pasan en comun por un punto. U

Disenos t-(v, k, \)

Definicién Sean t,v,k,A € Ny o >k >t >0y A > 0. Un diserio (con
pardmetros) t-(v, k, A) es una estructura de incidencia (P, B) tal que |P| = v,
|B| = k para todo B € By cada subconjunto de ¢ puntos esta contenido en
exactamente A bloques. (Este dltimo requisito se conoce como condicion de
balanceo). O

Ejemplo De lo dicho al final del ejemplo 1.1.3 se sigue que cada plano
proyectivo de orden n es un disefio 2-(n? +n + 1,n + 1,1).

En casos como este, en que t = 2 v k < v, a la estructura también se
le llama diseno de blogques incompletos balanceado (BIBD, por sus siglas en
inglés) con parametros (v, k, A). O

Teorema Sea (P, B) un diseno t-(v, k,\), S C P un conjunto de cardinalidad
s <t ybs el numero de blogues que contienen a S. Entonces

bs(k_8> :A(”_s) (1.1)
t—s t—s
y (P, B) también es un diseno s-(v, k, by).

Demostracion. Basta contar de dos maneras los elementos de la colecciéon
{(T,B):SCTCB,|T|=t,B € B}: Cadabloque B que contiene a S, apor-
ta (]Z:j) parejas (T, B) a la coleccién anterior, por lo que al multiplicar este
nimero por by se obtiene el miembro izquierdo de (1.1), el miembro derecho
se debe a que S es parte de (?:j) subconjuntos 7' de t puntos de P y a que
cada uno de estos subconjuntos, por la condicién de balanceo, contribuye con
A parejas (T, B).

Despejando b, en (1.1) resulta evidente que es el mismo para todo subcon-
junto de cardinalidad s, lo que implica la 1iltima afirmacion del teorema. []

Observar que, en el resultado anterior, by da el nimero de bloques y b,
es el nimero de bloques que pasan por un punto dado, Por su importancia
estos hechos se enuncian en el siguiente teorema.
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Teorema Sean (P,B) un diserio t-(v,k,\), b= |B| y r el nimero de bloques
que pasan por un punto dado. Entonces,

0/6)
)

O
En el caso méas conocido y estudiado, t = 2, se acostumbra escribir las
férmulas para r y b asi (conviene escribir primero la de 7):
Av—1)
= —" 14
M(v—1) or
b= ———>=—. 1.5
k(k—1) k (15)

También como consecuencia inmediata del teorema 1.4.3 se obtiene que,
en términos de la notacién ahi presentada, (P —S,{B —S:S C B € B}) es
un diseno (t — s)-(v — s,k — s, A), conocido como diseno derivado de (P, B)
con respecto a S.

Teorema (desigualdad de Fisher) Para cada BIBD (v, k, \),

b>w.

Demostracion. Sea M la matriz de incidencia del disenio, se probard que es
de rango v. Al multiplicarla por su transpuesta se obtiene la matriz cuadrada
tal que los v elementos de la diagonal son iguales a r y los demés elementos
son iguales a A, afirmacion que es equivalente a la igualdad

MMT =\ + (r — M1

Notemos ahora que AJ, de rango 1, tiene a A\v como su unico valor propio
distinto de cero y, como r — A # 0 debido a la hipétesis v > k y a (1.4),
(r — A)I tiene a r — X\ como valor propio de multiplicidad v. Entonces los
valores propios de AJ + (r — A\)I son Av + (r — A\) = rk y r — A, este dltimo
con multiplicidad v — 1.* Entonces el determinante es igual a rk(r — \)'"1,
que es distinto de cero; por lo tanto M es de rango v. 0

*Respectivos vectores propios son (1,1,...,1), (1,-1,0,...,0), ..., (1,0,...,0,—1).
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Disenos resolubles

Definicién Sea (P, B) un disefio t-(v, k, \). Una clase paralela es una parti-
cién de P en bloques de B (para lo cual k debe dividir a v). Una resolucion
es una particion de B en clases paralelas. Si B tiene alguna resolucion se dice
que el diseno es resoluble. Dos resoluciones R y R’ son isomorfas si existe
una biyeccién 3 : P — P’ tal que SR =R/. O

Ejemplo Las soluciones al problema de las escolares de Kirkman, presentado
en la Introduccién, son resoluciones de disenos 2-(15,3,1). De éstos hay
80 mutuamente no isomorfos, cuatro de los cuales son resolubles. Uno de
estos 1ltimos sélo tiene una resolucion y los otros tienen dos resoluciones,
lo que da un total de siete resoluciones mutuamente no isomorfas [12] A
continuacion aparecen las dos resoluciones de uno de los disenios mencionados,
P ={a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,1,mn, o} simboliza al conjunto de alumnas y
cada rengléon representa una clase paralela, escrita sin llaves ni comas, v. g.
{{a,b,c},{qd,j,n},{e,h,m} ,{f,i,0},{g k,1}} se da en el primer rengldn.

Ri R
abc djn ehm fio gkl abc djn ehm fio gkl
ahi beg cmn dko fjl ahi beg cmn dko fjl
ajk bmo cef dhl gin ajk bmo cef dhl gin
ade bln cij fkm gho ade bik clo fhn gjm
afg bhj clo dim ekn afg bln chk dim ejo
alm bik cdg ejo fhn alm bdf cij ekn gho
aon bdf chk eil gjm aon bhj cdg eil fkm

A los disenos 2-(v, 3, 1) también se les conoce como sistemas de trios de
Steiner de orden vy se usa la notaciéon STS(v) para referirse a ellos; de igual
manera, a las resoluciones de dichos disenos se les llama sistemas de trios de
Kirkman de orden v o KTS(v) [12, 14, 1]. En 1971 Ray-Chaudhuri y Wilson
[47] probaron que hay disenos KTS(v) si y sélo si v =3 (mod 6). O

Teorema Todo diseno t-(2k,k, \) tiene a lo mds una resolucion.

Demostracion. Si el diseno es resoluble, cada clase paralela consta de dos
bloques mutuamente complementarios. U

El siguiente teorema es similar al de la desigualdad de Fisher, pero para
el caso en que el BIBD es resoluble.
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Teorema (desigualdad de Bose) Para cada BIBD (v, k, \) resoluble,

b>v+r—1.

Demostracion. Sea M la matriz de incidencia del diseno y sea B una clase
paralela de una resolucién R. La suma de las columnas de M correspondien-
tes a los bloques de B es igual a (1,1,...,1)T; lo mismo pasa con cualquiera
otra clase paralela B’, por lo que las sumas asociadas a B y B’ se pueden
igualar y entonces despejar una columna B’ de las correspondientes a B’
para mostrar que B’ es linealmente dependiente de las otras columnas del
caso. Como B’ se puede tomar de r—1 maneras, se tendra que las respectivas
r—1 columnas (que juegan el papel B’) son combinaciones lineales de las otras
b— (r — 1) columnas de M, por lo que el espacio generado por estas tltimas
es el mismo que el generado por las b columnas de M y que es de dimensién
v (ver demostracion del teorema 1.4.5). Por lo tanto b — (r — 1) > v. O

El teorema siguiente, debido a Alltop [4, Th. A4], relaciona dos clases de
disenos. La demostracién es adaptacion de la presentada en [5, 11.7.6].

Teorema Sea D un diseno resoluble t-(2k, k, ) cont par. Entonces también
es diseno resoluble (t 4+ 1)-(2k,k,\') con N = Ak —1)/(2k —t).

Demostracion. Sean T un conjunto de ¢t + 1 puntos de D, Br la clase de
bloques que contienen a 7'y BT la clase de bloques ajenos a T'. Si B, denota
la clase de bloques que pasan por x, se obtiene que |J,.p B, —la clase de
bloques que pasan por al menos un punto de 7— es de cardinalidad by — |B7|.
Entonces

t+1
SN ESUPAR yIED SRIa I
z€T i=1 se(T) wes
t
L (t+1
= e (T sl
i=1
de donde, tomando en cuenta que |Br| = |BT| porque cada clase paralela

consta de dos bloques mutuamente complementarios (cf. teorema 1.5.3),
t
1 ft+1
i=0

Esta igualdad muestra que |Br| no depende de T'. Entonces, haciendo A =
|Br|, D resulta ser un disefio D' con pardmetros (t+1)-(2k, k, ). Aplicando
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(1.1) para obtener by de dos maneras, una para D y la otra para D', se obtiene

A(D/(lz:;) ﬂl(tﬁl)/(tﬁl)’

de donde se sigue que X' = A\(k —t)/(2k —1). O

Matrices y patrones de intersecciéon de clases paralelas

Definicién Sean R una resolucién de un diseno t-(v, k,A), g = v/k,y R =
{B1,Bs,...,B,} y R = {Bi,Bé, . .,B[’I} dos clases paralelas de R. A la
matriz

M(R, R') = (|Bi N Bj)gxq

se la llamard matriz de interseccion de Ry R’ (como abreviacién de “matriz
de cardinalidades de las intersecciones de cada bloque de R con cada bloque

de R"™). 0

Ejemplo Si las clases paralelas son

R = {{a,b,c},{d,j,n},{e,h,m},{f,i,o},{g,k,l}}y
R = {{ahi},{be,g},{c,mn}, {dk o}, {£f j,1}},

entonces
11100
00111
M (R, R’) =11 1100
1 0011
01 011

O

De manera similar al caso de las matrices de incidencia, un cambio en
el orden de los bloques de Ry R’ corresponde a una transformacién de la
matriz de interseccién en una matriz equivalente PM(R, R')Q, en que Py
() son matrices de permutacién. Si una matriz de interseccién pertenece a la
clase de equivalencia 7, se dira que es de tipo 7.

Si M es la matriz de incidencia de un diseno resoluble, es facil ver que
la matriz de interseccién de dos clases paralelas cualesquiera es submatriz
de MTM (cf. ejemplo 1.3.3 y parrafo que lo precede). A continuacién se
estableceran otras propiedades basicas de estas matrices, fundamentales para
la tesis.
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1.6.3 Lema Sea A = (a;j)4xq la matriz de interseccion de las clases paralelas R y

1.6.4

R’ de un disenio resoluble t-(v, k,\). Entonces, Vi,j € {1,...,q},
0 S Q; 4 S k N Zai,j =k= Zai’j. (16)

Demostracion. Las desigualdades se deben a que la cardinalidad de cada
bloque es k. Para las ecuaciones, téngase presente que una clase paralela es
particion del conjunto de puntos P. La primera igualdad se obtiene asi:

q q

D ay = Y |BinBj
j=1 j=1
q

= [U®sin By
j=1

q
= [B;n|JBjl
j=1
= |B;NP|=k.
La otra igualdad se obtiene en forma anéloga. U

Una particion de un ntimero entero positivo m es una representaciéon de
éste como suma de enteros positivos, sin importar el orden de los sumandos
[30, §3.1]. También es conveniente referirse a una particién a; + - - - + a,, lis-
tando la coleccién de sumandos o partes: [ay, ..., a,]. Sea f(m,n) el nimero
de particiones de m en n partes. La férmula (1.6) se puede enunciar diciendo
que en cada rengléon o columna de la matriz de intersecciéon los elementos
distintos de cero constituyen una particiéon de k en a lo mucho ¢ partes.
Particiones de este tipo hay

min(k,q)

h= Y f(kJj) (1.7)

j=1

y en [30] aparecen algunos algoritmos para generarlas.

Ejemplo

(a) Para los disefios resolubles 2-(10, 5, 16), se tiene ¢ = 2 y las particiones
de k£ =5 en min(k, ¢) = 2 6 menos partes son:

Al = [5], A2 = [4, ]_] y A3 = [372]
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(b) Para los disenios resolubles 2-(12,4,3), min(k,q) = min(4,3) = 3 y las
particiones de 4 en a lo mucho tres partes son:

Al = [4]a AQ - [37 1]7 A3 = [272] y A4 = [27 17 1] O

Ahora se vera de qué manera la condicién de balanceo de un diseno reso-
luble ¢-(v, k, A) limita el nimero de tipos de matrices de intersecciéon que se
pueden presentar y restringe la composicion de la coleccién de » — 1 matrices
de interseccion que una clase paralela forma con las demas clases.

Sean R una resolucién de un disefio t-(v, k,\), RE R, R € R—{R} y
R € R. Ademas, sean Ay,..., A, las h particiones contadas en (1.7). Si z
(¢ =1,...,h) denota el niimero de clases paralelas R’ € R — { R} tales que
M(R, R') tiene a los elementos de A, en el renglén de indice R, entonces se
cumplen las siguientes ecuaciones, en que la primera es obvia y la segunda
se obtiene de contar de dos maneras los subconjuntos de R de tamano ¢ que
aparecen en R — {R}:

Ejemplo (Continuacién del ejemplo 1.6.4)

(a) Para los disenos resolubles 2-(10, 5, 16), el sistema de ecuaciones (1.8) se
reduce a

21+ 29 + z3 = 35
1021 + 622 + 423 = 150,

y tiene dos soluciones en (21, 22, 23) € N*: (0,5,30) v (1,2,32). Ya que
cada z, (¢ = 1,2, 3) es distinta de cero en al menos una solucién, ninguna
Ay queda descartada para formar renglones o columnas de las matrices
de interseccién. Teniendo esto en mente, es facil ver que cualquiera de
estas matrices tiene que ser equivalente a alguna de las siguientes tres:

50 41 3 2
G I E i B
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(b) En el caso de los disenos resolubles 2-(12, 4, 3) el sistema (1.8) queda as:

21+ 22+ 23+ 24
621+322+223+Z4

10
12

Y

y tiene dos soluciones (21, 22, 23, 24) € N*: (0,0,2,8) y (0,1,0,9). Como
z1 = 0 en ambas soluciones, ninguna matriz de interseccion puede tener
renglones, ni columnas, correspondientes a la particion A;, lo que implica
que todo diseno de los considerados debe ser simple. Las posibles matrices
de interseccién se pueden construir a mano, como en el inciso anterior,
pero aqui ya no es tan facil.
generarlas, que dé una matriz representante de cada tipo posible, y asi

se obtuvieron las siguientes seis:

M,

M,

3
1

1
0
3

=}

My =

M;s =

3 1
0 1
|12
(2 2
11
(11

Es mejor programar un algoritmo para

U

Para continuar el estudio de la resolucion R, sea M g la coleccion de r—1

matrices de interseccion M(R, R'), con R' € R — {R}, y sean My, ...

7Mh’

matrices de interseccion representantes de los respectivos h' tipos posibles.
Procediendo en forma parecida a la usada para plantear el sistema (1.8), aho-
racon z; ({ = 1,...,h') denotando el nimero de matrices en M g equivalentes
a My y, para la segunda ecuacién, contando de dos maneras los subconjuntos

a:

D

(=1

>

(=1

en que I\% denota la coleccién de ¢?

= r—1

= q(/\—l)(

)

elementos de M,.

(de los ¢ bloques) de R de cardinalidad ¢ que aparecen en R — { R}, se llega

(1.9)
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1.6.6 Ejemplo (Continuacién del ejemplo 1.6.5)

(a) Para los disenos resolubles 2-(10, 5, 16) el sistema (1.9) resulta ser

21+ 20+23 = 35
2021 + 1225 + 823 = 300,

y tiene dos soluciones (21, 22, z3) € N*: (0,5,30) y (1,2,32).

(b) Para los disenos resolubles 2-(12,4, 3) el sistema (1.9) queda as:

21+22+23+Z4+Z5+26 = 10
921+722+6Z3+6Z4+425+326 = 36,

y tiene las siguientes ocho soluciones (21, 22, 23, 24, 25, 26) € NE:

(0,0,0,0,6,4), (0,0,0,1,3,6), (0,0,0,2,0,8), (0,0,1,0,3,6),
(0,0,1,1,0,8), (0,0,2,0,0,8), (0,1,0,0,2,7), (1,0,0,0,0,9). ]

A las soluciones de (1.9) se les llamara patrones de interseccion. El anélisis
de estos patrones en varios casos particulares [39, 26, 40] llevé a un mejor
entendimiento de las estructuras correspondientes, lo que permitié organizar
y realizar con éxito la enumeracién de los disefios resolubles 2-(12,4, 3), 2-
(14,7,12), 3-(14,7,5), 2-(10,5,16) y 3-(10,5,6). De los tres articulos citados,
el ultimo es el que mas se presta para ilustrar la manera en que los patrones
de interseccion pueden ser incorporados a los algoritmos de enumeracion de
disenos resolubles, es por esto que los préximos dos capitulos se limitan a
exponer las ideas y resultados publicados en [40].



2 Enumeracién de ob jetos combinatorios

2.1

Por lo general la clasificacién de objetos combinatorios se puede formular
en términos de un conjunto finito X en el que actia un grupo G. Se dice
entonces que dos objetos son isomorfos si pertenecen a una misma érbita.
La generacion exhaustiva de objetos mutuamente no isomorfos consiste en
producir exactamente un representante de cada érbita o clase de isomorfismo.
Para el caso de la generacion de los disenios de bloques aqui tratados, G =
Sim(P), es decir, G es el grupo de permutaciones del conjunto de puntos.

En la primera seccion del capitulo se plantea el problema de biusqueda en
una forma apropiada para resolverlo mediante el método de retroceso (del
inglés “backtrack”), se pasa a discutir un poco acerca de este método, se
presenta un algoritmo para la generacion exhaustiva de soluciones, al que
se le incorpora la operaciéon de rechazo por isomorfismo, para obtener un
algoritmo de enumeracion, o sea que sélo da una solucién por cada clase
de equivalencia. Luego, para ilustrar el uso de los algoritmos, a manera de
ejemplo se plantea un problema cuya respuesta se reformula mas adelante en
un lema, mismo que en el capitulo siguiente sirve de punto de partida para
la obtencion de los resultados principales de este trabajo.

La segunda seccion trata del rechazo por isomorfismo en etapas interme-
dias de la construccién incremental —inherente al método de retroceso— de
soluciones. Se presentan las generalidades del método y un algoritmo que se
ilustra al aplicarlo para volver a resolver, con fines comparativos, el problema
planteado en la primera seccién.

La tultima seccion sirve para discutir con brevedad la influencia, en el
rendimiento de un algoritmo de retroceso, del orden en que se van agregando
paso a paso las componentes de una solucion, tema que en la literatura en
inglés se encuentra bajo el nombre de “variable ordering”.

Algoritmos de retroceso y rechazo por isomorfismo

En muchos casos, incluyendo el de los disenos, el problema de busqueda se
puede plantear de la manera siguiente. Dada una coleccién de conjuntos
finitos X1, X, ..., X, y un predicado P definido en X = X, X;, encontrar

23
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las soluciones de P, es decir, determinar {(z1,...,z,) € X : P(xq,...,2,)}.
En principio, este conjunto se podria construir generando cada elemento de
X para revisar si satisface P, pero en la mayoria de los casos de interés este
camino resultaria muy lento, si no es que practicamente imposible. Es mas
conveniente intentar resolver el problema mediante un algoritmo de retroceso
[23, 3, 52]. En estos algoritmos, de manera incremental, agregando una
componente en cada paso, se construyen soluciones auxiliares (xy,...,x;),
susceptibles de ser extendidas a soluciones del problema; su nombre se debe a
que cuando se agotan los modos de extender una solucién parcial, se retrocede
a la solucién parcial previa para intentar extenderla de nuevas maneras.

Aqui conviene recordar algunos conceptos elementales de la teoria de
graficas, que seran usados en el resto del trabajo, los detalles se pueden
consultar en [16, 9, 36, 19]. Un drbol es una grafica conexa aciclica, a sus
nodos de grado 1 se les llama hojas. Se le llama drbol con raiz cuando se
distingue un vértice llaméandolo raiz. En un arbol con raiz r, de manera
natural se determina un orden parcial entre los vértices, a saber, z < y si x
estd en la trayectoria que va de r a y. En este caso se acostumbra decir que
y es descendiente de x, o que x es ancestro de y, y se define la terminologia
dada a continuacion. Un nodo terminal es una hoja distinta de 7, el nivel o
profundidad de un nodo es la distancia de r al nodo en cuestién y la altura
del arbol es la profundidad méxima de un nodo.

Ahora se presentara una forma de disefiar un algoritmo de retroceso para
obtener todas las soluciones. El espacio de buiisqueda se amplia a Ui XLIXZ«,
estructurado en forma de drbol de altura n, en que los nodos de cada nivel
j=0,1,...,n son los elementos de X!_, X;, respectivamente, y los lados son
todas las parejas de la forma {(z1,...,;), (z1,...,2;,2j41)}. Ademés, para
cada j < n se debe tener un predicado P; de dominio X]_, X;, con P, = P
y Po=1. A (xq,...,2;) se la llama solucién parcial si satisface P;. Esta
familia de predicados debe cumplir el siguiente criterio de consistencia:

\V/jgn (Pj(l’l, c ,Ij) = Vi<j ,PZ'(LL’l, . ,]31') ), (21)

es decir, si un nodo es solucién parcial, entonces también lo deben ser todos
sus ancestros. De esto se infiere que el conjunto de soluciones parciales induce
un subdarbol del espacio de busqueda, con la misma raiz (), llamado drbol de
busqueda. En la figura 2.1 se puede ver un ejemplo de esto paran = 3, X; =
{1,2}, Xy = {4,5,6}, X5 = {0,7} y familia de predicados P;(xy,...,z;) =
i1 7 < 6.

Los nodos de nivel n del arbol de bisqueda constituyen el conjunto de
soluciones del problema, falta precisar la forma en que deben alcanzarse y
para esto cae como anillo al dedo el orden de visita primero a lo profun-
do [51], ilustrado en la figura 2.2. En el algoritmo 2.1 este modo de visita
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(2,6)

\

2,5,7) (2,6,0) (2,6,7)

(2,4,7) (2,5,0)

Figura 2.1 Arbol para btsqueda en X; x X x X3, con X1 = {1,2},
Xy = {4,5,6} y X3 = {0,7}. Los nodos del nivel j son los elementos
de nglXi. Aparece enmarcado cada nodo cuyas componentes suman 6 o
menos; estos nodos forman un subarbol, también de raiz ().

—~

Figura 2.2 La linea punteada que parte de la raiz indica el orden de
visita a los nodos del arbol en el método llamado primero a lo profundo.

se logra gracias a la recursién (ver [20]). Dados n y Xi,..., X,, la instruc-
cién busca((),0) desata una visita a profundidad a partir del nodo raiz ().
Observar que cuando Pjiq(z1,...,2;4+1) resulta falso entonces ya no se vi-
sita ninguno de los descendientes del nodo (z1,...,z;4+1), lo que se justifica
porque (2.1) también equivale a decir que si un nodo no es solucién parcial
entonces tampoco lo es ninguno de sus descendientes. Debido a esta ma-
nera de eliminar subarboles, como el de raiz (z1,...,7;41), se dice que la
exploracion es con poda.

En lo que sigue, por isomorfismo entre soluciones parciales se entendera
isomorfismo entre los disefios que dichas soluciones representan, es decir,

(Z‘l,...?l'j) ggj (yl,...,yj) = {:cl,...,xj}%’gj {yl,...,yj}, (22)

en que G; < G depende del nivel j y G, = G.

El algoritmo 2.1 se puede modificar facilmente para que en S no que-
den soluciones isomorfas. Esto se logra agregando en su segundo renglén la
condicién (1,...,2,) €a S, abreviatura de

ﬂ(yl,...,yn)es {xb ce 7xn} =a {yla s 7yn} )

con lo que se obtiene el algoritmo 2.2.
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procedimiento busca((z1,...,z;),J)
si j = n entonces S — SU{(z1,...,2,)}
en caso contrario
para cada x4 € X1

si Pji1(x1,...,2j41) entonces busca((z1,...,2j41),5 + 1)

S — 0; busca((),0).

Algoritmo 2.1 Algoritmo de retroceso para enumerar los elementos de
X1 X; que satisfacen P,. El conjunto de soluciones queda en S.

procedimiento noIso((z1,...,z;),J)
sij=ny (xl,...,xn)ggs’ entonces S — SU{(z1,...,2,)}
en caso contrario
para cada z;1 € X

si PjJr]_ (CCl, e 733j+1) entonces nOISO((l‘l, e ,$j+1),j + 1)

S« (; mnoIso((),0).

Algoritmo 2.2 Algoritmo de retroceso con rechazo por isomorfismo en
el ultimo nivel. En S queda una solucién por cada clase de isomorfismo.

A continuacién se presenta un ejemplo con dos propdsitos en mente, uno
es ilustrar el funcionamiento de los algoritmos antes presentados y el segundo
es demostrar un lema que forma parte de los resultados principales de la tesis.

2.1.1 Ejemplo Enumeracién de los disenos resolubles parciales simples 2-(10, 5, 16),
constituidos por seis clases paralelas tales que alguna de ellas forma matriz
de interseccion de tipo 75 con cada una de las otras cinco.

Sea P = {0,1,...,9} el conjunto de puntos y X el conjunto de clases
paralelas posibles. Tenemos que |X| = (150) /2 = 126, porque cada clase
paralela consta de dos bloques mutuamente complementarios, de cinco puntos
cada uno.

Sea D el conjunto de familias de seis clases paralelas y G = Sim(P). Lo
que se quiere es un representante D de cada G-orbita de D tal que

D es simple A Jpep Voep,awze M(z,2") € Ty

(Es facil ver que esta condicién es invariante ante G, o sea que la cumple D
si y s6lo si la cumple gD, para toda g € G).
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Veamos como obtener estos representantes haciendo uso del algoritmo 2.2
(con rechazo por isomorfismo). Sea X = X®. Lo primero que se le ocurre
a uno es definir Pj(xy,...,x;) directamente de la condicién anterior, tan
solo sustituyendo a D por {z1,...,x;}, pero esto no sirve porque la familia
de predicados asi construida no satisface el criterio de consistencia. Esto
ultimo se puede ver mediante un sencillo contraejemplo en el que (21, x9, 3)
sea solucién parcial pero no asi (z1,z3), para lo cual es suficiente elegir las
componentes de tal manera que x3 forme matrices de interseccién de tipo 7
con 1 y oy pero M(z1,x5) ¢ 75. La dificultad anterior se resuelve pidiendo
que x7 sea la clase paralela distinguida, es decir, (2.1) se cumplird si se define
P; asi:

Pi(x1,...,x;) < {x1,...,x;} essimple A Vici<; M(z1,2;) € To. (2.3)

Para estimar el tamano del arbol de soluciones parciales conviene observar
que cada bloque B tiene interseccién de tamano 4 con 25 bloques (cada uno
de éstos se obtiene sustituyendo un elemento de B por un elemento de P — B
y esto se puede hacer de 5 - 5 maneras), de donde se sigue que dicho arbol
tiene 126 (255) = 6,694, 380 nodos en su tltimo nivel, mismos que el algoritmo
2.1 dejaria en S como respuesta. En contraste, el algoritmo 2.2 rechaza por
isomorfismo la gran mayoria de dichas soluciones, dejando en S sélo 20, las
que se muestran en la figura 2.3 sobre la parte del drbol de bisqueda que les
corresponde.

Lo anterior basta para sustentar el lema que aparece enseguida del presen-
te ejemplo. Sin embargo, antes de terminar conviene observar cémo se pueden
simplificar las computaciones mediante algunos argumentos combinatorios
sencillos. En primer lugar, la accién de G en X sélo tiene una 6rbita (i. e.,
para cada z, 2" € X hay g € G tal que 2’ = gx), por lo que basta considerar
sélo un valor de z1, el que sea, por ejemplo z; = {{0,1,2,3,4},{5,6,7,8,9}};
de esta manera la bisqueda se limita a un &rbol de soluciones parciales con
(255) = 53, 130 nodos en su tltimo nivel y se puede efectuar mediante el mismo
algoritmo 2.2, sélo cambiando en la ultima linea la invocacién noIso((),0)
por noIso((x1),1). También se ve sin dificultad que x5 se puede fijar igual a
{{0,1,2,3,5},{4,6,7,8,9}}, con lo que la bisqueda queda restringida a un
arbol de (244) = 10,626 nodos en el ultimo nivel. O

Se resume el resultado del ejemplo anterior en el lema siguiente:

Lema Sea H un diseno resoluble parcial 2-(10,5,16), formado por seis clases
paralelas tales que alguna de ellas forma matriz de interseccion de tipo 7o con
cada una de las otras. Entonces H es isomorfo a alguno de los 20 disenos
mostrados en la figura 2.4. O
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— 01239 45678
— 01238 45679 —— 01245 36789
L 01249 35678
— 01246 35789
01248 35679
— 01237 45689 —— 01245 36789 —— 01345 26789
01346 25789
L 01348 25679
— 01249 35678
L 01248 35679 —— 01348 25679
L 01349 25678
— 01236 45789 — — 01246 35789 —— 01347 25689
01245 36789 — 01247 35689 0100 215

01348 25679

01347 25689 — 02348 15679
— 01248 35679 —— 01349 25678
L 01247 35689 —— 01347 25689 —— 02348 15679
L 01348 25679 —— 02349 15678
L— 01246 35789 —— 01347 25689 —— 02348 15679 —— 05678 12349

x T2 €3 Tyq x5 Te

®— (01234 56789 —— 01235 46789 —

Figura 2.3 Fragmento del drbol de busqueda con rechazo por isomorfis-
mo en el dltimo nivel. Sélo se muestran las ramas correspondientes a las
20 soluciones del problema (el arbol completo tiene millones de nodos).
Crece hacia la derecha, en cada nodo sélo aparece la ultima componen-
te de la respectiva solucién parcial (z1,...,2;), en forma abreviada, por
ejemplo, 01234 56789 significa {{0,1,2,3,4},{5,6,7,8,9}}. (También es
el arbol completo, sin faltar nodo alguno, del algoritmo con rechazo por
isomorfismo en todos los niveles, que se trata en el ejemplo 2.2.3).

Rechazo por isomorfismo en niveles intermedios

El rechazo por isomorfismo resulta muy 1til si también se efectiia en niveles
intermedios. Sin embargo, hay que tener presente que los algoritmos pueden
volverse ineficientes, tanto en tiempo de ejecuciéon como en uso de memoria,
sea porque los métodos para decidir si dos soluciones son isomorfas por lo
general son lentos o porque ahora se necesita mantener un conjunto S; de
soluciones parciales por cada nivel j donde se practique el rechazo —se dira
que estos niveles son de cotejo. Lo recomendable es escoger como niveles de
cotejo aquellos donde se espera que sea descartada por este concepto buena
parte de las soluciones.

En el algoritmo de retroceso 2.3, los niveles de cotejo se dan en el con-
junto N, que debe incluir a n (el ltimo nivel). Se supone que G; < G para
cada j € N, con G, = GG. El algoritmo debe ir acompanado de una demos-
tracion para garantizar que no se pierden soluciones como consecuencia de la
poda, es decir, que si se corta el subarbol que tiene raiz en la solucion parcial
x = (21,...,x;) por ser ésta isomorfa a otra solucién y = (v1,...,y;) pre-
viamente obtenida, es porque cada solucién que se obtendria como extension
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§, 01234 56780 £ 01234 56780 g 01234 56780 g 01234 56780 g 01234 56789
L 01235 46780 72 01235 46789 3 01235 46789 01235 46789 ~° 01235 46789

01236 45789 01236 45789 01236 45789 01236 45789 01236 45789
01237 45689 01237 45689 01237 45689 01237 45689 01237 45689
01238 45679 01238 45679 01238 45679 01245 36789 01245 36789
01239 45678 01245 36789 01249 35678 01246 35789 01248 35679

§ 01234 56789 S 01234 56789 S 01234 56789 G 01234 56789 g 01234 56789
6 01235 46789 7 01235 46789 “® 01235 46789 “° 01235 46789 0 01235 46789

01236 45789 01236 45789 01236 45789 01236 45789 01236 45789
01237 45689 01237 45689 01237 45689 01237 45689 01237 45689
01245 36789 01245 36789 01245 36789 01248 35679 01248 35679
01345 26789 01346 25789 01348 25679 01249 35678 01348 25679

£ 01234 56789 g 01234 56789 g 01234 56789 g 01234 56789 £ 01234 56789
01235 46780 “12 01235 46789 <13 01235 46789 M 01235 46789 1O 01235 46789

01236 45789 01236 45789 01236 45789 01236 45789 01236 45789
01237 45689 01245 36789 01245 36789 01245 36789 01245 36789
01248 35679 01246 35789 01247 35689 01247 35689 01347 25689
01349 25678 01347 25689 01346 25789 01348 25679 01348 25679

£, 01234 56789 S 01234 56789 S 01234 56789 G 01234 56789 & 01234 56789
16 01235 46789 7 01235 46789 '8 01235 46789 9 01235 46789 20 01235 46789

01236 45789 01236 45789 01236 45789 01236 45789 01246 35789
01245 36789 01247 35689 01247 35689 01247 35689 01347 25689
01347 25689 01248 35679 01347 25689 01348 25679 02348 15679
02348 15679 01349 25678 02348 15679 02349 15678 12349 05678

Figura 2.4 Solucién al problema del ejemplo 2.1.1. Para facilitar la
lectura, los conjuntos se escriben sin llaves ni comas, por ejemplo, en

lugar de {{0,1,2,3,4},{5,6,7,8,9}} aparece 01234 56789.

de x resultaria isomorfa a alguna solucién que es extension de y. Puesto en
simbolos, lo que se debe probar es:

vjEN ((I’l, Ce ,l’j) ng (Z/1, e ,yj) A Pn(l‘l, Ce ,fL’j, e ,l’n)
Yjt1rYn (Pn(yla ey Yjyenn >yn) (24)

A (z1,..0,25,. .., %,) o (yl,...,yj,...,yn))>

=

(el caso j = n es una trivialidad, se incluye por conveniencia). Esta condicién
de poda por isomorfismo es la clave para probar la siguiente afirmacion, sirve
en los dos pasos de la demostracion por inducciéon sobre NV:

Proposicion Si P, (x1,...,x,) y si los predicados y grupos que intervienen
en el algoritmo 2.3 satisfacen (2.1) y (2.4), entonces para cada j € N el
algoritmo deja en S; alguna solucion parcial que tiene una extension isomorfa

a (T1, .y Tp).

Demostracion. Téngase presente que debido a (2.1) el algoritmo de retroceso
visita toda solucion parcial. Para el caso basico, sea j; el primer nivel de
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procedimiento noIso((x1,...,%;),j)
si j € N entonces
si (z1,...,2;) ggj S; entonces
S;— S;u{(z1,...,z5)}
si j < n entonces
para cada 7,11 € X1
si Pjt1(x1,...,241) entonces noIso((z1,...,2j41),5 + 1)
en caso contrario
para cada z;1 € X411

si Pjti(x1,...,2j41) entonces noIso((z1,...,2j41),j + 1)

Vien Sj < 0; mnoIso((),0).

Algoritmo 2.3  Algoritmo de retroceso con rechazo por isomorfismo
en los niveles de cotejo dados en N, con n € N. (El sangrado sirve pa-
ra eliminar la ambigiiedad, el texto de una instruccién contintia mientras
aparezcan renglones de mayor sangria que el de inicio de la instruccion;
por ejemplo, la condicional que empieza en el tercer renglén termina en el
séptimo, a su vez esta instruccion es la primera alternativa de la condicio-
nal que empieza en el segundo renglén).

cotejo. (x1,...,x;) se debe visitar porque es solucién parcial, entonces se
agrega a Sj,, a menos que S;, ya cuente con una solucién (yi,...,y; ) que,
por (2.4), tiene una extensién isomorfa a (xy,...,x,).

Para el paso inductivo, supéngase que en el nivel de cotejo j < n se
cumplen (y1,...,vy;) € S; ¥ (Y1, Yjr- s Yjrs -, Un) =g (21,...,2y), en
que j’ es el nivel de cotejo siguiente a j. Razonando como en el caso basico,

tenemos aqui que en el nivel j’ se debe visitar (yi,...,y;,...,y;), entonces
en S; quedard alguna solucion (zq,...,2;/) que tiene una extensién isomorfa
a (Yy1,-.-,Yn) ¥, por lo tanto, a (x1,...,x,). O

Una consecuencia de esta afirmacion es que en S,, quedan representadas,
de manera unica, todas las soluciones. Para futuras referencias, conviene
formular este resultado de la manera siguiente:

Teorema Si los predicados y grupos usados en el algoritmo 2.3 satisfacen
(2.1) y (2.4), entonces el algoritmo deja en S, una solucion por cada clase
de isomorfismo. 0
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Ejemplo Ahora se verda cémo se puede resolver el problema del ejemplo
2.1.1 mediante el rechazo por isomorfismo en niveles intermedios. Con la
intencion de ilustrar mejor el algoritmo, se supondra que x; es constante e
igual a {{0,1,2,3,4},{5,6,7,8,9}}.

Sea G; = G, —el estabilizador de 1 en G—, para j = 1,...,5. Se
debe probar que estos grupos satisfacen (2.4), con n = 6 y y; = ;. De la
primera hipdtesis en (2.4), se sigue que hay g € G; tal que g{z1,22,...,2;} =
{Z1,92,...,y,}; entonces, aplicando g a la solucién supuesta en la segunda
hipétesis, g{z1,22,...,2;,..., 26} = g{x1,22,...,2;} U g{xjs1,..., 26} =
{Z1,92, .- Yj, Yj+1, - - Ys}, €D qUE Yj11 = GTji1,..., Y6 = gTe; por ultimo,
notando que M(xy,y;) € 75 para cada i = 2,...,6 (esto es consecuencia de
gxr1 = x1, no se tendrfa si, por ejemplo, se hubiera tomado G, igual a G),
resulta que (21, ¥2,...,Y;,-..,Ys) es una solucion de la forma requerida en el
consecuente de (2.4).

El drbol de soluciones parciales producidas por el algoritmo es (exacta-
mente, sin faltar nodo alguno) el de la figura 2.3. En comparaciéon con el
algoritmo que sélo rechaza isomorfos en el ultimo nivel (usado en el ejemplo
2.1.1), se realizaron mucho menos operaciones de rechazo por isomorfismo;
asi, como en el peniltimo nivel se tienen 10 soluciones parciales y cada una
de ellas se puede extender de 21 (= 25 — 4) maneras, en el tltimo nivel se
efectuaron menos de 210 rechazos.

En la figura 2.5 aparece el arbol de soluciones parciales correspondiente
al rechazo por isomorfismo en los niveles impares y tltimo. U

Orden de las variables

Para generar una solucién (z1,xs,...,x,), el algoritmo de retroceso debe
computar antes las soluciones parciales (z1), (z1,x2), ..., (T1,Z2, ..., Tp_1).
A veces lo que importa de la soluciéon no es el orden en que aparecen las
componentes sino la mera coleccién {1, xs, ..., 2z, }. En estos casos también
es posible resolver el problema cambiando al antojo el orden de los factores en
X1 xXox---x X, es decir, cambiando el orden de las variables en la expresién
(1, 22,...,x,), por supuesto que con el consiguiente ajuste del criterio de
consistencia. Sin embargo, un cambio tal puede afectar significativamente el
rendimiento del algoritmo, como se ilustra enseguida con un sencillo ejemplo.

Ejemplo Sean W = X =Y = {1,...,100} y Z = {0}. Se trata de usar el
algoritmo de retroceso para construir los cuartetos que no tengan a 0 como
componente (evidentemente no hay soluciones). Si el algoritmo busca en
W x X xY x Z, construird las 100® tripletas (w,z,y) y ninguna de ellas
podra ser extendida para dar alguna solucién (w,x,y, z), pero si busca en



ENUMERACION DE OBJETOS COMBINATORIOS 32

01239 45678
— 01238 45679 ~|E 01245 36789
01249 35678
01246 35789
01248 35679
— 01237 45689 —+—— 01245 36789 01345 26789
— 01238 45679 01346 25789
— 01239 45678 01348 25679
01249 35678
— 01248 35679 ~|E 01348 25679
01349 25678
— 01246 35789 —— 01347 25689

01346 25789
L 01245 36789 ——— 01247 35689 { 01348 25679

- 01246 35789 01348 25679
01347 25689 (o3¢ 15679

01248 35679 —— 01349 25678
01235 46789 | 01247 35689 ~E 01347 25689 —— 02348 15679
: 01348 25679 —— 02349 15678

06789 12345 — 01236 45789

— 01236 45789 —

—— 01246 35789 —+— 01347:25689 —— 02348 15679 —— 05678 12349

L 06789 12345

T o T2 Ta TR Ta

Figura 2.5 Arbol de busqueda con rechazo por isomorfismo en nive-
les impares y tltimo. (Se omiten algunos nodos terminales para ahorrar
espacio, 22 del segundo nivel y 16 + 9 4+ 11 = 36 del cuarto nivel).

Z xW x X xY, descubrird que P;((0)) es falsa y, no habiendo otro nodo en
el primer nivel, de inmediato terminara la ejecucion. l

En la mayoria de los problemas de interés, es dificil determinar cual orden
de las variables es el mas conveniente, tanto o mas que el problema mismo.
La eleccién depende en gran medida del entendimiento que se tenga del
problema en cuestion. Sin embargo, se conocen algunos métodos heuristicos
para determinar algtin orden conveniente [8, 18]. La intuicién y la experiencia
aconsejan que se escoja un orden en el que P; falle (es decir, no sea satisfecho)
a menudo para valores de j correspondientes a los primeros niveles del arbol
del espacio de busqueda. A esta idea de examinar primero los casos mas
propicios a fallar se le conoce como principio de falla inicial [22].



3 Enumeracién de los disefios resolubles 2-(10,5, 16)
y 3-(10,5,6)

3.1

3.1.1

Este capitulo es el ntcleo de la tesis, su propésito es presentar la manera en
que se enumeraron los disenos resolubles 2-(10, 5, 16) y 3-(10, 5, 6).

En la primera seccion se dan los patrones que puede presentar la colecciéon
de matrices de interseccién que se obtiene al fijar una clase paralela e inter-
secarla con las demas clases. El estudio de estos patrones lleva a la definicién
de ciertas estructuras iniciales, que sirven de punto de partida al algoritmo de
retroceso encargado de la generacién de los disenos resolubles. En la seccién
2 se presenta la construccion de las estructuras iniciales correspondientes a
los disenos simples. También se hace uso del principio de falla inicial para
definir el orden de las variables del algoritmo. En la seccién 3 se especifican
los grupos y predicados requeridos por el algoritmo 2.3 y se demuestra que
éste genera exhaustivamente los disefios simples 2-(10, 5, 16) mutuamente no
isomorfos. En la cuarta seccion se trata el caso de los disenos no simples. En
la ultima seccion se dan los resultados de la enumeracion. Hay 27,121,734
disenos resolubles con grupos de automorfismos cuyos érdenes quedan entre
1 y 1,440; de estos disenos 2, 006, 690 son simples.

Patrones de interseccion de clases paralelas

Un diseno resoluble 2-(10,5,16) tiene 36 clases paralelas, lo que se obtiene
de (1.5) y (1.4). En el ejemplo 1.6.5-(a) se vio que hay tres tipos de matrices
de interseccion, con las siguientes representantes:

5 0 41 3 2
{0 5]671’ {1 4}675 y {2 3}675'

Teorema Sean R una resolucion de un diserio 2-(10,5,16), R € R y Mg
la coleccion de 35 matrices de interseccion que R forma con las demds clases
paralelas. Entonces hay dos posibilidades:

P.1 Mg tiene cinco matrices de tipo Iy y 30 de tipo T3 ¢

P.2 Mg tiene una matriz de tipo 1y, dos de tipo Ty y 32 de tipo Ts.

33
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Demostracion. En el ejemplo 1.6.6-(a) se vié que se pueden presentar dos
patrones de interseccién, (21,22, 23) = (0,5,30) 6 (z1, 29, 23) = (1,2,32), en
que z; (£ =1,2,3) es el nimero de matrices de tipo 7, que tiene Mg. O

De acuerdo a la notacién usada en la demostracion, se dira que un diseno
parcial resoluble 2-(10,5,16) es consistente con el patrén P.1 si todas sus
clase paralelas satisfacen z; = 0, zo0 < 5y 23 < 30, y serd consistente con el
patrén P.2 si cada clase paralela cumple estas condiciones 6 z1 < 1, 20 < 2y
zZ3 < 32.

Observacién Sea Q un diseno resoluble 2-(10, 5, 16), es claro que es simple
si y sélo si no tiene clases paralelas cuya matriz de interseccion sea de tipo
7,. Entonces, por el teorema 3.1.1:

(a) Q es simple si y sélo si todas sus clases paralelas satisfacen P.1.

(b) Q es no simple si y sélo si alguna de sus clases paralelas satisface P.2. [

Estructuras iniciales para los disenos simples

Sean P ={0,1,...,9} el conjunto de puntos, X = {0,...,4}, Y ={5,...,9}
y C el conjunto de clases paralelas posibles para los disenos del caso. Tenemos
que |C| = 126 (ver ejemplo 2.1.1).

Una clase paralela parcial es una particion de un subconjunto de P. Sea
Ee{&,...,Ep} un diseno de los mostrados en la figura 3.1; se dird que € es
una estructura inicial y £ denotard al disefio formado por las primeras seis
clases paralelas de £ (esta notacion es consistente con la de la figura 2.4).

Teorema Sea Q un diseno resoluble simple 2-(10,5,16). FEntonces 3E €
{&1,..., &0} tal que Q es isomorfo a algin diserio D para el que se cumplen:

(1) EcD.

(2) La interseccion de X con cada bloque de las 30 clases paralelas de
D — & da las clases paralelas parciales de E.

Demostracion. Sea H C Q un diseno parcial compuesto de una clase paralela
cualquiera y las cinco con las que ésta tiene matriz de interseccién de tipo

7Ty; por el lema 2.1.2, H es isomorfo a algin diseno Ee {51, e ,5'20}; si se

aplica a Q un isomorfismo entre H y E’, se obtiene un diseno D que satisface
(1). La primera clase paralela de £ forma matriz de interseccién de tipo 73
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con cada una de las 30 clases paralelas de D — g entonces, por el teorema
1.5.5, de la cuenta de trios de elementos de X presentes en € se sigue (2). O

El teorema anterior da la pauta para construir los disenos resolubles sim-
ples, sugiere que se obtengan completando apropiadamente las clases para-
lelas parciales de cada una de las veinte estructuras iniciales y asi se hara
mediante el algoritmo 2.3 (de retroceso con rechazo por isomorfismo en ni-
veles intermedios) adaptado a la presente situacion, esto es, definiendo las
componentes que intervienen en él (el conjunto N de niveles de cotejo, los
grupos G, los conjuntos X; y los predicados P;), cuidando que se cumplan
(2.1) y (2.4), para entonces aplicar el teorema 2.2.2.

Conviene tomar al producto cartesiano C™ como espacio de busqueda,
adelante se vera cémo restringirlo para explorar el arbol de soluciones corres-
pondiente a una estructura inicial £. Para cada j < n, el predicado P;, de
dominio €7, se define asf:

Pi(Cy,...,C;) < {Ci,...,C;} es consistente con P.1
N {Ch,...,C;} es disefo parcial 2-(10,5,16) (3.1)
A {Ch,...,C;} es diseno parcial 3-(10, 5, 6).

Sin dificultad se prueba que esta familia satisface (2.1).

Sea £ € {&1,...,&0}. El espacio de bisqueda de disefios {C},...,Cs6}
producibles a partir de £ se delimita de la siguiente manera. Como solucion
inicial se toma el diseno parcial (C1,...,Cs) formado por las primeras seis
clases paralelas de £. Para cada j=71,...,36,si E; = {A, B} denota la
j-ésima clase paralela parcial de &, el conjunto de valores posibles de C; es

C(E;) = {{AU{y1, v} . BU{ys,ys,ys}} €C : {y1,...,ys} =Y }.

Observacién

(a) |C(E;)| = 10, porque los elementos de C(E};) corresponden a las diez
maneras de partir Y en un par y un trio:

56 789, 57 689, 58 679, 59 678, 67 589, 68 579, 69 578, 78 569, 79 568, 89 567.

(b) En estas particiones, cada y € Y aparece en cuatro pares y en seis trios,
por lo tanto, en las clases paralelas de C(E;), y aparece en 4 bloques
izquierdos y en 6 bloques derechos.

(c) Sea {AU{y1,y2},BU{ys,ys,y5}} € C(E;). Si{z,2'} C A, entonces el
primer bloque contiene dos trios {z,2’,y} cony € Y, y si {z,2'} = B, el
segundo bloque contiene tres trios de esa forma. U
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g, 01234 56789 o 01234 56780 o = 01234 56789 ¢ = 01234 56789 ¢ 01234 56789
101235 46789 201235 46789 301235 46789 401235 46789 5 01235 46789

01236 45789 01236 45789 01236 45789 01236 45789 01236 45789
01237 45689 01237 45689 01237 45689 01237 45689 01237 45689
01238 45679 01238 45679 01238 45679 01245 36789 01245 36789
01239 45678 01245 36789 01249 35678 01246 35789 01248 35679
(5) 234 01 (5) 234 01 (5) 234 01 (5) 234 01 (5) 234 01
(5) 014 23 (4) 014 23 (4) 014 23 (3) 014 23 (3) 014 23
“(5) 134 02 (1) 013 24 (1) 013 24 (2) 013 24 (2) 013 24
(5) 024 13 (1) 023 14 (1) 023 14 “(2) 023 14 “(2) 023 14
() 034 12 (1) 123 04 (1) 123 04 (2) 123 04 (2) 123 04
“(5) 124 03 T(4) 024 13 T(4) 024 13 T(3) 024 13 ~(3) 024 13
- (16,26, 31, 36) (4) 124 03 (4) 124 03 (3) 124 03 (3) 124 03
“(5) 134 02 T(5) 134 02 “(5) 134 02 T(5) 134 02
“(5) 034 12 “(5) 034 12 T(5) 034 12 “(5) 034 12
~ (16,18,26,31,36)  (16,18,26,31,36)  (16,20,26,31,36)  (16,20,26,31,36)

&. 01234 56780 o 01234 56789 o = 01234 56789 o = 01234 56789 o = 01234 56789
6 01235 46789 701235 46789 8 01235 46789 9 01235 46789 10 01235 46789

01236 45789 01236 45789 01236 45789 01236 45789 01236 45789
01237 45689 01237 45689 01237 45689 01237 45689 01237 45689
01245 36789 01245 36789 01245 36789 01248 35679 01248 35679
01345 26789 01346 25789 01348 25679 01249 35678 01348 25679
(5) 234 01 (5) 234 01 (5) 234 01 (5) 234 01 (5) 234 01
(3) 014 23 (3) 014 23 (3) 014 23 (3) 014 23 (3) 014 23
(1) 012 34 (1) 012 34 (1) 012 34 (2) 013 24 (1) 012 34
(1) 013 24 (1) 013 24 (1) 013 24 “(2) 023 14 (1) 013 24
“(2) 023 14 “(2) 023 14 “(2) 023 14 (2) 123 04 “(2) 023 14
(2) 123 04 (2) 123 04 (2) 123 04 T(3) 024 13 (2) 123 04
T(4) 134 02 T(4) 134 02 T(4) 134 02 (3) 124 03 T(4) 134 02
(4) 024 13 (4) 024 13 (4) 024 13 “(5) 134 02 (4) 024 13
T(4) 034 12 T(4) 034 12 T(4) 034 12 T(5) 034 12 T(4) 034 12
T(4) 124 03 T(4) 124 03 T(4) 124 03 T (16,20,26,31,36)  (4) 124 03
~ (16,20,28,32,36)  (16,20,28,32,36) (16,20, 28,32, 36) ~ (16,20, 28, 32, 36)

£, 01234 56789 o 01234 56780 ¢ = 01234 56789 ¢ 01234 56789 ¢ 01234 56789
11 01235 46789 12 01235 46789 13 01235 46789 14 01235 46789 15 01235 46789

01236 45789 01236 45789 01236 45789 01236 45789 01236 45789
01237 45689 01245 36789 01245 36789 01245 36789 01245 36789
01248 35679 01246 35789 01247 35689 01247 35689 01347 25689
01349 25678 01347 25689 01346 25789 01348 25679 01348 25679
(5) 234 01 (5) 234 01 (5) 234 01 (5) 234 01 (5) 234 01
(3) 014 23 (2) 013 24 (2) 013 24 (2) 013 24 (2) 012 34
(1) 012 34 (2) 014 23 (2) 014 23 (2) 014 23 (2) 014 23
(1) 013 24 (1) 012 34 (1) 012 34 (1) 012 34 (1) 013 24
“(2) 023 14 “(3) 023 14 ~(3) 023 14 “(3) 023 14 ~(3) 023 14
(2) 123 04 3) 123 04 (3) 123 04 3) 123 04 (3) 123 04
T(a) 134 02 T(3) 024 13 T((3) 024 13 T(3) 024 13 T((3) 034 12
(4) 024 13 (3) 124 03 (3) 124 03 (3) 124 03 (3) 134 02
“(4) 034 12 T(4) 134 02 T(4) 134 02 T(4) 134 02 T(4) 024 13
T(4) 124 03 T(4) 034 12 T(4) 034 12 T(4) 034 12 T(a) 124 03
~ (16,20,28,32,36)  (16,22,28,32,36)  (16,22,28,32,36)  (16,22,28,32,36) (16,2228, 32,36)

&, 01234 56780 o 01234 56789 o 01234 56789 o 01234 56789 o = 01234 56789
16 01235 46789 17 01235 46789 18 01235 46789 19 01235 46789 20 01235 46789

01236 45789 01236 45789 01236 45789 01236 45789 01246 35789
01245 36789 01247 35689 01247 35689 01247 35689 01347 25689
01347 25689 01248 35679 01347 25689 01348 25679 02348 15679
02348 15679 01349 25678 02348 15679 02349 15678 12349 05678
(4) 234 01 (5) 234 01 (4) 234 01 (4) 234 01 (3) 234 01
(3) 014 23 (2) 013 24 (3) 014 23 (3) 014 23 (3) 012 34
(2) 012 34 (2) 014 23 (2) 012 34 (2) 012 34 (3) 013 24
(2) 013 24 (1) 012 34 (2) 013 24 (2) 013 24 (3) 014 23
T3 123 04 T(3) 023 14 T3 123 04 T(3) 123 04 T3 023 14
(2) 023 14 (3) 123 04 (2) 023 14 (2) 023 14 (3) 123 04
~(3) 024 13 T(3) 024 13 ~(3) 024 13 T(3) 024 13 T3 134 02
(3) 034 12 (3) 124 03 (3) 034 12 (3) 034 12 (3) 024 13
T(a) 134 02 T(a) 134 02 T(a) 134 02 T(a) 134 02 T(3) 034 12
T(4) 124 03 T(4) 034 12 T(4) 124 03 T(4) 124 03 T(3) 124 03
T (17,22,28,32,36)  (16,22,28,32,36)  (17,22,28,32,36) (17,22,28,32,36)  (18,24,30,33,36)

Figura 3.1 Estructuras iniciales para la busqueda de disenos simples. La
notacién (n) abe de significa que la clase paralela parcial {{a,b,c},{d,e}}
aparece n veces en &. Los niveles donde se ha de aplicar el rechazo por
isomorfismo se indican al pie de &, en el vector (ng,...,ne,), y también
mediante las rayas que aparecen a la izquierda.
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El orden de las clases paralelas parciales en & se definié con la idea de
favorecer la formacién de trios {z,2’,y}, con z,2’ € X y y € Y, en los
primeros niveles del arbol de busqueda, ahora se vera que ésto se ajusta al
principio de falla inicial [§2.2.3]. Considérese un trio fijo de la forma {z, 2, y }.
La pareja {x,z'} debe aparecer en 16 clases paralelas y en 6 de éstas debe
presentarse el trio {z,2’,y}. Supdngase que ya se tienen estos 6 trios en
(Ci,...,Cj_1), no asi las 16 presencias de {z,2'}, y que esta pareja aparece
en E;. De la observacion 3.2.2(b) se desprende que P; de seguro fallard en 4 6
6 de los 10 nodos de la forma (C4,...,C;_1,C}), con C; € C(E;). Entonces,
por el principio mencionado, conviene que estas fallas se presenten en los
primeros niveles del arbol, para lo cual es adecuado escoger como pareja
{z, 2’} una de las que mé&s aparecen en las primeras seis clases paralelas y
a continuacion de éstas colocar las clases paralelas parciales en que figura
{z,2'}; en todas las estructuras iniciales la pareja elegida fue {0, 1}.

También con el propésito de adelantar las susodichas fallas, se pusieron
primero las clases paralelas parciales que tienen a {0, 1} como segundo blo-
que, pues son las que, de acuerdo a la observacién 3.2.2(c), al completarse
contribuyen con mas trios {0, 1,3} por clase paralela. Por tltimo, las colec-
ciones que tienen a {0, 1} en el primer bloque se situaron de mayor a menor
cardinalidad por lo siguiente. El conjunto de candidatas C(E) es el mismo
para todas las clases paralelas parciales de la coleccion de repeticiones de E.
Entonces, tratandose de disenos simples, cada elemento de C(E) que forme
parte de una solucién parcial quedarad descartado para extender ésta; por
ejemplo, en la estructura &, las cuatro clases paralelas parciales {014, 23} se
pueden completar cuando mucho de (lf) = 210 maneras.

Las clases paralelas parciales restantes se ordenaron en forma parecida.
Mientras las hubiera, se tomaron las correspondientes a una pareja {x,z’}
con menos presencias faltantes y se colocaron las colecciones del caso, tal
como se hizo con las de {0,1}. En la figura 3.1, las rayas que aparecen a la
izquierda de cada estructura corresponden a los niveles en que las sucesivas
parejas {z, 2’} seleccionadas completan sus A = 16 apariciones, estos niveles
también se indican en el vector que aparece al pie de estructura. Por ejemplo,
para & se eligieron las parejas {0,1}, {2,3}, {2,4}, {0,2} y {0,3}, que
completan A presencias en los niveles 16, 18, 26, 31 y 36, respectivamente.
Ademas, estos niveles son precisamente los escogidos para aplicar el rechazo
por isomorfismo, del que se hablara a continuacion.

Enumeracién de los disenos simples

En el ejemplo 2.2.3 se vié que el algoritmo de retroceso con rechazo por iso-
morfismo en todos o algunos niveles del arbol de bisqueda puede disminuir
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considerablemente el nimero de nodos que deben visitarse, respecto al algo-
ritmo en que sélo se aplica tal rechazo en los nodos del ultimo nivel (ejemplo
2.1.1). Para los disenios simples que se estan tratando, estos niveles de cotejo,
como se dijo al final de la secciéon anterior, se dan en el vector que aparece al
pie de cada estructura en la figura 3.1. Se escogieron asi tomando en cuenta
que los grupos G; < G = Sim(P), necesarios para definir el isomorfismo en
los respectivos niveles de cotejo, seran

Gj=Gxparaj<n y G,=G, (3.2)

por lo que, en todo nivel de cotejo intermedio, cada isomorfismo dejara fijo
a X y entonces, al aplicarlo a un diseno, transformara cada subconjunto de
X —en particular los pares y trios que las soluciones parciales tengan en el
nivel del caso— en otro de la misma naturaleza, cardinalidad y nimero de
repeticiones. Los experimentos corroboraron que con esta eleccion se mejord
el rendimiento del algoritmo.

En adelante, cuando se diga que el algoritmo 2.3 se aplica para la es-
tructura inicial &, se debe entender que en la 1ltima linea del algoritmo se
cambia la invocaciéon noIso((),0) por noIso((Ey,. .., Eg),6), limitando asi la
busqueda a los disenios que extiendan la solucién parcial (Ey, . .., Fg) formada
por las clases paralelas de E.

Proposiciéon Sea £ € {&,...,Ex} una estructura inicial para la que se
aplica el algoritmo 2.3, con los predicados (3.1) y los grupos (3.2). Entonces
se satisface la condicion de poda (2.4).

Demostracion. Sea j un nivel de cotejo intermedio. Para probar la impli-
cacién que aparece en (2.4), supéngase (Dq,...,D;) =g, (Cy,...,C;) y
Pj(Dl, ce ,Dj, ce ,Dn) Sea g € GX tal que g{Dl, .. .,Dj} = {Cl, .. ,C]},

entonces

g{Dl,...,Dj,...,Dn} = g{Dl,...,Dj}Ug{Dj_H,...,Dn}
= {Cl,,CJ}U{gD]+1,,gDn} (33)

Como {D,...,D;} vy {C4,...,C;} provienen de &, en ambas soluciones par-
ciales aparecen exactamente los mismos subconjuntos de X, en particular los

trios. En consecuencia, las presencias de trios de este tipo en g{D;41,..., Dy}
deben coincidir con las que se tienen en {D;.1,...,D,}; pero estas ultimas
son, por construccién, las que se dan en la coleccion {E;iq,...,E,} de

clases paralelas parciales de £. Por lo tanto, al ordenar apropiadamente
{9Dji1,...,9D,}, se evidencia que (3.3) es una extensiéon de (Ci,...,C;)
que satisface al consecuente de la implicacién en (2.4). O
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Ya que los predicados (3.1) satisfacen (2.1) y los grupos (3.2) satisfacen
(2.4), por el teorema 2.2.2 se tiene que con ellos el algoritmo 2.3, aplicado para
una estructura inicial £, enumera correctamente los disetios resolubles simples
2-(10, 5, 16) que contienen a £. Ahora se verd que la misma enumeracién vale
para los disenos resolubles simples que contienen un disenio isomorfo a £.

Teorema Sea € € {&,...,E0} una estructura inicial para la que se aplica
el algoritmo 2.3, con los predicados (3.1) y los grupos (3.2). Entonces el
algoritmo deja en S,, una solucion por cada clase de isomorfismo del conjunto
de disenos resolubles simples 2-(10,5,16) que contienen un diseno isomorfo

ak.

Demostracion. Sean Q un disefio resoluble simple 2-(10,5,16) y H C Q
isomorfo a £. Al aplicar a Q@ un isomorfismo entre H y 5 se obtiene un
disenio D que contiene a £. Lo dicho en el parrafo previo al teorema implica
que D, y en consecuencia Q, es isomorfo a algin diseno en .S,,. U

Un diseno resoluble simple 2 (10 5,16) puede contener un diseno parcial
isomorfo a &; y otro isomorfo a un & distinto, caso en que entre las soluciones
construidas a partir de & necesariamente se tendra una isomorfa a alguna de
las construidas para &,. La generacién de este tipo de soluciones isomorfas se
evita si, durante la aplicacién del algoritmo para &, en cada nivel de cotejo j,
una solucién parcial (x1,...,2;) se rechaza si contiene algin disefio parcial
‘H isomorfo a algtin & con i < (. Esto se logra si se cambia la expresién
booleana en el tercer renglén del algoritmo 2.3 por

(ﬂi<€/\HC{x1,...,x]~}H =c Ez) N (1,0, 75) %G (3.4)

(desde luego que también se debe agregar al algoritmo lo necesario para con-
trolar el parametro ¢ y lo correspondiente a las constantes &;). Sin dificultad
se prueba que esta forma de rechazo por isomorfismo es correcta.

Los disenos no simples

Para obtener los disenos no simples se procede en forma parecida al caso
de los simples, por lo que no se detallara, solo se presentaran las diferencias
importantes. Ahora se tiene el siguiente teorema, que da las estructuras
iniciales.

Teorema Sean Q un diserio resoluble no simple 2-(10,5,16) y Fy, Fo y F3
las estructuras mostradas en la figura 3.2. Entonces 3F € {Fy, Fa, F3} tal
que Q es isomorfo a algun diseno D para el que se cumplen:
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(1) FcCD.

(2) La interseccion de X con cada bloque de las 32 clases paralelas de
D — F da las clases paralelas parciales de F.

Demostracion. Se vio que un disefio resoluble 2-(10,5,16) es no simple si
y s6lo si tiene al menos una clase paralela R que satisface P.2 del teorema
3.1.1, o sea que en la coleccién de matrices de interseccion que R forma con
las otras clases paralelas, debe haber una de tipo 77, dos de tipo 75 y 32 de
tipo 73. Se puede proceder como en el ejemplo 2.2.3, aqui para enumerar
los disenios parciales H de cuatro clases paralelas tales que la primera forme
matriz de tipo 7; con la segunda y de tipo 75 con cada una de las otras dos,
para obtener el siguiente arbol de busqueda, con soluciones ]:1, .’Fg y .7:3

01235 46789 Fi
o 01234 56789 —— 01234 56789 —— 01235 46789 01236 45789  Fo

01246 35789  Fa

Este arbol también se puede deducir con facilidad a partir del formado por
los primeros tres niveles del arbol mostrado en la figura 2.3, tomando en
cuenta que ahora la segunda clase paralela debe ser igual a la primera y que
la tercera puede ser igual a la cuarta.

Para completar la demostracion basta adecuar al caso presente la prueba

del teorema 3.2.1, lo que se reduce a usar Fen lugar de 3 J
7, 01234 56789 F, 01234 56789 F, 01234 56789
01234 56789 01234 56789 01234 56789
01235 46789 01235 46789 01235 46789
01235 46789 01236 45789 01246 35789
(2) 012 34 (2) 012 34 (2) 012 34
(2) 013 24 (2) 013 24 T4 034 12
(2) 023 14 (2) 023 14 T 134 02
(2) 123 04 (2) 123 04 T(a) 234 01
T4 234 01 T 234 01 (3 013 24
(4) 014 23 (4) 014 23 (3) 014 23
T(4) 024 13 T(a) 024 13 (3) 023 14
(4) 134 02 (4) 134 02 (3) 124 03
T(4) 034 12 T(4) 034 12 (3) 024 13
T4 124 03 T4 124 03 (3) 123 04
" (12,20, 28,32,36) " (12,20, 28, 32, 36) " (6,10, 14, 18, 36)

Figura 3.2 Estructuras iniciales para la busqueda de los disefios no
simples Se usa la misma notacién que en la figura 3.1.

La manera de ordenar las clases paralelas parciales de las estructuras ini-
ciales de los disenos simples no dio buenos resultados para los no simples.
Por ejemplo, ordenando F; como en el caso de los disenos simples, con las co-
lecciones de {234,01} y {014, 23} al principio, el experimento arrojé 218,079
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disenos parciales en el nivel 12, mientras que con el orden dado a F; en la
figura 3.2 se produjeron 156,243 disenos en el mismo nivel. Fue con la ayuda
de este tipo de ensayos que se eligio un orden conveniente. Los niveles de
cotejo también se escogieron a discrecion.

Los predicados P; se definen como en (3.1), sélo cambiando P.1 por P.2
(también resulta evidente que satisfacen el criterio de consistencia):

Pi(Cy,...,C;) & {Ci,...,C;} es consistente con P.2
N {Cy,...,C;} es disefo parcial 2-(10,5,16) (3.5)
A {Ch,...,C;} es diseno parcial 3-(10, 5, 6).

Asimismo, son minimas las modificaciones a la proposicién 3.3.1 y al
teorema 3.3.2 y las respectivas demostraciones no sufren alteracion que valga
la pena mencionar; el teorema queda asi:

Teorema Sea F € {Fy, Fa, F3} una estructura inicial para la que se aplica
el algoritmo 2.3, con los predicados (3.5) y los grupo (3.2). Entonces el
algoritmo deja en S,, una solucion por cada clase de isomorfismo del conjunto
de disenos resolubles no simples 2-(10,5,16) que contienen un diserio parcial

isomorfo a F. O

Por tltimo, en la expresién booleana (3.4) se sustituye & con F; para
obtener la férmula correspondiente al presente caso.

Resultados

A partir del algoritmo 2.3, con las adecuaciones antes presentadas, se escribio
un programa para computar los disenios resolubles 2-(10, 5, 16) —por el teo-
rema 1.5.3, el niimero de disenos no isomorfos coincide con el de resoluciones.
El programa, escrito en lenguaje C', se compild y ejecuté en una maquina
“Alpha DEC” con un procesador de 800 MHz de frecuencia. Fue asi como
se lleg6 al resultado principal siguiente:

Teorema Hay 27,121,734 disenios resolubles 2-(10,5,16) sin isomorfismos
entre ellos, 2,006,690 de los cuales son simples. ]

En las tablas 3.1 y 3.2 se presentan algunas de las cuentas obtenidas
para los disenos resolubles 2-(10,5, 16) mutuamente no isomorfos, clasifica-
dos segun el tamano del grupo de automorfismos completo de cada diseno.
También se muestra en ellas el tiempo empleado por el procesador para la
generacion de los disenios correspondientes a cada estructura inicial.
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Tabla 3.1 Clasificacién de los disenos resolubles simples 2-(10, 5, 16).

|Aut(D)|
1 2 3 45 6 8 91016 18 20 24 27 32 40 48 54 360 640 1440 Total| t (h)

&1 7 14 4 20 3 21 00103 0O01O00O0 1 0 0 39| 0.01
Eo 5208 63 24 00 7 00O O OOOOOOOODO O o 0 5302| 0.16
E3 0 0O 0O OO0 OOOOTUODOTGOOOOOODOO O o 0 0| 0.00
Ey 17284 76 0 10 000 OOOOUOOO0OOOQO0OTO 0 0 0 0 17361| 0.26
E5 1223562 300 6 40 0 OO O OOOOUOOOOO O O 0| 223872| 3.44
Ee 10268 230 0 32 0 1150 01 0 0OOO1 010 O 1 0 10550| 0.26
E7 | 224172 434 31 108 3003 0O0O0OO0O0OO0OO0ODO0O O O 0| 224652| 1.36
Eg | 511174 1057 21 19 0 4 1 0 0 O O O OO OO OO O O 0| 512276| 7.41
&9 12793 241 39 40 4 00 0 OOO1L OOOOO O O 0 13082| 0.28
E10 19819 375 2 22 0 3 50 0 0 OO1 OOOOO O O 0 20227 0.27
£11 12396 404 02401 7000O0O0O0O0O0O0O0O0 0 0 0 12832| 0.31
E12 | 120180 251 7 100 5 10 01 00 O O0O1O0O0OO0O O O 0| 120456| 1.62
E13 | 437419 358 30 40 000O0O1O0O0O0OUO0OO0OO0OTQO0OTDO0 0 0 0| 437812| 7.61
E14]1 399308 684 93 201 9 01 1. 0 0 OO1L OOOO O O 0| 400118|12.50
E15 7875 89 10 150 3 01 0 O OOOOOOOO O o0 0 7993| 1.83
&6 52 6 4 92 5 52 00010O0O0O0O0O0O O O 0 6| 0.18
Eir 1 1 0O 00 2 01O0O0O0OO0ODO0OO0ODO0OO0OTGO0OT1 0 O 0 96| 4.96
E1s 3 0O 2 200400O0O0O0ODCT1IO0ODT1IO0OO0OO0 0 o0 0 13| 0.34
E19 0 0O 0 00O OOOOOOTODI1I O0O0OOT1TO0O 0 o 0 2| 0.33
E20 0 0 0 000 O0OO0OOOOUOOOOO0OO0ODO 0 0 1 1| 0.42
Total {2001521 4593 273 169 35543 6 1 6 1 1 7 1 3 1 2 1 1 1 1 {2006690|43.55

Tabla 3.2 Clasificacién de los disenos resolubles

1

|Aut(D)|

no simples 2-(10, 5, 16).

2 3 45 6 891216 18 24 32 48 64 128 144 256 640 Total| ¢ (h)

F1 285123 5326 34750 71281 337 0 312 4 3

Fo |10140856 16991 146 268 0 47 90 7 1 1

0 0

1

1 1 1 291129 7.34
10158326| 53.51

0 0
F3 |14648955 16062 273 2103 48 242 4 5 2 1 0 0 O
Total [25074934 38379 422 953 3 102 161 3 14 43 3 4 3

12 4

0
0
1

0 0 O
0 0 0]14665589|258.61
1 1 1]25115044|319.46

Se hicieron algunas comparaciones entre el algoritmo empleado y otro en
que sélo en el dltimo nivel se efectiia el rechazo por isomorfismo (algoritmo
2.2) y no se considera el principio de falla inicial para ordenar las estructuras
iniciales, sino que se ordenan lexicograficamente. Un algoritmo como este
ultimo se usé en los trabajos previos [26, Section 5] y [39]. En la tabla 3.3 se
indica el tiempo dedicado por el procesador para generar los disenos corres-
pondientes a tres estructuras iniciales.

Tabla 3.3 Tiempos de proceso (h) de dos algoritmos de retroceso.

Estructu- | Con rechazo por isomorfismo en niveles | S6lo con rechazo en
ra inicial | intermedios y ordenamiento de variables. | el dltimo nivel.

& 0.31 22.48

&5 1.83 54.23

Fi1 7.34 739.33
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Por tltimo, en la figura 3.3 se muestran dos disenos simples y uno no
simple construidos por el algoritmo. El disefio (a) se gener6 a partir de la
estructura & y tiene grupo de automorfismos de orden 1, contiene subes-
tructuras isomorfas a 81, 514, .. 520, v. gr. las clases paralelas 11 al15y 17
integran un diseno isomorfo a 518 (cf. figura 2.4). El diseno (b) tiene grupo
de automorfismos de orden 1,440, se generd a partir de &y, por lo que no
posee subestructuras isomorfas a &;, para i = 1,...,19. El diseno (c) tiene
siete clases paralelas dobles y el orden de su grupo de automorfismos es 1.

01234 56789 01234 56789 01234 56789
01235 46789 01235 46789 ﬁi 01234 56789
gi 01236 45789 Z;O 01246 35789 01235 46789
01237 45689 01347 25689 01235 46789
01238 45679 02348 15679 01267 34589
01239 45678 12349 05678 01267 34589
23456 01789 23456 01789 01368 24579
23457 01689 23458 01679 01379 24568
23458 01679 23469 01578 02368 14579
23467 01589 01259 34678 02379 14568
23489 01567 01268 34579 12389 04567
01456 23789 01289 34567 12389 04567
01458 23679 01358 24679 23456 01789
01459 23678 01367 24589 23467 01589
01467 23589 01368 24579 23468 01579
01478 23569 01457 23689 23478 01569
13456 02789 01459 23678 01458 23679
13457 02689 01469 23578 01467 23589
13469 02578 02357 14689 01468 23579
13478 02569 02379 14568 01489 23567
13479 02568 02389 14567 02457 13689
02457 13689 12356 04789 02458 13679
02459 13678 12367 04589 02478 13569
02467 13589 12379 04568 02489 13567
02468 13579 13458 02679 13456 02789
02479 13568 13459 02678 13457 02689
03458 12679 13478 02569 13478 02569
03468 12579 02456 13789 13478 02569
03469 12578 02457 13689 03459 12678
03479 12568 02478 13569 03469 12578
03489 12567 03468 12579 03469 12578
12459 03678 03469 12578 03479 12568
12468 03579 03479 12568 12459 03678
12469 03578 12467 03589 12469 03578
12478 03569 12478 03569 12469 03578
12489 03567 12489 03567 12479 03568
(a) (b) (c)

Figura 3.3 Tres disenios resolubles 2-(10, 5, 16) generados por el algoritmo
presentado. Cada clase paralela aparece en forma abreviada, por ejemplo,
01234 56789 significa {{0,1,2,3,4},{5,6,7,8,9}}.



Conclusiones

Por muy poderosos que sean los recursos de computacion, para resolver pro-
blemas de enumeracién constructiva situados en la frontera de lo practica-
mente computable, es valioso realizar un anélisis combinatorio de las estruc-
turas en cuestion. De este modo se logré clasificar los disenos resolubles
2-(10,5,16) y 3-(10,5,6) a la vez. La técnica seguida, que se apoya en el
estudio de los patrones de interseccion de clases paralelas, aunque no es una
panacea también sirvié para clasificar los disenos resolubles 2-(12,4, 3), los
2-(14,7,12), los 3-(14,7,5) [39, 26] y los cuasiresolubles 2-(2k + 1,k, k — 1)
para k < 13 [38]. La interpretacién adecuada de los patrones de interseccién
lleva a la construcciéon de un conjunto de configuraciones iniciales que se dan
como entrada al algoritmo encargado de la enumeracion, de tal suerte que el
espacio de busqueda de soluciones se reduce de manera significativa.

En el caso de la enumeracién de los disenos presentada en esta tesis,
también fue importante agregar al algoritmo de busqueda con retroceso el
rechazo por isomorfismo en niveles intermedios y la ordenacién de las varia-
bles. La inclusion de estos elementos influyé sustancialmente en la duracién
de los computos.

Otra reflexion interesante es que vale la pena aprovechar teoremas como
el de Alltop, pues proporcionan condiciones necesarias para la existencia
de disenos, mismas que repercuten en la definiciéon de las configuraciones
iniciales y restringen el espacio de busqueda.

Aunque hay grandes avances en la clasificacién de disenos, durante va-
rios anos se ha intentado resolver una serie de problemas, entre los que
se encuentra el de enumeraciéon de los disenos 2-(4t + 4,2t + 2,2t + 1),
3-(4t + 4,2t + 2,2t + 1) y 2-(4t + 3,2t + 1,t), parat = 7y 8. Como tra-
bajo futuro se tiene considerado investigar su estructura en forma parecida
a la presentada en esta tesis, pero generalizando un poco el anélisis de los
patrones de interseccién, de tal manera que ademads se examinen las inter-
secciones de tres bloques tomados de clases paralelas distintas. Asimismo, se
tiene contemplado mejorar el algoritmo integrandole otros componentes, por
ejemplo el paralelismo y la ordenacion dindmica de las variables durante la
busqueda exhaustiva.
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(P,B,I)

Sim(X)

t-(v, k, \)

Glosario de simbolos

equivalencia de matrices
isomorfismo
grupo de automorfismos de X

traza del bloque B
conjunto de trazas de bloques de B

estructura de incidencia reducida de D

valor en (g, x) de la accién G x X — X

6rbita de y bajo G

grupo estabilizador de y en G

matriz identidad

matriz con todos sus elementos iguales a 1

matriz de interseccion de clases paralelas

diseno combinatorio con conjunto de puntos P y coleccion
B de subconjuntos de puntos

estructura de incidencia con conjunto de puntos P, con-
junto de bloques B y relaciéon de incidencia I

grupo simétrico en X

cf. definicién 1.4.1
tipo de una matriz de interseccién
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13
10
10

10

N}

15

15

18

14
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