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Introduccion

Existen dos funtores covariantes, K : Poset — SimplicialComplex y
|.| :SimplicialComplex—Top (donde Poset es la categoria de conjuntos parcialmente
ordenados cuyos morfismos son las funciones que preservan el orden, SimplicialComplex
es la categoria de complejos simpliciales cuyos morfismos son las funciones simpliciales de la
definicion 2 y Top es la categoria de espacios topoldgicos cuyos morfismos son las funciones
continuas), cuya composicién, denotémosla 7' ( es decir T' = |.| o K) nos permite asociar
conceptos topolégicos a los objetos y morfismos de Poset, por ejemplo: diremos que dos
conjuntos parcialmente ordenados P y () son del mismo tipo de homotopia, si |[K(P)| y
|K(Q)| 1o son. El terema de la fibra de Quillen (teorema 1) ha sido una herramienta muy til
en el establecimiento de la igualdad del tipo de homotopia entre algunas parejas de conjuntos
parcialmente ordenados, particularmente de aquellos conjuntos parcialmente ordenados que
son la imagen de un grupo bajo algun funtor que vaya de la categoria G (cuyos morfismos
son los isomorfismos usules) a la categoria Poset, dado que la teoria se enriquece al tener
a disposicion la teoria de grupos; en esta tesis trabajamos con tres familias de funtores que
van de G a Poset:

{S,}p, {Ap}p, un funtor por cada primo p y {L£} que consta del inico funtor L .

Como ejemplo de la aplicacién de dicho teorema probamos que si GG es un grupo finito
entonces S,(G) v A,(G) son del mismo tipo de homotopia (una de las ventajas de este
resultado es que A,(G) es mas simple que S,(G) en el sentido que A,(G) estda contenido
en S,(G)). Quillen trata de probar que hay una relacién, via el funtor A, o T', entre una
propiedad algebraica y una propiedad topoldgica:

Conjetura. Sea GG un grupo finito. Entonces se cumple

O,(G)#1 siysdlosi A,(G) es contraible

donde O,(G) es la interseccion de todos los p-subgrupos de Sylow de G.

Quillen prueba que dado un grupo finito G, si O,(G) # 1 entonces A,(G) es contraible,
prueba la equivalencia en el caso que G sea finito y soluble, pero para el caso general en
que G es finito, la implicacién “A,(G) es contraible, entonces O,(G) # 17 es un problema
abierto.

Una de las ideas que se obtienen de el desarrollo comentado en el parrafo anterior, es que
podemos aprovechar la presencia de simetrias en los conjuntos dotados de estructura: grupo,
conjunto parcialmente ordenado, complejo simplicial, espacio topolégico (formalizadas con



el concepto de accién de grupo sobre un conjunto) con el fin de probar afirmaciones (en el
marco de una teoria enriquecida al incluir la teoria de grupos) acerca de propiedades que
poseen dichos conjuntos dotados de estructura (dos ejemplos de esto son el teorema 5 y el
ejemplo del capitulo 4). Con este proposito se definen los conceptos: G-conjunto parcialmente
ordenado, G-morfismo entre conjuntos parcialmente ordenados, G-complejo simplicial, G-
funcién simplicial, G-espacio topoldgico, funcion equivariante, etc.

En este contexto, la version equivariante del teorema de la fibra de Quillen resulta ver-
dadera y también sus consecuencias analogas a las consecuencias del teorema 1.

Otra propiedad importante, aparte de la propiedad de tener simetrias, es la contraibilidad,
podemos darnos cuenta de ello al analizar la demostraciéon del teorema 5. Los corolarios 3 y
4 son herramientas bésicas para probar contraibilidad. Cabe mencionar, aunque no esté in-
cluido formalmente en esta tesis, que si un complejo simplicial K contiene a un subcomplejo
Ly L es contraible, entonces |K| y % tienen el mismo tipo de homotopia.

El teorema de Thévenaz nos da el tipo de homotopia de £L(G) en caso que G sea un grupo
soluble y con una serie de principal.

Por tltimo el ejemplo del capitulo 4 nos muestra que si G es el producto semidirecto de
Zs X L3 por Zs x Ly definido en la pagina 31, entonces S,(G) es conexo pero no es contraible.
En el desarrollo de este ejemplo y en la prueba del teorema 5 podemos apreciar la increible
utilidad, pese a su sencillez, del invariante homotépico “caracteristica de Euler”.



Capitulo 1

Conjuntos parcialmente ordenados

1.1. Conceptos basicos

Sea P un conjunto y r una relacién binaria sobre P. (P,r) es un conjunto parcialmente
ordenado (COPO) siy sélo si para toda x, y, z € P se cumplen las condiciones siguientes: xrz
(reflexividad), zry y yrx implica x = y (antisimetria), xry y yrz entonces zrz (transitividad).
Si ademaés de las tres propiedades anteriores se cumple que para todo par z,y € P es valida
una y sélo una de las relaciones siguientes: x = y o xry o yrz (tricotomia), entonces (P, )
es un conjunto totalmente ordenado COTO, también llamado cadena. Por simplicidad, las
presencias del sustantivo “COPO (P,r)” en un enunciado seran sustituidas por la abreviacién
“COPO P”, a menos que en un enunciado necesitemos diferenciar a la estructura de COPO
“(P,r)” de su subconjunto subyacente “P”.

Emplearemos las siguientes notaciones y términos para: un COPO (P,r); z , y elementos
de P.

<p denotara a la relacion binaria r, pero cuando no haya confusion
solo aparecera el simbolo <
x <y abrevia ‘e <yyx#y”
Diremos que x y y son comparables si se cumple alguna de las relaciones: x =y o xry
o yrx
x Ly abrevia “r y y no son comparables”
Un subconjunto A de P es una anticadena, si cualesquiera dos elementos, distintos, de
A son no comparables

Sean x,y € P. Decimos que y cubre a x si y sélo si x < y y no hay z € P tal que
r<z<y.

El diagrama de Hasse de un COPO finito P es la gréfica dirigida (digrafica) cuyos
vértices representan a los elementos de P y donde la arista entre 2 vértices representa a la
relacion que hay entre los elementos de P representados por tales 2 vértices, bajo la siguiente



convencion: si v, es el vértice que representa a = y v, el que representa a y entonces x cubre
a y siy sélo si v,—v, pertenece a la digréfica pero v,——v, no pertenece a la digrafica.

1.2. Ejemplos de COPOs

a. Si < es el orden usual entre naturales restringido al conjunto {1,2,...,n}, denotado
[n], entonces tenemos un COPO al que notaremos con n.
Ejemplifiquemos con [3]:

—_<— N =< W
O<—O0=<—0

COPO Diagrama de Hasse

En los siguientes ejemplos el diagrama de la izquierda representa al COPO en turno, y
el de la derecha es el diagrama de Hasse de tal COPO.

b. Consideremos al conjunto potencia de [n] (notado 2["), entonces (2", C) es un COPO
al que abreviaremos B,,.

Ejemplo con 2P

{1,2}

{1}/ \{2} O/O\O
N

N,

0



c. Sean n € P, D, el conjunto de los divisores positivos de n para el cual z < y se
interpreta: x divide a y (z|y), entonces (D, <) es un COPO al que abreviaremos también
con D,,.

Ejemplo con Dys:

SN
e
N4

d. Sea n € N. El conjunto de todas las particiones de [n] se convierte en un COPO,
denotado con II,, si en este caso interpretamos: para todas m,c en II,,, 7 < o si cada celda
de 7 esta contenida en alguna celda de o. Por ejemplo, si n = 7'y consideramos las particiones
de [7]: m={1,4, 7} U{3,5} U {2} U{6} y 0 = {1,4,6,7} U{2,3,5} entonces 7 < 0.

Ejemplo con [3]:

{1,2,3}

{1,2}, {3} {1,3}. {2} {1}.{2,3} °
\\\\\

\\\\\\\x~ l A////////

{1}, {2}, {3}

e. L,(q) denotard al COPO de todos los subespacios vectoriales, del espacio vectorial
n-dimensional (V,(q)) sobre el campo F, de ¢ elementos, ordenados por inclusién (C).

Ejemplo con V3(2):

Sea 3 = {by, by, b3} base de V3(2) = V.

Entonces tenemos V = <b1, bg, bg) = {bl, bg, bg, b1 + bg, bl + b3, bg + b3, b1 + b2 + bg, O}

O<—0=<——20

N
/

tS—
(b1,b2) <ﬁ(bl,bz + b3) (b2, b1 + b3) (b1 + b2, b3) (b1 + b2,b1 + b3)

3

(b1) (b3) (b2) (b2 b3) (b1 + b3) (b1 + b2) (b1 + b2 + b3)
N | %



1.3. Otras definiciones

Sean P y () dos COPOs; una funcién f : P — @ es un morfismo covariante de
COPOs si cada vez que = <p y implica f(z) <g f(y) y es un morfismo contravariante
de COPOs si cada vez que x <p y implica f(x) >¢ f(y). En el primer caso (f covariante)
diremos que f preserva el orden. Dos COPOs P y () son isomorfos si hay una biyeccién
f:P—Qtalquex <pysiysdlosi f(z) <g f(y). A tal f le llamamos isomorfismo entre
los COPOs Py Q.

Las definiciones de COPO y de morfismo entre COPOs permiten construir la categoria
Poset.

Sea P un COPO y Q € P. Podemos inducir un orden parcial en () definiendo <¢ del
siguiente modo: para toda z,y € @) se cumple x <g y si y sélo si x <p y. Sélo en este caso
diremos que ) es un subCOPO de P.

Como ejemplos importantes de subCOPOS de P tenemos los siguientes: fijo x € P
definimos: P<, = {y € Ply < z}; andlogamente definimos P>,, P., y P-,. Para z y y
elementos fijos de P definimos el intervalo cerrado [z,y] = {z|r <z <y} sélosiz < yy
el intervalo abierto (z,y) = {z|z < z <y} sdlo si z < y.

Si todo intervalo cerrado de P es finito entonces a P se le llama localmente finito.

UnelementoxdePesunadePsixSyparatodayGPoesunIdePsiygxpara
toda y € P.

Sea C' una cadena de P. C' es maximal si no hay z € P\ C tal que {z} U C siga siendo
cadena. C' es saturada si no hay z € P\ C tal que z < z < y para algunas z,y € C'y
que C'U {z} siga siendo cadena. Dada una cadena C' de P, si C' es maximal entonces C es
saturada pero el inverso no siempre es cierto ya que una cadena finita y saturada tiene la
posibilidad de ser extendida, a otra cadena de mayor longitud, por alguno de sus extremos.

Sean C una cadena en P localmente finito, a y b elementos de C', con a < b. Tenemos
que existe un natural n,;, al cual denotaremos también como n(a,b), tal que C' N Ja, b] es la
cadena (a = x9) < 29 < ... < (Tn(ap) = b). Entonces es verdadera la siguiente afirmacion:

Afirmaciéon 1. C es saturada en P si y solo si para toda a,b € C' con a <b , x;41 cubre a
x; en P para toda i € {1,...,(ngp —1)}.

Demostracion. El caso no inmediato, y del cual nos ocuparemos, es cuando C', y por tanto
P, tiene mas de un elemento.

Suficiencia: Supongamos que C' es saturada en P. Sean a, b elementos de C', con a < by
(a=1m9) <9 <...<(Tp@p =0b)lacadena C'NJa,b].

Caso z € P\ C.

i. C'U{z} no es cadena. En este subcaso existe x € C tal que z L z. No puede ser que
x; < z < x;11 por que, por un lado, x < x; 0 ;41 < z implican cada una que z es comparable
con x y, por el otro lado, z; < o < x;4, implica que = pertenece a C'N|a, b], por tanto = x;
o r = x;41 y entonces x es comparable con z, lo cual no es posible.

ii. C'U{z} es cadena. Si x; < z, como C U {z} es cadena, entonces no puede ser que
z < x;41 pues C es saturada, por tanto ;11 < z.



Caso z € C. No puede ser que z; < z < x;;1 de lo contrario, z € C'N [a,b] y entonces
z = xy para alguna k € {1,...,n(a,b))} que al mismo tiempo debe cumplir i < k <i+ 1y
esto claramente no es posible.

Por tanto, en los dos casos posibles, no hay z € P tal que z; < z < x;41, es decir z;4
cubre a x; en P.

Necesidad: Supongamos que para a y b elementos de C' con a < b es verdadero que ;1
cubre a x; en P para toda i € {1,...,(n., — 1)} donde z; € C'N[a,b]. Sea z € P\ C}; si
z < xy o 2z L x para alguna z € C, entonces tal z no nos preocupa, supongamos entonces
que g < z (g # z dado que z no pertenece a C'), como x; cubre a z en P, necesariamente
r1 < z, como Ty cubre a xy en P, entonces x5 < z, continuando de este modo llegaremos
a que Tnep < 2; concluimos que para cualesquiera elementos a,b € C' con a < b no hay
z € P\ C tal que a < z < b, es decir C es saturada.

]

Consideremos P un COPO finito, C' una cadena en P, [z, y] un intervalo de P. Definimos:

a. La altura A(C) de la cadena C' como el valor A(C) = |C| — 1.

b. La longitud L(P) de P como el valor L(P) = max{A(C) | C es cadena de P}. L[z, y]
abreviard la longitud del subCOPO [z, y].

c. Decimos que P tiene altura n (denotada A(P)) si toda cadena maximal de P tiene
altura n. En este caso existe una unica funcién (llamada funcién rango) p: P — {0,...,n}
tal que

p(x) =0 siz esun elemento minimal de P

p(y) =p(x)+1 siycubreazen P

Afirmacion 2. p estd bien definida.

Demostracion. Sea x € P tal que (z = a;) > -+ > ap, con ay elemento minimal de Py a;
cubre a a;_1 para toda i € {1,...,l} y (x = b;) > -+ > by, donde by es elemento minimal
de Py b; cubre a b;_; para toda j € {1,...,k}. Sea ¢; un elemento de P que cubre z (en
caso que haya), sea ¢ uno que cubre a ¢; (en caso que haya), etc.; este proceso termina en
un elemento maximal de P, digamos en ¢,. Como P es localmente finito tenemos (por la
afirmacién 1) que las cadenas ag < - <z < ¢ < -+ <G yby < - <z < <+ <cpson
saturadas (y por construccién también son maximales), por tanto tienen altura n y entonces
k =1, es decir podemos construir una funciéon f : P — {0,...,n} tal que f(z) = ntmero
de elementos, de cualquier cadena saturada que tenga a x, que son estrictamente menores
que x; claro cualquier otra funcién que tenga mismos dominio, contradominio y tome los
mismos valores que f, tiene que ser igual a f, por ejemplo, p es una asignacion con mismos
dominio y contradominio que f tal que, para toda x en P, p(z) = f(z) (esto tltimo se puede
comprobar por induccién). Por tanto p es una funcién igual a f. Por tanto p es tnica tal que,
para toda x en P, p(x) = numero de elementos, de cualquier cadena saturada que tenga a
x, que son estrictamente menores que . ]



Observaciones:

a. Si P es un COPO finito tal que hay una funciéon p : P — N tal que, para toda x
en P, p(x) = nimero de elementos, de cualquier cadena saturada que tenga a z, que son
estrictamente menores que x, entonces no necesariamente P tiene definida A(P).

b. Si P tiene definida A(P) entonces A(P) = L(P).

Podemos mostrar que si P es finito y tiene definida A(P) entonces cualquiera de sus
intervalos también. Esto muestra que si z,y € P con z <y, entonces L[z, y] = p(z) — p(y).

Si p(x) = m entonces diremos que = tiene rango m.

Ejemplos:
P rango de x € P altura de P
n r—1 n—1
B, || n
D, nimero de divisores primos de x numero de divisores primos de n
(contando multiplicidad)
11, n — |z n—1
L,(q) dimensién de x n

Concluimos con una definicion mas: si P tiene altura n, definimos el nivel i-ésimo N;
como N; = {z € P|p(x) = i}.

1.4. Construccion de COPOs a partir de otros

Sean (P, <p), (Q,<g) COPOS con PN Q = (. Definimos:

a. la suma directa de Py () como P+@Q = (PUQ, <) donde para todas x,y € P?cup(

r<ysiysélosi (z,yec Pyzx<py)o (z,ycQyxz<gvYy)

b. La suma ordinal de Py ) como P (Q = (PUQ, <) donde para todas z,y € PUQ

r<ysiysélosi(zr,yec Pyz<py)o(z,yecQyzr<gy)o(zxePyyeQ)

Observamos que el orden en que aparecen los términos en la suma ordinal si importa,
mientras que en la suma directa no.

Sean (P, <p), (Q, <o) COPOs. Definimos:

a. El producto directo de P y ), denotado, al igual que el producto cartesiano de Py
Q, P x @, consiste de los pares ordenados (z,y), donde (z,y) < (z/,y) siy sélo si x <p 2’
yy<qy.

b. El producto ordinal de P y (), denotado P ® @), consiste de los pares ordenados
(x,y), donde (z,y) < (2/,y) siysélosi (x =2"yy <gy') o (z <g ).

10



1.5. COPOs con accion de grupos

Emplearemos las notaciones y términos siguientes para: G un grupo que actia en un
conjunto X, H K CG,ge G, AC X yre X.
H < G si H es subgrupo de G
HA denota al conjunto {ha|lh € H,a € A}
A es un conjunto invariante en X respecto a la accién del subgrupo H de G si HA = A.
Cuando no haya confusién, usaremos el término “conjunto invariante” omitiendo la frase
“respecto a la accion de H en X”. Si A = {a} o H = {h}, notaremos a H A respectivamente

Ha o hA.
Gz es la 6rbita de =

G/X es el conjunto de érbitas

Ga  Ga={g € G|gA = A} es el estabilizador del conjunto A
[H] la clase de conjugacién de H

G, G. ={g € G|gz = x} es el grupo de isotropia de z

X%  esel conjunto de puntos fijos

Un COPO P en el cual actiia un grupo G es un G-COPO si la accion preserva el orden
es decir x < y, g € GG implica gr < gy; en este mismo caso si A es un subconjunto invariante
de P, diremos que A es un G-subCOPO de P. Ejemplo: en caso que el grupo de isotropia
G, sea igual a G (por tanto x es un punto fijo) tenemos que P<,, P>;, P-, y P, son
G-subCOPOs. Si Py @ son G-COPOs y f : P — @ es una funcién, diremos que f es un
morfismo (de G-COPOs) entre ellos si f preserva el érden.

Sean P,() G-COPOs. Estableciendo que ¢(p,q) = (gp,g9q) para toda g € G y toda
(p,q) € P x @, dotamos al producto directo con estructura de G-COPO. Si la unién P U Q
es disjunta y ¢, 0 son acciones respectivamente en P y (), consideradas como conjuntos, su
unién ¢ U 6 es ajena y por tanto dota a la suma ordinal P * () con estructura de G-COPO.
Tres ejemplos importantes de esta ultima construccion son el cono C'P de P definido como
{0} * P, la suspensién Y P definida como {0,0'} * P, donde 0 L 0 y G actiia trivialmente
en {0,0'}, y por dltimo P = {0} P x {1}

Dados x € Py A C P, diremos que x es una cota superior de A si a < x para cada
a € A. Si S denota al conjunto de cotas superiores de A y hay x € S tal que para today € S
se cumple x < y, entonces se puede probar que x es Unico con tal propiedad, (entonces)
distinguimos a x con el nombre de supremo de A y lo notamos \/ A. Si existe \/ A, decimos
que A estd acotado superiormente en P. Andlogamente definimos: cota inferior de A,
infimo de A, denotado A\ A. Si existe A\ A decimos que A estd acotado inferiormente en
P. Ahora que si existe \/ A y existe /\ A simplemente diremos que A estd acotado en P.
Si todo subconjunto finito de P esta acotado inferiormente y superiormente en P, a P se le
distingue con el nombre de reticula. Si P es una reticula con elementos 0 y 1, entonces la
llamamos reticula acotada; en este caso al conjunto P\ {0, 1}, se le llama la parte propia
de la reticula.
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1.6. Complejos simpliciales

Definicién 1. Sea V' un conjunto no vacio y K CP(V)\ {0}. A K se le llama complejo
stmplicial de V si:

1.- S es finito y no vacio, para cada S € K;

2.- P(S)\ {0} € K para cada S € K.
Un subcomplejo de K es un subconjunto de K que es él mismo un complejo simplicial. A
los elementos de K se les llama simplejos. 51 S,5" €¢ K y S' C S, a S le llamamos una
cara de S. AV se le llama el conjunto de vértices de K.

Definicién 2. Sean K y L complejos simpliciales. Un morfismo (funcion simplicial)
¢ : K — L estd determinado por una funcion (denotada igual) ¢ : Vi — Vi tal que si
{vo, ..., v} € K entonces {¢(vg), ..., p(vg)} € L

Asi, tenemos la categoria SimplicialComplex cuyos objetos son los complejos simpli-
ciales y cuyos morfismos son las funciones simpliciales.

Definicién 3. Sea K un complejo simplicial y S € K. Definimos la dimension de S como
dim o = cardinal(S)—1y, si K es finito, la dimension de K como dim K =mdxz{dimS|S €
K}

Existe un funtor K : Poset — SimplicialComplex definido de la siguiente manera: si
P es un COPO no vacio, entonces K(P) = {C|C es cadena finita no vacia en P}; K(P)
cumple los requisitos para ser un complejo simplicial, cuyo conjunto de vértices es P.

Sea © una accién (izquierda) del grupo G en el conjunto V. Sabemos que para cada g € G
la funcién ©, : V' — V tal que O,(z) = gz para cada = € V, es una biyeccién. Si K C P (V)
es un complejo simplicial y se cumple que para cada g € G la biyeccion ©, : K — K es
simplicial, equivalentemente ©, € Aut(K) para cada g € G, entonces decimos que G actia
simplicialmente en K o también que K es un G-complejo simplicial, si ademas para cada
S € K, el estabilizador G5 actia trivialmente en S, entonces distinguiremos al G-complejo
simplicial K con el adjetivo “admisible”. No todo G complejo simplicial es admisible pero
veremos en el lema 2 que si P es un G-COPO no vacio cualquiera, entonces K(P) es un
G-complejo simplicial admisible.

Sea A C P (P un G-COPO). Denotamos P(A) al conjunto {x € P|x es comparable
con todo elemento de A}; si P(A) # 0 entonces decimos que A es astral. Dado C' C P,
denotamos I'( P, C') al complejo simplicial cuyos elementos son los subconjuntos finitos de C
que son astrales y no vacios. Observamos que si C' es invariante entonces queda definida una
acciéon sobre I'(P, C), es decir I'(P,C) es un G-complejo simplicial, razén: si A € I'(P,C)
entonces gA € I'(P, C) para cada g € G ya que: A finito implica que gA es finito, C' invariante
implica gA C C'y x € P(A) implica que gz € P(A).
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Si P es un G-COPO, el hecho de que O, €Aut(P) para cada g € G, tiene consecuencias
como las que veremos a continuacién.

Afirmacién 3. Sea A = {x1,...,2,} C P tal que eziste \] A (de hecho (\] A) = x1 V xa V
... Vx,). Entonces
a(\/ 4) = (\/ g4)

es decir g(x1V xa V...V x,) =gr1 V gra V...V gz,

Demostracion. Como A esta acotado superiormente, gA también lo esta. Sea b € P tal que
gr; < b para toda i, luego x; < g~ 'b para toda i, por tanto \/ A < ¢~'b para toda i, luego
g(\/ A) < b; como ademads, z; < \/ A para toda ¢ implica gz; < g(\/ A) para toda i, es decir
g(\/ A) es la menor de las cotas superiores de gA. O

Si ademas A es invariante, tenemos
g(\/A) :g:c1VQ:z;2v...\/ga:n:xl\/xQ\/...\/:cn:\/A

dado que ©, permuta al conjunto A y la operacién “V” es conmutativa. Esto es \/ A es
punto fijo. Gracias a la dualidad entre “V” y “A”, las afirmaciones duales, respecto a “A”,
correspondientes, son verdaderas.

Sean P una reticula acotada, z,a € P tales que z Aa = 0, z V a = 1; entonces decimos
que x es complemento de a; sea a un elemento fijo de P, al conjunto formado por los
complementos de a lo denotamos a', y en caso que todo elemento de P tenga complemento,
a P lo llamaremos reticula complementada.

Aclaramos que en la prueba de la siguiente afirmacion nos apoyamos en la tautologia

13 (_|a a) O(”

Afirmacién 4. Sean P G-reticula (P es G-COPO y también reticula) acotada, a € P
punto fijo; entonces a* es G-invariante.

Demostracion. Siz € a* tenemos gzVa = g(xVa) = g(1) = 1 la tdltima igualdad es por que
g(1) < 1 (esta desigualdad es la negacién de g(1) = 1 debido a la tricotomia y a la definicién
de 1) implica 1 < g~!(1), luego 1 = g~ !(1) por tanto g(1) = 1; concluimos que g(1) = 1. Por

~

dualidad, tenemos también que gz A a = 0, lo cual completa la prueba de la afirmacion. [

Afirmacion 5. Otros subconjuntos de P que son invariantes, son el conjunto de elementos
minimales (y por dualidad también el de los maximales) y si P tiene altura n para algin
n € N, entonces cualquiera de los niveles N;.

Demostracion. La segunda parte de esta afirmacién esta implicada por su primera, pues Ny
es el conjunto de elementos minimales de P, Ny el de P\ Ny y asi sucesivamente. Ahora
para la primera parte, sean M el conjunto de elementos minimales de P, x € M, g € Gy
z € P.Siz L gz, entonces no es cierto que z < gx; y si z es comparable con x, como z < gx
implica gr < z, concluimos que gr < z. Por tanto no puede haber un elemento z € P tal
que z < gz, y entonces M es invariante. O
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Definicién 4. El érden del grupo G, denotado por |G|, es el cardinal del conjunto sub-
yacente G. Si g € G, el érden (del elemento) g es el drden del grupo (g) y se denota

o(g).

Afirmacion 6. Si g es un elemento de orden finito de G entonces x = gx para cada x € P
G-COPO, tal que x es comparable a gz.

Demostracion. Sio(g) =1 ent g = ey por tanto x = gz para cada x € P dado que G actia
en P.

Caso o(g) > 1. Veamos que x # gx implica x = gx. Si x < gz entonces gz < g?r < ... <
¢°9Wg = x; ahora x > g implica x > gz > ¢%x... > ¢°9x = x entonces por antisimetria
concluimos que x = gx. En resumen x < gx implica que x = gx. Procediendo en forma
similar tenemos que x > gx implica que = = gx. O

Esta afirmacion tiene como consecuencia la siguiente:

Afirmacion 7. St G es grupo finito y P es un G-COPQO, entonces cada G orbita es una
anticadena.

Demostracion. Sea Gx una de tales drbitasy g € G tal que gr # z, entonces por la afirmacion
anterior, no puede ser que x y gx sean comparables. O

Procediendo en forma similar, veriamos que la siguiente afirmacion es verdadera.

Afirmacién 8. Si G es un grupo, P es un G-COPO y P es finito, entonces cada G-orbita
es una anticadena.

Emplearemos las notaciones y términos siguientes para: X y Y espacios topoldgicos,

f,g: X — Y funciones continuas.
X=2Y X es homeomorfo ayY

X =Y X tiene el mismo tipo de homotopia que Y
f=g fes homotdpica a g

Existe un funtor |.| :Simplicial Complex—Top llamado realizaciéon geométrica que se
construye de la siguiente manera: Sea K un complejo simplicial. Se define

K| ={a:Vxk =1 i) o '(0,1]€K, i) > alw)=1}

donde «a es funcién e I = [0,1] € R. Observacién: la suma en ii) es finita por el inciso i).
Ahora a | K| le vamos a dar dos topologias; la primera es la topologia generada por la métrica

d:|K|x|K|—R  tal que d(a, B) = Z (a(v) — B(v))? (1.1)

veEVK

A este espacio topolégico lo denotaremos | K|4. La segunda topologia la construiremos apartir
de la anterior: Sea S € K. Se define |S| = {a € K|a™!(0,1] C S}. Dotamos a |S| con

14



la topologia inducida por la métrica definida en (1.1) restringida a |S| y a este espacio
lo denotamos |S|4. Finalmente dotamos a |K| con la topologia coherente (a este espacio
también lo denotamos |K|) en la cual F' C |K| es cerrado en |K| siy sélo si F'N|S| es cerrado
en |S|s para cada S € K; se obtiene una definicién equivalente al sustituir “cerrado”por
“abierto”.

La topologia coherente tiene la siguiente propiedad:

Proposicién 1. Sea A una familia de espacios topoldgicos que también son subconjuntos del
espacio topologico X . Si X tiene la topologia coherente respecto a la familia Ay f: X —Y
es una funcion, entonces f : X — Y es continua si y sdlo si fl, : a — Y es continua para
cada a € A.

Demostracidn. Suficiencia: Sea F cerrado en Y; por tanto f~'[F]Na = (f|,) ' [F] es cerrado
en a para cada a € A, pero esto si y sélo si f~![F] es cerrado en X. Por tanto f es continua.
Necesidad: Sea F cerrado en Y'; por tanto f~![F] es cerrado en X, pero esto si y sélo si
(fla)"YF] = f7Y[F]Na es cerrado en a para cada a € A. O

Proposicién 2. Si ¢ : K — L es una funcion simplicial, entonces ¢ induce una funcion
continua || : |K| — |L]

Demostracion. Sea a € |K|, por tanto a=*(0,1] = {vo,...,v,} € Ky Y.¢,a(v;) =1 con
a(v) = 0 para toda v € Vi \{vy,...,v,}. Denotemos T a {vy, ..., v,} y reetiquetémoslo de la
siguiente manera {v11, V12, . . ., Vig(1); V21, V22, - - - U2g(2)s - - - s Upl, Up2, - - - » Upg(p) } donde p(v;;) =
@(vw) siy solosii = k; asi o[T] = {¢(v11), p(va1), - .., p(vp1)} y N0 tiene elementos repetidos.

Definamos |p|(«) : Vi, — I de la siguiente manera |¢|(a)(p(vi1)) = 391 a(v;;) para
cada i € {1,...,p} v |¢|(a)(v) = 0 para cada v € VL, \ ¢[T]. Observacién: podria haber
v e Vg \ T tales que p(v) = p(v;;) para alguna v;;, pero para tal v sabemos que a(v) = 0.
Por construccion |¢|(a) € |¢[T]|, y entonces hemos bien definido una funcién |p| : | K| — |L|.

Usaremos la proposicién 1 para ver que |p| es continua. Sean d, d’ las métricas respec-
tivas para | K| y |L| definidas en (1.1). Sea S = {wy,...,w,} un simplejo cualquiera de K.
Veamos que |¢||s| : |S|a — |L| es continua. Sea 3 € |S|y A un abierto de |L| tal que |p|(5) €
AN|e[9]]- Como AN|p[S]| es abierto en |¢[S]|a, existe R € RT tal que B (|¢|(3))N|p[S]| €
AN |p[S]]; probaremos que existe r > 0 tal que |p||;s/[BX(B)] € B&(|¢|(B)) N |¢[S]|. Ree-
tiquetemos a S asi {U)H, W12, ... ,wln(l), W1, W2, . . . ,U)Qn(g), vy, Wi, Wy - - ,wm(t)} donde
o(wi;) = e(wy) sty sélo si i = k; ast p[S] = {p(wn1), p(wa1),...,e(wn)} y no tiene el-
ementos repetidos. Sea v € |S|, entonces

n(1) n(t)
d(B,7) = | D _(Blwy) = y(wiy)2 + ...+ > (Blwy) = (wy))?

J=1 Jj=1

Consideremos (8(wi1), - - -, Bwinei))s (Y(wir), -+, Y(Win@y)) € R™; como la funcién suma
+ : R™) — R (suma de las coordenadas) es continua, para R/v/t existe r; > 0 tal

que si /3200 (Bwis) — 9(wy))? < i, entonces /(S0 Blwny) — 09 v(wiy)? < R/VE
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y por tanto (Z;Lgﬁ(w”) — Z?g Y(wi;))? < R?/t. Sea r = min{ry,...,r}, entonces si
d(B,7) < r se cumple \/Z;’g(ﬁ(ww) —y(w;))? < r para cada i € {l,...,t} (razdn

\/Zyg(ﬁ(ww) —v(w;;))? < d(B,7) para cada i € {1,...,t}) por lo tanto

n(1) n(t)

d'(|e(8), lel(7) = | O Blwiy) = v(wij)2 + ...+ O Blwy) — v(wy))? <

7j=1 =1

e

-~

t

<\/R2/t+---+R2/t:R

Proposicién 3. Si S = {ug,...,v,} € K entonces |S|g = A%, donde
AT (s Ag) € RITN 20,52\ = 1)

Demostracion. Sea f :|S|q — A? tal que si a € S entonces f(«o) = (a(vy), ..., a(v,)). Ahora
sea g : A? — |S]4 tal que para todo (Ao, ..., Ag) € A? g(Ag,...,\,) = o, donde o : V' — [
es tal que a(v;) = A; para toda i = 0,...,q y a(v) = 0 para toda v € V' \ S. La funcién
g estd bien definida pues Y- ., a(v) = 3 cga(v) = 2L N =1y a'(0,1] € S. Esta g
cumple go f = 15, v fog = 1a.. Como ademéas f es una isometria, tenemos que f es un
homeomorfismo entre |S|; y A? O
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Capitulo 2

Teoremas sobre homotopia de COPOs

2.1. Conceptos basicos

Denotaremos a la relacién de isomorfismo estre dos grupos H y K por H = K.

Definicién 5. Sip es un nimero primo, entonces un p-grupo elementalmente abeliano,
es un grupo finito G isomorfo a Z, X ... X Z,

Si P es un G-COPO definimos una relacién de orden en el conjunto de érbitas P/G que
induce G en P declarando: drbita(z) <érbita(y) si hay g € G tal que gz <y

El orden parcial de un COPO X induce una particién del conjunto X en clases de equiva-
lencia, a cada clase la llamaremos componente conexa de X, dos elementos pertenecen a la
misma clase si y sélo si hay una cadena en X tal que uno, de los tales dos elementos, es elemen-
to minimo de la cadena y el otro es elemento méaximo de la cadena. Denotamos 7y X al conjun-
to de componentes conexas del COPO X, tales componentes estan en correspondencia uno a
uno con las componentes conexas del complejo simplicial (cardinal(mX) =cardinal(mo|X|)).

Un espacio topolégico X sobre el cual actiia un grupo G, es distiguido con el adjetivo
G-espacio topologico. Usaremos la abreviaciéon “X es G-espacio” cuando en el contexto
no haya confusion posible.

Supongamos que G actia en los espacios topoldgicos X y Y. Se dice que una funcion
continua ¢ : X — Y es equivariante cuando ¢(gz) = g¢(x) para toda x € X y toda g € G.

Si X y Y son G-espacios, una G-homotopia de X a Y es una funcién continua
H: X x[0,1] — Y que cumple H(gz,t) = gH(z,t) para toda g € G, toda x € X y toda
t € [0, 1]; en caso que exista una G-homotopia tal, diremos que X y Y son G-homotdépicos.
Dos funciones continuas equivariantes ¢, : X — Y son G-homotdpicas si existe una
G-homotopia de X a Y tal que H(z,0) = ¢(x) y H(z,1) = ¢(x) para toda z € X. Diremos
que dos G-COPOs P y @@ son G-homotopicos si las respectivas realizaciones geométricas
|K(P)| vy |[K(Q)| lo son. Usando estas definiciones podemos hablar, por ejemplo, de una
G-equivalencia homotépica entre dos COPOs, de que P es G-contraible si P es G-homotopi-
camente equivalente a un punto, etc.
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2.2. El teorema de la fibra de Quillen y sus consecuen-
cias

Hagamos la siguiente convencién: Si X es un COPO entonces |X| denotaréd al complejo
simplicial K(X) o denotard a la realizacién geométrica |K(X)| de dicho complejo; en lo
siguiente, distinguiremos a quién denota segtn el contexto.

Sean X, Y COPOs y X x Y su producto directo; las proyecciones naturales
pr: X XY =5 Xyp: X xY — Y al ser morfismos de COPOs, inducen las funciones
continuas [pq] : |X X Y| — |X| y |pe| : |[X x Y| — |V, las cuales, por la propiedad universal
del producto, inducen una funcién continua | X x Y| — | X| x [Y|, la cual en este caso resulta
ademas homeomorfismo:

X x V]2 |X] % |Y] (2.1)

donde | X x Y| tiene la topologia coherente, y por tanto |X| x |Y| pertenece a la categoria
de los espacios compactamente generados.

Proposicién 4. (Propiedad de homotopia) Si f,g : X — Y son morfismos de COPOs tal
que f(x) < g(x) para cada x € X, entonces |f| = |g|.

Demostracion. Dotemos al conjunto Z = {0, 1} con el érden parcial {(0,0), (0,1),(1,1)}, de
esta manera |Z| = I. Ahora definamos un morfismo de COPOs ¢ del producto directo Z x X
aY asi: p(0,2) = f(z) y ¢(1,2) = g(x) para cada x € X. Al ser f, g morfismos covariantes,
también lo es ¢, pues si (a,z) < (b, z) entonces a < by x < z. Si a = b entonces (p(a,r) =
f(z)y (b, z) = f(2)) o (pla,z) = g(x) v ¢(b,2) = g(2)); en cualquiera de los dos casos se
cumpe @(a,z) < @(b,z). Si a < b pero x = z entonces p(a,z) = f(x) < g(x) = @(b,z). Si
a < b pero x < z entonces p(a,x) = f(z) < f(2) < g(z) = (b, z). Entonces la afirmacién
se sigue de la siguiente composicién I x |X| = |Z x X|W|Y|' O

Dado f: X — Y morfismo de COPOs y y € Y definimos

fly=Az e X|f(z) <y}

y/f=A{z € X|f(z) =y}
Observamos que f/y = f~'[Y<, ] v que y/f = f7'[V5,].

Teorema 1. (Teorema de la fibra de Quillen.Ver [1], pdg. 1849) Si f/y es contraible para
toda y €'Y (respectivamente y/f es contraible para toda y € Y'), entonces f es una equiva-
lencia homotdpica.

Sea X un COPO y § C X diremos que S es cerrado si cada vez que a < by b € S,
se cumple que a € S. Denotemos C1(X) al COPO ({S C X|S es cerrado },C). Sean X,Y
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COPOs, Z € CUX xY), P, : Z — X, P, : Z — Y las restricciones de las proyecciones
canénicas; dado = € X, la fibra P, *[{x}] puede identificarse con el subconjunto
Ze ={y €Y|(z,y) € Z}.

Afirmacion 9. Para cada v € X, Z, es cerrado.

Demostracion. Sean y,w € Y cony € Z, y w < y; estas hip6tesis implican: (z,w) € X x Y
y (z,w) < (z,y). Por tanto (z,w) € Z (pues Z es cerrado). Por tanto Z, es cerrado ya que
w cumple la condicién para estar en Z,. Il

Afirmacién 10. x — Z, es un morfismo contravariante de X — CL(Y').

Demostracion. Sean w,z € X con x < w. Sea y € Z,, ((w,y) € Z), ahora (z,y) < (w,y) y
(w,y) € Z implican (z,y) € Z, por tanto y € Z,. De lo anterior concluimos Z,, C Z,. O

Por tanto cada subconjunto cerrado de X x Y induce un morfismo contravariante de
X — CL(Y). Reciprocamente sea f : X — CIl(Y) un morfismo contravariante:

Afirmacién 11. Z = {(z,y)|z € X,y € f(x)} es un subconjunto cerrado de X x Y.

Demostracion. Sean (z,y),(x',y') € X xY con (¢/,y') € Z y (x,y) < (2/,y). Tenemos
y <y yy € f(z') (el cual es cerrado y por tanto y € f(z')); también tenemos x < a’ (por
tanto f(2') C f(z), al ser f contravariante). Concluimos que y € f(z), es decir (z,y) € Z.
Es més directamente de las definiciones se comprueba que f(z) = Z,. ]

Analogamente se prueba que cada subconjunto cerrado de X x Y determina y es deter-
minado por un morfismo contravariante de Y a C1(X).

Proposicion 5. Si Z, es contraible para cada x € X, entonces P, : Z — X es una equiva-
lencia homotopica.

Demostracion. Sabemos que z/P, = {(w,y) € Z|Py(w,y) > x}. Sea [ : Z, — x/P, definida
como f(y) = (z,y). Ahora P,o f(y) = y para cada y € Z,, por tanto |Pyo f| = |1z,| = 12,
como ademds f o Py(w,y) = (z,y) < (w,y) para cada (w,y) € x/P; implica |f o Py| =
112/p,| = Ljz/py|, concluimos |Z,| ~ |x/P;|. Por tanto x/P; es contraible, pues por hipdtesis
Z, lo es; asi por el teorema 1 concluimos que P; : Z — X es una equivalencia homotépica. [

Corolario 1. Si Z, y Z, son contraibles para toda x en X y today enY, entonces X yY
tienen el mismo tipo de homotopia.

Demostracion. Pues en esta situacion X y Y tienen el mismo tipo de homotopia que Z. [

Definicién 6. Dado un grupo G y p un nimero primo, denotamos a los siguientes COPOs

de subconjuntos de G, en los que la relacion de orden es la inclusion, de la siguiente manera:
Sp(G) ={H < G|p' = |H|,i >0}, A,(G) = {H € S,(G)|H es elementalmente abeliano }.

Proposicién 6. Sea G un grupo finito y p un primo que divide al orden de G. Entonces la

inclusion A,(G)——=S,(G) es una equivalencia homotdpica.
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Demostracion. Tenemos que i/ P = A,(P) para cualquier P € S,(G), entonces, basta probar
el siguiente O

Lema 1. Si P es un p-grupo no trivial y finito, entonces A,(P) es contraible.

Demostracion. Sabemos que el centro Z de P es no trivial, por tanto hay g € Z \ 1 tal que
|{g)| = p; tenemos que (g) P (pues (g) < Z) y por tanto para cualquier subgrupo H de P se
cumple H(g) < P;es mas H(g) esisomorfo a H x (g) st HN(g) = 1,y si HN{g) > 1 entonces
H(g) = H. De esta manera, si H € A,(P) entonces se cample que H(g) € A,(P), y la funcién

Ap(P)*fop(P) tal que f(H) = H(g) estd bien definida. Ahora como H(g) > H,(g) para
toda H, entonces f(H) > H para toda H, por tanto |f| = |14,p)| = 114,(p) y finalmente
f(H) > (g) para toda H nos dice que |f| es homotdpica a la funcién constante |c| donde
c: A,(P) — A,(P) es la funcién con valor constante (g) y por tanto |c| es la funcién con
valor constante la cadena {(g)}. Concluimos que A,(P) es contraible. O

La prueba del lema nos sugiere la siguiente generalizacion:

Proposicién 7. Si G es un grupo finito y contiene un p-subgrupo normal no trivial, entonces

A,(G) es contraible.

Demostracion. Por la proposicién 6 basta probar que, en este caso, S,(G) es contraible.
Sea C' tal p-subgrupo normal no trivial y H € S,(G) uno cualquiera, sabemos que HC' < G

(pues C' <4 G) y que |[HC| = ||gr‘w‘g‘\ (esta igualdad muestra que |HC| es una potencia de
f

p), por tanto HC' es un p subgrupo de Gj asi la siguiente funcién S,(G)——=S,(G) tal que
f(H) = HC esta bien definida, y cumple f(H) > H,C, por tanto |f| = |1s,@)| = Lis,@) ¥
|f| es homotépica a la constante con valor |k| donde & : S,(G) — S,(G) es la constante con
valor C. O

Quillen plantea como un problema interesante, saber si el reciproco de la proposicion
anterior es decidible, también nos muestra que para G finito hay evidencia de la siguiente

Conjetura 1. Si G es finito y A,(G) es contraible, entonces G contiene un p-subgrupo
normal no trivial.

Sea G un grupo finito, denotamos Op(G) al mayor (en cardinal) p-subgrupo normal de
G. Tenemos la siguiente caracterizacién: O,(G) = NP donde P es la familia de p-subgrupos
de Sylow de G.

Proposicién 8. Sea G un grupo finito. Entonces si O,(G) # 1 entonces A,(G) es contraible.

Demostracion. Esta proposicién es corolario de la prueba de la proposicién 7; entonces nos
preguntamos ;qué tiene de especial O,(G)?, la respuesta es que la siguiente conjetura de
Quillen “G grupo finito y S,(G) contraible, entonces O,(G) # 17 fué probada por Quillen
en el caso en que G es soluble. O
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El siguiente teorema es la versién equivariante de la “propiedad de homotopia” (proposi-
ci6én 4), la prueba de la proposicién 4, transcrita al caso equivariante, proporciona una prueba
de dicho teorema, pues por ejemplo: si X,Y son dos G-COPOs, entonces existe un homeo-
morfismo equivariante (G-homeomorfismo) entre | X x Y|y | X| x |Y].

Teorema 2. Sean P,Q) G-COPOs y ¢,p: P — Q G-morfismos tales que p(z) < ¢(z)
para toda x € P; entonces ¢ y ¢ son G-homotopicas.

Corolario 2. Sea P un G-COPO y PP un G-morfismo tal que ¢(x) > x para toda

x € P; entonces Pi>¢[P] es una G-equivalencia homotopica, cuya G-inversa homotopica

es la inclusion ¢[P]i—>P (Dualmente, la conclusion es verdadera si ¢p(x) < x para toda
reP)

Demostracién. El teorema anterior prueba que i o ¢ es G-homotdpica a 1jpj e ¢ o1 es G-
homotopica a 1j4(p|- O

Los siguientes dos corolarios son herramientas basicas para probar contraibilidad.

Corolario 3. Sea P un G-COPO que tiene elemento mdzximo (o tiene elemento minimo);
entonces P es G-contraible.

Demostracion. La funcion que envia todo P al elemento distinguido, es un G-morfismo
(razon: si ¢ : P — P es tal que p(z) = m para toda € P, donde m es el minimo (maximo)
de P entonces gp(xr) = g(m) = m = ¢(gz), donde g(m) = m por la afirmacién 5) que
satisface la hipdtesis del corolario anterior. n

Ejemplo 1. Si G es finito cuyo orden es divisible por p entonces S,(G)/G es contraible; la
razon es que S,(G)/G tiene como elemento mdzimo a la clase que consta de los p-subgrupos
de Sylow de G; asi, ya podemos afirmar que S(S4)/Sy es contraible. La siguiente figura es
el diagrama de Sy(S4)/S4, este se deduce facilmente del diagrama de S»(Sy) si recordamos
que dos permutaciones de S, son conjugadas en S, si y solo si tienen la misma estructura
ciclica.

(3)
11)8
1
/ \
L 3
ZoxZo O] |z, O |Zyxz, O
2 1 1 3
1 1 1 !
Z, O Z, ®

Donde un nodo de la forma




significa que cada uno de los r elementos en la érbita de H es mayor a m elementos de la
orbita de K y que cada uno de los s elementos de la 6rbita de K es menor a n elementos de
la orbita de H.

Corolario 4. Si P es un G-COPO tal que hay a € P tal que {a} es invariante y para toda
eriste x € P x V a (existe x A a), entonces P es G-contraible.

Demostracion. Sea f: P — P definida como f(zr) =z V a. f es G-morfismo: Sean g € G y
x € P entonces se cumple: f(gr) = grVa=gzrVga=g(xVa)=gf(x). Ademas f satisface
la hipotesis del corolario 2. Il

Definicién 7. Una serie normal de un grupo G es una sucesion de subgrupos
G=Gy>G>...>2G, =1

en la cual G;11 < G; para toda i. Los grupos factores de esta serie normal son las gru-
pos Gi/Giyq parai = 0,1,....,n — 1; la longitud de la serie normal es el nimero de
inclusiones estrictas, esto es, la longitud es el niumero de factores distintos de 1.

Definicién 8. Una serie de composicion es una serie normal
en la cual, para cada i, Giyq1 es subgrupo maximal normal de G; o G114 = Gj.

Afirmacién 12. Sea G' un grupo tal que G = Hy x ... x H,, = K1 X ... X K, donde H;, K;
son simples para toda i y para toda j; entonces se cumple m = n y existe o € S, tal que
H; = Ky).

Demostracion. Tenemos que

1< H <H Hy<...<(HHy...H,) =G

y que
(HiHy ... H;)H; ~ Hiy  Hiy

(HiHy...H;) — (H\Hy...H)NHg, 1

H, 4 es por hipétesis simple y distinto de 1, por tanto la serie tiene como conjunto de grupos
factores {Hy, Hs, ... H,} y por tanto esta serie es de composicién. Andlogamente

es de composicién; por tanto por el teorema de Jordan-Holder (ver [3], pag 100, teorema
5.12) se cumple la conclusién de la afirmacion. ]
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Definimos la dimensién del COPO X como la dimensién del complejo simplicial | X],

o equivalentemente, el supremo de los naturales n tales que hay una cadena no vacia xg <

. < x, en X. Definimos la p-dimensién de un grupo G, denotada dim,(G), como el

supremo de las dimensiones de sus p-subgrupos elementalmente abelianos considerandolos

como espacios vectoriales. Como corolario de la prueba de la afirmacion 12 tenemos que

un subgrupo (de G) elementalmente abeliano A de dimensién r tiene serie de composicion
de longitud r; por tanto si GG es finito

dimA,(G) = dim,(G) — 1

Esto tiene como consecuencia que los grupos de homologia H,,(A,(G)), los cuales por la
proposicién 6 son los mismos que los de S,(G), cumplan H,,(A,(G)) = 1 para toda m >
dim, (G).

La siguiente es la version equivariante del “Teorema de la fibra de Quillen”.

Teorema 3. (Teorema de la fibra de Quillen). Sean P,QQ G-COPOs y f : P — Q un
morfismo de G-COPOs. Si para cada y € Q se cumple f~Q<,] es G,-contraible, entonces
f es una equivalencia homotdpica. (en forma dual se obtiene la misma conclusion pero con
la hipdtesis f~1[Qs,] es G,-contraible para cada y € Q)

2.3. Caracteristica de Euler de S,(G)

Definicién 9. Sea K un complejo simplicial de dimension n, donde n € N, para cada
i €{0,...,n} sean C; = {0 € K| dimension(c) =i} y ¢; = |C;| (Aqui |C;| denota el cardinal
del conjunto C;). Definimos la caracteristica de Euler de K, denotada por x(K), como
la suma Y (—1)'c;, es decir

X(K)=c—c1+ca— ...+ (=1)"c,

Teorema 4. (Version débil del “teorema del nervio”. Ver [1], pdg 1850). Sea K un complejo
simplicial y (K;)ier una familia de subcomplejos tales que K = J,c; K;. Suponiendo que toda
interseccion K;;, N...N K, finita no vacia es contraible, entonces K es contraible.

Recordemos que un G-complejo simplicial K es admisible si para cada S € K, el estabi-
lizador Gg actua trivialmente en S.

Lema 2. Si P es un G-COPO, entonces K(P) es un G-complejo simplicial admisible.

Demostracion. Si P es un G-COPO, entonces K(P) es un G-complejo simplicial, esto se
debe a que si vy < ... < v, es una cadena en P entonces g(vy < ... <w,) =gug < ... < gy,
también es una cadena en P para toda g € G; es mas K (P) es admisible: sea S la cadena
vy < ... < v, por tanto S tiene ¢ + 1 niveles: Ny,..., N, donde N; = {v;}, ahora la
afirmacién 5 prueba que para toda g € G y para toda ¢ se cumple g{v;} = {v;}, finalmente
al ser g{v;} = {gv;} para toda g € G y para toda ¢, concluimos que gv; = v; para toda g € G

y para toda i. Por tanto el G-complejo simplicial, K (P), es admisible. Il
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Observaciéon 1. Si K es un G-complejo simplicial admisible, entonces K es un H-complejo
simplicial admisible para todo H < G.
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Lema 3. Si K es un G-complejo simplicial admisible, entonces K& es un complejo simplicial

Demostracion. Sea S € K% como K es un G-complejo simplicial admisible, tenemos que
G's, el cual en este caso es igual a G, actia trivialmente en Sy, desde luego, en cualquiera de
los subconjuntos no vacios de S, en otras palabras, los subconjuntos no vacios de S también
son elementos de K¢. O

Observacion 2. La union arbitraria de complejos simpliciales, es también un complejo
simplicial. La interseccion arbitraria y no vacia de complejos simpliciales, es también un
complejo simplicial.

Teorema 5. Sea K un G-complejo simplicial admisible de dimension n, donde n € N y tal
que ezisten T € K y P un p-subgrupo de Sylow de G que cumplen |P1| < p", donde p" es la
mayor potencia del primo p que divide al orden de G. Si para todo @ € S,(G) se tiene que
K@ es contraible, entonces x(K) =1 mdd(p").

Demostracion. Necesariamente r > 0 pues si r = 0 tendriamos |P7| < p" = 1, donde T es
como en la hip6tesis, lo cual no es posible. Sean C; = {o € K| dimensién(c) =i}y ¢; = |Cil;
entonces tenemos que

X(K)=co—c1+co— ...+ (=1)"¢,

Sea P como en la hipdtesis (pero lo estamos tomando fijo). Consideremos el siguiente
conjunto Ky = {o € K||Po| = p"}. Recordemos que Po denota a la érbita de o bajo la
accién del grupo P en K. Sea K el complemento de K relativo a K, es decir K7 = K \ K.

Sean A; = KoNC; v B; = K1 N C;, denotemos a; y b; a sus respectivos cardinales, es
decir a; = |A;] v b; = | B;|; por tanto ¢; = a; + b; y podemos reexpresar a la caracteristica de
Euler de K en la siguiente forma

X(K)=(ap—ar+ay— ...+ (=1)"a,) + (bg — by +ba — ...+ (—1)"b,)

En general, la dimension de un simplejo es invariante bajo la acciéon del grupo en turno,
independientemente de si se da la condicién de ser “admisible” o no, por tanto cada A; es
una unién ajena de P-érbitas, cada dérbita con exactamente p” elementos, y por tanto

P’ a; para toda 7

(entonces debemos probar que K; # () pues si K7 = (), por el argumento anterior se cumple

X(K) = 0).
Probaremos que Kj es un complejo simplicial, de esta manera tendremos que x(K7) =
bp — by + by — ... + (—1)"b,. También probaremos que K; es contraible, esto tiene como

consecuencia que y(K7) = 1. Asi habremos probado

X(K)=0+1 méd(p”)

25



que es la conclusion deseada.

Sea P = {Q[1 # Q < P}; observemos que P € P. Afirmamos que K = [Jyep K9 Esta
igualdad implica que K; es un complejo simplicial, pues por el lema 3 y la observacién
1, K9 es un complejo simplicial para cada Q@ € P, luego por la observacion 2 la unién
Uer K@ es un complejo simplicial. Veamos entonces que se cumple

K =) K¢
QeP

Para ello es importante observar que si ¢ € Kj, entonces Po tiene exactamente p”
elementos, como P también tiene exactamente p” elementos, ningin elemento de P\ 1 deja
fijo a 0. Un argumento similar prueba que si o € K7, entonces existen z,y € P con z # y
(por tanto y~'x # 1) tal que xo = yo (es decir y~'xo = o). En resumen:

o€ Ky siysolosiparatoda z € P\1 secumple xo#o

(esto muestra que K # () pues una 7 como en la hipdtesis no puede pertenecer a Kj).

Sea o € UQeP K%, por tanto existe Q € P tal que o € K%, por tanto existe g € Q \ 1
tal que go = o; como @ < P tenemos que hay g € P\ 1 tal que go = o, es decir 0 € K.

Ahora sea o0 € K7, por tanto hay g € P\ 1 tal que go = o por tanto 1 # (g) < Py
ocec K9,

Finalmente, K es contraible: Sea R C P tal que [y K% # 0y R es finito. Entonces
tenemos que ﬂQeR K@ es un complejo simplicial contraible, por ser interseccién finita no
vacia de complejos simpliciales contraibles. Por tanto por la version débil del “teorema del
nervio” (teorema 4) concluimos que K es contraible. O]

Corolario 5. Sean G grupo finito y p" la mayor potencia del primo p que divide al orden de
G conr >0, entonces x(K(S,(G)) =1 mad(p").

Demostracion. Sea P un p-subgrupo de Sylow de G'y 7 el O0-simplejo de K (S,(G)) que consta
del vértice P, en otras palabras 7 = { P}, entonces se cumple que |P7| =1 < p", pues r > 0;
asi, hemos verificado una hipdtesis importante del teorema 5.

Consideremos la accién por conjugacion de G sobre S,(G). Afirmamos que se cumple la
siguiente igualdad para todo p-subgrupo @ no trivial de G

K((8,(G))?) = (K(S,(G)))? (2:2)

Sea () un p-subgrupo no trivial de G; tengamos presente lo siguiente

H € (S,(G) si y sélo si gHg'=H paracadage @ ycada H € S,(G)

Sea 0 € K((S,(G))?), digamos o es la cadena Hy < ... < H,, donde H; € (S,(G))¥ para
toda i; entonces go = g(Hy < ... < H,) = (gHog ' < ... < gH,g7') = (Hy < ... < H,)
para toda g € Q; es decir o € (K(S,(G)))<.
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Ahora sea 0 € (K(S,(G)))?, digamos, o es la cadena Hy < ... < H,, donde H; € S,(G)
para toda ¢; para toda g € @) se cumple go = o, como K(S,(G)) es G-complejo simplicial
admisible por el lema (2), necesariamente se cumple que gH;g~' = H; para toda g € Q y
para toda i, es decir H; € (S,(G))? para toda i, por tanto o € K((S,(G))%).

Ahora, como la igualdad (2.2) es cierta para este @, es suficiente mostrar que (S,(G))%
es contraible.

Sea H € (S,(G))?, la férmula del producto |HQ| = \‘gggll implica que HQ € S,(G). Por

otra parte sea z € (Q, dado que para toda g € ), gHg~' = H, esto nos proporciona

rHQr ' = (xHo ') (2Qx™ ) = HQ
pues claramente Q € (S,(G))%.
Por tanto si H € (S,(G))%, entonces HQ € (S,(G))¥, lo cual nos permite bien definir

la funcién (Sp(G))Q*f%Sp(G))Q como f(H) = HQ. Es més f es morfismo de COPOs:
Sean A, B € (S,(G))% con A < B entonces se cumple f(A) = AQ < BQ = f(B). Como
Lis,@pe(H) < f(H) para tada H € (S,(@))¥, por la propiedad de homotopia (proposicién
4) tenemos que f es homotdpica a 1(s (g))e. Andlogamente, al cumplirse Q < f(H) para toda
H € (S,(@))%, entonces la constante con valor @ es homotépica a f. Por lo tanto S,(G) es
contraible a un punto. Il

Observamos que si 7 = 1 entonces K (S,(G)) consta de [ componentes conexas, una por
cada p-subgrupo de Sylow de G, entonces el corolario 5 nos dice que [ = 1 médulo p, en
otras palabras, si » = 1 entonces el niimero de p-subgrupos de Sylow es congruente a 1
modulo p.

Definicién 10. El grupo dihédrico Doy, para n > 2, es el grupo de orden 2n generado
por dos elementos s y t tales que

s"=1, t?=1 y tst=s"

Ejemplo 2. La caracteristica de Euler de Sy(Day,), para n = 4.

Dy

e

ZQ X Zg Z4 ZQ X Z2

| N

Z2 ZQ ZQ ZQ ZQ
Figura: 1. Digrdfica de Sy(Ds)
Consideremos los tres niveles Ny, Ny y Ny de Sa(Dsg). Observamos que en Sa(Dsg) hay
siete 2-simplejos, quince 1-simplejos y nueve O-simplejos; por tanto x(K(Sa(Ds))) = 9
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15+7=1=1 mdbd(8), lo cual concuerda con el corolario 5. Pero observemos también que
X(No U Nj) =1 =1 mbdulo 4, x(Ny) =5 = 1 médulo 4 (generalizando la definicién 9 a
subconjuntos del complejo simplicial K).

En el ejemplo G = (Z3 X Zs3) x (Zy X Zs) del cépitulo 4, 2% es la mayor potencia de 2 que
divide al orden de G pero veremos que en ese ejemplo x (K (S2(G))) = —3, y claro se cumple
3 =1 mddulo 4.
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Capitulo 3

Tipo de homotopia de los complejos
de subgrupos

3.1. Conceptos basicos

La n-esfera S™ es el conjunto{z € R""| ||z|| = 1}
Una serie soluble de un grupo GG es una serie normal cuyos grupos factores son todos
abelianos. Un grupo G es soluble si tiene almenos una serie soluble.

Definicién 11. Una serie principal de un grupo G es una serie, de subgrupos normales
de G, que es soluble y de mdxima longitud.

Teorema 6. (Teorema de la correspondencia). Sean K I G yv : G — % la proyeccion

natural. Entonces S — v(S) = £ es una biyeccion entre la familia de todos subconjuntos S

K
de G que contienen a K y la familia de todos los subgrupos de % Ademds
(i) T<Ssiysolosit <2,

(ii) T <S siy sdlo sz'K% < %

3.2. La reticula de todos los subgrupos

Dado un grupo G y p un ntimero primo, denotamos £(G) al COPO
{H < G|H # G,H # 1} en el que la relacién de orden es la inclusién.
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Tenemos el siguiente teorema sobre el tipo de homotopia de £(G) para G un grupo
soluble:

Teorema 7. (Thévenaz 1985). Sean G un grupo soluble y

1=No<N;<...< N, =G

una serie principal de G. Entonces L(G) tiene el tipo de homotopia de una cuna de

mims ... my,_1 esferas de dimension n — 2, donde m; es el numero de complementos de N

G

en -, es decir L(G) tiene el tipo de homotopia de \/2"* ™" 1 S"~2

Ejemplo 3. . El subgrupo V = {(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)} de Sy es una union de
clases de conjugacion respecto a Sy y por tanto V' es subgrupo normal de S,. Como | ’ =2,
entonces Ay es normal mazimal en Sy; por la misma razon V' es normal mazximal en Ay.
Ninguno de los subgrupos de orden dos de V' es normal en Sy pues cada uno por separado,
no es una union ajena de clases de conjugacion (respecto a Sy) por iltimo, los tres grupos
factores de la serie

1V gl <8,

son abelianos por tener orden menor o igual a cuatro, concluimos que la serie anterior,
es una serie principal de Sy. Entonces para usar el teorema 7 determinemos a my1 y a ms
ya que en este caso n = 3:
Para my:
Sy ~v V ~ 1
Tenemos que 3+ = Sy y T = V. En la siguiente figura

Sy @) A, O D @ |
TN
Ly X Lo 3>\ v o] Jz, ®
1 j \1 3 1
21 1 -
2z, @] M‘ 2z, ©)]

Figura: 2. £(S))

podemos apreciar que V tiene exactamente cuatro complementos y estos son los cuatro
elementos de la clase [Ss3); por tanto m; = 4.

Para moy:

Sabemos que V Les isomorfo a Zg o es isomorfo a S3 (es un resultado general que si H
es un grupo de orden seis, entonces H es isomorfo a exactamente uno de los dos grupos Zg
y S3), pero % no puede se isomorfo al subgrupo ciclico Zg pues en la figura 2  observamos
que V' es subgrupo de cada uno de los tres elementos de [Dsg], es mds V' es subgrupo normal
de cada uno de los tres elementos de [Dg] por ser V. normal en Sy, entonces por el teorema
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de la correspondencia hay almenos tres distintos subgrupos de orden dos en %, como es un
resultado general que un grupo ciclico finito tiene exactamente un subgrupo de orden m para
cada natural m que divide al orden del grupo, conclutmos que % es isomorfo a S3. Es sencillo
construir la reticula de todos los subgrupos de Ss, si tenemos presente el siguiente resultado

“Si p es un primo mayor que dos, a una transposicion y 3 un p-ciclo, entonces (af3) = S,”.

7

((123))

S3

((12)) ((13)) (23))

e

Figura: 3. Reticula de todos los subgrupos de Ss.

1

Por otro lado % es isomorfo a Zo pues % = 2.

En la figura 3 podemos observar que cualquier subgrupo de S3 isomorfo a Zo tiene
exactamente tres complementos, y por tanto mq = 3.

Finalmente, el teorema 7 muestra que Sy tiene el tipo de homotopia de una cuna de

doce esferas de dimension uno.

Corolario 6. Bajo las mismas hipdtesis del teorema 7 se cumple lo siguiente: L(G) es

contraible si y solo si existe i € {1,...,n — 1} tal que % no tiene complementos en Ll

Observemos que este corolario relaciona una propiedad algebraica con una topolégica.
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Capitulo 4

Otros ejemplos

Denotamos G(n, ¢) al grupo de matrices de n x n con entradas en Z,.

Sean K = Z3 xZsy Q) = Zy X Zs. Utilizando que K es un grupo elementalmente abeliano
se puede probar que Aut(K) y GL(3,3) son isomorfos como grupos.

La funcién © : @ —Aut(K) definida por

G)= (5% )

es claramente un isomorfismo con la imagen ©[Q)].

Consideremos el siguiente producto semidirecto K xg (), al que denotaremos “G”, en el
cual la accién por conjugacion de () sobre K la definimos de la siguiente manera: si (i) eq
y (Z) € K, entonces (O (Z))(Z) es el producto usual de matrices. De este modo si ((Z),A) y

((2), B) son elementos de G (aprovechando que © es isomorfismo con su imagen tomamos

Ay B en 0©[Q)), entonces su producto estd dado por
((;). (). B) = ((;) + A(3), AB) (4.1)

y por tanto el inverso del elemento ((7), A) debe ser ( — A7!(3), A71).

Nuestro objetivo es mostrar que cardinal(m(S2(G))) = 1, es decir So(G) es conexo, y
que (K (S2(G)) = —3 esto dltimo implica que Sa(G) no es contraible. Entonces este serd un
ejemplo de un S,(G) conexo pero no contraible.

Denotemos a los cuatro elementos de ©[Q)] de la siguiente manera:

C(00) (%) ee(20) -e- (1)

Sabemos que K x {1} es subgrupo normal de GG, por tanto G actia por conjugacién sobre
K x {I}, explicitamente: si ((3),A) € Gy ((g),]) € K x{I}

(), A((G), D(=A(5), A7) = (A(5). D) (42)
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En el caso particular en que «, 3 sean elementos de Zs ambos cero, se cumple G (9. = G,
0 b
la razén es que un elemento ((7), A) esté en G((8>J) sisélosi (A(D),1) = ((7), 1), la cual se

0 0
cumple para toda (‘;) € K y para toda A € O[Q)].

En general, los grupos de isotropia han probado ser de gran utilidad, por ejemplo los han
usado para determinar la estructura de algunos grupos finitos; nuestro objetivo es probar
dos afirmaciones pertinentes a Sy(G), por ello estamos interesados en encontrar una accion
de G sobre K tal que algin grupo de isotropia sea ademas un 2-subgrupo de Sylow de G}
tal 2-subgrupo de Sylow necesariamente tiene 6rden 4 ya que G tiene érden 36. Tomando en
cuenta lo anterior, la accién conjugacién de G sobre K x {[}, tal cual, no nos es til, en el
fondo ello se debe a que el lado derecho de la igualdad (4.2) no depende del elemento (‘Z) de
K, esto se soluciona multiplicando ambos lados de dicha igualdad por el elemento ((2),] ),
quedandonos

—
~—~
> Q
~
~
~—
—
~
o> Q
N
B
N~—
—
~—~
@® R
~
~
SN~—
—
g
—
~—~
@R
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() +AG). D)
pues como veremos enseguida, en una forma equivalente, la asignacién

(((5). 4. ((5). 1) = () + A(3), D) (4.3)

es una accién de G sobre K x {I}. Esta accién es adecuada para nuestros propositos, por
que tiene la cualidad que el subgrupo de isotropia G ((9),1) € un 2-subgrupo de Sylow de G,
0);

también esto lo veremos en la forma equivalente antes mencionada.
Observamos que la asignacion

(((5): 4, (5) = () +A(G) (4.4)

toma sélo la parte esencial de la asignacién (4.3), por lo mismo es més sencillo probar que

es una accién de G sobre K:

1.- Sea (g) € K, entonces se cumple ((8),[) (g) = (g) + [(g) - (%)

2.- Sean ((‘;),A), ((;), B) eGy (g) € K; tenemos

() [(©-B)S)] = (). [+ BE)| = () +A() + AB(3) =
= () +A().4B)(5) = [((). (). B)| )

Atn mas, esta accién es transitiva: sean (‘;), (ccz) dos elementos cualesquiera de K, entonces

el elemento ((3) = (5), 1) de G cumple ((3) = (3). 7) () = (3)-
El hecho que la accion sea transitiva nos sera de mucha utilidad.

Por otro lado, un elemento ((Z) , A) de G pertenece a G(g) si y sélo si (8) = ((a) , A) (0) =

(5)-+4() = (5): conclimos aue

Gy = (). A4 01Q (15)

0
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Esta ultima igualdad prueba que G (o) €8 isomorfo al grupo () cuyo orden es 4, por tanto
0

G (9) €S un 2-subgrupo de Sylow de G.

0
En general, si H es un grupo que actia en un conjunto X, se cumple la igualdad hH,h=! =

Hy, para toda h € H y toda x € X. Por tanto si la accion de H sobre X es transitiva,
cualquier par de grupos de isotropia son conjugados en H. Como en el caso que estamos
trabajando la accién es transitiva, cualquier par de subgrupos de isotropia son 2-subgrupos
de Sylow de G, por serlo G(8>. Por otro lado, si P es un 2-subgrupo de Sylow de G, al ser

cualquier par de subgrupos de Sylow conjugados en G, existe g € G tal que P = gG (O)g_l =
0
Gg(O), por tanto P es el subgrupo de isotropia de algin elemento de G. En resumen hay
0

una correspondencia bitinivoca entre el conjunto de grupos de isotropia contenidos en Gy
el conjunto de 2-subgrupos de Sylow de G.

A continuacion veremos que si x y y son dos elementos de K, tales que x # y entonces
G, # G,; esto implicara que hay exactamente nueve 2-subgrupos de Sylow de GG. Supongamos
pues que x y y son dos distintos elementos de K para los cuales G, = G,,. Por la transitividad
de la accidn, existe g € G tal que gz =y, luego G, = G, = G, = 9G,g~"; concluimos que
si hay = y y elementos distintos de K tal que G, = G, entonces existe g € G tal que g no
pertenece a G, (por que x # y = gz) y g €Ng(G,). Entonces para probar que G, # G,
si x # y, es suficiente mostrar que Ng(G,) = G, para toda = € K. Primero veamos que

NG(G(g)) = G’(g) Sean ((8), B) € G’<8) y ((Z),A) € (; tenemos la siguiente igualdad

((5): (), BI=AT(5), A7) = ((}) — ABA™!(}), —ABA™) (4.6)
de la ecuacién (4.6) se deduce que ((3) — ABA7'(}),—ABA™!) € G<8) si y sélo si

(‘g) — ABA™! (Z) = (8), pero esta ultima igualdad se cumple si y sélo si

-0

(al ser @ abeliano se cumple ABA™! = B)
Para a y b elementos, no ambos cero de Zs, tenemos en total tres casos exclusivos entre
st:
Caso 1. a,b # 0. En este caso se cumple la igualdad (4.7) si y sélo si
B=1

Por tanto [((Z),A)G@)((Z),A)_l} N G(g) = {((8),[)} para toda ((‘Z),A) € G donde
a,b # 0.
Caso 2. a = 0,b # 0. En este caso se verifica la igualdad (4.7) si y sélo si

-1 0
B=1 0 B—<O 1)
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Por tanto [((3). A)G(g) (():4) ] 1 Gy = (). ). (). D)} para toda. ((}).4) € G
donde a =0y b#0.
Caso 3. a # 0,b = 0. En este caso se cumple la igualdad (4.7) si y s6lo si

1 0
B=1 o B_<0 _1>

Por tanto [((5). )60 (2). 4) ] 1Gg) = {((2)-1). (). ~D)} para toda (). 4) € G
donde a # 0y b= 0.

Observaciéon 3. De los tres casos anteriores se deducen:
(i) Para toda ((Z), A) € G con a yb elementos, no ambos cero, de Zz se cumple ((a),A)
no pertenece a NG(G(O)).
0

(ii) El subgrupo {((g), [), ((8), —I)} de G(g) no es subgrupo de ningun otro 2-subgrupo
de Sylow de G.

Del inciso (i) de la observacién 3 y de la igualdad G(o) ={((0),4)|A € ©[Q]} (4.5), se
0
deduce que NG(G(g)) = G<8).
Ahora, sea (g) € K, sabemos que existe g € G tal que g(g) = (g), por tanto
_ _ 1y _ -1 _ -1 _ _
Na(G(z)) =Nea(Gy(p) =NelgCoyg™) = oNa(Gp)a™ = gGo™ =Ly = C)
Esto prueba que hay exactamente nueve 2-subgrupos de Sylow de G.
: a a -1 a a\ —1 . . <2
Para abreviar denotemos a ((b), I)G(g> ((b) , I) con (b)G(g) (b) ; con tal simplificacion,
los tres casos y el inciso (ii) de la observacién 3 podemos dar la digrafica correspondiente a

los subgrupos de orden 2 de G(O) y aquellos subgrupos de isotropia cuya intersecciéon con G(O)
0 0

contiene a alguno de estos (subgrupos de orden 2 de G (0)), pero para ilustrar los argumentos
0

que daremos a continuacion agregaremos a tal digréafica los 4 subgrupos de isotropia restantes
como si fuesen puntos aislados.

Figura: 4. Caso particular de G( )

0
0
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Si P es un 2-subgrupo de Sylow de G(O) entonces existe g € G tal que P = gG(())g*l, la
0 0
ilustracién correspondiente a P es

9OGe () g 9OGo ) gt Qe () e

Figura: 5. Caso general.

esto queda justificado por lo siguiente: Sean H,K y L subgrupos de un grupo M. Si existe
g € M tal que gHg™! = L, entonces:
(a) gKg'NL=g(KNH)g"

Razon: gKg'NL=gKg'NngHg ' =g(KNH)g™*

(b) Si K # Ly K # H entonces gKg~' # L, pues si gKg~! = L, entonces
K=g'Lg=H.
Podemos apreciar en la figura4 que G oy estd en la misma componente conexa de cuando

0
menos otros cuatro 2-subgrupos de Sylow, distintos entre si y distintos de G(o). Por tanto, si P
0

es un 2-subgrupo de Sylow, al ser conjugado de GG @) almenos estd en la misma componente
0
conexa de otros cuatro 2-subgrupos de Sylow, distintos entre si y distintos de P (figura

5). Finalmente, sélo hay cuatro 2-subgrupos de Sylow “ (Z)G(O) (Z)_l” con a y b elementos,
0

ambos distintos de cero, de Z3 y por tanto si (Z)G ©) (’;)_1 es uno de estos, necesariamente
0

(Z)G(g) (Z)fl debe pertenecer a la misma componente conexa de (Z,)G@ (2)71, para algun

(fl) tal que ¢ = 0 o d = 0; esto nos permite concluir que Sa(G) es conexo.

En el caso general que ilustra la figura 5, P tiene exactamente tres subgrupos de orden
2, uno de los cuales esta contenido exclusivamente en P y cada uno de los dos restantes
esta contenido en exactamente tres 2-subgrupos de Sylow, por tanto, dado que hay nueve
2-subgrupos de Sylow, en total hay 9 + 13—8 = 15 subgrupos de orden dos. Asi en total
tenemos 9415 = 24  0-simplejos. Es sencillo, en este caso, contar los 1-simplejos pues éstos
corresponden con las relaciones de inclusion entre los 2-subgrupos de Sylow y sus respectivos
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subgrupos de orden dos, es decir, hay 9(3) = 27 1-simplejos. Por tanto x(K(S2(G)) =
24 — 27 = —3 (lo cual es congruente a 1 mddulo 4 como lo establece el corolario 5).
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