
� ��

���������	�
�	����	
	������	

��
������





��������
��
��������

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
 
�
�



!
 
�
�
�

�
�
�
�
�

������������������������������
����	
�
�����������������������

�����������������������
��������������������

	�����������������������������������������������������
�����

����������	
	��������
�
�
�

����������������
��������������������
��
����
�
��	���
��
��������
�

�

�

�

�
�����������



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 
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�*(+��(��!�"(����$����� ���(!���+�$��'���&�!"��(�������������&�!"���
�

� 	�"�� %��!"�� ��� %(�"�&�,�)�  (��-�� +� ��"��$�!� �.!)� #��� ���$/�� $�� ��(� &��
(*(�"�!��������0���&��*�(1�1�&�����������("�(�/!��&(���
�

�"(�(��$��� ($*�2��(��#���$��'� ���(!�0�&(���������! ����$/��#����� ��&#�����
("����� ��&�)�!(��.&(�*(������3 �&�!"��!�0�&���� �"�0()����!(�"�$1�4!�*(�����$*���
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��� 	����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� ������������ �� ��� � �!���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "

��# ������������ ��$� $����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#

��#�� �%� �� ����!&�����!!� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

��( ������������ �� ��$��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��) ������������ �� Lp � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*

��" ��!����� ����� %���$ �� ������������ �� ����� !�$ �!�������$ � � � #�

� ����������	
 �� ���	�� (�

��� 	����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (�

��� �+ �� !�$ ������$ �,%���$ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )-

����� �+ �. �! �� !�$ ������$ �,%���$ � � � � � � � � � � � � � )�

����� �+ /����� �� !�$ ������$ �,%���$ � � � � � � � � � � � � � ))

# � �����0
 �����
 �� 10	�� "'

#�� 	����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "'

#�� �! �����%� ������! ��! 2%��� �� 0�����&��!��� � � � � � � � � � "3

#�# /������ ��������2$���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '#

��



#�( �����%� ������! ��! 2%��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '3

( ����4�	���� 3#


55���	���


� ���$�������� �� !�$ ���%���$ ������ %�%����$ ���� !� ��$��� �����

 ���%��! �X � B �n, p�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 3'

�� �� !� �� !� ���%�! �$�6���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � *-

�� ��������$ �� ������������ �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � *�

���
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� ���� �� ���� ������� ������� �� ��� ���������� �� ������������  � !" ��

�� #�$��������� �� %����&����� �� �� '������� �� 
�������" �� �� (�	%) �����

������ ��� ����*������� $��� ��� ����������� �� �� ������� �� 	������� � �$�������

$��� ����������� �� ��� �������� �� '����� � %����&�����) �� $����� ����� ��

������� �� �� ������ �������� � �� ��*���� �� �� ������)

�� �� ����� �� ������������ !" �� $��*���� ������� �� ���� �� 
�����*�����"

�� ���������� �� ��������� ���������� � �������� ������+ $��� �� ���,�� ���������

�� ������� �� ��������" $��� $��-������� �� ����) �����.�" ����-�������������"

�� *��� $���� �� �� ������*��-�� �/���� ��� �����" ���������� �����$��� �� ������

�� �� ������" ��� ��� 0�� �� ������� ��� ����������� �� ������ �������� �� ��

������� �� ��������" 0������ �$���� ������ 
&����� #�-�������� � ����*��� 1) ����

��������� ,��� ���$������ �� ������� ��� ���� ����������)

�� ���� ������� �� ���������� ��� $������ ��� $��� $�������� �� ������*�����

�� ��������� ���������� � ��� $�����$���� �������� ������ ��� ������ �� ���,�� ����2

������" ������ ���������� ���������" � ������� �� ������ ��� ������������� 0��

������ ��� ����������� � ��� 0�� ���& ����*��� �� ����� �� ������������ ! �� ��

'������� �� 
������� �� �� (�	%)



�3

������� ������� ��*���� ��$�� �� ������*����� �� ����0���� �������� �� ����2

����� ����������" ����� ����� ������*����� �� $�����������+ ������*����� ���� ��*���

4� ��� $�����������  5+ ������*����� �� ������������ � �� �� ������*����� �� LP )

�������� ����� ����� ,��������� �� �� ������*����� �� �� ��$� �� ��������

�� �������� ���������" 4�� �� ����� �� ��������� ����������5 ����� �� ���������� ���

�������� ������ ��� 6-������6 �� �� ����������� �� ��� �� ��� 	
����� ���
��

4����� � ���	
�5)

�� ���� 0�� ��� �������� �� ��������� ���������� ��/����� ����� �� ��$���� ��

$����������� ���7� ������� �� ��� �� ��� 	
����� ���
�� ������ �� ����� �� ���

�������
�
�
n
�n

i��Xi
�
������ � �� ����� �� ��� ��$������� �� ��� ��������� ����������

�� �� ��������
�
�
n
�n

i��E �Xi�
�
" ������ �� �7���� n �� ��������� �������)

� ��� �� ��� *������ �7����� ����� ��� ������� ��� 8�9�� :��������) �� ��

�3$�������� 0�� �������� ��$���� ��� $����� ��� �� ����� $����������� �� .3���

�� �7���� *����� �� ����� 4�3$�������� 0�� �&� ����� ��������� �� ������ ��

:�������� � :�������5" ��� ���������� �� 0�� ��� -���������� ���������� �� ������2

��� � �� �&����� $����� �� �� $����������� �� �������� �� �7���� �� ��$���������

��� �3$��������) 
��������� �� 0�� �� ��� ����������� �� �� ���� ����" �� �������

�������� 4$�����������  5 �� ��$������ �� ��������" :�������� ��������� �� ���� ��

�� ;������� �����<= $��� 0�� �� ��������� -���� ���������� ������" ����� ����� ���

$����������� �� ����� 0�� >)???" �������� 0�� �� ��������� ��� $����������� ��

����� 0�� >)>> �� ������������ ;���������� ��$������<) '�� $��� ���������� ��



3

������� ����� �� �� ������ $��� �� 0�� :�������� -������ �� �������" �� �� ��

��� @������ �7�����)

���� �������� ���� �����$��" :�������� $��$��� �� ��*������ ����$��= ��� ����

��� A>)>>> ����� ������� � !>)>>> ��*���" ���0�� �� ���������� �� �� ����" $���

�� 0�� 0����� �� ���������� �� $��$������ ����� ����� ������� � ��*���" �������

��� �� ���� ���" �������� �� ��������� 46.3���6 �� �� ������ � 6-������6 �� ��

��*��5 � �����������.����� �� �� ����) ��� N �� �7���� �� �������������" X ��

�7���� �� .3���� � p � r
r�s �� $����������� �� .3��� �� ���� $�����" ������ r ��

�7���� �� ����� ������� � s �� �� ����� ��*���) �� ������� �� :�������� �/���"

�� ���������*�� �������" 0�� ���� ����0���� $�0��B� -������� ε 40�� :��������

����$�� �������� �� �� -���� �/�r � s�5 � ���� ����0���� �7���� ������ $�������

*����� c" �� $���� ,����� �� �7���� N � N�c� ��� 0�� �� $����������� �� 0��

X/N ��/��� �� p �� �&� �� ε �� ����� 0�� c ����� �� $����������� �� 0�� X/N
��/��� �� p �&� �� ε) 
�� ��������=

P ���XN � p�� � ε� > c � P ���XN � p�� > ε�) C" �� �������� �������=

���� ���� ε > � � $��� ���� c � Z� �3���� N ��� 0�� P ���XN � p�� > ε� < �
c�� )

�� �� ����$��" $��� c � �.���" :�������� ������ ���� ��������� 0�� ����

���������� !D)DD> �������������) � ��������� �� ����� 0�� �� ,����� -���� ������

�" $�� ����" �� ������� ��� ����� ������� �� c) #������������ $�� ������ 0�� ,����

-�������� �� �� ������� �� ������/��� �� ������� �����" :�������� �� ������� �� ��

����� ��� �$���������� $���������) �� 0�� �� �� ,��� -�� �� ������� ��9���� 4 EFGH



3�

 GD?5" 0�� �$���� �� ��������� �� �� ��� � ��*������ ��  1)>>> ����������� � ���*�

� �� ����$����� ���������� �� 0�� �� -��������� �� ����������� �� ��B�� �� �����

0�� �� �� ��B��" �� �� $��$������ ��  F= G) ���� ��������� -�� ���/����� �B��

���$�.� $�� �$����)

���.�� #���� ������� 4 F>>5 ����������� �� �����$�� �� �� �� ��� @������

�7����� � *��������� �� ������� �� :��������) ������� ��������� ��� �������� ��

n $������ ����$���������" �� ���� ��� �� ��� ������ �� ������ A $���� ������� ���

$����������� pk" k � �, 	, ..., n) �� Xn �� �� �7���� �� ����������� �� A �� ��� n
�������������" �������� $��� ���� ε > � P ���Xnn � p��p��p��...�pn

n
�� < ε� �n�� �. �

-���� *����������� �� ���� ��������� �� ���� � 	����� 	��������, %��9�� 4 FF>5

0���� $������ ��� ��������� $��� 0�� �� �� �� ��������� *�����������) %&� ���2

����� 	��9����� I�9�������, J�,����,��� 4 ?!F5 ������ 0�� ��� ��������� �� ���

���������" $������� 7��������� 0�� �� �������� ���7� �� �� �������� �� ���������

���������� -���� /����)

��  ?>? K���� :���� �������� 0�� �� �3$�������� �� :�������� ������� �

��� �/������� �&� -����� 0�� �� ��� �� ��� *������ �7����� $��� p � �.
)
��  ? G '�������� 
������� 4 FGD2 ?EE5 �3������ ���� ,��,� $��� p ����������=

P ��� Xnn � p� � �" �/������� 0�� �� ������ ���� �� �� '����� �� ��� @������

�7�����) (�� *������������� �� ���� ��������� -�� ���� $�� 	����� J����*����

��  ?A>)

� ��� �� ��� *������ �7����� $������ �� $������� �� ������� �� ���� �� ���



3��

�������� �� ��������� ����������) :�������� ,���� ���������� 0�� �� $�����������

�� 0�� �� �7���� �� .3���� �� �� ������ ���� �� $����������� p �� n $������ ����2

����� ����� 	 � : ���
�

A�k�B
�n
k
�
pk ��� p�n�k) 	� ,���� ������ n �� �&� ��-����

��� ��������
�n
k
�
� n�

k��n�k�� " �� 0�� �� ��������� ����� �&� �&$���) :�������� ��2

������ � ������������ $��� $�������" #� %����� �������� � ��� �3$������ ����������

� �������� 0�� m� � Be�mmm� �

� " ��� B ���������) ���� ���������� �� ����� ��

���� ���������" ��������� �� ��*������ �3$������= B � �� �
��
� �
�	

� �
��	


� �
�	�


�...."
$��� �� 0���� �����-��,� ��� 0�� $���� ����� � �� ���*� 8���� �������*" 0���� ��2

������ 0�� B � �	π) 
�� ���� ����" #� %����� ������� ��� ����� $��� �� -������

m� ��� m �����  > � ?>>" � ������� �� ��������� 0��" �� �������� �������" ����

P
	
X �

n
	
� t


� P

	
X �

n
	



e���t�/n� � 	�

	πne
���t�/n�.

�$����" ��  F>?" -������ �� ������� �� ������� $��� �� ���� �� ���������

���������� ������������ ���-��������� �� �� ��������� ��h, h� �" ������������ ��

�7���� ��������� �� ��������� ���������� ��������� ��� ��� �$��3������� �� ���

������������ �������� � $����� �� ��� ��������)


,����,�� ��  FFG �������� �� ������� �� ����������� � �� ���� �� ���������

���������� ��� ��$������ >) ���� ��*����� 
,����,�� ���� �� %.���� �� %�������"

�� *��� ��$�������� �� �� �����������) #����������� 0�� -�� �����*��� $�� �� ���2

��$��� %��9�� 0�� ��  F?F ��� �� ��*������ ������� �� ������� �� 
,����,��) ���

�Xn	 ��� �������� �� ��������� ���������� � Sn � X��X��...�Xn � ϕn �x� �� ���2
��������� �� Xn) �� $��� ���� k �� ���$��

��
�� xkϕ� �x� dx� ��

�π
��
�� xke�x�/�dx,



3���

�������� �� ���$�� 0�� 
a, b P
	
a < SnV ar�Sn�

< b


� ��

�π
� b
a e�x�/�dx)

I ��  ?>> 	) ��$���� �������� 0�� �� ��� ��������� ���������� ������ �������

�� ����� A /���� �&� ��� ���������" ������� 6
�������� �� ��$����6" ��������

��� -�������� �� ������������ �� Sn ������*�� � �� ������������ ������)

��  ?!! �������* -�. ��� ���& 0�� ��$����" �� $���� ��������� �� �3��������

��� ������� �� ����� ! �&� �� ���������= ��

��n��

n�

k��

�

s�nE
�
�Xk � µk�

� I��Xk�µk�>εSn

�
� �,

��� s�n � σ�� � σ�� � σ�� � ....� σ�n" µk � σ�k �� ����� � �� ������� ���$�����������"

�� Xk" �������� ���� �� ��������� �� �������*" �� ������������ �� �� ���� ��

��� ��������� ����������" ��������� �� ��� ��$������� � ������������ $�� �� ����

�������� �� �� ���� �� ��� ��������� ������*� � ��� ������������ ������ ���&����)

��  ?1! L������ '����� �������� 0�� �� ��������� ��/������ �� �������* ��

�����.� ���������)

	�� 0�� $�� 7����� ��������������� �� ���
�� ����
�� ��� ����� �����2

�������� $������ �� ��������� �� #� %�����2�$���� �" ������� �� ������ 0��

�� ��������� �� �������* �����.� �� ���$�� $��� ��������� ���������� ��.�����2

����� ������������" ,������ �� *������������� � ���� ��$� �� �������� �� ���������

$�� ����� �� �� -������ ��������������)

��*���� ,���� ���� ���������" �� ���� $��0�� $��� ���*�� � �� *�������������

�� �������* ����������� ������������� �� ������ �� �� ������" �� �� $�� �� ��2

$�������� ����� �� $����������� ���� �����������) I� 0�� �� ���7� ��$���� ����2



3��

������ �� ��������� ���������� ����$��������� ��� �� ����� ������������" ��$�����

0�� �� $���� ,���� � �� �� *��� �������� �� �� �����������) #� ,��,� �� ���� ����2

$�������� �� 0�� ��$��� �� ������ �� �� ������������ �� �� ������ �� �� %�����)
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��
����
��� �� �������� ���������

	�	 ������������

������������ �� �� !��� ��  ��"!"�#��!� ��,�, P � $���!��  �� �� �� !���

������!# �, ��! σ�%#&�"�!� �� ��"���'����� �� � ( ��! �����! ��  ��"!"�#��!�

P.

��$���!#�����) ��! *!��!"#� !#�!����! �� ��! $������ ��# �� !��� ������!# !

#�� ��!#�� +�� ���  ������ !�!#�,!� �� �� �  !�����#!� �� �*����� �� �� �- ���.

����� !#�!������ ��� �'�� #�) !# #!�,!� ��� �!��� ��&�#!���) ��  ���"#� �!#��#!�

#!  ��"!"�#��!� �� +�� #! ���! ��! /) �� +�� #! ��$������! !"��#��! ��! 0) ��

+�� �# �!(�� �� #�� �1����� �"������� ��! 2) ( �� ����� ���3�� �*������ ����

�� +������� !�!#�,!� ��#� #�� �*����� ��#!����!��� ��� #! ���! �� #�� �1�����

�"�������) ��4����� ��! *!��!"#� !#�!����! X � �� R, �!�!  �� X �a, b� � a� b
����� �a, b� � ��x, y� �x, y � ��, �, 	, 
, �, ��� . ��4��� #! $������ !������� ���  ��.

����  !�!� ��# �%#��#� �� #!  ��"!"�#��!� �� �� �*����  !�����#!� !# ������� ��

��! #�( ��  ��"!"�#��!���) �� �����) !# !�%#���� ��# ��� ���!������ &#�"!# �� #!�

�������!�  ��"!"�#��!��� +�� ������ ����� ! #�� *!#���� +��  ���� ���!� #! ���!�

�! �����! ��  ��"!"�#��!� P ����� ���� ������� ��! σ�%#&�"�! �� ��".
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���'����� �� �, �� �!���! +�� �# ������� �� ���! $������  !�����#!� �� �� ��

��"���'���� �� #�� �1����� ��!#��� ��������� ��! *!��!"#� !#�!����! ���  ������

##�*!� #�� �#������� ��# �� !��� ������!# !# ���'���� �� #�� ��!#�� #�&�!��� !�6 +��

#! #�( ��  ��"!"�#��!��� +�� �� �������(�  �������������) ��! ��! $������ ��!# ��

*!#���� ��!#��) �� #! ��!# ��  ���"#� ! #��!� #�� ����� ��� ��# �%#��#� ��$������!# �

����&�!#� �!�! +�� ���� �����!) #! *!��!"#� !#�!����! ��"� �!������� #! ���������!

�� �*����� �� �) �� �����) ��"� �!������ #! ���������! �� #! σ�%#&�"�! ���������!
�� �# �� !��� ������!#� ��� �##�) ��! *!��!"#� !#�!����! �� �� ���! ���! +�� ��!

$������ ����"#��

��������� �	�	� ��� ��,�, P � �� �����	
 �� ��
�	�	���� ��� ���	��� �����
�

�	� ������ �� ��� ����	�� ����� X � �� �, ��� ��� �� �
�����


X�� �B� � �ω � � � X �ω� � B, con B � ���, x� � �

���� �
�
 B � � ��� ����� �
�
 x � ���

��������) �!�� +�� ��! �������� �� *!��!"#�� !#�!����!� �Xn� �� �� ���! ���!

+�� ��! �������� �� $�������� ����"#��)  ���6!  ���!��� +�� �# !�%#���� �� #!

���*��&����! �� ��! �������� �� *!��!"#�� !#�!����!� �� ������ !# ������� �� #!

���*��&����! �����������! �� ���������� �� $��������� ���! ���'����! �� $!#�!  ���

�# !,!� �� �!"� ������ ��# ����� �� �����������! �� ���*��&����!� �!�! �����!�

#� !�������) �� ������  �� ������!� #!� ��� $���!� �������!� �� ���*��&����!

�����������! �� ���������� �� $��������7
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��� 0

�	 
���������� �������

��! �fn� ��! �������� �� $�������� ��4���!� �� �� ��"���'���� A �� � ( ��!

f ���! $������ ��4���! �� �# ����� �������� �� ���� +�� fn ���*��&� �� �!���!

 ����!# ! f ��
���n�� fn �x� � f �x� 	 x � A.

�� �!# �!��) �����"���� ���n�� fn � f.
�

��

�������

����

��

������

�� ���� �� � �� ���*��&����! #! ���! �� +�� #! �������� �� ��%&����

�f� �x� , f� �x� , f� �x� , . . . � ��! ���*��&���� ! f �x�  !�! ���! x ��# ��������
�	 
���������� �������

��! �fn� ��! �������� �� $�������� ��4���!� �� �� ��"���'���� A �� � ( ��! f
���! $������ ��4���! �� �# ����� �������� �� ���� +�� fn ���*��&� ���$���������
! f ��  !�! �!�! ε > � �-���� �� �1���� Nε � � �!# +��)  !�! ���� x � A,

�fn �x�� f �x�� < ε 	 n > Nε.

�� �!# �!��) �����"���� fn u� f.
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�! ������! �� #! ���*��&����! ���$���� �� ��! �������� �� $�������� ��������

�� +��  !�! ��!#+���� ε > � ��  ���� �#�&�� �� �1���� Nε �� �������� ��#� ��

ε �!��) ( �� �� ���� �� #! �#������ ��#  ���� x �� A) �!# +��  !�! n 
 Nε #!

����&�!#�!� �fn �x�� f �x�� < ε �� ��� #��% �� ����� #��  ����� ��"�� �# ���'����

A) �� ����� 9#!� &�%4�!�: �� #!� $�������� fn ���!�%� ����!�!� �� #! 9ε.$�!�'!: +��
����! ! #! &�%4�! �� #! $������ f �

�

���
�
�

����	
�ε�

����	
�ε�

����	
�

���

����

���ε�

�����ε�

�! ���*��&����! ���$���� �� �%� $����� +�� #! ���*��&����!  ����!#  ��+�� ��

���! 1#���! #! �! ���, �� ���*��&����! �� �!�! �������� �� ��%&����  ���� ���

��( ��$������) ������!� +�� �� #! ���*��&����! ���$���� �� �����!��� +�� !  !����

�� !#&1� �#������ �� #! �������� ���!� #!� ��%&���� ����� ������ �� ��! *����.

�!� �!�! �� f �x� . �� $%��# �"���*!� +�� �� ��! �������� �� $�������� ���*��&�

���$��������� ! ��! $������ f, �������� ���*��&�  ����!#����� ! f )  ��� �#

���6 ���� �� �� ��� #��

��!#������ ��! �������� �� *!��!"#�� !#�!����!�

������� �	�	� �
��	���� �� �����	
 ���, � ,� ��, �� , P � , �
��� P �� �� ���	��
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��� /

�� ������� �
�� �� ����

X� � I��,��,

X� � I��,�/��, X� � I��/�,��,

X� � I��,�/��, X� � I��/�,�/��, X	 � I��/�,��,

X
 � I��,�/��, X� � I��/�,�/��, X� � I��/�,�/��, X�� � I��/�,��,

...........

Xn � I�
�
jn � �
kn , jnkn

�

�
, �
��� kn �� 	��������� �
� n,

�

�

� � �

�

�� �� �

� � �

�

� � �

�� �� �

�

�� �� �

� � �

�

� �� � �� �� �

� � �

�

� �� � �� �� �

� 	 �

�

� �� �

�� �	��� ��� ���� ���� ω � ��, � , ���� ��� �� ��� � ��	�������
 �� �
��	���

�/kn, ! ���� ���� kn, ������ ��� Xn �ω� �� �	�����
 ����� � ! � �� 	� �
����


n ���� ��" �#� ������� $
� ����
� �Xn� �
 �
������ ������	�%�������� �
�


�����	�� �� ����	
����
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;!( ��*���!� $���!� �� ���*��&����! �� ���������� �� *!��!"#�� !#�!����!�� ��

#!� ��&������� ��������� !�!#�,!����� #!� $���!� �� ���*��&����! +�� ��  ������!�

��� �!(�� $��������!�

��� #�"��� +�� �� ���#�,!���  !�! ���� �#!� ���� ���! ��� <	) =��� �3��&>) <5)

���#�(>) </) �!��6!) ?�&��#>) <@) ;���, �!���>) <		) �����) ����>

	�5 ���*��&����! ��  ��"!"�#��!�

��!#������) ���*!�����) �# �'�� #� !������� A�'�� #� 	�	�5B�

������� �	�	� �� 
����� ��� ��� ���	���� �����
�	�� Xn �� ��� ��������
 �

X � �. &�%� �	 ε < �, P ��Xn > ε�� � �/kn ! �����
 n � �, �� �	��� ���

kn ��, �� �
��� �
����	�
� ���

���n��P ��Xn� > ε � ���n��
�

kn � �.

��������� �	�	� ��� ��,�, P � �� �����	
 �� ��
�	�	��� ! ��� �Xn� ��� �����

�	�� �� ���	���� �����
�	�� ! X 
��� ���	��� �����
�	� ���� ��'�	��� �� �. ��
�	�� ��� Xn �
������ �� ��
�	�	��� � X, �	 ! ���
 �	 ���� ���� ε > � �� ������
���

���n��P ��Xn �X� > ε � �,

�
 ��� ���
�����
� �
� Xn
P�� X

������� �	�	� �� ��	�� �� ����
 �� �"�� �� �� 	�������
 ��, �� ��� X �� ���	���

�����
�	� ��� 	��	�� �� ����
 ����	�
� (
���
� �� �����	�� �� ���	���� �����
�	��
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�Xn� ��'�	��� �
�

Xn �
n�

k�

k
nI�k��n , kn .

�

��
�����

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

�
���
�

��

��
�������
�������
�������
����� �
���
����������

Xn �� ��� ����	�� �����
���� �
� ����
� �� ��/n, �/n, 	/n, ..., n/n�� �� �
���

�� ����	�� �� �
��	��� �� �� 	�������
 �� ����)
 �
n , �
��	��� ��� �	��	��!� �

���	�� ��� n ����� �
� �
 ��� Xn �� �
��
��� ���� ��" �#� �
�
 X� *��
����

�����
� ��� ��
�� ��� ���� �
�
 ε > �

���n��P ��Xn �X� > ε � �.
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$��� �!�����
� ����
� �� �	��	���� ��#'���

�

��ε�
�

�

�

���

ε

��ε� ���������ε�

�

����
���

ε

ε

��ε�
�

�����
����ε�
�

����

�

�

����

����

���

ε

ε

ε

��ε�
����ε� ����ε�����ε�

����� ����

��

����

����

����

����

���

ε

ε

ε

ε

*� ���	� ���

�ω � ��, � � �Xn�ω��X�ω�� > ε�

�

��
�, �n � ε

�
,
�
�

n,
�

n � ε
�
,
�
�

n,
	

n � ε
�
, ...,

�n� �
n , nn � ε

�	
,

���
����

P ��Xn �X� > ε � P

 n�

i�

�i� �
n ,

i
n � ε

��

�
n�

i�

�
�

n � ε
�
� �� nε.

$��� n �
 ��'�	��������� ������ ����
� ��� �+	��� N � � ��� ��� ���� �
��

n 
 N,  �n � �
N
�
�
���
� ����	� ε 
 �

N ��� ���

P ��Xn �X� > ε � �� nε � �� n �N � �� n�n � �,
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�
����!���
 ���

���n��P ��Xn �X� > ε � �.

������� �	�	� ��� �Yn� ��� �����	�� �� ���	���� �����
�	�� 	�������	������ �
�
�	���	��	�� ��	�
��� �� �� 	�������
 ��, α� ���
����

Xn � ��� �Y�, Y�, ..., Yn� ,

�
������ �� ��
�	�	��� � � !

Zn � ��� �Y�, Y�, ...Yn� ,

�
������ �� ��
�	�	��� � α. (
���
� ε �
�	�	�
 ��� ������ ε < α !� ��� �� �


��� ��% �� ��
�	�	��� ���%� ���


P ��Xn� > ε� � P ����� �Y�, Y�, ..., Yn�� > ε

� P

 n�

i�
�Yi > ε�

�

�
�
�� εα

�n .

(
����
 �� �%�	�� �� 
�	��� �� ��������
� &,
�� 	��

P ��Zn � α� > ε � P �Zn < α� ε � P

 n�

i�
�Yi < α� ε�

�

�
�
�� εα

�n .

-�� �
	��	�� �
� �� ��������
 �����	
� ��% ���	�� �� �
��� �� �%�	���

���������� �	�	� ���� �Xn� ! �Yn� �
� �����	
��� �� ���	���� �����
�	�� !

��� c ��� �
�������.

/� �	 Xn
P� X ! Xn

P� Y, ���
���� P �X � Y � � �.
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0� �	 Xn
P� X � ���
���� cXn

P� cX.

1� �	 Xn
P� X ! Yn P� Y, ���
���� Xn � Yn P� X � Y.

2� �	 Xn
P� X � ���
���� X�n

P� X�.

3� �	 Xn
P� X ! Yn P� Y, ���
���� XnYn P� XY.

��������	
��

/�

�X � Y � � �Xn �X�� �Xn � Y � ,

���
����

��X � Y � > ε � ���Xn �X�� �Yn � Y �� > ε,

! ���� ������	�� ε > � �� ������

���Xn �X�� �Xn � Y �� > ε � ��Xn �X� > ε
�
  ��Xn � Y � > ε

�
,

���
����

P ��X � Y � > ε � P ��Xn �X� > ε
�
 � P ��Xn � Y � > ε

�
.

(
����
 �� �%�	�� �����
 n�� �� �	��� ���

P ��X � Y � > ε � � ���� ������	�� ε > �.

0�

���n��P ��cXn � cX� > ε � ���n��P
�
�Xn �X� > ε�c�

�
� �.



���� 
�������
�� �� ������������ 		

1�

��Xn � Yn�� �X � Y �� � �Xn �X�� �Yn � Y � ,

���
����

���Xn � Yn�� �X � Y �� > ε � ��Xn �X� > ε
�
  ��Yn � Y � > ε

�
,

	���	��

P ���Xn � Yn�� �X � Y �� > ε � P ��Xn �X� > ε
�
 � P ��Yn � Y � > ε

�
.

�
����
 �� �%�	�� �� �	���

���n��P ���Xn � Yn�� �X � Y �� > ε � �.

2� ����
� ���
��

k� P �k � �X� < k � � � �, ���
���� ���� δ > � �+	���
M ��� ���

P ��X� > M  � P ��X� 
M  �
��

kM
P �k � �X� < k � � < δ

�
,

���	�� �
�
 Xn
P� X � ���
���� �
���
� �'���� ��� �+	��� ��� N

��� ��� ���� �
�� n 
 N, �� ������ ���

P ��Xn �X� > M  < δ
�
,

! �
�


�Xn �X� � �Xn �X�� � �X� ,

���
����

��Xn �X� > 
M  � ��Xn �X� > �M   ��X� > M  ,
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���
���� ���� n 
 N

P ��Xn �X� > 
M  � P ��Xn �X� > �M  � P ��X� > M  < δ,

$
� �
 ��� ���� ε > �

P ���X�n �X�
�� > ε� � P ���Xn �X� �Xn �X�� > ε

� P ���Xn �X� �Xn �X�� > ε, �Xn �X� � 
M 

�P ���Xn �X� �Xn �X�� > ε, �Xn �X� > 
M 

� P ���Xn �X� �Xn �X�� > ε, � < �Xn �X� � 
M 

�P ���Xn �X� �Xn �X�� > ε, �Xn �X� > 
M 

� P
�
�Xn �X� > ε


M , � < �Xn �X� � 
M
�

�P ���Xn �X� �Xn �X�� > ε, �Xn �X� > 
M 

� P
�
�Xn �X� > ε


M
�
� P ��Xn �X� > 
M 

< P
�
�Xn �X� > ε


M
�
� δ.

(
����
 �%�	�� �� �	��� ���

��� ���
n��

P ���X�n �X�
�� > ε� � δ

! �
�
 ���
 �� ������ ���� �
�� δ > � ���
����

���n��P
���X�n �X�

�� > ε� � �.

3� �
�
 XnYn � �
�

�
�Xn � Yn�� � �Xn � Yn��� , �� ��������
 �� �	��� ��

�
� ��������
� �����	
����
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	�0 ���*��&����! �!�� ��&��!

�������� (! *���� +�� �� ��! �������� �� $�������� �Xn� �� ���*��&� �����.

���6����!�����)  ���� ��� +�� ���*��'! ��  ��"!"�#��!�) �� �����

���n��P ��Xn �X� > ε � �.

F �� �##� ���&� #! ���! �� *�� +�G  !�! ��� P ����n��Xn � X�) ���  ��&���!���
 �� #!  ��"!"�#��!� �� ��! ���*��&����!  ����!#� �� ��!# �� ������!�� ��� ##�*!

!  ���!� +�� �-���� �� ���'����) �� ����� ���n��Xn �� X) �� ���� ���'���� ��

��  ��"!"�#��!� ����) �������� P ����n��Xn � X� � �) +�� �� #! ��4������ ��

���*��&����! �!�� ��&��!) ���*��&����! �%� $����� +�� #! ��4���! !�������������

��������� �	�	� ��� ��,�, P � �� �����	
 �� ��
�	�	��� ! ��� �Xn� ��� �����

�	�� �� ���	���� �����
�	��� �� �	�� ��� Xn �
������ ���	 ����������� � X, �	 !
���
 �	�

P
�
���n��Xn � X

�
� �,

�
 ��� ���
�����
� �
�
 Xn
cs� X.

������� �	�	� �� ��	�� �� ����
 �� �"�� �� �� 	�������
 ��, �� ��� X �� ���	���

�����
�	� ��� 	��	�� �� ����
 ����	�
� (
���
� �� �����	�� �� ���	���� �����
�	��

�Xn� ��'�	��� �
�

Xn �
n�

k�

k
nI�k��n , kn ,

���� �
�����
��� �� ��	��� ������
 �� �� �����	
� ����	���� 4�'���
�

A �
�
ω � � � ���n��Xn�ω� � X�ω�

�
� ��, � � �.
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*��
���� �� �
�����
 N �
��� Xn �
 �
������ � X �� ���%


������� �	�	� �
��	���� �� �����	
 �� ��
�	�	��� ���, � ,� ��, � , P � , �
� P ��

���	�� �� ��
�	�	��� ��	�
��� ��� ���	� P ��a, b� � b� a�� 4��
�������
� ���

Xn � nI��, �n 
cs� �

�� 
���� ������� ���
�������
� ��� P ����n��Xn � � � �. 5��
� ���
�

������
�


�

����

��

�� ����
 ω � � �� ��  �	�
 ����
 �� � ���� �� ��� Xn���
cs
� �, �� ���	� ���

�
ω � � � ���n��Xn�ω� � X

�
� ��, � ,

! �
�
 ���� N � ��� P �N� � �, ���
����

P
�
���n��Xn � �

�
� �.

���������� �	�	� ���� �Xn� ! �Yn� �
� �����	
��� �� ���	���� �����
�	�� !

��� c ��� �
�������.

/� �	 Xn
cs� X ! Xn

cs� Y, ���
���� P �X � Y � � �.

0� �	 Xn
cs� X � ���
���� cXn

cs� cX.



���� 
�������
�� 
��� ���	�� 	/

1� �	 Xn
cs� X ! Yn cs� Y, ���
���� Xn � Yn cs� X � Y.

2� �	 Xn
cs� X ! Yn cs� Y, ���
���� XnYn cs� XY.

3� �	 Xn
cs� Yj ! Yj cs� X, ���
���� Xn

cs� X.

��������	
��

/� (����
� ��� �� ������ ���

P
�
Y � ���n��Xn � X

�
� �.

0�

P
�
���n��Xn � X

�
� P

�
c ���n��Xn � cX

�

� P
�
���n�� cXn � cX

�
� �.

1� ������
�

A �
�
ω � � � ���n��Xn�ω� � X �ω�

�

!

B �
�
ω � � � ���n��Yn�ω� � Y �ω�

�
,

�
� ,	�����	� �+	���� �
�����
� N� ! N� ����� ���

A N� � � ! B N� � �,

�
��� A ! N� ��% �
�
 B ! N� �
� ���������� �+���!����� ! ����#�

P �N�� � P �N�� � �,
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���
�����

�
ω � � � ���n�� �Xn�ω� � Yn�ω�� � X �ω� � Y �ω�

�
� A �B,

��% ���

P
�
���n�� �Xn � Yn� � X � Y

�
� �� P �N� N�� � �.

2� �����
 �
� �	��
� �
�����
� ��� �� �� ���
 �����	
�

�
ω � � � ���n�� �Xn�ω�Yn�ω�� � X �ω�Y �ω�

�
� A �B,

!� ��� ��
� �
�������� �
� �
 ���

P
�
���n�� �XnYn� � XY

�
� �� P �N� N�� � �.

3� ������
�

�� �
�
ω � � � ���n��Xn�ω� � Yj �ω�

�
,

!

�� �

�
ω � � � ���j��Yj�ω� � X �ω�

	
,

�
� ,	�����	� �
�����
� �� ��
�	�	��� ��
� *��
���� �+	���� N�� N� �
� ����� ���

�Xn �ω�� Yj �ω�� < ε
�
, ���� n 
 N� ! ω � ��,

�Yj �ω��X �ω�� < ε
�
, ���� j 
 N� ! ω � ��,

���
�����

�Xn �ω��X �ω�� � �Xn �ω�� Yj �ω��� �Yj �ω��X �ω�� < ε,



���� 
�������
�� 
��� ���	�� 	C

���� n 
 ��� �N�, N�� ! ω � �� � �� � ��� �	���


�� �
�
ω � � � ���n��Xn�ω� � X �ω�

�
,

�����
� ���

P ��c
�� � P ��c

�  �c
�� � P ��c

�� � P ��c
�� � �,

�
� �
 ��� P ���� � �, �� ���	�� Xn
cs� X.

	�0�	 ���! �� ����#.�!���##�

������ �	�	� ��� P � � � ��, � ��� ���	�� �� ��
�	�	���� *��
����

/� �	 E�, E�, E�, � � � � �, E� � E� � E� � . . . , ���
����

P
� ��

j�
Ej

�

� ���n��P �En� .

0� �	 E�, E�, E�, � � � � �, E� � E� � E� � . . . , ���
����

P
� ��

j�
Ej

�

� ���n��P �En� .

��������	
��

/� ���� A� � E� ! Ak � Ek�Ek�� ���
���� �
� �����
� Ak �
� ����
� ���

��� �% ! ����#�
��

j�
Aj �

��

j�
Ej. &�% ��� �
� �� σ���	�	�	��� ! �
����
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E� � �, �� �	��� ���

P
� ��

j�
Aj

�

�
��

j�
P �Aj�

�
��

j�
P �Ej �Ej���

� ���n��

n�

j�
P �Ej �Ej���

� ���n��P �En� .

0� �	 E� � E� � E� � . . . , ���
���� Ec
� � Ec

� � Ec
� � . . . ! �
� �� 	��	�


�����	
�

P
� ��

j�
Ej

�

� P
� ��

j�
Ecj

�c
� �� P

� ��

j�
Ecj

�

� �� ���n��P �Ecn� � ���n�� ��� P �Ecn�

� ���n��P �En� .

��������� �	�	� ��� En ������	�� �����	�� �� �����
� �� � � ��'�	�
�

���n ���En �
��

m�

��

nm
En ���n ��� En �

��

m�

��

nm
En


������ +�� ���n ��� En � ����n ���Ecn�
c

��!��� �# ������! !������� A	�0�/B ( �# 3��3� �� +�� Ck �
��

nk
Bn �� ��!

�������� �����������) ��������

P
�
���n ���En

�
� ���m��P

� ��

nm
En

�



���� 
�������
�� 
��� ���	�� 	D

(  !�! Dk �
��

nk
Fn) ��! �������� ���������) ��������

P
�
���n ��� En

�
� ���m��P

� ��

nm
En

�

 !���� �	�	" ��� �En� ������	�� �����	�� �� �����
� �� � ���
����

���n ���En � �ω � � � ω � En ���� ��� 	�'�	��� �� ���
��� �� ��

��������	
�� ��� Fm �
��

nm
En, ���
����

��

m�
Fm � ���n ���En.

6������
� ��� �	 ω � ��

m�
Fm ���
���� ω � Fm ���� �
�� m� 4
��� ω � ��

nm
En

�	 ω ��������� ���
 � �� ���
�����
 '�	�
 �� �En� ���
���� �
���
� ���
�����

��� m� ��� ���� ���� n 
 m�, ω /� ��

nm�

En� �
 ���� 	���	���%� ��� ω /� Fm�

�
 ��� �� ��� �
�����	��	��� $
� ��
 �� ��� ω ��������� � �� �
�����
 	�'�	�
 ��

�En� .

������ �	�	# $%��� &� '���(
�������) ��� �En� ��� �����	�� �� �����
�

��	����	
� ����� ���

��

n�
P �En� <�� ���
����� P ���� n ���En� � �.

��������	
�� P ����n ���En� � ���m�� P
� ��

nm
En

�

� ���m��
��

nm
P �En� � �.
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���������� �	�	* ��� �Xn� ��� �����	�� �� ���	���� �����
�	�� ���
����

Xn
cs� X,

�	 ! ���
 �	� ���� ������	�� ε > �

P ��ω � � � ��Xn �ω��X �ω�� > ε� ���� ��� 	�'�	��� �� ���
��� �� �� � �.

��������	
�� $�	���
 ���
����
� ��� �� ������ ��� Xn
cs� X �� ���	�

���

�
ω � � � ���n��Xn �ω� � X �ω�

�
� ��,

�� �� �
�����
 �� ��
�	�	��� ��
� ! ������ ��� ���� �
�
 ω � �� ! ε > �� �+	���
N � � ��� ���

�Xn �X� < ε ���� n 
 N.

&,
�� 	�� �	

ω � A �ε� � �ω � � � ��Xn �ω��X �ω�� > ε� ���� ��� 	�'�	��� �� ���
���� ,

���
���� ω � �c
�� �� ���	� ��� A �ε� � �c

� �
� �
 ���

P �A �ε� � P ��c
� � �,

&,
�� ���
����
� ��� P �A �ε� � �� �� ���	�� �
� ��.	.�� ���

A �ε� �
��

m�

��

nm
�ω � � � ��Xn �ω��X �ω�� > ε�� ,

�� �� �
�����
 �� ��
�	�	��� ���
 ���� ������	�� ε > �� �� ����	����� ���� ε � �
n

���� ���� n � �� ���
Bm � A

�
�

m
�
,
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���
���� �Bcm� �� ��� �����	�� �
���
�� ������	���� �
� �
 ���

P
� ��

m�
Bcm

�

� ���m��P
� ��

m�
Bcm

�

� �,

�
�
 Bcm �
 ω � � � �N ��� ���


�Xn �ω��X �ω�� � �

m
�
	n 
 N! , �
 ��� 	��

��	�� ��� ���� ���� ω �
��

m�
Bcm� ! ���� ������	�� m � � �+	��� N ��� ���

�Xn �ω��X �ω�� � �
m� ���� ������	�� n 
 N � �� ���	�� ���

���n��Xn �ω� � X �ω� ,


 	��� �
�


��

m�
Bcm � ��,

���
���� � � P
� ��

m�
Bcm

�
� P ��� .


������ �	�	�+ ��� �Xn� ��� �����	�� �� ���	���� �����
�	�� �	

��

n�
P ��Xn �ω��X �ω�� > ε� <�,

���
���� Xn
cs� X.

��������	
�� $
� �� ��.	.�� �	 ��
n� P ��Xn �ω��X �ω�� > ε� < �, ���

�
����

P ���� n ��� ��Xn �ω��X �ω�� > ε� � �.

&�% ��� �
� ��.	.�� , Xn
cs� X.
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	�8 ���*��&����! �� ������"�����

�� �� � �� ���*��&����! +��  !���� ��� ��( �!���!# ��  ��"!"�#��!� �� �# ��

���*��&����! �� ������"�����) (! +�� �������!����� ��� �������!��� ���  ��"#�.

�!� +�� ������ ��! ��#�����)  ���"#������ �����##!)  ��� �� !�6 �� �%#��#� +�� ��

��� #��! ! �!�!  !��� ��� �'�� #� ���  #!���!��� �������!� #!  ��"!"�#��!� ��

�"����� !# ����� 2/ ��"#�� ������ �� 	EE #!�,!������� �� ��� �!���� �# ����#�!��

���G���� ��) �� ���� �!��) �# +�� �� *! 3!������ ��� #��!�� ���$���� �# �1����

�� �� ��������� ��# �- ��������� �� +�� ��� ##�*! ! "���!� ��! *!��!"#� !#�!����!

��� #! +��  ��!��� ! ��-��!� ���� ����#�!���

��������� �	�	� ��� ��,�, P � �� �����	
 �� ��
�	�	��� ! ��� �Xn� ��� �����

�	�� �� ���	���� �����
�	��� �� �	�� ��� Xn �
������ �� �	���	��	�� � �� ���	���

�����
�	� X� �	 ! ���
 �	

���n��FXn �x� � FX �x� ���� �
�
 x � � �
��� FX ��� �
��	����

�
 ��� ���
�����
� �
�
 Xn
D� X.

������� �	�	� ��� �Xn� ��� �����	�� �� ���	���� �
��� Xn �� �	���	�!� �
�


��� �
���� �� ���#����
� � ! σ�
n ! ��� X �� �
������� ���
� *��
����

P �Xn � x � P


Xn"σ�/n �

x
"σ�/n

�

� P
�
Zn �

x
σ/�n

�
.
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$��� ��� ��� ���� �����
 n�� �
� FXn ����
� ��� ���� �
� x
σ/�n

���n��
x

σ/�n �

#
$$$$$$%

$$$$$$&

�� �	 x < �,
� �	 x � �,
� �	 x > �,

���
�����

���n��FXn �x� �

#
$$$$$$%

$$$$$$&

� �	 x < �,
�/� �	 x � �,
� �	 x > �,

!

FX �x� �

#
$$%

$$&

� �	 x < �,
� �	 x 
 �.

$
� �
 ��� �� �
����!� ��� Xn
D� X.

������� �	�	� ��� X ��� ���� �
� �	���	��	�� ��	�
��� �� �� 	�������
 ��, ��
! �Xn� ��� �����	�� �� ���7� �	������� ���� ��� �� ��� ������ �	��� �	���	��	��

��	�
��� �� �� �
�����

 
�
n , �n , ..., n��n , nn

!
�����
� ���

Xn
D� X.

-�� X ����� �	���	��	�� ��	�
��� �� �� 	�������
 ��, �� , ��	��� ���	� ���

FX �x� �

#
$$$$$$%

$$$$$$&

� �	 x � �,
x �	 � < x < �,
� �	 � � x.
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8 ��� Xn �� �	���	�!� �
�
 ��	�
��� �� �� �
�����

 
�
n , �n , ..., n��n , nn

!
	���	��

���

FXn�x� �

#
$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$%

$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$&

� �	 x < �/n,
�/n �	 �/n � x < �/n,
�/n �	 �/n � x < 	/n,
�

i/n �	 i/n � x < �i� �� /n,
�

�n� �� /n �	 �n� �� /n � x < �,
� �	 � � x,

������		���
 � FXn �
�


FXn�x� �

#
$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$%

$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$&

� �	 x < �/n,
x� �x� �/n� �	 �/n � x < �/n,
x� �x� �/n� �	 �/n � x < 	/n,

�

x� �x� i/n� �	 i/n � x < �i� �� /n,
�

x� �x� �n� �� /n� �	 �n� �� /n � x < �,
� �	 � � x.

*��
���� ���� i/n � x < �i� �� /n� ���n�� �x� i/n� � �, �
� �
 ��� �� 
�	���



���� 
�������
�� �� �������	
��� 5/

���

���n��FXn �x� �

#
$$$$$$%

$$$$$$&

� �	 x < �,
x �	 � � x < �,
� �	 � � x.

-�� �
�����
��� � �� ����	�� �� �	���	��	�� �
��	���� ��	�
��� �� �� ��, �� . $
�
�
 ��� Xn

D� X.

�# ��&����� ������! A������! �� �������B �!�"�G� ���&� �� #! ���*��&��.

��! �� ������"�����) ��! *!��!"#� !#�!����! ��� ������"����� "�����!# ���*��&� ��

������"����� ! ��! *!��!"#� !#�!����! ��� ������"�����  ������� ?��3�� !������

#� ���������� 3!��! #!  !��� �� ���*��&����! �� ������ (! +�� #! *!��!"#� !#�!��.

��! ��� ������"����� "�����!# �� �� �%� +�� ��! ���! �� *!��!"#�� !#�!����!�)

���� ��������� � ��G����!����� ������"���!� ���� "�����##���

���� #! �������!���� �� ��( �����##!) (! +�� �� ��������! +�� np ���� �� ��
�����!���HH) �� ����� +��  !�! n ��������� �� ����� ��! p ����������� A#!  ��"!.

"�#��!� �� G-��� �� �� �*���� "�����##� �� ���� ��# �1���� �� �� ��������� ��#

�- ��������B�

������ �	�	� $&� �������) ��� �Xn� ��� �����	�� �� ���	���� ����� ��� Xn

�� �	���	�!� �
�
 ��� 	�
�	�� �� ���#����
� n ! p � ��, �� ! ��� X ��� ���	���

�����
�	� �
� �	���	��	�� �
	��
� �� ���#����
 λ � np �
�������� *��
����

Xn
D� X.
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��������	
��

P �Xn � x �
x�

k�

�n
k
�
pk��� p�n�k

�
x�

k�

n�n� ���n� ��.....�n� k � ���n� k � ��
k�

pknk
nk

�
�� npn

�n�k

�
x�

k�

�np�
k�

k �
�� npn

�n�
�� �

n
�
...
�
�� k � �n

��
�� npn

��k

�
x�

k�

λk
k�
�
�� λn

�n�
�� �

n
�
...
�
�� k � �n

��
�� λn

��k
.

�
�


���n��

�
�� in

�
� � ���� ���� i < n,

�
���
� �� �	�	�� �����
 n�� �� FXn�x�
���n�� FXn�x� ��x

k� λk
k� ���n��


�� λ

n
�n
�
�x

k� λk
k� e�λ � FX �x� .

��"��� ! #! �� ���!���! �� ���� ����#�!�� #� �'�� #�4�!������

������� �	�	� *� ��� �#�	�� �� ������� ����� �� ������ �
� ����� ��"�����


��	���
� �� �� ���� ���	�	����� �� ������ �
� ��� ����� ! �� ��� ������ ��� ����

���� ��������� �� ��
���	
� /0 ������ *��	�� �� ��
�	�	��� �� ��� ���� ���� ��

������� ������	
���� �� �"��� �
������ ���
� �� 9 ������

4�'���
� X �
�
 �� � ���
 �� ����� ��� �
��	��� ��� ����� x � ��, �, �, ...��
4�	�
 � ��� n �
 ���# ��
���� ! �
� �
 �	��
 �
 �����
� �� ��
�	�	��� ��

���
����� ��� ���� �� �� ���� ��� ��
�	�	��� �� �+	�
�� ���
 �
�
 �	 �
����
�

�
� �� � ���
 �������
 �� ����� ��� ,�! �
� ���� np � λ � �� ���
���� �
���
�
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��	�	"�� ��� ���
+	���	��� ��� �
� �� 	��
����	�� 
���	�� ����� ��� �
� ���	


�� ��� �
	��
�� *� ���	�� ����

Y � Poisson ���� ,

P �X < �� �
	�

x�
P �X � x� �

	�

x�
P �Y � x�

�
	�

x�

��x

x� e
��� � e���

	�

x�

��x

x� � �.
�.

���������� �	�	� ���� �Xn� ! �Yn� �
� �����	
��� �� ���	���� �����
�	�� !

��� c ��� �
�������.

/� �	 Xn
D� X ! Xn

D� Y, ���
���� FX � FY .

0� �	 Xn
D� X � ���
���� cXn

D� cX.

1� �	 Xn
D� X � ���
���� Xn � c D� X � c.

��������	
��

/� 4� �� ��'�	�	�� �� �
��������	� �� �	���	��	��� �� �	��� 	����	����

����� ��� FX �z� � FY �z� ���� ������	�� ���� z �� �� ��� FX ! FY
���� �
��	����� $��
 �
�
 �� �
�����
 �� �	��
��	��	����� �� FX ! ��

FY �� ��������� ���
���� �� �
�����
 �� ������ �� �
� ��� ����
 FX
�
�
 FY �
� �
��	����� �� ����
 �� �. �� �
�����	�� �� �	��� ���
����

�� �� �
��	��	��� �
� �� �����,� �� FX ! �� FY .
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0� �	 Xn
D� X � ���
����

���n��FXn �x� � FX �x�

���n��P �Xn � x� � P �X � x� ,

�	 c � � �� 	����	��
� ����
� ���� c �� �

P �cXn � x� �

#
$$%

$$&

P Xn � x
c
�

�	 c > �,
P Xn 
 x

c
�

�	 c < �,

�

#
$$%

$$&

P Xn � x
c
�

�	 c > �,
�� P Xn < x

c
�

�	 c < �,

�
����
 �� �%�	�� �����
 n�� �����
�

���n��FcXn �x� �

#
$$%

$$&

P X � x
c
�

�	 c > �,
�� P X < x

c
�

�	 c < �,

�

#
$$%

$$&

P �cXn � x� �	 c > �,
�� P �cXn > x� �	 c < �,

� FcX �x� .

1� $��� �� ���
 �� ��� c � � �� ����� �� �� �	��� ����	�� �
� �
 ��� ���


,����
� �� ���
 �� ��� c �� �

P �Xn � c � x� � P �Xn � x� c� ,



���� 
�������
�� �� LP 5D

�
����
 �� �%�	��

���n��FXn�c �x� � P �X � x� c�

� P �X � c � x�

� FX�c �x� .

	�/ ���*��&����! �� Lp

��������� �	�	� ��� ��,�, P � �� �����	
 �� ��
�	�	��� ! ��� �Xn� ��� �����

�	�� �� ���	���� �����
�	����
� �������"� '�	��� �� �	�� ��� Xn �
������ �� Lp �

�� ���	��� �����
�	� X� �	 ! ���
 �	

���n��E��Xn �X�p � �,

�
 ��� ���
�����
� �
�
 Xn
Lp
� X� *� �
��� �	 p � � �� �� ������# �
��������	�

�� ���	� ! �	 p � � �
��������	� �� ���	� �����#�	���

������� �	�	� �
��	���� �� �����	
 ���, � ,� ��, �� , P � ,�
��� P �� �� ���	��
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�� �� LP 0E

�� ������� �
�� ��, �� ����

X� � I��,��,

X� � I��,�/��, X� � I��/�,��,

X� � I��,�/��, X� � I��/�,�/��, X	 � I��/�,��,

X
 � I��,�/��, X� � I��/�,�/��, X� � I��/�,�/��, X�� � I��/�,��,
...........

Xn � I�
�
jn � �
kn , jnkn

�

�
, �
��� kn �� 	��������� �
� n,

! ��� X �� �
������� ���
� ����
� ��� Xn
Lp
� X

���n��E ��Xn�p � ���n��

jn/kn'

�jn���/kn
�p dx

� ���n��
�

kn � �,

�
� �
 ��� �
����	�
� ��� �� �����
 Xn
Lp
� X.
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	�2 �#!���� ����� ����� �� ���*��&����! �� *!��!"#�� !#�!����!�

�� ��!#��!� #� +�� *!��� ! *�� �� ���! ������� �� ������! �� #! &�%4�!

�

��	
���	�����������	�

��	
��	������������

��	
��������������

��	
���	������

��	
���	������

��!��� ���� �'�� #�� +�� �������� #! �� ��#!���� ( ��� 1�� �������!�����

#!� ��#!������ +�� �-������

������� �	�	� ��� X ��� ���	��� �����
�	� �
� �	���	��	�� �
���� ���#����

!� ���� ���� n � �, ��'���
�

Xn �

#
$$%

$$&

X �	 n �� 	�����

�X �	 n �� ����

�
�
 �� �
���� ���#���� �� �	����	�� �������
� ��� ���
� ��� ���	���� �����
�	��

X ! �X �	���� ���� �	���	��	�� �
���� ���#����� ���
���� FXn �x� � FX �x�
���� �
�� x � � ��� ���	� ��� Xn

D� X. $
� 
��
 ���
� �X�n �X� � � �X� ����
������	�� n � �, ��% ���

P ��X�n �X� > ε� � P �� �X� > ε� � P
�
�X� > ε

�

�
,



���� ����
���������������
�������
����������������������05

���� ������	�� ε > �. $
� �
 ����


���n��P ��X�n �X� > ε� � P
�
�X� > ε

�

�
> �,

�� ���	�� ��� �Xn� 	������� �� �
���
��	
�� ���� �� 	������� �� ������

�
�
��� � X.

������� �	�	� �����
 �� �	��
 ������
 �����	
��

P
�
���n��Xn � X

�
� � �	 n �� ����

�
� �
 ��� �Xn� 	������� �� �
���
��	
�� ���� �� 	������� 	��
 �������

����� � X.

������� �	�	� &�#�
�������� �
� �� �	��
 ������
�

E ��Xn �X�p � E ��p �X�p � �pE ��X�p , �	 n �� 	�����

��������
� E ��X�p

E ��X�p � ��
�π

' �

��
�x�p e� �

�
x�dx � ��

�π
' �

�

�x�p e� �

�
x�dx,

,��	���
 y � �
�
x�

E ��X�p � �p/��π
' �

�

y p��
� e�ydx � �p/��π �

�p� �
�

�
> �,

�
� �
 ��� �Xn� 	������� �� �
���
��	
�� ���� �� 	������� �� �p � X.
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������� �	�	� �
��	���� �� �����	
 ���, � , β ��, �� , P � ,�
��� P �� �� ���	�� ��

������� �
�� �� ����

X� � I��,��,

X� � I��,�/��, X� � I��/�,��,

X� � I��,�/��, X� � I��/�,�/��, X	 � I��/�,��,

X
 � I��,�/��, X� � I��/�,�/��, X� � I��/�,�/��, X�� � I��/�,��,

...........

Xn � I�
�
jn � �
kn , jnkn

�

�
, �
��� kn �� 	��������� �
� n.

*�

���n��P ��Xn� > ε � ���n��
�

kn � �,

�	� �����


�
ω � � � ���n��Xn�ω� �+	���

�
� �,

�� ���	� ��� �Xn� 	������� �� ������
�
��� ���� �� 	������� 	��
 �������

�����

������� �	�	� �����
 �� ������
 �����	
�� �� 
����� ��� 	������� �� Lp ����

�� 	������� 	��
 �����������

������� �	�	� �
��	���� �� �����	
 ���, � ,� ��, �� , P � ,�
��� P �� �� ���	��
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�� ������� �
�� �� ����

X� � I��,��,

X� � ��/pI��,�/��, X� � ��/pI��/�,��,

X� � 	�/pI��,�/��, X� � 	�/pI��/�,�/��, X	 � 	�/pI��/�,��,

X
 � 
�/pI��,�/��, X� � 
�/pI��/�,�/��, X� � 
�/pI��/�,�/��, X�� � 
�/pI��/�,��,

........

Xn � k�/pn I�
�
jn � �
kn , jnkn

�

�
, �
��� kn �� 	��������� �
� n ! ��� p > �,

���
����

���n��P ��Xn� > ε � ���n��
�

kn � �,

�	� �����


E ��Xn�p �
jn/kn'

�jn���/kn
kn dx � �,

�� ���	� ���� �Xn� 	������� �� ������
�
��� ���� �� 	������� �� Lp.

������� �	�	" �
��	���� �� �����	
 ���, � ,� ��, �� , P � �
� P �� ���	�� �� ��
�

�	�	��� ��	�
���� ��'�	�
�

Xn �ω� �

#
$$%

$$&

�n �	 ω � 
�, �n

� ,
� ��
����

!

�
ω � � � ���n��Xn�ω� � �

�
� ��, � � �,

���
����

P
�
���n��Xn � �

�
� �.



���� ����
���������������
�������
����������������������0/

$��


E ��Xn�p �
�np

n ,

���������
 �� �%�	�� �����
 n�� ���
����

E ��Xn�p� ��,

�� ���	� ��� �Xn� 	������� 	��
 ����������� ���� �� 	������� �� Lp.

�3��! *!��� ! �������!� #� +�� �� ��� #� +�� ��

Xn
cs� X � Xn

P� X,

Xn
P� X � Xn

D� X,

Xn
L� X � Xn

P� X,

Xn
L�� X � Xn

L� X.

���������� �	�	# ��� �Xn� ��� �����	�� �� ���	���� �����
�	�� ��� ���

Xn
cs� X. *��
���� Xn

P� X.
��������	
�� -�� Xn

cs� X 	���	�� ��� P ����n ��� ��Xn �X� > ε� � �,

P
�
���n ��� ��Xn �X� > ε�

�
� ���m��P


 ��

nm
��Xn �X� > ε�

�

,

$
� 
��
 ���
 ����
� ��� �ω � � � �Xm �X� > ε� �
��

nm
�ω � � � �Xn �X� > ε� ,

�
� �
 ���

���n�� P ��Xn �X� > ε � ���m�� P
� ��

nm
��Xn �X� > ε�

�
� �.



���� ����
���������������
�������
����������������������02

���������� �	�	* ��� �Xn� ��� �����	�� �� ���	���� �����
�	�� ��� ��� Xn
P�

X. *��
���� Xn
D� X.

��������	
�� $��� ε > �, n � � ! t � �, �� �	���

FX �t� ε� � P �X � t� ε�

� P �X � t� ε, �X �Xn� > ε� � P �X � t� ε, �X �Xn� � ε�

� P �X � t� ε, �X �Xn� > ε�

�P �X � t� ε,X � ε � Xn � X � ε�

� P ��X �Xn� > ε� � P �X � t� � P ��X �Xn� > ε� � FXn �t� .

$
� 
��
 ���
�

FXn �t� � P �Xn � t�

� P �Xn � t, �X �Xn� > ε� � P �Xn � t, �X �Xn� � ε�

� P �Xn � t, �X �Xn� > ε� � P �Xn � t,Xn � ε � X � Xn � ε�

� P ��X �Xn� > ε� � P �X � t� ε� � P ��X �Xn� > ε� � FX �t� ε� .

4� ��� �
� ���	��������� �����	
���� �� �	��� ���

FX �t� ε�� P ��X �Xn� > ε� � FXn �t� � FX �t� ε� � P ��X �Xn� > ε� .

(���	���
 n � � ! ��	�	"���
 �� ,��,
 �� ��� Xn
P� X, �� 
�	��� ��� ����

������	�� ε > �, n � � ! t � �,

FX �t� ε� � ��� ���n��FXn �t� � ��� ���
n��

FXn �t� � FX �t� ε� .



���� ����
���������������
�������
����������������������0C

&,
��� �	 t �� �� ����
 �� �
��	��	��� �� FX, ���
����� �
����
 �%�	��� �����


ε� �, �� 
�	���

FX �t� � ��� ���n��FXn �t� � ��� ���
n��

FXn �t� � FX �t� ,

��% ��� ���n�� FXn �t� � FX �t� .

;!( �� �!��  !�����#!� �� �# +�� #! ���*��&����! �� ������"����� �6 �� #��! #!

���*��&����! ��  ��"!"�#��!� ( �� �# ��&������7

���������� �	�	�+ ��� �Xn� ��� �����	�� �� ���	���� �����
�	�� ��� ���

Xn
D� �. *��
���� Xn

P� �.
��������	
�� $
� ,	�����	� ����
� ���

���n��FXn �x� � FX �x� �

#
$$%

$$&

� �	 x < �,
� �	 x > �.

$��� ε > �,

P ��Xn� > ε� � P �Xn > ε� � P �Xn < �ε�

� P �Xn > ε� � P �Xn � �ε�

� �� FXn �ε� � FXn ��ε� ,

�
����
 �� �%�	�� �� 
�	��� ���n�� P ��Xn� > ε� � �.



���� ����
���������������
�������
����������������������0@


������ �	�	�� ���� �Xn� ! �Yn� �
� �����	
��� �� ���	���� �����
�	��.

/� �	 Xn
D� � ! Yn D� �, ���
���� Xn � Yn D� �.

0� �	 Xn
D� � ! Yn D� �, ���
���� XnYn D� �.

��������	
��

/� $
� �� ��
�
�	�	�� �����	
� Xn
P� � ! Yn P� �, ! �
� ��� ��
�	������

�� �
��������	� �� ��
�	�	���

Xn � Yn P� �,

! �
�
 �� �
��������	� �� ��
�	�	��� 	���	�� �� �
��������	� �� �	��

��	��	��� ���
����

Xn � Yn D� �.

0� &�#�
������� XnYn D� �.

���������� �	�	�� ��� �Xn� ��� �����	�� �� ���� ��� ��� Xn
L�� �.

*��
���� Xn
P� �.

��������	
�� $
� ,	�����	� �����
� ���

���n��E ��Xn �X� � �,



���� ����
���������������
�������
����������������������0D

! ����
� ��� ���� ε > �

E ��Xn �X� � E ��Xn �X� � I�Xn�X�>ε
�
�E ��Xn �X� � I�Xn�X��ε

�


 E ��Xn �X� � I�Xn�X�>ε
�
�

' ε

�

P ��Xn �X� > ε� dx


 εP ��Xn �X� > ε� 
 �,

�	�	�	���
 ����� ε ! �
����
 �%�	��� 
�����
�

� 
 ���n��P ��Xn �X� > ε� 
 �,

�
� �
 ����


���n�� P ��Xn �X� > ε� � �.

���������� �	�	�� ��� �Xn� ��� �����	�� �� ���� ��� ��� Xn
L�� �.

*��
���� Xn
L�� �.

��������	
�� �� ���	������� �� ����,! ���,:��" �
� �	�� ���

E ��Y X� �"E �X�
"E �Y �,

����	��!���
 � X � Xn �X ! Y � �

E ��Xn �X� �
(
E ��Xn �X���,

�
�
 �Xn �X� �� ��� ���	��� �����
�	� ��� �
�� ���
��� �� ��  ��� , ���
����

� � E ��Xn �X� �
(
E ��Xn �X���,

�
����
 �%�	��

� � ���n��E ��Xn �X� � �,



���� ����
���������������
�������
����������������������8E

�� ���	�

���n��E ��Xn �X� � �.



�������� 	

��
����
��� �� �����

	�� ������������

�� �� �� !���� �������� "� #����� ��"  ����� ���" �� �" �� ���#��$�����" �� #���%

�&��" ���������"� �� �"�� �� !���� '�&�(��)�" �� �� #����&�� ��������� ��) ��"��

 �� �� "����
�

nXn* + �)����� �� �� !���� � ����  ��" �" � ����� �� �"�� ���#�

#����&�� ��������� ,�� "� ��" ������ ��" �����)�" �!)��� )-" �) �������" �� ��

 ��&�&������ + �� �"���!"���� ��)� "�� �� ��+ �� ��" $�����" �.)���" + �� �����)�

������� ��� �!)����

��)���� �� ������ �"��" ���"����������"  ��)��� #��)�" ��$���" ����� ��"

,�� ��" �+����-� �  ��&�� �"��" �����)�"�

��" ��&��" �"���"  ��� �"�� ��)� /����� 0�* 1��� �'��$2* 03* ����!�* 4�$���*

�2* 05* ����!�* 4�$���* ��2* 0�6* �����"��* ������� �2* 0��* �����* ���"2�

����������	 
���� ����������� �� ���������� ���X ��������	 
�	����� ������

	�� � ε ��������	 ����	 	��� �����
� �������

P ��X� � ε� � �

εE ��X�� .

3�



���� �����	
����� 3	

��������	
��

E ��X�� � E ��X� � I���X��ε��
�
�E ��X� � I���X�<ε��

�

� E ��X� � I���X��ε��
�
�

� ε

�

P ��X� � x� dx

�
� ε

�

P ��X� � ε� dx � εP ��X� � ε� .

��������� 
���
 ��� X ��������	 
�	����� �����	��� ���� ε �� ����	 	��� ���

���
 � r ��������	 ����	��� �������

P ��X� � ε� � �

εrE ��X�
r� .

��������	
��

P ��X� � ε� � P ��X�r � εr�

�������� �� ����������� ��	� �X�r� ����� εr,

P ��X� � ε� � P ��X�r � εr� � �
εrE ��X�r� .

����������	 
���� ����������� �� ���������� ���X 
�	����� �����	�� ��

����	���� ������ � ε > �, �������

P ��X � E �X�� � ε� � �

ε�var �X� .

��������	
��

var �X� � E ��X �E �X����

� E ��X �E �X��� I��X�E�X���ε�
�
�

� ε�

�

P ��X � E �X�� � x� dx

�
� ε�
�
P ��X � E �X�� � ε� dx � ε�P ��X �E �X�� � ε� .
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���	����	 
���� �� ��������� �� 
�	������ �����	�� �Xn� � �Yn� �� ����

����� ����
������� ��

�

n
P �Xn �� Yn� <	.

����������	 
���� �� �Xn� � �Yn� �� ����
�������� �������
�

n �Xn � Yn�

��
�	�� ���� ����	������

��������	
�� �	 �� ���� �� �	����������� ��
�

n P �Xn �� Yn� < 	 ���

�����

P �Xn �� Yn �� ��� �������� �� 
��	�� �� n� � �,

�	 � ��� ������ �� ������ N �� �	��������� ��	 ��� ��� �� ω 
 	�N �������

������ n� �ω� ��� ���

n � n� �ω�� Xn �ω� � Yn �ω� ,

� Xn �ω�� Yn �ω� � �,

�� ����	 ��� ��	� �� ω ��� ��������� �Xn �ω�� � �Yn �ω�� ����	�� �� �� ������

�� �	��������� ��	 ���� ��� Nω, �������
�

ω � 
��n��

n�

j��
�Xj �ω�� Yj �ω�� > �

�

�
	

ω�	
Nω,

�

P


	

ω�	
Nω

�

�
�P �Nω� � �,

�	 � ����

�n
j�� �Xj �ω�� Yj �ω�� c.s.� �.
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����������	 
���� ����������� ��  ��!������� ��� �Xn� ��� ������!� ��


�	������ �����	��� �������������� �� 
�	����� ����� � ε ��������	 ����	 	���

�����
� �������

P
�
��
��j�n �Sj �E �Sj�� > ε


� σ� �Sn�

ε� ,

��	� j 
 ��, �, �, .., n� � Sj �
�j

i��Xi

��������	
�� ���

Yi � Xi �E �Xi� , 8	����9

� ���

�Sj �
j�

i��
Yi � Sj � E �Sj� , 8	���	9

�������

E
�
�Sj
�
� E �Sj �E �Sj�� � �,

σ�
�
�Sj
�
� σ� �Sj �E �Sj�� � σ� �Sj� ,

�� ����	� �	��	��� ���

P
�
��
��j�n

��� �Sj
��� > ε


�
σ�
�
�Sn
�

ε� .

��� ε > �. ��	� ��������	 ω 
 	

M �

�
ω � ��

��j�n

��� �Sj
��� > ε

�
, 8	���79

m �ω� �
�
j � � � j � n,

��� �Sj �ω�
��� > ε

�
,
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m �ω� ������ �� j ��	� ��� �Sj ��� �� �"� �����#� ��� ������ ��
�
�Sn
�
� ����"�

������ � ε

Mk � �ω � m �ω� � k� �
�
ω � ��

��j�k��

��� �Sj
��� � ε,

��� �Sk
��� > ε

�
8	���39

��	� k � � M� �
�
ω �

��� �S�
��� > ε

�
,

Mk �� �� ������ �� ω ��� $���� ������	 ��� �Sk ��� �� �"� �����#� � ����� �

��� ������ � ε% &���	
��� ���

M �
n	

k��
Mk,

'� ������ �� Mk �� ���������� ����������� �� ��� �� ω 
 Ms � ω 
 Mt

������� s � m �ω� � t

�� E
�
�Sn
�
� �� σ�

�
�Sn
�
� E

�
�S�n
�
�������

σ�
�
�Sn
�
� E

�
�S�n
�

� E
�
�S�nIM

�
�

n�

k��
E
�
�S�nIMk

�

�
n�

k��
E
��
�Sk � �Sn � �Sk

�� IMk



�
n�

k��
E
��
�S�k � ��Sk

�
�Sn � �Sk

�
�
�
�Sn � �Sk

��� IMk


,

� �� �� ������ �� Yi ���� ��(	��� �� 
%�% ��������������� �� ����� ���

E
�
�Sk
�
�Sn � �Sk

�
IMk

�
� E

�
 k�

i��
Yi
�
 n�

i�k
�
Yi
�

IMk

�

� E
�
 k�

i��
Yi
�

IMk

�

E
�
 n�

i�k
�
Yi
��

� �,



���� �����	
����� 3:

�	 � ����

σ�
�
�Sn
�
�

n�

k��
E
�
�S�k IMk

�
�

n�

k��
E �ε�IMk

�

� ε�
n�

k��
P �Mk� � ε�P �M� ,

 ���� P
�
����j�n

��� �Sj
��� > ε

�
�
σ�
�
�Sn
�

ε� .

����������	 
���" ��� �Xn� ��� ������!� �� 
�	������ �����	��� ��������������

�� ����	���� �����% ������ ��� ������ A ��� ���

�Xi �E �Xi�� � A <	,

������� ��	� ��������	 ε > �,

P
�
��
��j�n �Sj� � ε


� ��ε� �A��

σ� �Sn�
.

��������	
�� �������

Wk �
�
ω � ��

��j�k
�Sj� � ε

�
,

� �������� M �� �� ��.�.�� � Mk �� �� ��.�.�� ��	� k � � �������

Mk �

�
ω � ��

��j�k��
�Sj� � ε, �Sk� > ε

�

�

�
ω � ��

��j�k��
�Sj� � ε, ��

��j�k
�Sk� > ε

�

�

�
ω � ��

��j�k��
�Sj� � ε

�

�
ω � ��

��j�k
�Sk� > ε

�

�

�
ω � ��

��j�k��
�Sj� � ε

�
�

�
ω � ��

��j�k
�Sk� � ε

�

� Wk�� �Wk. 8	���59



���� �����	
����� 3;

�� P �Wk� � � �� ��������� ������� �������� P �Wk� > �. ��� Yi �� ��

��.�.�� � �Sj �� �� ��.�.�� ��	� k � � ������� �Sk � �. ��	� � � k � n

�������

ak � E
�
�Sk �Wk

�

� E ��Sk �E �Sk�� �Wk�

� E �Sk �Wk��E �Sk� , 8	���:9

��)

E
��
�Sk � ak

�
IWk

�
� E

�
�SkIWk

�
� akE �IWk �

� E
�
�SkIWk

�
� akP �Wk�

� E
�
�SkIWk

�
�E

�
�Sk �Wk

�
P �Wk�

� E
�
�SkIWk

�
�E

�
�SkIWk

�
� �, 8	���;9

�	 �	� ��	��� �	 ��.�.�� � ��.�.�� � �	 �!� ������� Wk

��� �Sk � ak
��� � �Sk �E �Sk�� E �Sk �Wk� �E �Sk��

� �Sk�� ε, 8	���<9



���� �����	
����� 3<

�ak � ak
�� � �E �Sk �Wk�� E �Sk��E �Sk
� �Wk
�� �E �Sk
���

� �E �Sk �Wk�� E �Sk
� �Wk
�� �E �Xk
���

� �E �Sk �Wk�� E �Sk �Wk
���E �Xk
� �Wk
�� �E �Xk
���

� �E �Sk �Wk�� E �Sk �Wk
���E ��Xk
� � E �Xk
��� �Wk
���

� �E �Sk �Wk��� �E �Sk �Wk
���� �E ��Xk
� � E �Xk
��� �Wk
���

� ε� ε�A � �ε�A, 8	���=9

� �	 ��.�.��

E
��
�Sk
��ak
�

�� IWk��


� E

��
�Sk�Y k
��ak
��ak�ak

�� IWk


8	����69

�E
��
�Sk�Y k
��ak
��ak�ak

�� IMk��



8	�����9

�

�*%+%+,� � E

�

��
�

�

��
�

�
�Sk�ak

��
��ak�ak
����Y �k
���

�
�Sk�ak

�
�ak�ak
��

��
�
�Sk�ak

�
Yk
��� �ak�ak
��Yk
�

�

��
 IWk

�

��
 

� E
��
�Sk � ak

�� IWk


�E �Y �k
� IWk

�

� E
��
�Sk � ak

�� IWk


� σ� �Xk
��P �Wk� ,



���� �����	
����� 3=

� �	 ��.�.�� � ��.�.�� � �� �������!� �� Mk
�

� �*%+%++� � E
���

�Sk � ak
�
� �ak � ak
�� � Yk
�

�� IMk��



� E
����� �Sk � ak

���� �ak � ak
��� �Yk
��
�� IMk��



� E
����� �Sk � ak

���� �ak � ak
��� �Yk
��
�� IMk��



� E ���Sk�� ε� �ε�A�A�� IMk��
�

� ��ε� �A�� P �Mk
�� ,

�������

E
��
�Sk
��ak
�

�� IWk��


� E

��
�Sk�ak

�� IWk


� σ� �Xk
��P �Wk�

� ��ε� �A�� P �Mk
�� ,

���	������ Wn �Wk ��	� � � k � n� � �� ���

Wn �

�
ω � ��

��j�n �Sj� � ε
�

�

�
ω � ��

��j�k
�Sj� � ε, ��

k
��j�n
�Sj� � ε

�
,

������� P �Wn� < P �Wk� � ��	� k � n P �Wk� � P �Wn� �������

E
��
�Sk
� � ak
�

�� IWk��


� E

��
�Sk � ak

�� IWk


� σ� �Xk
��P �Wn�

� ��ε� �A�� P �Mk
�� ,

������ ��	� ��� k �� ���� �����	�� ����	����� � �	����������� ����� ��������

n���

k��

�
E
��
�Sk
� � ak
�

�� IWk��


�E

��
�Sk � ak

�� IWk

�

�
n���

k��
σ� �Xk
��P �Wn��

n���

k��
��ε� �A�� P �Mk
�� .
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�	 � ����

E
��
�Sn � an

�� IWn


� E

��
�S� � a�

�� IW�


� P �Wn�

n���

k��
σ� �Xk
��

� ��ε� �A��
n���

k��
P �Mk
�� ,

�� ����	 ���

E
��
�Sn � an

�� IWn


� P �Wn�σ� �Sn�� ��ε� �A�� P �M�

� P �Wn�σ� �Sn�� ��ε� �A�� P �W c
n� ,

�

E
��
�Sn � an

�� IWn


� E ���Sn�� ε�� IWn

�
� �ε�P �Wn� ,

������� ���� �� ������ 	��������

� �ε�P �Wn� � P �Wn�σ� �Sn�� ��ε� �A�� ��� P �Wn�� ,

��ε� �A�� � ��ε� �A�� � P �Wn�
�
��ε� �A�� � �ε�� � P �Wn�σ� �Sn� ,

�	 � ��� ������� �� 	�������� �� ����	

P �Wn� �
��ε� �A��
σ� �Sn�

.

	�	 ��+ �� ��" ������" 
.)���"

�� /��"� ��� �� �� �	����� ����	� �" �"��� ���"�����)����  ��� ��/����"� ��

 ����� �� �� ,�� ��  ��&�&������* �� ����,���� �#����  �"�&�� 8�����"� ��� �) ��&�%

&��9* �����)���� ��� �� �.)��� �� �#����" �� �� "����� ��� �>�) ��* ��  ��&�&������

�� ,�� �� ����#���� $��� �� �����!� �" &�"����� &�>�? "�� �)&��$�* ��  ��&�&������
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�� ,�� ��$���� $��� �� �����!� �" &�"����� ����* "� �������* �����* ,�� )��'�"

 ��"���" ��) ����� &�����" �� �����!��

�� ���� ,�� ��� "���"��� �� #����&��" ���������" ��@����" "�&�� �� �" ����

��  ��&�&������ ��).� �&����� �� ��� �� �� �	����� ����	� ������ �� )����

�� ��" )��"���" �� #����&��"
��n

j��Xi
n

�
������ � �� )���� �� ��" �" ����A�" ��

��" #����&��" ���������" �� �� "���"���
��n

j��E �Xi�
n

�
* ������ �� �.)��� ����� ��

#����&��" ��)�����

�� #�$��%�$���* ��" ��+�" �� ��" $�����" �.)���" �) ����� ,�� ��  ��)����

�� ��� )��"��� �� �A�� �� ���  �&������ �� �	�� ����# ������- � �"��� �����

�� �� )������ �� ��  �&������� �� �� �����B�� �� &���%� �� ������������* ��

����� �������� �� ��&� ��)��"� �"!* ��" ��+�" �� ��" $�����" �.)���" ����� ,�� ��

 ��)���� �� ��� "�������� �� #����&��" ���$���" �� �A�� ��� ��� ��"���&����� ��

 ��&�&������ ��).�* ���#��$� ��  ��&�&������ � ��"� "�$���)���� 8�� �� ��+ �(&��

� �� �� ��+ /�����* ��" ����#�)����9 � "� #���� �" ������

	�	�� ��+ �(&�� �� ��" ������" 
.)���"

�� ��� � ��� �� �� �	����� ����	� /�� ��)�"�����  ��  ��)��� #�A  �� C�

D��������* �� ���� �"��&���� ,�� "� � �" �� �B ���)���� +A �� �#���� ������#� � �"��

�B ���)���� ��  ��&�&������ p, + ���"�����)�" �� ���#� �B ���)���� ���"�"�����

�� �� �� ������� ����@���� ��� �B ���)���� � , �� ��� )����� ,�� ���� �� �������

�" ���� �������� �� ��" ����"� �������"* ���)���� Xn �� �.)��� �� #���" ,��



���� �� 	� �� ����	�� ������� 5	

������ �� �#���� A �� n �� ��������"* "� ����� ,��

Xn
n

P� p.

�"�� ��������� ��" ���#�* ��)������)���� �  ��"�� �� �� ��"���&����� &���)����

�"! ,�� ����" �� #�� ��" ��)�"��������" ,�� "� ��"���������� �� ��" ���� �� �"��

��+* #��)�" �"� ��"�  ����������

#'�!��� 
�
�� ��� Xn ��� 
%�% ��� �� ����	����� �� ��� ������� �� ��	"����

	� n � p%

P
�����
Xn
n � p

���� > ε

� P ��Xn � np� > nε� ,

� �� E �Xn� � np� ����� �� ����������� �� �$����$�


P ��Xn � np� > nε� � np��� p�
�nε�� �

�� p
nε� ,

��������� �� �)���� �� ����� ���


��n��P ��Xn � np� > nε� � �,

�� ����	 ���
Xn
n

p� p.

4-" �������� #���)�" ,��  ��� �"�� Xn "� ��) �� ��)&�(� �� ���#��$�����

��"� "�$����

�� �� ��"� �� ,�� ��" #����&��" ���������" �� ����"����)���� �"�-� ��(�����%

)���� ��"���&����"*  ��� ��" #�����A�" �� ("��" "��� @����"* 4��E�# ��)�"��� ��

"�$�������
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&����!� 
�
�
 (�� �)��� �� ��� ���	��� 	*!����+,��-��� ��� �Xn� ���

������!� �� 
�	������ �����	��� �������������� �� 
�	����� ����� ����� ���


��n��
�

n�
n�

j��
σ�j � �.

'������

�

n
n�

j��
Xj �

�

n
n�

j��
µj P� �,

���� µj �� �� ����	���� �� Xj.

��������	
�� ��	� ���� n 
 �, ����� �	� 
�� �� 
�	����� �����	��

Sn �
X� � � � ��Xn

n . �� ����	���� ��

E �Sn� � E


�

n
n�

j��
Xj

�

�
�

n
n�

j��
E �Xj� �

�

n
n�

j��
µj,

� �� 
�	�����

var �Sn� � var


�

n
n�

j��
Xi

�

�
�

n�
n�

j��
σ�j .

-������� �� ����������� �� �$����$�
 �� �����

P ��Sn � E �Sn�� > ε� � �

ε�var �Yn� �
σ�
n�ε�

n�

j��
σ�j ,

�������


��n�� P ��Sn �E �Sn�� > ε� � �.

4-" ����� 8�<:;9 �� )���)-���� "�#������ ��/���+ �� �'�&+"'�#  �&���� ��

/��)� $������ �� �"�� ��"�������
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&����!� 
�
�� (�� �)��� �� ��� ���	��� 	*!����+���������� ��� �Xn�

��� ������!� �� 
�	������ �����	��� �������������� � ������������� ����	��������

�� 
�	����� �����% '������

X� �X� � � � ��Xn
n

P� µ,

���� µ �� �� ����	���� ���� �� ��� 
�	������ �����	��� X�,X�, . . .

��������	
�� ��� σ� �� 
�	����� ���� �� ����Xn � ��� Sn �
X� � � � ��Xn

n �

������� ��	� ���� n 
 �

E �Sn� � µ,

�

var �Sn� � var


�

n
n�

j��
Xi

�

�
�

n�
n�

j��
σ� � σ�

n .

�	 �� ����������� �� �$����$�
 �� �����

P ��Sn � µ� > ε� � �

ε�var �Sn� �
σ�
nε� ,

�� ����


��n��P ��Sn � µ� > ε� � �,

�	 � ����

Sn
P� µ.
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	�	�	 ��+ F����� �� ��" ������" 
.)���"

�����+ 
�E����#��' 1��)�$���# )�"��� ,�� �� #��"��� �� �� ��+ �� ��" $�����"

�.)���" ,�� '�)�" #�"�� '�"�� �,�!* "�  ���� )�>���� ��)�"������ ,�� �� ���%

#��$�����  ���� "�� ��"� "�$���* + �� "��� ��  ��&�&������ 8 �� �"� �� ��$���"

���"����" � �� ���#��$����� ��"� "�$��� "� �� ���$� � ����� ���#��$����� /�����9�

���� ����" �� #�� �� ��"������ �� ,�� ���$� 1��)�$���#* #��)�" ���� ��"������

)-" "��"���� ,�� �" �� �� D����* �� �� ,�� "� &�"� 1��)�$���#  ��� ���$�� �� "�+��

&����!� 
�
�� (�� .���$� �� ��� ���	��� 	*!����+/����� ��� �Xn� ���

������!� �� 
�	������ �����	��� ��������������� ���� �� ����	�����!� ��	�����

�� ��	"���	 p 
 ��, �� . '������

X� �X� � � � ��Xn
n

cs�� p.

��������	
�� ��� Sn � X��X�� � � ��Xn. '������ Sn ����� ����	�����!�

������� �� ��	"���	� n � p, ��) ���

E �Sn� � np,

E �S�n� � np� n �n� �� p�,

E �S�n� � np� �n �n� �� p� � n �n� �� �n� �� p�,

E �S�n� � np��n �n� �� p���n �n� �� �n� �� p��n �n� �� �n� �� �n� �� p�,
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�	 ����

E
��Sn

n � p
���

�
E �S�n�
n� � �E �S

�n�
n� p� �E �S

�n�
n� p� � �E �Sn�

n p� � p�

�
np� �n �n� �� p� � �n �n� �� �n� �� p�

n�
�
n �n� �� �n� �� �n� �� p�

n�
��np

� � �n �n� �� p� � n �n� �� �n� �� p�
n�

��
np� � n �n� �� p�

n� � �np
�

n � p�

�
�np� ��� p��

n� � �p
� ��� p��
n� �

p ��� p�
n�

�
�

n�p ��� p� ��np ��� p�� �p ��� p� � ��

� �

�n�
�
�n
�
� n

�
< �

n� .

��	� ε > � � r 
 � ������ ���

P ��X� � ε� � �

εrE ��X�
r� ,

�	 � ���

P
�����
Sn
n � p

���� > ε
�
�
E
�!Sn

n � p
"��

ε� < �

n�ε� .

�� � ����� �������	 ��������������� �� �)���� ����� n � 	� �������

���	��� ��.�.��� ��� ���� ��� ��

��

n��
P
�����
Sn
n � p

���� > ε
�
<	 �������

Sn
n

cs�� p,

� �� �(���� ����� �� 
�	 ��� �� ��	��
��

n��
�
n� ��
�	��% �	 �� �	���	� �� ��
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�����	��

��

n��

�

n� ��
�	�� �� � �!� ��

��

�

�

x�dx ��
�	���

��

�

�

x�dx � 
��
b��

b�

�

�

x� � 
��
b��

�b�� � �
��


� 
��

b��

�
�� �b

�
� �,

�	 � ����

Sn
n

cs�� p.

�'��� #��)�" �� ��"������ �� ,�� ���$� �>�')�� �� �=7	* �"���� "�&"���%

"����"�

&����!� 
�
�� (�� .���$� �� ��� ���	��� 	*!����+0�'��!�	� ��� �Xn�

��� ������!� �� 
�	������ �����	��� �������������� � �� ���������� ����	��������

�� 
�	����� �����% '������� ��	� ��������	 ε > �.

X� �X� � � � ��Xn
n

cs�� µ,

���� µ �� �� ����	���� ���� �� X�,X�,X�, .......

��������	
�� ��� Sn � X� �X� � � � ��Xn � ��� Yn � Sn
n � µ % '������

���	��� �	��	 ���

P
�

��n��

Sn
n � µ

�
� P

�

��n��Yn � �

�
� �.

�������

Zn � ��
�kn��k<�n
����

��Sk � Sn� � µ
!k � n�"�� ,



���� �� 	� �� ����	�� ������� 5<

�������� ��	� n 
 � � n� � k < �n� ���

�Yk� � �Sk � kµ�
k � �Sk � kµ�

n�
� �Sn� � n�µ�

n� �
�Sk � Sn� � µ �k � n���

n�
� �Yn��� �Sk � Sn� � µ �k � n���

n�
� �Yn��� Zn

n� , 8	�	��	9

�� �� ������!� ���Xn� �� �� 
%�% �������������� � �� ���������� ����	��������

�� σ� �� �� 
�	����� ����� �������

E �Yn� � E


�

n
n�

j��
Xi � µ

�

�
�

n
n�

j��
µ� µ � �,

E �Y �n
�
� E

�

�


�

n
n�

j��
Xi � µ

���

 � E
�

�


�

n
n�

j��
�Xi � µ�

���

 

�
�

n�
n�

j��
σ�.

-$	� ����� �$����$�
�

��

n��
P ��Yn� � > ε� �

��

n��

�

ε�E
�
�Yn� ��

�
�

��

n��

σ�
n�ε� <	.

. �	 ��.�.���

P
�

��n��Yn� � �

�
� �,

 � ��� �� � ���� �	� �.�.��

P ��ω 
 	 � ��Yn� �ω�� > ε� ��	� ��� �������� �� 
��	�� �� n�� � �, 8	�	��79

�� ����	 ��� �� 	� � �ω 
 	 � ��Yn� �ω�� � ε� ��	� ��� �������� �� 
��	�� �� n��
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�������

P !	�" � �.

-$	� (���� ���	��	 ��� Zn
n� ���� ������ ��	� ��� ���������

Z�n � ��
�kn��k<�n
����

��Sk � Sn� � µ
!k � n�"��� �

�n
������

k�n�

��Sk � Sn� � µ
!k � n�"��� ,

� ��

E
���Sk � Sn� � µ

!k � n�"���
�
� E

�

�
�����

k�

i�n�
�
�Xi � µ�

�����

�
�

 �
k�

i�n�
�
E ��Xi � µ��

�

�
�n
������

i�n�
�
E ��Xi � µ��� � �nσ�,

��������

E �Z�n
�
�

�n
������

k�n�
E
���Sk � Sn� � µ

!k � n�"���
�
� ��n� �� �nσ� � σ� !�n� � �n"

� �σ�n�.

/����� �� ����������� �� �$����$�


��

n��
P
�����
Zn
n�
���� > ε


�

��

n��

�

ε�E
�Z�n
n�

�

��

n��

�σ�n�
ε�n� �

��

n��

�σ�
ε�n� <	,

� �	 ��.�.���

P
�

��n��

Zn
n� � �


� �,

 � ��� �� � ����

P
��
ω 
 	 �

�����
Zn
n� �ω�

���� > ε
�

��	� ��� �������� �� 
��	�� �� �

�
� �,

8	�	��39
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�� ����	 ��� �� 	� �
#ω 
 	 � !��Zn

n� �ω�
�� � ε" ��	� ��� �������� �� 
��	�� �� n$ ,

�������

P !	�" � �.

�	 ��.�.��� � ��.�.��� ����� ����	 ��� ��	� ω 
 �	�  	�� � ���� ε > �, ������

N �ω� 
 � ��� ���
����
Zn
n� �ω�

���� <
ε
�

� �Yn� �ω�� < ε
�

��	� n � N �ω�% . �	 ��.�.��� �Yk �ω�� < ε% -�) ���


��
k��

Yk � �,

�	 � ����

P �
��n�� Yn � �� � P �	�  	�� � �� P �	�  	��C � �.

����" �� #�� �� ��"������ �� ,�� ���$� 1��)�$���# #��)�" ���� ��"������ ,��

��" "��- �� $��� �+����

����������	 
�
�� ��	�����	 ��  ��!������� ��� �Xn� ��� ������!� ��


�	������ �����	��� �������������� �� ����	���� ����� �

�

n

E �X�n�
n� <	,

�������

�

n
n�

j��
Xj

cs�� �.

��������	
�� ��� Sn �
�n

i��Xi �������

E �Sn� � �,



���� �� 	� �� ����	�� ������� :�

var �Sn� �
�

n�
n�

j��
σ�j � �

n�
n�

j��
E �X�

j
� ,

� ��	� ���� ε > �, ���

Aε �
�
ω 
 	 �

����
Sn �ω�
n

���� > ε ��	� ��� �������� �� 
��	�� �� n
�
,

������� �	 ��.�.�� �����	" �	��	 ��� P �Aε� � �� ��	� � ���� �������

Bn,ε �
�
ω 
 	 �

����
Sk �ω�
k

���� > ε ��	� ������ k 
 � ��� ��� �n�� < k � �n
�
,

��)

Aε � �ω 
 	 � ω 
 Bn,ε ��	� ��� �������� �� 
��	�� �� n� .

'������ ��	� �	��	 ��� P �Aε� � �, �	 ��.�.�� , ����� �� �	��	 ���

��
n�� P �Bn,ε� <	,

P �Bn,ε� � P
�

��
�n��<k��n

����
Sk �ω�
k

���� > ε

� P

�
��

�n��<k��n
�Sk �ω�� > εk



� P
�

��
�n��<k��n

�Sk �ω�� > ε�n��

� V ar �S�n�

ε���n��

�
�

ε���n
�n�

i��
E �X�

i
� ,
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�	 � ����

��

n��
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�

ε���n
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E �X�
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�
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�

��n

�n�

i��
E �X�

i
�

�
�

ε�

�
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�

�
��
E �X�

� � �
�
��
E �X�

� �

� �
��
E �X�

� � �
�
��
E �X�

� � �
�
��
E �X�

� � �
�
��
E �X�

� �

� �
��
E �X�

� � �
�
��
E �X�

� � �
�
��
E �X�

� � �
�
��
E �X�

� � � ....
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�
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�
�

ε�

�

��������������
�

E �X�
� �
!
�
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� �
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� �

��
� ...."

�E �X�
� �
!
�
��
� �

��
� �

��
� ...."

�E �X�
� �
!
�
��
� �

��
� �

���
� ...."

�E �X�
� �
!
�
��
� �

��
� �

���
� ...."
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�

��������������
 

�
�

ε�
��

i��
E �X�

i
�
�

�

�n���n�i	

�

��n
.

��� �$	� n� �� �"� �����# ����	 ����	�� ��� ��� i � �n� , �������

�

�n���n�i	

�

��n
�

��

n�n�

�

��n
�

�

��n�
� �

i� ,

� ��� ������� ���

��

n��
P �Bn,ε� �

�

ε�
��

i��
E �X�

i
� �
i� �

��

ε�
��

i��

E �X�i �
i� <	,

�	 � ���

�

n
�n

j��Xj
cs�� �.
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�"�� ��"������ �" #-���� ��� �� '� ���"�"
�

n
E �Xpn�
np < 	  ��� p 
 � � ��� ,

��, Chung Cap.�.��

&����!� 
�
�" (�� .���$� �� ��� ���	��� 	*!����+ ��!������� ��� �Xn�

��� ������!� �� 
�	������ �����	��� �������������� � �� ���������� ����	�������

�� E ��X��� <	, �������
X� �X� � � � ��Xn

n
cs� µ,

���� µ �� �� ����	���� ���� �� X�,X�,X�, .......

��������	
�� '� �� ��� �� ��� µ <	. ������� ��	� n 
 �

Yn �

%
&&'

&&(

Xn si �Xn� � n,

� si �Xn� > n,

�

n
P �Xn �� Yn� �

�

n
P ��Xn� > n� ��

n
P ��X�� > n� � E ��X��� <	,

����� ��.�.�� ��	� �Yn �E �Yn��

�

n

E ��Yn �E �Yn����
n� �

�

n

σ� �Yn�
n� �

�

n

E �Y �n �
n� �

�

n

�

n�E
�X�

nI��Xn��n�
�

�
�

n

�

n�
n�

j��
E �X�

nI�j��<�Xn��j�
�

� E �X�
�I��<�X�����

�
8	�	��59

�
�

��
E �X�

�I��<�X�����

�
�
�

��
E �X�

�I��<�X�����

�

�
�

��
E �X�

�I��<�X�����

�
�
�

��
E �X�

�I��<�X�����

�
� .....,
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�� ��� 
%�% �� �� ������!� �Xn� �� �� ���������� ����	�������� �������

�.�.�� � E �X�
�I��<�X�����

��
� �

�

��
�
�

��
� ....

�

�E �X�
�I��<�X�����

�� �
��
�
�

��
�
�

��
� ....

�
� ......

�
��

j��
E �X�

j I�j��<�Xj ��j�
�
�
��

n�j

�

n� . 8	�	��:9

-$	� ����

��

n�j

�

n� �
� �

j��

�

x�dx �
�

j � � �
�

j ��	� j � �,

� ��

��

n��

�

n� � � �
��

n��

�

n� � � �
�

�
� �,

�������

��

n�j

�

n� � � ��	� ��� j.

�	 �	 ���

E �X�
j I�j��<�Xj ��j�

�
� jE ��Xj� I�j��<�Xj ��j�

�
� jE ��Xi� I�j��<�Xi��j�

� ,

��	� ��� i � ��, �, �, ....� , �� ��	������	 ��	� i � �. �	 � ���

�.�.�� �
��

j��
jE ��X�� I�j��<�X���j�

� �
j � �

��

j��
E ��X�� I�j��<�X���j�

�
� �E �X�� <	,

�	 � ����

�

n
n�

j��
�Yj � E �Yj�� c.s�� �,

 ����

�

n
n�

j��
Yj � �

n
n�

j��
Xj

c.s�� E �Yj� . 8	�	��;9
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�!� (���� 
�	 E �Yj� c.s�� µ  � ��� �� � ���� 
��n��E �Yn� � µ

E �Yn� � E �YnI��Xn��n�
�
� E �YnI��Xn�>n�

�

� E �XnI��Xn��n�
�
�E ��I��Xn�>n�

�

� E �X�I��Xn��n�
�
� E �XnI��n�Xn�n�

�

�

� n

�n
xfX�

�x� dx,

��)


��n��E �Yn� � 
��n��

� n

�n
xfX�

�x� dx � E �X�� � µ,

�� ���� �� ������

�

n
n�

j��
Xj

c.s�� E �Yj� c.s�� µ,

�	 ��.�.�� ������� ���

�

n
�n

j��Xj
c.s�� µ .

�� $������  ���)�" ����� ,�� "� "� ��) ���� ��������� �� 4��E�#* �" �����


��n��
�

n�
n�

i��
σ�i � �

�������" "� ��) �� �� ��+ �(&�� �� ��" ������" 
.)���" 8���,�� �� ���! ���� ��

�" ������9� G ��-��$�)���� "� "� ��) �� �� ��������� �� 1��)�$���#* �" ����� "�

�

n

E �Xpn�
np <	  ��� p 
 � � ��� ,

�������" "� ��) �� �� ��+ F����� �� ��" ������ 
.)���"�
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n�

� �� �	��������� �� �
n�

'� ���� ��� V ar �Xn� � E �X�n� �
�
n �

�

n

E �X�n�
n� �

�

n

�

n� <	.

'������ ������ �� ������!� �� 0���	
� �	 � ��� �� ��	�� ��� ������ ��

1�� �� �� 2	���� 3���	� 4�� ������ �� ��� (��	�� ������ �� � ���4%
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� �
��
�� �
���� �
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	�� ������������

������ ��� ������� � �� ������� �� � � ��� ������!� "����# �� ������� ��	����


�� ������ $� ���� %� �� ������������ � �� ��& � ����  ��������!���  ��� �� ��$�

� ������� � �� ������� '  � �����  �( ���� �  ��� ��$� �� �� � ��� ������������

)�������� ������ �� �������� � ������� �  � $�' )���� �

�� (��$ � � ����� * � ���) �+ � � ������ ��	���� 
�� ������ &� ���� (��

� ����� ,��(��� # ������ ������� � �� ������� ��� ( ��� �� �  ��-�����$ �� 

������������ ��$� � ���������

.  � � ������� ������ � ��� )������ � ���� � �)# %� ) � ����!� (��� ����%�� �

��� ���� � ������� � �� ��������

��� ������ �����!���� (���  � � �������� �  �� ��(/���� &� ��� 0�# �1��)2#

0	# 3 �� �2# 04# 5���/�# ��)� �# ��2# 06# 5� � �7�2# 08# 9 ��:�� !# 3�����2# 0�;#

��������# 5������( 2# 0��# ������# ����2�

6<
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� � �� $� � ����� � � �/$�� � ����� ,��(��� 

������� ��	�
 �������� ���� �� �� �������������� ��� �Xn� �	� �����

���	 
� ��������� ���������� ���	������ ��	 ��������� p� ��
�� 
�� 	������ ������

a � b, a < b. ���� ��
� �	���� k ��� ������ ��� np � a�npq � k � np � b�npq


��	���� �� 	����� yk,n � k�np�npq . �	��	��� �� ���	� ���

���n��
P �X� � X� � � � �� Xn � k�

��
�π�npqe�y�n,k/� � � �	� ������	�� �	 k.

������������ �� &��$��� � ?������)  ����� � %� # (��� m � �, � ��$(� 

%� m	 �
�


πmme�m�meθm, ���� �
��m�� < θm < �

��m *��� � $��������� �  ���

&��$��� �� (�� $��  ��������  �  � ����� � 3 �� � �864+� Sn � X��X�� � � ��Xn,

 � ��� ������� �� ������ ��� &������ � ������������ ����$��� � (��:$ ���� n '

p�

P �Sn � k� �

�n
k
�
pk ��� p�n�k �

n	

k	 �n� k�	
pk ��� p�n�k

�

�

πnne�n�neθn�


πkke�k�keθk�
π �n� k�n�k e��n�k��n� keθn�k
pk ��� p�n�k

�
nn�neθn�θk�θn�k

�

πkk�k �n� k�n�k�n� kp

k ��� p�n�k

�
��

π

��npq
�np

k
� nq

n� k
�np
k
�k� nq

n� k
�n�k

eθn�θk�θn�k .

�1��� �� �# �� k �����&�� %� np � a�npq � k � np � b�npq,  ����� �

n� np� b�npq � n� k � n� np� a�npq,

nq � b�npq � n� k � nq � a�npq.
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� ��� � ��)������ � ��� ���� � � � �(� �� %� 

p
p � b�pq

n
�

np
np � b�npq �

np
k � np

np � a�npq �
p

p � a�pq
n
,

p
q � a�pq

n
�

np
nq � a�npq �

np
n� k �

np
nq � b�npq �

p
q � b�pq

n
,

θn � θk � θn�k � θn � θk � θn�k �
�

�


�
�

n �
�

k �
�

n� k
�

� �

�


�
�

n �
�

np � a�npq �
�

nq � b�npq
�

�

�
n � �
� θn � θk � θn�k,

(�� �����#

���n��

�np
k
� nq

n� ke
θn�θk�θn�k � � ���&��$ $ ��  � k.

'

�np
k
�k � nq

n� k
�n�k

�
�

�
k
np
�k �n�k

nq
�n�k , *	�>��+

��$���� yk,n � k�np�npq

� k
np
�k

�

�

�
np � k � np

��npq�npq
�

np

	




k

�

�np � yk,n�npq
np

�k

�

�
� � yk,n

�q
�np

�np�yk,n�npq
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'

�n� k
nq

�n�k
�

�

�
n� k � np� np

��npq�npq
�

nq

	




n�k

�

�

�
nq � �k � np�

��npq�npq
�

nq

	




n�k

�

�nq � yk,n�npq
nq

�n�k

�

�
�� yk,n

�p
�nq

�nq�yk,n�npq
,

(�� �� %� 

��� �.
.�� � � �np � yk,n�npq� ���

�
� � yk,n

�q
�np

�
*	�>�>+

� �nq � yk,n�npq� ���

�
�� yk,n

�p
�nq

�
,

' �� ���$�� ��  @(������ � ��'���  �  � ��)����$�# ��� � ��� � � � * � (��$ �



���� �� �����	
 �����
� �� ��	��� � 	�������
��
�� <�

�-�$��� �  ��$���# �� � � ��� � � �+# � �� � 

.
.
 � � �np � yk,n�npq�
� ��

k��

����k�� �k � ��	

k	

�
yk,n

�q
�np

�k

� �nq � yk,n�npq�
� ��

k��

���� �k � ��	

k	

�
�yk,n

�p
�nq

�k

� � �np � yk,n�npq�
� ��

k��

����k��

k
�
yk,n

�q
�np

�k

� �nq � yk,n�npq�
� ��

k��

�

k
�
yk,n

�p
�nq

�k

� �np
� ��
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An �yk,n� �n�� � ���&��$ $ ��  � k#

 ����� �

���n�� ��� �An�yk,n�� � � ���&��$ $ ��  � k�

��/ %� 

P �Sn � k�
��

�π�npqe�y�n,k/�

�

�

π�npqey�n,k/�
�


π�npq
�np

k
� nq

n� ke
θn�θk�θn�k

�np
k
�k � nq

n� k
�n�k

� ey�n,k/�
�np

k
� nq

n� ke
θn�θk�θn�ke�y�n,k/�eAn�yk,n�

�

�np
k
� nq

n� ke
θn�θk�θn�keAn�yk,n� �n�� � ���&��$ $ �� �


� � ���#  �  � �/$�� # �� ������� � ��������' ��$� ���$�� � (��:$ ���� µ � np

' σ� � npq.

������� ��	�	 !	 ���
����� 
�  ���� ���� ��� �� "#$ 
� �� ���
�����	 ����


� �������� �	 �� ��������	 
� ��	���% ���&��� ��� �	 ��
� �	��� 
� "'%'''

 ���� 	� (���� ��� 
� α 
� �������� � �� ���������� � 
������� �� ����� ����� 
�

�� �	���&� �� ��� ��	��
�
 �� ������
�� )�� ��* ����+� 
��� ��� α ���� ��� �	

�����
��% 	� ��	&� ��� ��&�� ��� 
�� "$ 
� ��� �	����,

�� ����� 
� �	� ��	����� 
�	
� n � ��, ��� � p � �.��.



���� ������� �
�
���������
 <	

�������� α ��� ��� p �X > α� � �.��. !��	
� �� ����-������	 	�����% ��	����

P �X > α� 	 P
�X � np�npq > α� np�npq

�
� P

�
Z > α� ����

���

�

� �� P
�
Z � α� ����

���

�
� �.��

.�� ��� �������� α ��� ���

P
�
Z � a� ����

���

�
� �.�� 
 a� ����

���
	 
.

�� 
�	
� α 	 ���.��. �� ��	��� ��� �� ���&��� ��� �	 "'%'''  ���� 	� (���� ���


� ##" 
� ��������% �	 �����
��% ��	
�� ��� ��&�� � �� ��� �� "$ 
� ��� �	�����

���� �� � $��������� � � � �� $� � ����� � � �/$�� 5 � ����!��� (��� ����%�� �

��� ���� � ������� � �� ������� ��� ( ��� �� �  ��-�����$ �� ������������ � � ,

����$�� � �� � "������ ' ��)���� (��(� ��� � � �� &������ ������ �/������ ��� ��

%� ��� � � �� � $���������# � ��������� $�� ��)���� ���� (��� �� � �( ���

	�	 3������ ������ �/�����

��� ��� &������ � ) � ������ � $:� ��$�� � ���A �� 3������ 5 � �����! � 

��$ ���� ' �� 3������ ������ �/������ �� (��$ �� ��� �'��� � �������� $�$ ����

' �� � )���� ��� �'��� � ������ ��!�� � $�� �� �	��� � ��� ������������ � � 

(�����������# '  �  ��� ������ ��!����� B���� �� %� ��� �� � � ���� (��� � $������

 � � �� $� � ����� � � �/$�� �

�������� ����
 ��� X �	� ���� /� 0�	���	 1������������� 
� X 
�	���
� ���



���� ������� �
�
���������
 <C

�X ���% ���� 
��	�
� ���� ��
� t � � ����

�X �t� � E �eitX� .

���� (��(� ��� �$(������ �  ��� &������  � %� # � ��& � ���� � �� � $�,

$ ����# �� $(�  @��� �

���� ����	 ��� X ���� 
������� � ����������	�� ��	��	��% �	��	��� E �eitx� �-�

���� ���� ��
� t � ��

��������	
�� ���� ��� E �eitX� �-���� �� 	�������� ���
��E �eitX��� <� �

�eitx� � ���� �tx � sen�tx�
�/�

� �. �	��	���

��E �eitX��� � E ���eitX��� � �.

���������� ����� ��� X ���� ��	  �	���	 �������������� 
�
� ��� �X ��� �	�

��	��� �� E �Xr� �-���� ���� ��&�	 r � �% �	��	���

�X �t� �t�
 � �
r�

k��
E �Xk� �it�k

k	
� R �tr� ,


�	
� R �tr� �� �� ����
�� 
� �� �-��	���	 � �������	�� �	�  �	���	 ��� ��	���&�

� ���� ��� ����
� ��� tr ���	
� t� � ���� ��

���t�

R �tr�
tr � �.

�� �� � � �� � $���������  � �����!���� ��  @(������ � ��������� (��� ex.


��� (��(������� � (� �  ��������  �  � ����� 08# 9-��:�� ! 3����� ��(� 4�>2�



���� ������� �
�
���������
 <4

������� ����� ���������� �� � �!� ��� X ���� ��	  �	���	 
� 
�	��
�
 fX �x�

�  �	���	 ����	�������� �X �t�� �� �<�% �	��	���

P �a < X < b� �
�



P �X � a� �

�



P �X � b� � ���T��

�


π
� T

�T
e�ita � e�itb

it �X �t� dt.

��������	
��

MT �
�


π
� T

�T
e�ita � e�itb

it �x �t� dt

�
�


π
� T

�T
e�ita � e�itb

it E �eitx� dt

�
�


π
� T

�T

�

X
e�ita � e�itb

it eitxf �x� dxdt

�

� �

��

�� T

�T
eit�x�a� � eit�x�b�


πit dt
�
f �x� dx

�

� �

��

� T




eit�x�a� � e�it�x�a� �
�eit�x�b� � e�it�x�b��


πit dtf �x� dx

�

� �

��

�� T




sen t �x� a�� sen t �x� b�
πt dt

�
f �x� dx.

��� Ia,b,T �x� �
�� T



sen t�x�a��sen t�x�b�
πt dt

�
. .(��� ���	

�

π
� T




sentα
t dt �T��

�
���

���

�
�

�� α > �,

��
�

�� α < �,
��� �� ���

���T�� Ia,b,T �x� �

�
���������������

���������������

��
�
� �

�
� � si x < a,

��
�
��
�

�
� �

�
si x � a,

�
�
�
�
��
�

�
� � si a < x < b,

�
�
� � � �

�
si x � b,

�
�
� �

�
� � si x > b,



���� ������� �
�
���������
 <6

�	��	���

���T��MT � � �

�

�x�x�a�
�



�x� f �x� dx �

�

�x�x��a,b��
f �x� dx �

�

�x�x�b�
�



f �x� dx � �

� P �a < X < b� � �
�
P �X � a� � �

�
P �X � b� .

��� ���$�� %�  � ���� ��������$ �� �������� �
�
P �X � a�� �

�
P �X � b� � ��

������� ����" �#������ �� � �!� ���	 X,Y ���� ��	  �	���	�� 
� 
��������

���	 Fx% FY �  �	���	�� ��������������� �X � �Y ������������	��� �	��	���

�X � �Y  Fx � FY .

��������	
�� ��� ������� 
� �	������	 
� /*�� �� ���	� ���

P �a < X � x� �
�



P �X � a�� �



P �X � x� � FX �x�� FX �a� �

�



P �X � a�

��



P �X � x�

� FY �x�� FY �a� �
�



P �Y � a�

��



P �Y � x� ,

(����	
� a � �� ��	����

FX �x� � FY �x� ,

���� ��
�� ��� ������� 
� ��	��	��
�
 
� �����  �	���	�� 
� 
����������	� ��


�	
� �� �����	� �X � �Y 
 Fx � FY . .(��� ���	 �� Fx � FY , �	��	���

�X �t� � E �eitx� �

�
eitxfX �x� dx �

�
eitxfY �x� dx � �Y �t� ,



���� ������� �
�
���������
 <<

��� �� ��	��

�X � �Y  Fx � FY .


� ��)�� �� � �� $�  �  �  � %� � ���� �� � $��������� � � � �� $� � �����

� � �/$�� # �%�/ � ����������# ( �� �� � ������� � � ������ � ��� ��� ���� ��

������� ����$ �%�����&���� �� � �!'%�(���� ��� �Xn ���  �	���	 ������

��������� 
� Xn ���� n � �. �� Xn
D� X �	��	��� �Xn �t� � �X �t� ���� ��
� t � R


�	
� �X ��� �� ��  �	���	 �������������� 
� X. 2����������	�� �� �Xn �t� � � �t�

� ��  �	���	 ������ �� ��	��	�� �	 t � � �	��	���% Xn
D� X � � ��� �� ��  �	���	

�������������� 
� X.

��������	
�� 
�

���n���Xn �t� � ���n�� �E ���� tXn� � iE �sen tXn��

� E ���� tX� � iE �sen tX� � �X �t� .

������ 
�� ��	��� 
� ��	��	��
�
 a < x ����	�� � ��
� FXn � FX% �� �������


� �	������	 
� /*�� ��������� ���

FX �x�� FX �a� � ���T��
�


π
� T

�T
e�ita � e�itx

it �X �t� dt

� ���T��
�


π
� T

�T
e�ita � e�itx

it
�

���n���Xn �t�
�
dt

� ���n�� ���T��
�


π
� T

�T
e�ita � e�itx

it �Xn �t� dt

� ���n�� �FXn �x�� FXn �a�� ,

(����	
� a��� �� �����	� Xn
D� X�



���� �����	
 �����
� �� ��	��� <=

5������ �  �� � �������  � $�' � ������ � $������  � � �� $� � ����� � �

�/$�� � � ����� D��(��� � ���� � ��� ����� � )��� �� ��)�� �� � $���������#

) � ����!��� (��� ����%�� � ��� ���� � ������� � �� ������� ��� ( ��� �� �  ��-�,

����$ �� �������������

	�C � �� $� � ����� � � �/$�� 

������� ����
 �������� %������ ��� �)����� ��� �Xn� �	� �������	 
� �����

����� ���������� �	
���	
��	��� � �
*	������	�� 
��������
�� ��	 ��
�� µ � �����

�	3� �	��� σ�. �	��	���

���n��P
�X� � X� � � � �� Xn � nµ

σ�n � x
�

�
��

π
� x

��
e� y�/�dy.

��������	
�� ��� Si � �Xi�µ�
σ � Wn �

�n
i��

�Xi�µ�
σ�n � ��n

�n
i�� Si� 1�	 ��

����

E �Si� � �,

V ar �Si� � �,

�	��	���

�Wn �t� � E �eitw� � E
�
e it
�n

�n
i�� Si

�
� �ni���Si

� t�n
�

�

�
�Si

� t�n
��n

,



���� �����	
 �����
� �� ��	��� <8

� t�n �n�� � �����3�	
� 4�4�4 �� ���	�

�Wn �t� �

�

� �
it�nE �S�� �

�it��

n E �S��

�
� R

�t�
n
��n

�

�
�� t�


n � R
�t�
n
��n

�

�
�� an �t�

n
�n

,


�	
� an �t� �
�

t�
�

��
�� �R

�
t�
n
�

t�/n

�
. 1��	
� n � � �� ���	� ���

R
�

t�
n
�

t�/n � �,

�	��	���

���n���Wn �t� � e�t�
� .

5 �� Z, �	� ����% �� 
��������� ���� �	� 	����� 
� ���������� µ � � � σ� � �%

�� ���	� ���

�Z �t� � E �eitz� �
��

π
� �

��
eitz� z�

� dz,

(����	
� v � z � it �� ���	� ��� v� � z� � 
itz � t�� �	��	���

�Z �t� � e�t�
�

� �

��

��

πe

�v�
� dz � e�t�

� .

��� �� ��� Wn
D� Z.

������� ����	 �	 �	 ��	3����	�� 
� ���� �� ���	��% �	 ����
�� �����	� "'% 6% 7%

8% � 9 ��	��� ��	 ���������
�
�� '�'#% '�"% '�"#% '�: � '�# ������������	��� /�	3�

"'' ������ )1��� �� �� ���������
�
 
� ��� �� ��	��;� 	� �-��
� 84',

����	
�� ��� ���	���� �� ��������

Xi � � de puntos del tiro en el i� �esimo lanzamiento,



���� �����	
 �����
� �� ��	��� =;


�	
� xi � �, �, �, �, ��� ������� ���������� E �Xi� � var �Xi�

E �Xi� �
�
�

i�	
xP �Xi � x�

� � ��.�� � � ��.
� � � ��.��� � � ��.�� � �� ��.���

� �,

E� �Xi� �
�
�

i�	
x�P �Xi � x�

� �� ��.�� � �� ��.
� � �� ��.��� � �� ��.�� � ��� ��.���

� ��.�,

�	��	���

var �Xi� � ��.�� �� � �.�

��� �� ���

P
�
�

�

i��
Xi > ��

�

� �� P
�
�

�

i��
Xi � ��

�

� �� P
���



i��Xi � � �����
�

�.� �����
� ��� � �����

�
�.� �����

�

� �� P �Z � 
.����� � �� �.� � .��
�� � �.����

������� ����� ����	&� ��� �	 �	� ���
�
 
�
� �-����	 N ����	��� ��&�����
��

�	 �� ��
��	 ���������� ����	&� ��� �� ��
��	 ���� � �� 
���������	 � ��� ���
�

��������	��% ��	 �������� ��������� ��	 �������3�% 	 ����	���< � � n � N � ��

�� 
���� ������� �� ���������	 
� ����� 
������
�� �  ���� 
�� ��	
�
��� . 
� ���

��	��� ��� '�''" ��� �� ���������
�
 
� ��� �� ���������	 �������� ��� ��	�� ���



���� �����	
 �����
� �� ��	��� =�

'�#' ���	
� �	 �����
�
 ���� '�#:% )
� ��� ����+� ���	� ��� ��� �� �������,

������� 
��	���� Xi  

�
���

���

� �� �� ��*���� �������	 �� �  ���� 
�� ��	
�
��� .%

� �����%

��	���� ���

P �Xi � �� �
V FA
N � �.�
,


�	
� V FA �� �� 	����� 
� ����	��� �  ���� 
�� ��	
�
��� A� ��� �� ��� ��


��	����

X  � 
� =0. �	 �� �������%

X �� �	� �������� 
� 
����������	 (����&���*����� � �
���� X �
�n

i��Xi, ���

E �X� � �.�
n,

�

var �X� �
�V FA�n �N � V FA� �N � n�

N� �N � ��
,

��� ��	 �� ������	3� � �����	3� 
� �	� (����&���*������ 2�
����	
� �� �����	3�

var �X� �
�.�
n ��� �.�
� �N � n�

�N � ��

�
N � n
N � �

�.�
 ��.���n,

>��� �� �	 �������
� ��� ���
� �	 �������� ������?

P
��n

i�� xi
n < �.�

�
� P

�
Z < N � �

N � n
�.�� �.�


�.
���

�

� P
�
Z < ��.����
�
��

N � �

N � n
�

� �.���,



���� �����	
 �����
� �� ��	��� =>

���� ������ >��� ������? ���	
�

��.����
�
��
N � �

N � n � �.��,


����;�	
� n

n � N � �N � ��
�.���


.��
,

N n

��, ��� �, ���

���, ��� ��, ��

�, ���, ��� ��, ���

���� �� ���������	 �������� ���� ��� @�����@ � �� ���� � �� ����� ��� �� ��
� ��

�����+�% �	��	��� �� 	������ ��� �� ����+� 
� �� ������� ��� ��� &��	
��



��

�������	��
�

�� ���������� ��� ������ ������� ��� ����� �� ��������� ��� ������� ���

������� ����� ���� �� �� ������������ ��� ��� ���� � �� �� ���� ���� ��!��

����� !���������� �� ����" ����� #�� ���� ��� �������� ������������ ����� $���� ��

������ ����� ��� !��%����� &�� ��'� #�� ���� n � �� �� ��������� �� ��(�����

������ )����� ���� ���� �� �"�"�"* �������� ��������� ��� ������� + �� ���

!��%����� ������������ ���������� ���� �� ��������%�� ���� ����� �� �� #�� �� �����

���� � �� �� �"�"�"

�����)� #�� �� �����,�� n �-��������� �������������� ���������� ��� ���

�������� X�,X�, ...,Xn, ��� ������ ��� �������������� � �� ��������� ������������

��� ���� µ + $�����,� σ� �� < σ� <�� . 
��� �� ��� �������%� ������� ������

#������ ������ µ + ������ ��� �-��������� ��� �������� � ������� ����������

������ �� ������ Xn � µ�εn ����� ��� �'���� ε�, ε�, ..., εn ��� $�������� ����������

��� ���� � + $�����,� σ�.
������ #�� �� $���� �-��������� �� �� ���� ��Xn � �X� �X� � ...�Xn� /n"


��� $���� ����� �� ��������� �� #��Xn � µ &��+ .����� �� ��� /������ �'����*"

��� ����)� Xn �� �� �-�������� µ + �� ������ #����� ����� �� ��������%� ���



�0

���� �� �� ����������%� ��Xn" �� ������ #����� �� �������%� �� P ���Xn � µ�� > a��
�� ������ �� ������������ �� #�� �� ����� ��� �+�� #�� a + �� �� �� ������ �-���

������ �� ����������%� �� ���� Xn ��������� �� �� ���� µ� �������� ��� �������

�� $���$� ��������"

��� ����)� �� ������ ������� ��� ����� ��� ����� �+���� � ��������� ���

�������%� � ���� ������������� ���� �� n �� �� ��(���������� )�����" 1������

��������� �����$�� #��

P
�����
X� �X� � ...�Xn � nµ

σ�n
���� � b

�
� ��

��
�π
� b

�b
e�y�/�dy.


� ����� #�� �� 2������� 1�������������� �� ������ #�� ��� ���������� y + Y
�� ��������+�� �� ���� ����� �� ����� � ��� ��������� #�� ��������� ������"


��� ��������%� �� ���� �� ���������� �����)�� �� ������ ������� ��� ������

���� ����������� ��(�����"

1�� �3����� �� �� ����� ��������� �� �����$��� �� ���(��,� �� ��� ��� α�	
���� ���

P ��Z���α/�� < Z < Z���α/��
�
� �� α,

����� Z �� ��� $������� ��������� #�� �� ��������+� ��� ��� ����� ��� ��

��� � + $�����,� �� ���� �� ���� ����������� Y � ��� �������� #�� y �

N
�
Y , ��� n

N
	 S�

n


� &����� n �� �� ���4� �� �� ������� N �� �� ���4� ��

�� �������%� + S� �� �� $�����,� �� �� �������%�� #�� �� ����� ������,�� ��� ��



�5

$�����,� �� �� ������*� ������

Z � y � Y
��
�� n

N
	 S�

n

������ #��

P
�

�Z���α/�� < y � Y
��
�� n

N
	 S�

n
< Z���α/��

�

� � �� α,

�� ������

P
�

y � Z���α/��

��
��

n
N

 S�

n < Y < y � Z���α/��

��
��

n
N

 S�

n
�

� �� α,

��� ��� ������ �������� �����

y � Z���α/��

��
��

n
N

 S�

n .

6 ���� ���� �� ������� �� �����,� �� ���� �� 
����������� �������������� ��

�������� ��)����%� + ����!�� ����� ���� �� #�� ���� ��� ��������� �� �����������

��� �������� + ����������� ���� �� ��������%�"

7���� #�� ��� �������� ����� �� ������ ������� ��� ������ �'� ������'���

�������� � �� ������, �� #�� ���$��)��" 7�� ��� �� $������%� ��� ���� ����

������������ �� ��������� �����"

�� ����� !���� �� ������� �� �������� ��� ��� �� ��������� ��� �� ���� ���

������ ������ �� �� 2������ � 1����������� 7$��,���" ��� �� ���� �� ����� �������

��� )��� �������� �� ������)������ �� ������(�� ��� ���������� !���%���� ��� ������

������� ��� ������ #�� ���� ��� ������������� �� �� ����)��� �� �����)��" 1���
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��� �� ��3��� � �����������%� ��� ������� ���� ������� (� ��� ������ ��� ���� ��

���$��)������ �� ���������� �� $�������� ����������� + ������� ������ ���������

���� �� ����� �� 1����������� 9 �� �� .������� �� ��������� �� �� ��72"
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��� k ���	���
����
� ������ ��
��	��
� ak 	�������

��
� ak 	������� ��
��	��

�
�ak� 	�������

���
���� �� �� ����� ��� �� ak �� � � ���
���ak��ak

��� < � ��
��	��
�ak �� �����

��
����
� 	�������
��

��� �� ak �� � � ���
���ak��ak

��� > � ��
��	��
� ak �� �������
��

���
���� �� �� ���� ��� �� ��� k
	
�ak� < � ��
��	��

� ak �� ������
����
�

	�������
��

��� �� ��� k
	
�ak� > � ��
��	��

� ak �� �������
��

���
���� �� �� ��
���� ��
�ak �� ��� ����� �� 
������� �� ���
���� � f ��

��� ���	��� 	��
���� �� 	��	���
� ����� �� ��
������ ��,�� 
��  �� f �k� �

ak� ��
��	�� � ak �
��
�

f � ����� 	������� � ����� ��������

���
���� �� ��� ������ ��
�����
�� �� �ak	 �� ��� ��	����� �� 	��	���
� �� 
���

����� ����
���� � ��� ak � � ��
��	��
��

k�� ����
k�� ak 	�������

%�� ���
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� �
����� �� ������ ���
���� �� ����&���� ����


�� �!����
 ��'�������� � ���$���( )�
� �*����
 �� �� +����� ,-



����������	�


�� ���� ��� �� � ������ �� 	��
�
���� ������� �������� ������ ����� �
!��� �� �"#$�


%� &��'�( �� )�� ���� �������� ��� 	��
�
����� ��'� ��* +���, ��� - ��  .�
/ '� ��0����� �  �.� - 1 2�,���� ����� � !��� �� �"3"�


4� ��''��� +�''���� �� ���������� � 	��
�
���� ������ ��� ������������ 1�5
����� �����6�� ����� � !��� �� �"78�


$� ����9� �� )����'� ����������� � �� ����� �� �� 	��
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������ �� 	����� ������
� �� �� �'���� �� �6����� ):;�� � %<<8
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������ ��� �������

������ � �� �� �'���� �� �6����� ):;�� � %<<8�


7� ������. � ��=� ��� ����� �� 	��
�
���� ��� �� ������� �� ��������
��'��� ��>'������  �?��(� ����� � !��� �� �"3"�


#� @����� A ���� �� �������� �������� !��� "� ����� ���������� B��''���
):;�� � �""8�


3� @���C ������ 	��
�
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"� @���D���C �� ��>��� � ������� �� ���
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��������� 1 ������ )����D���� )�;5
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�
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