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PRESENTACION

La idea de este trabajo comenzé al dar ayudantias de Probabilidad 1 y 2, en
el Departamento de Matematicas de la Facultad de Ciencias, de la UNAM. Estos
cursos son obligatorios para los estudiantes de la carrera de Actuaria y optativos
para estudiantes de las carreras de Fisica y Matemaéticas. El primer curso es
llevado en el tercer semestre y el segundo en el cuarto.

En el curso de Probabilidad 2, el programa incluye el tema de Convergencia,
de sucesiones de variables aleatorias y teoremas limite; pero en muchas ocasiones
no alcanza el semestre, para profundizar en ello. También, desafortunadamente,
en gran parte de la bibliograffa oficial del curso, introducen conceptos de teoria
de la medida, con los que no cuentan los estudiantes de cuarto semestre de la
carrera de actuarfa, quienes apenas cursan Calculo Diferencial e Integral 4. Esta
situacion hace complicado el estudio del tema mencionado.

En este trabajo se desarrolla una posible via para presentar la convergencia
de variables aleatorias y los principales teoremas acerca del limite de dichas suce-
siones, usando resultados conocidos, y tomando en cuenta los conocimientos que
tienen los estudiantes a los que estd dirigido el curso de Probabilidad 2 en la

Facultad de Ciencias de la UNAM.
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Primero veremos algunos tipos de convergencia de cualquier sucesién de vari-

ables aleatorias, entre ellos convergencia en probabilidad; convergencia casi segura

(o con probabilidad 1); convergencia en distribucién y de la convergencia en L.

Teniendo estas bases hablaremos de la convergencia de un tipo de sucesion
de variable aleatoria, (de la serie de variables aleatorias) donde se encuentran los
teoremas limite muy "famosos" en la estadistica La ley de los grandes nimeros
(débil y fuerte).

Se dice que una sucesién de variables aleatorias definidas sobre un espacio de
probabilidad comiin obedece la ley de los grandes nimeros cuando la media de una
muestra (= " | X;) tiende a la media de las esperanzas de las variables aleatorias
de la sucesién (L "7 | E[X;]), cuando el nimero n de variables aumenta.

La ley de los grandes nimeros tiene sus inicios con Jakob Bernoulli. En el
experimento que consiste repetir una prueba con la misma probabilidad de éxito
un nimero grande de veces (experimento que mas tarde recibiera el nombre de
Bernoulli o Binomial), era consciente de que las frecuencias observadas se acerca-
ban a un céalculo previo de su probabilidad al aumentar el niimero de repeticiones
del experimento. Consciente de que en las situaciones de la vida real, la certeza
absoluta (probabilidad 1) es imposible de alcanzar, Bernoulli introdujo la idea de
la ‘certeza moral’: para que un resultado fuese moralmente cierto, debia tener una
probabilidad no menor que 0.999, mientras que un resultado con probabilidad no

mayor que 0.001 se consideraria ‘moralmente imposible’. Fue para determinar la



certeza moral de un suceso para lo que Bernoulli formulé su teorema, la Ley de

los Grandes Numeros.

Para ilustrar este concepto, Bernoulli propuso el siguiente ejemplo: una urna
con 30.000 bolas blancas y 20.000 negras, aunque el observador no lo sabe, pues
lo que quiere es determinar la proporcién entre bolas blancas y negras, sacando
una de cada vez, anotando el resultado ("éxito" si es blanca y "fracaso" si es
negra) y reintroduciéndola en la urna. Sea N el nimero de observaciones, X el
nimero de éxitos y p = = la probabilidad de éxito en cada prueba, siendo 7 el
nimero de bolas blancas y s el de bolas negras. El teorema de Bernoulli afirma,
en terminologia moderna, que dada cualquier pequena fraccién e (que Bernoulli
siempre escribfa en la forma 1/(r + s)) y dado cualquier nimero entero positivo
grande ¢, se puede hallar un nimero N = N(c¢) tal que la probabilidad de que
X/N difiera de p no més de € es mayor que ¢ veces la probabilidad de que X/N

difiera de p més de €. Con sfmbolos:
P [ % —p} < 8] >c-P [ % —p} > 5}. O, en notacién moderna:

Para todo € > 0 y para toda ¢ € Z* existe N tal que P [ % —p| > 6} < ;11

En su ejemplo, para ¢ = 1.000, Bernoulli obtuvo como resultado que eran
necesarias 25.550 observaciones. La intuicién le decia que no hacian falta tantas
y, por ello, lo intenté con otros valores de c. Desilusionado por sentir que habia
fracasado en su intento de cuantificar la certeza moral, Bernoulli no incluyé en su

libro las aplicaciones prometidas. El que sf lo hizo fue su sobrino Niklaus (1687—
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1759), que aplicé el resultado de su tio a registros de 14.000 nacimientos y llegé
a la inesperada conclusién de que la frecuencia de nacimientos de ninos es mayor
que la de ninas, en la proporcién de 18:17. Este resultado fue confirmado anos
después por Laplace.
Siméon Denis Poisson (1800) reintroduce el concepto de Ley de los Grandes
Numeros y generaliza el teorema de Bernoulli. Poisson consider6 una sucesion de
n pruebas independientes, en cada una de las cuales el evento A puede ocurrir con

probabilidad pg, kK = 1,2,...,n. Si X,, es el nimero de ocurrencias de A en las n

‘ Xn _ pitp2tp3+..4pn
n n

<8] — 0. La

observaciones, entonces para todo € > 0 P [
n—0o0

forma generalizada de este resultado se debe a Andrei Anreyevich Markov (1880)
quien plantea una condicién para que se de el resultado generalizado. Mas ade-
lante Aleksandr Yakovlevich Kihintchine (1928) mostré que esa condicién no era
necesaria, pidiendo tinicamente que la varianza comiin de la sucesién de variables
aleatorias fuera finita.

En 1909 Emile Borel demostré que el experimento de Bernoulli llevaba a
una afirmacién mds fuerte que la ley de los grandes nimeros para p = 0.5.
En 1917 Francesco Cantelli (1875-1966) extendi6 este hecho para p arbitrario:
P [lim % = p} = 1, afirmacién que se conoce como la Ley Fuerte de los Grandes
Numeros. Una generalizacién de este resultado fue dada por Andrei Kolmogorov

en 1930.

La ley de los grandes niimeros planteé el problema de estimar la suma de una
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sucesion de variables binomiales. Bernoulli habia demostrado que la probabilidad
de que el niimero de éxitos de un evento dado de probabilidad p en n pruebas estu-
viera entre Ay Bera ), p (Z) p" (1 —p)" ", Al hacer crecer n lo més dificil
era calcular (Z) = Wlk),, ya que el numerador crece més rédpido. Bernoulli re-

currié a estimaciones poco precisas, De Moivre recurrié a una expresién asintética

) _ 1 .
y demostré que m! &~ Be "m™"3, con B constante. Para determinar el valor de

L1 L

, . . s . o i 1
esta constante, construyo la siguiente expansiéon: B = 1 15 7360 " 1260 T Teg0 -+

pero no quedo satisfecho asf que pidié ayuda a su amigo James Stirling, quien de-
mostré que B = v/2m. Con este dato, De Moivre calcul6 una tabla para la funcién

m! con m entre 10 y 900, y enuncié un resultado que, en notacién moderna, dice

P [X S t] ~ P [X _ ﬁ] o(2em) _ 2 ~(22/m)
2 2 2mn

Laplace, en 1809, formulé un teorema de limites para la suma de variables
aleatorias distribuidas uniformemente en un intervalo (—h, k) y, considerando un
nimero creciente de variables aleatorias discretas dio una aproximacién de una
distribucién continua a partir de una discreta.

Chebyshev en 1887 demostré un teorema de acotamiento a la suma de variables
aleatorias con esperanza 0. Para lograrlo Chebyshev ide6 el Método de Momentos,
de gran importancia en la estadistica. Demostraciéon que fue corregida por su dis-
cipulo Markov que en 1898 di6 la siguiente versién al Teorema de Chebyshev. Sea
{X,,} una sucesién de variables aleatorias y S, = X1 +Xo+...+X,, y ¢, () la dis-

© k

tribucién de X,,. Si para toda k se cumple [*° 2%y’ (z) dx — \/%—W [ e /2y,
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entonces se cumple que Va,b P [a < V%an) < b} — \/Lz_w f: e /2.

Y en 1900 A. Liapunov demostré que si las variables aleatorias tienen momento
de orden 3 finito m&s una condicién, llamada "Condicién de Liapunov", entonces
las funciones de distribucién de S,, convergen a la distribucién normal.

En 1922 Lindeberg fué mas alld que Liapunov, al pedir s6lamente la existencia

del momento de orden 2 mas la condicién: si

=1
nh_)n;loz 5_2E [(Xk - :uk:)Z I[IXk—uk\>85nﬂ =0,
k=1 T

con s2 =03+ 03+ 02+ ...+ 02, u, y 03 la media y la variaza respectivamente,

de X%, conocida como la condicién de Lindeberg, la distribucién de la suma de
las variables aleatorias, centradas en sus esperanzas y normalizadas por la raiz
cuadrada de la suma de sus varianzas converge a una distribucién normal estdndar.

En 1942 William Feller demostré que la condicién suficiente de Lindeberg es

también necesaria.

Asi que por ultimo desarrollaremos El Teorema Central del Limite desar-
rollando primero el resultado de De Moivre-Laplace y, tomando en cuenta que
la condicién de Lindeberg también se cumple para variables aleatorias idéntica-
mente distribuidas, haremos la generalizacién a este tipo de sucesién de variables
por medio de la funcién caracteristica.

Llegamos hasta este resultado, no sélo porque para llegar a la generalizacion
de Lindeberg necesitamos conocimientos de teorfa de la medida, si no por su im-

portancia tanto en probabilidad como estadistica. Ya que es comin suponer suce-
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siones de variables aleatorias independientes con la misma distribucién, supuesto

que se puede hacer y es de gran utilidad en la estadistica. De hecho es esta inde-

pendencia la que separa la Teorfa de la Probabilidad de la Teoria de la Medida.



CAPITULO 1

CONVERGENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS

1.1 Introduccién

Consideremos un espacio de probabilidad (£2,.4, P) formado por un espacio
muestral (2, una o—4élgebra A de subconjuntos de 2 y una medida de probabilidad

P.

Informalmente, una variable aleatoria es una funcién del espacio muestral a
los reales que nos permite analizar un tipo particular de eventos de un experi-
mento aleatorio. Por ejemplo, al lanzar dos dados regulares, es posible calcular
la probabilidad de que la suma sea 5, de que la diferencia absoluta sea 3, de
que el mayor de los nimeros obtenidos sea 6, y de otros muchos eventos. Pero
si queremos analizar s6lo los eventos relacionados con la suma de los niimeros
obtenidos, definimos una variable aleatoria X : Q — R, dada por X (a,b) =a+b
donde (a,b) € {(z,y) |z,y € {1,2,3,4,5,6}} . Definir la funcién anterior nos per-
mite pasar del cdlculo de la probabilidad de un evento particular al estudio de
una ley de probabilidades, es decir, al anélisis del comportamiento global de las

distintas probabilidades que corresponden a los valores que puede tomar la suma.

La medida de probabilidad P tiene como dominio una o—algebra de sub-

1



1.1. INTRODUCCION 2

conjuntos de €2, de manera que el dominio de esta funcién particular no es un
subconjunto de los niimeros reales. Construir una variable aleatoria nos permite
llevar los elementos del espacio muestral al conjunto de los reales logrando asf que
la ley de probabilidades que se construye posteriormente, sea una funcién real de
valores reales, en la cual es posible aplicar los conceptos del célculo diferencial e
integral. Para que esto ocurra, la variable aleatoria debe mantenter la estructura
de eventos en €2, es decir, debe mantener la estructura de la oc—algebra construida
en el espacio muestral. Por ello, una variable aleatoria no es otra cosa que una

funcion medible.

Definicién 1.1.1 Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad. Una variable aleato-

ria (v.a.) es una funcion real, X : Q — R, tal que el conjunto
X1 (B)={weQ| X (w)€B, con B=(~o0,1]} € A
para todo B € B (R) (para todo x € R).

Entonces, dado que una sucesién de variables aleatorias { X, } no es otra cosa
que una sucesion de funciones medibles, podria pensarse que el andlisis de la
convergencia de una sucesién de variables aleatorias se reduce al estudio de la
convergencia determinista de sucesiones de funciones. Esta conjetura es falsa pues
el azar no cabe dentro del concepto determinista de convergencia. Para mostrar
lo anterior, empecemos por recordar las dos formas conocidas de convergencia

determinista de sucesiones de funciones:
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1. Convergencia puntual
Sea { f,,} una sucesién de funciones definidas en un subconjunto A de R y sea
f otra funcién definida en el mismo dominio. Se dice que f, converge de manera

puntual a f si

lim f,(z)=f(z) VazeA.

En tal caso, escribimos lim,, ., f, = f.

En este tipo de convergencia la idea es que la sucesion de imédgenes

{fi(x), fa(x), f3(x),...} sea convergente a f () para toda = del dominio.

2. Convergencia uniforme

Sea { f,,} una sucesién de funciones definidas en un subconjunto A de R y sea f
otra funcién definida en el mismo dominio. Se dice que f,, converge uniformemente

a f si para cada € > 0 existe un nimero N, € N tal que, para todo z € A,

o (2) = f(2) <& ¥Vn>N.

1 o u
En tal caso, escribimos f,, — f.
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La esencia de la convergencia uniforme de una sucesién de funciones consiste
en que para cualquier € > 0 se puede elegir un nimero N, dependiendo sélo de
¢ dado, y no depende de la eleccién del punto = en A, tal que para n > N, la
desigualdad |f,, (x) — f (x)| < € se cumplird en todos los puntos sobre el conjunto
A, es decir “las grificas” de las funciones f,, estardn situadas en la “c-franja” que

rodea a la gréfica de la funcién f.

fl)re

s

< fa)e

La convergencia uniforme es mds fuerte que la convergencia puntual porque en
esta tltima la rapidez de convergencia de cada sucesiéon de imdgenes puede ser
muy diferente, mientras que en la convergencia uniforme es necesario que a partir
de algin elemento de la sucesién todas las imédgenes esten dentro de una vecin-
dad dada de f(z). Es fécil observar que si una sucesién de funciones converge
uniformemente a una funcién f, entonces converge puntualmente a f, pero el

reciproco no se cumple.

Analicemos una sucesién de variables aleatorias

Ejemplo 1.1.2 Considere el espacio ((0,1],%(0,1), P), donde P es la medida
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de Lebesque sobre Q). Sean

X1 = o,

Xo = o, Xz=Iup,

Xy = o3, Xs=Iasszm, Xe=I2/31]

Xr = Loy, Xs=Iauzm, Xo= Iz, Xio= 1311,

X, = 1 Jn—1 .1 donde k,, se incrementa con n,
n_~Jn
kn ky
1
X
1
1 1
X2 X3
f
1/2 1 1/2 1
1 1 1
X4 X5 XG
Il | | |

1/3 2/3 1 1/3 2/3 1 1/3 2/3 1

Se tiene que para cada w € (0, 1], éste cae en algun subintervalo de longitud
1/k,, y para cada k,, sucede que X, (w) va brincando entre 0 y 1 al ir tomando
n cada vez mds grande. Por tanto, {X,} no converge deterministamente como

sucesion de funciones.
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Hay diversas formas de convergencia de sucesiones de variables aleatorias. En
las siguientes secciones analizaremos las formas de convergencia que se presentan

con mayor frecuencia.

Los libros que se utilizaron para recopilar este tema son [1, K.L. Chung], [2,

Dudley], [5, Garcia, Miguel], [8, Heinz Bauer|, [11, Rincén, Luis]

1.2 Convergencia en probabilidad

Analicemos, nuevamente, el ejemplo anterior (ejemplo 1.1.2).

Ejemplo 1.2.1 Se observa que las variables aleatorias X, se van acercando a
X =0. Asi, sie < 1, P(|X, >¢|) = 1/k, y cuando n — oo, se tiene que
k, — 00, de donde concluimos que

1
lim P[|X,|>¢] = lim — =0.

n—s00 n—s00 oy

Definicién 1.2.2 Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea {X,,} una suce-
sion de variables aleatorias y X otra variable aleatoria ambas definidas en ). Se
dice que X,, converge en probabilidad a X, si y sélo si para cada € > 0 se cumple
que

lim P[|X, — X| >¢] =0,

n—oo

lo que denotaremos por X, Lx

Ejemplo 1.2.3 Se elige un punto al azar en el intervalo (0,1]. Sea X la variable

aleatoria que indica el punto elegido. Tomemos la sucesion de variables aleatorias
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{X,.} definidas por

k
Xn = -1 (k—l k ]
n n ’n
k=1
1
(n-1)n |
5/1’1 € —
4 1 —
3mn
2m
I/n
w 1
Im 2m 3m 4mn 5mn (n-D)n 1

X, es una funcion escalonada con saltos en {1/n,2/n,3/n,....,n/n}, en donde
., . . ~ 1 . . .

la funcion es continua en un intervalo de tamano -, longitud que disminuye a

medida que n crece por lo que X, se comporta cada vez mds como X. Entonces

tenemos que probar que para todo € > 0

lim P[|X, — X|>¢] =0.

n—oo
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Para ayudarnos veamos la siguiente grifica.

¥ —» A —e

1/2 "
€

e 1 12.e 12 1 1
12
AN — o 34 L I Y
€ ’{ r X4 € {
- —_— 121
X3 € { - € y
13— 79— II
------.::{I,.
R R B Al KSR . A
1/3 2/3 1-g 1 1/4 1/2 3/4 1-g 1
1/3-¢ 1/4-€ 12-€  3/4-g

entonces

P|X,—X|>¢]=P

"li—1 “ /1

U( a__5>]§ <_—5>:1—n€.
X n n - n

=1 =1

Para n lo suficientemente grande sabemos que existe N € N tal que para toda

n >N, (% < %) podemos elegir € > % tal que

1 1
P|X,—X|>¢]<1-ne<1l-n—<1-n—=0,
N n
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concluyendo que

lim P[|X, — X|>¢] = 0.

n—oo

Ejemplo 1.2.4 Sea {Y,} una sucesion de variables aleatorias independientes, con

distribucion uniforme en el intervalo [0, a], entonces
Xp, = min{Y1,Ys,..., Y.},
converge en probabilidad a 0 y
Zn =max{Yy, Y, .Y},

converge en probabilidad a cv. Tomemos € positivo que cumple € < a ya que de no

ser ast la probabilidad seria cero

P(IX.| >¢) = P[min{Y},Ys, ...V, }| >¢]
:(1_5)".
«

Tomando el limite se obtiene el resultado. Ahora bien

oi<a-a] - (1-5)"

=1

= P

(>

PZ,—a|>¢|=P|Z,<a—¢]=P

Que coincide con el resultado anterior asi también al tomar el limite.

Proposicién 1.2.5 Sean {X,,} y {Y.} dos sucesiones de variables aleatorias y

sea ¢ una constante:

1.8 X, 5 X y X, 2V, entonces P(X =Y) = 1.
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2. 51 X, A x , entonces cX,, £ oex.
3. S@'XniX yYniY, entoncean+Yn£>X+Y.
4. Si X, 5 X, entonces X2 zx2

5. 51X, 5 x y Y, RN Y, entonces X,,Y, L xv.

Demostracion.

X = Y] < [X0 = X] + X, — V]
entonces
([X =Y|>e] C[(|Xn— X[+ Y, = Y]) > ],
y para cualquier € > 0 se cumple
(13, = X|+ X, = YD) > €] € X, = X| > SJU[|X, - Y] > 5]
entonces
P[X —Y|> ¢ < P[|X, — X| > g] +P[X, —Y|> g].
Tomando el limite cuando n — oo se tiene que
PlIX-Y|>¢=0 para cualquier € > 0.

lim P[|cX, — cX| > ¢] = lim P {|Xn ~X|> i} ~0.

10
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3.
(X +Yn) = (X +Y)| < [ X = X[+ [V =Y,
entonces
10X +Y,) = (X +Y)] > el € [|Xa = X| > U [[¥a = Y] > 2],
implica

€ €
Pll(X,+Y,) —(X+Y)| > < P[| X, — X]| > 5] + P[lY, -Y]| > 5]
tomando el limite se tiene

lim P[|(X,+Y,) — (X +Y)| >¢|=0.

n—oo

4. Sabemos que > po o Pk < |X| < k+1] =1, entonces dada § > 0 existe

M tal que

PX|>M] < P[|X|>M] = Zp[kgyX|<k+1]<g,
k=M

., P ,
también como X,, — X , entonces podemos afirmar que existe una N

tal que para toda n > N, se cumple que

P|X,— X|> M| <

N

’

Yy como

| Xn + X[ < | X — X[ +2]X],
entonces

X, + X| > 4M] C [| X, — X| > 2M] U[|X| > M],



1.2. CONVERGENCIA EN PROBABILIDAD 12
entonces para n > N
Pl X, + X|>4M] < P[|X, — X| >2M|+ P[|X| > M| < ¢,
Por lo que para e >0
Pl|X2-X?>¢] = P[(Xo—X) (X +X)|>¢]
= Pl|(X,—X) (X, +X)|>¢|X,+X| <4M]

P [[(Xy — X) (Xo + X)| > &, | Xy + X| > 4M]

IN

Pl|(X, — X) (Xo +X)| > 6,0 < | X, + X| < 4M]

+P[|(Xn — X) (Xn 4+ X)| > &, | X0 + X| > 4M]

3

- P[Xn—X =
| > 17

0 < | X, + X| <AM

P [[(Xp — X) (Xo + X)| > &, | Xy + X| > 4M]
.
AM
£
AM

< P[|Xn—X|> }+P[|XH+X|>4M]

< PlIX,—X|> =] +s

Tomando limite se tiene que

lim sup P HX% —X2‘ > 5] <9

n—oo

y como esto se cumple para toda d > 0 entonces

lim P [|X? - X?| >¢] =0.

n—oo

5. Como XY, = [(Xn + Yn)2 — (X, — Yn)Q] , el resultado se sigue de

1
4

los resultados anteriores.
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1.3 Convergencia casi segura

Entonces ya vimos que si una sucesién de funciones { X, } no converge deter-

minfsticamente, puede ser que converja en probabilidad, es decir

lim P[|X, — X|>¢] =0.

Y de ello surge la idea de ver qué pasa con P (lim,, ., X,, = X), nos preguntamos
por la probabilidad de una convergencia puntual. Lo cual de inmediato nos lleva
a pensar que existe un conjunto, en donde lim, ., X,, # X, si este conjunto es
de probabilidad cero, entonces P (lim, ., X,, = X) = 1, que es la definicién de

convergencia casi segura, convergencia mas fuerte que la definida anteriormente.

Definicién 1.3.1 Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea { X, } una suce-
sion de variables aleatorias, se dice que X, converge casi sequramente a X, st y
solo st,

P (i) -1
lo que denotaremos como X,, — X.

Ejemplo 1.3.2 Se elige un punto al azar en el intervalo (0,1]. Sea X la variable

aleatoria que indica el punto elegido. Tomemos la sucesion de variables aleatorias

{X,.} definidas por

"k
Xp=>" ~T(1m ),
k=1

(que corresponde al primer ejemplo de la anterior seccion). Definamos

A= {w € Q| lim X,(w) = X(w)} = (0,1 = Q.

n—oo
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Entonces el conjunto N donde X,, no converge a X es vacio

Ejemplo 1.3.3 Considere el espacio de probabilidad ([0, 1], [0,1], P), con P la

medida de probabilidad uniforme (es decir P [(a,b)] = b—a). Demostraremos que

Xn = n][o_

Ccs
1] =0
‘n

en otras palabras demostraremos que P [lim,,_,. X, = 0] = 1. Vemos que

X(w)

w

>
1/n 1

el punto w = 0 es el tinico punto de 2 para el que X, (0) % 0, es decir que
{w €0 lim X,(w) = X} —(0,1],
y como para N = {0} P (N) =0, entonces
P|lim X, =0| = 1.

n—oo

Proposicién 1.3.4 Sean {X,,} y {Y.} dos sucesiones de variables aleatorias y

sea ¢ una constante:
1. Si X, S X yX,3Y, entonces P(X =Y) = 1.

2. 8 X, 2 X, entonces cX,, = cX.
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3.9 X,2XyY,3Y, entonces X, + Y, > X +Y.

4. 85X, 32X yY,2Y, entonces X,,Y,, = XY.

5. 9 X, S Y;vY; = X, entonces X, = X.
Demostracion.

1. Tenemos que se cumple que

P[Y: thn:X} ~ 1.

n—oo

n—00 n—o0

P[lim Xn:X} _ P[c lim Xn:cx}

- P[lim an:cX} ~ 1.

n—oo
3. Llamemos

n—oo

A= {w € Q| lim X,(w) :X(w)}

B={we| lm Y.w) =Y @)},

n—oo

por hipdtesis existen conjuntos N1 y No tales que
AUN1:Q yBUNQZQ,
donde A y N1 asi como B y Ny son mutuamente excluyentes y ademds

P (N1) = P(Nz) =0,
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entonces,

{w € Q| lim (X,(w) + Yo(w)) = X () +Y(w)} — AN B,

n—oo

ast que

P[hm (X, 4+Y,)=X+Y|=1-P(N,UN,) =1.

n—oo

4. Usando los mismos conjuntos que en el caso anterior

{w € Q| lim (X,(w)Y,(w)) = X (@)Y (@} — ANB,

n—oo

ya que ambos convergen, por lo que

P [lim (X,Y}) :XY] —1-P(N,UN,) =1.

n—0o0

5. Llamemos

= {we | lim X,(w) =¥; (@)},

n—oo

le{wem 1iij(w)=X(w)},

j—00
por hipdtesis conjuntos de probabilidad uno. Entonces existen Ny, Ny €
N tales que

| X (W) =Y (w)] < i, paran > Ny yw € o,

[N}

€
Y; (w) — X (w)] < 3 para j > Ny yw € Qy,
entonces,

[ Xn (W) = X (W)] < X5 (w) =Y (@) + ]V (w) = X (W)] <,
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para n > max {Ny, No} yw € Qo Ny = Qy. Siendo
0y = {w € Q| lim X,(w) = X(w)},
tenemos que

P(Q5) = P (S5 U0) < P(Q5) + P () =0,

por lo que P () = 1, es decir, X,, = X.

1.3.1 Lema de Borel-Cantelli

Teorema 1.3.5 Sea P : A — [0,1] una medida de probabilidad. Entonces
1. Si Ey,Ey,Es ---€ A, By C E; C E5 C ..., entonces
P (U Ej> = lim P(E,).
i1 n—oo
2. Si By,Ey,E5 ---€ A, By D Ey D E3D ..., entonces
P (ﬂ Ej) = lim P(E,).
Demostracion.

1. Sean A; = E1 y A = Ey,— Eyx_1 entonces los eventos Ay son ajenos en-

tre sty ademas | J A; = |J E;. Asi que por la o—aditividad y tomando
= =1

Jj=1 J



1.3. CONVERGENCIA CASI SEGURA 18

Ey =0, se tiene que

= Y P(E;—Ej.)

= lim Y P(E;~ Ej1)
=1

= lim P(E,).

n—oo

2. St Ey D Ey D E3D ..., entonces EY C ES C ES C ... y por el inciso

anterior

) - (o) -+(0)

= 1- lim P(ES) = lim [1 — P(E)]

n—oo n—oo

= lim P(E,).

n—oo

Definicién 1.3.6 Sea E, cualquier sucesion de eventos de §2 , definimos

lim supFE, = ﬁ [j E, lim inf E, = G ﬁ E,

m=1n=m m=1n=m

Notemos que lim,, inf E,, = (lim,, sup E¢)°

o0

Usando el teorema anterior (1.3.5) y el hecho de que Cj = B, es una
n=k

sucesion decreciente, entonces

s (05)

n

P <lim sup En> = lim P (
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o
y para Dy = |J F,, una sucesién creciente, entonces
n=k

P (lim inf En) — lim P (ﬂ En>

n=m

Axioma 1.3.7 Sea {E,} cualquier sucesion de eventos de ) entonces

limsup E,, = {w € Q | w € E,, para una infinidad de valores de n}

o0
Demostracion. Sea F,,, = |J E,, entonces

n=m

ﬁ F,, = limsup E,,.

m=1

(o ¢] o0
Observemos que siw € (| F,, entonces w € F,,, para toda m. Donde w € |J E,

m=1 n=m
st w pertenece sélo a un subconjunto finito de {E,} entonces podemos encontrar

o0
una m' tal que, para n > mt, wé¢ U En, lo cual implicaria que w ¢ F,
n=m!

lo que es una contradiccion. Por eso es que w pertenece a un conjunto infinito de

{En} u

Teorema 1.3.8 (Lema de Borel-Cantelli) Sea {E,} una sucesion de eventos

arbitrarios tales que

ZP (E,) < o0, entonces, P (lim ,sup E,) = 0.
n=1

Demostracion. P (lim,sup E,,) = lim,, .., P ( U En>

<lim,, . Y. P(E,) =0. [

n=m
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Proposicién 1.3.9 Sea { X, } una sucesion de variables aleatorias entonces
X, 3 X,
sty solo si, para cualquier € > 0
P{we Q| (| X, (w) — X (w)|] > €) para una infinidad de valores de n}| = 0.

., . CS .
Demostracion. Primero supongamos que se cumple que X, — X es decir
que

{w € Q| lim X, (w) :X@)} — O,

n—oo

es un conjunto de probabilidad uno, y cumple que para todo w € Qg ye > 0, existe
N € N tal que

|X,, — X| <€ paran > N.
Ahora bien si
weAl)={we | (|X,(w) — X (w)|] >¢) para una infinidad de valores} ,
entonces w € 5, es decir que A (g) C Q5 por lo que
PlA(e)] < P[] =0,
Ahora supongamos que P[A (¢)] =0, es decir, por (1.3.7) que

Al) =) Ulwe Q| (1Xa(w) - X ()| > o)},

m=1n=m

es un conjunto de probabilidad cero para cualquier € > 0, en particular para € = %

para cadan € N, sea



1.3. CONVERGENCIA CASI SEGURA 21

entonces { B} es una sucesion mondtona decreciente por lo que

P (ﬂ B;) = lim P(ﬂ B;) =1,
m=1 meee m=1
como B, = {w e Q| AN tal que (|X, (w) — X (w)| <L) Vn >N}, lo que im-
plica que para cada w € () B, y para cualquier m € N eziste N tal que

m=1

| X, (w) — X (w)] < %, para cualquier n > N, es decir, que

lim X, (w) = X (w),

n—oo

o bien, como

ﬁ BfnCQ(),

m=1

entonces 1=P l N Bfnl < P[Qy). u
m=1

Corolario 1.3.10 Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias si
D P (|Xa(w) = X (w)| > €) < o,
n=1
entonces X, — X.
Demostracion. Por el (1.3.8) si > > P (| X, (w) — X (w)| >¢) < o0, en-

tonces

Plim ,sup (| X, (w) — X (w)| >¢)] =0.

Ast que por (1.3.9), X,, = X. |
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1.4 Convergencia en distribucién

Un tipo de convergencia que parece ser muy natural en probabilidad es el de
convergencia en distribucion, ya que continuamente nos encontramos con proble-
mas que tienen una solucién, posiblemente sencilla, pero no asi su célculo que se
complica a cada paso. Por ejemplo nos planteamos encontrar la probabilidad de
obtener al menos 65 dobles seises en 100 lanzamientos de dos dados. El resultado
numeérico es, en este caso, el que se va haciendo complicado conforme el mimero
de repeticiones del experimento. Lo que nos lleva a buscar una variable aleatoria

con la que podamos aproximar este resultado.

Definicién 1.4.1 Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea {X,,} una suce-
sion de variables aleatorias, se dice que X,, converge en distribucion a la variable

aleatoria X, si y sdlo si

lim Fy, () = Fx (x) para todo x € R donde Fx sea continua,

n—~o0

D
lo que denotaremos como X, — X.

Ejemplo 1.4.2 Sea { X, } una sucesion de variables donde X,, se distribuye como

P 2
una normal de pardmetros 0 y = y sea X la constante cero. Entonces

P[Xngx]:P[ X @ ]:P{an

Vo2 n = \Jo?/n o/mﬁ} '
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Para ver que pasa cuando n — oo con Fx, veamos que pasa con ——=

a/\n
.
—o0 six <0,
lim —>
im = =
n—oo U/\/ﬁ O st = 0,
oo stz >0,
\
entonces,
4
0 six<O,
nhjglo Fx, (z) = 1/2 six =0,
1 stx>0,
\
Y
0 stax <0,
Fx (v) =
1 six>0.

Por lo que se concluye que X, X

Ejemplo 1.4.3 Sea X una v.a. con distribucion uniforme en el intervalo (0,1)

y {X,} una sucesion de v.a‘s discretas cada una de las cuales tiene distribucion

uniforme en el conjunto {%, %, - ”T_l, %} veremos que

X, — X.

Que X tenga distribucion uniforme en el intervalo (0, 1), quiere decir que

(

0 2 x<0,
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Y que X, se distribuya como uniforme en

que

St

st

St

st

St

1 st
\
reescribiendo a Fx, como
(
0
x—(x—1/n)
x— (x—2/n)

x—(x—1i/n)

r—(x—(n—1)/n)

1

Entonces para i/n < x < (i + 1) /n, lim, . (x —i/n) = 0, por lo que se

el conjunto %,%,...,"T_l
r <1/n,

I/n<z<2/n,

2/n <x<3/n,

i/n<xz<(i+1)/n,

(n—1)/n<z <1,

1<z,

six <1/n,
sil/n <z <2/n,

si2/n <z <3/n,

sii/n <z <(i+1)/n,

si(n—1)/n<x<1,

s11 <ux.

24

o } implica

obtiene
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que
.
0 st <0,
T}LTQOFXn(fL’): r st 0<z <l1,
1 s2 1<z
\

Que corresponde a la funcion de distribucion continua, uniforme en el [0,1). Por

lo que X, X

El siguente Teorema (Teorema de Poisson) también surge de la convergen-
cia de distribucién, una variable aleatoria con distribucién binomial converge en
distribucién a una variable aleatoria con distribucién poisson. Muchos autores
lo introducen hasta la parte de convergencia de series ya que la variable aleato-
ria con distribuciéon binomial no es mas que una suma de variables aleatorias,
independientes e idénticamente distribuidas como bernoullis.

Pero la demostracion es muy sencilla, ya que se considera que np siempre es
constante!!, es decir que para n creciente se tiene una p decreciente (la proba-
bilidad de éxito de un evento bernoulli depende del nimero de repeticiones del

experimento).

Teorema 1.4.4 (de Poisson) Sea {X,,} una sucesion de variables tales que X,
se distribuye como una binomial de parametrosn yp € (0,1) y sea X una variable

aleatoria con distribucion poisson de pardmetro A = np constante. Entonces

X, 2 x
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Demostracion.

PlXn<a] = Z (Z)p’“(l —p)n

k=0
T

nin—1)(n—2)..... n—k+2)(n—k+1)pn* np\ n—k
3 (n—1)(n—2) (k! )( )pnk ( p>

k=0

Como

lim (1 — l) =1 para cada i < n,
n

tomemos el limite cuando n — oo de F, (x)

lim, e Fx, () =Y 1, ’\k—lf lim,, o0 (1 — %)n =310 /\k—Te*A =Fx(z). m
Debido a la importancia de este resultado lo ejemplificaremos.

Ejemplo 1.4.5 En una fdabrica se empacan cajas de cereal con pasas mezclando
primero, en un gran recipiente, el cereal con las pasas y de tal manera que cada
caja cantenga, en promedio, 12 pasas. Estime la probabilidad de que cada caja de
cereal, seleccionada al azar, contenga menos de 7 pasas.

Definamos X como el nimero de pasas que contiene una caja, v = {0,1,2,...}.
Debido a que n no estd acotada y por lo mismo no tenemos la probabilidad de
encontrar una pasa en la caja (la probabilidad de éxito), pero como si contamos

con el nimero esperado de pasas que hay por caja np = A = 12 entonces podemos
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utilizar una aprorimacion, que por la informacion obtenida puede ser por medio

de una poisson. Es decir, para

Y ~ Poisson (12),

6 6
P(X<T) = ) PX=2)=)» P =ux)
=0 =0
6 6
12* 12*
= Z—e 12:6_122 ~ 0.42
=0 .CC' =0 v

Proposicién 1.4.6 Sean {X,,} y {Y.} dos sucesiones de variables aleatorias y

sea ¢ una constante:

1. Si X, 2 x y X, 2 Y, entonces F'y = Fy.
2. 51 X, P x , entonces cX,, DX,

3. S@'XngX, entoncean+c2>X+c.

Demostracion.

1. De la definicion de convergencia en distribucion, se sigue inmediata-
mente que Fx (z) = Fy (2) para cualquier real z en el que Fx y Fy
sean continuas. Pero como el conjunto de discontinuidades de Fx y de
Fy es numerable, entonces el conjunto de reales en los que tanto F'x
como Fy son continuas, es denso en R. La conclusion se sigue entonces

de la continuidad por la derecha de Fx y de Fy.
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2. 51 X, 2 x , entonces

lim Fx, (x) = Fyx(x)

n—oo

lim P(X, <z) = P(X<uz),

n—oo

si ¢ = 0 es inmediato, veamos para ¢ # 0

P(cX,<z) =

tomando el limite cuando n — oo tenemos

P(X<%) sic>0,
lim F.x, () =

o 1-P(X<Z) sic<0,

P(cX,<z) sic>0,

1—=P(cX,>z) sic<O,

\

= F.x(z).

3. Para el caso en que ¢ = 0 se trata de la misma funcion por lo que sdlo

haremos el caso en que ¢ # 0

P(X,+c<z)=P(X,<z—-0¢),
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tomando el limite

lim Fyx, .(x) = P(X<xz-—¢)

= P(X+c<ux)

= FX+C (I)

1.5 Convergencia en LP

Definicién 1.5.1 Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y sea {X,,} una suce-
sion de variables aleatorias,con esperanza finita, se dice que X,, converge en LP a

la variable aleatoria X, si y solo si

lim E[|X, — X|'] =0,

n—oo

Lp , . .
lo que denotaremos como X,, = X. FEn donde si p =1 se le llamard convergencia

en media y si p = 2 convergancia en media cuadrdtica.

Ejemplo 1.5.2 Considere el espacio ((0,1],8(0,1), P),donde P es la medida
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de Lebesque sobre (0,1]. Sean

X1 = Ioa,

Xo = Ty, Xs=Iupn,

Xy = Toams, Xs=Iaszm, Xe = I/

Xr = Ty, Xs= Iz, Xo=Iwouzm, Xio= I3/,

X, = [<jn 1 jn:| , donde k,, se incrementa con n,

LP
y sea X la constante cero, veamos que X,, — X

jn/kn
lim E[|X,)”] = lim / 1” da
(Jn—1)/kn
= ]_ P — 07
oo ke,

por lo que concluimos que en efecto X, =X
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1.6 Relacién entre modos de convergencia de variables aleatorias

En realidad lo que vamos a ver en esta seccién se muestra en la grafica

CONYV. CASI SEGURA

PROBABILIDAD

CONV. EN DISTRIBUCION

Veamos unos ejemplos que muestren la no relacién y despties demostraremos

las relaciones que existen.

Ejemplo 1.6.1 Sea X una variable aleatoria con distribucion normal estdndar

y, para cada n € N, definamos

X  sin esimpar,
X, =

—X sin es par.
Como la normal estindar es simétrica alrededor del cero, las variables aleatorias
X y —X tienen ambas distribucién normal esténdar, entonces Fy, (x) = Fx (x)
para toda x € R ,es decir que X, L. X. Por otro lado, | X, — X| = 2|X]| para

cualquier n € N, ast que

P([Xon = X| > ¢) = P2|X| > ) = P (IX| > 5),
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para cualquier € > 0. Por lo tanto
lim P (| Xon — X| > &) = P <|X| > %) >0,

es decir, que {X,} converge en distribucion pero no converge en proba-

bilidad a X.

Ejemplo 1.6.2 Usando el mismo ejemplo anterior,

P(lim Xn:X>:0 st es par,

n—0o0

por lo que {X,} converge en distribuciéon pero no converge casi segura-

mente a X.

Ejemplo 1.6.3 Andlogamente, con el mismo ejemplo,
E[|X,— X[’ = E[2?|X|"] =2?E[| X|"], sim es impar,

calculemos E [| X |7

1 o 1,2 2 o 1,2
E[\X]p]zﬂ/ |z|Pe™2 dx:ﬁ/o |z|P e 2" d,

haciendo y = 3x*

op/2 oo op/2 1
E[|X]"] e Vdy = =T (Zi) >0,

RV Jr 2

por lo que {X,} converge en distribucion pero no converge en L? a X.
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Ejemplo 1.6.4 Considere el espacio ((0,1],5(0,1), P) ,donde P es la medida de

Lebesgue sobre 2. Sean

X1 = Ioa,

Xo = loap, Xs=Iupy,

Xy = T3, Xs=Iaszm, Xe= I3,

Xr = loaa, Xs=Iujaz24, Xo=Ilwmuzm, Xio= I3/,

X, = 1 Jn—1 .1 donde k,, se incrementa con n.
5
El
) . 1
lim P[|X,| >¢] = lim = 0,

sin embargo

{w € Q| lim X, (w) exista} =0,

n—oo

es decir que {X,,} converge en probabilidad pero no converge casi segura-

mente.

Ejemplo 1.6.5 Usando el ejemplo anterior, se observa que converge en LP pero

no converge cast sequramente.

Ejemplo 1.6.6 Considere el espacio ((0,1],8(0,1), P),donde P es la medida
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de Lebesque sobre (). Sean

Xl - I(O,l]v
Xy = 2YPLonpy, X3 =2"PIyp,
Xy = 31/”(0,1/3}, X5 = 31/[)](1/3,2/3], Xe = 31/p[(2/3,1],

Xr = 4Ploum, Xs=4""Iajuzm, Xo =4 Loz, Xio =415,

X, = k,ll/pl =1 jnl’ donde k,, se incrementa con n y sea p > 0,
S
entonces
Jim P > <) = Jim - =0
sin embargo
Jn/kn
B[|X, 7] = / o d = 1,
(Gn—1)/kn

es decir que, {X,} converge en probabilidad pero no converge en LP.

Ejemplo 1.6.7 Considere el espacio ((0,1],% (0,1), P) con P la medida de prob-

abilidad uniforme, definimos

X, (w) =
0 e.0.c.,
Y
{w € Q| lim X,(w) = o} — (0,1 =9,
entonces

P|lim X, =0| = 1.

n—oo
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Pero

2"P

(X, ==,

calculando el limite cuando n — oo entonces
E[|Xn]"] = oo,
es decir que {X,} converge casi sequramente pero no converge en LP.

Ahora vamos a demostrar lo que se cumple que es

X, 22X = X,5X,

Proposicién 1.6.8 Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias tal que
X,, = X. Entonces X, X

Demostracion. Que X,, = X implica que P [lim, sup (|X,, — X| > ¢)] =0,

P |limsup (|X,, — X| >5)} = lim P

U (|X, — X| >5)]a

n=m

Por otro lado sabemos que {w € Q | | X, — X| >e} C | {we Q| |X,— X|>¢e},

por lo que

limy oo P [| X, — X| > €] glimm_,ooP{U (X, — X| >5)} —0. m

n=m
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Proposicién 1.6.9 Sea { X, } una sucesion de variables aleatorias tal que X, i
D
X. Entonces X,, — X.

Demostracion. Para ¢ >0,neN ytecR, se tiene

Fx(t—e¢) = P(X<t—¢)
= P(X<t—e|X—X,|>e)+P(X<t—s|X—X,|<e)
= P(X<t—g|X—X,|>e)

+P(X <t—g,X—-e<X, <X +¢)

IN

P(X =X, >e)+ P(X <t)=P(|X — Xo| > ) + Fx, (t).

Por otro lado,

Fx, (t) = P(X,<t)
= PX,<t|X=-X,|>e)+ P(X,, <t,|X —X,| <¢)

= P(X,<t,|[X—X,|>e)+P(X,<t, X, —c <X <X, +¢)

IN

P X=X, >e)+ P(X<t+e)=P(|X—-X,|>e)+ Fx(t+¢).
De las dos desigualdades anteriores, se tiene que
Fx(t—e)—P(IX-X,|>¢)<Fx, ) <Fx(t+e)+P(|X - X,| >e).

Tendiendo n a oo y utilizando el hecho de que X, EiR X, se obtiene que para

cualquier e >0, n € N yt € R,

Fx (t —¢) <lim inf Fx, (t) <lim sup Fy, (t) < Fx (t +¢).

n—oo n—o0
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Ahora, sit es un punto de continuidad de Fx entonces, tomando limites cuando

e — 0, se obtiene

Fx (t) <lim inf Fy, (t) <lim sup FY, (t) < Fx (1),

n—0oo n—o00o

ast que lim,,_,o, Fx, (t) = Fx (t). =

Hay un caso particular en el que la convergencia en distribucién si implica la

convergencia en probabilidad y es el siguiente:

Proposicién 1.6.10 Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias tal que
X, A 0. Entonces X, LN 0.

Demostracion. Por hipdtesis sabemos que

0 six <O,
lim Fy, () = Fx (x) =

n—oo

1 stx>0.

Para € > 0,

P(|X,|>¢) = P(X,>¢)+P(X, < —¢)
< P(X,>¢e)+P(X, < —¢)

= 1—-Fx, (e)+ Fx, (—¢),

tomando el limite se obtiene lim, o P (|X,| >¢) =0. |
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Corolario 1.6.11 Sean {X,} y {Y,} dos sucesiones de variables aleatorias:

1. 51 X, 2o y Y, EA 0, entonces X,, +Y, 2.
2. 51 X, 2o y Y, A 0, entonces X,,Y,, 2.

Demostracion.

1. Por la proposicion anterior X, Lo y Y, Eit 0, y por las propiedades

de convergencia en probabilidad
X, +Y, 5o,

y como la convergencia en probabilidad implica la convergencia en dis-

tribucion, entonces

X, +v, 2o

2. Andlogamente XY, 2o,

1
Proposicién 1.6.12 Sea {X,,} una sucesion de v.a. tal que X, 5o.
P
Entonces X,, — 0.

Demostracion. Por hipdtesis tenemos que

lim E[|X, — X|] =0,

n—oo
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y sabemos que para € >0
ElX,-X|]| = E [\Xn - X|- I|Xn,X|>5] + FE [|Xn - X|- [|anX|§s]

> EUXn_X|I|Xn7X|>€] :/ P(’Xn—X|>€) dx
0

v

eP(| X, —X|>¢) >0,
dividiendo entre € y tomando limites obtenemos

0> lim P(|X, — X|>¢) >0,

n—oo

por lo tanto

lim,, o P (|X,, — X| >¢) =0. |

2
Proposicién 1.6.13 Sea {X,,} una sucesion de v.a. tal que X, 5o.
Ll
Entonces X,, — 0.

Demostracion. La desigualdad de Cauchy -Schwarz nos dice que

E(lYX]] < VEXVE[Y?],

sustituyendo a X = X, — X yY =1

E(1X, — X[ < /B [|X, - X,

como | X,, — X| es una variable aleatoria que toma valores en RT U {0}, entonces

0< B[X, - X[ < \/E[IX, - XP],

tomando limite

0< lim E[|X, — X|| <0,

n—oo
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es decir

lim, . E[|X, — X|] = 0. n



CAPITULO 2

CONVERGENCIA DE SERIES

2.1 Introduccién

En el capitulo anterior se vieron los principales tipos de convergencias en vari-
ables aleatorias. En este capitulo habléremos de la variable aleatoria compuesta
por la serie ) X, y amerita un capitulo aparte pues es apartir de esta nueva
variable aleatoria que se desprenden los Teoremas limite mds importantes en la
probabilidad y la estadistica como son La ley de los grandes mimeros y El Teorema

Central del Limite.

Tomando en cuenta estas consideraciones primero veamos algunos conceptos

que nos ayudardn a probar estos teoremas.

Los libros usados para este tema fueron [1, K.L. Chung], [4, Garcia, Miguel,

1], [5, Garcia, Miguel, I1], [10, Carrasco, Guadalupe], [11, Rincén, Luis].

Proposicién 2.1.1 (Desigualdad de Chebyshev) Sea X cualquier variable aleato-

ria Yy € cualquier ndmero real positivo, entonces

—_

PlIX] =] < -E[X]].

3

41
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Demostracion.
E[X]] = E[X|-Lixze] + E [IX] - Iigx|<e)]
> BN Tspal = [ POXIZ0)de

> /:P(|X| > )de = eP(|X] > €).

Corolario 2.1.2 Sea X cualquier variable aleatoria, sean € un nimero real pos-

itwo y r cualquier natural, entonces
P[X|> ¢ < ZE[XT].
Demostracion.
PlX|zel =P[X| = €]
aplicando la desigualdad para | X|"y usando ",
P|X|ze]=P[X[" 2] < ZE[IX]]. u

Proposicién 2.1.3 (Desigualdad de Chebyshev) Sea X variable aleatoria de

esperanza finita, y € > 0, entonces

P(X ~ B(X)] > ) < mvar (X).

Demostracion.

var (X) = E[(X - E(X))?]

> E[(X - E(X)) I|x-pux)so) :/08 P(IX — E(X)| > z)dz

> [ P(X - E(X)|>e)de =P (X — E(X)| >¢). n
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Definicién 2.1.4 Dos sucesiones de variables aleatoria {X,} y {Y.} son lla-

madas equivalentes si

> P(X, #Y,) < oo

Proposicion 2.1.5 Si {X,,} y {Y,} son equivalentes, entonces ) (X, —Y,)
converge casi sequramente
Demostracion. Por el lema de Borel-Cantelli si )", P (X, #Y,) < oo en-

tonces

P (X, # Y, en una infinidad de valores de n) = 0,

por lo que existe un conjunto N de probabilidad cero tal que st w € QN entonces

existe ng (w) tal que

es decir que para todo w las sucesiones { X, (w)} y{Y, (w)} difieren en un conjunto
de probabilidad cero llamémoslo N, entonces

{w|gingoznj|xj(w)— |>o} U N,
j=1

we

P(U Nw) <> P(N,

weN

por lo tanto
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Proposicién 2.1.6 (Desigualdad de Kolmogorov) Sea {X,} una sucesion de
variables aleatorias independientes de varianza finita y € cualquier nimero real

positivo, entonces

a?(S,)
P max |5 — E[Sj]| >¢| < —5—,
pamj € {17 2737 "an} Yy Sj = Zgzl XZ
Demostracion. Sea
Y= X, - B[X)], (2.1.1)
Y sea
. J
S;=> Yi=S,-E[S)], (2.1.2)
i=1
entonces

es decir, probaremos que

S;

P [max > 5] < i <§n>

1<j<n

Sea € > 0. Para cualquier w € 2

M:{w|max S;

1<j<n

> e}, (2.1.3)

mw)={jl1<j<n,

S (w)‘ >€},
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m (w) indica la j para que S} sea la mds pequena del conjunto de {gn}y ademdas

exceda a €

Mo = {olm@) =) = {o | ma

1<j<k—1
-,

M, es el conjunto de w que hacen cumplir que Sk sea la mds pequena y también

S;

<e, )5}‘>5} (2.1.4)

para k = 1 Mlz{w] S,

que exceda a €. Observese que
n
M= M,
k=1
El conjunto de My son mutuamente excluyentes ya que si w € My y w € M,

entonces s = m (w) =t

)

Como E [gn} =0= o2 <§n> =F [52] entonces

n

2(5) = B[%]

> F [S*?ZIM} - Zn:E [égsz]
k=1

- Y E [(Sk + 3, - S”k)lek}

k=1
= kZi;E Ks,i + 25, (Sn — Sk> - (Sn - Sk>2) IM,C} :

y como el conjunto de Y; esta conformado de v.a. independientes, se tiene que
i k n
s (58 ] = £ |(20) (3 1) ]
L \i=1

i=k+1
B k n

- E (Zn)m E (Z 1@) =0,
L \:=1 i=k+1
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por lo tanto

o> (S’n> > E [5,3 IM,C} >N E[e*I,]

k=1
y o? (S’n>
o bien P [maxl<j<n S| > 5} < . [ ]
== €

Proposicién 2.1.7 Sea { X, } una sucesion de variables aleatorias independientes

de esperanza finita. Suponga que existe A tal que

entonces para cualquier € > 0,

(4e + 2A)2

P lmax 15;] < E] < 77(5,)

1<j<n

Demostracion. Definamos

Wy, = {w| max |S;| SE},

1<j<k

y definiendo M como en (2.1.3) y My, como en (2.1.4) para k > 1 entonces

1<j<k—1

M, = {w| max |S;| < e, |Sk|>5}

= {w| max |S;| <e, max |Sk|>€}
1<j<k—1 1<5<k

= {w | max |95;] < 5} N {w | max |Sk| > 5}
1<j<k—-1 1<j<k
= {w | max |5;] < 8} ~ {w | max |Sk| < 5}

1<j<k—1 1<j<k

= LV%AQ \\L@%. (2.1.5)
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Si P (Wy) = 0 es inmediato, entonces suponganos P (W) > 0. Sea Y; como en

2.1.1) y S: como en (2.1.2 para k = 0 entonces S‘k =0. Para 0 < k <n
j

definamos
= E[(Sk— E[Sk]) | Wil
= E[Sk| Wi — E[Si], (2.1.6)

E [(S’k —ak> IWR} = K gk]Wk — o B I, ]
' SkIW — a P W]

- E SkIW _E [Sk | Wk] P W]

- B S,JW _E [ékfwk] —0, (2.1.7)

por otra parte, por (2.1.2) y (2.1.6) y por cémo definimos W,

Se—a = IS~ B[S~ BlSi | Wi + B[S

< |8kl +e, (2.1.8)
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’ak - ak+1|

y por (2.1.5)

= B[Sk | Wi] = E[St] = E[Skt1 | Wil + E S]]

= |E[Sk [ Wi] = E[Sks1 | Wiga] + B [Xipa]|

= B[Sk [Wi] = E[Sk [ Wil = E[Xpa | Weea] + E [Xpp4]]

= B[Sk [Wi] = B[Sk [ W] = E[(Xi1 = E [Xpa]) | Wil

< B[Sk | Wil + [E [Sk | Wil + |E[(Xkpa = E[Xia]) | Wen]]

< e4+e+A=2+A, (2.1.9)

v 2 o 2
El(Sk+1—ak+1> [Wk+1‘| = El(Sk—l—YkH—akH—kak—ak) [Wk:| (2.1.10)

(2.1.10)

v 2
-k l (Sk+Yk+l_ak+l+ak_ak> IMk+1]

(2.1.11)

o 2 v
(Sk:_ak> + ak_ak+1)2 +Yi+1+2 <Sk:_ak) (ap—ag+1)
E I,

+2 gk_ak> Yir1+2 (ar—ap+1) Y

+ 0% (Xpp1) P (W),

(
B (sk _ ak)2 ]Wk} +E V2, Iw]
|
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y por (2.1.8) y (2.1.9) y la definicion de My,

c o 2
— (2111) = F <Sk — ak> + (Gk — ak+1) + Yk+1i| ]Mk+1]

IN

" 2
E ‘Sk - ak‘ + |ak — 1| + ’Yk+1|] [Mk+1]

IN

v 2
E ‘Sk - ak‘ + |ak — ap1| + ’Yk+1|] [Mk+1]

IN

E[]|Se| +e+2e+ A+ AP Iy,,,]

IN

(4 + 24)* P (My41)

entonces

E l<§k+1_ak+1>2 IWkH] - E [(gk_ak>2 IWk} > 0% (Xpy1) P (Wy)

— (4e +24)* P (M11),
claramente W, C Wy, para 0 <k <n—1 ya que

W, = {w[max]S|<5}

1<j<n

= {w[max]5]<5 max ]S|<5}

1<;<k k+1<j<n

entonces P (W,,) < P (W) y para k =n P (W)= P(W,) entonces

E {(&H . ak+1)2 IWk+1] _E {(Sk - ak>2 ka} > 02 (Xp1) P (W)

— (4e +24)* P (M;14),

sumando para toda k en donde nuestras esperanzas y probabilidades esten definidas

<E [(S‘M - akH)Q IWM} 5 {(Sk - ak>2 IWkD

n—1
> 0% (Xiy1) P(Wo) = > (42 +24)* P (Myya) .
k=0

n—1

3 =

= o

i
o
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Por lo tanto

E l(Sn . an>2 IWJ _E {(50 . a0>2 IWO] > P (W) :2:202 (Xpi1)

3
—

— (4 + 24 P (M;4),
0

B
I

es decir que

E [(sn — an>2 [Wnl > P (W,)0%(S,) — (4c + 2A)* P (M)

= P(W,)02(S,) — (de + 242 P (W?),

E[(gf—m02Iming[ﬂ&J+€y.M@}§4§Pwm%%

Juntando estos dos tltimos resultados
= 4£’P (W,) > P (W,) 0?(S,) — (4e + 24)*[1 — P (W,)],
(4e +24)° > (4e+24)° — P(W,) [(4e +24)% — 4e%] > P (W,,) 0% (S,),

por lo que obtenemos el resultado, es decir

(4 +24)°
P(W,) < G |

2.2 Ley de los Grandes Nimeros

La frase ley de los grandes nimeros es usada ocasionalmente para referirse al
principio de que la probabilidad, de cualquier evento posible (incluso uno improba-
ble), incrementa con el nimero de eventos en la serie. Por ejemplo, la probabilidad

de que un individuo gane la loterfa es bastante baja; sin embargo, la probabilidad
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de que alguien gane la loterfa es bastante alta, suponiendo, claro, que muchas

personas compraron boletos de loteria.

Se dice que una sucesién de variables aleatorias definidas sobre un espacio

de probabilidad comin obedece la ley de los grandes mimeros cuando la media

Z?:l X;

de las muestras de variables (
n

) tiende a la media de las esperanzas de

Z}ll E [Xz]

las variables aleatorias de la sucesic’)n( ), cuando el nimero total de

n

variables aumenta.

En Estadistica, las leyes de los grandes niimeros implican que el promedio
de una muestra al azar de una poblacién de gran tamano tenderd a estar cerca
de la mediana de la poblaciéon. En el contexto de Teoria de Probabilidad, la
interpretacién no debe tomarse asi, las leyes de los grandes nimeros dicen que el
promedio de una secuencia de variables elegidas al azar con una distribucién de
probabilidad comin, converge en probabilidad o casi seguramente (en la ley débil

o en la ley fuerte, respectivamente) a su valor esperado.

2.2.1 Ley Débil de los Grandes Ntimeros

La ley débil de los grandes nimeros fue demostrada por primera vez por J.
Bernoulli, el cual establece que si £ es un experimento y A un evento relativo a este
experimento de probabilidad p, y consideramos un nuevo experimento consistente
en la repeticién indefinida del experimento £, de tal manera que cada repeticién

es independiente de las otras. Entonces, llamando X, al nimero de veces que
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ocurre el evento A en n repeticiones, se tiene que

Xn P

— % p‘
n

Este enunciado nos lleva, inmediatamente a pensar en la distribucién binomial.

Asi que antes de ver las demostraciones que se desarrollaron al respecto de esta

ley, veamos ese caso particular.

Ejemplo 2.2.1 Sea X,, una v.a. que se distribuye como una binomial de pardamet-

rTOS M Y P.

Xn
P[W—p‘ >e} = P[|X,, — np| > ne],
y como E[X,] = np, usando la desigualdad de Chebyshev

1— 1—
P(X, —npl > ne] < U2 _1op
(ng) ne2

calculando el limite se tiene que

lim P[| X, —np| > ne|] =0,

n—oo

. Xn p
es decir que — — p.
n

Ms4s adelante veremos que para esta X,, se cumple también la convergencia
casl segura.

En el caso en que las variables aleatorias no necesariamente estan idéntica-
mente distribuidas, pero las varianzas de éstas sean finitas, Markov demostré lo

siguiente.
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Teorema 2.2.2 (Ley débil de los grandes niimeros-Markov) Sea {X,} una

sucesion de variables aleatorias independientes de varianza finita tales que

B B
fim 52 ) =0
=1
Entonces
1 & 1 & P
_E X.__E A 0
n 4 Top 4 Hi =%
Jj=1 Jj=1

donde f1; es la esperanza de X;.

Demostracion. Para cada n € N, tomemos otra vez la variable aleatoria

CXit+ X
N n

E(S,) =FE (%ZXJ) = %ZE<Xj) = %Zﬂj,
j=1 j=1 j=1

S, . Su esperanza es

Y Su varianza
1 < 1 «
var (S,) = var <E ZX1> = Za?.
j=1 j=1

Aplicando la desigualdad de Chebyshev se tiene

1 o 9
P(|S,—E(S,)] >¢) < —var (Y,) = mEpS o;,
J:
entonces
lim,, o P (]S, — E(S,)| >¢) =0. u

Mis tarde (1867) el matemadtico sovietico Pafnuty L. Chebyshev publicé la

forma general de este resultado.
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Teorema 2.2.3 (Ley débil de los grandes nimeros-Chebyshev) Sea {X,,}
una sucesion de variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas,

de varianza finita. Entonces

Xi+Xo+- 4+ X, p
=i

n

donde p es la esperanza comin de las variables aleatorias X, X, . ..

X+ 4+ X,

Demostracion. Sea o? la varianza comiin de cada X, y sea S, =

entonces para cada n € N

var (S, _var< ZX) nzza

Por la desigualdad de Chebyshev se tiene
1
P (1S, —p| >¢) < —var (Sp) = —

de donde

lim P (]S, — p| > ¢) =0,

por lo tanto
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2.2.2 Ley Fuerte de los Grandes Ntimeros

Andrey Nikolaevich Kolmogorov mostré que la version de la Ley de los grandes
nimeros que hemos visto hasta aqui, se puede mejorar demostrando que la con-
vergencia puede ser casi segura, y no sélo en probabilidad (por eso en algunas

ocasiones a la convergencia casi segura se le llega a decir convergencia fuerte).

Pero antes de ver el resultado al que lleg6 Kolmogorov, veamos otro resultado

maés sensillo que es el de Borel, en el que se basé Kolmogorov para llegar al suyo.

Teorema 2.2.4 (Ley fuerte de los grandes niimeros-Borel) Sea {X,} una
sucesion de variables aleatorias independientes, todas con distribucion bernoulli

de pardmetro p € (0,1). Entonces

X1+X2++Xn cs

_)p‘

n

Demostracion. Sea S, = X1+ Xs+---+X,,. Entonces S, tiene distribucion

binomial con pardmetros n y p, asi que
E (Sy) = np,
E(S:) =np+n(n—1)p%
ES)=np+3nn—1p*+n(n—1)(n-2)p

E(SY) =np+Tn(n—1)p*+6n(n—1)(n—2)p*+n(n—1)(n —2) (n — 3) p*,
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por tanto

4
nt tp

Sy * E(SY)  E(S3 E (S2 E(S,
(__p)] (5 EGD,  EED  EG),

np+Tn(n—1)p*+6n(n—1)(n-2)p

n4
n(n—1)(n—-2)(n—3)p!
™ 1
n

4np2+3n(n—1)p3+n(n—1)(n—2)p4

_ g

+6np3+n(72’b—1)174 _4”_ﬁ1+p4

n

~ 3npP(l-p)? 6p*(1-p)°  p(l-p)
B n3 n3 n3

1

INA
N
3 —
w
-
*“| 3
+
3
N———
AN
3|

Para e >0 yr € N sabemos que

1 r
P(X|> ¢ < ZE[XT],

por lo que
Sy 4
YN <E<(7—P))< 1
_ 5 .
n P - gt n2et

Como no podemos calcular inmediatamenete el limite cuando n — oo, entonces

usaremos (1.3.10) que dice que si

> Sh Sn s
ZP — —p|>¢e ) <oo entonces — —p,
n n

n=1

y en efecto, basta con ver que la serie )~ -5 converge. Por el criterio de la
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integral
o
oo
1 , o 1
g — converge st y solo st | —dx converge,
n? x?
n=1 1

oo

1 . 1 . b=l -1 . 1
e = i [ = [P =g (1) =1
1

1

por lo tanto

Ahora veamos el resultado al que lleg6 Rajchman en 1932, usando subsuce-

siones.

Teorema 2.2.5 (Ley fuerte de los grandes nimeros-Rajchman) Sea {X,,}
una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,

de varianza finita. Entonces, para cualquier € > 0.

X1+X2++Xn cs

— M,

n

donde 1 es la esperanza comin de X1, Xo, X3, .......
Demostracion. Sea S, = X1+ Xo+---+ X, y sea Y, = % — i . Entonces

queremos probar que

P(mﬁ%:u)zp<mm@:®:1

n—oo M n—oo

Definamos

7, = Sy — Sz — p (k= n?)|,
{k:nzjff(’flﬂ)z}‘ b = Spe — p (k= n?)|
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entonces, paran € N yn? <k < (n+ 1)2

S = kul _ ISk — b

il = k - n?
< | Sp2 ;2n2u| N |S, — Sp2 7—%2u (k —n?)|
— Y|+ Sk — Sp2 ;QM (k —n?)|
< V2| + %7 (2.2.12)

Como la sucesion de{ X, } es de v.a. independientes e idénticamente distribuidas,

si 02 es su varianza comain, entonces

1 1 ¢
ElY,] = E —Z)@—u) ==Y u-n=0,
n n i~
(1 ’ 1 ’
ElYy] = E (gZXF“> =E (‘Z(Xz—u)>
|\ = j=1
1 n
= ﬁ 20'2.
j=1
Ahora usando Chebyshev,
; V2] > €] < 223—2 [[Yre ] ;n2€2<oo.

Y por (1.3.10)

P[lim Y :o] -

n—00

o lo que es lo mismo por( 1.3.9)
P{w e Q| (|Ynz (w)| > &) para una infinidad de valores de n}] =0, (2.2.13)

es decir que si Q° = {w € Q| (|Vy2 (W)| <€) para una infinidad de valores de n},
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entonces

P(Q°) =1

Ahora falta comprobar que ;‘ esta acotado, para ello analicemos

(n+1)%-1
2 o 2y 150 = S (e 3 S S k=)l
m=< n 2

Yy como
) k 2 k
El|Si=Se—nk-n)["] = B|| > (-m||= > B[X-n
i=n2+1 i=n2+1
(n+1)2-1

B [(Xz - M)Q] = 2no?,

liM

i=n2+1
entonces,
(n+1)2-1
B2 < Y E[lS—Se—u(k—n?)| < @n+1)2m0° = 0 (42 + 2n)
k=n?
< 60n.

Usando, la desigualdad de Chebyshev
> Z, =1 602n?2 <= 60
[ ERESSE LI B pe-a g 2B
n=1 n=1

2
n n=1 n=1
y por (1.3.10)

o lo que es lo mismo

e

(w)

> 5> para una infinidad de valores de n}] =0,

(2.2.14)
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es decir que si Q' = {w € Q| (‘% (w)‘ < 6) para una infinidad de valores de n} ,
entonces
P(Q') =1

Por (2.2.13) y (2.2.14) podemos decir que para w € (2°NQY) y dada e > 0, existe

N (w) € N tal que

Zn

19
ﬁ Yy |Yn2 (w)| < 5

() <

para n > N (w). Y por (2.2.12) Y}, (w)| <e. Asi que

Jim % =0,
por lo tanto
P (im0 Y, =0) > PN =1—P(QNOH =1, -

Antes de ver el resultado al que llegé Kolmogorov veamos otro resultado que

nos serd de gran ayuda.

Proposicién 2.2.6 (Condicién de Kolmogorov) Sea {X,} una sucesion de

variables aleatorias independientes de esperanza nula, y

E[X3
Dt <o
- n

entonces
n
1 CS
n <
Jj=1

Demostracion. Sea S, =Y | X; entonces
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n

o9 = 15 3t = 1 SB[

Jj=1

y para cada € > 0, sea

A = {w e ‘Sn () ‘ > ¢ para una infinidad de valores de n} ,
n

entonces por (1.3.9) bastard probar que P (A.) =0, para lo cual definamos

B, .= {w €Q: ‘Skk(:w)' > ¢ para alguna k € N tal que ol k< 2”} ,

as?

A, ={w € Q:w € B, para una infinidad de valores de n} .

Entonces para probar que P (A.) =0, por (1.3.8), basta con probar que

S P(By.) < o0,

n=1

Sk (@)

P(B,.) = Pl max 2

on—lgf<on

5}_13[ max  |S, (w)| > ek

on—1 <k§2"
Var (San)
£292n—2

IN

P{ max  |Sg (w)| > e2"" 1]§

2n—1<k§2n

g &
— 292n ZE [XE] )
i=1
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por lo tanto

oo oo 4 2m 4 oo 2n
ZP(BW) < 2622%ZE[X2 __22 Z
n=1 n=1 =1 n=1 =1

»E X} + $E[X5]
+5 E [ X{] + 51 E [X3] + 51 E [X3]) + 5 E [ X3]

T FLEXY  AEXE + AE[XE 4 AE[XE ..

4
= o | BN Gt gt )
+E[X3] (51 + 55 + 555 + ")
o
4 & 1
= —QZ >
=1 {neN:27 >4}

Sea ahora ng el mds pequeno nimero natural tal que i < 2™ entonces

3 1 =1 4 4
_— = _— = S =,
22n 22n 22n0 12

{neN:2n >} n=no

lo que implica que
= 4 & 4 16 = E[X?]
Y P(Bu.) < gZE (X5 = ?ZZ—Z < 00,
n=1 i=1 i=1

por lo que
1 n CS
n > -1 X; — 0.
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E X7

Este resultado es vélido con la hipétesis > < oo para p € N\ {1},

[1,Chung Cap.5.4]

Teorema 2.2.7 (Ley fuerte de los grandes niimeros-Kolmogorov) Sea {X,}

una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

X X Tt Xn cs
Si E[|X1]] < oo, entonces i .

donde 1 es la esperanza comin de X1, Xo, X3, .......

Demostracion. En el caso en que pu < oo. Definamos paran € N

X, si | X, <n,
Y, =

0 si|X,|>n,

Y P(Xu#Ya) =) P(Xa|>n) =) P(Xi|>n) <E[Xi] < oo,
usando (2.2.6) para {Y, — E(Y,)}

E[|Y, - E(Y)[]

n n ].
> 2 = )< Z n2 =Zn—E [l <]

n n

_ ZH2ZE X oA 1<\Xn|<Jﬂ

= FE [Xl I[0<‘X1‘§1ﬂ (2.2.15)

M

1 1
+o53 B [XoTo<iaicu] + 55 F [XsTn<ixi<al]

1 1
+33E [XiTocixs<n] + 53 F [XoTncpxf<a] + s
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Como las v.a. de la sucesion {X,} son idénticamente distribuidas, entonces

1
2215 = F[X{ITo<xy <) (1 + 5+t )

1 1 1
+E[X22][1<X1<2}]< + =3 +—+....>+ ......

22 33 42
DB [Xjaax<] ) (2.2.16)
j=1 n=j
Ahora bien
=1 * 1 1 2
Z—2§/ —dr=——<-= para j>2
neg 1 j-1% J—17
Yy como
=1 =1 2
D=l ) S <1+o=2
n=1 n=2
entonces
Z — <2 para toda j.
‘n
n=j

Por otro lado
E[X I aqx;1<i1] <ITE[1X] Ija<ixi<] = 3B [1XGl Ia<ixi<i] 5

para toda i = {1,2,3,....} , en particular para i = 1. Por lo que

2
2.2.16 < Z]E X0 Iy 1<ixa<g)] = = QZE X0 Ijo1<ix<5)) = 2B [X3] < oo,

Jj=1 j=1

<.

por lo tanto

]. C.S
LS - Em) <o,
o bien

lZyj:lZXj =5 ElY]. (2.2.17)
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Sélo falta ver — E[Y;] == u o lo que es lo mismo lim, .., E'[Y,] = u

ElY,] = E[Yalix, <] + B [Yaljx,>n]
= B [Xoljx,<0] + E [0Lx,[>n]
= B [Xilix,\<n] = B [Xulj-n<x,<n]

— [ s @,

—n

as?

n

lim E[Y,] = lim rfx, () dxr = E[X4q] = p,

n—00 n—oo | .

de donde se obtiene

C.S

Iy es
j=1
por (1.3.4) obtenemos que

]_ n C.8
n Zj:l Xj—n. =

En general podemos decir que si se cumplela condicién de Markov, es decir

1 n

lim — E 0?2 =0
n—o0 n2 —
1=

entonces se cumple la Ley Débil de los Grandes Numeros (aunque el reciproco no

es cierto). Y andlogamente si se cumple la condicién de Kolmogorov, es decir si

Zw<ooparap€N\{1}7

np
n

entonces se cumple la Ley Fuerte de los Grande Nimeros.
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Ejemplo 2.2.8 Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias tales que

(

N

con probabilidad n—12

En este caso Var [X,]| = E [X2] = % y

Entonces cumple la condicion de Kolmogorov, por lo que se afirma que cumple la

Ley de los Grande Nimeros "si cumple la ley fuerte cumple la débil”.



CAPITULO 3

EL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

3.1 Introduccién

Cuando las variables aleatorios tienen una varianza finita, el teorema central
del limite muestra que la distribucién de la diferencia estandarizada entre la suma
de variables aleatorias y el valor esperado de esta suma tiende a una distribucion

gaussiana cuando la cantidad de variables es muy grande.

La primer version (el origen) del Teorema central del limite fue dada por
De Moivre-Laplace, usando variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas como bernoullis.

Y el resultado actual se dabe gracias a Lindeberg, que generaliza para cualquier

sucesion de variables aleatorias.

Los libros utilizados para el desarrollo de este capitulo fueron [1, Chung],
[3, Feller], [5, Garcia, Miguel, II], [6, Gnedenko]|, [9, Herndndez, Fabian], [10,
Carrasco, Guadalupe], [11, Rincén, Luis].

67
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3.2 El Teorema Central del Limite De Moivre-Laplace
Teorema 3.2.1 (Teorema local de De Moivre—Laplace) Sea {X,,} una suce-

sion de variables aleatorias Bernoullis con pardmetro p. Dados dos nimeros reales

a y b, a <b. Para cada entero k que cumple que np + a/npq < k < np + b\/npq

definimos el nimero yy , = ]f/:%. Entonces se tiene que
. P(Xi+Xo+-+ X, =k :
lim (X 12 7 72 ) =1 uniformemente en k.
VoA

Demostracion. La férmula de Stirling establece que, para m € N, se cumple

1

. m ,—m
que m! = /2mm™e""/me’™, donde —— < 0,, < T

12m ) (una demostracion a esta

férmula la podemos encontrar el el libro de Feller 1965). S, = X7+ Xo+-- -+ X,,,

es una variable aleatoria con funcién de distribucién binomial de pardmetros n y

2mn"e " /ned .
T Vrkte ket 3w (n— k)" e R/ — ket (1-p)
n\/_eg =0k —On— i N
\/gkk\/— Ty (1-p)"

n—k
_ np [ ng np ( nq ) -
\/27r \/np V kVn—k

Ahora bien, si k satisface que np + a/npqg < k < np + b,/npq, entonces

n—k

n—np—>by/npg < n—k<n—np-—aynpq,

ng—by/npg < n—k<nqg—ay/npq.
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De las desigualdades anteriores se desprende que

np np np

p
= < —
p+b/H np+by/npqg — k np+a‘/np p+a,/

np np

p
= <
q—a/H ng —ay/npq — n—k _nq—bw/np q—b,/#’

1 /1 1 1
— — < < — | - —
On — O — Ot < 0n+ 0 +0, k_12< +k+n_k)

1 /1 1 1
< —=(-+ +

12\n  np+aynpg nqg—by/npq
Qn - Qk - Hn—kv

<
12n+1 —

por tanto,

. np nq 0, —
lim 4/ —,/ ——efn 0=tk — 1

uniformemente en k.
n—o00 kE\Vn—=k

() () = v <1 = 821

tomando yy, , =

_Q
N———
o

(k)k np—i—k—np( Ziq

np

_ <np+yk,m/npq g

np

+yk,n\/ npq
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y
n—k
n—k\"" n—k+np—np< ngg)
ngq B ngq
n—k
7pq
_(ra- (k —np) ( n,,q>
nq
_ (14— yeay/pg\" "
nq
Ng—Yk,n/MPg
b
— (1 _ ykni) 7
Vg
por lo que

log (3.2.1) = — (np+ yrny/npq) log <1 + ykn\/\/nzp) (3.2.2)
—(ng — npq) lo a2
(nq = Yrny/1pq) log (1 yk,n\/n—q> ,

y si usamos la expansién de Taylor en el logaritmo, alrededor del 1 (el primer
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término se elimina, al ser log 1 = 0), se tiene
_ = (—D)F (k= 1)! Va \*
322 = —(np+ Yrny/1PQq) ; o ykn\/m
> (=1 (k —1)! 5\"
—(nq—yk,m/nM) ;% <_yk7ninq) )
DM VA
= — (M + Yrn/1DQ) Ykn
+ (nq — Yrn/1DQ) - <ykn_)
00 (_1>k+1< \/a)k 00 (_1>k+1< \/a)k
= —np Yk,n _yk,n\/npq Yk,n
+nq (kz::l 2 (Z/kn\/n_q) ) — Yk,n\/TPq (; 2 (ykn T
o VAN e (VAN e VAN (VA
e ( Vi ) L VP ( Va )2_ npay;, < Va )3+
w\vm) e U 5 \Vm
VBN VBN naf VBN maf o BN
+ngq <yk,n\m_q + 5 yk,n\/n_q + 3 \Ykn T + 1 Yk e +
/P (ﬁ anqyi,n(ﬁ)l npqyé,n(ﬁ>3_
o N 2 Vg 3 Vg
_ .2 (4_ p

2 2 2 2
A N S
ki <4np 3np + 4ng 3nq) o

yl%,n + yl?c),n (2 2) + yk,n (_ 3 3) +

-2 6./npq ¢ P 12npq CmP) T
2
Y

= _ﬁ—'—An(yk,n);

2
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4

3
donde A, (yrn) = G?j/kﬁlm (> —p?) + 1y2npq (—¢* — p*) + ...., porlo que

A, (Ygn) — 0 uniformemente en k,

n—oo

entonces

lim exp (A, (Yk.n)) = 1 uniformemente en k.
n—oo

asi que

P (S, = k)
\/E\/n—

_ \/27r,/npqeynk/ /np [ ng SO0, np) ( ng )n_k
\/%W n—=k k n—=k
_ eyiyk/Q @ ng eenfgk 79”,k€—yﬁyk/2614n (ykm)
k\\n—k
n n
— np _q€9n*9r9nfke*4n(ykm) — 1 uniformemente.
kE\\n—k n—00

72

Es decir, en el limite, la variable se distribuye como normal de pardmetros y = np

y 0% = npq. n

Ejemplo 3.2.2 Un productor de focos sabe que el 15% de su produccion esta

defectuosa. En su promocion de ventas, asequra que en cada envio de 10,000

focos no habrd mds de o defectuosos y se compromete a devolver el costo total de

la entrega si esa cantidad es rebasada. sDe qué tamano debe ser o para que en

promedio, no tenga que pagar mdas del 1% de los envios?

Se trata de una Binomial donde n = 10,000 y p = 0.05.
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Buscamos « tal que p (X > a) < 0.01. Usando la aprozimacion normal, tenemos

P(X > a)

Q

P<X—np>a—np> :P<Z>a—500>
\/ g \/ g V475
- 1—P(Z§L5OO) = 0.01

V475

Ast que buscamos « tal que

P(Zg “_50()) —0.99 = 27900 533
VaT5 V75

De donde oo = 550.78. De manera que si asequra que en 10,000 focos no habrd mds

de 551 defectuosos, en promedio, tendrd que pagar a lo mas el 1% de los envios.

Para la demostracién del Teorema Central del Limite Generalizado para cualquier
sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas nece-
sitamos de la definicién y algunas propiedades de la funcién caracteristica. Por lo

que antes de la demostracién, desarrollaremos algunos conceptos al respecto

3.3 Funcion Caracteristica

Las dos funciones generatrices mas comunes son: la Funcién Generatriz de
Momentos y la Funcién Caracteristica. La primera nos ayuda a calcular momentos
y la segunda nos ayuda a caracterizar de manera wunica a las distribuciones de
probabilidad, y es esta caracterizacién tinica la que nos va a servir para demostrar

el Teorema Central del Limite.

Definicién 3.3.1 Sea X una v.a. La Funcion Caracteristica de X denotada por
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O (+), estd definida para toda t € R como
Dy (1) = E [¢"¥].

Otra propiedad importante de esta funcién es que, a diferencia de la de mo-

mentos, siempre existe.

Lema 3.3.2 Sea X wv.a. discreta o absolutamente continua, entonces E [e™®] ex-

iste para toda t € R.

Demostracion. Para que E [e“X ] erista es mecesario que |E [e“X ” <00y
leite| = (cos 2tz + sen?tz)"/? = 1. Entonces
B[] < Ble|] = 1 .

Proposicién 3.3.3 Sea X wv.a. con funcion caracteristica dada por ®x (-) en-
tonces si E [ X" existe para algin r € N, entonces
- k (Zt>k r
Ox (t) = 1+ E[X ]k—+R(t ),
- k=1
donde R (t") es el residuo de la expancion y representa una funcion que converge

a cero mas rapido que t" cuando t — 0 esto es

limR<t )

t—0 T

=0.

La idea de la demostracién es utilizando la expancién de MacLaurin para e®.

Esta proposicién se puede encontrar el el libro [9, Hérnédndez Fabian Cap. 5.2].
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Teorema 3.3.4 (Inversién de Lévy) Sea X v.a. con funcion de densidad fx (x)

y funcion caranteritica ®x (t). Si a<b, entonces

Pla<X <B4+ -P[X —a]+2P[X =t = lim i/TL_e”bcb () dt
2 B 2 IR ey it X '

Demostracion.

1 T 671'75(1 _ efitb
Mpr = — —®, (¢)dt
T 2 J_p it (®)

T _—ita _ ,—itb
- i 7‘3 —

_ / / e e e () dadt

_ / U e a;mfl - b)dt] f (2) da

_ / / pitlz—a) _ ,—it(z—a) 2_m(t pit(a—b) _ o—it(z—b) )dtf( s
_ /OO{/O sent(m—a);tsent(a:—b)dt]f()dx‘

Sea Ipr () = [ OT sen Hz—a)—sen Hz—b) dt} Ahora bien

mt

1 .
1 [T senta 3 sta>0,
— dt —
™ Jo t T—oo 1 .
—3 sia<0,
por lo que
4
11 _ :
—5—3=0 si z<aq,
0- (4=} s oma
. _ 1 1 .
Tlglgofa,b,T(x) 5—(—5):1 si a<xz <b,

st x=0b,

1 .
—5=0 s >0,
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entonces

lim MT:O—I—/{ 1(x)f(:)3)dx—l—/

T—oo T:z=a} 2 {z:z€(a,b)}

1
f(x)d:L’nL/{x:x:b} §f(x)dx—|—0
=Pla<X <b+iP[X =da]+iP[X =10]. m

Observamos que en caso absolutamente continuo £ P [X = a]+3P [X = b] = 0.

Teorema 3.3.5 (Unicidad de Lévy) Sean X,Y v.a. con funciones de distribu-

cion F,, Fy y funciones carecteristicas ®x y ®y respectivamente. Entonces
by =0y & F, = Fy.

Demostracion. Del teorema de inversion de Lévy se tiene que

Pla<X <al+ PIX =a - 3P[X=1] = Fx(x)~Fx(@+3P[X=d
~5PIX =]
_ Fy(x)—Fy(aH%P[Y:a]
1
—§P[Y:J}],

haciendo a — —oo tenemos
Fx (z) = Fy (),

para todos los valores de continuidad de ambas funciones de distribucion. De

donde se obtiene x = Py = F, = Fy. Ahora bien si F, = Fy, entonces

Dy (t) = E [¢"] = /eitxfx (x)dx = /emfy (x) dx = Py (1),
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por lo tanto

Oy =0y & F, = Fy. [ ]

El siguiente teorema es en el que se basa la demostracién del Teorema Central

del Limite, aqui desarrollada, pero su resultado necesitaba de los anteriores.

Teorema 3.3.6 (Continuidad de Lévy-Cramer) Sea Oy, () funcion carac-
teristica de X,, paran € N. Si X,, 2 X entonces Oy (t) — Px (t) para todat € R
donde ®x (-) es la funcion caracteristica de X. Reciprocamente si @, (t) — @ (t)
y la funcion limite es continua en t = 0 entonces, X, 5ox y P () es la funcion
caracteristica de X.

Demostracion. =)

lim &y, (t) = lim (F[costX,]+ iF [sen tX,])

n—oo n—oo

= FEcostX]+iFE [sen tX] = Px ().

<) Para dos puntos de continuidad a < x comunes a cada Fy, y Fx, el teorema

de inversion de Lévy establece que

1 T _—ita _ ,—itx
Fy(2)— Fy(a) = lim — / £ % dy)dt

. 4 D
haciendo a — —oo se obtiene X,, — X. [}
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Gracias a este resultado es muy sencillo demostrar el Teorema Central del
Limite de De Moivre Laplace. Para verlo basta seguir la siguiente demostracion,
generalizada para cualquier sucesién de variables aleatorias independientes e idén-

ticamente distribuidas.

3.4 Teorema Central del Limite

Teorema 3.4.1 (Teorema Central del Limite) Sea {X,} una sucesion de vari-
ables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media p y vari-

anza finita 0. Entonces

lim P

n—oo

(X1+X2+---+Xn—nu<x)

1 r 2
= — e YV 2dy.
ay/n \/27T/oo Y

Demostracion. Sea S; = L:’“‘) y W, =31, ()«i%) = ﬁ Sor . Si. Con lo

cual

entonces
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Y ﬁ i 0 utilizando 3.3.3 se tiene

Oy, (1) = |1+ g [S1] + %:E [ST] +R <§>]

2 2
2R( L R(E
donde ay, (t) = (ﬁ> {1 - <">] . Cuando n — oo se tiene que —tg/’;) — 0,
entonces

lim ®y, (t) =e2 .

n—oo

Y si Z, una v.a., se distribuye como una normal de pardmetros u =0 y o? = 1,

se tiene que

) 1 oo 2
®y(t)=E[e"] = \/_2_7r/ e T dy,

2

haciendo v = z — it se tiene que v? = 2% — 2itz — t2. Entonces

—2 >~ 1 —v2 —2
Oy (1) 267/ e2 dz=e7.
Por lo que W, 2z [

Ejemplo 3.4.2 En un lanzamiento de tiro al blanco, un tirador obtiene 10, 9, 8,
7, 0 6 puntos con probabilidades 0.05, 0.1, 0.15, 0.2 y 0.5 respectivamente. Lanza

100 tiros. ;Cudl es la probabilidad de que su puntaje no exceda 730%
Solucion 3.4.3 Definamos la variable

X, = # de puntos del tiro en el 1 — ésimo lanzamiento,
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donde x; = 6,7,8,9,10. Primero calculemos E [X;] y var [X}]
10
ElX] = > aP(X;=ux)
=6
— 6(0.5) +7(0.2) +8(0.15) + 9(0.1) + 10 (0.05)

= 7,

10
E*IX] = > 2’P(Xi=ux)
=6
= 62(0.5) + 7%(0.2) + 8% (0.15) 4+ 92 (0.1) + 107 (0.05)
= 50.5,
entonces
var [X;] = 50.5 —49 = 1.5

Por lo que

100 [ 100
ZXZ->730] = 1-P ingmo

:2_3322 X; = 7(100) _ 730 — 7 (100)
| V15(100) T /15(100)

1— P[Z < 2.4494] = 1 — (.5 + .4929) = 0.0071

= 1-P

Q

Ejemplo 3.4.4 Suponga que en una ciudad dada existen N votantes registrados
en el padron electoral. Suponga que el padrén estd a su dispocicion y que puede
seleccionar, con muestreo aleatorio sin reemplazo, n votantes; 1 < n < N. Si
se desea estimar la proporcion de votos declarados a favor del candidato A de tal

manera que 0.001 sea la probabilidad de que la proporcion muestral sea menor que
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0.50 cuando en realidad vale 0.52, ;de que tamano tiene que ser la muestra?

1 si la i-ésima eleccion es a favor del candidato A,
Primero definamos X; :

0 e.0.c,
tenemos que
B VFA

donde VFA es el numero de votantes a favor del candidato A. Por lo que si
definimos

X : # de VFA en la muestra,

X es una variable de distribucion hipergeométrica y ademds X =Y. | X;, asi

E[X] = 0.52n,

_ (VFA)n (N — VFA) (N —n)
var (X) = NT(N =) :

que son la esperanza y varianza de una hipergeométrica. Reduciendo la varianza

0.52n (1 — 0.52) (N — n)

var (X) = 1)

N-—n
= 52(0.4
N—105 (0.48) n,

(que es un resultado muy usado en muestreo simple)

" g N —105—052
P(Z“Tlx<o.5) - P(Z< 0-5 05)

N —n 0.2496
- P (Z < —0.080128205E)
N —n

= 0.001,
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esto ocurre (por tablas) cuando

—0.080128205N 1 = —3.08,
N-—n

despejando n

0.8012
n=N-(N-1)=05
N n
10,000 9,740
100, 000 97,398

1,000, 000 973,984

como la proporcion muestral estd muy "cerca” a la real y el error que se pide es

pequeno, entonces es natural que el tamano de la muestra sea muy grande.
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CONCLUSIONES

La importancia del Teorema Central del Limite es facilitar los célculo nu-
mericos, sobre todo en la estadistica, asi como también es la base para muchas
otras herramientas de ella. Claro que para los cédlculos estadisticos pocas veces se
cumplen todas las hipétesis (es comin que para n > 30 se considere lo suficien-
temente grande para usar el T.C.L.) entonces dependera del problema y de las
hipétesis estadisticas planteadas para su resolucién, para saber si es que se puede

usar o no el T.C.L.

Suponga que se realizan n experimentos independientes obteniendo como re-
sultados X1, X, ..., X,,, los cuales son independientes e idénticamente distribuidos
con media p y varianza 0% (0 < 0% < 00). Esta es una situacién clésica cuando
queremos estimar ;4 y cuando los experimentos son sometidos a errores independi-
entes, es decir, X,, = u+¢, donde los nimeros €1, €9, ..., £, son variables aleatorias
con media 0 y varianza o?.

Sabemos que el valor experimental de la media es X,, = (X1 +Xo+ ...+ X,) /n.
Este valor tiene la propiedad de que X,, — u (Ley Fuerte de los Grandes Ntimeros).

Sin embargo X, no es exactamente p y se podria querer tener mds informacion ac-
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erca de la distribucién de X ,,. Se podria querer la estimacién de P Hyn — ,u‘ > a] ,
es decir, la probabilidad de que el error sea mayor que a y si no se conoce exac-
tamente la distribucién de cada X,, alrededor de la media p, entonces ese célculo

se vuelve imposible.

Sin embargo el Teorema Central del Limite nos puede ayudar a encontrar una
estimacién a esta probabilidad, esto si n es lo suficientemente grande. Podemos,

entonces, observar que

Es decir que en Muestreo Probabilistico, se supone que los estimadores 7y Y
se distribuyen en forma normal en torno a los pardmetros que pretenden estimar.
Esta suposicion se basa en resultados andlogos al Teorema Central del Limite,

para poblaciones infinitas.

Por ejemplo, si se desea encontrar un intervalo de confianza al 100 (1 — «) %

dado por

Pl=Z(o) < Z < Za-ap] =1- 0,

donde Z es una variable aleatoria que se distribuye como una normal con me-
dia 0 y varianza 1, para la media poblacional Y, como suponemos que 7 ~
S2

N (7, (1 — %) 7), (donde n es el tamano de la muestra, N es el tamano de

la poblacién y S? es la varianza de la poblacién, que se puede reemplazar por la
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varianza de la muestra), tomando

7—Y
s__ 9=y
n\ S2
V(A=%) %
tenemos que
7Y

es decir,

ny S? — ny\ S?
T— 2 a ,/(1——)— Y <7+ Zaw ,/(1——)— —1—a,
Y (1 /2) N n < <y+ (1 /2) N n (6%

asi los limites buscados serdan

ny\ S2
T+ Z. 1/(1——)—.
Yy (1—a/2) N

Y este tipo de pruebas se realiza en toda la Estadistica, constantemente, en

P

muestreo, regresién y en muchas otras ramas lo que crea una necesidad de conocimiento

del concepto y condiciones para su aplicacion.

Ademas que los estudios sobre el Teorema Central del Limite, atin contindan,
respecto a la rapidez en que convergen. Asi como la variaciéon del mismo, para

aplicaciones en distintas areas.

Si desea hacer un estudio més profundo del tema es necesario por lo menos es-
tudiar Teoria de la Medida, o Probabilidad Avanzada. Con lo cual se podré consul-
tar gran cantidad de bibliografia, en especifico del desarrollo histérico del Teorema

Central del Limite, que basa sus demostraciones en la integral de Lebesgue. Pero
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eso lo dejamos a consideracién del lector, pues nuestro fin fue cubrir los Temas de
Convergencia, de sucesiones de variables aleatorias, y Teoremas Limite, planeados

para un curso de Probabilidad 2 en la Facultad de Ciencias, de la UNAM.



APPENDICES

A. Construccién de los primeros cuatro momentos para la distribu-

cién binomial (X ~ B (n,p))

-1 ) o ) B

- ”pz::(x—(m(n)_ i (=p)
= n—1)! el

= npz_%(x)!gn 1)_x),p””(1—p)

= npi:x(Z)px(l—p)"_l_gc

= np
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A.. CONSTRUCCION DE LOS PRIMEROS CUATRO MOMENTOS PARA LA DISTRIBUCION BI]

E[X?’ = FIX(X-1)+X|=E[X]|+E[X (X —1)]

_ np+§x(x— 1) (Z>px(1 )

= np+2x(x—1)
=2

n

|
* x 1 _ n—x
x!(n— x)!p (1-p)

)n—x

- n!
- T (] —
np+;(x—2)!(n—x)!p (1=

= = )Y e ()

= (n—2)!

= e DP ) oy e
= np+nn—1)p°
E[X’] = E[X(X-1)(X-2)+3X*-2X]

= 2B [X]+3E[X]+E[X (X —1)(X —2)]

z=0

_ np+3n(n_1)p2+zx(:c—1)(x—2)m

= np+3n(n—1)p

! (7(171_—331! x)!px (1= p)n3-e

+n(n—1)(n—2)p3ix(x—1)(3:—2):6

= np+3nn—1)p*+nn-1)(n—-2)p°



A.. CONSTRUCCION DE LOS PRIMEROS CUATRO MOMENTOS PARA LA DISTRIBUCION BII
E[X'] = E[X(X-1)(X—-2)(X—-3)+6X°—11X*>+6X]
= np+Tn(n—1)p*+6n(n—1)(n—2)p°
+EX (X = 1) (X —2) (X = 3)]

= np+Tmn—1)p*+6n(n-—1)(n-—

+Zn:33(:c—1)(x— D (1-p

= np+Tnn—1)p*+6n(n—-1)(n—
n—4
—1)(n—2) 4 pr(L—p)
+n(n—1)(n pz_%x,n_ _x) (1-p)

= np+Mn—-1)p*+6n(n—-1)(n-2)p"+nn—1)(n-2)(n-3)p*



B.. TABLA DE LA NORMAL ESTANDAR

B. Tabla de la Normal Estdndar

Zlﬁ{le

..

#(z) £ |

_p--""r-z

[ 1 1
z 0.00 .01
0.0 .5000 .5040
0.1 .5398 .5438
0.2 .5793 .5832
0.3 .6179 .6217
0.4 .6554 .6591
0.5 .6915 .6950
0.6 .7257 .7291
0.7 .7580 .7611
0.8 .7881 .7910
0.9 .8159 .8186
1.0 .8413 .8438
1.1 .8643 .8665
1.2 .8849 .8869
1.3 .9032 .9049
1.4 .9192 .9207
1.5 .9332 .9345
1.6 .9452 .9463
1.7 .9554 .9564
1.8 .9641 .9649
1.9 .9713 .9719
2.0 .9772 .9778
2.1 .9821 .9826
2.2 .9861 .9864
2.3 .9893 .9896
2.4 .9918 .9920
2.5 .9938 .9940
2.6 .9953 .9955
2.7 .9965 .9966
2.8 .9974 .9975
2.9 .9981 .9982
3.0 .9987 .9987
3.1 .9990 .9991
3.2 .9993 .9993
3.3 .9995 .9995
3.4 .9997 .9997
3.5 .9998 .9998
3.6 .9998 .9998
3.7 .9999 .9999
3.8 .9999 .9999

3.9

Segunda cifra decimal del valor de z

.02

.5080
.5478
.5871
.6255
.6628
.6985
7324
.7642
.7939
.8212
.8461
.8686
.8888
.9066
.9222
.9357
.9474
.9573
.9656
.9726
.9783
.9830
.9868
.9898
.9922
.9941
.9956
.9967
.9976
.9982
.9987
.9991
.9994
.9995
.9997
.9998
.9999
.9999
.9999

.03

.5120
.5517
.5910
.6293
.6664
.7019
.7357
.7673
.7967
.8238
.8485
.8708
.8907
.9082
.9236
.9370
.9484
.9582
.9664
.9732
.9788
.9834
.9871
.9901
.9925
.9943
.9957
.9968
.9977
.9983
.9988
.9991
.9994
.9996
.9997
.9998
.9999
.9999
.9999

.04

.5160
.5557
.5948
.6331
.6700
.7054
.7389
.7704
.7995
.8264
.8508
.8729
.8925
.9099
.9251
.9382
.9495
.9591
9671
.9738
.9793
.9838
.9875
.9904
.9927
.9945
.9959
.9969
.9977
.9984
.9988
.9992
.9994
.9996
.9997
.9998
.9999
.9999
.9999

.05

.5199
.5596
.5987
.6368
.6736
.7088
7422
7734
.8023
.8289
.8531
.8749
.8944
9115
.9265
.9394
.9505
.9599
.9678
.9744
.9798
.9842
.4878
.9906
.9929
.9946
.9960
.9970
.9978
.9984
.9989
.9992
.9994
.9996
.9997
.9998
.9999
.9999
.9999

.06

.5239
.5636
.6026
.6406
6772
7123
.7454
.7764
.8051
.8315
.8554
.8770
.8962
9131
.9279
.9406
.9515
.9608
.9686
.9750
.9803
.9846
.9881
.9909
.9931
.9948
.9961
9971
.9979
.9985
.9989
.9992
.9994
.9996
.9997
.9998
.9999
.9999
.9999

.07

.5279
.5675
.6064
.6443
.6808
.7157
.7486
7794
.8078
.8340
.8577
.8790
.8980
.9147
.9292
.9418
.9525
.9616
.9693
.9756
.9808
.9850
.9884
9911
.9932
.9949
.9962
.9972
.9979
.9985
.9989
.9992
.9995
.9996
.9997
.9998
.9999
.9999
.9999

.5319
.5714
.6103
.6480
.6844
.7190
.7517
.7823
.8106
.8365
.8599
.8810
.8997
.9162
.9306
.9429
.9535
.9625
.9699
.9761
.9812
.9854
.9887
.9913
.9934
.9951
.9963
.9973
.9980
.9986
.9990
.9993
.9995
.9996
.9997
.9998
.9999
.9999
.9999

.5359
.5753
.6141
.6517
.6879
7224
.7549
.7852
.8133
.8389
.8621
.8830
.9015
9177
.9319
9441
.9545
.9633
.9706
.9767
.9817
.9857
.9890
.9916
.9936
.9952
.9964
.9974
.9981
.9986
.9990
.9993
.9995
.9997
.9998
.9998
.9999
.9999
.9999
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C. Criterios de convergencia en R

1. Teorema C..1

Si > ar y Y by son series con términos no negativos, si Y by converge y si

a < by para todo k suficientemente grande, entonces > aj converge.
Si > ax converge, entonces Y |ag| converge.
Criterio de la Razén (a) Siap #0 ylim

L < 1 entonces Y ax es abso-
ay

lutamente convergente.

(b) Siar#0 ylim

Ap41
ag

> 1 entonces Y ay es divergente.

Criterio de la Raiz (a) Si lim3{/|ai] < 1 entonces > ap es absolutamente

convergente.

(b) Silim</|ag| > 1 entonces Y ay es divergente.

Criterio de la integral Si ) aj es una serie de términos no negativos y f es
una funcion continua no creciente sobre el intervalo [1,00) tal que f (k) =

[e.e] .
ag, entonces Y ar Yy fl f o ambas convergen o ambas divergen.

Criterio de las series alternantes Si{ay} es una sucesion no creciente de tér-

k+

: i : 1
minos positivos y limay = 0 entonces Y o, (—=1)""" ay, converge.

Las demostraciones de estos teoremas se pueden encontrar en cualquier libro

de Calculo Diferencial e Integral, (por ejemplo en el Hasser 2)
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