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Glosario

amplitud vectorial del campo electromagnético;
angulo cenital (en radianes);

angulo azimutal (en radianes);

fase;

frecuencia temporal;

funcion de onda vectorial del campo
electromagnético;

variacion de la intensidad debida a la
interferencia de N haces de luz;
intensidad de la interferencia de dos haces m, n;

longitud de onda;
funcidn de x,

transformada de Fourier de la funcion x respecto
ax;

variable temporal (tiempo);

variable temporal reciproca;

variables espaciales cartesianas;

variable espacial reciproca de X ;
variable espacial reciproca de y;

S =

W
S >

vector del nimero de onda;

vector en direccion radial;

vector en direccion azimutal,

vector en direccion cenital;

vector unitario en direccion radial;
vector unitario en direccion del angulo
azimutal;

vector unitario en direccion del enésimo
angulo cenital;

Espacio tridimensional (X, y, z);

funcion de Ambigiiedad;

funcion de distribucién de Wigner;

variable espacial igual a -/ x* + y2
variable espacial igual a m

plano X-Y, en coordenadas polares



Introduccion

contexto actual y antecedentes del problema






La dptica es una de las ramas de la fisica mejor
establecidas en términos del conjunto de
conocimientos bdsicos requeridos para entender los
fenémenos dpticos que aparecen en la Naturaleza. Es
bien sabido que los primeros estudios de dptica datan
de los antiguos griegos y que casi todos los grandes
fisicos de la historia trabajaron, ya sea directa o
indirectamente, problemas 6pticos. En este sentido,
pareceria que hay pocos principios nhovedosos qué
estudiar en éptica, desde el punto de vista de la teoria
fundamental. Sin embargo, los Ultimos afios han visto
renacer el interés de muchos grandes fisicos
contempordneos por la dptica tedrica, no solamente
con métodos matemdticos mds poderosos, sino con una
serie de propuestas tecnoldgicas novedosas.
Consideremos, por ejemplo, el bien conocido fenémeno
de la interferencia, que es una de las bases de la
llamada “optica fisica”. A pesar de que los fendomenos
de interferencia de la luz se conocen desde Huygens,
en el siglo XVI, y de que, en el siglo XIX, Young
estudié con sumo detalle la interferencia constructiva
y destructiva de haces luminosos, el principio de
interferencia hologrdfica es relativamente reciente,
ya que fue propuesto tedricamente por Gabor en 1948

[1] y los subsecuentes desarrollos [2] han abierto
grandes perspectivas prdcticas para la interferometria
hologrdfica. En este contexto, el uso de mds de dos
haces que interfieran entre si fue propuesta
originalmente por Cowan en 1987 [3]-[7], obteniendo
resultados experimentales con aplicaciones
tecnolégicas muy importantes, y nho totalmente
explotadas hasta la fecha. Andlisis tedricos sobre
interferencia mdltiple se han reportado [8] y son bien
conocidos, aunque el caso de simetria cilindrica no ha
sido presentado en la literatura especializada con
detalle. En el caso de la difraccién, fendomeno
intimamente asociado a la interferencia, se han
propuesto patrones de difraccién basados en fractales
[9] y andlisis de Fourier, con la finalidad de hacer mds
eficiente la generacién de patrones de interferencia
[10], tanto a nivel tedrico como tecnoldgico. La
investigacién tecnolégica [11]-[26] ha abierto un
mercado importante en la industria de la holografia
tradicional y de la holografia digital y esto, entre
otras razones, ha reavivado intensamente el actual
interés en interferencia.

Recientemente, se ha reportado el uso de técnicas de
espacio fase, como la Transformada de Wigner,



mediante funciones infermedias (como la
Transformada de Fourier Fraccionaria) a problemas de
épﬂca [27]-[41] siendo de especial interés para esta
tesis su uso en problemas de inferferencia. La
caracterizacion de sistemas O6pticos como la
interferencia mdltiple, o la interferencia de anillos
circulares puede comprenderse bien mediante dichas
funciones y puede aplicarse a la optimizacién del
disefio de sistemas 6pticos con estas caracteristicas.

También es reciente la investigacion de haces de luz
con simetria cilindrica (anulares), que generan haces
de luz que pueden ser representados matemdticamente
con funciones de Bessel y de ahi se han propuesto
posibles aplicaciones [42]-[54]. A esta relativamente
nueva rama de la dptica se le conoce como “éptica de
haces no-difractivos” (o de haces de Bessel). De
especial interés es la micromanipulacién de particulas
[65]-[64] donde las propiedades no difractivas de los
llamados haces de Bessel los hacen una opcion muy
interesante para esta tecnologia [65]-[88]. La
particularidad tedrica de estos haces y algunas de sus
caracteristicas han sido estudiadas en funcion del haz
de luz y sus propiedades opticas [89], debido a que
permitirian, por asi decirlo, evitar el llamado "limite de
difraccion” de algunos sistemas 6pticos, lo que ha
constituido hasta la fecha una limitante experimental
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para varias aplicaciones tecnoldgicas, ya que los
fendmenos de difraccion presentes en esos casos,
impiden mayores resoluciones. Es en este sentido, la
importancia teédrica del estudio que se presenta en
ésta tesis adquiere relevancia, ya que actualmente es
de gran interés, debido al potencial impacto
tecnoldgico.

En el contexto anterior, el presente tfrabajo de
investigacion pretende analizar con detalle los
aspectos tedricos de la interferencia multiple de haces
de luz con simetria cénica, tema ho tratado en la
literatura mds que muy superficialmente, y que, como
demostraremos en los capitulos siguientes, puede
tener importantes e interesantes aplicaciones
prdcticas.

Los objetivos concretos de este trabajo de tesis se
pueden resumir en los puntos siguientes:

1. Andlizar matemdticamente, y con detalle, los
fenémenos de interferencia de varios haces
convergentes con invariancia a rotaciones 2n/N,
mostrando las particularidades de tener esta
simetria especifica, mediante andlisis en espacio
real y espacio reciproco.



2. Utilizar herramientas tedricas relativamente particular la configuracion propuesta en el
novedosas en d&ptica, como la funcion de presente trabajo.
Ambigiiedad y funcion de distribucién de
Wigner, que han demostrado su utilidad en otras

‘o El tratamiento matemdtico que se presentard en los
ramas de la fisica.

capitulos siguientes requiere de conocimientos de
optica fisica y se presupone que se conhocen conceptos
de andlisis de Fourier y de Distribuciones de Espacio
Fase.

3. Proponer una nueva herramienta matemdtica,
basada en la Transformada de Fourier vy
funciones de ambigiiedad y de Wigner, que nos
permite obtener un espacio fase ad-hoc al
andlisis del fendmeno de interferencia, en

11
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¥
Sistemas de coordenadas cartesianas y esféricas.

Las segundas dependen de su posicidn en el espacio.



Capitulo I

planteamiento del problema y obtencion de las
ecuaciones de intensidad del sistema para

polarizaciones azimutal (F;) y cenital (1;) en
coordenadas esféricas
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Actualmente, las investigaciones sobre
interferencia de haces no difractivos o
haces de Bessel e interferencia de haces
multiples han cobrado gran interés
dentro de la fisica optica y la
nanotecnologia, debido a su uso como
"pinzas Gpticas” en el primer caso, y al
desarrollo de patrones de interferencia
periédicos y cuasiperiodicos que también
permiten la manipulacion de atomos con la
finalidad de obtener arreglos cristalinos
o cuasicristalinos. Mediante un andlisis en
espacio real, reciproco y de fase, esta
tesis pretende contribuir tedricamente a
la comprension y caracterizacion éptica
de algunos de estos fenomenos. Para
lograr esto, analizaremos tedricamente el
caso de un conjunto de N haces de luz
convergiendo radialmente, Figura 1.1.
Idealmente, todos son haces de luz
coherente con frente de onda plano
(provenientes todos de un rayo ldser) e
incidiendo con el mismo dngulo cenital, la
misma intensidad luminosa y fase inicial.

Figura 1.1

Consideramos 5|s1'ema de N haces de luz
cohvergiendo mm. S5e muestran algunos haces
pasando por el origen.

15
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Los rayos se encuentran distribuidos uniformemente sobre el dngulo azimutal y los frentes de onda forman

Figura 1.2 g _

,5.‘5;... ""I"4; kS* kg: “k ’a"N' RL_I,—---’{'N_E:

Los A haces tienen frente de onda plano, convergiendo
radialmente en el eje Z. Esta figura estd girada 180°
alrededor del eje Z respecto de la figura anterior. Sélo se
muestran algunos de los frentes de onda.

pirdmides de M lados, Figura 1.2. Deseamos
encontrar la ecuacién para la intensidad del
campo I debida a la interferencia de los N
haces planos en la superficie normal al eje de
simetria. La seccion transversal de los haces
es idealmente infinita. Para encontrar dicha
ecuacion, consideremos la ecuaciones de N
haces monocromdticos planos:
¥ {p.i}=4,explilk, p-ax +e,)] 1)
donde
p=xi +y]+zk, (1.2)
con coherencia temporal (provenientes de
una fuente como un rayo ldser), convergiendo
radialmente, siendo A el brillo o intensidad

luminosa, 4, el vector de propagacién y ¢, la
fase inicial del enésimo rayo de Iluz
respectivamente, @ la frecuencia temporal y
t la variable temporal. El subindice n
identifica a cada haz desde 1 hasta N. La
funcion de onda total es la suma de todos los
componentes del campo electromagnético:



¥, =¥, =expl-iar]3 4, explilk, - p+ e, ),

y la intensidad del campo resultante es el promedio temporal del cuadrado del médulo de la amplitud compleja total:

14 h= [, i v e =

m=1

Siendo R’ el espacio tridimensional. Las condiciones iniciales
consideradas son: que el dngulo cenital es igual para todos los
rayos y cada rayo se encuentra distribuido equidistantemente
entre rayos adyacentes a lo largo del dngulo azimutal. La
coherencia no serd considerada en este trabajo.
Matemdticamente, estas son las condiciones anteriormente
mencionadas:

¢, =pVm; (1.5)
27mm
"SIy (1.6)

De la ecuacién (1.4):

¥, ¥ 1.7)

n

Mz
Mz

I, =

3
I
N
N
I
N

Considerando la ecuacién (1.3), la ecuacién (1.7) se transforma en:

[,=%4, A expli((E, -F) p+(e,—¢))], @18)

m=l n=1

ﬁ:q’{%m . (14) Figura 1.3

(1.3)

El vector £, — &, es paralelo al plano XY,

con lo que la variacién de la intensidad resulta estacionaria. Los vectores de onda son de magnitud constante, ya que

estamos considerando un conjunto de haces con frente de onda plano y colineales al vector de propagacion:

17
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k =—"" COS|::| sin[g]f — o sin[} sin[g]j — 2/1 cos|glf , (1.9)

donde A es la longitud de onda de la luz que forma el patrén de interferencia. El +érmino k, —k , Figura 1.3. de la
ecuacion (1.8) y con la ecuacion (1.9) es igual a:

kK -k = M(sin[”(n;\;_n)}f - cos[”(n;\;_n)} j] sin[”(n;v_n)} sin[¢]. (1.10)

El vector kK, —k_es perpendicular a la ondas estacionarias (perfil del patrén de interferencia) generado por el par
de haces m, n, paralelo al plano X-Y de registro del patrén de interferencia y exactamente a la mitad de los dos
vectores k, y k, que lo forman. De forma que, para el producto escalar entre ambos vectores, obtenemos:



Polarizacién azimutal Polarizacién cenital

7 7
i 4

F
p=mi2
>< H‘“
i
p+ 7
& +i2 " ” 4 2 %
% r’ "I

Figura 1.4 A Figura 1.4 B
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Definimos las constantes angulares para x e y

como: Figura 1.5 A 4

o = sin[”(”jj”)]sin[”(”]v’”)]sin[¢)]; (1.12)
0,.,= cos[”(”jv+”)]sin[”(”]v’”)]sin[¢)]. (1.13)

Consideramos dos casos de polarizacion: cuando el . p
vector de polarizacién es azimutal (polarizacién &), _‘\‘ o . 7
Figura 1.4A y cuando es cenital (polarizacién @), {ﬁ b

Figura 1.4B. El valor de la funcion de onda
electrica es, para cada caso: . - . NE

v 16}=34.0, exp“ ’ p—ﬂ smﬂ: (1.14) &,

m=1

27t 4 N o A
P {p}=3 4.4, exp{ (km P gmﬂ-(l-w) Vector emésimo de propagacién, eléctrico y

m=1

Siendo: magnético para polarizacién azimutal.

0 ——si [2%}4 [Mm}ﬁ_
, = —sin = + Cos i
P = cos[zj\';n} cos[g) + sin[zj\';n} cos|@]j — sin[g£ .

El valor de cada amplitud o vector eléctrico (4, =E, ) es Figuras 1.5AyB:
4 {0 1=4 (-sinl6 | +cosle, 1}): (1.16)



| 4,19,1=
Figura 1.5 8 "5 A, (cos[8, Jcos[g] +sin[6, |cos|gl] —sin[p]k)
_ (1.17)

El producto A - A es para el caso azimutal:

B,
- : ] Em _,_,-""" y I i 7Z'(m—l’l):|
;\.Zm\ i An_AmAn(l 2sin [N , (118)

y para el cenital:

e A A =4 A (1 — 2sin’ [7:(1%—11)} cos’ [(./)]] :
¥ N
(1.19)

Vector emésimo de propagacion, eléctrico y Sustituyendo la ecuacién (1.11) y la ecuacién (1.14)
en la ecuacién (1.7) obtenemos para la intensidad

- = = [ -
magnético para polarizacion cenital. )
% P P del conjunto de haces con polarizacién azimutal:

m=1 n=1

16}=>34.4 (1 _2sin? [7’(”;\7_”)}] exp{i(?(Cwnx ~0, y)-(e, ¢, )ﬂ (1.20)

Sustituyendo la ecuacion (1.11) y la ecuacion (1.15) en la ecuacién (1.7) obtenemos para la intensidad con polarizacion
cenital:

1,{6}= ﬁﬁAmAH(I - 2sin2[”(’7;v_n)}032 [¢]] exp{z‘(“f (C,.x-0,¥)-(€, ¢ )ﬂ (1.21)

m=1 n=1

21
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Estas son ecuaciones generales para haces con distintas amplitudes y fases. Para simplificar estas férmulas,
imponemos que la intensidad luminosa y la fase inicial son del mismo valor en fodos los rayos (experimentalmente,
corresponde a un conjunto de haces provenientes de un mismo haz ldser, con la misma longitud de camino dptico):

A =4 =A4; (1.22)
E =€ =E€. (1.23)
La variacién de la intensidad es entonces:

1,46}= Aﬁﬁ(l - 2sin2[”("§v_")Dexp[‘Z” (C,x- Qm,ny)}: (1.24)

m=l n=1

IN{5}=A2ﬁi(l—2sin2[”(”jv‘”)}cos2[¢]]exp[‘j”(Cm,nx—Qm,ny)] (1.25)

m=l n=1
Mediante operaciones algebraicas, se demuestra que las ecuaciones obtenidas para la intensidad son ecuaciones en el
dominio de los reales (pues la parte imaginaria es: isin[f(6 —8 )]+ isin[f(8. -6 )]=0):

1,19)=4° ﬁﬁ(l - 2sin2[”(n;v_n)D(l - 2sin2[2/f (c,.x-0,, y)D; (1.26)

m=1 n=1

1 {p}=4° ﬁﬁ(l — 2sin’ [”(n;v_n)}cosz [¢]I1 —2sin’ [Z[(me -0,, y)D. (1.27)

m=1 n=1

La ventaja de ésta formulacién es que nos permite ver cada suma en términos de cuadrados de funciones, lo que es
una formulacidn cldsica de la intensidad. También podemos reformular como:

1,16}=4° ﬁﬁcos[z”(’?v‘”)} 003[4;' (c,x-0,, y)}; (1.28)

m=l n=1

IN{$}=Aﬁﬁ(smz{c»hcos[z”(’j’v‘”)}cosz[m]cos[“ﬂ” (Cm,f,x—Qm,ny)] (1.29)

m=1 n=1



Las condiciones impuestas hacen al sistema invariante al girarlo un dngulo 2n/N alrededor del eje Z para N par.
Notemos, sin embargo, que para valores de N impar son invariantes a rotaciones m/N. Esto marca una diferencia
entre las configuraciones de haces par e impar. Cada configuracion es también invariante ante traslaciones a lo largo
del eje Z, esto es, el plano » — 6 puede colocarse en cualquier valor de Z Esto se debe a las condiciones ideales
supuestas: haces de luz de frente de onda plano, fuentes en el infinito y el no considerar condiciones de frontera
para los haces. La intensidad con polarizacién cenital tiene una componente horizontal y otra vertical:

161 o WS Pl 95 ) o] ¥(c_x0.], 037

m=l n=1 m=1 n=1
Por lo que podemos identificar dos componentes fundamentales:
1.-  Paralelo al plano » —8:
L& 27c(m—n) 4
LA=4>> cos oy |eos l(Cm,nx—Qm,ny) , (1.38)
m=l n=1

en esta configuracidn, las m componentes de las polarizaciones se encuentran distribuidas radialmente en el
plano » —@, por lo que la llamaremos componente radial. No es propiamente la intensidad para la polarizacién
azimutal, pues ésta es una configuracién particular mientras que (1.38) es una componente. Podemos decir que la
configuracién azimutal sélo tiene componente radial;

2.-  Perpendicular al plano » — 8 o vertical:

[{L}=4° ZZcos[ (C,,x- any)} (1.39)

m=1 n=1

que describe un caso real sélo cuando ¢=7/2. Esta la llamaremos componente axial.

Una caracteristica de estas configuraciones, es la escalabilidad: al variar el dngulo cenital, varia la frecuencia,
cambiando de tamafio la configuracion pero sin variar su estructura, como se muestra en la grafica 1.1.

23
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6rafica 1.1 Para las configuraciones con polarizacion radial y axial, al variar el angulo cenital variamos la escala del
patrén de interferencia, pero no su estructura. Esto es vdlido para cualquier N.

¥ [4] 5P P, v, 83 (A7)
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La intensidad para la polarizacién /, {(.75} queda, en términos de componentes radial y axial:

1,8 }=cos’[g]I {I}+sin’ )1 {L}, (1.40)

y puede describirse graficamente como:

I {£}=cos’lglr, {i} +sin’lglr, {1} (141)
Esta formula muestra las dos componentes fundamentales,
ademds de hacer notar que son perpendiculares entre si.

Mediante las configuraciones para polarizaciones azimutal
y cenital es posible obtener una férmula para la intensidad
para cualquier estado de polarizacién lineal entre haces,
infroduciendo un dngulo o en el plano de estas
polarizaciones figura 1.6 y tomando dichas polarizaciones
como componentes del vector de amplitud:

Ao = A8 cosla|+ A sin[a]. (1.42)
El producto entre dos amplitudes m, nes, entonces:

A - A{at= Az[l - 2sin2[7[(n;v_n)}(sin2 [¢]sin’[e] - 1)]
Para a=Mrn ( M entero ) obtenemos la configuracién

, Mr ,
azimutal, y para 05:7 obtenemos la cenital. La

intensidad para cualquier estado de polarizacion lineal es
entonces:

25

Figura 1.6

T |

\
Ad

Mediante un vector en el plano A ,4 . podemos

generalizar las férmulas I{-:?} e I{ﬁ} en una para
cualquier polarizacién lineal, para cada funcién ‘_Pm. El
dngulo < caracteriza el estado de polarizacion A&

para dicha funcidn I{{‘E}.
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LAy = a3 3 1-2sin| M0 o sinlohin'la) oo ¥ (€5~ 0. (143)

m=l n=1

Esta configuracion permite “girar” el haz de polarizacion alrededor del vector de propagacién, mientras que la
configuracién azimutal permite “girar” el vector de propagacién alrededor del vector de polarizacion.

Obtendremos la configuracién de interferencia para 2, 3,4, 5y 6 haces con ¢ =7/2, para las configuraciones axial
y radial. A partir de éstas haremos el andlisis de la configuracion azimutal y general.
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6rafica 1.2.2 Perfil de la intensidad para dos haces, polarizaciones radial y vertical: las intensidades estdn giradas

una de otra debido a que para el primer caso, los vectores de polarizacién apuntan en direcciones opuestas (eje Y), y
en el segundo en la misma direccién (eje Z). En ambos casos el mdximo de intensidad es 4 A%,

BP100 Y, 0 = 3) BP0 Y. 0 = )

I1{P21[A%]

3
2
1

WIP.] (A7)
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6rafica 1.2.3 Perfil de la intensidad para el caso de tres haces, formando un entramado hexagonal. No son
exactamente uno el negativo del otro como en el primer caso ya que el valor de la intensidad no es la misma; 4.5 A?
para la configuracién radial y 9 A? para la axial.

E 4
|3[P;]{X.Y.Q’=§} |3[P;]{X.Y.Q‘=E}
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6rafica 1.3.3 El patron de interferencia si es el mismo para ambos casos. Este es un caso de jaula dptica hexagonal.
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6rafica 1.4.3 A Grdfica tridimensional de la intensidad para tres haces, polarizacién cenital. Nétese que para
¢=rm/2 se obtiene la configuracién de la polarizacion axial. El plano horizontal que se observa corresponde al

dngulo de extincion.
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6rafica 1.4.3 B Grdfica tridimensional de la intensidad para tres haces. Se observa que no hay cambio de

ial. El plano
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6rafica 1.2.4 Para cuatro haces, es mds evidente la diferencia entre los patrones de interferencia para las
configuraciones radial y axial.

x
clF P51 Y.0 = 2}

P L [A"] WP IAT)



6rafica 1.3.4 Grdfica tridimensional de la intensidad para cuatro haces, polarizacion cenital. Para ¢=7/2 se
obtiene la configuracion de la polarizacion axial. En este caso no hay extincion total.
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6rafica 1.4.4 A Grdfica tridimensional de la intensidad para cuatro haces, polarizacién cenital. Para ¢=7/2 se
obtiene la configuracion de la polarizacion axial. En este caso no hay extincion total.
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6rafica 1.4.4 B Cuatro haces, variando el dngulo « .
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6rafica 1.2.5 Para cinco haces la diferencia entre los patrones se acentta. Como se obtiene un arreglo con simetria
10, podemos llamar al patrén un entramado de jaula dptica "cuasicristalino”.

n T
WPZ1 v, 0= ) WPyliny 4=

W[P=] A1
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6rafica 1.3.5 En el origen obtenemos un anillo circular, los primeros minimo y mdximo de un haz Bessel de orden
cero ( J7) para la componente radial ( dngulo azimutal) y los primeros mdximo y minimo de un haz Bessel de orden
uno ( Jo) para la componente axial.

_ a2
¥, [A] P15y 4 = 5 LA
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6rafica 1.3.6 Variacion del patron de interferencia para cinco haces, al variar el dngulo cenital.
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6rafica 1.2.6 Para seis haces tfambién obtenemos un arreglo hexagonal.

WP5100v,0 = =) x
WP510 Y9 = 73

P21, (4]

P [47]

-14 13
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6rafica 1.3.6 Podemos ver que aunque la configuracién es distinta, sin embargo los puntos centrales del entramado
(minimo para el caso radial y mdximo para el axial) coinciden en el plano, para el mismo dngulo cenital.
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6rafica 1.4.6 A Seis haces, polarizacién cenital.

WP, ¥, @b TAT] WP 7,0, 4

i

i

e e

e

e
S

¢, rad

¢, rad ar

i
tanesy
A S e
RRIAR BE SRSl s
G R, el
R A PRt sy
T AT R SheaetRe
R s
SIARRAR, AT
AAES 5 Sy
Mhitemntm e s e
TS e o S

S
S
AT,

05T
e
e
S

A
S
TR

ot




UNAM

CFATA

is haces.

.- 7/

iguracion para se

Grafica 1.4.6 B Conf

A1

}

z
2

WP, Y, @, 8 =

A1

}

z
2

WP, Y, @, 8 =

st

i

S

R
AT

43



44

de la intensidad In

iacion

Grafica 1.3 La var

.- 7/

con relacion al dngulo cenital ¢ en el plano X-Z

ls[PTix. v, 9)

{2,..,6} Lavariable

oO,N

espacial x estd en unidades de longitud de onda

(espacio real), y
A

] 53 HBH_4H6H_8HW
n_277m3785_1 o | 7

i,
CEE
At
B
i
o

reis
X
el
e

G,
R
e

s
i
2
5
!
545

4
AR
AR
A O RIGO0TY
A R R

e s g
'a."..av%.....:

s
o
r

£
P
L2
Gk
TR

i
o

i
{ o
S
R
e

Gy
i
:

o
S
e
L

R

e
22

2
=

5

i
oS
235

A
S
e
Tet
S
=

=
5

o3
it
e
2
S

3

==
o
oo

AR
e

¢, rad

2
%
2

i

2%
i

L

bt
ket
=

23
%
o]
e
R

o

=
R

s

e

e
Ce

%

£

s

2
=
=

=

o5

bt

f
e

5
S
LRI
gl et
LIS
s i

e

i
ey
e
i
o

<
2

I

i
'!
205

=

0

=
s
1
i

e
I
oLy

(e

o

e
RO R
e

s o R

=2
s

S

2

A

S
R
e

%

sl
e
o




CFATA UNAM

Serie de graficas 1.4 Variacién de la intensidad en el eje X respecto a la variacion del dngulo de polarizacion o en
la columna A y respecto al dngulo ¢ en las otras dos.
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B C
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6raficas 1.4 Plano X-Z (y=0) para N = 2, 3, 4, 5, 6. Mediante los tres vectores caracteristicos de la funcion de
onda, podemos agrupar las tres columnas segtn el eje de giro:

¢ para la columna A, alrededor de cada vector de propagacion giran sus vectores eléctrico y magnético;
e B, alrededor de cada vector magnético giran sus vectores de propagacion y eléctrico;
e C, alrededor de cada vector eléctrico giran sus vectores magnético y de propagacion.

En los tres casos presentados, los ejes de giro respectivos estdn distribuidos en el plano »—6. Cuando los ejes de
giro se encuentran en el eje Z, todos los ejes coinciden y el patrén de interferencia sélo rota alrededor de Z Para
cada N, es posible obtener infinitas configuraciones intercambiando los ejes de giro.
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La serie de grdficas de intensidad del conjunto de haces con polarizacion azimutal muestran lineas de interferencia
continuas, regulares para los casos de dos, tres y cuatro haces. Para un nimero de haces mayor, la frecuencia se
vuelve irregular. Las grdficas de intensidad para polarizacién cenital muestran extincién (ausencia de interferencia)
y cambio de fase y bifurcaciones en la frecuencia. La extincién es total para N= 2, 3 y se debe a que los haces
forman dngulos rectos entre ellos a un dngulo ¢ especifico: 45° para 2 haces y 54° 44' 8.197" para 3 (los tres
vectores formando el vértice de un cubo). La extincién es parcial para N >3. El cambio de fase para la extincion
parcial se debe a que para un dngulo ¢, un haz se encuentra a un dngulo recto con algunos haces, pero no con todos y
se observa en las grdficas como bifurcaciones en la frecuencia.

El fendmeno de extincion ocurre cuando dos haces tienen sus vectores de polarizacién perpendiculares entre ellos.
Para que esto ocurra en el caso de polarizacion cenital, es necesario que:

1—2sin2[”(m_n)}cosz[ ]=0. (1.44)
N
Siendo el dngulo @, el dngulo cenital al que ocurre la extincién entre dos haces m, n y es igual a:
W zsin{ﬂ(m—n)} —1
1 N
J2 Sin[ﬂ(m—n)} J2 Sin[ﬂ(m—n)}
i N N

Debido a la geometria del arreglo, se deben satisfacer las condiciones:

= arcsin|

¢E = arccos {m,n =1,...,N}. (1.45)

T<g, -0 <", (1.46)
2 2

0<g, < Z. (1.47)



Esto se debe a que el dngulo real entre ambos vectores de polarizacién debe ser m/2 para que haya extincion.
6 —0 es mayor ya que es la proyeccién sobre el plano XY del dngulo real entre los dos haces considerados. La

grdfica 1.2 muestra el nimero de haces contra el dngulo de extincién entre cada par de haces, para 512 haces.
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6rafica 1.5 A Nilmero de
haces N contra el dngulo de
extincién ¢, entre pares de
haces. Se grafican fodas las
combinaciones posibles. ¢, estd
en el intervalo de 0 a /4. N
estd en el intervalo de 0 a 512.

g, rad

ool =

50

S
\ S
e
\\\\\\\\\
S

i
T
e \\\'\,\\\\\\\\\\
S
i

SR
\\\\\\\\\\

58
T \\\\\\\\\\

o

32 B4 96

128 160 192 224 23§ 288 320 352 384 416 448 480 512

M



Para el caso de polarizacion azimutal, la condicidén de extincién es independiente del dngulo cenital ¢,y sélo ocurre
: : : r 3z -
cuando la diferencia angular azimutal es 6 -0, =5, BN Notemos que esto ocurre dnicamente para

configuraciones con N haces que son mlltiplos de 4. Para el caso de polarizacién ¢, ecuacién (1.43), la condicién de
extincion es:

1-2 sin{”(njv_n)}(l —sin*[g]sin*[a])= 0, (1.48)
el dngulo cenital al que ocurre la extincién entre dos haces m, n es:
in2] Zm=n)] _1
N 2

sin[a]sin[”(n;v_n)}

¢ {c,0 — 6 }=arcsin

(1.49)

Mr
Para 0{=7 (M entero) se obtiene el caso cenital, ecuacién (1.31), y para @ — M7z se puede expresar la

4, o 71[(5[(’”];") - H ; 5[(’"];”) - ;D | (1.50)

que nos define matemdticamente el caso azimutal explicado anteriormente. Podemos también definir el angulo &, :

I
sin[(z)]sin[”(n;v_n)}

ecuacién (1.49) como:

o, = arcsin (1.51)
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que nos indica que los vectores de polarizacion de dos haces deben estar en dngulo recto para que exista extincion.
Esta simetria entre ¢, y o, es debida a que los vectores de propagacién y polarizacién de un haz son
perpendiculares entre si. La grdfica 1.3 muestra el nimero de haces contra el dngulo de extincién entre cada par de
haces, hasta para 512 haces, para diferentes valores de « . La grdfica 1.4 muestra el valor de ¢, respecto a la
diferencia angular azimutal entre dos haces m , n.



6rafica 1.5 B En este caso,
o =r/4. Aunque es la misma
estructura de la grdfica 1.2,
nétese que el rango de ¢, esta

en el intervalo de 0 a m/2; esto
significa que el dngulo de
extinciéon es escalable con el
dngulo «. Conforme disminuye
el valor del dngulo & al girar
sobre el vector de propagacion,
el valor del dngulo ¢, aumenta,
y para valores de a<rm/4
éstos se salen de rango.
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Cuando tenemos un dngulo de extincién para algin par de haces para la polarizacion cenital, al aumentar el dngulo
azimutal también tenemos una inversién de fase para dicho par de haces. Si escribimos la intensidad total como una

suma de intensidades parciales

la férmula explicita del cambio de fase para cada término m , n es entonces:

(1-2s
1, 10}= 41 0,

(2sin®

(1-2cos?[¢]sin
1, {6}=4'1 0,

(2cos?[¢]sin’ =

in’ [’%)]{2 sin’ [2; (Cm,nx — Qm,ny)} —

[%] - 1)(1 - 2Sin2[2/f (Cm,nx - Qm,ny)D, ];[ <m-n<N

T 2 e -0,

M—l)(l—2sin{2f(cm,nx—gm,ny)}

(152)
1], N >m—n>N
2
m—nzﬂ,N ; (1.53)
2
, 1—2cos?[plsin?[7="]> 0
1-2cos?[g]sin?[z="]=0 . (1.54)

., 1-2cos[g]sin’[2]<0

Obtenemos una suma de senos y cosenos cuadrados, siendo los términos coseno debidos al cambio de fase. También
tenemos términos negativos. Sin embargo, el valor total de la intensidad en cualquier punto del espacio es positivo o
cero. La férmula no toma valores negativos debido a los términos m = n. Esto puede concluirse al calcular el valor de
la intensidad en el origen, que es igual a cero, y es el minimo minimorum de la ecuacién.
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Serie de Graficas 1.7 Las configuraciones para 3 y 4 haces pueden utilizarse como "jaulas dpticas”, en especial las
configuraciones radiales. Las jaulas dpticas sirven para ordenar un conjunto de dtomos o moléculas en un entramado,
en éstos casos en una cuadricula o en un arreglo hexagonal. Los dtomos se alinean en los huecos donde la intensidad
del campo es minima.
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6raficas 1.8 Cinco haces forman un anillo circular (primer minimo y mdximo de un haz Bessel), por lo con ésta
configuracidn es posible obtener una "pinza éptica”.

v 4] AP5100, 7, ¢ = 3 HAT] v 4] P10, 7, ¢ = 3 HAT]

W] %, [1]
-05 -04 -03 -02 -01 0 01 02 03 04 05 -05 -04 -03 -02 -01 0 01 02 03 04 05
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6raficas 1.9 Comparando el perfil de la intensidad de un haz Bessel con perfiles de intensidad para 5 y 6 haces.
primer orden (mdximo-minimo) coinciden entre si.
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6raficas 1.10 Para seis haces, tenemos un conjunto de haces Bessel (primer mdximo y minimo) en un arreglo

hexagonal, formando una jaula éptica de pinzas opticas.

_ a2
v, [A] P 105y @ = ) LA
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Haciendo el nimero de haces muy grande dividiendo la funcion de onda entre el nimero de haces (conservando la
misma energia), obtenemos:

}Viigw =lim Xp]E[ l‘“]zé explik, - p|=iJ [2msin[g]|0: (1.55)

m‘?};\jﬂ = jlvi%Xp]E[lwt]Ei explik, - p|=J, [27sin[p]J£ . (1.56)

Esto muestra que la polarizacion radial genera un haz de Bessel de orden uno, y la componente de polarizacidn axial,
haz de Bessel de orden cero. Las intensidades correspondientes son:

I { } Zﬂr sm[¢>]] (1.57)
N—>oo N

lim Ly N{ 2} J2[27rsin[g]]. (1.58)

La componente cenital es una combinacién de los dos haces:

. 1P . . .

}VEEN{?} =sin’[p|J2 [27sin[@]] + cos?[@])? [2sin[¢]]. (1.59)

Y, en general, para cualquier conjunto de polarizacién lineal:
tim Y _ 2 psinlpl)+ (U2 [rsinlgl] - J2 zrsinlglsin’[glsin?le] (1.60)

Es posible desplazar el dngulo de extincion sobre el eje Z, girando el estado de polarizacién de los haces de luz.
Variando los dngulos & y ¢ y el nimero de haces N es posible obtener configuraciones con zonas de extincion

deseadas, para ser utilizadas como “pinzas opticas” y "jaulas dpticas”.



Se obtuvo una férmula general para la intensidad de N haces de luz, con cualquier estado de polarizacién para dicho
conjunto. La polarizacion del conjunto de haces puede por tanto, caracterizarse mediante el dngulo «. La
informacion del estado de polarizacion se pierde parcialmente en la ecuacién de la intensidad: sélo es posible
conocer el valor & en el primer cuadrante, no es posible determinar el cuadrante sobre el que se encuentra la
polarizacién. A partir del estado de polarizacidn, se hace una descripcién del dngulo de extincién entre pares de
haces. Mediante esta formula, es posible:

Utilizando las configuraciones propuestas, obtener haces de Bessel de orden cero y uno perfectos en
primeros érdenes, o combinaciones especificas de éstos;

Obtener configuraciones periodicas y cuasiperiédicas variando el nimero de haces;

Para una configuracion con un dngulo cenital fijo, modular Gnicamente la amplitud de la interferencia girando el
vector de polarizacién & sobre su eje (el vector de propagacion);

Para el caso de polarizacién azimutal, podemos también modular dnicamente la frecuencia, girando en esta
caso el vector de propagacién sobre su eje (el vector de polarizacion);

Combinando estas tres cantidades, podemos obtener configuraciones apropiadas para pinzas épticas, jaulas épticas,
o como en el caso de seis haces, una jaula éptica hexagonal de pinzas épticas. La figura 1.7 muestra un posible
arreglo experimental para cinco haces.
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Figura 1.7 Arreglo experimental esquemdtico para cinco haces. El riel permite variar el dngulo cenital, y los
retardantes de fase variable coordinados el dngulo & en forma sincronizada.

Arreglo experimental para 5 haces, vista superior. " AN

Divisor de
| haz 50/50

Drivizor de
haz wariab le

' variable coordinados ! ...



Capitulo IT

ecuaciones de intensidad en espacio reciproco mediante
Andlisis de Fourier
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El andlisis de Fourier es una bien desarrollada herramienta matemdtica que permite descomponer una funcién
periddica f, en sus frecuencias constituyentes mediante la Transformada de Fourier (TF) de dicha funcién 3[f].

Esta nos da la correspondencia de una funcién en espacio real x, y en su correspondiente ecuacién contraparte en el

espacio reciproco u, vy se define para dos dimensiones como:

S, L Cey)= [ [/ y)expl= 27 + vy)ldy

X=—00 y=—0co0

Aplicando la TF a las ecuaciones (1.35) y (1.36) en funcion de xe y

SPTATHERS ﬁﬁCOS[W}S{eXp[? Cm,nxﬂi’sy {exp[— ?Qmﬂyﬂ :

m=l n=1

3, [ {fl=4 iiﬁ{exp[é‘f CxﬂS {exp[_ ‘;’”Qm yﬂ ;

m=l n=1

se obtiene el flujo luminoso:

3., 17w, vi=24 42 ii(l — 2sin’ [”%’”ﬂ)é‘[ﬂu -2C,, ]5[/1\/ +20, ]:

m=l n

3, L Hu v} =2242 i ia[;tu -2c, Ilw+20, ]

m=1n=1

Estas dos ecuaciones también son escalables, como se muestra en la grafica 2.1
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6rafica 2.1 La TF de la intensidad para los casos radial y axial son escalables con el dngulo de incidencia: al variar el
dngulo cenital, varia la escala sin variar la configuracion. Al compararse con la grdfica 1.1, nétese que la escalabilidad
varia en forma inversa entre aquella y ésta.
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Tomando en cuenta las propiedades de la TF, con las ecuaciones (2.4), (2.5) y (1.38) obtenemos para la polarizacion
cenital:

8. 1, {d=cos’[g)S [1,{H+sin*[¢]S, [1,{L}]. (2.6)

La férmula del flujo luminoso para cualquier estado de polarizacién es:

m=1 n=1

3. U PHuv}=224° ii(l —2(1 = sin*[g]sin* [e])sin’ {” (mN_ n>D5[}tu —2c, Plav+20,.] @7
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Serie de graficas 2.2 Variacion del flujo luminoso en el plano reciproco U -V . Se corresponde con la serie de
graficas 1.4. Nota: el flujo luminoso de las dos columnas fue editado en photoshop, considerando el flujo obtenido en
las ecuaciones (2.6) y (2.7).

A
‘.
3.

B C

: .
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La serie de 6raficas 2.2 muestran el plano reciproco U-V paraN =2, 3, 4,5, 6. En cada caso, los ejes de giro se
encuentran en el plano r-6.

e Encolumna A, el eje de giro es el vector de propagacién;
e B, elejedegiroes el vector magnético;
e C,elejedegiroes el vector eléctrico.

Nétese que para columna A, al variar el dngulo o el flujo luminoso varia pero la frecuencia espacial permanece
invariante (modulacién de amplitud), mientras que para la columna C al variar el dngulo ¢ varia la frecuencia pero el
flujo luminoso permanece invariante (modulacién de frecuencia). Para la columna B, el flujo y la frecuencia varian, ya

7/ ré . 7/ 72” rd .
que ambos dngulos varian inversamente, de acuerdo con la formula o = ¢+3. En los tres casos, el mdximo efecto se

presenta cuando los ejes de giro respectivos se encuentran radialmente distribuidos en el plano » -6, figura 2.1.

La configuracién con N=2" (n=23,4...) polarizacién radial, presenta una ausencia de lineas de interferencia,

debido a los pares de haces cuyo dngulo azimutal entre ellos es de 90°, y que, en éste caso, es independiente del
cenital, ya que el vector de polarizacién siempre se encuentra en el plano grdfica 2.2-4C. La intensidad con
polarizacién radial presenta un cambio de fase cuando el dngulo azimutal es mayor de 90°.

La extincidn entre pares de haces ocurre cuando el dngulo entre ellos es igual a /2. Nétese que en todos los casos,
ésta ocurre para u = /21 . El dngulo cenital ¢ al que esto sucede, puede calcularse con la férmula (1.29).

De forma andloga a 7,13}, 37,18} es una combinacién circular de S[7,{0)] y S[7,{2}], ecuacién (2.6). Para éste
caso el flujo luminoso es equipotencial radialmente en el plano U-V, grafica 2.3. En especial, la circunferencia de

radio 4/2(u2 +v2) es donde ocurre la extincidn.
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La topologia del patrén de interferencia es distinta para los haces pares e impares. Para la configuracién axial,
grdfica 2.4 1-A los haces impares muestran AP-A#1 puntos de interferencia distribuidos en la interseccién de
(N-1)/2 circunferencias con 2N radios distribuidos equidistantemente y uno mds al centro del arreglo. Los haces
pares, gréfica 2.4 1-B y C muestran Af/2+1 puntos de interferencia. La configuracién presenta A/2 circulos con
2N radios, y los N puntos de interferencia de cada circulo se distribuyen alternadamente en las intersecciones,
tanto radial como circularmente, ademds de uno al centro. La configuracién radial presenta la misma estructura para
ambas configuraciones, con un caso como excepcién. La diferencia entre ambas configuraciones es que en la
configuracién radial los puntos se encuentran modulados en amplitud, de acuerdo al dngulo entre ellos grafica 2.4
2-A y B. Sin embargo, en la configuracidn radial con N mdltiplo de 4, grafica 2.4 2 C una circunferencia se
encuentra exactamente en el radio de extincion, por lo que el nimero total de puntos de interferencia en estos
casos son NF/2-N+1.
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6rafica 2.3 Plano U-V para el flujo luminoso, polarizacion cenital.
v FonllP .o Las lineas de interferencia para cada N proyectan éste circulo de
intensidad. En este caso, el circulo corresponderia a N= «. La

extincion ocurre en la circunferencia 4/2(u2 +v2) .

175

JT
125

075 ¢
05 r

025 r

-025
_05 F

=075

-2 175 =135 -1 -075-05-025 0 03505 075 1 135/77 175 2

Serie de Graficas 2.4 Patrén de interferencia en el plano reciproco U -V, configuraciones axial, renglon 1 y radial,
2. La columna A muestra el patron de interferencia para N= 9, la B, N= 10 y la columna C N = 8. Cada patrén
muestra una configuracion particular en funcién del nimero de haces y el tipo de configuracion.
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Figura 2.1 Modulacién de Amplitud, frecuencia y ambas al girar dos vectores de los N campos electromagnéticos
respectivos alrededor de un tercero. El maximo efecto se obtiene al estar los Nejes de giro distribuidos en el plano
r—6. Si éstos se encuentran alineados en el eje Z, el giro corresponde Unicamente a una rotacién del sistema sin
variaciones.

k,: modulacién de Amplitud

. - N W
| e .-.-I,'
n.a_ S -
. —
E, : modulacion 3,: modulacién
ko]
de frecuencia de frecuencia y
nmplifud.
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Capitulo ITI

andlisis de los sistemas estudiados en espacio fase
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En el estudio de sistemas opticos es muy ilustrativo representarlos simultdneamente en espacio real y espacio
reciproco. A esta representacién en ambos espacios se le conoce en éptica como espacio fase. Dentro de éstas
representaciones, hay dos funciones Utiles en especial: La funcion de Ambigliedad (FA), definida en dos dimensiones
como.

oo oo

Aol Py l= [ [ 71+ 20"+ y] 77 = x,0" = ylexpl2zi(ux’ + vy)lax'ay’ (3.1)

—oo—o00

y la distribucién de Wigher (DW), que en dos dimensiones se define como:

WPl l]= [ [ 7l + 2+ 3] 77l =y = 3 lexple 2 + vy ax'ay” (3.2)

—oo—o00

Estudiaremos el caso para dos haces incidiendo sobre una superficie, con un dngulo ¢, medido desde el eje Z figura
3.1. Las formulas para los haces de luz incidiendo son:

¥ =4 exp 2/1m(xsin[¢] — zcos[g] - ct)}; (3.3)
- |2 :
W, =4, exp /1(— xsin[g] - zcos[g] - ct)} . (3.4)
Para la polarizacion radial tenemos:
A =4j; (3.5)
A, =-4. (3.6)
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Y para la polarizacion axial tenemos:

A4, = Ak; (3.7)
4, = Ak . (3.8)
Las funciones de onda son respectivamente:
- ] 2 i n
¥, {0} = 2i4 exp[—%(z cos[@]+ ct)} sin {ﬁxs—;n[ﬂ} (3.9)
- 1 2 i A
v, {1} = 2Aexp[—%(zcos[¢]+ct)} cos{ms—;ank. (3.10)
Sustituyendo (3.9) y (3.10) en (1.41) obtenemos la funcién de onda para la polarizacién cenital:
- ] 2 i n 2 i R
v, {£}=24 exp[—%(z cos[@]+ ct)} {icosw] sin {ﬁxs—;nw]} +sin[¢]cos {ﬁx+n[¢]}k} (3.11)
Las intensidades para (3.9), (3.10) y (3.11) son respectivamente:
v .
L {0} =44°sin® {ms—/{n[ﬂ} =2A4> +2A4° cos {M%M+ 71},' (3.12)
I,{1} = 44 cos® {M%qu — 24 424 co{ém%qu ; (3.13)
drxs
L {4} =247 =247 cos[2¢]cos {ms—;an . (3.14)
La TF de la intensidad en cada caso es:
25si 25si
3, [1, {0} ]=245[u]- Azé{u + Sljw]} - Azé{u - s1;[¢]} (3.15)
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S, [L{L}]=245[u]+ Azé{u +2S%M} + Azé{u ~ 2Si2[¢q ; (3.16)
S.[1,{2)]=245[u] - £° cos[2¢]{5{u +2 “3“’]} . Azé{u - 2“3[“)@. (3.17)

El espacio real y el reciproco se corresponden en las variables x =>u, y=v .
Al calcular la DW y la FA para (3.9) obtenemos:
— 2sin[¢]_

2sin[g] | [ 4zxsin|g] N ]

Wi [‘i’z {D}]:A2£5 ut— +6|u- 7 ]+2A2 cos 7 7 |6[ul; (3.18)
A(M) [q’;z {D}] —_ 42 La_u + 2Si3[¢]_ 4 5_1,! _ 2Si3[¢]_]_2A2 cos —M%inm_i_ﬂ__ 5[11] ] (319)
Y para (3.10) se obtiene:
W ¥ {1} ]=24° COSF”%M} Slul+4° £5{u + ZSijwq - 5{u - ZSjMD ; (3.20)
A [‘f’z {J_}] =24’ cos {M%qu Slul+4° £5{u + 2Si3[¢]}+ 5{u — 2Si3[¢]D . (3.21)
Notemos que:
WEx,u) [qlz {D}} = _A(x,u) [qlz {D}] (3.22)
Y
W [ P2 {1 = Ay [ 2 {1}]. (3.23)

La serie de grdficas 3.1 muestra las ecuaciones (3.18), (3.19), (3.20) y (3.21) para distintos valores de dngulos
cenitales.
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Serie de graficas 3.1 Grdficas de la FA y TW para distintos valores de ¢. El primer renglon corresponde a la
configuracién axial, y la segunda para la configuracion radial. Las columnas corresponden al mismo dngulo para ambos

€asos.

na
0.6
04
0.2
0
-0.2
-04
-0.6
-08
-1
-1.2
-14
-1
-18
-2

At ATaP )L WP L9 = 5

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

-12
-14
-18B
-18

-2

At BRI WEPLe = S

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2
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EN AP WIEP AL ¢ = 0.1
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Mediante la serie de grdficas 3.1, podemos generar el espacio tridimensional de la FA y WD (que para el caso axial
es el mismo, y para el caso radial difieren por el signo). La serie de graficas 3.2 muestra el espacio fase
tridimensional formado con el dngulo cenital ¢ originado en (3.23). Nota: Estas grdficas fueron generadas

parcialmente en Mathematica y editadas en Photoshop.
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6rafica 3.2 A El espacio
fase generado mediante las
TW y FA a la funcién de
onda con polarizacién axial
muestra la grdfica x—¢ en
el plano u=0, y dos

superficies
correspondientes a la TF de
los productos cruzados.
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~WIE:(P; Joc.u g1 AT (P, xu 6)]

6rafica 3.2 B El espacio
fase generado mediante las
TW y FA a la funcién de
onda con polarizacién radial
muestra la grdfica x—¢ en
el plano u=0, y dos

superficies
correspondientes a la TF de
los productos cruzados.
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Serie de graficas 3.3 El plano x—¢ para u =0.

-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 04 0.6 08 1 , -1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 04 06 0.8 1
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Tomando u =0 en (3.19) , utilizando (3.23) y comparando con (3.13) resulta:

M%mw]} =1, {1} -24". (3.23)

W, um0) [‘i’z {J_}] =24’ cos{

Haciendo la misma operacién para el caso radial en (3.18) y con (3.22)y (3.12), se obtiene:

w

(x,u=0

9.0} =24° cos{m%mw]+ﬂ} =1, {024, (3.24)

En ambos casos, se obtiene el término de interferencia entre los dos haces considerados. El plano x—¢ en u=0 se
muestra en la serie de grdficas 3.3, para las configuraciones axial y radial.

Tomando x =0 en (3.19) , utilizando (3.23) y comparando con (3.16), se obtiene:
= - 5 5 2sin|¢ 2sin|¢
Ao [‘PZ {L}] L [‘PZ {L}] = 44°8[u]+24 Lé‘{u +%} + 5{u —#D =3, [1,{1}] (3.25)

haciendo lo mismo para (3.18) con (3.22) y (3.15):

2sin[¢>]}r 5@[ B 28i3[¢]

Ao [\?2 {D}] =W, o [\ifz {D}] =—A La{u +— D +24°8[u]=3,[L,{}] (3.26)

El plano u —¢ se muestra en la serie de graficas 3.4, para x=0.
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Serie de graficas 3.4 Plano u—¢ para x =0. La primer grdfica corresponde al caso axial (grdfica 3.2 A) y al radial

el segundo (grafica 3.2 B). Obtenemos la TF de la intensidad para el caso axial. Para el caso radial, para FA y -WD
obtenemos la TF correspondiente.
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Utilizando las propiedades de aditividad de la WT con (3.18) y (3.20) obtenemos | ¥{<}|:

w[¥{s}]=24 [a{u + 2sm[¢]}+ 5@ - 2513[‘”@ —44% cos[2¢) co{

y con (3.19)y (3.21), A[ ¥{}]:

Ay [T {2)]= 44 cosrmsﬂqu S[u]-2.4° coS[2¢]£5{u N 2Sij[¢]} .

A

En este caso, las ecuaciones no son las mismas debido a la asimetria mostrada en (3.22).

Para el caso mds general, tenemos:

(2

A [‘f’z {0{}] =44° co{

47 xsin[@]

} S[u]—247 (cos® [¢]+sin* [¢] cos[2¢])£5{u +

W ¥ {a}|=24° La{u + B%M} + 5@ —ZS%MD — 447 (cos’ [@] +sin’ [a] cos[2¢])cos{

}({u

2sin[g]

A

4fzxs;n[¢]}§[u]l

({u

47rxsin[g]

) ZSiEMD'

A

_ 2sin[g]

}5[u]:

|

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)



Capitulo IV

hipotesis
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La hipétesis fundamental de este trabajo se expresa matemdticamente como el uso de la siguiente funcién de
distribucion, que se aplicard sobre las funciones de onda estudiadas:

=

., [f{x}]zj Flx+x] f [x+x")exp[-27iux"]dx’ = ”f x+x]‘ exp|—27ziux"]dx’ . (4.1)

Que es una TF de la infensidad, integrando sobre una variable desplazada. Aplicando CI)[‘PJ para las
configuraciones axial y radial, obtenemos:

o, [¥,{1}] = 2426 u] + 4 cos{MMﬁ{u +%ﬂ[¢]} + 5{u —%“MD; 4.2)
o, [¥,{]=246[u]+ 4 COS{M%M+EM5P + Z”Siﬂ“[q’]} + 5@ - Z”Siﬂ“[q’]D. (43)

La serie de grdficas 4.1 muestra las ecuaciones (4.2) y (4.3) para valores especificos del dngulo cenital ¢.
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Serie de graficas 4.1 Planos x—u para CD[‘T’J para distintos valores de ¢. El primer renglon corresponde a la

configuracién axial, y la segunda para la configuracion radial. Las columnas corresponden al mismo dngulo para ambos

€asos.

-12
~14
-16
-18

-2

2 AP ¢ =01

-5 -4 -3 -2 -1 10 1 23 4 5

! WPl e =01




La serie de grdficas 4.2 A y B muestran el espacio fase tridimensional, componentes axial (4.2) y radial (4.3). Nota:
Estas grdficas fueron generadas parcialmente en Matemdtica y editadas en Photoshop.
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6rafica 4.2 A Espacio
Fase generado mediante la
funcién @ [¥,{1}], ec.

(4.2). La superficie
intermedia  (plana)  se
muestra parcialmente
transparente.
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6rafica 4.2 B Espacio
Fase generado mediante la

funcién o, [ ¥,
ecuacion (4.3). La
superficie intermedia
(plana) se muestra

parcialmente transparente.
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La diferencia entre los planos de la serie de grdficas 4.1 y la serie 4.3 es que las primeras son planos a un dngulo
cenital ¢ especifico (cortes) y las segundas son la proyeccién x—u para todo el rango de ¢ (vista superior). Para

2sin[g] :

obtener la ecuacion de ésta proyeccidn, se utiliza la ecuacion (4.2), haciendo la sustitucién u = 7

o 2sin|g¢]

{x,u:brsin[(b]J [\Pz {J-}] =4 COS{ZEX } O<u<2, (4.4)
A

con ésta ecuacion se obtiene la proyeccion x—¢ del lado derecho de la grdfica 4.2 A. Sustituyendo u =0 en (4.2):

(D(x,u:O) ':\_PZ {J_}:I = 2A2 u= O (45)
. . ‘e . . 2sin|g]
obtenemos el plano vertical de la misma gréfica. Finalmente sustituyendo u = - PR
- 2si
‘1’{ i) (¥, {1} =2 CO{ZM Smm} —2<u<0, (4.6)
X, u=— 2

se obtiene la misma proyeccion x—¢, pero del lado izquierdo. Sumando (4.4), (4.5) y (4.6) obtenemos el valor de la
intensidad para la configuracién axial, ecuacién (3.13):

X y=— XU

- - - 2sin
L [‘Pz {J_}] + cp{ e '”J [‘Pz {L}} + cp{ MJ [‘Pz {L}} =24>+24° cos{zzzx%}. (4.7)

Realizando la misma operacion para la ecuacién (4.3) se obtiene el valor de la intensidad para la configuracion radial,
ecuacién (3.12):

A A

@, P {0+ (D{Z”M] (¥, {3 ]+ (D{”M] (¥, {}]=24" +24 co{zm 28i3[¢] N 4 (4.8)



osi
Para obtener la proyeccion x—u para la configuracién axial, se realiza la sustitucion Slj[(p] =u en (4.4),
-
- sin[¢] =u en (4.6) y se suman ambos términos con (4.5):
D, um0) [@2 {J-}] + ‘b{x u:z”Si“[”’]J [‘?2 {J-}] + (D{w_z”sm[”’]} [‘1’2 {J_}] =247 +24% cos[27xu] -2<u<2, (4.9)
’ A ” A

correspondiendo esta ecuacién a la grdfica 4.3 A. Repitiendo el procedimiento para la configuracion radial:

) [‘f’z {D}] =24> +2A% cos[2zxu+x] -2<u<2, (4.10)

A A

@, P01 +<1>{ i) (¥, {1] +q>{

correspondiendo esta ecuacion a la grafica 4.3 B. Para la proyeccion u—¢ sustituimos x=0 en (4.2) y(4.3),
obteniendo respectivamente:

D, [\?2 {J_}] =248 [u]+ 4 £5{u +2”+n[¢]} + 5@ —%MD =3 [1{1}]: (4.11)
D, [\?2 {D}] =248 [u] - 4 £5{u +2”+n[¢]} + 5{u —M+IMD =3 [5{1]. (4.12)

En el plano x=0 obtenemos la TF de la intensidad correspondiente en ambos casos. Puesto que el rango de x es en
principio infinito hacia ambos lados, no es posible obtener una proyeccion de esta perspectiva, pero si cortes a
distintos valores de x. Esta idea se muestra en la serie de grdficas 4.4.
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Serie de Graficas 4.4 Plano u— ¢, en el primer renglon para x =0 y en el segundo para x =51. La primer columna es
para el caso axial, y el segundo para el radial. Para el primer rengldn obtenemos la TF correspondiente, y para x =54
los valores de la intensidad de la TF en x=54.
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La formula para la configuracion con polarizacion cenital es:

@, | P, {<}]=24°5[u]-cos[29] £ co{ém%mmﬂa{u +2”+n[¢]} + 5@ —M+11[¢]D ; (4.13)

Y para la férmula general, obtenemos:

o, [¥,{P,}]=248[u] - 4 (cos[2g]sin’ [] + cos’ [a])cos{M}£5{u + 2’“;“[”} 5@ _ 2“;“”@. (4.14)

(x.u) A
Aplicando la férmula (4.1) a (1.14) y (1.15), podemos generalizar el procedimiento para N haces:

I 2 by ) m-—n ) ) 4 2Cm,n 2Qm,n
D, [‘I’N {P, }] =4 ZZ{I —2sin {%} (1 —sin’ [¢]sin [0{])] cos [%(me -~ Qm,ny)} 5@1 —T} 5{1} + T} (4.15)

m=l n=1

Que podemos sintetizar como:

. N LS L
D [‘PN]:ZZ ’ ( il ]) (4.16)

o A -A

m=l n=1 m n
Mediante ésta funcion, podemos identificar las férmulas que describen las proyecciones o planos en distintas
perspectivas:

N N - N N . 471. N N
Y RILNNEEIINED ) IE R R LGRSO IES » o (4.17)
m=1 n=1 {VY’}y’T’T} m=1 n=1 ﬂ’ m=1 n=1

u—v(x=y=0) es la correspondiente Transformada de Fourier:

N X N NN 2C 20 ] A&
N = m Iy u- v+ = X,y m,n :
33 00 [ )= ST A 40| u- 2 o) vs 2o |3 35, 1] (418

m=l n=1 m=l n=1

Xx—u e y—vson las superficies curvas caracterizadas por:

ﬁ:ZN:CD[‘T’N ]{ 1 2C0 0} -3y A -4 cos{émxcm’" }5_u _ %G } (4.19)
oo

m=l n=1 m=1 n=1 /1
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A 4 2
20,,] =20 A, -4, cos 7Y ) v+—Q’”’” (4.20)
2 i A A

La proyeccion x—u de las grdficas 4.3 son invariantes a N, por lo que pueden utilizarse para cualquier N2> 2 y
también para caracterizar haces de luz cénicos, entre éstos los haces de Bessel, que cuentan con la propiedad de
ser “no difractivos”, haciendo la sustitucion:

O[P{P, Hoe 1+ cosl27£¢x2 +y2lut 07 + EJ (5.9)
O[P{P Yo 1+ cosl27£¢x2 + Pt J (5.10)

/12 2 2 2 2 2 2
CI)[‘T’{P@}]oc1+(2(u +v )—1]008[27[\/)6 +y u+v ] (5.11)

2

O[P{P o 1+ ((’; (u? +v* )] sin’[er] - 1] cosl2z x> + 7 P +17 | (5.12)




La utilizacién de esta transformada se ejemplificard aplicdndola a P, {P{Z}, figura 4.1. La Funcién de onda es:
— 4 —
ERIALOR I
. .| 27x . 2riz 5
—2Asin[@]sin [Tsmw]}exp [— 2 cos[¢]}
. .| 2y . 2riz A
—2Asin[g] sm[ 2 sm[¢]}exp[— 2 cos[¢]}]

_4Acos[¢]£co{”(x; /) sin[cﬂ + Cosr(xz_y) Si“[“)]DeXp [_ :

La intensidad es:

(5.13)

Ziz cos[¢]}l€

atde
44% +2A4° cos[2¢]cos [4% sin [¢]} +24° cos[2¢]cos [47[7)/ sin [¢]} _ (5.14)
+4.4° cos” [¢]cos {M sin [¢]} +44° cos’ [p]cos {w sin [¢]}

Y su TF:
Sx,y [14] =

44°8u)b[v]+
s 2sin|¢@ 2sin|¢@ [ 2sin [ 2sin|¢@
24 cos[2¢]((5{u+ /1[ ]}+5{u— /1[ ]Dé'[v]+ o|v+ /1[ ]}+5{v— /1[ ]Dé'[u]]+ (5.15)

84° cos’ [¢](5{u + %M} + 5{14 - sin/ﬁ[¢]ﬂ 5_v + %M} + 5{\2 - sin/ﬁ[¢]D
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Aplicando (5.1) a (5.13) se obtiene:
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Figura 4.1 Los cuatro vectores componentes de ¥, {PV)} y sus vectores eléctricos.
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Esta configuracion presenta simetria rotacional 7z /4 alrededor del eje z, por lo que se obtienen las mismas grdficas
sobre el eje x y sobre el eje y. La serie de grdficas 4.5 muestra la ecuacion (5.13) para cuatro valores del dngulo

cenital ¢ enlos planosx—u y y—v.

La grdfica 4.6 muestra la proyeccion x—u, que es la misma que la proyeccién y —v.

La serie de grdficas 4.7 muestran la proyecciéon x—¢ y y—¢.

La serie de grdficas 4.8 muestra los planos u—¢ para x=0y v—¢ para y=0.
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Serie de grdficas 4.5 planos x—u e y—-v para ¢==,—,~—,—. Se obtiene la misma configuracién para ambos
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Serie de graficas 4.7 Proyecciones x—¢ e y—¢. Este plano muestra la superposicion de las interferencias
parciales mostradas en la serie de graficas 4.5 entre los cuatro haces. La segunda grdfica muestra realzada la

. . T w3t rw
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8 4 8 2
z G y=0 z G y=0
.ot P k=0 v =0 .ot P k=0 v =0
7 7
Tr Tr
T8 T8
Ir Ir
g T
ax ax
16 16
kg kg
4 4
37{ EFd

>
I s 5l

@ N oy

sl
m

o
=
o

x
Y [2]

|
o
|
£
|
w
|
(X1
|
o
ra
w
ES
L
|
o
|
£
|
w
|
(X1
|
o
ra
w
ES
L

111



112

Serie de grdficas 4.8 Planos u—¢ y v—¢ para y=0. Debido a que la superficie tridimensional de espacio fase en la
direccién del espacio real es infinita, siempre hay que especificar en qué punto se hace el corte. La grafica A
muestra el plano para u—¢ y v—¢ en x=0, y=0; la grdfica B muestra el plano u—¢ en x=1, v—¢ en y=1ylaCel
plano u—¢ en x=5, v—¢ en y=5. En todos los casos, la extincidn ocurre para u =v=+21".

<I>'¥'F' u, ¢ wv=_>0 0y ®~ W, g¢iv =0 x=1y=10 d>'-va' u,¢ v=0x=5a1y
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Los planos x-u, y-v de la serie de grdficas 4.5
muestran la intensidad entre pares de haces en su
frecuencia correspondiente. Por otfro lado, las
proyecciones x—¢ y—¢ de la serie 4.7 muestran la
intensidad total debida a la superposiciéon de las
intensidades parciales. Esto es, mediante Ia
transformada propuesta en este trabajo, ecuacidn
(4.1) es posible obtener las intensidades parciales
entre pares de haces, y la intensidad total resultante.
La proyeccion x—u de la grdfica 4.6 es invariante a N.
Unicamente varia el rango en el espacio reciproco u, v
dependiendo del dngulo mdximo entre pares de haces.
Aunque no fue posible obtener el espacio
tridimensional para ésta configuracion, la serie de
grdaficas 4.9 muestra el espacio fase tridimensional
para cuatro haces, configuraciones axial y radial. El
espacio tridimensional correspondiente a la ecuacidn
(5.13) es una combinacidn circular de las graficas 4.9 A

y B: para u,v<‘\/§‘ predomina la configuracion radial,
para u,v:‘ﬁ‘ se presenta una zona de extincion

(planos verticales x—¢ en u=+J2 e y—¢ en v=+2)
y para u,v>‘\/§‘ predomina la configuracion axial.

Finalmente, para la configuracion radial, es posible
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utilizar el mismo espacio tridimensional, sin embargo
los planos verticales x—¢ e y—¢ se desplazan sobre la
variable reciproca correspondiente u 6 v al girar el
dngulo o, como se muestra en la grdfica 4.10.

La utilizacién de esta nueva herramienta matemdtica
nos permite comprender la interferencia como una
superposicion de interferencias individuales, siendo
cada interferencia una superficie entre dos haces. La
curvatura de la superficie viene dada por la TF de cada
interferencia individual, sobre ésta superficie se
encuentra el patron de interferencia dependiendo del
dngulo azimutal entre ambos haces. La superposicién se
obtiene mediante la proyeccion de todas las
interferencias individuales desde la perspectiva de la
variable en espacio real y el dngulo cenital. Desde la
perspectiva de la variable reciproca y el dngulo cenital,
hay que hacer cortes, ya que la superficie en el espacio
real es infinita, y el perfil de la superficie nos da la TF
de cada interferencia. La perspectiva desde las
variables real y reciproca muestra la misma superficie
para cualquier N >2, en ésta caso la superficie
corresponde al dngulo real entre pares de haces, cuya
configuracién es la misma independientemente de su
posicidn en el espacio.



6rafica 4.9 A Espacio
fase para cuatro haces,
configuracién radial. Los
planos se superponen y
generan las proyecciones
x—¢ e y—¢, grafica 1.4
4 C. Nota: Estas grdficas
fueron generadas
parcialmente en
Matemdtica y editadas en
Photoshop.
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6rafica 4.9 B Espacio
fase para cuatro haces,

configuracién radial.
Nota:  Estas  grdficas
fueron generadas
parcialmente en

Matemdtica y editadas en
Photoshop.

6rafica 4.10 (pdgina 116)
Proyeccién de la variacién
del plano de extincion al
girar el dngulo « .
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Capitulo V

Discusion, perspectivas y conclusion
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El trabajo de tesis comprende la caracterizacion
interferométrica de N haces de luz convergentes bajo
ciertas condiciones: coherentes entre si, con
invariancia a traslaciones en el eje Zy con la misma
amplitud y fase. Inicialmente se consideraron dos
casos: funciones de onda con polarizacién paralela al
plano r-@, azimutal (P;) y con polarizacién cenital

(P;) y partir de éstas dos, se dedujo la existencia de
una componente axial de polarizacién (L) y otra radial

(1). Las configuraciones () y (L) son fundamentales

en el sentido de que no son composicion de ninguna
otra: por el contrario, la funcién de onda con

polarizacién (P(p) es una composicién “circular” de las

Oy @),
configuracién (P;) solo tiene componente (0). Las

configuraciones mientras que la

componentes axiales tienen sus componentes de
polarizacion alineada sobre el eje Z en la misma
direccién hacia arriba. Por otro lado, la componente
radial presenta los vectores de polarizacién
distribuidos apuntando radialmente hacia afuera. Es
debido a estas configuraciones que la componente axial
presenta un maximo en el origen, mientras que la radial

119

un minimo. Para dos y tres haces, los patrones de
interferencia presentan la misma estructura, pero
estdn invertidos: Donde (L) presenta mdximos, ()
tiene minimos y viceversa. Siendo (P;) una composicién
circular de las dos fundamentales
¥(P;) =¥ (0)cos’ [¢]+F(L)sin’[¢], para dos y tres
haces hay un punto en que ambos patrones de

interferencia se anulan, presentdndose una extincion
total. Como el mdximo de intensidad es el mismo para

ambas configuraciones con dos haces (44°), la
extincion en éste caso se presenta para ¢, =45°. Como
la intensidad mdxima para tres haces es (4.5A2) para
la configuracién radial y (94°) para la axial, la

extincion total se presenta para ¢, =54°44'8.197". En

los demds casos, las configuraciones axial y radial no
presentan la misma estructura, por lo que sdlo hay
extinciones parciales.

Utilizando las configuraciones (P;) y (F,) como

componentes, se obtuvo una funcién de onda (P2,) mds
general, mediante la introduccién un dngulo o entre



las configuraciones (P;) y (7,) que permite “girar” el

vector de polarizacién. Cada configuracion permite la
modulaciéon del patron de interferencia. La
configuracién (P,) tiene sus vectores eléctricos

distribuidos radialmente, sobre cada uno de éstos
giran los vectores de propagacion y magnéticos para
modular la frecuencia.

Uno de los objetivos del presente trabajo fue el de
analizar las caracteristicas Unicas que la simetria
cilindrica (haces convergentes) pudiese tener,
obteniéndose las ecuaciones que describen el patrédn
de interferencia en el plano de r-6, asi como sus
transformadas de Fourier, que las describen en el

espacio reciproco u, v. Para el caso (P(p) describimos

las zonas de extincion entre pares de haces, cuando
estos se encuentran en dngulos rectos entre ellos en
términos de sus componentes angulares axial y radial.
Esto ocurre para todos los casos de N a diferente ¢,
el angulo cenital al que ocurre la extincion entre dos
haces lo llamamos ¢, . Para los mismos pares de haces,

también encontramos que el patrén de interferencia es
diferente para dngulos menores a 90° que para dngulos
mayores: especificamente, hay un cambio de fase igual
a m. Esto es evidente en configuraciones de dos y tres
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haces, en donde hay un dngulo que presenta extincion
total. Para la configuracién con polarizacién (P;) esto

ocurre cuando el par de haces se encuentra a 90°
sobre el plano, ocurriendo en configuraciones donde el
nimero de haces Nes mdltiplo de 4.

Por medio de la aplicacion de la transformada de
Fourier, notamos que la extincién total en (P(ﬁ) se debe

a que en estas configuraciones hay una sola linea de
interferencia en las grdficas. Para N> 3 hay mds de
dos, y ninguna coincide con otra en la interferencia
nula al mismo dngulo ¢, debido a que la zona de
extincion ocurre a un valor invariante para todos los

casos, Vu’ +v* =424 ya que depende (nicamente de
la longitud de onda. Sin embargo, el cambio de fase
ocurre para tfoda M. El cambio de fase se representa
como un ndmero negativo.

Se aplicaron las Transformadas de Distribucion de
Wigner y Funcién de Ambigiiedad a la funcion de onda
de N haces, obteniéndose una representacion
tridimensional en espacio fase. Para dos haces, esta
representacién muestra la superposicion de ondas
mediante el plano x—¢ en u=0, y dos superficies



curvas que muestran el valor de le frecuencia para
cualquier dngulo cenital.

También se obtuvo otra representacion matemdtica
para la intensidad ®[f(x, y)K(x,»),(u,v)}, basada en

las funciones de Fourier, distribucién de Ambigliedad y
de Wigner, que son funciones intermedias (como se
llama también a las funciones en espacio fase), y que
constituye la hipétesis fundamental del presente
trabajo. La funcion propuesta puede equipararse a una
Transformada de Fourier, aplicada sobre una variable
de integracion desplazada. Es importante recalcar que
la funcion de distribucién se aplica a la ecuacién de
onda de los haces de luz que la componen. De manera
similar a la representacion del espacio fase
tridimensional para FA y WD, esta funcion proporciona
informacion sobre el espacio real y el reciproco
simultdneamente en funcién del dngulo cenital. La
diferencia radica en que las grdficas nos permiten
representar a la funcién de distribuciéon como un
conjunto de superficies, en la que cada superficie
representa un dngulo azimutal @ entre dos haces. La
variacion de la frecuencia entre pare de haces se
puede observar en cada superficie en funcién del
dngulo cenital ¢. Mediante su utilizacién para N =4,
se ejemplifica cémo el espacio fase tridimensional
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las

X—U

presenta informacién  sobre intensidades
individuales mediante planos para
distintos valores de ¢ las proyecciones x—¢ e y—¢
muestran la composicién total de la intensidad, y los
planos u—¢ en x=0y v—¢ en y=0 muestran el perfil
de la TF de la intensidad. Las proyecciones x—u e
y—v muestran la invariancia entre el espacio real y el
reciproco para distintos valores de N, pues esta
superficie (o su parte correspondiente) es la misma
para cualquier valor de N mayor de 2, y representa el
dngulo real entre dos funciones de onda cuyos vectores
de propagacion coinciden en un punto.

e y-v

Estas formulas, en general, permiten obtener grdficas
utilizando herramientas comunes de computacion, en
especifico el programa Mathemadtica, y los paquetes de
graficacién que contiene. En todos los casos, se utilizo
una alta resolucién para las grdficas.

El trabajo tedrico realizado nos ha permitido
caracterizar el comportamiento interferométrico de N
haces de luz con invariancia a giros 2n/N. Este estudio
abre nuevas posibilidades de investigacion 'y
desarrollos tecnoldgicos:



Disefio de “jaulas 6pticas” (optical cages)
periodicas con haces de luz con N = 3, 4, 6 y
cuasiperiédicas con N=5,y > 7;

Caracterizacion de haces conicos de Iluz
convergentes: N > 5 nos da un anillo de luz para el
primer mdximo/minimo central, y es posible utilizarlos
como “pinzas opticas” (optical tweezers).
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El concepto de modulacion de la frecuencia, amplitud o
ambas mediante el giro de cada uno de los ftres
vectores caracteristicos de la funcién de onda en el
plano »—6 permite manipular mds eficientemente el
patron de interferencia.
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