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Resumen

La estadistica Bayesiana considera la informacion inicial del fenémeno con la que se cuenta
y la informacién contenida en los datos, resumiendo todo el conocimiento en una dis-
tribucion de probabilidades sobre las caracteristicas de interés. En particular, la estadisti-
ca Bayesiana no paramétrica ha tomado mucha fuerza en los tltimos anos gracias a los
avances computacionales y al estudio reciente de distribuciones iniciales para funciones de
distribuciones y otras funciones de interés desconocidas. En este trabajo se presenta un
tipo de distribuciones iniciales via normalizacién a través de procesos de Lévy, y ademas
se describen algunas caracteristicas de estas distribuciones como la media, la varianza y
la covarianza. Adicionalmente, se da la distribucion predictiva a un paso y a un paso para
cualquier n. Finalmente, se dan tres aplicaciones donde se utiliza y se observa la impor-
tancia de la distribucion del ntimero de componentes de una mezcla. Las dos primeras
aplicaciones se realizaron con datos simulados y en la tercera aplicacion se uso la informa-
cion de la velocidad de las galaxias que se ha usado extensamente dentro de la literatura

Bayesiana no paramétrica.



Introduccion

La estadistica Bayesiana, en comparacién con la estadistica cldsica, permite agregar el
conocimiento previo de un fenémeno en las inferencias estadisticas, es decir utiliza la in-
formacion inicial que tenemos sobre el fenémeno y la informacién sobre éste contenida en

los datos.

Usualmente en la estadistica clasica se realizan las inferencias bajo el supuesto de que todas
las observaciones de una muestra se obtuvieron bajo las mismas condiciones, es decir que
estan idénticamente distribuidas. En el caso de la estadistica Bayesiana se asume que la
muestra es una sucesion de variables intercambiables, es decir que el orden de aparicion
de las observaciones no afecta la asignacion de la probabilidad de los datos no observados.

La importancia de este supuesto se observa a través del siguiente teorema:

Teorema de de Finetti 1 57 X1, Xo,..., X,,,... es una sucesion de variables aleatorias
intercambiables con medida de probabilidad P, entonces existe una medida de probabilidad

IT sobre el espacio de funciones de distribucion, F, tal que la distribucion conjunta de

(X1,...,X,) tiene la forma

P(X,€Ay,..., X, €A) :/HF(AZ-)H(dF),
Fi=1

donde I1 (F) = lim 11 (F,,) y F,, es la funcion de distribucion empirica correspondiente de

n—oo

(X1, Xoy .o, X))

Este supuesto ayuda a dar una estructura de dependencia entre las observaciones, para
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aprender de observaciones pasadas y asi poder hacer predicciones; a su vez también ayuda

a justificar la necesidad de una distribucion inicial.

En algunas situaciones se pueden realizar algunos supuestos sobre la forma de la distribu-
cién que describe las observaciones, asi como de la distribucion que concentra la informacion
disponible sobre los parametros que estan involucrados en la distribucién. Dentro de estos
supuestos, se encuentran principalmente la unimodalidad, simetria y cierto comportamien-
to en las colas. Pero estos supuestos en la mayoria de la ocasiones no son de ayuda ante
situaciones donde no se conoce con exactitud la forma de la distribucién de los datos y
de los parametros, por lo tanto se necesita una modelacion mas robusta que sea capaz de

asumir diversas formas para la distribucién subyacente de los datos.

Esto ultimo lleva a tomar un enfoque no paramétrico y dentro de un paradigma Bayesiano a
la modelacién de la medida IT (+). A este enfoque se le conoce como Bayesiano no paramétri-
co, que tiene como base la construccion de medidas de probabilidad sobre distribuciones
aleatorias, asi como su uso como informacion inicial. Una de las caracteristicas de este en-
foque es que permite relajar los supuestos de forma e independencia usados en la estadistica
clasica, y a su vez es més consistente con el teorema de representacion de de Finetti porque

no usa un subespacio del espacio de funciones de distribucién.

Aparentemente el primer trabajo sobre la construcciéon de medidas aleatorias se da con
Freedman [1963] que considera las distribuciones libres de colas (tailfree), aunque no es
hasta que se da a conocer el trabajo de Ferguson [1973] donde se empieza a trabajar con
mayor hincapié dentro de la estadistica Bayesiana no paramétrica. Cabe aclarar que entre
el trabajo de Freedman [1963] y Ferguson [1973] existen otros trabajos no directamente
relacionados con el enfoque Bayesiano, pero que a su vez exploran ideas de distribuciones

aleatorias.



En el trabajo de Ferguson [1973] se formaliza la idea principal del enfoque Bayesiano no
paramétrico y se introduce el proceso Dirichlet. A partir de la introduccién de este proceso
se han generado otras contribuciones en el drea, en particular encontramos la representacion
de Blackwell y MacQueen [1973], la cual forma la base del esquema de la Urna de Pdlya,
que a su vez sustenta un algoritmo para la simulacién de dicho proceso (seccién 2.3); el
trabajo de Antoniak [1974] donde se aleatorizan los pardmetros del proceso Dirichlet y
asi se obtiene una mezcla de procesos Dirichlet (seccién 2.4); el trabajo de Lo [1984] donde
se propone otro tipo de mezcla de este proceso, el cual asigna un proceso de Dirichlet a la
distribucion inicial de los pardmetros de un kernel no negativo (seccién 2.4). Este tltimo,

como se verd mas adelante, se puede ver como un modelo jerarquico.

Otro trabajo de interés es Escobar y West [1995] que une estos dos iltimos trabajos junto
con la idea del esquema de la Urna de Podlya, y propone un algoritmo para la simulacion

de mezclas de procesos Dirichlet.

Existen otras perspectivas para obtener medidas aleatorias, entre las que destacan: el anali-
sis de los procesos neutrales por la derecha (Neutral to the Right Process, NRP), hecha
por Doksum [1974]; el trabajo de Lenk [1988] donde presenta al proceso Log-Gaussiano
Normalizado que es un caso continuo y no discreto como lo es el proceso Dirichlet y el
trabajo, que es de mayor interés en esta tesis, de Regazzini, Lijoi, y Priinster [2003] donde

se presentan los procesos de Lévy crecientes normalizados (seccién 2.1).

El presente trabajo esta compuesto por cuatro capitulos. En el primer capitulo, que es el
capitulo preliminar, se exponen los elementos basicos necesarios para el desarrollo de las
distribuciones N-prior. El segundo capitulo expone las caracteristicas y propiedades de los
procesos normalizados, aqui llamados distribuciones N-Prior. Este capitulo se basa princi-
palmente en el trabajo de Regazzini, Lijoi, y Priinster [2003] y el articulo de James, Lijoi,

y Priinster [2006].
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Adicionalmente, se presenta un algoritmo para la simulaciéon de estos procesos basado en
el esquema de la Urna de Pdlya (Escobar y West [1995]) y en el algoritmo presentado por
Ishwaran y James [2001], el cual da una forma de poder simular a las distribuciones finales,
que a su vez se generalizan a modelos semiparamétricos basado en el proceso Dirichlet. Es-
tos modelos también se exponen en este capitulo, aplicando el trabajo de Escobar y West

[1995], sustituyendo los procesos Dirichlet por distribuciones N-prior.

Por tltimo, en este segundo capitulo se expone la importancia de K, que representa el
nimero de valores diferentes en una muestra de tamano n, asi como su distribucion. La
distribucion de K, es de interés ya que en particular se puede usar para determinar los
parametros de ciertas distribuciones N-prior, por ejemplo en el caso del proceso Dirichlet
puede ayudar para determinar el valor de la masa total, a. Ademés K, se puede utilizar
en el analisis de conglomerados para determinar el nimero de grupos existentes en una

muestra (Lijoi, Mena, y Priinster [2006b]).

La teoria presentada en el segundo capitulo se ejemplifica considerando tres tipos de pro-

cesos de Lévy: proceso Gamma, proceso Estable y proceso Gaussiano Inverso.

El tercer capitulo presenta tres ejemplos donde se aplica la teoria expuesta en el capitulo
2. Los dos primeros ejemplos utilizan datos simulados de mezclas uniformes de distribu-
ciones normales con diferentes medias y varianzas iguales, y se asignan iniciales para K,
con modas cercanas al numero real de elementos de la mezclas, asi como modas lejanas.

Se obtienen las distribuciones finales de K, y la distribucién predictiva final.

El tercer ejemplo utiliza los datos de las Galaxias presentados inicialmente por Roeder
[1990] y después en el contexto no paramétrico por Escobar y West [1995], donde se aplica

la teoria desarrollada, y se compara el nimero de galaxias encontradas contra las expuestas



en el articulo que dio a conocer los datos. En el ultimo capitulo, se presenta la discusion y

los comentarios finales de esta tesis.



Capitulo 1

Preliminar

Este capitulo preliminar presenta las definiciones y teoremas necesarios para construir los
procesos normalizados, que son el tema principal de esta tesis y que se estudiaran en el

capitulo 2.

1.1. Elementos basicos

Como parte esencial en la construccion de distribuciones aleatorias discretas, que pre-
sentaremos en este capitulo, se requiere la nocién de ciertos procesos con incrementos inde-
pendientes. A continuacién se presentan algunas definiciones y teoremas sin demostracién

(ver Sato [1991]) en las versiones relevantes al trabajo en cuestion.

Definiciéon 1 Un proceso estocdstico {X; : t > 0} definido en R es un proceso de Lévy

creciente o subordinador si:

1. Para cualquiern > 1y 0 <ty < t; < --- < t,, las variables aleatorias X,,X:, —
Xig, Xty — Xiyye -, X4, — Xy,_, son independientes (propiedad de incrementos inde-

pendientes).

2. X() =0 c.s. (P[XO :0] = ].)
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3. La distribucion de Xy — X5 no depende de s (propiedad de incrementos estaciona-

T10S).

4. Es continuo estocdsticamente, es decir h’rr%P [|Xs — X¢| > € =0 para todot > 0 y

S—

e > 0.

5. Eziste un conjunto Qg con P [Q] = 1 tal que, para todo w € Qy, X; (w) es continuo

por la derecha ent > 0 y tiene limites por la izquierda en t > 0.

6. Xi(w) es no decreciente c.s. como una funcion de t.

Cabe mencionar que en el trabajo de Regazzini, Lijoi, y Priinster [2003] la condicién 3 puede
ser relajada y asi entonces considerar procesos con incrementos independientes que no son
necesariamente homogéneos. Sin embargo, en esta revision nos enfocaremos a procesos de

Lévy crecientes, los cuales son homogéneos.

Teorema 1 Representacion de Lévy-Khintchine
La funcion caracteristica de un proceso estocdstico continuo con tncrementos indepen-

dientes (PII), X ={X;:t >0} en R y Xy =0 c.s. estd dada por

Ele ] =exp{-4(2)}, z€C, (1.1)

donde 1, es llamado el exponente caracteristico y estd dado por:

Uy (2) = zdy + %Gt + /R {7 — 1 — 2l{p<1y (2) } 14 (da), (1.2)

donde Gy es un operador lineal continuo simétrico no negativo con Gy, — Gy, no negativo
para t1 < to llamado término Gaussiano, d; es una funcion continua en R llamada

deriva, y v; es una medida en R que satisface

1 ({0})=0 y /Rmin (|x|2 ,1) vy (dz) < o0, (1.3)

llamada medida de Lévy.
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La representacion de un PII, llamada canédnica, es (d;, Gy, 14), la cual es unica (ver Sato
[1999]), y donde d; es el responsable del desarrollo en promedio del proceso X = {X; : ¢t > 0}
; Gy define la varianza del componente Gaussiano continuo y v; es responsable de los brin-

cos que va dando X, y exhibe la frecuencia y la magnitud de éstos, en general su intensidad.

Cuando se considera un proceso de Lévy, entonces la representacion del PII resulta en
(dy, Gy, 1) = (td, tG, tr) ya que este proceso tiene la propiedad de incrementos esta-
cionarios, ademds el exponente caracteristico es v (u) = ti (u), donde 1 estd dado por
(1.2). A este ultimo también se le denominara exponente caracteristico correspondiente a
un proceso de Lévy. Ademas, observemos que cuando d = 0 y G = 0 en un proceso de

Lévy tenemos un proceso no decreciente de brincos puros.

Cuando {X;} es un subordinador, la trasformada de Laplace de su distribucién es més

conveniente que la funcion caracteristica. La forma general es

E[e"¥] = exp [—td —t (/R+ (1—e™)v (dx))} para u > 0 (1.4)

y la condicién (1.3) se simplifica a

V{0 =0 y /[R+min(x,1)u(dx)<oo. (15)

En este trabajo se usaran distribuciones con extremidad izquierda, d = 0, en otras palabras

se tiene que inf {x: Pr(X <z) >0} =0.

Como veremos mas adelante, la construccion de distribuciones aleatorias requiere que
v (RT) = 0o, de tal forma que la normalizacién, utilizada en esta tesis, esté bien definida.

La siguiente seccién presentara tres procesos que cumplen con esta condicion.
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1.2. Ejemplos de procesos de Lévy

En esta seccién, con ayuda de las definiciones de la seccion anterior y el teorema de Lévy-
Khintchine, se verd que el proceso Gamma, el proceso Estable y el proceso Gaussiano
Inverso son procesos de Lévy crecientes. Estos procesos se utilizaréan en la seccién 2.2 para

construir procesos normalizados.

Proceso Gamma

Sea {X;},., un proceso de Lévy con brincos Gamma, es decir X; tiene una distribucién

Gamma con pardmetros (¢, 3) para toda t € R*.

La funcion de densidad de la distribucién Gamma es

ﬁt

t—1 7,81‘[ >O .
F(t)x e (x >0)

f(x) =

Entonces la trasformada de Laplace de su distribucién es

E [e_“Xi] = (ﬁ g u) = exp {—t /OOO (1 — e_um) :E_le_ﬂzdw} ,

lo cual nos lleva a que

v(dr) = 2 e P dx. (1.6)

A partir de lo anterior se deduce que el exponente caracteristico es igual a

W (1) = log (5 ; “> . (1.7)

Dado que v (0%) = 11'?011/ (z) = oo entonces v (RT) = oo; ademds se satisface claramente
x

la condicién [, min (z,1) v (dz) < oo ya que en una vecindad que no contiene el cero la

medida v es finita.
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Proceso Estable

Sea {X;},, en R un proceso de Lévy con brincos y-Estable, v € (0,1). En general para
este proceso no existe una forma analitica para la funcién de densidad. La medida de Lévy

de una distribucién Estable es

v(de) =ca "de ¢ >0, (1.8)
de donde se sigue que la transformada de Laplace estda dada por

B[] = exp {—tw} |

De esto se obtiene que el exponente caracteristico es

cl'(1—vy)u”
pwy = LL=DY (19)
v
Observemos que v (RT) = oo ya que v (07) = li{rolz/ (x) = o0 y que, de igual forma que el

proceso Gamma, [, min (z,1) v (dz) < oco.

El proceso de Lévy con brincos ~-Estable también se puede definir como:

1. {Xi},5 es un proceso de Lévy y

2. para cada a > 0 se satisface

{Xatat Z 0}i {al//th,t Z O} .

Proceso Gaussiano Inverso

Sea {X¢},., un proceso de Lévy con brincos distribuidos de acuerdo a una ley Gaussiana
Inversa (denotado por IG por sus siglas en inglés), es decir X; tiene una distribuciéon Gau-

ssiana Inversa con pardmetros (td,~) para toda t € R™.
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La funcién de densidad de la distribucién IG esta dada por

fro (@) = 22 o3 LB ) I(z>0)
r)=——a 2expq—= | — x x
X Nors p 5\ g Y =2Y),
cond>0yvy>0.
Se puede ver que la transforma de Laplace de la distribuciéon para este proceso se descom-

pone como

R R ]

lo cual nos lleva a que la medida de Lévy es

T e T dr, (1.10)

con exponente caracteristico

U () =0 (V2ui + 67 - 5). (1.11)
Igual que en los dos ejemplos anteriores, se cumple que v (R*) = oo debido a que v (01) =
li%w (z) = co y también se cumple que [, min (z,1) v (dz) < co.
Los tres ejemplos que hemos presentado constituiran la base de las distribuciones aleatorias

estudiadas en este trabajo.

Sean X1, Xo,..., X, una sucesion de variables aleatorias definidas sobre un espacio medi-
ble (©,0) y que toman valores en el espacio medible (X, X, ]5>, donde X es la o-algebra
generada por los conjuntos de X y P estd definida en el espacio medible (F, F, ), donde

F es la familia de funciones de distribucién y F es la o-algebra generada por F.

De una manera particular, en esta tesis se consideraran X, Xo, ..., X,, variables aleatorias,

X;:(Q,0) = (R,B(R)) y P es una medida aleatoria sobre (F, F).



Capitulo 2

Procesos de distribuciones aleatorias

En este capitulo estudiaremos las distribuciones aleatorias construidas a través de la nor-
malizacion de procesos de Lévy crecientes. Este tipo de distribuciones fueron inicialmente
exploradas de manera general por Regazzini, Lijoi, y Priinster [2003] donde exponen carac-
teristicas y propiedades de estos procesos. Cabe mencionar que, como caso particular de
este tipo de medidas, se encuentra el proceso Dirichlet que present6 Ferguson [1973], cuyas
generalizaciones resultan en modelos que hacen mas adecuada la aplicacion de la estadisti-

ca Bayesiana no paramétrica.

2.1. Familia de distribuciones via normalizacion

En el articulo de Ferguson [1973] se comenta que es deseable que las distribuciones aleato-

rias cumplan los siguientes dos puntos;

1. El soporte de la distribucién inicial debe ser grande -con respecto a alguna topologia

sobre el espacio de distribuciones de probabilidad.

2. Las distribuciones finales dada una muestra de una distribucién de probabilidad debe

ser analiticamente tratable.



2.1 Familia de distribuciones via normalizacién 17

Como veremos mas adelante, la condicién 2 no la cumplen todas las distribuciones via nor-
malizacion, ya que en general no tienen la propiedad de ser conjugadas; ademas los casos

que se estudiaran en esta tesis cumplen con la condicion 1.

Las distribuciones via normalizacion fueron dadas a conocer por Regazzini, Lijoi, y Priinster

[2003] donde ellos las consideran de importancia por dos razones:

1. Representan una aproximacién natural al problema de definir una medida de proba-

bilidad aleatoria.

2. Es posible determinar formas explicitas para la distribucion de la media de cualquier

medida de probabilidad aleatoria a través de esta aproximacion.

En este articulo tinicamente se presenté la teoria general. Sin embargo, el estudio de los

casos particulares y que a su vez sean viables no siempre es posible de una manera analitica.

Después, Lijoi, Mena, y Priinster [2005a] presentaron un articulo donde exponen de forma
general las distribuciones N-prior poniendo interés en el proceso IG normalizado y James,
Lijoi, y Priinster [2006] proponen una técnica para derivar funcionales de las distribuciones
N-Prior.

En esta seccién se exponen las caracteristicas y propiedades de estas distribuciones que

nos seran de ayuda para realizar inferencias posteriormente.

Definicién 2 Dadas una medida finita no nula o sobre R con una masa total a, a == a (R),
una medida de Lévy v sobre RT que satisface v (RT) = oo y su correspondiente proceso de

Lévy &, con (d =0,G = 0,v), se define la medida de probabilidad aleatoria

llamada N-prior con pardmetros (o, v).
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La condicién v (RT) = oo se interpreta como que el niimero de brincos en cualquier intervalo
abierto cercano a cero, (0,€), es infinito y por lo tanto evitard que el denominador &, se
vuelva cero.

Sea F la clase de distribuciones N-Prior y sea F = o (F), la o-dlgebra relacionada a este

espacio.

Propiedades de las distribuciones N-prior

‘Teorema 2 Si P se distribuye N-Prior con pardmetros (a,v), entonces

para cualquier conjunto medible B € X.

Demostracién
Sea P N-prior, entonces P (-) = % donde {&} es un proceso de Lévy, y ademds sabemos
que a := « (R).

Observemos que

& 1
/ e Wady = —,
0 ga

Considerando la ecuacién anterior, calculemos la esperanza de P,

B [P®)] = [0 ) = [um [ eeantae)

Ya que los integrandos son mayores o iguales a cero, podemos aplicar el teorema de Fubini-

Tonelli,

Ex |P(B)] = /0 N / e~ €y P (d€) du = /0 T E [t )] du.
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Sean Ay B € X con AN B = (), entonces

E [e”ga(AUB)] :ea(AUB) Jo+ (1—e*V)v(dv)
_ plalA)+a(B)) [y (1-e)w(dv)

_ 0(A) for (1=e")u(dv) y(B) fis (- (dv)

=F [e"e@] E [e*®] . (2.1)

Podemos definir {,aup) = (ﬁa( AUB) — §Q(A)) + &a(a) ¥y por incrementos independientes,

tenemos que los términos de la suma son variables aleatorias independientes, entonces

E [eu'ga(AUB)} —F [ét((ﬁa(AuB)*éa(A))Jr&a(A))]

E [eu(fa(AuB)_ga(A))] E [euiamq . (2.2)
Igualando (2.1) y (2.2)
E |:€u§a(A)] E [eufa(B)} — E [eu(fa(AuB)*fa(A))} E [euga(A)] ,

llegamos a que

E |:€u€a(B):| — R |:€u(§a(AuB)_§a(A)>:| )

Esto me lleva a que §(auB) = £a(a) + §a(p), entonces

E [ega(AUB)} =F I:e"ga(A)+§a(B):|

=F [e“ga(‘”} E [e“ga(B)} |lpor (2.1)]|

Por lo tanto () ¥ §a(a) son independientes.
Considerando que a &, la podemos escribir como &, = {(B) +ua(pe) con B, B¢ € X, el cual

es completo v aplicando el resultado anterior a la esperanza de P
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’Uz
||

/ E e U £a(3)+£a(3c )ga(B)] du
0

/oo Ele Ufa(B)é“ ] [ —ufa(BC)} du

/ { —“fa<3>} E [e7"59] du.
0

Definamos una funcién que nos sera de utilidad para diversas demostraciones.

o

Sea

o (1) 1= / e v (dv) n =1,2,..., para cualquier u > 0, (2.3)
R+

la cual representa los momentos centrales de un proceso de Lévy, para el cual el exponente

caracteristico cuando d = 0 es igual a

Y (u) = /R+ (1—e™)v(dv). (2.4)

Al calcular la derivada de (2.4) encontramos que

:/ ve v (dv) = 1 (u). (2.5)
R+
La segunda igualdad se debe a que & [, (1 — e ") v (dv) < oo a pesar de que [ v (dv) =

Q.

Usando la transformada de Laplace de la funcién caracteristica (1.4) tenemos que

E [e7"e] = exp {a (B°) (/OOO (e —1)v (dg)) } =exp{—a(B)yY(uw)}. (2.6)
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Haciendo uso de (1.4) y (2.5) podemos calcular

d d d
Elole s | —_ " Fle®an] = — _~ o~¥(uw)a(B)
{ du” } du [e ] du”

o (B) e Vwald) <_i

4y <u>) = o (B) () e B (2.7)

Aplicando (2.6) y (2.7), tenemos

B [P(B)]= / —a(B) (1) e~V aB) =B gy
0

:a(B)/ — 1 (u) e~ V(W) (a(B)+a(BY)) 1, — @(B)/ — 111 (u) e () g,
0 0

_a(B) /OOO 0 (— i () e gy = 2B /OOO {—%@z) (u)} e~ dy

a

(B) |:ea0 _ efau(R+):|

Il
Q
@/-\
=
0\8
—N
|
Y
)
g
=
&
——
QL
N
|
o}
=)

- o (2.8)

Una de la probleméticas a las que se enfrentan los estadisticos Bayesianos es describir la
forma inicial de la distribucién aleatoria P, y el resultado anterior nos ayuda a dar esta

forma ya que no depende de la medida de Lévy v, sino tinicamente de « (-).

Mas adelante, y con fines comparativos, denotaremos dicha forma inicial por Gy := %

‘Teorema 3 Si P se distribuye N-prior con pardmetros (o, v), entonces

a(B)(a—a(B))

a?

Var, [15 (B)] - L,

donde I, = a [, ue™® [ 02"y (dv)du, ¥ (u) = [, (1—€e™)v(dv) y B€ X.
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Demostracién.

Usando un argumento analogo al de la demostracién del teorema 2 observemos que

xD 1
—Ufa _
ue du = —.
/0 fczz

Lo que nos lleva a

E, [(15 (B))Q] —E

()]

/0 ul [67“5“52(3)} du  ||Fubini-Tonelli||

:/ ul [6_“5‘*(3)53(3)} E [e "] du  ||Incrementos Independientes||
0

00 d2
J— 7“604 7“604 c
[l e

Retomando (2.3) y considerando (2.6), tenemos

E [e-sewo] = BNy P [omsba] = emalBWWl),

Entonces,
d? d?
—uba(B)] — —a(B)y(u
%E[ (B)]_ﬁ(e ( )())
d . dy (u)
N o(B)y(u)
du[ a(B) du }
_ dg (w)\* d*y (u)
_ a(B)Y(u a(B)y(u
—a(B) |a(B)e ()()(W) —e ()()W

_dPP(u)

Haciendo algo equivalente a (2.5) tenemos que —=== = ps (u). Regresando a (2.9)
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2 2
a (B) e~ B (_L%“)) _e—a<B>¢<u>%u(;” e~ BN gy

—a(B) / e o (B) 2 () + prz ()]

=o? (B) /OOO ue~ ) (—%)Qdu + @Ia. (2.10)

El primer término de la suma de la ecuacion (2.10) es igual a

@ (B) [ uemee G%ﬁ) =22 [ <_dlﬁ#> e (_dﬁ;y) du

= [ e s ) = s ()

oo 2 B
:7/ ae” "y (u) du — a a(2 )Ia

= - L. (2.11)

La segunda igualdad se obtiene al integrar por partes.

Sustituyendo este resultado en (2.10) tenemos

:az(zB) +[a(B) (aaz—oz(BD L. (2.12)

L. & (2.13)
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La varianza de P nos sirve para comparar modelos no paramétricos cuando se iguala esta

medida entre ellos.

Estructura de correlacion

Los criterios iniciales de la distribucién aleatoria con los que se cuenta también pueden estar
expresados en términos de la correlacién entre probabilidades sobre diferentes subconjuntos
de la linea real. El siguiente teorema nos da el principal resultado para realizar este anélisis,

el cual en algunos casos puede ser de ayuda para especificaciones iniciales.

Teorema 4 Sean By, y By dos subconjuntos medibles de la recta real, y sea C' = B; N Bs.

Si P se distribuye N-prior, entonces

aa (C) — a(By) a (By)

I,.
a2

Couv, <]5 (By),P (BQ)> =

Demostracién

Sean By = B1\C, B} = By\C y C' = By N By. Entonces,

P (By) P(By) = P(B})P(B;)+ P(C)P(B})+ P(C)P (B} + P*(C),

lo cual nos lleva a que

VB, {15 ()P (B;*)} VE, [152 (0)] . (2.14)

Desarrollaremos el primer término de la suma, y el resto de los términos se desarrollan de

una manera similar.
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£, [P(By) P(B))] =E [—5““3? ﬁa(%)]

&

:/ uF [e’”éafa(B{)ﬁa(Bg)] du ||Fubini-Tonelli||
0

:/OOOUE {e_uga(BT)fa(BI)} b {e_uga(%)ga@)}

—ué » )¢
E {e (o(z1)ve(23)) } du ||Incrementos Independientes||

[T [ D B[ ) |

—a(B})a(B;) / we @2 (W du  |por (2.7)]
0

_aBa(By) aBhaBs), o)

Sustituyendo el resultado anterior y (2.12) en (2.14),

E, [15 (By) P (By)] = | BD) @ (BD) + @ (C) e (B5) + a(Bi)a (C) + o” (cq

a?

_[eBi)a(Bs) +a(C)a(B;) +a(B)a(C) —a(C)(a— 04(0))} I

a?

_ [(e(B}) + o (C)) (a (B3) +a(0))]

= + I,. (2.15)

Entonces,
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_ao (C) —a(Bi) a(Bs) L. & (2.16)

Si By N By = () entonces el resultado del teorema anterior es

Covy (15 (By) ,15(32)) _—aB)a(B)

a?

de donde el coeficiente de correlacién vale

Cov, (15 (B)) P (32))

\/Var7r (P (Bl)> Var, (15 (Bg))

- \/ o (By) a(Bs
(a—a(B)(a—a(B))

De aqui, se observa que las distribuciones N-prior presentan una estructura de correlacion

pr (P(B1) . P (By)) =

negativa entre subconjuntos disjuntos.

Aparte de las caracteristicas antes presentadas de las distribuciones N-prior, también se

podria estar interesado en obtener el valor esperado de alguna funcién de P.

Definicion 3

Varianza, Vs = / 2? P (dz) — ( / zP (da:))2.

Diferencia Promedio de Ginni Ap = / |z — y| P (dz) P (dy).

El siguiente teorema nos da la esperanza de estas funcionales antes presentadas de P.
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‘Teorema 5 Si P se distribuye N-prior con pardmetros (o, v) y [ x%a (dr) < oo, entonces

Ex Vel = (1= 1a) Vasa

Eﬂ' [AP] = (1 - [a) Aoz/aa

donde V,/q y Ausq son la varianza y la diferencia promedio de Ginni, respectivamente, de

la medida de probabilidad o/a.

Demostracion.

Tomemos una particion para m > 1 de R en intervalos By, o, By.1, ..., Bmk.+1 donde
Bpno = (=00, —Ry), Bmgn+1 = (Rpm,00) v {Bmi:i=1,...,ky} es una particién de
[— R, Rl

Sea R,, tal que Tigrﬁl)o R,, = ooy sea llgrz;giicm | Bon.i| — 0 donde | B] es el tamano del intervalo

B.

Definamos una medida discretizada como

Km+1
QOm = Z & (Byni) Oy iy
i=0
donde y,,; es cualquier punto interior de B,,; para i =0,...,k, + 1.

Entonces la distribucién N-prior con pardmetros (o,,v) esta dada por

~ k’erl ~
=0

Con esto obtenemos que la varianza es

Vs = /R 2? P, (dx) — ( /R zP,, (dx))2

Fem+1 ) Fom+1 ) 2
=> Y P(Bui) - (Z Ymi P <Bm,z->> .
j =0
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Al tomar la esperanza tenemos

km+1 ) km+1 2
1=0

Considerando (2.12) para el segundo término de la resta anterior

41 2 MEm 41 )
(Z ymz mz) :Eﬂ' Zymzpz m,i +2zzymzym] mz)P(Bm,]>

i jFi

[km+1

=k Z yrzn,z' ]52 (Bm,i)

+2F

Z Z Ym,i Ym,j f) (Bm,l) f) (Bm,j)

i gt

(2.17)

El primer término de la suma anterior es

km+1

Z y?%l,i p? (Bmz)
i=0

km+1

= > e [P (B
=0

= kf:ly o« Brns) g, kf:ly (0 = (B

km+1 km+1 )

= Zymz ml _'_[ Zymz

km+1 )

—1, Z?szi

El segundo término de la ecuacién (2.17) es igual a

(2.18)

E Zzym,i ym,jp mz)p(

N E)

=3 i Ym (a (Bns) - Brny) _ o (Bm’i)f(Bm’j)Ia) : (2.19)

- . a
i jFi

=3 i s B [P (Bi) P (B)

)
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La tltima igualdad se debe a (2.15). Sustituyendo (2.18) y (2.19) en (2.17) queda

Eem+1 2 Em+1 Fem+1 i)
(Z Ymi P m> Zym o« Bng) g, Zym

— Ia) 2 Z Z Ym,i Ym,j “ (Bm,l) - (Bm,j)

i g @
el mz Bmz Bm
(Z Y2, ol +2;;ymym] Zg( ’J)>
Fem+1 )
+1, Zymz
fen+1

km+1 '
[Z Ymi mﬂ +I Z mz

Aplicando este resultado a la esperanza de la funcién denominada varianza

km+1 km+1 )
Z mz [Z ymz -
km-l—l )
—1, Z ymz
km+1 k-1 2
N mi) | (Bn.i)

Si obtenemos el limite cuando m — oo, tenemos

lim B, [V | =(1—1,) Ve,

m—0o0

Se puede demostrar que E, [Vs] = lim E; [Vﬁ’m]'

m—0o0

Ahora, pasemos a la segunda igualdad del teorema. Aplicando la medida discretizada a la

diferencia promedio de Ginni,
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Ap = / & — y| By (dz) B (dy)
RxR

km+1km+1

=) Wi = Yl P (Bmi) P (Bumj) -

i=0 j=0

Considerando (2.15) tenemos:

km+1km+1

B, (5] E. [z S s — sl P (Bs) P (B

i=0 j=0

km+1km+1

= Z Z Ym,i — Ym.j| Ex [15 (Bim.s) P (Bm’j)]

i=0 j=0

a? a?

Em+1 km+1
=35 i = Yl (O‘ (Brs) @ (Bnyg) , a0 (0) = @ (Bug) o (Bny) [a)

i=0 j=0

km+1 km—+1
N & (Bm,i) o (Bny)
=(1=1) 3 D Ymi = Y| ( , =

, : a
=0 j=0
Entonces, lim E, [Ap | = (1 —1,) Az.Y se puede demostrar que E, [Ap] = lim E, [Ap | o
m—00 @ m—o0 m
El modelo con el cual se trabajara en esta tesis considera eventos intercambiables tal y

como se hace en estadistica Bayesiana. Este modelo consiste en:
Sean X, ..., X, variables aleatorias intercambiables con valores en (X, X') que tienen una

distribucién comin P, la cual a su vez es aleatoria, definida en (F,F) y tal que tiene una

distribucion N-Prior, es decir

P ~ N-Prior.
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A esta estructura se le conoce como modelo jerarquico, usualmente se utiliza para com-

prender la estructura de dependencia en el modelo de una forma “mas clara”.

Distribucién predictiva

Una de las metas importantes de la inferencia es la prediccién de valores futuros de una
cantidad aleatoria basada en una muestra obtenida. Bajo las distribuciones N-prior se
podra observar, con los siguientes teoremas, que las distribuciones predictivas tienen formas
intuitivas, dado que consisten en una combinacion lineal de la media inicial del proceso y

de una version ponderada de la funciéon de distribucién empirica.
Teorema 6 Si P se distribuye N-prior con pardmetros (o, v), entonces

a(B)

Pr(X, € B|X)) = [a— 1]+ 6x, (B) I,

para cualquier conjunto medible B, donde I, = afw u e~ W fw vie "y (dv) du, que se

interpreta como Pr (X, = X7).

Demostracién
Supéngase que X1 = z1 y sea C. = (x1 — €, x1] con € > 0. Dado que v (R") = co entonces

P(C)>0ecs.

Seleccionemos un € > 0 tal que C, € B o C.N B = (), con lo cual tenemos que,
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Entonces,

o(B) (1—1,)+ 1,51 C. C B (es decir z; € B)

a

@(1_%) siCcNB =10 (es decir ;1 ¢ B)

:@@_@Haxl (B)I.. o

El teorema anterior nos da una caracteristica interesante de la predicciéon a un paso ya que
da una idea de las expresiones que se usan para calcular las propiedades de segundo orden

de las distribuciones N-prior.

Antes de dar una expresion general para la distribucién predictiva, definamos a

(n)
H (n17 s 7n/€) = /+ un_le_aw(u)/im (u) © iy, (u) du, (2'20)
R

k
donde k denota el nimero de observaciones distintas en la muestra de tamano n, n;
es la cardinalidad del conjunto j-ésimo de observaciones que coinciden (j = 1,...,k), y

n=mny +---+ n; es el namero total de observaciones en la muestra.

La notacién en (2.20) se hereda de Pitman [1995], en donde se le da la interpretacién de
probabilidades sobre particiones nq, no, . .., n; de un entero n y juegan un papel importante

es la teorfa de Fragmentacion y Coagulacion, ver Bertoin y Yor [2001]

El siguiente teorema nos dara la forma de obtener la prediccién a un paso para todo n al

considerar las distribuciones N-Prior.

‘Teorema 7 Si P se distribuye N-prior con pardmetros (o, v) y a es no nulo, entonces las

distribuciones predictivas son de la forma
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k

e (B) 1 n
Pr(Xpa € BIXy, ..., X,) = wl )T + ﬁzwj( )5)(; (B),
j=1
donde X7,..., X} denotan los k distintos valores dentro de la muestra, n; > 0 denota al
nimero de observaciones que son iguales a X7 paraj=1,....k, y
(n+1)
a H (nl,...,nk,l)
w™ = ’“2) , (2.21)
Il (ma, . )
k
(n+1)
T (n1,...,n;+1,...n4)
wi™ =~ . (2.22)

(n)

(ny,...,nk)
k

A las cantidades w™ y w](-n), las llamaremos los pesos correspondientes a la predictiva de

la distribucion N-prior. Més adelante veremos que una especificacién en particular de la

().

medida de Lévy conlleva a simplificaciones de w™ y w;

Demostracion Sean (', (s, ...C, C R disjuntos. Entonces

Pr (Xn+1 €B, (X1,Xy,...X,) € X;?:lc;?j)

Pr((X1, X,,... X,,) € xk_,C77)

Pr (X1 € Bl (X1, Xa, ... X,) € xk_,077) =

o &a &a
B gal  tak
B¢t ---Car] 7 '
donde o = o (C}).
k ¢ i
Sea Cpi1 = | U Cj | vy observemos que &gy = ijl §a(BnC;) T §a(BnCy,,)- Considerando
j=1

(2.3) vy (2.6), el numerador de (2.23) resulta en
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S|

{ / T e e Pgds}

1

S
—

S|

{/ UnE [efugafa(BkaH)gzlng; T gg:} du
0

k

+Z/ W"E [ Gy 60 ”2---2;:]du}.
170

j=

Definamos dos funciones que nos seran de ayuda para esta demostracién.

Para para cualquier p > 0, sea

dn
Vi (u) = {(—1)” d—e_pw(“)} W =12,
un

donde V,\* (u) :=1, y sea

Entonces encontramos que

n—1
n—1 ‘
VO () = p ( . )umu)v,@ (w) = pAP ().
=0

lo cual se demostrara al final. Desarrollando el primer término de (2.24).

/ga_n_léa(BﬁCk-&-l) Zi ) Pgdf—l—Z/f " lga BNC;j 5711 n2' g Pgdg}

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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35

o
/ u'E 67" EBncy ) Sntnz - €8] du
0
% ug
- k a;+a
:/ unE [6 Yz it k+1£a(BﬂCk+1)£211 Z; e Z:i| du
0

"B ] B e ] B [ ] B e ey ] du

I
o\,.
8

S

o d’nl dTL2
— npl(—1 ni —u€a El(=1 n2 —uéq
/0 U [( ) Tu e 1} [( ) s e 2}

I [CE

n
me_u§ak:| FE [€_U£Qk+1£a(BﬂCk+1)} du.
La segunda igual se debe a que se tienen incrementos independientes.

Aplicando (2.6) a la ecuacién anterior,

/ unE [efugaga(Bka+l)£311§Z§ e gg:} du
0

n
ny A"

—a2¢(u)
dun2 (6 2 )

:/Oooun(—n"l A (e (1)

du™

ng dnk
(=)™ ——

dumve (eaw(U)) E [e_uganga(BﬂCkﬂ)} du.

Al aplicar (2.26) se tiene

/ U E [ ey, ) SmEn2 - - EF ] du
0

~ k k
:/ u" (H a@,) HAg;j)e_w(u) Zi‘c:l @i [e—ufak-H fa(BkaH)] du
0 5

(2.27)
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La segunda desigualdad de la ecuacién anterior se obtiene al aplicar (2.7).
Ahora, pasemos al desarrollo del segundo término de (2.24) de la misma manera en que lo

hicimos para el primer término.

k )
3 / "B (67" g, Emtere -+ €0 du
0

j=1

k 00
Z/ u" (Ha) —(a—aj)i(u) (H A(”Z) ) [ ~uba, fnjfa(Bmc )] du
j=1"0 i#£] i#£]

<HQ> (om0 (H AG )
J=1 i#]j i#j

[euéa(BﬂC‘j)+a(BcﬁCj> fnj

oz(BﬁCj)+o¢(BCﬁCj)§O‘(BmC]’):| du.

S|

Dado que tenemos incrementos independientes podemos desarrollar a §ZZBOC,) ta(BenC;)
J J

como

nj

n; n; i n;—i
§alBnC,)+a(BenC;) = ( ; )5a(Bmcf>5a?chcj>'
=0

Aplicando la igualdad anterior,

]~

/ u"E [ _ugafa B o Ean t 0 Zlﬂ du
0

o3 [ (T e (T o)

j= i#] Gl

n.: 7?1,5 A i 7?1,5 cn Tl] i
(Z)E{e (2 "J>§+émcj)}E[e “(rreg ch@}

<.
I
—
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L0 ()

i#] i#]

i+1 i1
) 1yt L —vwatsne) <_1)n7—zL —b(wa(BNCy)
— 7 dui-‘rl duymi—?

Usando las funciones definidas en (2.25) y (2.26), obtenemos
k 00
S [ B e e g -] du
j=1"0

£ ()

] i#]

nj
(7”;3) (BNC; ) A(Zgr)]c : (u) o a(BNCv(w) (B°NC, )A(n%cgc : () o o(BNC; )(u)
i=0

(i)

Jj= i#£]

"o YA (nj—i)
(H AU ) B3 ()AL 0 Vi
=0

i#]

—

(2.28)

Si desarrollamos de la misma manera el denominador de (2.23), y lo unimos a (2.27) y

(2.28), obtenemos

Pr(Xn1 € Bl (X1, Xa, ... X,) € xb_,C™)

j=1-j

(Bm(],m)f ue ™y (u )Jl;[lA V) (u) du

Jo ur—temavt) TT Ay (u) du

j=1

00 _ai(u n; % n;—1
‘ " JoZureav ) | TT AL (u) ) AYG ey () Vit (u) du
n C(j - 7 0o k (nj)
Jo un—temav() TT Ay’ (u) du

J
j=1
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Sea C; = Cj = (X

;=€ X]*} y dado que « es no nula:

Ag:i) = fin, + 0 () sie—0

Oxs (B)Vaigetp () =0 i=0,1,...,n;—1.

Entonces, si € — 0,

Pr(Xop € Bl (X1, Xs,... X,)) € x5, C}")
k
f ’LL e mﬁ(“)ul ( ) H /JLnj (u) du
_a®
=— p
f ure—a(u 1:[ ( )
& fooo ute W H Hon; (u) M j+1 (u) du

1 i#j
+ﬁ 25)(; (B) = k
j=1 fOOO une—aw(u) I fin, (u) du
j=1

H (nl,nz...,nj—i—l,...,nk)

Ahora, solo nos queda demostrar (2.26), lo cual se hara por induccion.

-Paran=1

d d
VI () = { =g b e = ot () = g (),
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0 ) = o )1 0 V30 () = g ()

Por lo tanto se cumple para n = 1.
- Supdngase que se cumple para n = k, es decir

v =p X (57 )i V0 0 = pAP ).

-Paran=k+1

ys0 (= Lyt E e Lo — [ gy BT L ]
P duk+1 duk du

L P R
(—1) a0 |€ %w (u)| pe

> (k> [(‘”i %w” [<—1>’” K <u>} } bt

0
k i dz —p¥(u i
(> {(_1) e )} e 1 ()

k
=Y. (k> VO () s () = pAED ().

Con esto queda demostrado el teorema de prediccion a un paso para todo n.

El proceso Dirichlet es el tinico miembro de las distribuciones N-Prior que es conjugado,

lo cual se demuestra en el siguiente teorema.

‘Teorema 8 SeaF la clase de Distribuciones N-Prior y sea P € F. Entonces la distribucion

final de P, dada una muestra X1, ..., X,, estd en F si y solo si P esun proceso Dirichlet.

Demostracién
Supéngase que la distribucién final de P dado Xi, es N-Prior con pardmetros (o1, 11).

Sea Py la distribucién final, entonces por el teorema 2
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donde a; = a3 (R).

Por el teorema 6 tenemos

E, [15 (B) |X1] _— (aB) (a—1.)+0x,(B) I, = E [151}
Entonces,
al(l(B) _Oé )(1_Ia)+5X1 (B)Ia
es decir,

o
a

a1 = aq [ (1_Ia)+5X1]a .

Aplicando de nuevo el teorema 6

o (B)

a1

E. [15\)(1,)(2] — (1= I,) + 6x, 1,

_ (O‘ B) (1 1)+ 6y, (B) Ia> (1— L) +0x, (B) L,

(1 - [a) (1 - [a1) + 5X1[a (1 - [al) + 5X2 (B) [a1-

Sea P, una distribucién final, entonces

De la ecuacién anterior se tiene

a(B)

Qo = A2

(1 - Ia) (1 - Ial) +5X1 (B) I, (1 - Ial) + 5X2 (B) Ial

Si este proceso lo hiciéramos iterativamente n veces obtendriamos que
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n—1 n n—1
. B
Eﬂ' P(B>‘X17X277Xni| = a( ) (1_[a¢>+z <5Xz (B)[aifl (1_[ak>> :
R —e i=1 k=i
Usando la igualdad
I ) >1 (2.29)
a,, = ———— paran > 1, .
T Ty (-1, T
que se demostrara al final, se obtiene
~ 1 a(B) &
E. |P(B)|X1, Xs,..., X,| = 1-1,)+ 1, 0z, (B) p .
S 1+(n—1>fa{ o R )}

Observemos que I, es una constante en [0, 1], por lo que existe una constante, ¢ > 0 tal

que [, = %Jrc Entonces

= ¢ «a(B) 1 <
E. |P(B X,X,...,Xn]: 5, (B).
(B) [X1, X c+n a +c+n; (B)

Asi como lo demostraron Regazzini (1978) y Lo (1991), la ecuacién anterior también carac-

teriza el proceso Dirichlet, asi que ¢ = a y la demostracion queda completa.

Ahora demostraremos (2.29) por induccién. Empezaremos demostrando que es cierto para
n=2.
Sean P,, y P,, dos distribuciones iniciales que siguen un proceso Dirichlet con parametros

(g, 1) Y (Qy, Vo) TEspectivamente. Ademds tenemos por el teorema 2 y el teorema 6 que

E, [15%, (B) |Xj] _n 9By s B =192 £

aq a

dado que X; y X5 son intercambiables. Entonces, aplicando el teorema 6
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E, [ﬁm (B) |X2} =20 (1 )+ b, (B) L,

Azy

=B (1 1) (- L) + 0, () 1 (1~ L) + G,
~ al‘Q
=B, [Py (B) 1X3] = =2 (1= L,) + 6x, (B) L,
2

(1 - [a) (1 - [az) + 5X2 (B) [a (1 - [a2) + 5X1[a2-

Iy
141,

Entonces, para que esta desigualdad sea cierta es necesario que [,, = I,, =
Con lo que demostramos (2.29) para n = 2.

Supéngase que, I, = paraj=1,...,n—2conn > 2y sea

Iy
4+G-Dla

I, . . =a" ue™ "W v2e™r* (dv) ) du,
(n—2),%4n
0 R+

donde a* = a* (R) y a* y v* son el pardmetro y la medida de Lévy de un proceso Dirichlet,

respectivamente. Asi, por el teorema 2 y el teorema 6,

- o* (B
Eﬂ' |:P (B> ‘Xla v 7Xn727Xn7 anl] = a(* ) [1 - [a(n,g),xn] + 5xn_1 (B) [a(n,Q),xn-

Ahora, si P,,_, es un proceso Dirichlet con pardmetros (a,_a,V,_2), se tiene

n—2

n_o (B
(B> ‘Xla s 7Xn727Xn7 anl] = 0427() [1 - [an_Q} + 5Xn (B) [an—z

Ap—2

:{Oé EIB) T [1 — ]an,g] + ni(st (B) I(lk—l ﬁ [1 N Iaj] }
k=1 =k

| +6x, (B) L, _,

a(B) 1-1, = I,
T a 1+(n—2)[a+<;5z’“(3)+5x"(3)>1+(n—2)]a'
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Entonces,
& a(B) (-1
B |P(B) | Xuv.o Xoco X, Xym] = =207 o7, L Losa]
n—2
I
5:): B 5 B —al_[x 2,% 5 1B[a T

n—1
I,
+ ( Sx, (B)) 2 [1— 1., ] +6x, (B) L,_,.

Esto nos lleva a que I, , ., = I, , v por lo tanto

n

I [1—-1.,_]
1+(n—-2)1,

[a - [a[an_1 _[
1+(n—-2)1,
=1, , (14 (n—1)1,)

Iq

S E—
@1 (- 1)1,

Con esto queda demostrado totalmente el teorema. o

Con este resultado podemos ver una nueva caracterizacién del proceso Dirichlet y también
podemos observar que no todos los procesos N-prior son conjugados, aunque la estructura
de la media, de correlacion, de la varianza y de la distribucién predictiva de la distribu-

ciones N-Prior es andloga a las estructuras del proceso Dirichlet.

Cabe destacar que la distribucion final de las distribuciones N-Prior existe, pero no se

presenta en esta tesis.
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2.2. Ejemplos de procesos normalizados

Los teoremas presentados en la secciéon anterior seran aplicados a los tres procesos vistos
en la seccién 1.2, lo que servird para mostrar la similitud de las estructuras entre los tres

Procesos.

Proceso Dirichlet o Gamma normalizado

Considerando el exponente caracteristico y la medida de Lévy definidos por (1.7) y (1.6)

respectivamente, tenemos

Esperanza del proceso Dirichlet

Aplicando el teorema 2,

Varianza del proceso D:irichlet

Aplicando el teorema 3,

donde,
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Entonces,

o (B) (e - a(B))

Var, [f) (B)] = (1T a)

Covarianza del proceso Dirichlet

Aplicando el teorema 4,

~ - C)—a(B B C)—a(B B
Couy (P (3r), P (B) = 2O (Ba(B) _ aa(C) o (Br)a(By)
a? a’?(1+a)
Distribucion predictiva a un paso del proceso Dirichlet
Aplicando el teorema 6,
B
Pr(X; e B|X1):&(CL ) 11— 1)+ dx, (B) I,
a(B) 1 1
— — Sv. (B) ——
a l a+1}+X1()a+1
a(B) a 1
= Sv. (B) ——
a 1+a O (B) +1
Distribucion predictiva del proceso Dirichlet
Aplicando el teorema 7,
a(B) 1¢
Pr(X, € BIXy, ..., X,) =w®W—"L 4 — "5y (B
7 (X (X1, X)) =w p +n;’wj x; (B)

Primero obtengamos (2.3) para este proceso,
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Ln (u):/ ve "y (dv):/ v lem B gy
0 0

_ 1 o
_ (n ) / ,Un72€fv(u+ﬁ)d,u
0

(u+0)
— (TL — 1) (7’L — 2) - n—3 _—v(u+p3)
(u—i—ﬁ)2 /0 v € dv
(-1
(@t p)”
Ahora,

(n+1) k - Y
H (nq, "nk>1)_H(nz‘—1)!/ o <U ﬁ) (U‘f‘ﬁ)_n_ldu
k+1 i=1 0 B

:ﬁ (n; — 1)1 L@ L+ 1) (2.30)

F'n+a+1)

k

- ['(a)T (n)
=[I -0+ (2.31)

Pl (n+a)

Con las ecuaciones (2.30) y (2.31) tenemos que (2.21) es

alT(n+ )l (n+a) a

w™ = = :
nTn+a+1)T(n) n+a

n
Para obtener w](- ), observemos que
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(n+1) k o
1T (reoiny 1 on)=n [T (i — 1)!5“/ u (u+ g)~ Y
k i=1 0
i T'(a)T (n+1

i=1

Con las ecuaciones (2.32) y (2.31) tenemos que (2.22)

I T T+tatDD(n) “nta

w(n)_njF(n+1)F(n+a) n

Entonces,

k

a o(B 1
PT(Xn+1€B|X17---aXn):n+a (a)jLn_i_aE:nJéX;(B)-
j=1

Proceso Estable normalizado

Considerando el exponente caracteristico y la medida de Lévy definidos por (1.9) y (1.8),

tenemos
Esperanza del proceso Estable normalizado

Con el teorema 2 tenemos

E, [P(B)}:O‘(B).

Varianza del proceso Estable normalizado

Aplicando el teorema 3 resulta

Var, [15 (B)] =

donde
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Ia:a/ uew(“)/ ve v (dv) du
0 0

> —a L—m)u? > 1—v _—uv
=q ue gl v Te "dv du
0 0

c(1—y)u”

:acF(Q—’y)/ wWhe T T du
0

Entonces,

Var, [15(3)} _aBa=alB)) 4 _

Covarianza del proceso Estable normalizado

Con el teorema 4, tenemos

Couv, (P (B1),

=
&
N2
i

:aa(C’)—a(Bl)oz(Bg) (1—7).

a

Distribucion predictiva a un paso del proceso Estable normalizado

Con el teorema 6, tenemos

Pr(X, e B|X1):@ 11— 1,]+ 6y, (B) I,
B (B (- )
0(5)

:TW+5X1 (B)(1—=1).
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Distribucion predictiva del proceso Estable normalizado
Con el teorema 7, tenemos

B) 1 .
Pr(Xn.1 € BIX1,..., X,) =w™ a(B) | =N wl ox (B).

a n <

La ecuacion (2.3) para este proceso es

i (1) = /0 " uremy (o)

(o]
=c / VI e dy
0

=cu " (n — 7).

Vi
Para obtener w(™, observemos que

o r—)u?
H (1, .y, 1) = T (1 =) HF (ni —) / U(k+1)7’1e_am+du
; 0

(2.33)

(n) & o
| | ni,...,ng)=ck ['(n; — ukwﬂe—a% u.
( ) I ) f}/
k i=1 0
(2.34)

Con las ecuaciones (2.33) y (2.34) tenemos que

k fe'e) cM(1—y)u”
k1D (1= TIT (n; — ) fo e R R )

a i=1
k

D(1—~)u?Y
1F (nz . ’}/) fOOO uk‘fyfle—a < 17”/ u du

ck

)
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(n)

Ahora, para el cédlculo de w; ™, encontramos que

r(1—~)u”
o LA=Vu

[T (oo L= Gy = D D= [t 50,
0

(2.35)

Entonces,

3|
o
=
+
| =
]~

Pr (X, € BlXy,..., Xy) =7 (nj —7) 0x: (B).

Notese que para este proceso el término correspondiente a la distribucion empirica se ve

afectada por 7.

Proceso Gaussiano Inverso normalizado

Considerando el exponente caracteristico y la medida de Lévy definidos por (1.11) y (1.10),

tenemos

Esperanza del proceso Gaussiano Inverso normalizado

Aplicando el teorema 2,
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Varianza del proceso Gaussiano Inverso normalizado

Aplicando el teorema 3,

con

[a:a/ ue‘“l’(“)/ ve v (dv) du
0 0
2

_ [T —as(/2u+72=7) /OOL 1/2 ”’(“*%)d d
a/o ue i \/ﬂv e vdu
:a/oo ueiais(\/mfﬂ’)é (2u + '72)_3/2 du

0

=a ™ / u (2u+ 72)73/2 e~V gy
0
Sea y = \/2u + 72, entonces,

[a:_ ea&y/ y72 (y2 . ,72) efazﬁydy
0l

+ aéy*T (0, ad7y)

ad by [e“”‘s (1 —aoy)
ad

_aby | (e

2 2 ea‘HF (0’ a’(s’y) Y

DO | —

donde T' (a, x) = fxoo to~te~tdt, llamada la funcién Gamma Incompleta, la cual cumple con

IF'a+1,z)=aTl (a,z) + 2% ".

Por lo tanto
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lo cual nos lleva a que

Entonces llegamos a que la varianza es

var. [P(5)] - a (B) <aa2_a<B>> (% ~ @ emr(_mw) |

Covarianza del proceso Gaussiano Inverso normalizado

Aplicando el teorema 4,

Cov, <I5 (B1) P (Bz)> _aa (C) — 62531) a(Bs) 1,
_aa (C) — C;gBl) a(Bs) (% B @ e T (_Laéy)) .

Distribucion predictiva a un paso del proceso Gaussiano Inverso normalizado

Aplicando el teorema 6,

Prxye Bx) =" 1) 1o (B L
_° <aB) 1— % (“527) ¢ T (—1, ad)
+dx, (B) (1 M eI T (=1, ady)
X1 92 9 )
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Distribucion predictiva del proceso Gaussitano Inverso normalizado

Aplicando el teorema 7,
B 1
Pr(X,s1 € BIX1,..., X,) = w™ alB) 1 > wiox. (B).
Para este proceso. (2.3) es
L (u):/ vy (dv)
0

5 /°° g
=— v e
vV 2T 0

) 72 3 n 1
7 () r(ea)

Para el calculo de w™, usamos el resultado anterior y llegamos a que

Qk

VT

Sea y = 1/2u + 7?2, entonces nos queda

(n+1)

H (nl,...,nk,l)
k+1

(5)M1Qﬁﬂrwrenr<

— o

VT

N —
S~—
Q)
Q
S8
3
q\..
3
—~
<
o
|
2
)
S~—
3
<
i
o
3
ml
IS
>
<
QL
<

Aplicando el teorema del binomio a (y? —+?)",

k1 (T2, T (ny — 1)) T (2 ~ 1
_ (i) <Hz—1 (n 2)> (2) ea(gﬂ,/ u" (2U+72)%_n_1e*“5\/mdu,
0
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T 2k : )
1=0
k
s\ (T -9))rG)
=\ = €
™ 2k
(n) (—Vz)n_i (ad)*" 2 F T (1 4+ 24+ k — 2n, ady) . (2.36)
i
i=0
Analogamente,

(n)

H(nl,...,nk)

k

F(TTP. T (n; — & -
_ (i) (Hz—l (n 2)) ea&y/ w1t (2u + 72)%—71 e,a(g, /2u+,yzdu.
0

T 2k—1

Haciendo de nuevo y = /2u + <2 entonces

a > n=1 L _on —a
e 5’*// (yQ _ 72) yk nt1, Jydy
Y
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y aplicando el teorema binomial, tenemos

1

l:c 1 0o n—1
0 * (Hl:l I (nl 2)> eaéw/ (n - 1> (_,72)”_1_i y2i+k—2n+16—a6ydy
v =0

()
() (I i ) S () e [
()

n—1
(n — ].) (_,yg)n—z—l (aé)Zn—Zi—k‘—Z r (2 + 2 + k — 2”, a,(;'y) . (237)

Z ™) (—72)_i (ad) ™' T (14 2i + k — 2n, ady)

S (7 (=) (a8) T (2 + 20+ k — 2m, asy)

(

n
Para obtener w; ), tenemos que

k 1 1 00
)k <Hi:1F (s ?)) (n; —3) €a5’y/ o (2u+72)§*"*167a5\/mdu_
0

Igual que en las dos ecuaciones anteriores, sea y = +/y?> —~? y aplicando el teorema
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binomial,

5\ (I (=) (0 — 4

— ) eaéw/ (y2 o 72)” yk—Zn—le—aéydy
2 ol

LT -y) (- /Z() i i g

()
(F) T
(%)
(%)

k 1 1
5 : <Hi:1 I (nl B §)> (nj B 5) a - n n—i > i+k—2n—1_—a
=\ = = e 67; (2) (_72) A y2itk=2n—1,—ady g,
oV (IS ) )
™ 2k—1
(ZL) (=*)"" (@)™ *7F D (2i + k — 2n, ady) . (2.38)

Con las ecuaciones (2.38) y (2.37) tenemos que

1) zn: (") (=) " (ad) "> T (2i + k — 2n, ady)

™ (=v2) 7 (a8) T (2 + 2i + k — 2n, adv)

Entonces,
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Pr(Xn1 € BlX1,..., X,)

> () (=) (ad) T (14 2i + k — 2n, adv)

_(ad)* () S oL
S T ) @) T 2k 2m, )

Zn: (%) (_72)% (ad) > T (2i + k — 2n, ad)
— . A ox; (B).
(") (—42) 7 (a6) 7 T (2 4 2i + k — 2n, adv)

Observemos que la diferencia principal de los pesos entre este proceso y el proceso Estable
normalizado es (n; — 1) y (n; — 7).
En estos tres ejemplos se puede ver claramente que las estructuras de la media, varianza,

y covarianza, asi como de la distribucion predictiva son semejantes y que todo depende de

los parametros de cada proceso.

2.3. Esquema de la Urna de Pélya

En esta seccion se expone un algoritmo para simular los procesos normalizados a partir del
esquema de la Urna de Pélya. El esquema de la Urna de Pélya relacionado con el proceso
Dirichlet fue presentado por Blackwell y MacQueen [1973] que sustenta un algoritmo de
simulacién de realizaciones del proceso Dirichlet. Basandose en este esquema, Escobar y
West [1995] dan una aplicacién con mezclas de procesos Dirichlet. Ishwaran y James [2001]
mencionan que se puede aplicar la Urna de Pdlya a cualquier proceso con distribucion

predictiva.
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Definicién 4 (Blackwell y MacQueen [1973]). Una sucesion {X, :n > 1} de variables
aleatorias con valores en (X, X), es una sucesion de Pdlya con pardmetro « si, para

todo B C X,

P(X,1 € B|Xy,...,X,) =

donde a, (1) = a () + iéX" ().

Observemos que, para un espacio X finito, la sucesién {X,} se puede ver como los resul-
tados de extracciones sucesivas de una urna que inicialmente tiene « (x) bolas de color x y
donde después de cada extraccion, la bola es remplazada y se agrega otra bola del mismo

color a la urna.

Para las distribuciones N-prior tenemos por el teorema 7 que la distribucién predictiva es

k
1
PT(Xn+1€B|X17"'7Xn)_w )GO(B)—FE ' 1wj 5X]*(B)7
J:

la cual se puede caracterizar por el esquema de la Urna de Pélya.
Considerando el teorema de Blackwell y MacQueen [1973] se puede obtener una muestra

de una funcién de distribucion. En este caso seria para las distribuciones N-Prior.

Sea Zi,...,Z, una muestra de observaciones independientes e idénticamente distribuidas
de Gj.
Sea

X1 =2,

yparai=2,3,...,n
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Z; con probabilidad w1
(XilXq,..., Xi) = o (2.39)
X[, con probabilidad wg'_l y1=1,. ks,

donde k; representa el niimero de observaciones distintas en una muestra de tamano ¢ — 1

i—1) (i-1)

denotadas por X[ ;,..., X[ .,y w1y w; 7 estén dados por la ecuaciones (2.21) y

(2.22) respectivamente.

En el articulo de Ishwaran y James [2001] los autores generalizan este método caracteri-
zando la distribucién conjunta de X, Xs, ..., X,. Este mismo algoritmo se puede utilizar

para los procesos normalizados.

Sea una serie observada, Xi,...,X,, y Z1,...Z, una muestra de observaciones indepen-

dientes e idénticamente distribuidas de Gq. Sea

Xl = Zl’
yparat=2,3,...,n
Z; con probabilidad w1
(Xl X—i) = - (2.40)
X, con probabilidad —-——, j =1,..., k;,

donde X_; denota la muestra de tamano n sin la observacién i.

La Urna de Pdlya para los procesos N-prior tiene la tendencia de obtener valores nuevos
(n)

de X muy lentamente si los valores w; " son mucho mas grandes que el valor de w™ . Es
decir, se tienen que realizar muchas iteraciones antes de obtener un nuevo valor de X*, y

mientras tanto se irdn obteniendo muestras de los valores previos X7, ..., X}.

Esto conlleva a que las realizaciones del proceso se estanquen en ciertos valores, aunque

para algunos procesos N-prior este estancamiento es menor, por ejemplo el proceso Estable.
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Hay dos formas de abordar el problema del estancamiento de las realizaciones del proceso;
una es con las mezclas de procesos normalizados que se definiran en la seccion 2.4 y la otra

es haciendo un remuestreo de X7, ..., X} como lo proponen Ishwaran y James [2001].

Sea C' = (C4,...,C,), donde cada Cj contiene los indices de las X's tales que X corres-
ponde al valor X;, es decir, X; = X7 siy s6lo si C; = j. Entonces hay que muestrear de la

distribuciéon condicional para (X;-‘|C’, 9) paraj=1,...,k.

Como veremos mas adelante, este trabajo tiene como finalidad la comparacién de algunos
modelos dentro de la familia N-prior. Por esta razon, el paso de remuestreo no se lle-

vara acabo ya que afectaria dicha comparacion.

2.4. Mezclas de procesos normalizados

Los procesos normalizados no consideran todas las posibles situaciones que se tienen en el
analisis Bayesiano, por ejemplo los problemas con observaciones continuas. Esta es una de

las principales motivaciones del estudio de mezcla de procesos normalizados.

Antoniak [1974] defini6 la mezcla de procesos Dirichlet, aleatorizando el pardmetro .
P es una Mezcla de Procesos Dirichlet, con distribucién de mezcla H, si para todo k =

1,2,...y cualquier particion By, ..., By del espacio de parametros se tiene que

Pr <]5(Bl) <z,...,P(By) gxk> :/UD(xl,...,:ck|oz(u,Bl),...,(x(u,Bk))dH(u),

donde D (xy, ..., x|, .. ., ap) denota la funcién de distribucién de la distribucién Dirich-

let con pardmetros (aq, ..., ax). Esto se puede denotar como

u~H Plu~ DP(«,) conP:/DP(ozu)dH(u).
U
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Por otro lado, Lo [1984] propone el modelo donde la distribucién inicial de los pardmetros
de un kernel no negativo sigue un proceso Dirichlet.

Sea K (z;u) un kernel no negativo tal que, para cada u, [ K (z;u)dz =1y, para cada z,
[ K (z;u) o (du) < oo. Se define la funcién de densidad f (z|G) = [ K (z;u) G (du) donde

(G sigue un proceso Dirichlet.

Escobar y West [1995] unieron ambos trabajos usando la densidad normal como kernel y

asignando a la distribucion de los parametros de la normal un proceso Dirichlet.

Esta ultima idea se puede aplicar a los procesos normalizados, dando como resultado la

siguiente definicion.

Definicién 5 Sean Yi,...,Y, condicionalmente independientes y tales que (Y;]X;,0) ~
F; (X;,0), donde (X;,0) son los pardametros de la distribucion F;, con i = 1,...,n. Si la
distribucion de 0 es F (0) y la distribucion de X; es incierta y modelada como un proceso
normalizado entonces se dice que los datos vienen de una mezcla de procesos normali-

zados

Denotado esto tltimo, como un modelo jerarquico se tiene

Vi X, 0% F, (Vi X,0) i=1,...,n

X, NP
P ~ N-prior

0~ F (6)

Ishwaran y James [2001] aplican el algoritmo del muestreo de Gibbs para las mezclas de

procesos Dirichlet y para el proceso Pitman-Yor. Dicho algoritmo se puede generalizar al
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caso de los procesos normalizados.

Sea X _; el subvector de X al quitar la coordenada ¢-ésima. Entonces, para la simulacion de
la distribucién final f (X, 0|Y") del modelo anterior, se deben simular valores iterativamente

de la distribucién condicional de (X;|X_;,0,Y) i =1,...,ny de (0| X,Y).
Para simular de la primera distribucién condicional se tiene que

P(X; €-|X_5,0,Y) =P (X; €-10,Yi) + > q}dx: (),

j=1
donde
i o< w® [ £ (G1X.0) Go (@)
y
q; ocw [ (Vi X;,0).
Estos valores estdn sujetos a que ) ¢; = 1.
=0

En las aplicaciones del capitulo 3 se utilizara este algoritmo.

2.5. Distribucién de K,

Ahora, observemos que la tasa a la cual apareceran nuevos valores diferentes en los procesos
normalizados presentados en este trabajo sélo depende de a o de v y no de la forma de a.

Para los procesos normalizados presentados aqui tendriamos lo siguiente.

Proceso Dirichlet
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Pr(Xpm ¢ (X5 XD X0, ..., X,) =

Proceso Estable normalizado

Pr( X, ¢ (X7,.... X)) |Xq,...,X,) = el

Proceso Gaussiano Inverso normalizado

* * 1
Pr(Xon ¢ (X7, X0) X0, X)) = - (a8)” (=)

(%) (—72) 7 (ad) ¥ T (1 + 2i + k — 2n, ady)

TZ; (";1) (—72)71' (aé)fﬂ 242+ k—2n, aé’y).

Observemos que, en el caso del proceso Dirichlet, Pr (X, 41 ¢ (X7,..., X?) [ X1, ..., X,)
no depende de k, sélo de la magnitud de a y del tamano de la muestra n. Para los otros

dos procesos dicha probabilidad depende de los tres parametros; a, k y n.

Ademads, observemos que k es importante en estas distribuciones porque con base en este
parametro se puede obtener la probabilidad de obtener un nuevo valor; si a y v son fijos,
entre mas grande sea k, mas cercana a uno sera la probabilidad de obtener un nuevo valor

fuera de (X7,...,X}).

Lo interesante aqui es saber cudl es la distribucién (tanto de forma inicial como de forma

final) de los valores distintos que tenemos en una muestra de tamano n.

Sea K, la variable aleatoria que denota el niimero de valores distintos en una muestra dis-
creta de tamano n. Entonces al elegir una distribucién N-prior se induce una distribucion

sobre K, la cual no es aleatoria y no siempre se simplifica de una forma razonable.
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Aqui presentaremos dicha distribucién para los casos de distribuciones N-prior aqui anali-

zadas.

Proceso Dirichlet o Gamma normalizado

Antoniak [1974] encuentra la distribucién de K, llegando a

I (a)

Pr (K, =kn) =c, (k)a* m,

(2.41)

donde ¢, (k) es el valor absoluto de un ntimero de Stirling de primera clase.
Esta formula también se conoce como la férmula de muestreo de Ewens [1972] y se utiliza

mucho en biologia matematica.

La figura 2.1 muestra la distribucién inicial de K, para algunos valores de a y n = 60
y se puede observar que conforme a va creciendo, la densidad de K, va teniendo mayor

dispersion hasta llegar a un valor de a tal que la distribucion vuelve a tener menor varianza.

Proceso Estable normalizado

En el articulo de Lijoi, Mena, y Priinster [2006b] se obtiene la distribucién de K, la cual

no depende de a:

Prit, =) = o 0 (5 (2.42)

donde (b),, =b (b+1)---(b+n — 1) denota el factorial creciente. Esta expresion conocida

como la férmula de Pashammer.

La figura 2.2 muestra algunos ejemplos de la distribucién inicial de K.
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Densidad de Kn para un Proceso Dirichlet
n=60

a=1

0.20
]

0.15
|

:k)

a=13 a=40 I

Pr(Kn
0.10
]

0.05
|

0.00
|

Figura 2.1: Ejemplos de Pr (K, = k) considerando un proceso Dirichlet.

Densidad de Kn para un Proceso Estable Normalizado

n=60
gamma=.4 gamma=.99

:k)

Pr(Kn
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
1

Figura 2.2: Ejemplos de Pr (K,, = k) considerando un proceso Estable normalizado.

En esta figura se tomé un tamano de muestra igual a 60, y con esto se observa que con

valores de 7 menores de 0.4 y mayores a 0.9, la moda es 0 y 60 respectivamente. Sobre el
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resto de las distribuciones se puede decir que son planas en comparacion con las mostradas

en el caso del proceso Dirichlet.

Ademas, observemos que el valor maximo de la densidad es menor a 0.12 para las distribu-

ciones donde v # 0.4 y v # 0.99, mientras que con el proceso Dirichlet es mayor a 0.20
(figura 2.3).

Densidad de Kn para un Proceso Estable Normalizado

n=60
gamma=.5
©
o 4
o
gamma=.9
é o
a
o N
o - N
o '\A
o N
o <
° M T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

Figura 2.3: Ejemplos de Pr (K,, = k) considerando un proceso Estable normalizado.

Proceso Gaussiano Inverso normalizado

Lijoi, Mena, y Priinster [2005b] demuestran que la distribucién inicial de K, es

om—k—1 Tl n—1
PT(Kn:k|n):< n—1 )QQ”klf ( > a®) 'T(k+2+2r—2na).
=0

T

(2.43)

La figura 2.4 muestra algunos ejemplos de la distribucién inicial de K.
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Densidad de Kn para un Proceso Gaussiano Inverso Normalizado
n=60

a=10 P a=20
a=5 e f \

0.08
|

Pr(Kn=Kk)
0.04 0.06
1 1

0.02
|

0.00
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Figura 2.4: Ejemplos de Pr (K,, = k) considerando un proceso de Gaussiano Inverso normalizado

Observemos que, con este proceso, los valores maximos de las densidades no pasan de 0.09,
como lo hace el proceso Dirichlet. Ademas ninguna de las densidades graficadas tiene un
valor en su moda menor a 0.06, a diferencia del proceso Estable normalizado. Adicional-
mente, este ultimo proceso tiene densidades cuyo valor en la moda llega a alrededor de

0.03, tal y como se muestra en la figura 2.3.

Es importante mencionar que Pr (K, = k|n) es de utilidad para la especificacién inicial de
la distribucion N-prior. Para los procesos N-prior aqui presentados, a través de la distribu-

ciéon de K, se pueden obtener los valores de a o de 7.



Capitulo 3

Aplicaciones de los procesos

normalizados

Las primeras dos aplicaciones que presentaremos en este capitulo son ejemplos sencillos
donde se consideran mezclas de distribuciones normales con varianzas iguales entre si para
no afectar las comparaciones con otro tipo de ruido.

El modelo jerarquico que se tiene para estas dos aplicaciones es

Vi X;, 18N (Yi|X;,1) i=1,...,n

iid 7

X;~P

P~ N-prior.

Considerando como media inicial del proceso, Go = N (Xi|17, t3), donde,

t* = (méx (Y;) — min (v;))°.

Los algoritmos para realizar estas aplicaciones se implementaron en R y se puede ver mayor

detalle en el apendice.
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3.1. Mezcla uniforme de 3 distribuciones normales

En esta subseccién se replica el ejemplo de Lijoi, Mena, y Priinster [2005b], donde se toma
una muestra de tamano 100 de una mezcla uniforme de tres normales con varianza igual a

1 y medias -4, 0, y 8 respectivamente.

Cabe mencionar que en el trabajo antes mencionado solo hace comparacién entre el proceso
Dirichlet y el proceso IG normalizado, aqui adicionalmente se hard la comparacién con el

proceso Estable normalizado.

El histograma de la muestra de la mezcla se encuentra en la figura 3.1.

Mezcla de 3 Distribuciones Normales

0.10
|
]
]

Density
I
I

il

[ T T 1
-5 0 5 10

0.00
1

Figura 3.1: Muestra de una mezcla de tres distribuciones normales.

Para determinar los pardmetros de la distribucién N-Prior, aparte de G, se consideraron
dos modelos; el primero asigna una distribucién inicial para K, con moda en k = 3 (el

valor verdadero del niimero de grupos) y el segundo modelo tiene moda en k = 8.

Para el primer modelo observamos que los valores de los pardmetros de cada proceso para
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obtener una moda en k£ = 3 son:

Proceso Parametros
Dirichlet a=0.4316
Estable normalizado v =0.52

Gaussiano Inverso normalizado | a = 0.0109

Las graficas de las distribuciones iniciales de K, para cada uno de los tres procesos nor-

malizados estan en la figura 3.2. En ella se puede observar que el proceso Dirichlet le da

a la distribucién inicial de K,, menos dispersiéon, en cambio para los otros dos procesos se

observa que la distribucion es casi plana para los primeros 10 valores de K,,.

Densidad inicial de Kn con moda en k=3
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Figura 3.2: Distribuciones iniciales de K, para los tres procesos normalizados.

Sin considerar a a 6 v como variables aleatorias, una densidad alta en un cierto nimero

de grupos, k , implica que la distribucién aleatoria, N-prior, tendra un porcentaje alto de

realizaciones con k grupos.

Al ajustar el modelo jerarquico para obtener la distribucién predictiva final a través del
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esquema de la Urna de Pélya (algoritmo de Ishwaran y James [2001]), considerando un
periodo de calentamiento de 2,000 iteraciones y generando 10,000 muestras de tamano 100,
tenemos que las graficas de esta distribucién con los tres procesos son muy parecidos al
histograma de la muestra, y inicamente presenta una pequena diferencia cuando se aplica

el proceso Dirichlet, lo cual se puede observar en la figura 3.3.

Distribuciéon Predictiva Final de la Mezcla de 3 Normales
Considerando una distribucion inicial para Kn con moda en k=3

Q -=-- Dirichlet

B f F ﬁ IEGStab|e %%
\% 7?
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0.00
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Figura 3.3: Distribucién predictiva final para los tres procesos normalizados, considerando una moda en

k = 3 para la distribucién inicial de K.

Con respecto a la distribucién final de K,, podemos observar que los tres procesos tienen
una moda en 3 y en particular el proceso Dirichlet da una distribucién final mas dispersa

en comparacién con los otros 2 procesos (figura 3.4).
Ademss el proceso Estable normalizado le da una probabilidad igual a 1 al evento k = 3.
De hecho, se observéd que este proceso desde la primera iteracién después del periodo de

calentamiento arrojaba que el nimero de valores distintos de X's era 3.

El cuadro 3.1 muestra las probabilidades de la distribucién inicial y distribuciéon final para
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Distribucion Final de Kn

Considerando una distribucion inicial para Kn con moda en k=3

3 9
I\
I
© / \
S I
©
c 7 .
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< 1] ---- Dirichlet
S ] . —o— Estable
I — IG
N
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o
S
T T T T T T
0 2 4 6 8 10

Figura 3.4: Distribucién final de K,, para los tres procesos normalizados, considerando una moda en

k = 3 para la distribucién inicial de K.
diferentes valores de K,,.
Como se puede ver en el cuadro 3.1, el proceso Estable normalizado es el que le da ma-

yor probabilidad a k = 3 siguiéndole el proceso IG normalizado y por ultimo el proceso

Dirichlet.
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Distribucién inicial Distribucién final
k | Dirichlet Estable IG Dirichlet Estable IG
Normalizado | Normalizado Normalizado | Normalizado

1 | 0.121552 0.049619 0.048197 0.000000 0.000000 0.000000
2 | 0.271616 0.049947 0.055922 0.000000 0.000000 0.000000
3 | 0.284961 | 0.050060 0.056663 | 0.645900 | 1.000000 0.742800
4 | 0.188596 0.049952 0.056271 0.289600 0.000000 0.216000
5 | 0.089082 0.049619 0.055459 0.057200 0.000000 0.035200
6 | 0.032170 0.049063 0.054337 0.006400 0.000000 0.005000
7 | 0.009283 0.048285 0.052939 0.000900 0.000000 0.000800
8 | 0.002208 0.047293 0.051291 0.000000 0.000000 0.000100
9 | 0.000443 0.046095 0.049414 0.000000 0.000000 0.000000
10 | 0.000076 0.044705 0.047336 0.000000 0.000000 0.000100

Cuadro 3.1: Distribucién inicial y final de K, al considerar una inicial con moda en k = 3.
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Pasando al segundo modelo, donde se da una distribucién inicial de K, con moda en k = §,

los parametros son:

Proceso Parametros
Dirichlet a=1.9
Estable normalizado v = 0.57
Gaussiano Inverso normalizado | a = 0.2365

Las distribuciones iniciales de K, para los 3 procesos estan en la figura 3.5.

Densidad inicial de Kn con moda en k=8
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Figura 3.5: Distribucién inicial de K,, con moda en k = 8.

La figura 3.5 muestra claramente que el proceso Estable normalizado es el que tiene una

mayor dispersién en comparacion de los otros dos procesos.

La distribucion predictiva final para cada uno de los tres procesos se presenta en la figura
3.6, donde se puede ver que el proceso Dirichlet presenta un desfasamiento a la izquierda
en la segunda moda en comparacién con los otros dos procesos, este desfasamiento no es

muy grande. También, como en el primer caso, el proceso Estable normalizado y IG nor-
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malizado le dan una menor densidad al valle que se encuentra entre la primera y segunda

moda, en comparacion con el proceso Dirichlet.

Distribucién Predictiva Final de la Mezcla de 3 Normales

Considerando una distribucion inicial para Kn con moda en k=8
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Figura 3.6: Distribucién predictiva final para los tres procesos normalizados considerando una distribu-

cién inicial de K, con moda en k = 8.

Con respecto a la distribucién final de K,, podemos observar que los tres procesos tienen
una moda en 3 y que el proceso Estable normalizado le da una probabilidad igual a 1 a

este valor de K, (figura 3.7).

En el cuadro 3.2 se puede observar que el proceso Estable normalizado es el que le da una
mayor probabilidad a k = 3, siguiéndole el proceso IG normalizado y por tltimo el Dirich-
let. También cabe mencionar que el proceso Estable normalizado desde la primera iteracion
asign6 k = 3 y que el proceso Dirichlet le da una densidad alta a £ = 4 en comparacion

con los otros dos procesos.

En esta aplicacién se puede observar que si se asigna una distribucion inicial de K, con una

moda lejana por arriba del niimero de componentes de la mezcla original o igual a ésta, la
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Distribucion Final de Kn

Considerando una distribucion inicial para Kn con moda en k=8
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Figura 3.7: Distribucién final de K,, = k considerando una distribucién inicial con moda en k = 8.

Distribucion inicial Distribucién final
k | Dirichlet Estable IG Dirichlet Estable IG
Normalizado | Normalizado Normalizado | Normalizado

1| 0.000287 0.035316 0.006057 0.000000 0.000000 0.000000
2| 0.002825 0.035989 0.017985 0.000000 0.000000 0.000000
3| 0.013046 0.036575 0.031101 0.618100 | 1.000000 0.688400
4 1 0.038011 0.037063 0.041903 0.305200 0.000000 0.251500
5| 0.079040 0.037446 0.049365 0.065700 0.000000 0.050100
6 | 0.125653 0.037717 0.053856 0.009700 0.000000 0.008300
7| 0.159619 0.037871 0.056108 0.001300 0.000000 0.001500
8 10.167105 | 0.037902 0.056767 0.000000 0.000000 0.000100
9| 0.147503 0.037807 0.056304 0.000000 0.000000 0.000100

Cuadro 3.2: Distribucién inicial y final de K,, al considerar una inicial con moda en k = 8.
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distribucion final de K,, serd muy cercana a la moda original. Ademaés el proceso Estable
normalizado le da una probabilidad igual a 1 al nimero de componentes de la mezcla en
la distribucién final de K,,. En cambio los otros dos procesos le dan una mayor densidad

sin llegar nunca a 1.

En la siguiente subseccion veremos qué pasa cuando se asigna una moda inicial lejana por

abajo del ngumero de componentes de la mezcla uniforme de donde provienen los datos.

3.2. Mezcla uniforme de 6 distribuciones normales

En esta aplicacion se tomo una muestra de tamano 180 de una mezcla de seis distribuciones
normales igualmente probables con varianza 1 y medias -10, -5,0,5,10, y 15 respectivamente,
y se le asigné una distribucion inicial de K, con moda en k£ = 4. El histograma de esta

muestra se presenta en la figura 3.8.

Mezcla de 6 Distribuciones Normales
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Figura 3.8: Muestra de una mezcla de seis Distribuciones Normales.
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Para lograr que la distribucién inicial de K,, para cada proceso tuviera una moda en k = 4
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se tomaron los siguiente parametros;

Proceso Parametros
Dirichlet a=0.5911
Estable normalizado v = 0.528

Gaussiano Inverso normalizado | a = 0.2365

Las graficas de las distribuciones iniciales estan en la figura 3.9, donde se puede observar que
las distribuciones del proceso Estable normalizado y IG normalizado son muy parecidas,
y la distribucién correspondiente al proceso Dirichlet tiene poca varianza en comparacion

con los otros dos procesos.

Densidad inicial de Kn con moda igual a k=4
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Figura 3.9: Distribuciones iniciales para K, para los tres procesos normalizados con moda en k = 4

Al ajustar el modelo jerarquico para obtener la distribucion predictiva final a través del
esquema de la Urna de Pélya con un periodo de calentamiento de 2,000 muestras y con-
siderando 10,000 muestras, tenemos que las distribuciones predictivas finales del proceso

Dirichlet y IG normalizado son muy parecidas entre si, mientras que el proceso Estable
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normalizado difiere de los otros dos procesos (ver figura 3.10).

Distribucién Predictiva Final de la Mezcla de 6 Normales

tomando una distribucién inicial para Kn con moda en k=4
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Figura 3.10: Distribucién predictiva final para los tres procesos normalizados considerando una distribu-

cién inicial de K,, con moda en k=4.

La distribucion final de K, para los tres procesos se presenta en la figura 3.11, la cual
muestra que tanto el proceso Estable normalizado como el proceso Dirichlet le dan una
mayor probabilidad a k = 6 y el proceso IG normalizado se lo da a k = 7. Esto también se

puede ver en el cuadro 3.3.

De esta aplicacion se puede concluir que, aunque se asigne una moda para la distribucion
inicial de K, por abajo del nimero de componentes de la mezcla de donde provienen los
datos, en el caso de los procesos Dirichlet y Estable normalizado se llega al nimero de
componentes. Por otro lado para el proceso IG normalizado se tiene un valor aproximado

de este valor.

Ademss, en el caso del proceso Estable normalizado bastaron menos de las 100 primeras

iteraciones del periodo de calentamiento para que empezara a arrojar que la moda de la



80

Aplicaciones de los procesos normalizados

Distribucion Final de Kn

tomando una distribucién inicial para Kn con moda en k=4
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Figura 3.11: Distribucién final de K,, = k considerando una distribucién inicial con moda en k = 4

Distribucion inicial Distribucién final
k | Dirichlet Estable IG Dirichlet Estable IG
Normalizado | Normalizado Normalizado | Normalizado

1] 0.041479 0.034425 0.030018 0.000000 0.000000 0.000000
2| 0.141406 0.034651 0.039666 0.000000 0.000000 0.000000
3| 0.229156 0.034803 0.041811 0.000000 0.000000 0.000000
410.236839 | 0.034878 0.042152 0.000000 0.000000 0.000000
5| 0.176444 0.034876 0.041984 0.006000 0.000000 0.002900
6 | 0.101433 0.034795 0.041588 0.405400 | 1.000000 0.319100
7| 0.047005 0.034634 0.041039 0.347400 0.000000 0.345800
8 | 0.018103 0.034395 0.040361 0.168300 0.000000 0.199100
9| 0.005926 0.034077 0.039570 0.056400 0.000000 0.088000

Cuadro 3.3: Distribucién inicial y final de K, al considerar una inicial con moda en k = 4.
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distribucion final de K,, es 6. Entonces con estas dos aplicaciones podemos decir que el
proceso Estable normalizado converge rapidamente al niimero de componentes de la mez-

cla, K,.

Se realizaron tres aplicaciones adicionales; una de ellas considero una mezcla no uniforme
de distribuciones normales con medias distantes entre ellas y se obtuvieron resultados se-
mejantes a las dos aplicaciones anteriores. En las otras dos aplicaciones se consideraron
distribuciones normales con medias muy cercanas, por ejemplo 1, 1.1, 1.3, y diferian en
que una consideraba una mezcla uniforme y la otra no. La moda de la distribuciéon final
de K, en ambos casos fue igual a uno, es decir estos tres procesos no distinguen el niimero

de componentes en una mezcla cuando se tienen medias muy cercanas.

La siguiente aplicacion sera con datos reales que se han usado en literatura Bayesiana no

paramétrica.

3.3. Datos de la galaxias

En esta aplicacién se considerd la base de datos de la medidas de velocidad (1000 km/s)
de 82 galaxias que divergen a nuestra galaxia. A partir de la teoria del Big Bang se sabe
que existen puntos de atraccién, y varios astrénomos han demostrado que existen con-
glomerados que son formados por estos puntos, pero hay datos que sugieren que existen

superconglomerados, tema que ain no se demuestra.

Estos datos fueron dados a conocer en Roeder [1990] y han sido utilizados en diversos
articulos para ilustrar diferentes modelos de mezclas. Entre estos trabajos destacan Esco-
bar y West [1995], donde concluyen que hay entre 3 y 7 conglomerados, y Lijoi, Mena, y
Priinster [2006a], donde aplican las N-Priors a estos datos y mencionan que los resulta-

dos dentro de la literatura arrojan resultados entre 3 y 8 para el nimero de conglomerados.
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El modelo que se utilizo en esta aplicacion es un modelo de mezclas de normales con media
y varianza desconocidas, es decir,
ind .
P~ N-prior

Considerando a la media incial del proceso, Gy = N (mi|,u, %) Ga (Vi_1|2, 1) y
p~N (p]0,0.001)
T~Ga (1]1,100)

El histograma de estos datos se presenta en la figura 3.12.

Histograma de los datos de las galaxias
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Figura 3.12: Datos de las Galaxias.

Se consideraron dos distribuciones iniciales para K, la primera con una moda en £ = 5
y la segunda con k£ = 25. Ademas, solo se consideraron los procesos Dirichlet y el proceso
Estable normalizado; el proceso IG normalizado lo excluimos ya que entre éste y el proce-

so Estable normalizado, este tltimo se aproximé mejor al niimero de componentes de las
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mezclas en las dos aplicaciones anteriores.

Para lograr que las distribuciones iniciales de K, para cada proceso tuviera una moda en

k =5 se tomaron los siguiente pardametros;

Proceso Parametros

Dirichlet a = 1.003
Estable normalizado | v = 0.5489

En la figura 3.13 (distribuciones iniciales), se puede observar que el proceso Estable normal-
izado tiene una distribucién mas “plana”, y el proceso Dirichlet le da una mayor densidad

ak=>.

Densidad inicial de Kn con moda en k=5
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Figura 3.13: Distribuciones iniciales para K, para los dos procesos normalizados con moda en k = 5

para los datos de las galaxias.

Se ajustd el modelo jerarquico descrito en la seccion 2.4, considerando un periodo de
calentamiento de 2,000 muestras y generando 10,000 muestras para la obtencién de la dis-

tribucion predictiva final para cada uno de los dos procesos: proceso Dirichlet y Estable
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normalizado. La figura 3.14, muestra que la distribucién predictiva final para los procesos
Dirichlet y Estable normalizado al inicio son iguales, pero en la parte donde existe una
mayor densidad empiezan a tener diferencias. Ademads, se observa que en esta parte el

proceso Dirichlet tiene un pequena asimetria a la izquierda, en los valores de 21 a 23.

Distribucion Predictiva Final de los datos de las Galaxias

Considerando una distribucion inicial para Kn con moda en k=5

n
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Figura 3.14: Distribucién predictiva final para los dos procesos normalizados considerando una distribu-

cién inicial de K,, con moda en k=5 para los datos de las galaxias.

En el caso de la distribucion final para K,, se observa en la figura 3.15 que el proceso
Dirichlet le da una mayor densidad al valor de & = 6, mientras el proceso Estable normal-

izado se lo da al 8.

Se puede ver claramente en el cuadro 3.4 como cada proceso le da una mayor densidad a
un valor diferente de K,,, y que la moda del proceso Dirichlet tiene mayor probabilidad en

comparacion con la moda resultante del proceso Estable normalizado.

Ahora, veamos qué pasa cuando se asigna una distribuciéon inicial con moda en k = 25,

para lo cual se consideraron los siguientes parametros;
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Distribucion Final de Kn

Considerando una distribucion inicial para Kn con moda en k=5
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Figura 3.15: Distribucién final de K,, considerando una distribucién inicial con moda en k = 5 para los

datos de las galaxias.

Proceso Parametros

Dirichlet a = 11.8787
Estable normalizado | ~ = 0.707

La distribucién inicial que es menos informativa es la del proceso Estable normalizado,

figura (3.16).
Considerando un periodo de calentamiento de 2,000 iteraciones, se tomaron 10,000 mues-
tras del modelo jerarquico para obtener la distribucién predictiva final y la distribucién

final de K, para cada uno de los dos procesos.

La figura 3.17 muestra la distribucién predictiva final y se observa que las dos distribu-

ciones tiene una asimetria hacia la izquierda.

En el caso de la distribucién final para K, se observa en la figura 3.18 que el proceso
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Densidad inicial de Kn con moda en k=25
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Figura 3.16: Distribuciones iniciales para K, para los dos procesos normalizados con moda en k = 25

para los datos de las galaxias.

Distribucién Predictiva Final de los datos de Galaxias

Considerando una distribucién inicial para Kn con moda en k=25
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Figura 3.17: Distribucién predictiva final para los dos procesos normalizados considerando una distribu-

cién inicial de K,, con moda en k = 25 para los datos de las galaxias.
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Distribucién Inicial Distribucién Final

k | Dirichlet Estable Dirichlet Estable
Normalizado Normalizado

1| 0.012050 0.045580 0.000000 0.000000
2 | 0.060163 0.046317 0.000000 0.000000
31 0.140294 0.046868 0.000000 0.000000
4 | 0.205417 0.047220 0.063900 0.031400
510.213734 | 0.047362 0.229200 0.093300
6 | 0.169333 0.047285 0.300500 0.139800
7| 0.167825 0.046984 0.226800 0.159500
8 | 0.055284 0.046456 0.119400 0.163500
9| 0.024044 0.045702 0.043700 0.134300

Cuadro 3.4: Distribucién inicial y final de K, al considerar una inicial con moda en k = 5 para los datos

de las galaxias.

Estable normalizado asigna una moda menor a 10.

En el cuadro 3.5 se puede ver claramente cémo cada proceso le da una mayor densidad a

un valor distinto de K,, pero siempre el proceso Estable normalizado esta fuera del rango

de 3 a 7 que proponen Escobar y West [1995], aunque si estd dentro del rango que se ha

observado dentro de la literatura que mencionan Lijoi, Mena, y Priinster [2006a].

Con los datos de las galaxias, se observo que el proceso Estable normalizado asigna una

mayor densidad a k£ = 8 ain cuando se le asigna una distribucién inicial de K, con moda

en k = 25. Este mismo proceso asigna un numero de conglomerados cercano al intervalo

entre 3 y 8.
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Distribucién Final de Kn

Considerando una distribucién inicial para Kn con moda en k=25

®
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Figura 3.18: Distribucién final de K,, considerando una distribucién inicial con moda en k = 25 para los

datos de las galaxias.

El proceso Dirichlet se ve afectado grandemente por la distribucién inicial de K, que se
asigne. A manera de ilustracion, cuando se asigna una moda de k = 25, este proceso ob-

tiene alrededor de 15 conglomerados.
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Distribucién Inicial Distribucién Final
k | Dirichlet Estable Dirichlet Estable
Normalizado Normalizado

4 | 0.000000 0.016242 0.000000 0.026000
5 | 0.000000 0.016819 0.000000 0.061000
6 | 0.000000 0.017403 0.000200 0.100500
7 | 0.000000 0.017992 0.000700 0.121600
8 | 0.000000 0.018585 0.003600 0.137000
9 | 0.000000 0.019179 0.011300 0.130000
10 | 0.000010 0.019771 0.027200 0.113800
11| 0.000040 0.020358 0.046300 0.090700
12| 0.000133 0.020938 0.080100 0.067500
13| 0.000395 0.021506 0.103300 0.054200
14 | 0.001045 0.022059 0.124400 0.036100
15| 0.002483 0.022593 0.132400 0.025600
16 | 0.005333 0.023103 0.130800 0.013200
171 0.010401 0.023586 0.105200 0.010200
18 | 0.018507 0.024035 0.080100 0.005400
19| 0.030158 0.024446 0.062500 0.003500
20 | 0.045168 0.024814 0.037500 0.001200
21 | 0.062367 0.025133 0.023500 0.000800
22 | 0.079610 0.025399 0.013300 0.000800
23 | 0.094182 0.025605 0.008300 0.000300
24 | 0.103498 0.025747 0.004900 0.000200
25| 0.105860 | 0.025820 0.002100 0.000200
26 | 0.100966 0.025818 0.001300 0.000000
27 | 0.089957 0.025738 0.000600 0.000000
28 | 0.074956 0.025576 0.000400 0.000000

Cuadro 3.5: Distribucién inicial y final de K, al considerar una inicial con moda en k = 25

para los datos de las galaxias.
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La estadistica Bayesiana no paramétrica resulta ser robusta en comparacion a la estadistica
Bayesiana paramétrica porque no se tienen que hacer supuestos demasiados restrictivos so-
bre las distribuciones de los datos. Ademas, la estadistica Bayesiana no paramétrica toma
las distribuciones iniciales sobre un espacio de funciones de densidad y es mas consistente

con el teorema de de Finetti.

La presente tesis explord alternativas al proceso Dirichlet llamadas distribuciones N-prior,
las cuales consisten en la normalizacion de procesos de Lévy e incluyen al proceso Dirich-
let. Ademas se expusieron las mezclas de procesos normalizados, observando que se pueden
implementar los algoritmos de simulaciéon basados en el esquema de la Urna de Pélya del

proceso Dirichlet sustituyéndolo por un proceso normalizado.

En particular, en este trabajo se consideraron tres procesos normalizados: proceso Gam-
ma (Dirichlet), proceso Estable y proceso Gaussiano Inverso, los cuales se utilizaron para
ejemplificar las propiedades de las distribuciones N-prior, asi como para el desarrollo de
las aplicaciones presentadas. Las aplicaciones se realizaron con datos simulados asi como
con la base de datos de las velocidades de las galaxias que se ha utilizado dentro de la

literatura de la estadistica Bayesiana no paramétrica.

Adicionalmente se mostro la importancia de la distribuciéon del nimero de valores distin-

tos en una muestra, K,, ya que ayuda para determinar los valores de los parametros del
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proceso normalizado, asi como para encontrar el nimero de componentes en una mezcla.

Actualmente se sigue investigando otros usos para la distribucién de K.

Dentro de los tres procesos presentados en esta tesis, se observé que la distribucién inicial
de K, para el proceso Estable normalizado y el proceso IG normalizado es casi plana y
la distribucién final de esta misma variable para estos procesos resulté tener una moda

cercana o igual al nimero de componentes de la mezcla de donde provenian los datos.

Para el caso del proceso Dirichlet, la distribucion final de K, resultd, en las dos primeras
aplicaciones presentadas aqui, ser afectada por la distribucion inicial de esta variable ya
que al dar una moda inicial diferente del nimero de componentes de la mezcla de donde
provenian los datos, este proceso arrojaba una moda final para K, contraria al nimero de

distribuciones involucradas en cada una de las mezclas de las aplicaciones.

Los procesos presentados se pueden implementar de una manera sencilla, aunque desde mi
punto de vista el proceso Estable normalizado arroja resultados cercanos a los valores de
donde se obtuvieron las muestras y ademas converge con mayor velocidad en comparacion
con los otros dos procesos. Aunque cabe destacar que la distribucién predictiva final de

este proceso no en todas la aplicaciones se ajusto a los datos completamente.

Existen otras familias de distribuciones que se pueden usar dentro de la estadistica Bayesiana
no paramétrica; las distribuciones Gamma Generalizada, ver Lijoi, Mena, y Priinster [2005a],
que incluye al proceso Estable normalizado y al IG normalizado; y las distribuciones Dirich-

let Dependientes, para mayor referencia ver MacEachern [1999] y Griffin y Steel [2004].



Apéndice

Los algoritmos se realizaron en R, considerando como base el modelo jerarquico y el algo-
ritmo de Ishwaran y James [2001], y los pesos del proceso IG normalizado se obtuvieron
en PARI porque tiene una mayor precisién y es capaz de manipular nimeros mas grandes

y mas pequenos en comparacion con R.

Ambos paquetes computacionales se obtienen gratuitamente. R se obtiene de http://www.r-

project.org/ y PARI de http://pari.math.u-bordeaux.fr/download.html.

El algoritmo en R resulto ser lento porque se tarda entre 2 y 3 minutos en promedio para

obtener 1,000 muestras.

Algoritmo para la mezcla de normales.

Dada una muestra de tamano n de Y, para generar la distribuciéon predictiva final tenemos:
1. Generar una muestra de tamano n de XZ-(O) ~ N (Xi\}_/, t3)

. Obtener el vector Xijifl).

(\V]

3. Calcular el valores de kU=, ny_l)‘s y X;(Fl)’s.

(G-1) (n—1)=D
V w,; .

4. Calcular los pesos del proceso seleccionado, w1 ;

G- (G-1) .
5. Generar los pesos ¢;~ ' v ¢; ', sabiendo que:
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a) P(X;€-) « N (Y;|X;,1) N (Xi|}7,t3), y de donde se obtiene que P (X; € ) =
(X |t Yi+Y t3+1>.

+1 0 3

b) J £ (ViIX,0) Go (aX) = [ N (X|Z5E, £51) = N (Vi|Y, £+ 1).

t3+1 )3

t3+1 )3

3v. \/ 1. *
X-(j)|X(jA_1) Ly Z ~N <Z s 4 tS“)con probabilidad ¢

X ;(jfl) con probabilidad ¢;

7. Regresar a paso 2.

Algoritmo para los datos de las galaxias.

Dada una muestra de tamano n de Y, para generar la distribucién predictiva final tenemos:
1. Generar una muestra de tamano n de \/;_1(0) ~ Ga (Vi 12,1)

©
N 0 v,
2. Generar una muestra de tamano n de mg ) (mZ\Y, B )

3 x© _ <m§0),V[1(°)>

)

4. Obtener el vector X(_ji_l)

5. Calcular el valores de kU=, néjfl)‘s y Xj*(j_l)’s.

- 1)1
6. Calcular los pesos del proceso seleccionado, W=D gyl

7. Generar los pesos q*(] y q}‘“ sabiendo que:

a) P(X; €-) o< N (Yy|m;, Vi) N (my|pe, 2) Ga (V; "2, 1), y de donde se obtiene que

1(v;, - V)
P(Vie)=Gal|Vi=+1,14-2"") ),
(Vie) a( SRR T )

Y + 15Y; 15

15 (1+15)V

) [ f(Yi|X,0) Go (dX) = Stu (Y;]5, p, 25).



94

Apéndice

8. X.(J’)|X(J:—1) 1Y = Z ~ F con probabilidad g;.
X;f(jfl) con probabilidad qj.

Yi-v)’
1415

donde Z = (m,V)y F = Ga <V|%+1’1+%<

9. Regresar a paso 4.

>N<m

Y+15Y;
15

15
’ (1+15)v)'
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