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Introduccion

Los griegos conocian algunos métodos geométricos para solucionar algunos problemas
algebraicos. Pero, la relacién entre los puntos de un plano y del espacio con ecuaciones
algebraicas se debié a los métodos de coordenadas cartesianas. Tales métodos, aparecie-
ron independientemente con descartes y Femat, progreso la notacion algebrica y el célculo
infinitesimal. Nacen asi la geometria algebrica y la geometria diferencial.

La geometria algebrica comienza con el estudio de las curvas y supeficies algebricas y
sus relaciones, posteriormente aparece el concepto general de variedad algebrica. Descar-
tes definio la nocién de curva y la generalizé. La idea de dimensién era intituiva, hasta
que Fermat da una nueva notacion. Como sabemos la geometria estudia los invariantes de
estos objetos. El primer invariante que se conocié fue el de grado. La invarianza del grado
de un curva plana al cmabiar de ejes, la conocia Descartes. También en el siglo XVIII,
se sabia que el grado de un superficie era invariante bajo un cambio de ejes y bajo cierto
tipo de transformaciones lineales.

Euler inici6 la geometria algebraica, relacionando la la respresentacion parametrica de
una curva con su ecuacion cartesiana. La idea general de representaciéon paramétrica de
una curva fue idea deBarrow y Newton. Pero la existenciade tal representacion fue dada
por Rieman.

Al estudiar las tangentes de una curva, fue inevitable pasar por alto las singularidades
de una curva. Al comienzo sélo se les analizo y clasificd, posreriormente, surgié el problema
general de la existencia de unmétodo para remover puntos singulares. Parallegar a esto,
se necesito la aparacion de nuevas herramientas y terminos. Al mismo tiempo,aparecié el
problema de la evaluacion del niimero de puntos de interseccion de dos curvas algebraicas
plana de diferentes grados.

A principios de siglo XX, el primero de tratar de ver tales cuestiones, pertenecientes
a la Geometria Algebraica, fue Italia. Al comenzar a dar respuestas, se fundamento y
creci6 la teria de las superficies algebraicas con mateméticos como Castelnuevo, Enriques
y Severi. Con tal estudio empezarén a relacionarse herramientas puramenta geométricas,
topoldgicas y analiticas. Se sistematizarén definiciones de algunas ideas como la variedad
algebraica. Sin embargo, algunas ideas y conexiones eran intuitivas.

La escuela americana fue la que fundamento firmemente por medio del algebra, los
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Resolucion de Singularidades Algebraicas 8

huecos de la teoria desarrollada por los italianos. Algunos representantes de tal escuela
fueron Chow, Weil y Zariski. Tomarén algunas observaciones sobre curvas algebraicas,
hechas por matem’aticos anteriores, como Dedekind y Weber. "Estos notar’on que para
argumentar su teor’ia de las curvas algebraicas, no era necesario usar todas las propieda-
des topol’ogicas del campo de los n'umeros compljos. basta, con usar su propiedad de ser
un campo algebraicamente cerrado y que su caracter’istica era cero.

Ahora el lenguaje comin y conocido de la Geometria Algebraica, se debe las técnicas
de Algebra Conmutativa introducidas por Serre y Grothendieck. En el presente, el desa-
rrollo de la Geometria Algebraica es rapido y extenso. Uno de los poblemas que se sigue
estudiando es la de remover singularidades.

El objetivo principal de la tesis es mostrar la existencia de un método que permi-
te remover singularidades de curvas algebraicas sobre superficies suaves. También, busca
explicare el comportamiento de tal método, que es un caso particular del Teorema de
Hironaka. Por tanto se dan resultados que permitan la mejor comprension de la demos-
tracon del teorema, la cual involucra una parte considerable de la estructura moderna
de la geometria algebraica. El teorema es indispensable para la Geometria birracional de
superficies no singulares, que nos da una correspondencia birracional entre una curva de
singularidades y una curva suave. La tesis se divide en cinco partes.

En el primer y segundo capitulos estan los conceptos principales que permiten com-
prencién de la tesis,como variedades afines y proyectivas. Se dan algunas definiciones
como: singularidades, espacio tangente, anillo coordenado, entre otros. Algunos de los re-
sultados de esta parte pertenecen al Algebra Conmutativa, y otros son productos de tales
resultados.

El capitulo tres trata de las aplicaciones entre variedades y el productoentre varieda-
des afines.

El capitulo cuatro introduce la idea de explosiones. Se acompafia con algunos ejem-
plos, para familiarizar al lector con esta herramienta, pues es el instrumento principal
para remover singularidaes de una curva.

El ultimo capitulo plantea el problema de resolucion de singularidades de curvas alge-
braicas sobre superficies suaves. Siendo esto un caso particular del problema dado por H.
Hironaka en Resolution of singularities of algebraic varieti over a field of characteristic
0. Se realizara un analisis cuidadoso, con el fin de obtener una mejor comprensién del
método de desingularizar curvas.

Jaime Lugo G.



Preliminares

En esta parte se daran la notaciéon y resultados de algebra conmutativa, asi como otras
nociones basicas para el desarrollo del trabajo.

Al referirnos a anillos, estaremos pensando en anillos conmutativos con unidad. Una
aplicacion entre anillos serd un homomorfismo de anillos. Un campo es un anillo conmu-
tativo en el que cada elemento distinto de cero, posee inverso respecto a la multiplicacién.

Un dominio entero R posee un campo de cocientes K. Este es un campo que contiene
a R como subanillo, y todo elemento de K se puede escribir (no necesariamente de forma
tinica) como cociente de dos elementos de R. Todo homomorfismo inyectivo, de R en un
campo L, se extiende de modo tinico a un homomorfismo de K en L (Véase [7]).

Para todo anillo R, denotamos R[X] al anillo de polinomios con coeficientes en R. El
grado de un polinomio > a;X* € R[X] es el mayor entero d tal que ag # 0; el polinomio
se llama mdnico si ag = 1.

El anillo de polinomios en n variables sobre R se designa por R[X1, ..., X,;]. Los mo-
nomios de R[X7, ..., X,] son las expresiones XleQiQ, oy X con 1j enteros no negativos;
el grado del monomio es i1 + iy + ... + i,,. ' es homogéneo, o una forma, de grado d, si
todos los monomios son de grado d. Todo polinomio F tiene expresion tnica de la forma
F = Fy+ ...+ Fy, donde F; es una forma de grado i; si Fy # 0, d es el grado de F.

Un elemento a de un anillo R se llama irreducible si es de la forma a = be, b, ¢ € R, con
b o ¢ unidades. Un dominio entero R es un anillo de factorizacion unica, si todo elemento
no nulo de R se descompone de manera unica en producto de elementos irreducibles salvo
unidades y el orden de los factores. Si R es un dominio de factorizacién tnica con un
campo de fracciones K, entonces un elemento irreducible F' € R[X] permanece irreduci-
ble en K[X]; de ello se sigue que si F'y G son polinomios de R[X] sin divisores comunes,
entonces tampoco tienen divisores comunes en K[X]| (Véase[7]). Si R es un dominio de
factorizacién tnica, entonces k[ X1, ..., X,,] es un dominio de factorizacién tinica para cual-
quier campo k. El campo de fracciones de k[X1, ..., X,,| se indica por k(Xq,..., X,,) y se
llama campo de funciones racionales de n variables sobre k.

Un ideal I de un anillo R es propio si I # R. Un ideal propio es mdximo si no esta con-
tenido en ningun otro ideal propio distinto de él. Un ideal primo es un ideal I tal que si
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abée ] entoncesaclobel.

Un conjunto S de elementos de un anillo R genera el ideal I = {> a;s; | s; € S,a; €
R}. Un ideal es de generacidn finita si estd generado por un conjunto finito S si. Dicho
ideal se denota I = (f1,..., fn). Un ideal es principal si estd generado por un sélo ele-
mento. Un ideal principal I = (a) en un dominio de factorizacién tinica, es primo si y sélo
si a es irreducible.

Sea [ un ideal en un anillo R. El anillo cociente de R médulo I, designado por R/1,
es el conjunto de las clases de equivalencia de los elementos de R con la relacién de equi-
valencia dada por a ~ b si: a — b € I. La I-clase residual de a es la clase que contiene
al elemento a; tambien se le designa por a. La funcién 7: R — R/I que manda cada
elemento de R en su [-clase residual, es un homomorfismo de anillos.

Un ideal propio I de R es primo si y sélo si R/I es un dominio entero; y es maxi-
mo si y s6lo si R/I es un campo. Observemos que todo ideal méximal es primo. (Véase [7])

Sea k un campo, e I un ideal propio en k[X]. El homomorfismo 7: k[X] — k[X]/I se
restringe a un homomorfismo de k en k[X]/I. Entonces k es un subanillo de k[X]/I; en
particular k[X]/I es un espacio vectorial sobre k (Véase[7]).

Sea R un anillo, a € R, F € R[X], y a es una raiz de F, entonces F(X) = (X —a)G
con G € R[X]. Un campo k es algebraicamente cerrado si cualquier F' € k[X], no cons-
tante, tiene una raiz en k. Se tiene entonces que F' = p [[(X — A;)® con p, \; € k, donde
las \; son las distintas raices de F', y e; es la multiplicidad de la raiz ;. Un polinomio de
grado d tiene d raices en k, contando sus multiplicidades.

Definicién 1. Un anillo se llama noetheriano o de Noether si todo ideal del anillo es de
generacion finita.

Los campos y los dominios de ideales principales son anillos noetherianos.

Definicién 2. Si R es un dominio entero, llamaremos al anillo de las series formales

de potencias con n variables Xy, ..., X,, sobre R al conjunto R[[X1,...,X,]] formado por
todas las sucesiones {F,,}>°_, en R[Xi,...,X,] tales que F,, es una forma de grado m.
Observamos que R[[X1,...,X,]] adquiere estructura de anillo conmutativo con unidad

con las operaciones dadas por;

S Fut 3G = Y (Fut G
(Z Fm)(z Gp) = Z( Z FiGj>-
m=0 m=0 m=0 m=i+j

Jaime Lugo G.
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o0
i1 7
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t1+...+in=0

Definicién 3. Sean X e Y espacios topolégicos. Una funcion f : X — Y se dice que es
continua si para cada subconjunto abierto U de Y, el conjunto f~1(U) es un subconjunto
abierto de X.

Definicién 4. Sean X y Y espacios topoldgicos; v f : X — Y una biyeccion. Si la
funcién f y la funcién inversa
iy — X

son ambas continuas, entonces se dice que f es un homeomorfismo.

Un homeomorfismo f : X — Y proporciona una correspondencia biyectiva, no sélo entre
X y Y, sino entre las colecciones de conjuntos abiertos de X y de Y.

Definicién 5. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff. Diremos que X es una variedad
n-dimensional si para cada a € X, existe una vecindad U abierta de a homeomorfa a un
abierto de R™. Si ¢ : U — W es el homeomorfismo, donde W es un subconjunto abierto
de R™, entonces la pareja (U, ¢) es llamada una carta. Al conjunto de cartas, {(U;, ¢;) }ier
tal que X = U;¢;U;, donde I es un conjunto de indices, se llama un atlas para X.

Definicién 6. Sea ¢ una funcion con valores complejos definida en un conjunto abierto
W C C. Decimos que ¢: W — C es holomorfa sobre W si para toda a € W, existe una
vecindad U de a, U C W, y una sucesién {a, }»>o de nimeros complejos tales que la serie

Z an(z —a)"

converge a f(z) para cada z € U.

Sean U y U’ son subconjuntos abiertos de C™. Definimos una aplicacién bi-holomorfa
de U a U’ como una aplicacién holomorfa con una inversa holomorfa.

Definicién 7. Sea W C C un abierto. Denotamos H (W) el conjunto de funciones holo-
morfas sobre W.

Jaime Lugo G.
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Obs: El conjunto H(W) es una C-algebra (Ref[]). Sea a € C. Consideremos el conjun-
to de parejas (U, f) donde U es un abierto que contiene a a y f € H(U). Decimos que
(U, f) ~ (V, g) si existe W vecindad de a con W C UNV y tal que flw = g|w. Es claro
que ~ es una relacion de equivalencia. Una clase de equivalencia obtenida por esta relacion
se llama un germen de funcion holomorfa en a y se denota por f,. Denotamos por O,
al conjunto de todos los gérmenes en a. Si f, € O,, definimos f,(a), como f,(a) = f(a),
tomando a f como representante de f,.

De la definicion de relacion de equivalencia, este valor no depende del representante
de f,. De la misma forma definimos los valores en a de la k-ésima derivada de f, como
fék)(a) = f®)(a), donde f es un representante de f,.

Definicién 8. Consideremos { X, }5° , una coleccién numerable de espacios métricos. Para
cada n € N, consideremos [ : X, ,; — X, una funcién de X,,;; en X,,. La sucesién
{X,,, [} de espacios y funciones es llamada una sucesidn inversa.

Definicién 9. El lfmite inverso de una sucesién inversa {X,,, f*1} es el subespacio del
espacio producto [[)7, X,, definido como

Xo = lim{X,,, fi*1} = {{z.} € T | 7 ) = T .
n=1

Jaime Lugo G.



Capitulo 1
Variedades Afines

En el presente capitulo se dardn los conceptos de variedad afin, espacio tangente de
Zariski, dimension de una variedad, punto suave, punto singular, anillo de coordenadas,
anillo local de una variedad en un punto, espacio tangente y dimensiéon de una variedad.
Tambien se darédn algunos ejemplos.

Definicién 10. Un conjunto algebraico cerrado X en C™ es el conjunto de ceros de un
numero finito de polinomios fi, ..., f,, es decir, el conjunto de todas las z = (x4, ...,x,) €
C™ tal es que f;(x) = 0 para todo 7, con 1 < ¢ < m. Denotamos a X por V(f1,..., fm)-

SiUd = (f1,..-, fm) es un ideal en el anillo de polinomios C[X7y, ..., X,] entonces el
conjunto de ceros de toda f; es también el conjunto de ceros de toda g € U, donde
g=> 1 af; con a; € C. Denotamos a X también por V(U).

Proposicién 1.

1. Sily C U, entonces V(Uy) 2 V(Us).

2. V(U)UV(Uy) = V(U NUy) =V (Ulh).

3. V(Zael Ua) = ﬂael VlUs).

4. Si M, es el ideal maximal (X; — z1,...,X,, — x,), entonces V(M,) = {z}.

5. SivU ={f e C[X] | f™€cU, para alguna m > 1} es el radical de U, entonces

Definicién 11. Una variedad afin es un conjunto algebraico cerrado V(B) de C" si B es
un ideal primo.

13
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Ejemplo 1. 1. Elespacio C", el conjunto vacio; y un punto, son ejemplos de variedades
algebraicas afines.

V(0)=C"
V(1) =0
V(X —ay, .. X, —an) ={(a,...,a,)}.

2. Una curva plana afin es el conjunto de ceros de un polinomio complejo no constante
en el plano complejo C?, como se muestra en las siguientes figuras.

(a) V(y —a?) (b) V(z?y + zy® —2* —y*) (c) V(y? —a? — 2%
Figura 1.1: Tres ejemplos de graficas

3. El conjunto de ceros de un polinomio en C™ es una hpersuperficie. El cono cuadratico
es un tipico ejemplo de una hipersuperficie.

Figura 1.2: V(22 + y? — 2?%)

Jaime Lugo G.
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4. Un hiperplano afin es el conjunto de los ceros de un polinomio lineal en C".
Una variedad algebraica lineal afin es el conjunto de los ceros de una coleccion de
polinomios lineales de la forma

a1, + a9y + ... + apT, — b

en C". Si k hiperplanos son linealmente independientes, la variedad lineal es un
espacio complejo de dimensién n — k.

5. El conjunto de todas las matrices de n x n puede ser identificado con el conjunto
C™*. Este espacio contiene algunas familias de objetos como variedades algebraicas
afines. Por ejemplo, el subconjunto SL(n,C) de matrices con determinante 1, forma
una variedad algebraica afin en C™. En efecto la hipersuperficie definida por la
eciaciéon A — 1 =0, donde A denota el determinante

11 ... Tin
A(SL’Z]) = det
Tnt .- Tpn

el cual es un polinomio en las n? variables z;;, es una variedad algebraica afin

Definicién 12. Se llama topologia de Zariski a la topologia cuyos cerrados son los con-
juntos algebraicos

Como consecuencia de (2) y (3) de la Proposicién 1 los subconjuntos V(U) de C de C
satisfacen la definicién de esta topologia.

Los conceptos topolégicos en esta tesis siempre se referiran a la topologia de Zariski.

Ahora pasemos a las demostraciones de la Proposicion 1.
Demostracion.

1. Sea z € V(Us), esto implica que f(z) = 0 para toda f € Us. Como U; C Us enton-
ces f(x) = 0 para f € U; lo cual implica que x € V(U;) por lo tanto V (Us) C V (Uy).

2. Seaz € V(U) UV (Us) siy solosi f(x) = 0 para toda x € V(U;) y para toda
x € V(Us) equivalentemente f € Uy NUy es decir x € V(U NUs).
Ahora demostraremos que V(U;) UV (Us) = V(Uilhy) como Uy y Uy son ideales
tenemos que Uiy C U; y también U U C U, entonces

y tomando la unién de conjuntos tenemos que V (Us) UV (U;) C V (Uhihs).
Ahora si x € V(Uilhy), esto implica que existen f,g en Uy Us tal que fg € Uils,

Jaime Lugo G.
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fg(x) = 0, pues = € V(Uhity), f(x)g(x) = 0. Asi f(x) =00 g(x) =0, si f(x) =0
tenemos que x € V(U;) andlogamente para g(x), entonces x € V(U;) UV (Us) con
lo que podemos decir que

VU) UV W) = V(U NU) = V(Uhik).

3. Como V(3 ;o) =V(UuesUa)- Seax € V(e Ua) siy sélosi f(x) = 0 para to-
da f € Uy, « € {1,...}. Entonces x € V(U,) para toda «, es decir z € ()., V(Us).

4. Tenemos que M, es ideal maximal, entonces k[X1, ..., X;,] /M, = L es un campo
asi:

K[X1, ..., X 5 L
=+ M,

donde 7 es inyectiva

Ya que L es el cociente, donde L es una extension del campo k. Como k es alge-
braicamente cerrado, m es suprayectiva, entonces L = k asi tenemos la siguiente
relacién

a1—>.1’1—|—M;,;

donde

a + M, =21+ M,

a, + M, =z, + M,.

Esto implica que (z; —ay, ..., x, —a,) € M,, pero (X; —ay, ..., X;, —a,) es maximal.
Por lo tanto M, = (X; — aq, ..., X;y — a,). Asi

ViM,) = V(Xi—a,..,X,—ay)
{(a1,...,a,)}
= {z}.

5. Sea x € V(U) entonces f(z) = 0 para toda f € U, asi para toda m > 0 implica que
f™(xz) = 0. Es decir f™ € U y por lo tanto 2 € V (vVU).

Jaime Lugo G.
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Ahora consideremos f € V (v/U) por lo que existe un m € N tal que f™ € U entonces
f™(x) = 0, para toda x € V(vU). Lo cual nos lleva a que.

V(VU) = V(U).

O

Ejemplo 2. Si f € C[X4,..., X,] es un polinomio irreducible, entonces el ideal principal
(f) es un ideal primo, de aqui tenemos que V' (f) es una variedad afin. Tales variedades
son llamadas hipersuperficies afines.

Ejemplo 3. Sean g¢s,. .., g, € C[X;] polinomios. Consideremos el conjunto
X = {(a,02(0), .., ga(a))| a € C} € C".

Entonces X = V(X5 — ¢g2(X1),..., X — ga(X1)). Elideal U = (X3 — go, ..., X}, — gn) €8
primo ya que es el niicleo del homomorfismo

(C[Xl,...,Xn] —>(C[X1]
X1 |—>X1

Por lo tanto X es una variedad afin y se le conoce como curva racional.

Definicién 13. Sea £ C C un subcampo y B un ideal primo. Un punto k-genérico
x € V(B) es un punto tal que todo polinomio f(Xj,...,X,,) con coeficientes en k que se
anula en x estd en el ideal B, de aqui que se anula en todo X = V/(B).

Ejemplo 4. En el ejemplo 3, si los coeficiente de g; son racionales, se tiene que el punto
(7, go(m), ..., gn(m)) es un punto Q-genérico de la curva racional.

Proposiciéon 2. Si C tiene grado de trascendencia infinito sobre k, entonces cualquier
variedad V' (B) tiene un punto k-genérico.

Demostracion. Sean fi,..., f,, generadores de B. Podriamos aumentarle a k los coefi-
cientes de todas las f;. Sean By = BNk[Xy,..., X,], y k[ X1, ..., X,]/Bo = L el campo de
cocientes. Asi, tenemos que L es una extension de k de grado de trascendencia finita. Y
cualquier campo es isomorfo a un subcampo de C, es decir, existe un monomorfismo ¢ tal

que
k L
|
k—C

Si X; es la imagen de X; en L y a; = ¢(X;), entonces afirmamos que a :_(al, Ceey )
es un punto k-genérico. Es decir, f; € By, 1 < i < m. Asi, fi(Xy,...,X,) = 0 en
L. Por lo tanto fi(ay,...,a,) = 0en Cy a = (ay,...,a,) es un punto de X. Pero si

fekXy,...,X,]y f & B, entonces f & By, de aqui f(X1,...,X,) # 0 en L. Por lo
tanto f(ai,...,a,) = &(f(X1,...,X,)) #0en C. O

R
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Teorema 1 (De los ceros de Hilbert). Sea B un ideal primo, entonces B es precisa-
mente el ideal de los polinomios f € C[X},..., X,] que se anulan sobre V(B), es decir,

B =I1(V(B)). Mis generalmente, si I es cualquier ideal, entonces v = I(V (U)).

Demostracién. Tomemos una f € C[X], y consideremos un campo k finitamente generado
sobre QQ que contenga a los coeficientes de f y sea a € V(B) un punto k-genérico. Si f & B,
entonces f(a) # 0. Asi, f no es idénticamente nula en V' (B); la segunda afirmacién se
reduce a la primera.

Corolario 1. Existe una biyeccién entre el conjunto de ideales U tal que U = VU y
los subconjuntos algebraicos X C C dados por Y — V(U) y X — I(X). En esta
biyeccion, las variedades afines corresponden a ideales primos y son precisamente los
conjuntos algebraicos cerrados que son irreducibles.

Corolario 2. Si X = V(B) es una variedad afin, el anillo C[X}, ..., X,,]/B es canénica-
mente isomorfo a el anillo de funciones algebraicas X — C los cuales son restricciones
de polinomios, a la variedad.

Definicién 14. Este anillo es llamado el anillo coordenado afin de X y se denota por
Rx.
Entenderemos anillo afin por anillo coordenado afin.

1.1. Espacio Tangente y Anillo Coordenado

Nuestro principal objetivo en esta seccion es tener una primera idea de la estructura de
variedades afines. Entonces, como las variedades mas simples son las lineales, es 1til tratar
de aproximar localmente una variedad en general con una linea. De aqui que daremos las
siguientes definiciones.

Definicién 15. Sean X = V(B) una variedad afin y a = (ay,...,a,) € X. El espacio
tangente de Zariski a X en a es el subespacio lineal de C" generado por
0X;

(a)(Xi—a;)=0

i=1
para todo f € B.
Denotemos este espacio por T}, x. Notemos que para cada k € Z,

{a S X|dimTX7a > ]i]}

es un subconjunto cerrado de Zariski de X.
Si fi,..., f; son generadores de B

Of;
dim T’x , = n — rango ( (a))
0X; it

155%n
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de aqui

{a € X|dimTX7a > ]i]}

es igual a

ofi
Vv <B+ideal de (n—k+1) x (n—k+1) de los menores de (8){' )) :
J
Mas precisamente, podemos decir que dim 7x , es una funcién semicontinua por arriba
en la topologia de Zariki.
En el estudio de las variedades, necesitamos tener alguna forma de ver las cosas de una
manera mas local, y para esto daremos la siguiente definicién.

Definicién 16. Definimos el anillo local a € X, denotado por O, x como el conjunto de
todas las funciones racionales sobre X que estan definidas en a.

Definicién 17. Si X = V(B) C C" es una variedad afin y a € X, entonces tenemos que
las siguientes definiciones son equivalentes para el anillo local O, x de X en a.

= El anillo de funciones racionales H con g(a) # 0 médulo las f € B.

= La localizaciéon Ry con respecto al conjunto multiplicativo {g|g(a) # 0}.

= El anillo de gérmenes de funciones f : U — C, donde U es una vecindad de Zariski
de a en X, definida por funciones racionales f/g, donde g(a) # 0.

Observemos que O, x es un anillo, y que el conjunto de funciones f/g que se anulan
en a forman un ideal maximo, cualquier f/g que no es cero en a es invertible, es decir,

g/f € Oa,X-

Ahora, Ry y todos los anillos locales O, x tienen el mismo campo de cocientes, el cual
se denota por C(X) y se llama campo de funciones racionales de X.

Un hecho importante es que el anillo local O, x determina el anillo coordenado afin
Rx.

Proposiciéon 3. Tenemos que

RX = ﬂ O$7x.

zeX

Demostracion. Como Rx C ﬂme + Oz x pues la interseccion de O, x es la mas pequena
de los anillos locales.

Veamos que anX O, x € Rx. Sea f € O, x para toda x € X. Consideremos el ideal en
C[Xy, ..., X,,] definido por:

U={geC[Xy,..,X,]]|sig=(gmodB) € Rx, gf € Rx}.

Como f € O, x tenemos la forma f = h,/g,, donde, h,, g, € C[Xy,..., X,], g.(x) # 0.
Asi, g, € U. De aqui que x ¢ V(U) para toda x € X. Como, B C U, tenemos que
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V(B) D V(U) = X por lo tanto V(U) = 0. Pero por el Teorema 1, tenemos que el
1€ I(V(U)) = VU. Entonces 1 € U y por lo tanto f € Rx. Asi se sigue la afirmacién. [

1.2. Dimensién de una Variedad Afin y Puntos Sin-
gulares

Definicién 18. Definimos la dimension de una variedad afin X como
dim X := min(dim Tx,).

Definicién 19. Un punto a € X es llamado un punto suave de X si dim X = dimTx ,. Es
singular si dim T’x , > dim X. Denotamos Sing(X) como el conjunto de puntos singulares

de X.
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 5. Consideremos la curva ctibica X definida por X? = X3 en C2 Este es el
lugar de los puntos (a?,a?),a € C. Entonces la dim X = 1. También:

1. Tx 0,0 = C?, de aqui que (0,0) es un punto singular.

2. Sia#0,Tx, (43,42, ¢s lalinea definida por 2(X; —a*) = 3a(X, —a?) entonces (a*, a?)
es un punto suave.

Lema 1. Sea R un dominio entero sobre un campo k£ y B C R un ideal primo. Entonces
el grado de trascendencia de R es mayor o igual que el grado de trascendencia de R/B
sobre k y son iguales si B = {0} o ambos son infinitos.

Demostracion. Sea B # 0, y el grado de trascendencia de R es n < oo. Si la conclusién
es falsa, existen n elementos x1,...,x, en R tal que sus imagenes z; en R/B son alge-
braicamente independientes. Sea p € B, tal que p # 0, entonces p, x1, ..., T, no puede ser
algebraicamente independientes sobre k, entonces existe un polinomio P(Y, X1,..., X,,)
sobre k tal que P(p,x1,...,2,) = 0. Como R es un dominio entero. Asi, podemos decir
que P es irreducible. El polinomio P no puede ser igual a aY, con o € k y por lo tanto
p # 0. De esta manera, P no es un miltiplo de Y. Pero entonces P(0,z1,...,Z,) = 0 que
estd en R/B no es una relacién trivial sobre los Z1, ..., Ty, O

Como consecuencia, cada variedad afin X tiene una descomposicién en conjuntos lo-
calmente cerrados suaves. Es decir, cada elemento de la descomposicién es abierto en su
cerradura. Equivalentemente, es la interseccion de un abierto y un cerrado de X.
Construimos esta descomposicién de la siguiente forma.

1. Sea U un conjunto abierto de Zariski de puntos suaves, entonces X \ U es un cerrado.
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2. Descompongamos X \ U en las componentes:
x\v=xPu..ux

Donde cada X Z-(l) es una variedad de menor dimensién que X. Sean U, i(l) los conjuntos
1)

abiertos de Zariski en XZ-(l) de puntos suaves en X, (aun que singulares sobre X).

3. Descomponiendo X \ (U U Ul(l) U...U U,gl)) en las componentes
1 1 2 2
x\wuvPu..uuM)y=x? . x?

Cada Xi(Q) es una subvariedad afin propia de un X ](.1) de aqui tiene dimension a lo

més dim X — 2. Sean UZ@) conjuntos abiertos de Zariski en XZ-(Q) de puntos suaves en

Xi(Q). Como la dimensién es un entero positivo, el proceso termina y tenemos a X
escrito como la unién finita de subvariedades suaves localmente cerradas.

Asi tenemos que cada variedad irreducible (n — 1)-dimensional X C C™ es una hi-
persuperficie, es decir, se tiene que X = V(f), con f irreducible. De hecho tomamos
alguna ¢ distinta de cero que se anule en X, y escribimos g = []¢g;, donde cada g;
es irreducible. Entonces

como X es irreducible, X C V(g;), para algin i. Pero

dim X =n —1=dim V(g;), entonces
X =V(g).

Proposicién 4. Si X es una subvariedad afin propia de Y, entonces dim X < dimY'.

(omitiremos su prueba véase [1]). A continuacién daremos un procedimiento simple
para construir una variedad afin con un punto suave en el origen.

1.3. Construccion de una Variedad con un Punto Sua-
ve en el Origen

Teorema 2. Sean fi,..., f. € C[Xy,...,X,] polinomios sin termino constante y térmi-
nos lineales independientes. Entonces

B={geClX,.... X, ]lg= Z%fi, ik € CIX], (0) £ 0}

es un ideal primo en C[ X7, ..., X, ], X = V(B) que tiene dimensién n—r y el origen es un
punto suave de X. Mds aun, se tiene que V(f1,..., f,) = X UY donde Y es un conjunto
algebraico cerrado y el 0 ¢ Y.

Jaime Lugo G.



Resolucion de Singularidades Algebraicas 22

Demostracion. El punto central de la prueba consiste en observar la relacién entre los
siguientes tres anillos:

-----

ClXy, ... X, C ClXy, ..., XoJar,..mn) C C[[ X4, ..., X5l

donde C[X7, ..., X,] = Ren, C[X1, ..., Xu](21,....2) €s €l anillo local del origen en C" deno-
tado por O cn y C[[X1, ..., X,,]] es el anillo de series formales de potencias en X, ..., X,,.
Recn estd determinado por Ogcn. Asi, tenemos la primera contencién. La segunda es una
consecuencia de la expansion

(1S xa) =1 3 (S we)’
n=1
para toda a; € C[Xq,..., X,].

De aqui que en cada uno de estos anillos cualquier elemento f puede ser extendido de
manera unica como

f= Z o X 4 residuo R,

lo] <k

donde ¢, € C y R pertenece al ideal generado por los monomios X con|a| = k.

Ahora, sean B' y B” los ideales generados por fi,..., f. en C[X]x) y C[[X]] respectiva-
mente. Notemos que el ideal B en el Teorema 2 es por definicién B’ N C[X], de aqui, si B’
es primo también B lo es. Mostraremos que

B/:BHQC[X](X). (1.1)

Si B” es primo, también lo son B’ y B.

Pero
B"'NC[X]x) = {9 € C[X]x)lg = th‘fz‘, hi € C[[X]]},

entonces

B'NC[X]x) C [{g€ClX]lg =D hifi+ L}

N=1
donde L son los residuos que se anulan de orden mayor que N para alguna h; € C[X] de
grado < N, por lo tanto

[e.9]

B'NCX]x)= (] (B + (X1,...,X,)"C[X](x)) -

N=1
Ahora consideremos el siguiente teorema que se debe a Krull.

Teorema 3 (Krull). Sean R un anillo de Noether y M un ideal de R. Entonces
o, M"™ = 0 si y sélo si ningtin elemento de la forma 1 — 7 con 7 € M es divisor
de cero en R.
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El Teorema 3 afirma que si R es cualquier anillo local de Noether con ideal maximal M,
y si U es cualquier ideal, entonces U es cerrado en la topologia M-adica, es decir,

U= ﬁ U+ M),
N=1

En nuestro caso tomamos R = C[X]|x) y U = B’ tal que:

[e.e]

B = (8 + X X)" CX)w)

N=1

esto prueba la igualdad (1.1).

Para probar que B” es primo usaremos el siguiente teorema.

Teorema 4 (Teorema formal de la funcién implicita). Sea

f(X) = Z a; X; + (términos de orden superior) € C[[X]]

i=1
y supongamos que a; # 0. Entonces f se puede factorizar de la siguiente forma:
f(X) = U(Xl, .. ,Xn) (X1 —g(XQ, .. 7Xn))

donde u(0) # 0, g(0) = 0,
y cualquier otra serie de potencias k(X)) puede ser escrita de manera tinica como

BX) = a(X1,. ., X0) F(X0s oo Xn) 4+ b(Xas ., Xo)

Este Teorema es un caso particular del Teorema de Preparacién de Weierstrass que se
enuncia y se demuestra mas adelante.

Una observacion es que la tultima parte puede ser reescrita como: El anillo residual
Cl[ X1, ..., X,]]/(f) que es isomorfo al subanillo C[[Xs,. .., X,]].
Como el anillo cociente C[[X7, ..., X,,]]/f son las clases de equivalencia de los polinomios
en (X1,..., X,) variables médulo el polinomio f(Xj,...,X,) = 0, entonces las clases de-
penden de (n — 1) variables, ya que el polinomio nos permite expresar una variable en
términos de las (n—1) variables restantes, por lo tanto, el cociente es isomorfo al subanillo
Cl[X2, ..., Xu]]-

Aplicando induccién sobre esta afirmacién, deducimos el siguiente teorema.

Teorema 5. Si fi(X) = > a;;X; + (términos de orden superior) y det(a;;) # 0 con
1 <i<r1l<j<r, entonces el anillo residual C[[X1,...,X,]]/(f1,.-., f-) es isomorfo
al subanillo C[[X, 11, ..., X,]].

Jaime Lugo G.



Resolucion de Singularidades Algebraicas 24

Demostracion. Aplicando a las f1, ..., f,. dadas anteriormente un ordenamiento adecuado
de variables. Y dado que C[[X,11,...,X,]] es un dominio entero, se sigue que B” es un
ideal primo, de aqui que B lo es.

Ahora para calcular la dim(V(B)) notemos primero que

Clx]/B c C[X]]/B" = C[[Xr41, - .., Xall,

entonces X, 1,..., X, son algebraicamente independientes en C[X]/B. Por lo tanto tene-
mos que dim(V(B)) > n — r. Por otra parte, el espacio tangente de Zariski a V' (B) en el
origen esta definido por los términos lineales de fi,..., f,, entonces tenemos que

dim Tv(3)70 =n—r.

Esta igualdad implica la desigualdad dim(V (B)) < n — r y ademads, que el origen es un
punto suave de V(B).
Finalmente, si ¢1,...,gs son generadores de B, tenemos que para cada g; existe una h;

con h;(0) #0y hig; € (f1,-..,fs). St h =1I{_, h;, se sigue que hB C (f1,..., f). Ast:

V(B) CV(fi,..., fr) CV(RB) =V (h) UV(B).
Como 0 ¢ V (h), se sigue que V(f1,..., f;) se descompone en V(B) mas un conjunto

algebraicamente cerrado Y donde el 0 ¢ Y. U
Corolario 3. Sean X = V(B) una variedad en C" de dimension n —ry a = (ay, ..., a,)
un punto suave en X. Dado que la dim7, x = n — r, existen polinomios fi,...,f, € B

tales que los términos lineales de cada f; determinan a 7, x. Entonces

B:{QG(C[XHg:Z%fi, ek € CIX], ba) #0}. (1.2)

Demostracion. Sea B’ el ideal de la derecha en la ecuacién (1.2), aplicando el Teorema 2
alrededor del origen a, entonces B’ es primo y X' = V(') es una variedad de dimension
n — r. Pero como B’ C B, entonces X C X’. Como la dim X = dim X', esto prueba que
X = X', de aqui que B=B'. O

Teorema 6 (Preparacién de Weierstrass). Sean k un campo y F(Xj,...,X,) una
serie de potencias no invertible (es decir, no es unidad en K[[ X1, ..., X,,]]) con coeficientes
en k. Supongamos que F(X7,..., X,,) contiene términos de la forma aX” con coeficientes
en a distintos de cero, y denotamos por s > 1 al menor de todos los exponentes h que
tienen esta propiedad. Entonces, para toda serie de potencias G(Xj, ..., X,,) existe una
serie de potencias U(X7y, ..., X,,) v una serie de potencias R;( X7, ..., X,,—1) en X3, ..., X, 1
con 0 <i<s—1tal que

s—1
G(X1, o0, Xp) = U(Xy, o0, Xp) F(X1, o, Xp) + Y Ri( X1,y Xpo1) X (1.3)

=0

las series de potencias U y R; son tnicamente determinadas de manera tnica por Gy F.
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Demostracion. Para toda serie de potencias P(X1, ..., X,,) denotamos por r(P) a la suma
de todos los términos en P que no tienen a X como factor, y denotamos por h(P) al
factor de X7 en P — r(P). En otras palabras, tenemos

P =r(P)+ X:h(P) (1.4)

donde r(P), h(P) € K[[X1, ..., X,)]] y donde, por lo tanto, r(P) es un polinomio en X,,, de
grado menor o igual a s — 1, con coeficientes en K[[X7, ..., X,,_1]]. Notemos que si el anillo
de series de potencias K[[X7, ..., X,,]] es pensado como un espacio vectorial sobre el campo
K, entonces ambas operaciones r y h son transformaciones lineales en correspondiente
espacio vectorial. Por la definicién del entero s, y como colorario al siguiente teorema
h(F) es una unidad en K[[ X1, ..., X,,]], y 7(F') visto como un polinomio en X,,, tiene todos
sus coeficientes en el ideal méximo del anillo K[[ X1, ..., X,,_1]]. Denotaremos a este ideal
maximo por M. O

Teorema 7. Si f = (fi,..., fy,...) es una serie de potencias en Xy, ..., X,,, con coeficientes
en un anillo A (conmutativo y con unidad) entonces f es una unidad en A[[X1, ..., X,]] si
y sélo si el elemento fy de A es una unidad en A.

Demostracion. Si fg =1, con g = (g0, g1---, 9q, ---), €ntonces fogo = 1, y por lo tanto, fy es
una unidad en A. Reciprocamente, si fy es una unidad en A, entonces podemos encontrar
sucesivamente formas go, g1, ..., gq, --., donde g, es cero o una forma de grado ¢, tal que
fogo =1, g1fo+90f1 = 0, ..., ggfo+9g-1./1+ ...+ gofq = 0. De hecho tenemos que go = f; .
Asumiendo que go, g1, ..., g4—1 han sido determinados y que cada g; es cero o una forma
de grado i (0 <i < q— 1), escogemos g, = —f5 " (gg1.f1 + - + gofys_1), ¥ €s claro que g,
es entonces cero o una forma de grado ¢q. Entonces ahora tenemos

fg=(lo,l,slg,...); dondely = Y fig;

i+j=q
y por lo tanto, fg = 1. O

La dificultad de encontrar series de potencias U, Ry.R1, ..., Rs_1 que satisfacen la ecua-
cién (1.3) es equivalente a encontrar una serie de potencias U que cumple la siguiente
relacion

h(G) = h(UF). (1.5)

Observemos que si (1.3) se cumple, entonces h(G — UF) = 0, de aqui (1.3) se cumple
por linealidad de h. Reciprocamente, si suponemos que tenemos una serie de potencias
U que satisface (1.5), entonces h(G — UF) = 0, y por (1.4), G —UF = r(G — UF), es
decir, G — UF es un polinomio en X, de grado menor o igual a s — 1, con coeficientes en
K[[X1, ..., X,—1]], y por lo tanto se sigue (1.3).

Tenemos que UF = U,(F) + X5Uh(F), y (1.5) se puede escribir como

h(G) = h(U,(F)) + Uh(F) (1.6)
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y ahora nuestro problema es equivalente a encontrar una serie de potencias U que satisface
(1.6). Como h(F') es una unidad en K[[X1, ..., X,)]] construiremos la serie de potencias

V =UR(F). (1.7)
Sea
M = —r(F)[hW(F)] " (1.8)
Entonces por (1.7), U.(F) = =MV, y asi (1.6) es equivalente a

WG) = —h(MV) +V. (1.9)

Para toda serie de potencias P, denotamos por m(P) a la serie de potencias h(M P).
Notemos que nuevamente m es una operacion lineal sobre las series de potencias. Por lo
tanto, si P, considerado como una serie de potencias en X,, sobre K[[ X, ..., X,,_1]], tiene
todos sus coeficientes en alguna potencia M. Del ideal méximo M, entonces, m(P)
tiene todos sus coeficientes en M7T!. Por conveniencia sea H = h(G).

Con estas notaciones la condicién (1.9) puede ser escrita como sigue:
V=H+m(V). (1.10)

Como m es lineal, la condicién (1.10) implica que V- = H + m(H + m(V)) = H +
m(H) +m?*(V), y, repitiendo este procedimiento varias veces, tenemos

V=H+m(H)+m*(H)+..+mi(H)+m?™ V) (1.11)

para cualquier entero ¢ > 0.

La propiedad de la operacién m que resaltamos muestra que m’(H) es al menos de
orden g + 1. Entonces la suma infinita H +m(H) +m?(H) + ... + m9(H) + ... converge,
y , si una serie de potencias V' que satisface (1.10) existe, entonces tiene que ser la serie

V=H+m(H)+m*H)+..+mi(H)+ .., (1.12)

y ésto prueba la unicidad de V', y por lo tanto de U y de las R;.

Ahora probemos que la serie V' dada por (1.12) satisface la condicién (1.10). Primero
escribamos V = H +m(H) +m?*(H) + ... + m4(H) + W,. W, considerada como una serie
de potencias en X,,, y los coeficientes de W, estdn todos en m?*!. Entonces, como m es
lineal,

V—H-m(V)=H+.+m(H)+W,—H—-m(H)—...—m(H) —m(W,)

= w? —m*(H) — m(w,).

Entonces todos los coeficientes de V' — H — m(V) estdn en M?*!. Como esto es valido
para toda ¢, entonces tenemos V — H — m(V) = 0, y por lo tanto la condicién (1.10) se
cumple, esto prueba la existencia de V' y por lo tanto a U y de las R;. U
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1.4. Uniformizacion Analitica

En esta seccion estudiaremos la estructura topoldgica y analitica de las variedades afines.

Definicién 20. Una variedad analitica compleja M de dimensién n es un espacio to-
polégico junto con una coleccién U de cartas coordenadas, es decir, homeomorfismos
gba : Ua B Von

donde U, € M, V, C C", y |JU, = M, es decir una cubierta abierta tal que ¢z o0 ¢, es
analitica en donde esté definida:

Figura 1.3: Variedad

Definicién 21. Sean M;, M, dos variedades analiticas complejas, una aplicacion holomor-
fa I : M7 — M5 es una aplicacién continua tal que para todas las cartas ¢, : U, — V,,
Uy C My, ¢p5: Usg — Vi, Ug C My, la aplicacién ¢z o F o ¢! es analitica donde ésta
definida.

Por otro lado es un hecho que el conjunto abierto de Zariski Xy de puntos suaves en
X tiene una estructura natural de variedad analitica suave. Esto es consecuencia de los
Teoremas 2 y 4.

Teorema 8 (Teorema de la funcién implicita). Sea

f(z) = Z a; X; + (términos de orden superior)

i=1
una serie convergente con a; # 0. Entonces existe una tunica serie de potencias g(Xa, ..., X,)
y una € > 0 tal que si |aq], ..., |a,| < €

flay,...,a,) =0siy sélo sia; = g(ay, ..., a,).
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Teorema 9. Sean

fr(X) = Z Cj1 X1 + (términos de orden superior),1 <k <r
I=1

series de potencias convergentes y supongamos que detCy; # 0, con 1 < k,1 < r. Asi,
existe una unica serie convergente de potencias g;(X,y1,...,X,), 1 <i <ryune >0
tal que si |a4], ..., |as| < €, se tiene que fi(ay,...,a,) = 0; 1 < i < r siy sélo sia; =
9i(@ri1,y.yay) con 1 <i <.

Del Corolario 3 y Teorema 9 obtenemos el siguiente Corolario.

Corolario 4. Sea a = (ay,...,a,) un punto suave en una variedad X C C" de dimen-
sién r. Consideremos x;,, ..., z; coordenadas en una variedad de a tal que dz;,, ..., dx;,
son funciones lineales independientes en 7 x. Entonces existe una ¢ > 0 y para to-
dajeJ =1,..,n, ,; una serie de potencias convergente g;(z;,,...,7; ), tal que si
[t1], ..., [ta] < €, para toda j € J tenemos que

(a1 +t1,...,an +t,) € Xsiysolosi,t; =gj(ti,....t,),
para toda j € {1,...,n} ~ {i1, ..., 0, }.

Si U, = XN (ag+t,..,a, +t,), |t <ey V, es la proyecciéon de U, en el plano
coordenado (iy, ..., 4,) isomorfo a C", entonces podemos cubrir los puntos suaves Xy de X
por las cartas

¢a:Ua_>Va

donde U, C Xy y V, C C". El Colorario 4 prueba que ¢, es un homeomorfismo y que
¢y 0 ¢, ' es analitica donde esté definida, es decir, X es una variedad compleja analitica,
suave.

En general no se puede decir que, en puntos singulares, las variedades algebraicas sean
variedades analiticas suaves. Obs: Tomemos el caso de una hipersuperficie V' (f) C C" que
tenga una singularidad aislada en el origen. La mejor manera de visualizar su topologia
es intersecando V' (f) con un pequeno disco B, alrededor del cero, esto es

V(A)NBe={(z1,...,20) | D |wil* < e}

Entonces como 0B, = S§*"~! para e suficientemente pequeno, V() NdB, es una subvarie-

dad real de 0B, de dimensién 2n—3 y V(f)N B, es homeomorfo al cono sobre V(f)NoB..
Para ser explicitos, tomemos € = 1 y usemos la proyeccién estereografica para poner coor-
denadas en la frontera de B.

Sea H el hiperplano y z; = 0, entonces la frontera de B, es la esfera Y 22 = 1, por lo
cual P, € Hsiysélosit=——. Asi, P, = (O 22 L., )

l1—a1” ?1—a1’ ’ 1—a1
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Hiperplano

Figura 1.4: Proyeccién estereografica

En la figura (1.4) se muestra que la proyeccion estereogréfica estd dada por un iso-
morfismo entre 9B C C? y R? U {oo} y se expresa en coordenadas complejas x,y como:

Im(z) Re(y) Im(y)
() — <1 —x'1—-2"1 —Re(z)) = (u,v,w).

Ejemplo 6. Sea Ly = {z |t =0} y Ly = {y | y = 0}. Entonces

LiN OB es el circulo u = 0,u* +v* = 1 en R* U (00) asi que ,

LyN OB es el circulo {v =w =0} U{oo}, donde u € R.

Observamos que el interior de L; N B es justo un cono sobre L; N 0B, y se sigue que para
la variedad reducible X = L N Ly = V(z,y) con dos componentes suaves que pasan por
0, donde X N dB son dos circulos enlazados en la 3-esfera R* U {oo} y X N B es un cono
sobre estos dos circulos enlazados.

1.5. Anillo Local de una Variedad Afin en un Punto
Suave

En esta seccion estudiaremos el anillo local O, x en el caso de que = sea un punto
suave en X.
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Notamos en el Teorema 2 la importancia de la expansién en series de potencias en C".
El hecho de que z es suave en X implica que toda funcién f € O, x tiene una expansion
en series de potencias en coordenadas locales en X. Para ser mas precisos, digamos que
XcC,z=(0,..,0),dmX =ry X =V(f,..., fan) cerca del cero donde las df; son

independientes en cero. Supongamos que yi, . .., ¥y, son sélo funciones racionales:
a; (Xl, e 7Xn)
, = , a;(0)=0,b; #0
U Xy Xy WO =007
con dyi, . . ., dy, funciones lineales independientes en T, x, es decir, y1,...,Yr, f1,--., fa—r
todos tienen términos linealmente independientes en cero.
Fijémonos en los anillos del Teorema 2 y en sus cocientes por fi,..., fn_r.
Oo.cn Cl[Xy, ..., X,]]

Orx = Oocn/(f1, -5 frr) ClXy,.... X/ (fr,- - famr) = C[[Y1,..., Y]]

Figura 1.5: Diagrama
(Donde el isomorfismo de C[[X]]/(f) ¥ C[[y]] estd dado por el Teorema 5).

Asi, cualquier f € O, x tiene una expansién natural en series de potenciasen vy, . .., Y.
La relacién algebraica de estos dos anillos esta dada por la siguiente proposicion.

Proposicién 5. Con las anteriores notaciones, los cocientes O, x /M~ .y

C[[yla ceey yr]]/(yla ceey yr)k

son isomorfos para toda k, asi la completacién formal de O, x es:
O, x =1mO, x /M
de O, x y el anillo formal de las series de potencias C[[y, ..., y,]] son isomorfos.

Donde, M, x es el ideal de f € O, x tal que f(x) = 0. De hecho, nosotros vimos en
la prueba del Teorema 2 que

Oo e/ (Mocn)* = C[[Xy, .. X ]|/ (X)*

Jaime Lugo G.



Resolucion de Singularidades Algebraicas 31

es isomorfo al espacio vectorial de las expresiones E CaX®.
lo| <k

Dividiendo ambos anillos por el ideal generado por (f1, -y fu_r), contintian isomorfos.
El isomorfismo de O, x con C[[Y1, ..., Y,]] se sigue de tomar limites inversos y notar que
Clly1, - - -, yr]] es ya completo.

Teorema 10. Si z € X es un punto suave, entonces O, x es un dominio de factorizaciéon
unica (Véase [2]).

Lema 2. Sean a,b € O, x. Entonces, si a/b € (’A)LX se tiene que a/b € O, x

Demostracion. Usando el resultado del Teorema 3, tenemos que

(aO: x + ME <] = a0, x.
k=1

Sia/b e (’A)%X, entonces b = ac para alguna c € @x,X, haciendo ¢ = lim ¢,,, donde ¢,, € O, x

yc—cy € M’;X, entonces, b = acp,ta(c—c,) € a0, x+(residuos que se anulan de orden n),
es decir, b € (—,[a0, x + M’;X] = a0, x. Asi a/b € O, x. Ahora, como O, x es de
Noether, la propiedad del dominio de factorizacién tnica equivale a lo siguiente:

si f/gh entonces f = fifs donde f1/gy fo/h. (1.13)

Empecemos con f,g,h € O, x tal que f/gh. En @x x, sea d el maximo comun divisor
de fygy f=4df, g =dg. Escribamos " =lim f/, ¢ =limg/, donde f/,¢/, € O, x ¥
f'=fud — g, € M x. Entonces

fa.—gfh=flgh—q)+a(f — f1) € FMIx +gM? .

Por lo tanto )
f9n—af € Oux N[(f, ) M5 xOs x].
Pero si Y C O, x es algun ideal,

Orx NUO, x C (| (U+MEx)=U

k=1

por el teorema de Krull, de aqui, en particular

fg;/—gf?,l = —fSn+9grn, Sn,Th EMZ,X

es decir
f(g;""sn) :g(frlz""rn) (1.14)

por lo tanto en O, x
flan+sn) =g (fi + 1)
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y como [’y ¢’ son primos relativos,
f, 47, = kf para alguna k € O, x.

Ahora, tomemos n suficientemente grande para que f’ ¢ Mﬁ «, es decir, fl = f"#0

en O, x/M? . Entonces K no puede estar en M? . Asi, h tiene una unidad mds en

A

O, x y por tanto

fotralf y I
De aqui R
fr/L —|—Tn/f € OLX'

Aplicando el Lema 2 se sigue que f) + r,/f estd en O, x, es decir, f = d,(f}, + ).
Entonces tenemos por (14) que g = d,,(g,, + $,) y ademas (f, + ) / (g}, + $n) h. Pero en
(’A)L x, fr4+rny gl +s, difieren de "y ¢’ sélo por unidades y por ello son primos relativos.
Por lo tanto en (’A)%X se tiene que f), +1,/h. Por Lema 2 | f] +1,/h € O, x. Esto prueba
(13) con f1 =d,, fo = f, +1n. O

El significado geométrico de la propiedad del dominio de factorizacién tnica es la
siguiente generalizacion del Teorema 2 y del Colorario 3.

Corolario 5. Sean X = V/(B) una variedad afin de dimensién r en C" y x € X un punto
suave. Si f(X) representa un elemento irreducible de O, x, entonces

B ={g€C[Xy,...X,] | kg € B+ (f),algin k € C[X], con k(z) # 0}

es un ideal primo y X’ = V(') es una subvariedad de X de dimensién r — 1, que con-
tiene a x. Reciprocamente, cualquier subvariedad X’ C X que contiene a x y de dimensién
r — 1 es obtenida en esta forma por un elemento irreducible f de O, x, caracterizado por
la propiedad: I(X")O, x = fO, x. Finalmente, para cualquier f € Ry, las componentes
de V(f) que pasan por z tienen dimensién r — 1 (esta afirmacién es cierta también para
puntos singulares) y existe una correspondencia uno a uno con los factores irreducibles de

fen Oy x.

Definicién 22. Un elemento f € O, x tal que fO, xI = I(X")O, x es llamada una
ecuacion local de X' en x.

Supongamos ahora que toda variedad afin X es suave. El anillo afin Rx es también
undominio de factorizacién tnica, ya que cada f € Ry tendria esencialmente una tnica
descomposicion

f =(unidad)IIf*, con f; irreducible,
que corresponde a la descomposicion tnica de conjuntos algebraicos
V(f)=UZ;, dimZ,=r—-1

dada por una biyeccién entre las clases de equivalencia de irreducibles de f’ y subvarie-
dades Z C X de dimension r — 1.
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Definicién 23. Sea X una variedad afin suave de dimension r.

1.

a)

b)

Sea Div(X) el grupo abeliano libre sobre el conjunto de subvariedades Z C X
de dimension r — 1. Lo llamamos el grupo de divisores en X.

Si f € Rx del Corolario 5 que
V(f)=Zin...NZ

en la descomposicién de V(f) en sus componentes irreducibles, entonces la
dimensién de cada Z; es r — 1 para toda i. Asi, podemos definir el orden de
anulacion de f en cada Z; de la siguiente manera.

Elegimos = € Z; y una ecuacion local f; € O, x de Z;. Escribimos,
k.
f=—f"talque k,g € Rx con k,g # 0 en Z,.
g

Definiendo el conjunto
r; = ord,,(f)

donde 7; es independiente de x y f;, y que r; > 0.
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Capitulo 2

Variedades Proyectivas

Los resultados més importantes de la geometria algebraica son ”globales”, de modo
que dejan de cumplirse si quitamos puntos a las variedades. Ya que esto sucede si nos
olvidamos de las soluciones imaginarias de una ecuacién polinomial real. Ahora veremos
que por el sélo hecho de tratar con variedades afines ya estamos ”olvidando puntos”. Nos
referimos a los puntos infinitos en el sentido de la geometria proyectiva. Resulta que el
marco natural de la geometria algebraica no es el espacio afin, sino el espacio proyectivo.
A continuacién mencionaremos la teoria bésica sobre los espacios proyectivos.

2.1. Espacio Proyectivo

Definicién 24. Un n-espacio proyectivo sobre k, designado por P"(k) o simplemente por
P", se define como el conjunto de todas las rectas del espacio afin A""!(k), (el conjun-
to de eneadas sobre el campo k), o denotado por A"™! que pasan por el {(0,0,...,0)}.
Todo punto x = (z1,...,2,41) # (0,...,0) determina una sola de dichas rectas, a saber
{(Az1,...; Axpy1) | A € k}. Dos de estos puntos z y y determinan la misma recta si y sélo
si existe un A € k, no nulo, tal que y; = A\z;, para ¢ = 1,...,n+ 1; si se da este caso,
diremos que x y y son equivalentes. Entonces P" se puede identificar con el conjunto de
clases de equivalencia de puntos de A"\ {(0,0,0)}.

Llamaremos puntos a los elementos de P". Si un punto P € P" estda determinado
como antes por un punto (z1,...,T,41) € A"l diremos que (zy, ..., ;1) es un conjunto
de coordenadas homogéneas para P. Notese que la i-ésima coordenada z; no estd bien
definida, pero nos permite saber si la i-ésima coordenada es cero o no; y si x; # 0, los
cocientes x;/x; estan bien definidos (ya que son invariantes respecto a la equivalencia).
Sea U; = {(x1,...,xp41) € P" | ; # 0}. Cada P € U; posee un tnico conjunto de coorde-
nadas homogéneas de la forma P = (z1,..., %1, 1, Tit1, ooy Tpg1)-

Las coordenadas (1, ..., i1, Tit1, -, Tny1) son llamadas coordenadas no homogéneas
de P respecto a U; (0 a X;). Si definimos:
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w; A" — U,

por medio de y;(ay, ...,a,) = (ay,...,a;_1, 1, a;y1, ..., a,), entonces @; establece una corres-
pondencia uno a uno entre los puntos de A" y los puntos de U;. Notemos que el espacio
proyectivo se puede escribir como union de abiertos de la siguiente manera

n+1

W:um

por lo tanto P™ posee una cubierta formada por n 4+ 1 conjuntos, cada uno de los cuales
se puede considerar como un n-espacio afin.

Sea Hoo =P\ Upi1 = {(21, ..., Tny1) | Zny1 = 0}. Donde H, es el hiperplano al infinito.
La correspondencia (1, ..., Z,,0) «— (21, ..., x,) prueba que H, se puede identificar con
P*~!. De donde P = U, ;1 U Hy, es la unién de un n-espacio afin y un conjunto que da
todas las direcciones del n-espacio afin.

Ahora pasemos a los siguientes ejemplos para aclarar lo comentado.
Ejemplo 7.

1. P°es un punto.

2. P'={(z,1) |z € k}U{(1,0)}, P! es la recta afin y, ademds, un punto del infinito.
P! es la recta proyectiva sobre k.

3. P?2={(x,9,1) | (z,y) € A’} U{(z,y,0) € (z,y) € P'}. Aqui H., se denomina la
recta del infinito. P? es el plano proyectivo sobre k.

4. Consideremos una recta Y = mX + b en A2. Si identificamos A? con Us C P2, a los
puntos de la recta corresponden los puntos (z,v,2) € P? con y = mz + bz y z # 0.
(Debemos hacer homogénea la ecuacion a fin de que las soluciones sean invariantes
respecto a la equivalencia). {(z,y,2) € P? |y = mz + bz} N Hy = {(1,m,0)}. Por
lo tanto todas las rectas con la misma pendiente pasan por el mismo punto al infinito.

5. Consideremos la curva Y2 = X?+1. El conjunto P?(k) correspondiente vendra dado
por la ecuacién homogénea Y2 = X2 + 72 Z # 0. Asf el conjunto {(z,y,2) € P? |
y? = 22+ 22} corta a H,, en los dos puntos (1,1,0) y (1, —1,0). Estos son los puntos
en que las rectas Y = X y Y = — X cortan a la curva.
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2.2. Conjuntos Algebraicos Proyectivos

En esta parte definiremos los conjuntos algebraicos proyectivos de forma paralela al
caso afin.

Definicién 25. Un conjunto algebraico en P™ es un subconjunto de la forma

V(fiso fn) ={P €P"| fi(ag, ..., an) = ... = fn(ag, ...,a,) = 0}

donde (ay, .., a,) son coordenadas homogéneas de Py fi, ..., fx son polinomios homogéneos
en C[Xo, ..., X,].

Si U es el ideal generado por fi, ..., fn, entonces V(fi, ..., fx) tambien se escribe como
V(U). Notemos que U es un ideal homogéneo, es decir, si un polinomio g estd en U, y
g = > g con g; homogéneo de grado i, entonces cada g; esta en U.

Proposicién 6.

1. Sily C Uy, entonces V(Uy) 2 V(Us).

3. V(X Uaer) = ﬂaez V(lUa)
En esta parte omitiremos las pruebas, ya que son andlogas al caso afin.

Los conjuntos V' (U) satisfacen ser cerrados de una topologia que se llama topologia
de Zariski, y llamar a V' (B) una variedad si B es un ideal primo homogéneo.

4. Todos los ideales homogéneos estan contenidos en el ideal méaximo homogéneo

(Xo, 7Xn) y V(Xo, 7Xn) == @

5. Si B es el ideal primo homogéneo, B # (X, ..., X,,) v f es un polinomio homogéneo
tal que f ¢ B, entonces existe una x € V(B) tal que f(x) # 0.

Corolario 6. Para todo ideal homogéneo U, y para todo polinomio homogéneo f de
grado d > 1, f € VU siy s6lo si f se anula en todos los puntos de V(U).

Demostracion.

Supongamos que f € VU entonces f se anula en V(vI), por (4) tenemos que f €
V(U) por lo tanto f se anula en V(U).
Como f se anula en V(U) entonces f se anula en I(V(U)) pero I(V(U)) = VU por lo
tanto f € VU. O
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Corolario 7. V(U) = 0 si y sélo si VU = (X, ..., X,,).

Demostracion.
Si VU = (Xy, ..., X,,) entonces hay una f € (X, ..., X,,) tal que f ¢ VU asf existe un
z € V(VU) tal que f(z) # 0 donde esto es una cotradiccién.,
Ahora aplicando V a VU = (X, ..., X,)) tenemos que V(vVU) = V (X, ..., X») pero por
(4) V(U) = V (X, ..., X,,), donde por (5) V (X, ..., X;,) = 0 por lo tanto V(U) = 0.
U

Si X C P” es una subvariedad correspondiente al ideal homogéneo primo B, entonces
tenemos que C[X7, ..., X,,|/B es el anillo de coordenadas homogéneas de X.

Recordemos que una forma de grado n es un polinomio cuyos monomios tienen todos
grado n. Todo polinomio F' se descompone de forma tnica como F = Fy + F| + F5, ...,
donde F; es una forma de grado i. Observemos ahora que F(P) = 0 si y sélo si F;(P) =0
para todo i. En efecto, si a = (aq, ..., a,) son coordenadas homogéneas de P y A € k es no
nulo, entonces

F(\a) = ZFi(a))\i = 0, para todo, A € k£~ {0}

esto sblo es posible si todos los coeficientes de este polinomio (en \) son nulos. (Aqui usa-
mos que k es infinito).

Teniendo en cuenta, ademas, que los anillos de polinomios son noetherianos, vemos
que un conjunto algebraico X = V(U) es el conjunto de ceros del ideal generado por U,
o también el conjunto de ceros de un ntmero finito de formas.

Para cada conjunto X C P", definimos el ideal

I(X)={F € C[Xy,...,X,] | F(P) = 0para todo P € X}.

Teorema 11. Un ideal I C C[Xj, ..., X,,] es homogéneo si y sélo si estd generado por un
conjunto (finito) de formas.

Demostracién. Supongamos que I = (F1, ..., F"), donde cada F" es una forma. Sea F € I.
Entonces F = Y, A’F", para ciertos polinomios A’. La forma de menor grado en que se
descompone F' ha de ser F,, = ), Al — d;F*, donde d; es el grado de F*. Por lo tanto
F,, € I. Ahora F' — F,, € I y, repitiendo el argumento, llegamos a que todas las formas
de F estan en I. O

Definicién 26. Un conjunto algebraico X C P" es reducible si existen conjuntos alge-
braicos X1, Xs distintos de X y tal que X = X; U X5. En caso contrario diremos que X
es irreducible.
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A los conjuntos algebraicos irreducibles los llamaremos también variedades proyectivas.

Como en el caso afin tenemos que todo conjunto algebraico se descompone de forma
tnica como la unién de un nimero finito de variedades proyectivas no contenidas unas en
otras. Asi mismo un conjunto algebraico V' # () es irreducible si y sélo si I(X) es un ideal
primo. El argumento es el mismo que en el caso afin, usando ademas lo siguiente.

Teorema 12. Un ideal homogéneo I & C[Xy, ..., X,,] es primo si y sélo si para todo par
de formas F, G tales que F'G € I, tenemos que FF € [ o G € 1.

Demostracion. Supongamos que F' ¢ I y G ¢ I. Sean F,, la forma de menor grado de F
que no esta en I y GG, la forma de menor grado de G' que no esta en I. Entonces

(FG)pn= Y, F.G, €l

Por la eleccién de m y n, todos los sumandos tienen un factor en [ salvo F,,G,,, luego
F,.G, € I, en contradiccién con la hipotesis. O

Como en el caso afin, definimos una curva proyectiva plana como un conjunto algebrai-
co de P? (irreducible salvo que indiquemos lo contrario) definido por una tinica ecuacién.
Asi mismo podemos dividir las curvas planas en rectas, cénicas, cibicas, segun su grado.

2.3. Relaciones Afines y Proyectivas

Ahora nos ocuparemos de la coneccién entre variedades afines y proyectivas. Para ello
nos apoyaremos en la siguiente definicién que da una relacién entre polinomios y formas.

Definicién 27. Para cada forma F' € k[Xy, ..., X,,] definimos el siguiente polinomio como
F. = F(1,Xy,...,X,) € k[Xo,..., Xp]. Reciprocamente, si f € k[Xj,..., X,] se expresa
como f = fo+ fi + ... + f4 donde f; es una forma de grado i, definimos la forma

f* = ngo +Xg_1f1 + ...+ fd S k[X07 7Xn]

Al pasode f a f* y de F a F, lo llamaremos homogenizar un polinomio y deshomogenizar
un forma, respectivamente. En particular las variedades afines se corresponden biunivo-
camente con las variedades proyectivas no contenidas en el hiperplano al infinito.

Proposicién 7. Identifiquemos C" con P"\ Hy y sea Y; = X;/ Xy, 1 <1i < n coordenadas
afines en C". Esta identificacién es un homeomorfismo de C" en la topologia de Zariski
con P\ Hy dentro de la restriccién de la topologia de Zariski. Por lo tanto:

1. SiBc C[Xy,..., X,] es un ideal primo homogéneo que define la variedad proyectiva
X, entonces la variedad afin X \ X N Hy es V(B'), donde

B ={f(LY,...Y,) | f € B}.
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2. SiBcC[y,..., Yl] es un ideal primo definiendo la variedad afin X, entonces el
cerrado de Zariski X en P" es V(B'), donde B’ es el ideal generado por la homoge-
nizacion

X)) = D g XX X

de los polinomios

FY) = D an Yty
en BB donde d es el grado de f.

Notemos que f* esta definido por

f*(XO,...,Xn):ng<

X1 Xn
XX )

Demostracion. Notemos primero que el conjunto abierto C} = {a € C" | f(a) # 0},
f € C[Yy,...,Y,] es una base para la topologia de Zariski de C". Segundo, el conjunto
abierto P! = {a € P" | f(a) # 0} con f homogéneo es una base en P". Pero si f € C[X]
es homogéneo y g(Y) = f(1,Y1,...,Y,), entonces P} \ (Ho NP}) = Cy; ysi f € C[Y]y
f*(X) es su homogenizacién, Pt \ (Hy NP%.) = C} con lo que concluimos que (1) y (2)
son ciertas. UJ

Ahora daremos algunos ejemplos para hacer més clara la teoria vista de variedades
proyecctivas.

Las variedades afines se corresponden biunivocamente con las variedades proyectivas
no contenidas en el hiperplano infinito.

Ejemplo 8. Un error podria hacer creer que (fi, ..., fn)* = (ff, ..., /). Para ver que esto
es falso basta considerar V' = V(Y — X2, Y +X?), que claramente es el punto (0,0), luego su
cerradura proyectiva es (0,0, 1). Sin embargo, V(Y Z—-X? Y Z+X?) = {(0,0,1),(0,1,0)}.

Ejemplo 9. En la practica, identificaremos cada variedad afin con su cerradura proyecti-
va. Asi, por ejemplo, si decimos que la pardbola Y = X2 4 1 tiene un punto en el infinito
hay que entender que su cerradura proyectiva, dada por YZ = X2 4 Z2, corta a la recta
infinita Z = 0 en un dnico punto. Ciertamente, éste es (0, 1,0).

Si ahora consideramos como recta infinita la recta Y = 0, la parte finita de la curva pasa
aser Z = X%+ 72, que es una elipse. Como curva en R? tiene todos sus puntos finitos,
si bien en C? corta a la recta del infinito en dos puntos imaginarios.

Ejemplo 10. Veamos otra prueba de la irreducibilidad de la curva V' dada por Y2 = X3.
Tenemos que su cerradura proyectiva V* es Y?Z = X3 y deshomogenizando respecto de
Y obtenemos el polinomio Z — X?3. Como Z = X3 es irreducible (por ser una gréfica),
concluimos que su cerradura proyectiva también es irreducible, pero ésta es V*, luego V
también es irreducible.
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Ejemplo 11. Una forma de visualizar el plano proyectivo complejo P? es la siguiente:
identificaremos cada punto con la terna de coordenadas homogéneas (X,Y,7Z) € R de
norma euclidiana 1 y Z > 0. Esto nos da un tnico punto de la semiesfera unidad, excepto
para los puntos infinitos con Z = 0 para los que tenemos dos posibilidades (dos puntos
antipodas en el ecuador de la esfera). Después podemos proyectar ortogonalmente esta
terna sobre el plano XY, con lo que tenemos una correspondencia entre el plano proyec-
tivo y el circulo unidad, biyectiva salvo por que cada punto infinito se corresponde con
dos puntos opuestos de la circunferencia unidad. Por ejemplo, las dos figuras siguientes
muestran la curva Y = X2 +1, de modo que la diferencia entre una parabola y una elipse
es una cuestién del punto de vista proyectivo. La parabola corresponde al punto de vista
de la izquierda, donde unos de los puntos estd en la circunferencia unidad, mientras que
la elipse corresponde al punto de vista de la derecha

Y (0,1,0)

N

Las siguientes figuras muestran dos vistas de la curva

Y2 = XX +1)

Y (0,1,0) Z (0,0,1)

K (~1,0,1)
<1,C ((USUS) B I e 0.1,0) X

Su cerradura proyectiva es Y?Z = X?(X + Z). Las dos ramas infinitas de la curva se
anulan en el punto al infinito (0, 1,0), que se vuelve finito si tomamos como recta infinita
Y = 0. La parte finita es entonces la curva Z = X3+ ZX?, que también puede verse como
la grafica de la funcion.

X3
1—- X2
Ahora hay dos puntos infinitos, que son el (0,0,1) y (—1,0, —1) que corresponden con
las asintotas de la funcién anterior.

7 —
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Ahora pasemos a algunas definiciones para una variedad proyectiva X = V(B) C P".

Definicién 28.

1. Si Xo=X\XnNH es un abierto de X, H =V (> A;X;), entonces Ry, es el anillo
de funciones racionales f(Xo,..., X,)/(>_ a;X;)? donde f es homogéneo de grado
d, médulo el ideal de f/(>" a;X;)? con f € B.

2. Para todo x € X, podemos definir a O, x de las siguientes formas equivalentes.

a) Como el anillo de funciones racionales

f(Xo,...,Xn)/g(Xo,...,Xn), fag

homogéneos del mismo grado y g(x) # 0 médulo el ideal de los f/g, f € B.

b) Como el anillo de gérmenes de funciones de U en C, donde una vecindad de
Zariski de x en X definida sobre funciones racionales f/g, con f, g homogéneos

g(z) # 0.

¢) Como el anillo local O,, x\xnu de x sobre las variedades afines X \ X N H para
un hiperplano H tal que = ¢ H.

3. Definamos el campo C(X) de tres formas equivalentes

a) Como el anillo de funciones racionales

f(Xo, ..., Xn)/9(Xo, ..., Xp)

y f, g homogéneos del mismo grado y g ¢ B, médulo el ideal de f/g, f € B.
b) Como los cocientes del campo O, x con algin z € X.

¢) Como el campo de funciones de cualquiera de las variedades afines X \ X N H.
Llamaremos a este el campo de funciones de X.

4. Definimos la dim X como min,cy dim 7}, x.

5. Decimos que x es un punto suave siy sélo si dimT, x = dimX, y un punto singular
siy s6lo si dim 7, x > dim X. Como en el caso afin X es la unién ajena de conjuntos,
cada uno de los cuales es un subconjunto localmente cerrado de Zariski Y C X de
puntos suaves de Y y donde k=dimY < dim X para todas, pero el estrato abierto
que consiste de los puntos suaves en X por si mismo. Mas aun, en la topologia
clasica inducida P", aquella donde X es un espacio topoldgico y los conjuntos son
variedades analiticas de dimensién k.
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2.4. Variedades Cuasiproyectivas

Si bien los resultados globales de la geometria algebraica se aplican a las variedades
proyectivas, las variedades afines son una herramienta muy 1util para obtener resultados
locales. Més en general, conviene introducir una nociéon més general de variedad que
incluya tanto las variedades afines, como las proyectivas, como los conjuntos que resultan
de eliminar un conjunto algebraico en una variedad. Esto nos permitira descartar, por
ejemplo, las singularidades de una funcién racional. Para ello necesitamos definir una
topologia en los espacios proyectivos:

Definicién 29. Se llama topologia de Zariski en P™ a la topologia que tiene por cerrados
a los conjuntos algebraicos. En lo sucesivo consideraremos a todos los subconjuntos de P"
como espacios topoldgicos con esa topologia.

De las Propiedades (1) y (2), de la Proposicién 6, tenemos que, efectivamente, los con-
juntos algebraicos determinan una topologia (como en el caso afin). Ahora bien, hemos
de tener presente en todo momento que no cumplen la propiedad de Hausdorff. Con-
cretamente, si V' C P" es una variedad y U;, Us son abiertos en V' no vacios, entonces
Uy NUy # (), pues en caso contrario podriamos descomponer V' en unién de los subcon-
juntos algebraicos propios: V = (V ~ U;) U (V \ Us). Asi, ningtin par de puntos en una
variedad puede tener entornos ajenos. Mas aun, con esto hemos probado que todo abierto
no vacio en una variedad intersecta a cualquier otro abierto no vacio, es decir, es denso.

Definicién 30. Se definen variedades cuasiproyectivas (o, simplemente, variedades) a los
subconjuntos abiertos de las variedades proyectivas.

En particular todas las variedades proyectivas son variedades afines. Mds concreta-
mente, las variedades proyectivas son las variedades cerradas (en P"). En efecto, si V' es
una variedad cerrada, entonces es abierto en una variedad proyectiva W'y, al ser denso y
cerrado, tenemos V = W.

Més atin, si V es una variedad, entonces V es una variedad (proyectiva). En efecto, V es
abierto en una variedad proyectiva W, pero entonces es denso en W, el cual es cerrado en
P", luego W = V.

Dicho de otro modo: hemos definido una variedad V' como un abierto en una variedad
proyectiva. Ahora acabamos de ver que la tinica variedad proyectiva en la cual V' es abierto
es V.

Las variedades afines también son variedades. En efecto, en primer lugar observemos que
A™ puede identificarse con un abierto en P", luego los espacios afines son variedades. En
general, si V' es una variedad afin entonces V* es una variedad proyectiva y V = V*N A"
es abierto en V*, luego Ves una variedad en el sentido que acabamos de introducir. Mas
atin, tenemos que V* = V.

Observemos que si X es un conjunto algebraico en A", entonces X = X*NA" y X* es
cerrado en P, luego X es cerrado en A". Reciprocamente, todo cerrado en A" es algebrai-
co. Asi, podemos definir directamente la topologia de Zariski en A™ como la que tiene por
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cerrados a los conjuntos algebraicos, sin hacer referencia a ninguna inmersion de A™ en P,

Todo abierto en una variedad es una variedad. Un cerrado X en una variedad V' es una
variedad si y s6lo si no se puede descomponer como unién de dos subconjuntos cerrados
propios. En efecto, tenemos que

X=VnNnX=ANnVnNnX=ANX,

donde A es abierto en P”, luego X es abierto en X. Por lo tanto X es una variedad si y
solo si lo es X, es decir, X es irreducible, y donde X es unién de cerrados siy sélo siloes X.

Conviene tener presente que una variedad en sentido general es casi lo mismo que
una variedad proyectiva: si una variedad proyectiva ‘tipica‘ es una esfera, una variedad
cuasiproyectiva tipica puede ser una esfera menos una circunferencia y menos tres puntos.

La esfera completa se recupera al tomar la cerradura de la variedad.
El hecho de que los anillos de polinomios son Noetherianos (el teorema de Hilbert) se

traduce en que las variedades satisfacen la propiedad de compacidad (salvo los que no son
espacios de Hausdorff).
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Capitulo 3

Aplicaciones y Productos de
Variedades

En este capitulo nos ocuparemos de las aplicaciones entre variedades, para esto nece-
sitamos definir funciones entre variedades. El siguiente paso en la teoria es estudiar los
productos de variedades afines. Podemos considerar como variedad afin a cualquier pro-
ducto de variedades afines sin més que identificar A™ x A™ con A™™ de forma natural.
Aqui la topologia de Zariski en el producto no es la topologia producto. Nos gustaria
generalizar esto a variedades cualesquiera, no necesariamente afines.

3.1. Producto de Variedades

El siguiente paso es estudiar la teoria de espacios de productos C" x C™, C" x P™
y P* x P™. Para fijar notacién, sean X; y Y; coordenadas para el primero y segundo
factor respectivamente. Nosotros introducimos la topologia de Zariski en estos productos
al considerar los ceros de polinomios f(X,Y) en ambos conjuntos de variables. Ahora
como consecuencia de lo anterior, daremos las siguientes definiciones.

Definicién 31.

1. En C™ x C™, los conjuntos cerrados son V(fi, ..., fn), fi € C[X1, ..., X0, Y1, ..., Yyl

2. En C™ x P, los conjuntos cerrados son V(fi,..., fn), fi € C[Xy,..., Xn, Yo, ..., You]
donde las f; son homogéneas en toda Y'; es decir

fi= ) (coef) X{' XYy Y,m

ay,...,an

S b=d

donde d es el grado en Y.
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3. En P™ x P™ los conjuntos cerrados son V(f1,..., fn), fi € C[Xo, ..., Xn, Yo, ..., Vo]
donde f; son las homogéneas separables en toda X y Y, es decir;

fi= Y (coef) X0 Xmype. Y
ag,...,am=d
bo,...,bn=e

donde (d, e) es el bi-grado.

Notemos que en el inciso (1) simplificamos redefiniendo la topologia de Zariski en
C™™ En el inciso (2) observemos que en la topologia de Zariski los subconjuntos son
homeomorfos al caso (1).

Proposiciéon 8.
C"xP">C"x (P"\ H;) ~C"™

donde C™ x (P™ \. H;) induce una topologia.

Demostracion. Una base para conjuntos abiertos son los conjuntos donde

Yo Y

X, X —, o, —
f( 17 ) }/Z }/*Z

Y
ey —)#0
) ) }/Z ) #
Donde f es homogénea en el segundo conjunto de variables. Una base en el anillo de poli-
nomios son los conjuntos g(Xy, ..., Xy; %’, o %, o 5;—’?) # 0, donde g es algtin polinomio.
Estos son los mismos conjuntos si g es obtenido de f poniendo la variable apropiada igual
a uno, y f es obtenido homogenizando a g en el segundo conjunto de variables. 0

Proposicién 9.
P*" x P > (P" — H;) x (P" — H;) = C*"™
donde (P™ \ H;) x (P™ ~\ H;) induce una topologfa.
Demostracion. Analoga a la Proposiciéon 8. U

Para generalizar esto a variedades cualesquiera, no necesariamente afines introducire-
mos la aplicacién de Segre que nos proporciona una estructura del producto de variedades

3.2. Aplicacién de Segre

Sea
o:P" x P — ]P(n-l—l)(m—i—l)—l

de manera que manda a la pareja ([X], [Y]) al punto en PC+D+)=1 cyyas coordenadas
son los productos de las coordenadas en [X] y [Y], es decir,

([ Xoy s Xul, [Yor coes Yal) = [oons XiV5, 1]

donde las coordenadas en la imagen son los productos de coordenadas X; y Y;. La ima-
gen de la aplicacién de Segre es una variedad algebraica, llamada variedad de Segre, y
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denotada por > : si las coordenadas en el contradominio son Z;;, vemos que
estd definida por los polinomios cuadrétricos Z; ; Zy; — Z; 12 ;-

n,m

La superficie de Segre es 2171 = o(P! x P!) C P, esto es, la imagen de la aplicacién
o ([X(]u X1]7 D/(]u Yl]) — [X(]}/O7 X03/h X1%7 XIS/I]

Esta variedad esta dada por el polinomio cuadratico ZgZ3 — Z1Z,. Las imagenes de
P! x {pto} y de {pto} x P! estan dadas por las lineas Z; = A\Zy, Z3 = A2y y Zy = \Z,
Z3 = AZ1. Observemos que el polinomio ZyZ3 — Z1Z5 esta dado por el determinante

Zy Zl:|

det A = [Zg 7

donde describe las dos familias de lineas: una familia esta dada por una relacion lineal
entre los renglones de su matriz, y la otra por una relacion lineal entre las columnas.

Proposicién 10. Sea Z;; __ coordenadas homogéneas en P "™ y I el ideal ho-
1<j<m
mogéneo generado por los polinomios cuadraticos Z;; 2y — ZyZyj. Entonces la aplicacién.

s:P" x P" — V(U)

(x,y) — el punto z;; = z;y;

es un homeomorfismo, y V(i) es una variedad proyectiva.

Demostracion. Probemos la inyectividad de s. Supongamos que s(z,y) = s(z’,y’), enton-
ces z;y; = Aryy; para algtin A # 0, y para toda 4, j. Ahora para algtin ig y jo, T # 0y
Yjo 7 0. Ast 2} yi # 0, de aqui 2} # 0y yj, # 0. Si p = z;, /7] , v = y;,/y;,, tenemos
que A\ = pvy ryj, = Ay, = prriys = pry;,. Entonces, r; = pxy, para toda i lo cual
implica que = = 2’. Andlogamente para y = y’. Por lo tanto es inyectiva. Para probar

la suprayectividad de s, supongamos que (z;;),.,., satisfacen z;;zi; = 2;2,; y donde no

0<5<n
todas son no cero. Digamos que z;,;, # 0. Sea x; = 2ij,/Zigjo» ¥ Yj = Zioj/ Ziojo- PO lo tanto

2 o — ..
(Zinjo) “Tillj = ZijoZioj = ZijZijo

es decir, s(z,y) es un punto con coordenadas homogéneas equivalentes a z;;. Por lo tanto
la funcién es un homeomorfismo. Notemos que la topologia de P™ x P™ tiene una base
consistente de los conjuntos f(z,y) # 0, f homogéneo de bi-grado (d, d) es decir del mismo
grado que X y que Y. Sabemos que una base estd dada por f # 0, f de bi-grado (d,e).
Si decimos que d > e. Entonces

{(z,9) [ fz,y) # 0} = U{(I,y) | (V7" f) (@, y) # 0}
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donde de_ef tiene bi-grado (d,d). Una polinomial f(z,y) de bi-grado (d,d) se puede
escribir como F'(..., X;Y}, ...) donde F' es homogéneo de grado d. Por lo tanto, el conjunto
abierto de f # 0 en P x P es V(U) N (el conjunto abierto F' # 0), y la aplicacién es un
homeomorfismo. Finalmente, para probar que V(U) es una variedad es suficiente probar
que V(U) es irreducible en la topologia de Zariski. O

De manera general, una variedad producto es irreducible, y por lo tanto es una variedad
en virtud del siguiente Lema.

Lema 3. Sean X y Y espacios topoldgicos irreducibles y dotemos de una topologia a
X xY tal que que induce la topologia dada sobre las imagenes {z} x Y de Y y X x {y}
de X. Entonces X x Y es irreducible.

Demostracion. Sea X x Y = SUT. Para toda z € X, {z} xY = Sn({z} xY)U
TN({x} xY). Asi, Y es irreducible, para toda z, {x} X Y, estd contenida en S o T'. Si
syt X — X x Y es la aplicacién = — (z,y). Entonces

05;1(5) = {z| (x,y) € S, para toda y}
v

= {z|{z} xY C S}
Donde llamamos a este el conjunto cerrado S’. Similarmente tomemos

T = (s, '(T) = {x | {«} x Y C T}

tal que S"UT" = X. Asi X es irreducible, con lo cual tenemos que X = 5" 0 X =1T".
Por lo tanto X x Y =S50 X xY =T.
0

De ahora en adelante cuando hablemos de P" x P™ nos referiremos a ésta como una
variedad proyectiva.

Proposicién 11.

1. Siz e P"y Xy,..., X, son coordenadas afines en una vecindad de z, y y € P™
y Yi,...,Y,, son coordenadas afines en una vecindad de y, entonce Oy ) prxpm €8
el anillo de funciones de gérmenes f(X,Y)/g(X,Y), donde g(x,y) # 0, para una
vecindad de (z,y) a C.

2. Sixz € P", y € P, entonces el espacio tangente T{,,) prxpm €s canénicamente
isomorfo a T, pn X T, pm. En particular, la imagen es una variedad no singular de
dimensién n.
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3. La aplicacion s es bi-holomorfa de la variedad compleja P™ x P™ en la imagen de s.

Ahora estamos en condiciones de definir las aplicaciones mas generales que aparecen
en la teoria bésica sobre variedades algebraicas.

Definicién 32. Sean X C P" y Y C P™ dos variedades. Decimos que una correspon-
dencia Z de X a Y es una relacion inducida por un subconjunto algebraico Z7 € X x Y.
Asi diremos que Z es una aplicacién racional si Z es irreducible y existe un conjunto abier-
to de Zariski Xy C X tal que cada x € X, esta relacionado con un tnico punto de Y a
través de Z. El conjunto Z es llamado aplicacién birracional si tenemos que Z ! C Y x X
es racional, donde

Z7 = {ly,2) | (v,y) € 7}

es decir, Z y Z~! son ambas aplicaciones racionales.

Definicién 33. Sea Z C X X Y una aplicacién racional de X a Y,z € X y Z[z| ={y €
Y | (z,y) € Z}. Entonces Z es reqular en x si Z es univaluada (Z[z] es un sélo punto) y
(X1,..., Xn) y (Y1, ..., Y,,) son coordenadas afines alrededor de x y de y respectivamente,
en alguna vecindad de Zariski U de z, Z es la gréafica de la aplicacién:

U—Y
dada por
}/i _ ai(Xl,...,Xn)
bi( X1, ..., X3)

(donde a;, b; son polinomios tal que b; no se hace cero en U). Z es llamado regular si lo
es en todos los puntos x.

Teorema 13 (De eliminacién). La proyeccién
Py P x P — P

es cerrada, es decir, si Z C P™ x P es un conjunto algebraico cerrado, entonces también
lo es po(Z) (Para la prueba véase [7]).

Observemos que un polinomio g(zi, ..., z,) que no se anula en ningin punto de X es
una unidad en Ry, y el campo es algebraicamente cerrado.

Si el campo no es algebraicamente cerrado, podriamos tener una funcién sobre R, por
ejemplo consideremos h = ﬁ ysea f(zr) =1y g = (2 + 1) donde g tiene sus ceros
fuera del campo. Por lo tanto no seria una funcion regular.

Pasemos ahora a algunos ejemplos sobre las definiciones de las aplicaciones racionales y

regulares.

Ejemplo 12.
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Sea la aplicacion

¢ : C?* — PYC)
dada por

ple,y) = [z, yl.

Notemos que esta aplicacion estd definida exactamente en C \ {(0,0)}, y manda
lineas que pasan por el origen en C? a puntos de P!, y podemos ver que no hay
manera de que éste pueda ser extendido de manera continua a todo C2. Asi, po-
demos pensar a ¢ como una aplicacién racional de P? a P! y puede ser descrito
geométricamente como la proyeccién desde el punto P = [0,0, 1] € P? a una linea.

2. Sea X C P" una variedad proyectiva y ¢ : X — P™ cualquier aplicacion regular.
Entonces, la grafica 7, C X x P™ C P" x P™ es un subconjunto cerrado.

Observemos que no se da el caso de que una aplicacion ¢ : X — P™ es regular
si y sélo si la grafica 7, es un subconjunto cerrado. Por ejemplo, consideremos la
aplicacion

w: Pt — P2
p [ Xo, X1 — [X§, Xo X7 — X3, X7 — X7X1]

su imégen es la curva cuspide ZyZ2 = Z3. En vista de que la aplicacién p es uno a
uno, podemos definir una aplicacién inversa de conjuntos ¢ : X — P1; sin embargo,
esta aplicacién no es regular, pero su gréfica es el subconjunto de X x P! que es a
su vez la gréfica de p y ésta ultima es un subconjunto cerrado de X x P!,

Corolario 8. Si X es una variedad r—dimensional y (f1, ..., fx) son funciones polinomiales
sobre z, entonces cada componente de X NV (f1,..., fx) tienen dimensién mayor o igual
que r — k.

Ahora tenemos el siguiente resultado concerniente a las aplicaciones regulares
p: X" —Y"

que son birracionales, o equivalentemente que ¢* : C(Y) — C(X) es un isomorfismo, o
bien que ¢ es inyectivo en un subconjunto abierto de Zariski.

Teorema 14 (Principal de Zariski. (Caso Suave)). Sean ¢ : X" — Y una apli-
cacion birracional regular. Donde X1, ..., X, v Y1, ..., Y,, son coordenadas afines de X y
Y respectivamente. Sea z € X y supongamos que y = () es suave en Y. Entonces
cualquiera de los siguientes incisos se cumple.

Jaime Lugo G.



Resolucion de Singularidades Algebraicas 51

1. ¢! es una correspondencia regular en y. Mds precisamente, existe un polinomio

d(Yi,...,Yn) tal que d(y) # 0 y una inversa v
Y ={yeY |dy) # 0} — X

de ¢ definida por
X, @i Y)
d(Yr,...,Yn)

2. Existe una subvariedad ¥ C X que contiene a x de dimension r — 1 tal que la

dimp(E) <r —2.

Dicho E es llamado un divisor excepcional. En particular, ¢ ~!(y) tiene una compo-
nente de dimension positiva que pasa por z.

Demostracion. Como ¢* induce un isomorfismo de C(Y') — C(X) cada funcién X; en X

es igual a M o p para algunos polinomios a;, b;(b; # 0,sobre Y). Usando el hecho de
bn(v) © ¥

que O,y es un dominio de factorizacién unica tenemos que:

X, = ' o p,cona;, b; primos relativos,en O, y.

Entonces, hay dos posibilidades: b;(y) # 0 para toda i, o b;(y) = 0 para alguna 1.
En el primer caso, sea d = [[ b; y definamos v por

a;(Y) 0 [T, b5(Y)

ME T

En el segundo caso, digamos que b;(y) = 0. Sea (Y1, ..., Y;,) un polinomio que representa
un factor irreducible b; en O,y. Y sea E una componente de X N V(5 o ¢) que pasa
por x. Entonces por el colorario (8) la dim E = r — 1. Pero si b; = b} 3, entonces en X,
ajop=X; (bioyp) (Boy),asia;op=0en E. Por lo tanto a; = =0 en p(F). Ahora
B O,y es un ideal primo, de aqui B = {f € C[Y] | f € O, v} es un ideal primo en C[Y].
Mas atin a; ¢ B por que a; y by son primos relativos, asi a; # 0 en V(B). Por lo tanto
encontraremos que

Y 2 V(B) 2 ¢(E)

y asi la dim p(E) < r — 2. O

La version mas fuerte del Teorema Principal de Zariski sélo asume que O,y es enteramente
cerrado en C(Y').
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3.3. Propiedades Globales de Zariski

Ahora volveremos a variedades proyectivas y correspondencias Z C X x Y.
Para esto primero consideremos las proyecciones naturales

P4 — X
po: 4 — Y.

Trataremos a estas proyecciones como en el caso afin puesto que estas aplicaciones son
localmente proyecciones de C"*™ — C" y de C"*™ — C™. Entonces digamos que
p(Z) =X, p2(Z) =Y y asumamos que Z es irreducible. Entonces:

f(z,y) = max{dim W | Wes una componente de pl_lpl (x,y) sobre (z,y)}

= méax{dim W | Wes una componente de Z[x] sobre y}

es una funcién semicontinua superior sobre Z.

Usando el hecho de que p; : Z — X es una aplicacién cerrada, se sigue que

f(z) = méx{dim W | W es una componente de Z|[x]}

es una funcién semicontinua superiormente sobre X. Entonces, como p; : Z — X es
suave sobre un subconjunto abierto y denso, el valor de f(z) es dim Z — dim X casi en
todas partes. Por lo tanto hemos descompuesto a X en dos partes.

1. Un conjunto abierto de Zariski X diferente del vacio donde todas las componentes
de Z[z] tienen dimensién dim Z — dim X.

2. Un conjunto cerrado de Zariski F' donde alguna componente de Z[x] tiene dimensién
mas grande; estos puntos son llamados los puntos fundamentales de Z.

Notemos que la codimensién en X de todas las componentes de F' es al menos dos.
De hecho, consideremos F* = {(z,y) | f(z,y) > dimZ — dim X} C Z, y mediante la
restriccion de

p: F*— F
entonces toda componente de F'* tiene dimensién a lo mas dim Z — 1 mientras que todas
las fibras de la restriccion de p; tienen dimension al menos dim Z — dim X + 1, entonces
todas las componentes de F' tienen dimension a lo méas dim X — 2.

En el caso que trataremos mas tarde, el conjunto fundamental, que corresponderd al
conjunto de puntos que tienen fibras no triviales tendra dimension cero, y por lo tanto
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serd un conjunto finito.

Similarmente para Z; : Y — X, obtenemos un abierto no vacio Yy C Y tal que para
toda y € Yp, todas las componentes de Z~![y| tienen dimensién dim Z — dimY. Por lo
tanto, si x € Xy, y € Yy obtenemos.

dim X +dimW; =dimY + dim Ws.

Donde W, es cualquier componente de Z[z] y W5 es cualquier componente de Z~1[y].

Ahora. consideremos mas en general a una aplicacion racional Z : X — Y. Hemos
visto que X tiene un subconjunto cerrado F' de puntos fundamentales donde dim Z[z| > 1
y que la codim F' > 2. Y por otro lado el conjunto

Xyeg = {z € X | Zes regular en x}

es un subconjunto abierto de Zariski de X diferente del vacio y disjunto de F. Entonces
en el caso proyectivo el Teorema Principal de Zariski se enuncia de la siguiente manera.

Teorema 15. Sean X y Y variedades proyectivas y sea Z C X x Y. Entonces
X N I\ las singularidades de X C X4

es decir Z es regular en cada punto suave no fundamental.

Demostracion. Aplicando el Teorema 15 a la restriccién p; : Z — X. Obtenemos lo
requerido. O
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Capitulo 4
Explosion

En la explosién de un punto p € A" la idea es no alterar a A™ excepto en el punto p, el
cual es reemplazado por el conjunto de todas las lineas a través de p, una copia de P"~1.
Para hacer esto, debemos escoger un sistema coordenado de A™ donde el punto p es el
origen. Sea B el conjunto de todos los pares (x,[), donde x € A" y [ € P"~! es una linea
a través del origen de A™ que contiene a z. Esto es

B={(z,]) e A" x P |z el} C A" x P"\.

La explosién de A™ en p es por definicién la proyeccién natural del factor afin
B A™,
(x,1) — x.

Para ver que la explosion B — A" tiene las propiedades deseadas consideremos las
fibras de esta aplicacion. La fibra de m sobre un punto x es a través del origen simplemente
el tinico punto (x,1), donde [ es la tinica linea a través de z y el origen. De cualquier manera,
la fibra sobre el origen es una copia entera de P"~!, es el conjunto {(p,P" ')} C A" xP"~1,
desde el origen estd en cada linea a través de él. El morfismo explosion B — A" colapsa
este P"~! a un punto y es biyectivo en cada parte (véase la figura 4.1).

Figura 4.1: Morfismo explosion
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Nosotros pretendemos que el conjunto B es una variedad cuasi-proyecctiva. En efecto
si (z1,...,1,) son las coordenadas de A™ y [y; : ... : y,] son las coordenadas de P"~1,
entonces (T1,...,Tp;y1 © ... © Yp) son coordenadas para A" x P"~!. Ahora, un punto
r = (21,...,7,) € A" estd en la linea [, representado por [y; : ... : y,] en P"7 L siy
sélo si el vector (x1,...,2,) es un multliplo (posiblemente cero) de el vector (y1,...,Yn)
esto es, x pertenece a [ si y solo si la matriz

Ty ... Tp

Y1 -« Yn
tiene rango menor que o igual a uno. Esto se tiene precisamente cuando todas las matrices
menores de 2 X 2 tienen determinante cero. Es decir, el punto z = (z1,...,x,) estd en

[y1 : ... : yn] si y sélo si las coordenadas (z1, ..., n; Y1, ..., Yn) satisfacen las ecuaciones
polinomiales x;y; — x;y; = 0 para toda i y 7. Asi

B:V(q:iyj—:cjyi\O§i<j§n)gA"><IP’"_l.

<z s .« . .
El morfismo explosion B — A" es una proyeccién, morfismo birracional. En efecto, ya
que B es una subvariedad cerrada de A" x P"~! y 7 es la restriccién de la proyeccién
natural de A", la aplicacién m es proyectiva por definiciéon. La aplicacion

A" {p} 5B C A" x PP

(X1, ey Tp) = (T ey T X1y ooy T,

es un morfismo de variedades quasi-proyectivas, inverso a m en el conjunto abierto denso

A"~ Ap}-
Podemos pensar que esta variedad es obtenida al remover el origen de A" y remplazarlo
por el conjunto de todas las lineas a través de p en A™.

Definicién 34. Sea V' C A" una variedad algebraica afin y p un punto de V. La explosion
de V' en p es la cerradura de Zariski de la preimagen

A N{ph N B
junto con la proyeccién natural de m a V. Denotamos la explosién de V' en p por B,(V).

B,(A™) 5 A™ es un isomorfismo si nos restringimos al conjunto abierto B,(A") \
7 1(p), la restriccion de 7 a B, (V) 7 !(p) es un isomorfismo sobre VN\{p}. Un ejemplo
de esta explosién puede verse en la figura 4.2.

4.1. Generalidades Sobre la Explosion

Al referirnos al estudio de la geometria de superficies, estamos pensando en superficies
no singulares.
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Figura 4.2: Explosién

Ahora consideremos X; y X, dos superficies no singulares, y sea Z C X; x X,
una aplicaciéon birracional entre ellas. Al menos que estemos en el caso de curvas, Z
no necesariamente es birregular. Sin embargo como ya observamos en el Capitulo 3, el
conjunto fundamental definido por la aplicacién es de dimension cero y por lo tanto finito.
Esto quiere decir que el conjunto

es cero dimensional y finito, y de hecho la restriccion Z : X; — F; — X5 es regular. Los
puntos x € Fj son llamados puntos fundamentales en Xy de Z y las componentes E de
sus imagenes Z[z| son llamadas las curvas excepcionales de Xs.

Por simetria F; es el conjunto de puntos fundamentales z € X5 tal que dim Z~1[z] > 1,
cada uno de los cuales es explotado en X; a un conjunto de curvas excepcionales en X;.
Lo més que podemos decir acerca de Z es que determina una correspondencia birregular
entre X; — F; — Zﬁl[FQ] y Xy — Fy — Z[Fl]

Asi deseamos obtener un panorama general de la totalidad de las superficies no si-
gulares birracionalmente equivalentes unas con otras. La mejor forma de hacer esto, es
comenzar con un campo K finitamente generado sobre el conjunto C de grado de tras-
cendencia dos sobre los complejos. Entonces llamaremos un modelo suave de K a una
superficie no singular X? C P" junto con un isomorfismo « sobre C de C(X) con K.
Ahora bien, a los dos modelos suaves (X, a1), (Xa, as) de K, el isomorfismo

C(X) = K 20 0(X)

induce una correspondencia birracional entre X; y Xo.
Ahora introduzcamos un orden parcial en el conjunto de todos los modelos con la siguiente
definicion.

Definicién 35. El modelo (Xi,a;) domina a (X5, as) o bien (Xi, 1) > (Xs,as) si la
correspondecia birracional inducida Z : X; — X5 no tiene puntos fundamentales, y por
lo tanto es regular.
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En particular, si (X1, a1) > (Xa, ) y (X1, 1) < (X3, ae) entonces la correspondencia
birracional Z : X; — X5 es birregular y asi decimos que los modelos son equivalentes:

(Xl, Ozl) ~ (XQ, QQ).

Una observacion es que la operacion de explotar un punto x de X, introduce una forma
canonica de ir de una clase de equivalencia de modelos (X, «) y un conjunto de puntos
correspondientes z € X, a otra clase de equivalencia. Para esto, necesitamos comprobar
dos afirmaciones.

Proposicién 12.

1. Si X es una variedad proyectiva (de cualquier dimensién) y U C X es el conjunto
de puntos suaves, entonces para toda x € U, B,(X) es suave en todos los puntos
sobre U.

2. Si Xj y X5 son dos variedades (de cualquier dimensién) y Z C X; X X5 es una
correspondencia birracional bajo la cual U; C X; y Uy C X, se corresponden bi-
rregularmente, entonces para todos los puntos suaves z; € Uy, xo = Z[z1] € Uy, la
correspondencia birracional inducida Z" de B,,(X1) y B.,(X2) es birregular entre
las imégenes inversas de Uy y Us.

Antes de probar esto, regresemos nuevamente a la definicién de B, (P™), introduzcamos
esta vez coordenadas afines apropiadas:

Sean (X, ..., X,,) y (Y1, ...,Y,) coordenadas homogéneas en P" y en P!
y
r=1(1,0,...,0), pz(ag, ...,a,) = (a1, ..., ay).

Entoces B,(P") (es el lugar de los ceros en P" x P*~! de X,Y; — X;Y;, 1 < i, j < n).
Asi podemos cubrir a B, (P") por 2n afines:

U, = B,(P") N [P" < V(X)) x P V(Y))], 1 <

N

n
V= Bo(P") N [P" ~ V(Xo) x PP L V(Y))], 1 < j < n.

I Bajo la proyeccién p; : B,(P") — P, U; va isomorfamente al afin P* \ V(X;) de
P, Con todos los U;, cubrimos la parte de B, (P™) que es isomorfa a P ~\ {z}.

IT Las coordenadas afines en el espacio ambiente C*"~! que contienen a V; son:

X X,
Zy=22 7, = e
0

}/} Y

Y, Y, .
Wy = —, .., W, = = sin W,.
Y;
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En estas coordenadas, V; es definido por las (n — 1) ecuaciones:
Zy = ZWh, ..., 2, = Z;W,

es decir

v

bajo la aplicacion
r— (Z;(x), Wi (z), ..., Wp(x)).

IIT Esto significa que resolviendo las ecuaciones

A Zn
Wy=—,.. W, =—
Lz Zj
tenemos que Z;, Z1/Z;, ..., Z,/Z; son coordenadas en V;.
Asi en el proceso de la explosién, el espacio afin P" \ V(Xj) con coordenadas
(Z1, ..., Z,) es remplazado por n-espacios afines V; con coordenadas (Z;, %, ey %)
J J

de manera apropiada.

IV Sea E = {x} x P"! la imagen inversa de = en B,(P"). Como {z} =V (7, ..., Z,),
tenemos que

Z1 I
ENV,=V(Z,22, ... Z;, ... 2,22
J sz J sz

Asi, E NV tiene coordenadas afines Z1/Z;, ..., Z,/Z;. De esta manera, E es exactamente
el espacio proyectivo con coordenadas homogéneas (Z1, ..., Z,) y puede ser canénicamente
identificado con el espacio proyectivo de subespacios de dimensién uno de 7, pn. Para el
caso n = 2 tenemos la siguente figura.
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Plano X % Plano % Y
H1 HQ

=0

Plano X Y

Ahora pasemos a la prueba de la Proposicién 12.

Demostracion. (Prop 12) Para probar la parte (1) de la Proposicién 12 notemos primero
que B.(P") \ E es birregular a P \ {z}, asi B,(X) \ E, x es birregular a X \ {z}. Por
lo tanto B,(X) \ E, x es suave en los puntos que corresponden a U. Entonces el hecho
es mostrar que B,(X) es suave tambien en todos los puntos de E, x. Para ver como es
B,(X) cerca de estos puntos, usemos las coordenadas anteriores, y sea 7 = dim X donde
X esté definida cerca de x por f; = ... = f,_, = 0 y de tal manera que df; son formas
linealmente independientes en cero. Ahora, expandamos cada f; de la siguiente forma:

fi<Z17 couy Zn) = Z CLZ]ZJ + f;(Zl, ceey Zn)
j=1

donde todo término de f! es de grado mayor o igual a 2.

Entonces las funciones:

7 Z - 7. 7 Z
(=, .. T =)= Z i TN e, == 2
f( kaa 5 ka) k;a]2k+ kfz( kaka ’Zk)

se anulan en B, (X)NVj. Como B, (X) es por definicién la cerradura de Zariski de X ~{z}
en B,(P"), Z; # 0 en B,(X) N Vj. Por lo tanto

Zl Zn

Z_k;, ceey Z_k;)

fi = Z%‘jz + Zifi (Z,
1

j=

se anula en B,(X) N V4, y por lo tanto las funciones lineales 77 | a;;(Z;/Z}) se anula
en I, x N Vj. En otras palabras E, x esta contenido en el subespacio lineal L de £ con

ecuaciones homogéneas 7, a;;Z; = 0. Como x € X es suave, el rango de (a;;) =n —r,
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asi dim L = r — 1. Pero dim F;, x = r — 1 también, de ahi que E, x = L.

Ademas para toda y € E, x NV}, las diferenciales de las n — r funciones lineales de las
> 51 aij(Z;/Z)) que definen a L son funciones lineales independientes en T, p. Pero estas
diferenciales son precisamente las restricciones de T} g, (pn) a Ty g de las diferenciales df;".
Por lo tanto las diferenciales df;" son funciones linealmente independientes en T}, g, (pn).
Como dim B, (X) = r, entonces tenemos que B,(X) es suave en y y estd definida local-

mente por las ecuaciones f/ =,...,= fr_, = 0.

Ya que T}, x es el subespacio de T, p» definido por 2?21 a;;dZ; = 0, para toda ¢; iden-
tificamos candnicamente espacios proyectivos de dimensién uno de subespacios de T} x
isomorfos a subespacios lineales de E definidos por Zj a;;Z; = 0, para toda 7 y como
x € X es suave, el cono tangente de X en x es igual al espacio de Zarizki tangente a
X en el punto z. Recordemos también que B,(X) como espacio topolégico esta descrito
intrinsecamente como la tnién de una parte abierta X \ {x} y otra parte cerrada que
es el espacio proyectivo asociado a T}, x; asi reformulando esto, uno encuentra que esta
topologia puede ser descrita como sigue:

Siy, € X \ {z}, satisface que y, — = cuando n — oo, y D : O — C es una
derivacién que representa un elemento de Y, x, entonces y, — CD en B,(X) (o en
B,(P™)) cuando n — oo si y solo si existe €, € C, ¢, — 0 tal que para toda f € O, x,
Df = lim, e f(yni—f(ﬂﬁ)_

n

La parte (2) de la proposicién es un colorario de esto: en la notacién de (2), notemos
que la diferencial dZ(z1) : Ty, x, = 1., induce un isomorfismo dZ de E,, x, con F,, x,
y por como estd descrita la topologia en B, (X;) tenemos entonces que

siy, € X; — {x1},donde y, — x; cuando n — oo, entonces
(Y tiene un limite en B, (X)) si y sélo si (Z]y,) posee un limite en B,,(X2))
y si estos limites existen se corresponden adecuadamente bajo dZ.

Por lo tanto Z’ es almenos una aplicacién biyectiva entre las imdgenes inversas de U
en B,,(X;). Entonces por (1) y por el teorema principal de Zariski Z’ es regular.
O

Proposicién 13. Sea x € X" C P" un punto suave, y escojamos una proyeccion
P X — P
que es suave en x. Entonces p; se levanta a una correspondencia birregular:
By(X) — By (P")

que es suave en todos los puntos de E, x.

En particular, si 7y, ..., Z,, son coordenadas analiticas de X en una vecindad pequena
de z, es decir una vecindad con una topologia usual, entonces en cada punto y de B, (X)
sobre x, Z1/Z;, ..., Z,/Z; para alguna j, son coordenadas analiticas en una vecindad de y.
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Capitulo 5

Resolucién de Singularidades de
Curvas en una Superficie Suave

En este capitulo se mostrara un caso particular del Teorema de Hironaka. Y veremos
algunos ejemplos para entender el proceso de desingularizacié de curvas.

5.1. Teorema Fundamental para las Curvas Algebrai-
cas

A continuacién presentaremos el Teorema Fundamental y cuya demostracion es un
extracto de la prueba de Hironaka del caso general.

Teorema 16. Sea X una superficie proyectiva suave y C' C X un conjunto algebraico
cerrado de dimension uno, es decir, posiblemente reducible pero ninguna componente es
un punto. Entonces existe una sucesién de explosiones:

Xn
LE
Tno1 € Xp_1
}
2 !
rn e X;
US! l
ro€ X

donde m = m o...om,, Xit1 = By, (Xi) y miy1: Xip1 — X; es la proyeccién natural tal
que si
F= {330, 7T1(.’L‘1),7T1(7T2(.§CQ>), c. ,7T1(. .. (71'”,1(.77”,1)> .. )}
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es el conjunto fundamental de la correspondencia 7!, y

C'es la cerradura de Zariski de 77 1(C'\ (C'NF))

es la llamada transformacion propia de C' sobre X,,, entonces C' es suave.

Observacién 1. Observemos primero que el problema es tnicamente local. De hecho
como C' es una curva entonces el nimero de puntos singulares es finito, supongamos que
son los puntos {yi,...,y:}. Si pudiéramos explotar X en y; y en puntos cercanos de y;
en las superficies resultantes hasta que obtengamos una superficie X,,, sobre X en don-
de la transformada propia C; de C es suave en todos los puntos sobre y;, entonces Cy
tendria singularidades sélo en los puntos {y5, ..., y,} que corresponden birregularmente a

{y27 s 7yt}'

Entonces haciendo una induccién sobre t podemos resolver eventualmente las singula-

ridades de C.

Fijemos por lo tanto un punto singular y sobre C'y sean 71, Z5 coordenadas analiticas
en X en una vecindad de y. Por hipotesis X es una superficie suave en y entonces como
observamos en el Capitulo 1, el anillo O, x es un dominio de factorizacién tnica, de ahi que
el ideal I(C'), de todas las f € O, x tal que f = 0 en C es principal. Asi, cualquier funcién
f € Oy ¢ cuyo divisor sea (f) = > C;, cerca del punto y, (donde C; son las componentes
de C) es un generador de I(C'),. Llamamos a tal f una ecuacion local de C' en y. El
primer paso es definir dos invariantes que midan que tan mala es la singularidad y de C.

Definicién 36 (Multiplicidad). Sea f una ecuacion local de C' en y y expandamos a f
de la forma siguiente

f = fu(Zla ZQ) + fu—l—l(Zl, ZQ) 4+ ...

f homogéneo de grado k

fu #0.

Entonces p1 = p1,(C') es la multiplicidad de C' en y. Intrinsecamente esto significa que
fe Dﬁg « pero [ & 9)’[5}1, donde ?IRZ + es el anillo local de X en y y como cualquiera dos
ecuaciones locales difieren por una unidad en O, x, esta u es independiente de la eleccién
de f. Generalmente, cualquier funcién analitica f puede ser usada para definir una p bajo
la condicién de que f se anule en orden uno sobre cada componente de C' y, ademas, no
se anule fuera de C.

Definicién 37 (Invariante v). Sea p la multiplicidad de f, después de un cambio lineal
de coordenadas, asumamos que f,(1,0) # 0. Entonces por el Teorema de Preparacién de
Weierstrass, podemos escribir a f como

f = (unidad) (Z} + ay(Z2) 2" + .+ 0,(2)) (5.1)
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donde a;(Z3) son series de potencias convergentes en Zs cuya multiplicidad (es el grado
del término de menor orden) que es mayor o igual a i. Ahora, sea 7, = Z; + % En

términos de las nuevas coordenadas Z;, Z, y elevando con su respectiva potencia en la
relacion (5.1) tenemos las siguientes igualdades:

= ZI' = Z1"ay(Zs)

”_ R T s(p—1)(n—2)
+ Zl CLl(ZQ) 2',u Zl a1(22> 3'#2 +

- (nimy
7 = (Zl—“l(f?))”l

Sl B ~1 .. S 1) (-2
= 2\ -7 2(11(22)'“” + 7t 3a1(22)2(’u 2?,3; )

_ () (b — 1)(1;!;32)@ —3)
Ca(Z)\"
- ()

—2
Z{kQ = <Z1—a1(22))u
1

Ahora si multiplicamos Z! por ay(Z,) y lo sumamos a Z!* " el coeficiente de Z!"~" es cero,
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donde
bQ(ZQ) = QQ(ZQ)Q% - al(ZQ)M ! +1
b3<Zz) _ _a1<Zz)3<M_;)!>/5/;L_2) _'_a1<22>2<:u_;!>/5/;_2) . (ZQ><M; ) +1

iz = (Y (B

Por lo tanto, en términos de estas nuevas coordenadas Z;, Zo, se tiene que
f = (unidad)(Z} 4 by(Z2) 2477 + - 4+ bu(Z,))
asf el coeficiente de Z}' “Les cero, y donde la multiplicidad de los b; > 7. Definimos

2<i<p 7

Entonces, v € iZ, y v > 1. Donde v es independiente del sistema analitico de coordena-
das, definamos v, (C') como la minima v sobre todos los sistemas coordenados Z;, Z,.

De hecho, v nos indica, después de explotar en ¥, si tenemos uno o varios puntos en
la proyeccion del cono tangente de C.

5.2. Interpretacion de v

X1 = By(X)

m : X7 — X la proyeccion,

C; = la cerradura de Zariski de 7; (C'\ {y}) v
{y(1),...,y(k)} = C1 N E, x es la proyeccién del cono tangente de C'.

Lema 4. 1. Siwv,(C)=1, entonces k > 1y para toda ¢
i) (C1) < iy (C).
2. Sivy(C) > 1, entonces k = 1 y se cumple una de las siguientes relaciones

#y(1) (C1) < 11 (C)

o
:“y(l)(Cl) = py(C) pero Uy(l)(Cl) <, (C) — 1.
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Demostracion de (1) y (2). Sea C definida localmente por

= fut St =0,

para todo punto de £, x tenemos las siguientes coordenadas locales {Z7, g—f} 0 {Zs, g—;}
En estas coordenadas, f se transforma

Zy

Z
[ = fulZ, Zl_z) + furi(Z1, Z17) + - -
Zl Zl

ZQ 1
= Zﬁfu(L Z) + Z{H fu+1(1> Z) + e
Zy

Zy
= Zi[f.(1, Z) + Z1 funa (1, Z) + -]

Definamos
Zy

Z
fi =11, 7?) + Zyfuia (1, Z) T

y para las coordenadas Z,, % Anélogamente tenemos

fzzgfp<%,1)+Z2fu+l(Z 1>—|—

“1
Zy’

Para los puntos de las primeras coordenadas notemos que V(Z;) es E, x, y como por
definicién de F, x no es una componente de Cy, f debe anularse en C. Entonces de
aqui fy f; se anulan en orden uno sobre todas las componentes de C1, ya que cada una
de estas es birregular a las componentes de C' casi en todas partes, f; es una ecuacién
local de €. Andlogamente en coordenadas {Z, g—;} Entonces, f; es una ecuacion local
de (. En particular, C; N E, x estd definida por

7
&zn@iﬁw
(0]

A
Zy = fu(Z,1)=0
2 fM(Z2 )

Identificando E), x con P!, con coordenadas homogéneas Z;, Z, tenemos que C; N E, x
corresponde a las raices de la ecuacion homogénea f,(Z1,Z;) = 0. De esta manera
k = 1siy solo si f,, es una p-ésima potencia de una forma lineal.

Ahora, sean Zi, Zs coordenadas en donde

f = (unidad)[Z} 4 by(Z2) 2% + - - + b,u(Z)), (5.2)

y vy(C) = min (222) Entonces

f. = (constante)[Z} 4 (términos de grado 2 de by) Z4 > + - + b, (Zs)]
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de aqui f, es una p-ésima potencia si y sélo si para toda i, b; comienza con términos de
grado mayor que 7 si y sélo si v, (C) > 1.

Esto prueba la primera parte de 1 y 2.

Ahora si v = 1, digamos que y(7) es el punto dado por (Z; = 0y 7 Z2 = a.) como
k>1, g—f = « tenemos que Z‘f = « es una rafz de f,(1, g—f) =0 con multlphcldad wo<
y usando el algoritmo de Euclides sobre f; llegamos a la siguiente expresién

f fu( Z)"‘Zlfqul( %)‘i‘

como 2 = « es raiz de f, entonces

Z1
fl - (%_O‘) fu( Z)"‘Zlfwrl <1 %)

donde M < p, por lo tanto, haciendo M = p/ y f,.(1, Z1) A, fun (1, ) = B obtenemos
fi= (— —a)" A+ 7B con A(y) # 0. De aqui que si f; es expandido en series de potencias
sobre las coordenadas g—l —a y Z; cerca de y, entonces los términos de grado menor tienen
orden a lo mas p, es decir fi,;)(C1) < p' < p. Asf hemos probado 1.

Ahora, si v > 1. Entonces f,, = (constante)Z! y el tnico punto y(1) sobre y en C} es el
punto Z; = Zl = 0, usando la ecuacién 9 encontramos

Zy

2 = (unidad) {(Z

b2(Z1) 21\ 0o bu(Z1)
7 (Z) +---+Tg} (5.3)

)+
Esto pasa ya que multiplicando por un uno a la relacion 5.3 tenemos la siguiente expresiéon

VAWA S AV b.(Z
= (unidad)[ 1Z“2 + 2(Zu2)2“2 st i 2)}

o
f = (unidad) Z“(Z) < ) +bM(Z§2)
—  Z¢(unidad) <%) ( ) +bué?)

7 pw=2
por lo tanto fi5 = (unidad) [(%) + %?) (%) NI %]

Si pty1y(C1) < p entonces no hay nada que probar. Tomemos ji,1)(C1) = p. Entonces
podemos definir v si escribimos a f; de la siguiente manera

2 = (unidad) [(?) by (Zy) (%)“2+...+%(22)

2
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donde b}(Z,) = % Entonces
2

., [multd(Z3)
o) <l T
, _multbl(Zg) - Z:|
= min :
2<i<p | i
= min 7multl?i(Z2) — 1]
2<i<p | i

por definicién v, (C') = mins<;<,, %'(ZZ’) Por lo tanto vyq)(C1) = v, (C) — 1.
Esto prueba la parte 2, y por lo que se concluye el Teorema. O

Ahora por ultimo daremos algunos ejemplos, para hacer visible la teoria desarrollada.
Ejemplo 13.

1. Siy € C es un punto suave. Entonces o = 1, y el cono tangente proyectivizado a E, ¢
consiste de un solo punto y™. Este corresponde al subespacio T}, ¢ C T, x. Como
i puede tnicamente disminuir, entonces ji,q)(C1) = 1, es decir, y1) sigue siendo
suave en C. Més aun, Cy y E, x se intersectan transversalmente sobre B, (X), de
hecho, si C' tiene una ecuacion local

f=Zi+fatfs+--

entonces y(!) es el punto Z, = % = 0y en este punto F, x es Z, = 0y C] tiene la
ecuacion

Zl Zl

= 2z 11 ..
f2 ZQ+ 2f2<227 )+
Z . .
= - + f2(0,1)Z; + términos de orden superior.
2

Asi, las lineas tangentes a £, x y C} en vy son distintas.

C=V(f)
X Coord
Zy,Z3
Ey, X=V(Z5)

Antes Después
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2. Digamos que y € C es un punto ordinario doble, es decir, las tangentes en C' son
distintas. Entonces u = 2 y el cono tangente proyectivizado £, ¢ consiste de dos
puntos y™M, y® entonces por (2) el invariante v debe ser igual a 1. De hecho, C'
tiene la ecuacién local

f=Z2=Z3 4 fs+ fit oo

en coordenadas adecuadas. Aplicando el Teorema de preparacion de Weierstass:
f = (unidad)[Z7 + a1(Z2) Zy + as(Zs)]
donde la mult(a,(Zs)) > 2; vy as(Zy) = —Z3 + términos de orden superior, entonces
f = (unidad)[Z2 + by(Z,)]

donde by(Zy) = —Z3 + 3573 + uZs + - - -. En las coordenadas 7, Z,

E, ¢ es igual a los dos puntos que cumplen

Z Z
Zo=0,2L=1,Z, =0yt =1
Zo

donde yM es Z, =0, % =1y y® es el otro par. Entonces C; es la curva

7 7

donde en particular C; es suave en yM y y® e interseca E, x transversalmente en
dos puntos.

C
By
/?X%d (
1,22

Antes Después

3. Veamos ahora dobles puntos y € C' con sélo una linea tangente. Sus ecuaciones
locales se ven

f = (unidad) [212 + bo(Z5)]
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donde la mult by > 3. Sea k = mult by = 2v. Entonces by(Z,) = y(Zg)Zf, con
n(0) # 0. Ast n(Zs) = ((Zy)* para alguna funcién analitica ¢. Asi, si Z, = ((Z2)Zo,
Z1 'y Zy son coordenadas locales en donde f es

f = (unidad)[Z? + Z£).

Entonces, salvo isomorfismos analiticos, tenemos un sélo tipo de puntos dobles para
cada k. El caso mas simple es k = 3, la ctspide. Aqui E, ¢ es sélo un punto y

dado por Zg — 2 y C es la curva
Z2

~ 2
7 -
Zy

Espero que la teor’ia y el m’etodo de explosi’on para estudiar singularidades en va-
riedades algebraicas, desarrollados en esta Tesis sirva para motivar a los estudiantes
de nuestra Facultad as’i como a los de otras instituciones a entrar en este mundo
fascinante del estudio de las singularidades en variedaes algebraicas.

Antes Después
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