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Resumen

En el presente trabajo se reproducen las ecuaciones de campo de Einstein por dos
caminos. Una es de manera intuitiva a partir de la ecuacién de Poisson. La otra es
a partir de la acciéon de Einstein-Hilbert mediante el principio de minima accién. En
esta misma linea, analizamos algunas modificaciones a la accion de Einstein-Hilbert
para explicar ciertas anomalias observacionales a nivel cosmolégico. También se hace
una breve introduccién del paradigma de materia oscura y se hace referencia a varias
propuestas alternativas a éste. Entre ellas estd MOND (Modified Newtonian Dynamics),
AQUAL (Aquadratic Lagrangian) y TeVeS.

Motivados por estas propuestas alternativas, se reproduce el desarrollo de las teorias
métricas de gravitacion f(R) que consisten en modificar la accién del campo gravitacional
por una funcién f cuyo argumento es el escalar de Ricci R. Se discute el hecho de que
una teoria métrica f(R) = R™ predice la existencia de ondas gravitacionales que viajan
a la velocidad de la luz en el vacio.

Con el propésito de explicar las curvas de rotacién de las galaxias espirales, se resol-
vi6 las ecuaciones de campo R3/2 para una métrica tipo Schwarzchild. Sin embargo, la
solucién no resuelve el problema de las curvas de rotacion.

El trabajo también reproduce la teoria métrica de gravitaciéon propuesta por Sobouti
(2006). Esta es una teorfa métrica de gravitacién f(R) que explica las curvas de rotacion
planas de las galaxias espirales. Se muestra también que existe una modificacién consi-
derable en la deflexién de la luz comparada con la obtenida por la relatividad general.
Estos resultados son cruciales en el desarrollo de una teoria modificada de la gravitacion
que de una descripcion alternativa al paradigma de materia oscura. Por tltimo, se pre-
sentan algunos resultados inmediatos para una lente puntual como son la ecuacién de la
lente, la posicion de las imédgenes asi como la amplificacién de las mismas y la dilacién

del tiempo de llegada.



Notacion

En relatividad general hay diferentes convenciones respecto a la signatura de la métri-
ca y las literales de los indices de un objeto que vive en un espacio de tres dimensiones
y de uno que vive en cuatro dimensiones. Por lo tanto, se incluye esta seccién para
uniformizar notacion.

Se denotard a la 4-métrica del espacio tiempo como g, con signatura (+,—, —,—) y la
métrica del espacio-tiempo plano se denotard como 7.
Se define el tensor de Riemann como:

RH

g = 0allly — 0Tl + T T7; — T T7 (1)

cat vf o var

El tensor de Ricci se define como,

RMV = RZO’V? (2)
y el tensor de Einstein como,
1
G = Ry — 59“,,1%. (3)

Indices que van de 0 a 3 se denotan con letras griegas «, 3, i1, v, ... mientras que indices
que van de 1 a 3 se denotan con letras latinas a, b,c, ...,, 7, k, ....

Para evitar confusién las componentes de la derivada covariante se denotaran de las
siguientes maneras V, 6 [].o y la derivada parcial se denotard como 0y 6 [ ] 4.

A la divergencia en el espacio de tres dimensiones solo se le denotard como V- y el

gradiente en el espacio de tres dimensiones como V.



Capitulo 1

Ecuaciones de Einstein y

modificaciones

Uno de los principales paradigmas en la astrofisica actual, es la existencia de materia
oscura para explicar las anomalias encontradas en las observaciones astrondémicas, tal
como es el problema presentado en las curvas de rotacion de galaxias espirales donde
basicamente consiste en una discrepancia entre las velocidades de rotacién de la materia
del disco de las galaxias espirales y las velocidades esperadas en la dindmica newtoniana
considerando la masa visible. Otro problema son las inconsistencias en la teoria del Big
Bang, par y la Formacién de estructura. Sin embargo, después de 30 afios de postular
su existencia recientemente se han presentado alternativas que modifican a la teoria de
la relatividad general.

El punto fundamental de la teoria de Gravitaciéon de Einstein son las ecuaciones de
campo, que nos dice como interacciona el espacio-tiempo con la distribucién de materia y
energia. Un camino alternativo para modificar la gravitacién seria cambiar ésta interac-
cién entre espaciotiempo y la distribucién de materia y energia. Tomando en cuenta ésto,
en este capitulo se deducen las ecuaciones de Einstein asi como algunas modificaciones
que se han realizado y que resultan 1tiles para la astrofisica.

En la primera seccion se deducen las ecuaciones de Einstein con argumentos poco
formales pero intuitivos. En la segunda secciéon deducimos las ecuaciones de manera més
formal proponiendo una accién del campo gravitacional y derivando las ecuaciones de
movimiento. En la tercera seccién modificamos las ecuaciones de Einstein adicionando
una constante llamada cosmoldgica y como consecuencia obtendremos la inflaciéon. Por
ultimo, en la cuarta seccién obtenemos la inflacién con una modificacién a la accién de
Hilbert-Einstein.
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§1.1. Deduccién de las ecuaciones de Einstein a partir de

la ecuacién de Poisson

En principio, tenemos que encontrar una ecuacién que generalice relativisticamente
la ecuacién de Poisson para el potencial newtoniano ¢, dado por (Landau & Lifshitz,
1975)

V3¢ = 47Gp, (1.1)

dondeV? = §*7 0x,0; es el laplaciano espacial y p es la densidad de masa. El lado izquierdo
de (1.1) es un operador diferencial de segundo orden actuando sobre el campo gravita-
cional y el lado derecho es una distribucién de masa. Una posible generalizacién de la
ecuacién (1.1) debe tomar la forma de una ecuacién entre dos tensores. En este caso,
una generalizacién de la masa serfa el tensor 7}, llamado tensor de energia-momento
que satisface la condicién de que la divergencia de este tensor es nula, es decir (Landau
& Lifshitz, 1975),

v, =0. (1.2)

De esta manera se generaliza la conservaciéon de masa, energia y momento, siendo 7},
simétrico. Por otra parte, el potencial puede ser reemplazado por el tensor métrico del
espacio-tiempo, siendo también simétrico. Por lo tanto, la nueva ecuacion tendria a T},
proporcional a algin tensor simétrico donde intervengan derivadas de segundo orden
de la métrica. De hecho, usando la primera correcion al espacio de Minkowski en la
presencia de un campo gravitacional débil es en la componente temporal de la métrica
que esta dada por

goo = 1+ 2¢/c%, (1.3)

1y la componente temporal del tensor de energia-momento es Tpy ~ p en el limite

newtoniano. De aqui que la ecuacién (1.1) estd dado por
V2900 = —81GTy. (1.4)

Sin embargo, esta ecuacién no es una generalizacién tensorial.

La eleccién més natural de un tensor que contenga segundas derivadas de la métrica,
serfa el que se obtiene al aplicar el D’Alembertiano V¥V, sobre la métrica, pero esta
operacion es automaticamente cero, puesto que la derivada covariante del tensor métrico

Guv €8 Cero.

'Bs facil encontrar este resultado considerando el movimiento de una particula en un campo gravita-
cional (Landau & Lifshitz, 1975)
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Existe otro tensor contruido por las segundas derivadas de la métrica(aunque también
contiene primeras derivadas) que ademads es construido de manera natural al generalizar

el operador de derivada covariante por lo que tiene informacién de la curvatura del

ag
wpvs

en la ecuacién ya que es un tensor de mayor rango que el tensor de energia momento.

espacio-tiempo: El tensor de Riemann R el problema es que este tensor no puede estar

Sin embargo, la ecuacién (1.4) sugiere que los tensores son de segundo rango.

ag
ppv

se obtiene el tensor de Ricci R,,. La manera obvia seria proponer a R,, proporcional

A pesar de este hecho, se puede construir un tensor de rango 2. Contrayendo R

a T},. De hecho Einstein sugiri6 esta idea en algin momento. Sin embargo existe un
problema con la conservacién de la energfa puesto que T}, cumple la ecuacién (1.2),
implicando que

VER,, = 0. (1.5)

Esto no es valido para una geometria arbitraria.Por otra parte utilizando las identidades

de Bianchi es posible mostrar que (Carroll, Sean M., 1997)
u 1
VR, = §V W R, (1.6)

en donde R es el escalar de Ricci o de curvatura. Asi pues, implicaria entonces, que
R = kg""1), = kT donde k es una constante. De esta manera, se obtiene naturalmente
que

VHT = 0. (1.7)

La derivada covariante de un escalar es unicamente su derivada parcial, por lo tanto
la ec. (1.7) nos dice que T' es una constante en todo el espacio-tiempo, lo que es poco

creible debido a que T'= 0 en el vacio mientras que 7" # 0 en la materia.

Es posible construir un tensor simétrico de rango 2, a partir del tensor de Ricci Ry, .

A este tensor se le denomina el tensor de Einstein y esta definido por

1
Guu = Ruu - §guuR' (18)

Con la ayuda de las identidades de Bianchi se puede mostrar que
vViG,, = 0. (1.9)
De esta manera resulta natural proponer las siguientes ecuaciones de campo

G = KT (1.10)
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Para mostrar que la ecuacién (1.10) tiene sentido, procedamos como sigue, contraiga-

mosla consigo misma para obtener
R=—KkT. (1.11)

Sustituyendo la ecuacién (1.11) en la ecuacién (1.10) se obtiene una forma alternativa a

la ecuacién de campo (1.10) dada por

Ry = k(T — %Tg,w). (1.12)

Con ayuda de la ecuacién (1.3) se sigue que la traza T' del tensor de energia momento a
primer orden, estd dada por
T = ¢%Tyo = Too. (1.13)

Utilizando ésto en la ecuacién (1.12), obtenemos
1
Roo = 5 kTbo. (1.14)

Por otra parte la componente Ryy a primer orden de la aproximaciéon estda dada por
(Landau & Lifshitz, 1975)
Roo = —1/2V%hgo. (1.15)

De esta manera, la componente temporal de las ecuaciones (1.12) es
V2hoo = —kToo (1.16)

que es exactamente (1.4) si k = 87G/c* . Por lo tanto, las ecuaciones de campo (1.10)
son una propuesta coherente a las ecuaciones de campo gravitacional. De esta manera

fueron propuestas por Einstein en 1916.

§1.2. La accion de Einstein-Hilbert

Las ecuaciones de Einstein pueden ser derivadas por un argumento méas formal que
el mostrado en la seccién anterior utilizando el principio de minima accién.

Para hallar las ecuaciones de campo es necesario determinar S, y Sg, que son la
accién del campo gravitacional y de la materia respectivamente. En principio, no existe
un camino a priori para determinar Ss. Sin embargo, por medio de argumentos fisicos
coherentes podemos hacerlo (Landau & Lifshitz, 1975).
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La accién Sy debe expresarse en forma de una integral de un escalar [ Gy/—gd<,
extendida sobre todo el espacio y todos los valores de la coordenada temporal entre
dos puntos dados. Para determinar este escalar, partiremos del hecho que las ecuaciones
del campo gravitacional debe contener derivadas de segundo orden de la métrica puesto
que en el limite cuando la velocidad de la luz ¢ — oo entonces llegamos a la ecuacion
de Poisson (1.1). Dado que las ecuaciones del campo se obtienen variando la accién, es
necesario que el integrando G contenga derivadas de la métrica de orden no superior al
primero. Por consiguiente debe de contener al tensor métrico y a la conexién I'j,. Sin
embargo, es imposible construir un escalar adecuado a partir de g, y I'j;,, tinicamente.
Esto se ve mediante una eleccién adecuada de coordenadas. En efecto, debido a que en
el sistema de referencia galileano, i.e. plano, la conexion tiene un valor nulo, entonces la
accion en ese punto no dependerd de las primeras derivadas de la métrica. Como esto
puede hacerse para cada punto en el espacio y debido al caracter escalar de la accién,
entonces la acciéon no depende de las primeras derivadas de la métrica. Sin embargo,
existe el escalar de Ricci R que contiene g, y sus primeras derivadas, asi como las
segundas derivadas de manera lineal respecto a éstas.

Existen otros escalares relativistas a considerar para la accién gravitacional como es
la, contraccién del tensor de Ricci consigo mismo R, R* y la contraccién del tensor de
Riemann consigo mismo Ruag,,R“aﬁ” , puesto que no existe una razén fundamental para
no descartarla. Sin embargo, estos términos son despreciados por el simple hecho que
complican una teoria que en si es elegante y parcialmente exitosa, por lo menos en el
sistema solar.

Considerando solamente al escalar de Ricci en la accidn, la integral invariante [ Ry/=—gd(,
se puede transformar, mediante el teorema de Gauss, en la integral de una expresién que

no contiene segundas derivadas®. Por lo tanto, podemos escribir entonces que

58S :/—%5[R\/—_g]d§2, (1.17)

donde la constante k£ es obtenida en el limite newtoniano al comparar con la accién del

2La expresién [ R\/=gd2 puede ser presentada de la siguente forma

/ Ry=gdQ = / GV=gdQ + / 9, (v =guw")dQ

donde G contiene sélo el tensor g,, y sus primeras derivadas y el integrando de la segunda integral,
tiene forma de una divergencia de una cierta cantidad w”. Usando el teorema de Gauss, esta integral
es transformada en una integral de superficie, cuya limites de integracién es la superficie que rodea al
volumen de la regién de integracién de las otras integrales. Cuando se varia la accién, éste término
desaparece, puesto que la variacién del campo en los limites de la regién de integracion es cero.
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campo gravitacional y estd dada por k = 167G /c3. Esta forma fue propuesta por primera
vez por Hilbert inspiradas en los articulos de Einstein, quien también derivé las ecua-
ciones de campo de manera independiente pero con argumentos geométricos (Hilbert,
1915; Einstein, 1915).

Considerando la variacién respecto a la métrica inversa g"” y usando el hecho que
R = g" R, entonces
3

A T / dQ[V=99" 0 Ry + V=g Ruwdg" + R6(V/~g)]. (1.18)

Para obtener la variacién del primer término de (1.18), recordemos que el tensor de Ricci

es la contraccién del tensor Riemann, el cual estd dado por

Ry 5= 0al5 — 0L, + 5,75 =TT (1.19)

oa v, o var

La variaciéon de éste respecto a la métrica puede ser encontrada primero variando la
conexién respecto a la métrica. Sin embargo, podemos considerar variaciones arbitrarias
de la conexion, remplazando

I — I + 00, (1.20)

La variacién 0, es la diferencia de dos conexiones y en si mismo es un tensor. Por

consiguiente, la derivada covariante de 0I',,, es
VaA@Ty,) = 0x(d1y,) + Tgy\ory, — 3,60, — 5,00, (1.21)
De aqui y usando las ecuaciones (1.19),

OR;y, = VA(OL),) — Vo, (oT5,). (1.22)

Por lo tanto, la contribucién del primer término en (1.18) puede ser escrita como

/ A0y =GValg" (0T},) — g™ (3T, (1.23)

Ahora bien, por el teorema de Gauss, ésta integral es igual a la contribucién de la frontera
de todo el espacio. Este término no contribuye a la variacién. Para calcular la variaciéon
del tercer término de (1.18), se utiliza el hecho de que cualquier matriz M cumple que
Tr(InM) = In(det M) (Carroll, Sean M., 1997). Aplicando esta propiedad al tensor g"”,
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obtenemos que
1 v
0(V=9) = =5V —99u09"" (1.24)

Usando éste resultado en la expresién (1.18), y recordando el hecho de que el primer

término no contribuye a la variacién, entonces

A3

0% = ~T5:a

1
/dQ\/ _g[RuV - ERg;w]ég'Lw- (1.25)

Por otra parte, la accién de la materia puede escribirse de la siguiente forma

S = %/\/_—gAdQ, (1.26)

donde A es una funcién de las cantidades ¢ que describen el estado del sistema y sus res-
pectivas derivadasq. Al calcular la variacién §.5,,, los términos relevantes son los términos

asociados a cambios en g, para obtener las ecuaciones de campo.

Usando el teorema de Gauss y el hecho de que dg"” = 0 en los limites de integracion,

la variacién de la accién es

— 1 8(\/ _gA) _ 9 8(\/ _gA) yny
0Sm = C/dQ[ g 905 D(0g™) agh”.

(1.27)

Definimos ahora el tensor de Momento-Energfa T, mediante la siguiente relacién:

1 (v/—=gh) 0 9(y=gA)
—/—=gT,, = - , 1.2
gV T dgm 02° 0(0ug™) (1.28)
entonces la variacion de S, queda de la siguiente forma,
55, — % / VG 8" A, (1.29)

Utilizando la ecuacién (1.25), junto con ésto y extremizando la variacién, obtenemos que

G
A

3 1
— . 1274 _ _ —
0S = e /dQ\/ gog R/w 2Rg,w TW =0, (1.30)

siendo arbitraria la variacion de la métrica g,, entonces el término entre paréntesis es

cero en la ecuacién (1.30) , obteniendo las ecuaciones de campo esperadas.
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§1.3. Constante cosmoldégica e inflacion

Una de las primeras modificaciones® y la méds simple a las ecuaciones de Einstein se
obtiene al introducir la denominada constante cosmolégica A. Proponemos las siguiente

accién para el campo gravitacional

_ /dQ\/(—g)(R—2A). (1.31)

Sg =~ 167G

Al extremizar esta accién junto con la accién de materia Sy, se obtiene las siguientes

ecuaciones de campo
G

R, — %Rg,w +Agu = 7Tuv- (1.32)
Originalmente, A fue introducida por Einstein para obtener un universo estatico. Mas
tarde Hubble demostré que el universo se estaba expandiendo y Einstein se retracté de
esta sugerencia y lo denoming el error mas grande de su vida (Carroll, Sean M., 1997).
Conforme se fue desarrollando la Cosmologia, la constante cosmoldgica A fue introducida
de nuevo para explicar la fase inflacionaria del Universo, donde el universo se expande
exponencialmente. Esta fase es necesaria para explicar el hecho de que el Universo po-
see una geometria plana en la época actual (problema del aplanado) y ademds explicar
su extraordinaria isotropia a grandes escalas (problema del horizonte). Actualmente, la
constante cosmoldgica es utilizada también para tratar de explicar las recientes obser-
vaciones sobre la expansién acelerada del Universo. En otras palabras, existen dos fases

cosmologicas diferentes en donde se utilizan uma modificacién de esta misma forma.

El hecho de introducir una constante a la accién gravitacional que describe al espacio-
tiempo significa que éste adquiere una curvatura que no puede ser eliminada de ninguna
forma puesto que no estd asociada con materia u ondas gravitacionales. La constante
cosmolégica puede ser explicada por el hecho de que el vacio mismo tiene una densidad
de energia y un momento donde ocurren fluctuaciones en acuerdo con el principio de

incertidumbre de Heinsenberg de la Mecanica Cuéantica.

Para resolver las ecuaciones de campo (1.32) y obtener una solucién para el Universo,

3Los primeros trabajos realizados para modificar las ecuaciones de Einstein fueron realizados por Jor-
dan e independientemente por Einstein y Bergmann. Jordan junto con sus colaboradores (Brans, 2005)
estudiaron las teorfas de Kaluza-Klein (Kaluza, 1921) con la posibilidad de que la componente de una
métrica de 5 dimensiones fuera un espaciotiempo escalar dando como resultado una constante gravita-
cional variable. Independientemente Einstein y Bergmann (Einstein & Bergmann, 1938)trabajaron en
una idea similar sin llegar a publicarse. Posteriormente, Brans y Dicke (Brans & Dicke, 1961) obtuvieron
algo similar pero basado en el Principio de Mach, donde la distribucién de la masa en el universo debe
de determinar las propiedades inerciales locales.
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se considera la métrica de Robertson-Walker (Misner et al., 1973)

dr?

2_ 2 2
ds® = ¢°dt — a*(t) 52

+ r2(d6? + sin®(0)de?) |, (1.33)

donde a(t) es el factor de escala y nos dice como convertir distancias coordenadas en
distancias fisicas comofuncién del tiempo t y k siendo la curvatura del espacio. Y consi-

derando el modelo de un fluido perfecto para la materia y energia del Universo,

T;w = (p + p)uuuu — PYuv (1'34)

donde p y p son la densidad de masa y presiéon respectivamente. Se obtiene las ecuaciones

denominadas de Friedmann (Misner et al., 1973)

g = —?(H 3p/c?) + %A, (1.35)
' i\’ siG k2 1

<E) =5 Pz + §A. (1.36)
Aqui [] := (d/dt). Cuando p y p son nulas, es decir, ausencia de masa y energia, el

término de A es el inico no nulo, existiendo una evolucién acelerada del factor de escala.
El hecho de que las propiedades cuanticas del vacio produzcan una constante cosmoldgica
es la siguiente. Considerando que el vacio tiene una densidad de energia p, y que tiene
una presién p,. Si un volumen V' de vacio es expandido por §V mediante un proceso
adiabatico, entonces por la primera ley de la Termodinamica, la energia interna por
unidad de masa de = —pdV . Por otra parte al expandir el volumen, se gasta una energia

de = —pyc?6V. De aqui se sigue que (Zeldovich, 1986)
Py = —pyc?, (1.37)

entonces la presion p, es negativa. Esta propiedad puede ser interpretado como la cons-
tante cosmoldgica de esta forma. Considerando la ecuacién de Friedmann (1.35) sin la
constante cosmoldgica propiamente, es decir, incluyendo la densidad de energia del vacio
pv y la presién del vacio py, ademéds de considerar como polvo a la materia (p = 0) se
obtiene

a 4G

T
E = - 3 (p+pv+3pv/c2)' (138)
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Usando ahora, la ecuacién (1.37) en la ecuacién (1.38) se obtiene

a 4G 8
o L S G 1,
. 3 p+ 37TGp (1.39)

Comparando esta ecuacién con la ecuacién (1.35)
A = 8nGpy (1.40)

De aqui que A es una consecuencia de las propiedades del vacio. Para obtener la fase
inflacionaria, se debe considerar que en este punto el universo estd dominado por la
constante cosmolégica por lo que es valido considerar a p = p = 0. Por otra parte la
curvatura del espacio es plano, k£ = 0, ya que es este caso es el de interés. Tomando en

cuenta estas consideraciones y que A > 0 se resuelve la ecuacién (1.36), obteniendo la

a X exp [\/gt] . (1.41)

De esta manera se afina la solucién, para que en alguna época del universo exista un

solucion

crecimiento exponencial como lo predice el modelo inflacionario.

§1.4. Modificaciones a la accién de Einstein-Hilbert para

obtener modelos de expansion acelerada sin inflacion

Como se vio en la seccién §1.2, no existe un camino a priori para determinar la accién
del campo gravitacional S,. Sin embargo, con argumentos fisicos coherentes se puede lle-
gar a una propuesta razonable. En este caso ademads del escalar de Ricci R, existen otros
escalares relativistas que podrian estar en la accién: R, R*", R,q3R* a8 funciones de
Ry funciones de éstos mismos (Navarro & Van Acoleyen, 2005). Sin embargo, el escalar
de Ricci era la eleccion més simple y tenfa un éxito parcial respecto de los experimentos
en el sistema solar. Por lo tanto, los deméds términos fueron rechazados. Esta razén no es
un argumento fisico fundamental para restringirse al escalar de Ricci R en la accién del
campo gravitacional. Mas ain, es probable que adicionando términos en que intervengan
escalares relativistas o potencias de R en la accién del campo gravitacional, se acerque
a una representacién mas realista de la gravitacion. De hecho, para obtener una expan-
sion exponencial del universo se han considerado modificaciones distintas de anadir una
constante cosmoldgica a la accién Sg.

A continuacion se mostrara que es posible obtener un crecimiento exponencial del
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universo modificando la accién del campo gravitacional de la siguiente forma (Staro-
binsky, 1980)

S0=—3 [ FEV=R (1.42)

donde f es una funcién arbritaria del escalar de Ricci. El hecho de que la funcién f
sea distinta de la funcion identidad y esté en la accién gravitacional puede asociarse
como una curvatura mayor del espacio tiempo al interaccionar con la materia y energia.
Posteriormente, se describird con detenimiento este tipo de modificacion de la accion
del campo gravitacional. Por ahora solo se considerara a las ecuaciones de campo de la

accién Sy que estan dadas por (Capozziello, 2002)

1J“(R)g,w = (R + g /' (R)iG = = T (1.43)

f,(R)RNV - 2

La funcién f se considera de la forma f(R) = R™ y usando la traza de la ecuacién (1.43),

resulta que

2n—1 _ _ 887G 1
R“V = <GT> gw,R—l-(n—l)R 1R7‘uy+(n—1)(n—2)R 2R;HR;I,+C—4 |:T;U'V — gT:| .
(1.44)

Ahora, consideremos que el tensor de energia momento sea nulo. Esto dltimo es valido
porque se quiere encontrar un valor para n donde se obtenga un crecimiento exponencial
del factor de escala a(t) que sea independiente de la materia. Ademés es viable suponer
que en esta época predomina esta curvatura. Por lo tanto, usando la métrica (1.33) en

la ecuacién (1.44), la componente-rr estd dada por

[2”_1—1]94{2”_1—2} (3)2:0 (1.45)

n a n

El factor de escala a(t) estd dada por a(t) = cexp(cit), donde ¢ y ¢; son constantes.

Como resultado, la ecuacién (1.45) da lugar a una ecuacién algebraica

(n—l)—lz

0. (1.46)

De aqui se sigue que n = 2. Por lo tanto, resulta que la acciéon del campo gravitacional
debe ser de la forma (Starobinsky, 1980; Barrow & Ottewill, 1983)

3
167

g /dQ\/—_g(—R +aR?). (1.47)
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Esta es una manera alternativa de obtener un crecimiento exponencial.



Capitulo 2

Materia oscura y teorias

modificadas de gravitacion

El paradigma de materia oscura ha sido propuesta para explicar inconsistencias ob-
servacionales que se presentan en diversos fenémenos astrofisicos. Este paradigma tiene
todavia mucho terreno que recorrer. Algunas de las preguntas relevantes de este para-
digma que se han estudiado son: jqué es la materia oscura y como explicar que ésta
interactia solo gravitacionalmente con la materia barionica? ;Cémo esta distribuida en
el Universo y por quede esa forma 7 Respuestas se han dado a estas preguntas que a
grosso modo son congruentes con las observaciones. Sin embargo, el problema principal
de la materia oscura es el hecho de que no se ha detectado directamente, sino sélo a
través de la interaccién gravitacional. Por otro lado, también existe la idea alternativa
de modificar la teoria de gravitacién de Einstein, para explicar las inconsistencias ob-
servacionales y no postular la existencia de materia oscura (Milgrom, 1983a; McGaugh
& de Blok, 1998; Sanders & McGaugh, 2002; Bekenstein, 1988, 2004). Con esta motiva-
cién, este capitulo esta enfocado a dar algunos antecedentes de lo que es el paradigma
de materia oscura, asi como una introduccién bésica de las teorfas de gravitaciéon modi-
ficadas. En la primera seccién se muestra las evidencias experimentales para postular la
existencia de materia oscura y la composicion de ésta. En la segunda seccién se analiza
a MOND como una propuesta de modificacion de la gravitacién bosquejada de los datos
observados en las curvas de rotacién de galaxias espirales, sus éxitos y problemas. En la
tercera seccién se discute AQUAL como una posible teoria de modificacion en el limite
débil del campo gravitacional y que estd de acuerdo con MOND y satisface todas las
cualidades de una teoria fisica. En la cuarta seccién, se muestra a RAQUAL como una

generalizacion relativista de AQUAL y su fracaso en explicar las propiedades bésicas
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de lentes gravitacionales. Por 1ltimo, se verd a TeVeS, como una teoria que modifica
a la gravitacién para explicar las inconsistencias observadas a todos los niveles de la

astrofisica sin necesidad de materia oscura.

§2.1. Materia oscura

La materia oscura fué postulada por vez primera por el astrofisico Fritz Zwicky, del
Instituto Tecnolégico de California en 1933, quien analizd el movimiento de algunas gala-
xias localizadas en el cimulo Coma. Aplicando el teorema del virial al movimiento de las
galaxias en las orillas del cimulo, estimé la masa del mismo. Zwicky encontré que mu-
chas galaxias se estaban moviendo a velocidades sumamente altas, las cuales implicaban
que el cimulo deberia desintegrarse y todas las galaxias deberian salir disparadas debi-
do a la inmensa energia cinética (Zwicky, 1933). Sin embargo, ésto no parecia probable.
Es mas esta configuracién dindmica parecia estable. Cuando comparo la masa estimada
dindmicamente con la masa calculada mediante el nimero de galaxias y la luminosidad
total del cimulo, encontré que la primera era 400 veces mayor que la segunda. La fuerza
gravitacional de las galaxias visibles en el cimulo parecia ser mayor en las érbitas con
velocidades grandes. Este hecho es conocido como el problema de la masa escondida .
Basado en ésto, Zwicky infirié que deberia haber alguna otra forma de materia existente
en el cimulo, que no se habia detectado y que provee suficiente masa y gravitacion para
mantener al cimulo unido.

Miés tarde, en estudios de galaxias espirales se llegd a una conclusion similar. Resulta
que la forma de los discos galdcticos y la simetria de los campos de velocidades obser-
vadas en la galaxias espirales, sugieren que éstas se encuentran en equilibrio centrifugo
aproximado. Esto hace posible mapear la distribucién de masa de la galaxia como fun-
cién del radio, estudiando el movimiento del gas neutro. De esta manera, las curvas de
rotacién de galaxias, que muestran la velocidad de rotacion de las estrellas como funcién
de la distancia medida desde el centro de la galaxia, no puede ser explicada solo por
materia visible.

Sin embargo, si se asume que la galaxia estd compuesta por un masivo y casi esférico
halo de materia oscura con masa visible concentrada en un disco en el plano ecuatorial,
se puede obtener una curva de rotacién como las que se observan (c.f. figura 2.1).

Ademads de las curvas de rotacién, la materia oscura juega potencialmente un papel
relevante en varios procesos astrofisicos. En etapas tempranas del universo es una clave
importante en la formacién de estructura. La materia oscura es crucial para el modelo

cosmolégico del Big Bang, las propiedades estadisticas de la estructura que se forman
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Figura 2.1: Curva tipica de rotacién de una galaxia espiral. La linea sélida es la curva
de rotacién esperada por la dindmica de Newton desde la masa barionica de la galaxia
NGC2403. Los puntos grandes es una curva de rotacion derivada de observaciones. La
linea punteada sobre los puntos observacionales es la esperada por MOND. Esta curva
de rotacién fue publicada por McGaugh (2005a).

permiten restringir los pardmetros del modelo cosmolégico como de la tasa de expansion
y la densidad critica promedio. En particular, las mediciones en las fluctuaciones de
la radiacién césmica de fondo en microondas han sido medidas con bastante precisién
recientemente (Fixsen et al., 1996). Estas observaciones que corresponden a la etapa del
universo en la cual los fotones interactuaban con la materia bariénica y el universo era un
plasma de ntcleos atémicos y particulas fundamentales. Los fotones interactuaban con
el plasma de tal manera que lo mantenian homogéneo. Por lo tanto, no habia posibilidad
de que las fluctuaciones de densidad en el mismo crecieran y formaran las galaxias tal
y como las vemos. El problema radica en que no hay suficiente tiempo para que estas
fluctuaciones lleguen a formar las galaxias que se observan hoy en dia. De manera similar,
la existencia de materia oscura no-barionica explica de manera coherente la formacién

de las estructuras en el universo.

Por otra parte, observaciones independientes conllevan a postular la existencia de
materia oscura. Estas consisten en estudiar la deflexién de la luz que pasa cerca de
una galaxia o un ciumulo de galaxias. Un resultado bien conocido en relatividad general

es que la trayectoria de un haz de luz es afectada por un campo gravitacional (Will,
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1984). De hecho constituye una corroboraciéon fundamental de esta teoria, y da lugar
a un fenémeno llamado lente gravitacional. Este consiste en que la luz de una galaxia
lejana al pasar por una galaxia o un cimulo de galaxias modifica su trayectoria . Sin
embargo, la deflexién de la luz predicha por la teoria general de la relatividad difiere de
la observada. Para ajustar las observaciones se postula la existencia de materia oscura
(Sumner, 2002). Célculos de las observaciones en curvas de rotaciéon de galaxias, lentes
gravitacionales y formacién de estructura, estiman que 85— 95 % de la masa del universo
es materia oscura. Sin embargo, no hay ninguna evidencia directa de su existencia. Mas
aun , no se sabe en si que es la materia oscura, a pesar de haberse realizado una fuerte
cantidad de experimentos (Sumner, 2002).

Existen varios tipos de materia oscura que han sido postuladas.

Materia Oscura Caliente (Hot Dark Matter) .
Consiste de particulas que viajan a velocidades relativistas. Un candidato a este
tipo de materia es el neutrino cuya velocidad es 1 0 2 érdenes de magnitud abajo
de la velocidad de la luz. El neutrino tiene poca masa y no interactiia via electro-
magnetismo ni la fuerza nuclear fuerte, por lo que son dificiles de detectar. Este es
el clasico y unico ejemplo de materia oscura detectada. Sin embargo, los neutrinos

solo tienen una pequena contribucién a la materia oscura (Croft et al., 1999).

Materia Oscura Fria (Cold Dark Matter) .
Para explicar las estructuras del Universo, es necesario postular otro tipo de ma-
teria oscura (no-relativista) cuya velocidad no es relativista. Parte de esta materia
se incluyen materia barionica y elementos quimicos pesados. Sin embargo, estos
contribuyen en una parte pequena. Los candidatos posibles son los objetos cono-
cidos como MACHOs (massive compact halo objects). Sin embargo, estudios de la
nucleosintesis muestran que esto solo pueden tener una pequena contribuciéon de

la materia oscura.

Materia Oscura Tibia (Warm Dark Matter) .
Entre estos dos limites de velocidades, se encuentra la materia oscura tibia. Este
tipo de materia puede ser relevante en la etapa de formacion de estructura del
Universo. Los posibles candidatos de este tipo de materia provienen de los modelos
de fisica de particulas. Un ejemplo es el gravitino que es la pareja supersimétrica
del graviton. Otro posible candidato es el neutrino esteril que se suma a la teoria

electrodébil estandar.

En el presente, se cree que la materia oscura fria consiste en materia no-barionica. La
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propuesta mas comun son los axiones que surgen de la teoria de las interacciones fuer-
tes entre quarks, SIMPSs (Strongly Interacting Massive Particles) y WIMPs (Weakly
Interacting Massive Particles), que no forman parte del modelo estandar de fisica de
particulas sino de teorfas de supersimetria (Turner, 1999). Los WIMPs son particulas
hipotéticas que interactiian a través de la fuerza nuclear débil y la gravitacién y posi-
blemente por otras interacciones mas débiles. No pueden ser vistos directamente, puesto
que no interactuan a través del electromagnetismo ni tampoco de la fuerza nuclear fuer-
te, por lo que no reacciona con el ntcleo atémico. Una ventaja de los WIMPs es que son
particulas masivas comparadas con las particulas del modelo estandar. De lo anterior se
sigue que los WIMPs son considerados candidatos de materia oscura. En la teoria de
Supersimetria, el candidato a la materia oscura es el neutralino. Otros candidatos a la
materia oscura son los campos escalares. Suponiendo la existencia de éstos, es posible
explicar las curvas de rotacién planas. Se ha puesto de manifiesto que este campo escalar
puede ser importante en escalas cosmolégicas (Bernal & Matos, 2005).

En la actualidad existen varios proyectos para detectar los WIMPs, el neutralino y
el neutrino estéril. Sin embargo estos no se han sido detectados (Cooley, 2006). A pesar
de esto, no existe un candidato definitivo de la materia oscura. Por lo que sigue siendo

un campo abierto en la astrofisica.

§2.2. MOND (Dinamica Newtoniana Modificada)

El paradigma de materia oscura es la tnica solucién que se puede concebir si acep-
tamos la teoria de gravitacién estandar como valida a toda escala macroscopica. Sin
embargo, a pesar de que la teoria general de relatividad ha sido siempre verificada ex-
perimentalmente con éxito, sucede que estas pruebas no han sido hechas en escalas
mayores a las del sistema solar (Will, 1984), cuyo tamano es (~ 1kpc). Debido a que
las anomalias observadas y que postulan materia oscura resultan ocurrir en objetos de
dimensiéon mucho mayor (~ 20 — 35kpc) , es entonces factible pensar que probablemen-
te se tengan que hacer modificaciones a las teorias de gravitacién estandar. De hecho,
si suponemos que pueden existir modificaciones de la gravitacién, entonces la materia
oscura no necesariamente es la unica solucién para explicar las discrepancias dindmicas
de las observaciones, asi como las cosmoldgicas.

Como se vid en la secciones §1.3-§2.1, la teoria de gravitacién de Einstein, que incluye
la de gravitacién de Newton en su aproximacién a campo débil, es aceptada. Y no es de
sorprenderse puesto que ha sido comprobada en la tierra y en escalas no mayores a las del

sistema solar. Sin embargo, no necesariamente es valida a nivel galdctico o extragalactico
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y sobretodo en las etapas tempranas del Universo. Un ejemplo se mostrd en la seccién
§1.4 donde con una modificacién a la accién del campo gravitacional era posible explicar

el problema del horizonte en cosmologia.

Los célculos alrededor de la dindmica en las galaxias y cimulos de galaxias, estan
basados en suponer valida a la teoria de gravitacién de Newton, y la existencia de ma-
teria oscura. Existen varias propuestas para modificar la gravitacion newtoniana que
dependen del valor de cierto pardmetro.Una de las més existosas ha sido MOND (Mo-
dified Newtonian Dynamics), propuesta por Milgrom en 1983 (Milgrom, 1983b). Esta
puede ser vista como una modificaciéon de la ley de gravitacién universal de Newton o
a la dinamica newtoniana en un nuevo limite de aceleracién. Esta propuesta consiste en
lo siguiente. Supongamos que una particula de prueba se encuentra a una distancia r de
una distribucién de masa. La aceleracion que produce el campo gravitacional sobre la

particula de prueba estd dada por (Milgrom, 1983a)

M[@]a = 8N, (2.1)

ao

donde ag es un constante con dimensiones de aceleracién del orden de 10~8cm/s? que
curiosamente es ~ cHy, donde Hj es la constante de Hubble. Y gy es la aceleracion
gravitacional producida por la distribucién de masa predicha por Newton. La funcién
wu(x) es tal que p(x) = x paraz < 1y pu(x) = 1si > 1. Este ultimo limite corresponde

a la gravitacién newtoniana.

El hecho de proponer la ecuacién (2.1) tiene consecuencias inmediatas. La primer
consecuencia es que a radios grandes alrededor de una masa M, en una orbita circular la
velocidad de rotacién llega ha ser independiente del radio. Para mostrar ésto, basta con
utilizar el hecho de que | a |= v?/r para una érbita circular plana y que | gn |= GM/r?
para una distribucion de masa esférica. De esta manera, en el limite de MOND, se obtiene
que

vt = MGay. (2.2)

Consecuentemente, en una orbita circular lejana del centro de la galaxia, la velocidad de
rotacién no depende de la distancia r, por lo que la curva de rotacién es plana. Ademés
de aqui se sigue que la velocidad esté a la cuarta potencia con respecto a la masa M,
siendo razonablemente consistente con la famosa relacién empirica de Tully-Fisher (Tully
& Fisher, 1977). Esta ley empirica proveniente de observaciones de las galaxias espirales,

implica que la luminosidad L de la galaxia y la velocidad de rotacién v estéan relacionadas
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por!

L o v, (2.3)

Otra consecuencia de MOND es la siguiente: Segin la ecuacién (2.1), la ley de gravi-
tacion universal deja de ser valida a partir de cierto valor de la aceleraciéon ag. Como
consecuencia, existe un valor critico de la densidad la masa de superficial ¥, ~ a¢/G.
De hecho, en sistemas donde ¥ > X, existe una pequena discrepancia de la masa visible
y la masa estimada por la dindmica de Newton, dentro del disco 6ptico, debido a que
las aceleraciones son mayores a ag (Sanders & McGaugh, 2002). Estas galaxias son de
alto brillo superficial (High Surface Brightness Galaxies). En cambio en galaxias como
las LSB’s (Low Surface Brightness Galaxies), las aceleraciones internas son mucho me-
nores a a,, por lo que deberia de existir una gran discrepancia entre la masa visible y la
masa dindmica. En otras palabras, estas galaxias estan completamente dominadas por
MOND. Milgrom predijo este comportamiento, antes de que hubieran sido observadas las
galaxias LSB (McGaugh & de Blok, 1998; McGaugh, 2005b). Ademés, MOND ha sido
titil en la dindmica de 10? galaxias espirales de todos los tamafos y reproduce las curvas
de rotacién de las mismas con un parametro ajustable por galaxia que resulta ser el
cosciente masa-luminosidad M /L (Sanders & McGaugh, 2002). A diferencia de MOND,
los modelos de materia oscura requieren por lo menos otro parametro para ajustar las

observaciones (Carignan, 1989).

MOND también puede explicar el movimiento anémalo de las sondas espaciales Pio-
nero 10 y 11 (Anderson et al., 1998), las cudles presentaban una aceleracién mayor de la
esperada por la teoria de gravitaciéon de Newton. MOND puede explicar esta anomalia
de manera natural pues resulta que un objeto cuya aceleracién es menor que ag, deberia
sentir una aceleracién de la forma (agG Mg /r?)Y/?. Sin embargo, esto no es un argu-
mento contundente a favor de MOND, puesto que este movimienento anémalo puede
ser explicado también por otras razones. Ademds la teoria de la relatividad general es

medible a estas escalas.

A pesar de todas éstas predicciones, MOND no puede ser tomada como una teoria
fisica fundamental. Esto se debe a varias consideraciones. Primero porque es una modifi-
cacién en el limite newtoniano, y no a nivel relativista. Por lo tanto, no puede explicar la
deflexién andémala asociada con lentes gravitacionales en cimulo de galaxias. Segundo,
si se considera un sistema de particulas que interactian gravitacionalmente se pueden

llegar a violar la conservaciéon del momento y la del momento angular (Felten, 1984).

'En estudios recientes se ha mostrado que la potencia de la velocidad de rotacién varia de 3 a 4 .
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§2.3. AQUAL (Aquadratic Lagragian Theory)

Como se vi6 en la seccion §2.2. MOND no puede ser considerada como una teoria
fundamental, sino como una relaciéon emprica que en algunos casos resume bien la feno-
menologia de las galaxias. Sin embargo, puede ser utilizada como un primer paso hacia

una teoria de campo fundamental.

La manera mas natural de actuar es proponiendo una teoria de gravitacién modi-
ficada no relativista que explique MOND y resuelva los problemas de conservacién. La
modificacion debe de hacerse entonces en la accion para el campo gravitacional. De esta
manera es posible garantizar la conservacién de la energia y el momento como conse-
cuencias inmediatas de las simetrias innatas del lagrangiano. La ecuacién de Poisson (c.f.
(1.1)) puede ser derivada a partir de la accién (Landau & Lifshitz, 1975)

5= [ dtaVipon + (76)™ (Vox)?) (2.0

donde p es la densidad de masa y ¢y es el potencial gravitacional producido por p de

manera newtoniana. Una modificacién general a (2.4) es (Bekenstein & Milgrom, 1984)

}, 9

donde F(x?) es una funcién arbitraria y ¢a es el potencial gravitacional “efectivo”, en

(Voa)?
ag

Sy = —/dt dV{quA + (87G) a3 F

el sentido que a = —V¢a. La constante ag aparece en todos los casos excepto en el

newtoniano que corresponde a F(z) = x.

Variando S, respecto a ¢a, y usando el hecho de que ¢4 tiene un valor nulo en

infinito, se obtiene las siguientes ecuaciones de campo:

M(rvm\)v%
ag

con p := F'(x?). Con ésto y como para un potencial no modificado Vén = —gn, las

V. = 4Gy, (2.6)

ecuaciones de campo (2.6) se pueden escribir alternativamente en términos de un campo

newtoniano para la misma distribuciéon de masa que satisface la ecuacién de Poisson

(1.1), es decir,
V- lu (%) Voa— V(;SN] = 0. (2.7)
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De aqui se sigue que

u<@>a:gN+Vxh, (2.8)
ao

donde h es un campo vectorial. El término del rotacional de h se puede considerar como
una correciéon a MOND, el cual converge a éste de tal manera que cumple con las leyes de
conservacion necesarias. Sin embargo, se puede mostrar que este término es despreciable
en sistemas con simetria esférica (Bekenstein & Milgrom, 1984).

A pesar de las ventajas conceptuales de AQUAL, esta descripcién no reproduce con preci-
sién la fenémenologia de los ciimulos de galaxias (Sanders & McGaugh, 2002; Bekenstein,
2005). Ademds, el hecho de ser una descripcién netamente newtoniana, no puede explicar

los fenémenos de lentes gravitacionales, asi como algunos fenémenos cosmolégicos.

§2.4. RAQUAL (versi6n relativista de AQUAL)

La formulacién relativista de AQUAL fue propuesta por Bekenstein y Milgrom en
1984. La idea bésica es reemplazar el potencial ¢4 por un campo escalar ¢ cuya ecuacién
es una generalizacién de (2.6). La teorfa en si puede dar dos formulaciones equivalentes
donde intervienen un tensor métrico g,,, y un campo escalar ¢. En una, el tensor métrico
g satisface las ecuaciones de Einstein, pero las particulas de prueba no siguen geodési-
cas de g,,,. Mientras que en la otra formulacién, las particulas siguen geodésicas de una
métrica §,,, pero no satisface las ecuaciones de Einstein. Tales métricas estdn relacio-
nadas con la transformacién conforme g, = exp(2 ) g,w2. Considerando la métrica g,,,,

como la métrica fisica, entonces, las ecuaciones de campo son derivables de la accién
S =S8z + S, + Sm, (2.9)

donde la accién gravitacional S, estd dada por

A
167G

Sg = / AQexp(~2/¢%) | R(Gw) + 6¢ 40000 ¢] ()12, (2.10)

y la accién del campo escalar S, es

_ 1 _2g( 12,085 L68
Sy = 87TL2G/dQ( 9) F<Lg 00’ |. (2.11)

2Una transformacién conforme es una funcién que preserva dngulos. De manera més formal, una
transformacién w : z — f(z) es llamada conforme en el punto zo si preserva dngulos orientados entre
dos curvas que se intersectan en zg.
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Aqui, F(:L") ~xrparax > 1y F(:E) ~ 23/2 para x < 1 es una funcién a priori desconocida
y L es una constante. La accién de una particula libre es Sy, = —mc? f d7, donde 7 es
el tiempo propio, congruente con la métrica g,g siendo posible el recuperar AQUAL
en el limite del campo débil y velocidades bajas. Es bien conocido que el limite no-
relativista estd gobernado por la componente temporal de la métrica ggg, dada por la
ecuacién (1.3). De acuerdo con la transformacién conforme entre las dos métricas, la
componente temporal gog = 1 + 2¢n + ¢, en el mismo limite de aproximaciéon. Por lo
tanto ¢4 = ¢n + ¢, que representa el potencial gravitacional no relativista. Justo en
este limite se recupera la forma de AQUAL.

Sin embargo, RAQUAL falla en dos cosas. Permite propagacién superluminica de las
ondas de ¢ y es incapaz de explicar la anomalia de la deflexién de la luz observada en
lentes gravitacionales (Bekenstein, 1993). Esta ultima propiedad se debe a la relacién
conforme de las métricas, la cual deja invariante la trayectoria de luz predicha por la

teoria de la relatividad general de Einstein.

§2.5. TeVeS

TeVeS es una teoria de campo Tensor-Vector-eScalar (Bekenstein, 2004) y tal como
RAQUAL, la métrica fisica g,g estd relacionada con una métrica g,3 que es congruente
con las ecuaciones de campo de Einstein, pero ademas con un vector temporoloide U,

de la siguiente manera
Gop = € 22(gap + 2Ualds) — > UUs, (2.12)

y satisface la relacién g,glaldg = 1. La dindmica del campo vectorial estd dada por la
accién
K

% = 3G / A0 (=)"? [9’“’9“6 UpouUip ) — 20/ K) (" U, +1) | (2.13)

Aqui los paréntesis cuadrados denotan antisimetrizacién, K es un pardmetro de la teoria
vy A es un multiplicador de Lagrange para normalizar al vector U,,.

La ecuaciones dindmicas para el campo escalar ¢ quedan determinadas por la accién
Sy =—1/2 / [02h*P ¢ 06 5 + 1/2GL 20 F (kGo?)] (—g)'/?dQ, (2.14)

que involucra un campo escalar no-dindmico o, a un parametro k sin dimensiones, a

un parametro escalar ¢ y una funcién adimensional F'. Nétese que en el primer término
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¢.a® 3 estd contraido con hB = g®P —UY*UP en vez de g*P, como sucede en RAQUAL.
Esto no permite la propagacién superluminica de las perturbaciones del campo, para
¢ > 0.

Ademas de estas acciones, se tienen que adicionar la accién geométrica Sy, utilizando
el escalar de Ricci de g, tal y como aparece en la accién de Einstein-Hilbert (c.f. (1.17)
). Esta eleccién es hecha para que que TeVeS sea semejante a relatividad general. La
accién de la materia Sy, obedece al principio de equivalencia de Einstein (Will, 1984). Por
lo tanto, ésta puede estar construida de tal manera que se pueda reemplazar g, — g
en cualquier parte de la accién de la materia modificando asi las derivadas covariantes
apropiadas a g, .

TeVeS tiene como limite a la relatividad general para K — 0y ¢ — oo (Bekenstein,
2004). Por lo que si | K |« 1y la escala de ¢ es lo bastante grande, las predicciones de
TeVeS y de la relatividad general no difieren mucho. TeVeS también puede converger
a MOND haciendo una eleccién apropiada de F' en la ecuacién (2.14). Variando esta

accién respecto de o, se obtiene
~kGo?F —1/2 (kGo?)2F' = kl*h*P ¢ 06 5 (2.15)
donde F' = dF(p)/dpu. La funcién u(y) esta definida por

—pF (1) — %/fF’(u) =y. (2.16)

De esta expresién se sigue que kGo? = p(k(2h™8 ¢.a0 ). Esta eleccién queda determi-

nada por la siguiente relacién equivalente
kR b, = (3/0)K* G20t (kGo? — 2)*(1 — kGo?) ™t (2.17)

Las ecuaciones tipo Einstein que resultan de TeVeS linearizadas para un espacio-tiempo
plano en una situacién quasi-estatica implican que el resultado final para la métrica fisica
es

ds? = —(1+ 2p)dt? + (1 — 2¢)d;;da’da?, con ¢ :=Z¢n + &, (2.18)

donde ¢n es el potencial newtoniano convencional de la materia baridnica y = es una

constante cercana a uno que depende de K y del valor asintético del escalar de ¢.

Si ¢ se interpreta como el potencial gravitacional fisico, entonces la métrica (2.18)
es precisamente la utilizada en relatividad general para discutir la dindmica de galaxias

y lentes gravitacionales. Una consecuencia inmediata de ésto es que si la relatividad
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general puede reproducir la dindmica de una galaxia y sus propiedades como lente con
una distriucién de materia oscura asumida y TeVeS puede predecir la dindmica de la
galaxia en cualquier parte con solo la distribucién de materia bariénica, entonces ésta
dltima puede reproducir las propiedades de lentes gravitacionales como en la relatividad
general.

La manera de determinar ¢ es fijando el campo ¢. Para ésto se utiliza la ecuacién de
TeVeS analoga a AQUAL y se asume simetria esférica en el sistema. De esta manera,

se puede integrar dicha ecuacién una vez y obtener (asumiendo k < 1y =~ 1)

—1+ /T AV®]Jag V3k
V& =Voy, con R ag X —. 2.19
: N T avelje © 7 4t (2.19)

Por lo tanto se obtiene MOND (c.f.(2.1)) asi como una férmula adecuada para p mos-

trando un comportamiento apropiado segun el tamano de |V®|/ag y ap en términos de
los parametros de TeVes. A pesar de ésto, se ha visto que las curvas de rotacién de
Galaxias no son del todo consistentes con esta p (Famaey & Binney, 2005). Ademaés esta

formulacién empieza a fallar en aplicaciones extragaldcticas cuando |[V®| > (7/k)?aq.



Capitulo 3

Teorias métricas f(R) de

gravitacion

En la seccién §2.5, se mostré que TeVeS es una de las mas prometedoras teorias
alternativas al paradigma de materia oscura. Sin embargo, hay que reconocer que es
una teoria bastante complicada puesto que acopla un campo escalar, un campo vectorial
y un campo tensorial. Ademds de contar con tres pardmetros que estan relacionados
de distinta forma entre ellos, dependiendo del limite del campo gravitacional que se
esté tratando.

Una manera més natural para encontrar una teoria fundamental es modificando la
accién de Einstein-Hilbert. Hilbert fué quien propuso por vez primera la accién del campo
gravitacional, usando la eleccién mas sencilla, el escalar de Ricci R. Sin embargo, como se
vi6 en el capitulo 1 no existe un fundamento fuerte que limite esta eleccién, permitiendo
considerar cualquier funcién f(R).

En este capitulo se da una descripcién general de las teorias métricas f(R) en la
accién del campo gravitacional y argumentos para considerarlas una buena propuesta.
En contraste presentamos un posible problema génerico de una teoria métrica, el cual
consiste que esta misma no puede explicar a la vez MOND y lentes gravitacionales. En la
primera seccién se analiza los principios que debe cumplir una propuesta de gravitacion.
En la segunda seccién se deriva las ecuaciones que produce una modifcacién f(R) en la
accion gravitacional, como consecuencia inmediata esta misma cumple con la mayoria
de los principios fundamentales de una teoria fisica. En la tercera seccién se muestra
que las ondas generadas por el campo gravitacional son luminicas para una f(R) = R"
siendo n cualquier nimero. En la cuarta seccién, se muestra el argumento sobre el posible

problema genérico de las teorias métricas.
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63.1. Principios

Una teoria modificada de Gravitacién, en general debe cumplir con ciertos princi-
pios, que al menos hasta ahora sean congruentes con los experimentos realizados sobre
la misma y que al tomarlos en cuenta simplifican y reducen las propuestas para una

modificacién coherente. Los principios son los siguientes (Bekenstein, 2004):

= Principio de Minima Accién. La teoria debe ser derivable de la variacién de
la accién del campo gravitatorio y la materia, automéaticamente garantizando la
conservacion de momento-energia. Las ecuaciones de Einstein, por ejemplo, se ob-

tuvieron variando la accién Einstein-Hilbert (c.f. (1.17)).

» Invariancia Relativista. Indudablemente, por lo menos a nivel sistema solar, y
en experimentos de particulas elementales, se ha mostrado evidencia directa de
la validez de la relatividad especial. Por lo tanto, la accién debe ser un escalar
relativista por lo que todas las ecuaciones de la teoria deben ser invariantes. Un re-
sultado inmediato, es el principio de correspondencia donde la teoria debe predecir
resultados muy parecidos a los de la relatividad especial justo cuando la gravitacién

es despreciable.

= Principio de Equivalencia. Una teoria modificada debe respetar el principio de
equivalencia. Por lo menos a la versiéon débil del mismo que se ha demostrado en el
experimento de Etovos-Dicke-Braginsky con gran precisiéon. El principio de equiva-
lencia débil supone que las particulas libres se mueven en un campo gravitacional
a lo largo de trayectorias universales, es decir obedece a una ecuacion geodésica de
la métrica (incluso la luz). Para movimientos no-relativistas la ecuacién que con-
tiene esta universalidad es a = —V¢. Hay que anadir también, que el principio de
equivalencia (versién fuerte) supone que la métrica g,,, describe las propiedades del
espacio tiempo en la presencia de gravitacién dando lugar a la conjetura de Shiff

(Shiff, 1960), la cual dice que la teorfa debe ser una teorfa métrica de gravitacién®.

s Causalidad. No se debe violar la causalidad, es decir, la teoria debe de ser con-
sistente. Las ecuaciones de campo derivadas desde la accion no deben permitir

propagacion superluminica de cualquier campo medible o de energia y momento.

= Positividad de Energia. En casi todas las teorias cldsicas de campo que in-

tervienen en la fisica, la energia total es la integral de una densidad de energia

!Una teoria de gravitacién se considera métrica si se asume que (i) el tensor métrico es simétrico,
(ii) las particulas de prueba siguen geodésicas de la métrica y (iii) en sistemas de referencia localmente
planos, las leyes de la fisica no-gravitacionales son como en la relatividad especial.
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positiva Tpy. En la relatividad general, la situacién es diferente, ain en el caso de
campo débil, no hay un camino satisfactorio para definir la densidad de energia del
campo gravitacional. A pesar de que no se puede definir de manera convincente la
densidad de energia local, si se puede definir la densidad global de energia de un
sistema dando lugar al teorema de energia positiva (Witten, 1981). Si asumimos
la condicién de energia dominante: Para cualquier vector de campo causal Y que
apunta hacia el futuro (aiin un vector nulo o temporoloide), el vector —T5Y}s debe
ser un vector de campo causal que apunta hacia el futuro. En otras palabras, el
flujo de masa-energia nunca puede ser observado mas rapido que la velocidad de
la luz. Entonces el teorema de la positividad de la energia se puede enunciar de
la siguiente manera. La masa de un espacio tiempo asintoticamente plano es no
negativa. Mds aun, la masa es cero en el espacio tiempo de Minkowski . De esta
forma es posible definir la energia total de un sistema gravitacional en términos
del comportamiento asintético del campo gravitacional. Lo més natural es suponer

que cualquier propuesta de gravitacién cumpla con este principio.

Ademads de cumplir con estos principios, cualquier propuesta debe ser capaz de re-
producir la fenomenologia astrofisica como la que se observa en galaxias y cumulos de
galaxias, asi como la de los lentes gravitacionales, y formacién de estructura. Por otra

parte, también tiene que predecir la existencia de ondas gravitacionales.

§3.2. Propiedades generales de las teorias f(R)

Las teorfas métricas de gravitacién f(R),de entrada cumplen con la mayoria de los
principios expuestos en la seccién anterior como consecuencia de que es una teoria de

campo derivada a partir del principio de minima accién.

Existen ademé&s dos razones por la que se han estudiado y se han considerado. Primero
porque no existe una razén a priori para restringirse a R en la accién gravitacional. Es
mas, se espera que incluyendo potencias de R e invariantes relacionadas dieran un repre-
sentacion mas realista de la gravitacion cerca de singularidades i.e. R — o0o. Segundo,
algunas correciones cuanticas son equivalentes a aumentar términos a la accién gravita-
cional (cf. seccién §1.3, Starobinsky (1980)). De esta manera se espera que los términos
que son de mayor orden a R adicionales en la accion, sujetos a posibles constricciones,
crearfan una primera aproximacién a alguna teoria cudntica de gravitacion. Lo ante-

rior motiva a proponer la siguiente accién para el campo gravitacional (cf. Capozziello
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(2002); Capozziello et al. (2004, 2003) y seccién §1.4):

1

S: —E

[f(R)v=g]dQ, 3.1)

donde k = 167G /c?® es una constante de acoplamiento y f es a priori una funcién arbi-
traria. Las ecuaciones de campo se obtienen variando la acciéon del campo gravitacional
(3.1) més la accién de la materia (Landau & Lifshitz, 1975) respecto de las componentes

de la métrica g"”. De esta manera se obtiene que
1
08 =— /dQ [F(R)6(V=9) + V=9 (R)§" ORu, + V=9f (R)R0g" | + 65m, (3.2)

con f'(R) := df(R)/dR. La variacién del primer término del lado derecho se obtuvo en
la derivacién de las ecuaciones de Einstein (cf. ecuacién (1.24)). En el segundo término
aparece R, que también se obtuvo en esta misma variacién (cf. ecuaciéon (1.23)). El

primer término del lado derecho de la ecuacién (3.2) puede rescribirse como

/ A0/ =gf (R)Valg"(6T,) — g (6T2, ). (3.3)

Utilizando el teorema de Gauss y el hecho de que el campo se anula en infinito, se obtiene

la siguiente expresién
[ A0V [P (Rl 6T, - g 6T (3.4)

Utilizando las propiedades bien conocidas de la conexién (Landau & Lifshitz, 1975)

1

0
V=g "

asi como la ecuacién (1.24) en la ecuacién (3.2), se obtiene

1}, =0, (In(v=g)), g"T, = (V—gg™?), (3.5)

55 =~ [ dav=gsg” [ = S F R 15 (B + sl (B + /(B | + 850
(3.6)

La variacion de Sy, se calcula realizando el mismo desarrollo que al obtener la ecuaciones
de Einstein (c.f. (1.27)). Si ahora se define el tensor de energia momento como en la

ecuacion (1.28) entonces se obtiene que las ecuaciones de campo son:

8rG

§'B) By = 500 (B) = (R = (PR N+ o Ty (37)
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Las ecuaciones de campo obtenidas son por construccién invariantes pues han sido deri-
vadas a partir de una accién propuesta. Ademads son ecuaciones diferenciales de cuarto
orden y de la misma manera que las de Einstein, la tinica variable que tiene el contenido
dindmico es la métrica del espacio tiempo. También relaciona la curvatura del espacio-
tiempo con la distribuciéon de energia-momento pero no de la misma forma que en las
ecuaciones de Einstein. Las ecuaciones (3.7) son la generalizacién de las ecuaciones de
campo de Einstein. Claramente la eleccién f(R) = R reproduce estas mismas.

Notese que la modificacién ha sido realizada en el campo gravitacional por lo que las
particulas de prueba viajan todavia en trayectorias que obedecen la ecuaciéon geodesica
congruente con este nuevo campo. Esto se debe a que la accién S, de una particula de

prueba estd dada por

Sp = —mc/ds, (3.8)

donde el intervalo ds = /gy, dztdz?, de la misma manera que como se hace en la

relatividad general (cf. apéndice A). Al variar la ecuacién (3.8) se obtiene que

d2zH da® dz®
— r =0 3.9
d\? tlas d\ dA ' (3:9)
donde A es un pardmetro afin de la trayectoria que en el caso de intervalos tipo tiempo

y nulos puede hacerse coincidir con el tiempo propio 7.

§3.3. Ondas gravitacionales

Una teoria de gravitacién debe de predecir ondas gravitacionales, puesto que se tiene
evidencias (aunque no directas) de su existencia, mientras que principios de causalidad
implican que la velocidad de propagacién de la ondas a lo mas es igual a la velocidad de
la luz c. Las teorias f(R) predicen la existencia de ondas gravitacionales con velocidad
c en el vacio. Para mostrarlo hay que considerar un campo gravitacional débil en el
vacio cuando la métrica del espacio tiempo es una pequeniia perturbacion de la de la de

Minkowski 7,,,, es decir,
Juv = N + h,uz/a (3.10)

con hy,, pequenas correciones determinadas por el campo gravitacional débil, i.e. | hy, |[<
1.
Las componentes contravariantes del tensor métrico g a primer orden de h,, son
entonces
g = — B (3.11)
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A primer orden de la perturbacién el tensor de Riemann estd dado por (Landau &
Lifshitz, 1975)

1
Rapuw = 9 [hw,ﬁu + hﬁu,ow - hauﬂv - hﬁmau]' (3.12)

La suposicién de que h,,, es pequena deja la posibilidad de transformaciones arbitrarias
del sistema de referencia de la forma z'* = 2+ + &P de tal manera que £* es pequena.

Usando esta arbitrariedad de norma para el tensor h,,, se impone la siguiente condicién
v =0, (3.13)

donde UM := W —(1/2)g" h'y h := hl, y con la propiedad de que ¥ = —h. En términos

de ¥,,,, el tensor de Riemann toma la forma

1 1
Rmmugj5[Wam@f+wﬁmau—mamﬁw—wmmw]+1[—Wmﬂ?mrﬂwumuu+nmﬂ1&eruWuu]
(3.14)

El tensor de Ricci, a primer orden de la perturbacién estd dado por
1 « o « 1 «
R,Bz/ ~ 5 [\I’az/,,@ + \I/ﬁu, v \I’,Bu,a + 5”,31/@,04 ] (315)

Utlizando la expresién (3.15) junto con R = 1’V R, se calcula el escalar de Ricci a
primer orden,
1
R~ 20, ¥+ ¥, @] (3.16)

Las ecuaciones de campo (3.7) de una teorfa f(R) en el vacio (i.e con Tj3, = 0) son

F(R)Gay = 3o [F(R) ~ RF(R)] + [F'(R)] 5, — g0 [f'(R)],, (3.17)

donde Gg, es el tensor de Eisntein. La traza de estas ecuaciones de campo es

2

F/(R)la = 2 7(R) ~ SRS'(R). (315)

Si ahora se propone f(R) = R™ donde n es cualquier nimero arbitrario, y utilizando la

ecuacion (3.18) entonces las ecuaciones (3.17) toman la siguiente forma
1
nR"'Gs, = —égg,,(l +n)R"+n(n—1)R"*Rg,+n(n—1)(n—2)R">R3R,,. (3.19)

Suponiendo que R es distinto de cero puesto que esta representa el caso trivial se obtiene
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que

1 1+ _
RGp, = ~ 050 <T”> R*+ (n—1)Rg, + (n—1)(n —2)R 'R4R,,. (3.20)

Utilizando las ecuaciones (3.15), (3.16) y la norma (3.13), se obtiene la ecuacién (3.20)

a primer orden de la perturbacién:

(Yp),a” = — %7761/ (1 Zn> (T, 2+ (n—1)(T )NV ) g+ (3.21)

+(n—1)(n— 2)(‘11,aa)_Z(\I',aa),B(‘Ij,aa),v-

En seguida se mostrarda que el lado derecho de esta tultima relacién es cero a primer
orden de aproximacién. Para ésto se usa el hecho de que ¥ = ¥, obteniendo asi la

siguiente expresion

(Upn),a" =— 6”5”( n >(77 W), 0"+ (n—1)(¥ o) 1[77 T(Vin), o], gt

(3.22)
+(n=1)(n = 2)(P, o) [0 (Wir), ], 6117 (Vi) 0], -
Debido a que la derivada de 7, es cero, la ecuacién toma entonces la forma
e 1 1+n « a\—1 [
Ny (Ypw), o’ = — =415, (Vy), o +4(n —1)(¥ ") [(Yiy),a"], gt
6 n (3.23)

+4(n —1)(n — 2)(\1’,aa)_2[(\I/H’Y),aa],ﬁ[(\ll)ﬂa],u-

Contrayendo los indices # y k y usando la conmutatividad de las derivadas parciales, se

obtiene finalmente

(W), o = %4<1 F ”) (W) 4 = D)W, ) (), ) ot

(3.24)
+4(n = 1)(n = 2)(¥, ") 2[(95), £, al(¥), o], -

Utilizando, la norma (3.13), los dos ultimos términos del lado derecho de la ecuacién
(3.24) son cero. Los términos que quedan son precisamente la ecuacién de onda con una

velocidad de propagacién c.

Se considera ahora una perturbacién débil h,,, en una métrica curva (0)9“,,. De esta
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manera la métrica perturbada estda dada por
G Vg + Iy, (3.25)

donde | hy, |« 1y del mismo orden que el consciente A/L, donde L es una longi-
tud carécteristica del espacio-tiempo que contiene informacién sobre su curvatura y A
estd asociada con la longitud de onda de la perturbacién. En otras palabras, estamos

suponiendo que L es mucho mayor que la longitud de onda .

La métrica inversa y las componentes mixtas de la métrica son respectivamente:
g =Og — gl =gl — . (3.26)

El tensor de Riemann de la métrica (O)g,w es Ropu ¥ las correcciones a primer orden de

hy son

1
DR s = 2 [havigu + hoper — hawsr — Pavian]- (3.27)

Se define el tensor ¥, := h, () 9w dando lugar a la siguiente eleccién de norma

YU, =0=1, (3.28)

3

donde ¥ = ¥/, Esta norma es llamada norma de Lorentz transversa y sin traza (Landau

& Lifshitz, 1975). El tensor de Riemann en términos de ¥ toma la siguiente forma

1

mRaﬁ;w ~ ) [\I’w;ﬁu + Vauar — Yaupy — \I’ﬁu;au} : (3.29)

El tensor de Ricci Rg,, se obtiene utilizando las expresiones (3.25), (3.26) y (3.29) y
estd dado por
Rp, ~ORg, + s, 0% —OR 5, hH. (3.30)

De la misma forma, utilizando las ecuaciones (3.25), (3.26) y (3.30) se obtiene el escalar

de Ricci a primer orden de Wg,, quedando

Para obtener la ecuacién (3.31) se utiliz6 el hecho de que (VR = 0 debido a la eleccién

de norma.

Usando la métrica (3.25) y las ecuaciones (3.30)-(3.31) en las ecuaciones de campo (3.20)
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cuando la funcién f(R) = R", se llega a la siguiente expresién

OG5, +0G5, ~ORag, 0" RV, ~ —% (2 : 1) (Dgs, OR,0 T+
+©gs, OR) + (n = YR [ OR +OR,00)]
+(n—1)(n - 2)R 2[R +OR,o "))
[“R+OR )],
(3.32)

donde WG Bv :(i)Rﬁ,,— (1/ 2)(i)gg,j @R. El segundo término del lado derecho de la ecuacién
(3.32) tiene que ser calculado aiin a primer orden de ¥g, . El inverso de R a primer orden
es

R '~ (OR4+OR, i) (OR)~1[1 —OR,, ke (OR)"1]. (3.33)

El segundo término de la ecuacién (3.32) estd dado por

R—l[ Op _I_(O)qujua] z((O)R)_l[ (O)R] oy T ((O)R)_l[ (ORW\Ifua]

— ((O)R)—2[ (OPW\IJW] [ (O)R]

;BV ;BV (3.34)
;Bv°

De la misma forma se calcula R~2 a primer orden de la perturbacién, obteniendo que
R 2~ (OR+OR,,04*) 7 ~ (UR)72[1 — 2OR,,, v+ (VR)~1]. (3.35)
El tercer término del lado derecho de la ecuacién (3.32), toma la forma
R OR 4 OR, 0] [ OR {OR, 0] |~ (OR)2[ O] [ K]
+ (OR)2[ OR] [ OR,qw ] |+ (OR)2[ OF]

v B

_ 2((0?RW\I/”°‘) ((OQR)—3 [ (OQR] (OQR]

;V+
[ ORy0 0]

sV

;6[

7

(3.36)

Sustituyendo las ecuaciones (3.34) y (3.36) en las ecuaciones (3.32) y usando el hecho
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de que (Obgu es solucién de las ecuaciones de campo se obtiene que
1
i PO 1% OB, & (O, OB 4

)

O ORI [ORua ], - OB O] [ O], L+

_03{((%—2[ OR) [ OR,0w] |+ (OR)2[ OR] [ OR,,whe]

v ; v

2R 0 (OR) S OR] [ OR]., |

sV

(3.37)

donde C; = (1/6)(n +1)/(n), Co =n—1y C3 = (n — 1)(n — 2). Los términos donde
aparece el escalar de Ricci, el tensor de Ricci y el tensor de Riemann que estan asociados
con Vg, y sus primeras derivadas son despreciables en comparacién al primer término
de la ecuacién (3.37). Esto se debe a que | hy, |< 1 es del orden de A\/L. Para mostrarlo

de una forma mas clara, propongamos la siguiente solucién
W5, = Re(Ap,el®), (3.38)

donde ¢ es la funcién eikonal (cf. Apéndice B), considerada grande para que sea vélida

la suposicién de que A\/L < 1. De esta manera el 4-vector de onda k, es definido como
ko == ¢.q- (3.39)

Por otra parte, usando la ecuacién (3.38) en el término ¥g, ., ©, se obtiene que
Ugyia = [Agyia @+ 2i48,.00% + iAg, 0.0 ¢ — Agyd.ad®]eli?). (3.40)

De aqui se sigue que el ultimo término del lado derecho es el dominante, como re-
sultado de que la funcién eikonal ¢ es grande. De la misma forma, los demds térmi-
nos del lado derecho de la ecuacién (3.37) son de primer orden en ¢, a excepcién de
(OR)~1 [ (O)RW\I/W] g, que tiene un término de orden cuadratico en ¢. De esta manera

se obtiene la expresién
1 . - a i
—5Am0:00" + CL(OR) ™ ORy6 416,56, 1) = 0. (3.41)

Multiplicando esta expresion por el escalar de Ricci no nulo y usando el hecho de que
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R = ¢°** R, la expresion (3.37) estd dada por
1 .
(Oba“ (OPua[_§Aﬁu¢;a¢’a] +C (OPWA“O‘QB(;S;,, =0. (3.42)
Como el escalar de Ricci es distinto de cero, entonces
1 o3 (0%
Oy =5 Apuiad®] + CLA G50, = 0. (3.43)

El segundo término desaparece si se contraen los indices a y p y se usa la eleccién de la

norma (3.13). De aqui se sigue que
kok® =0, (3.44)

donde k, es el 4-vector de onda definido en la ecuacién (3.39). Esta expresién muestra
que el vector de onda es nulo y por lo tanto la onda se propaga a la velocidad de la luz

C.

§3.4. Posible problema genérico para teorias métricas

En el capitulo anterior se consideré6 a RAQUAL como una propuesta relativista de
MOND, en donde la modificacién en la accién consistia en acoplar un campo escalar a
la accién de Einstein- Hilbert. Sin embargo, esta propuesta fue desechada por el hecho
de que las ondas generadas por el campo escalar eran superluminicas y no habia una
modificaciéon en la deflexion de la luz ante un campo gravitacional. En esta misma
direccién, se han estudiado otras propuestas de modificacién (Sanders, 1997; Soussa &
Woodard, 2003; Bekenstein, 1988) que si bien reproducen MOND, no pueden reproducir
la fenomenologias de lentes gravitacionales.

Con esta motivacion, existen argumentos para sospechar que una teoria métrica de
gravitacién no puede explicar MOND vy lentes gravitacionales, a menos que se violen
ciertas propiedades de estas mismas. El argumento comienza de la siguiente manera
(Soussa & Woodard, 2004):

1. Una teoria métrica de gravitacién tiene diez ecuaciones de campo en un espacio-

tiempo de cuatro dimensiones de la siguiente forma

81G
g,uz/ [9] = C—QTHV’ (3'45)

donde G, es una funcién de la métrica, que en relatividad general serfa simple-
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mente el tensor de Einstein. Este tensor es obtenido por la variacion de la accién
gravitacional con respecto a la métrica g. El tensor de energia-momento T}, es

definido como en la ecuacién (1.28).

. El tensor QW es un tensor covariante por construccién y por lo tanto se conserva

covariantemente, es decir V#G,,, = 0.

. Puesto que las desviaciones de MOND y Newton llegan a ser significantes en el

campo débil, entonces nos restringiremos a estudiar G,, en la aproximacién del
campo débil. Por la libertad en la elecciéon de las coordenadas nosotros podemos
pararnos en un sistema donde la métrica esté de acuerdo con la métrica de Min-

kowski n en un punto. De aqui se sigue que la métrica estd dada por

Juv = N + h,uz/ (346)

donde h,,, es una perturbacién pequena.

. La modificaciéon de MOND en la aceleracién es proporcional a la raiz cuadrada de

GM como en la ecuacién (2.1).

. En el limite fuerte de MOND, al menos una componente de h,, debe ser de la

forma VG M para que las curvas de rotacién puedan ser reproducidas.

. El lado derecho de la ecuacién (3.45) es de la forma GM.

. De lo anterior, se puede inferir que al menos una de las diez ecuaciones de campo,

es diferente de cero a orden h2.

. Pero si asumimos que la gravitacion es absolutamente estable, entonces las diez

ecuaciones no pueden empezar a segundo orden en la expansién de campo débil.
Esto es porque el subconjunto de ecuaciones dindmicas viene de la variacién de
un lagrangiano. Si la variacién fuese cuadratica, entonces el lagrangiano podria ser
cuibico y no serfa consistente con la estabilidad. Como resultado solo un subcojunto
de estas ecuaciones son del orden de h%. Sin embargo, este debe ser distinguible en
alguna forma covariante. Ahora bien recordemos que cualquier tensor de campo,
simétrico de rango dos tiene dos invariantes: su divergencia y su traza. La diver-
gencia de G,,,,, i.e. V#G,,, es nula por el argumento 2. Por lo tanto, la traza es la

Unica responsable de MOND, es decir,

9" G = O(h?). (3.47)
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9. Sin embargo las correcciones de MOND pueden desaparecer en relatividad general
en el limite del campo débil debido a una transformacién local conforme de la
métrica

G (T) — 92(95)9#1/(%)' (3.48)

De aqui resulta que las ecuaciones de campo linealizadas carecen de traza.

10. Esto resulta incoveniente para la fenomenologia de los lentes gravitacionales por
que el lagrangiano del electromagnetismo resulta invariante bajo una trasformacién
conforme. De aqui se sigue que las correciones de MOND no afectan al electromag-

netismo y por lo tanto la deflexién de la luz es la misma que en relatividad general.

El argumento anterior indica que las teorfas métricas tienen un problema genérico. Sin
embargo, en un estudio mas detallado del argumento cabe la posibilidad de lograr re-
producir la fenomenologia de MOND y de lentes gravitacionales en una teoria métrica

si se cambian las condiciones de estabilidad de la gravitacién (Soussa, 2003).

§3.5. Teoria R3/?

En esta seccién se resuelve las ecuaciones de campo para f(R) = R", en el caso de
una métrica con simetria esférica estatica. Ademds se obtendra el limite de campo débil
para n = 3/2, motivados por una extensién simple de MOND.

La razén para elegir f(R) = R3/2 es la siguiente. Como se vi6 en la seccién §1.1
al generalizar la ecuacién de Poisson (c.f. (1.1)) hacia relatividad general se pensé a
esta primera como una componente de la ecuacién tensorial de campo en el limite de
campo débil. De hecho, de la componente temporal. En el caso de f(R) = R3/2. 1o
mé&s conveniente seria llegar a AQUAL, puesto que MOND, en si no es una ecuacién de
campo.

Como se vid en la seccién §1.2, la accién gravitacional debe de expresarse en forma de
una integral escalar [ G\/—gd{Q, extendida sobre todo el espacio y a todos los valores
de la coordenada temporal entre dos valores dados. Para determinar este escalar, se
partié del hecho que las ecuaciones del campo gravitacional deben contener derivadas de
segundo orden de la métrica puesto que en el limite cuando la velocidad de la luz ¢ — oo
convergen a la ecuacién de Poisson (1.1). En el caso de generalizar AQUAL, el escalar
G se propone como un funcién f(R) y de manera anédloga para determinar la funcién f,
se parte del hecho de que el limite cuando la velocidad de la luz ¢ — oo, converja a la
ecuacién de campo de AQUAL (c.f. (2.6)). De esta manera si en AQUAL, la ecuacién
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de campo es una ecuacién diferencial de segundo orden elevadas a la un medio, uno

esperarfa que la funcién f fuera precisamente R3/2.

De manera general, si el lagrangiano del campo gravitacional esta dado por

1
£g == E\/ —an, (349)

con k = 167G /c3. Para n = 1 se obtiene la teorfa de gravitacién de Einstein. En el limite

a campo débil, la correcion a la métrica es
ds® = (14 2¢/c*)dt* — §;;d1?, (3.50)

donde di? = dx? + dy? + dz2. De aqui se sigue que el escalar de Ricci estd dado por

R~_2 (v% - (v¢)2>. (3.51)

Asi pues, en el caso de la teoria de gravitaciéon de Einstein, el lagrangiano toma la

L, = = <v2¢ - (W)Q) . (3.52)

siguiente forma

k c?

Aqui, el primer término no contribuye a la accién. En efecto, esto se debe a que en la
accién correspondiente a el lagrangiano (3.52) este término es de frontera de acuerdo
con el teorema de Gauss. Como resultado se obtiene el lagrangiano estandar del campo
gravitacional. De manera similar para n = 3/2, el argumento del lagrangiano (3.52)
se elevarfa a la 3/2. Como consecuencia, el primer término del argumento ya no es de
frontera. Esto puede provocar posibles problemas, debido a que puede ser un término

dominante en la accion.

A pesar que el lagrangiano no es el mismo que AQUAL, ain cabe la posibilidad de

explicar la curvas de rotacion planas de galaxias espirales.

Para ello, pensemos en una fuente con simetria esférica y estatica para resolver las
ecuaciones de campo (3.19) fuera de ella, en general para cualquier n. El elemento de

linea en estas condiciones se puede escribir como
ds? = A(r)dt? — (A(r))"tdr? — r2d#* — 2 sin?(9)d o> (3.53)

Usando el hecho de que el escalar de Ricci no depende del tiempo, la componente tem-
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poral de las ecuaciones de campo esta dada por

2n —1
— . .54
Ry < n >QOOR (3.54)

Usando la métrica (3.53) en la ecuacién (3.54), se obtiene la siguiente ecuacién diferencial

1| a2 d 2n — 1 d2
——|r—A 2—A /|
2| ar2 (r) + dr (M| + < 6nr ) " (r)+
(3.55)
+ 47"(%14(7‘) —2+2A(r)| =0.
Para resolver esta ecuacién, propongamos una solucién de la forma A(r) = . en donde

b es un numero cualquiera. Insertando la soluciéon en la ecuacién diferencial, se obtiene
una ecuacién algebraica de segundo grado. Como resultado se obtienen dos valores de b,
de tal foma que

2(2n—1)

Alr)y =1+ % + Cor ™ nFt | (3.56)

donde Cy y C5 son constantes de integracién. Para n = 3/2 la funcién A(r) estd dada

por

A(r) =1+ % + Cor®/5. (3.57)

Usando la componente temporal de la métrica en el campo débil (1.3) y usando la

ecuacion (3.57), se obtiene que

o 8/5
b=-——140C, <i) . (3.58)

Usando el hecho de que una particula de prueba obedece a la ecuacién geodésica (cf.
Apéndice A), se sigue que en el limite de campo débil V¢ = —a, donde a es la aceleracion.

Con esto, la ecuacién (3.58) implica que

& 5 3/5
1 ~ T
a— —r—2r+02§<—> r. (359)

7o

El primer término es la aceleraciéon newtoniana. Sin embargo el segundo no corresponde
a MOND cuya aceleracién es proporcional a 1/r. De manera alternativa, consideremos

que a partir de cierto momento (dependiendo del pardmetro 7¢), el término dominante de
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la aceleracién es el segundo. Ademés si tomamos en cuenta que para una Orbita circular

| a |= v?/r, entonces obtenemos la siguiente relacién de proporcionalidad
v oc 1/, (3.60)

donde la velocidad depende de la distancia. En otras palabras, no importa a que distancia
se encuentre la particula de prueba del centro de la galaxia, la velocidad de rotacién
dependerd de ella. Esto provoca que no se aplane la curva de rotacion como en la figura
2.1. Naturalmente la relacién de Tully-Fisher (c.f. (2.3)) no se satisface. Esto indica que

una teoria métrica f(R) = R3/2 no es buen candidato para aplanar curvas de rotacién.



Capitulo 4

Gravitacion f(R)

Una vez que se ha hecho una descripcién general de las teorfas modificadas f(R),
la cuestion inmediata es la eleccion de la funcién f que sea capaz de reproducir la
fenomenologia asociada al problema de materia oscura de las galaxias y cimulos de
galaxias asi como la de lentes gravitacionales. Esta funcion f no debe diferir demasiado
de la teoria de relatividad general para explicar estos fenémenos. Basdndonos en esta
condicién, tratamos de resolver las ecuaciones de campo f(R) de tal manera que esta
modificaciéon no difiera demasiado de la teoria de relatividad general. Posteriormente,
como un resultado se obtiene la forma de f(R) al menos en el limite del campo débil y
después se aplica a los fendmenos de lentes gravitacionales.

En la primera seccién, se resuelven las ecuaciones de campo f(R) que reproducen
la fenomenologia de galaxias en una métrica tipo Schwarzchild. En la segunda y ter-
cera seccién, se obtiene las trayectorias de particulas en orbitas circulares y por ende
la velocidad de rotacién de una particula y una modificacién al potencial gravitacional
newtoniano, de tal manera que se obtengan curvas de rotacién planas de galaxias espira-
les. Por ltimo, en la tercera seccién y cuarta seccion, se calcula la deflexién de la luz que

pasa por una masa M con simetria esférica y la teoria general de lentes gravitacionales.

84.1. Solucién de las ecuaciones de campo f(R)

El estudio a nivel galdctico en la teoria general de la relatividad es en base a la
métrica de Schwarzchild. Por lo tanto, se espera que la teoria modificada f(R) se base
en una métrica de este estilo. Para ello, se supone que el sistema fisico tiene simetria
esférica y se comporta como un fluido perfecto, como una primera aproximacién, puesto

que las galaxias espirales evidentemente no tienen esta simetria. Por lo tanto, la métrica
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se puede escribir como
ds? = B(r)c2dt? — A(r)dr? — r2d6? — r%sin” Ad?. (4.1)

Usando la ecuacién (4.1), se concluye que las componentes no nulas del tensor de Ricci
estéan dadas por
/ / 12 1"
Ra= B[4~ 4]+ B[ B+ B,
_ A4 | B 11B?2 _ 2B"
R =3+ 5] +1l5 — 5

Ry, = sin? ORyy. (4.2)

en donde []' :=d/dr. De la ecuacién (4.2) se sigue que el escalar de Ricci es

7«2,4'[4 g’} 7’2[ B” E“/] 2[ TB/], (4.3)

R=-2-_-2|Z -2 Sy =

FTB) Al ETE | TAl B
Usando las ecuaciones (4.2) y (4.3) en las ecuaciones de campo (3.7) y suponiendo que
v = df/dR es una funcién paramétrica v(r, ) donde el pardmetro o es mucho menor

que uno, se obtiene que (Sobouti, 2006)

! A/ 1 ! A/ / A
%4‘7——TT‘F%T(%“‘X)%_‘_T(K)‘FP)Z’ (4'4
BB -DE+E 2 - F+ =0 (4.5

" ’ ’ Al Al A ! 4
B -1 EE+4) -4 =—(-p2+AL- & +HT. (4.6)

En estas ecuaciones, p y p son la densidad de masa y la presién de la materia respec-
tivamente. La ecuacién (4.4) es la combinacién Ry /B + R,./A. La ecuacién (4.5) es la
combinacién Ry /B — Rge/r?. Finalmente la igualdad (4.6) es la componente-rr de las

ecuaciones de campo. Adicionalmente, la traza de las ecuaciones de campo (3.18) implica

f 3w f1/B AN\ 2] 1
R—2E—Z|:7+{§<E—Z>+;};:|_?(p_?’p)w (47)

En el sistema fisico de interés (e.g. galaxias), no intervienen fuertes campos gravitacio-

que

nales, de tal manera que la soluciéon no debe diferir demasiado de la teoria general de la
relatividad. De hecho, si f(R) = R 6 v = 1, las ecuaciones (4.4)-(4.6) son las ecuaciones
obtenidas para la métrica de Schwarzchild en ésta. Por lo tanto, v(r, ) debe cumplir que

cuando o — 0, entonces v(r,a) — 1. En otras palabras, podemos obtener una solucién
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a primer orden de a.

A continuacién veamos la solucién exterior del sistema (p = p =0). Si A’/A+B’/B es
una expresion diferencial bien comportada, entonces A'/A+ B’/B = h(r), cuya solucién
es A(r)B(r) = g(r). Se propone que g(r) = (r)* ~ 1 + aln(r) para o’s pequeiias por el
hecho de que la soluciéon obtenida debe converger a la de Einstein cuando a@ — 0. De

esta forma, la ecuacién (4.4) es

Y4 an= ()" (43
+ Sv = 0. (4.9)

Para resolver la ecuacién (4.9) se propone la solucién v o 8, obteniendo la siguiente
expresion

6% —B(1+ %a) +a=0. (4.10)

De aqui se obtienen dos soluciones 5 = (1/2)(1 —/2)£+v/1 — 3a + o2 que se aproximan
af ~ayfy~1—a/2cuando «a es pequena. De las dos soluciones, la tinica vélida es
B1, ya que satisface el hecho de que cuando o — 0, v(r, @) — 1. Como resultado de ésto
v ~ r®. Usando estos resultados en las ecuaciones (4.5) y (4.6) se obtiene que (Sobouti,
2006)

= o[l — (2)(172/D) 4 £\ (£)20-e/2)]) (4.11)
B=(5)"% (412

donde A y s son constantes de integraciéon. Si a =0y A = 0, las expresiones (4.11) y
(4.12) convergen a los coeficientes de la métrica de Schwarzschild. De aqui resulta que s
es el radio de Schwarzchild 2M G/ c?.

Usando las expresiones (4.11) y (4.12) en las ecuaciones (4.6) y (4.7) se obtiene que

f S22 (2 4+ ), (4.13)

(1-«
_ 3 (f) o (f) (1=a/2) L (4 — a)A]. (4.14)

En estas relaciones es facil eliminar r y encontrar a R en términos de f, obteniendo
R = (30)"Y2[f + 6A][f — 3(2 + 3a)\]*/2. (4.15)

Esta expresién implica que f(R) — R, cuando a — 0 y la constante A = 0. La ecuacién
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(4.15) establece que la forma de f estd dada por (Sobouti, 2006)
f = (3a)*/2R1-2/2) ~ R[1 - %mR + %111(3@)], (4.16)

cuando A =0

§4.2. Movimiento en un campo central

En la dindmica de galaxias espirales, a una primera aproximacién, se asume que es
posible tratar a una estrella como una particula de prueba alrededor de un cuerpo central
especificando por el radio de Schwarzchild s. Por lo tanto, se utiliza la métrica (4.1). Por
otra parte, usando el hecho de que la érbita de esta particula de prueba se encuentra en
un plano se escoge el plano § = /2. De forma que la ecuacién geodésica (appéndice A)

para las componentes r, ¢ y t respectivamente, estd dada por

2 ! / d
a8+ 5 (8 - 5(F) =0, (4.17)
d2 d
wrinE =0, (4.18)
2 /
o pa g (4.19)

De la integracién directa de las ecuaciones (4.18) y (4.19) se sigue que

dep dt 1
2— g _ = —
(i J, T B (4.20)

donde J es una constante.

Usando la ecuacién (4.20) en la ecuacién (4.17) para una 6rbita circular (i.e dr/dr = 0)

1,B de?\
' — — T<E =0 (4.21)

Ahora bien, la velocidad v que un observador mide es v = (r/v/B)(dp/dt). De aqui, que

se sigue que

usando regla de la cadena y la ecuacién (4.20), se obtiene la siguiente expresién
Ve = —ret—. (4.22)

Sustituyendo las ecuaciones (4.11) y (4.12) en (4.22) se encuentra que

? = 02%{1 - <;>1_a/z}_l{a [1 - (;) (l_a/z)] + r<§>(_a/z) (1 - %) } (4.23)
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En el limite, cuando o < 1y s/r < 1, la relacién anterior se aproxima a

1 GM 1 rc?
20 Zoct e 22 — _
(Ve 2ac + , [14—2@{ 1+ln<2GM>}} (4.24)

De aqui que la velocidad se va acercando a una asintota v, confome se va alejando de la
distribucién de masa. De hecho para distancias grandes la velocidad tiende a (1/2)ac?.
Por lo tanto, o = 2v4,/c?. Por otra parte, de manera intuitiva se puede ver que o debe
de depender de la masa M por la relacién de Tully—Fisher (2.3). A pesar de que la
relacién de la velocidad v respecto de la masa no estd dada explicitamente, se ha hecho
un estudio por Sobouti (2006) con relacién al pardmetro « de 40 galaxias espirales.
Usando o = 204 /¢ y el valor de (M /M) ~'/? para cada una de las galaxias, se ajusta
que el valor promedio es de 3.05 x 107'2(M/Mg)/? con una dispersién 0.019 x 10712,
sin tomar en cuenta algunos casos excepcionales de galaxias. El hecho de obtener estos

valores, esboza que la relacién de la velocidad de rotacién es proporcional a M1/4,

§4.3. Limite MONDiano

Para esta modificacién es posible obtener una version de MOND de la siguiente
manera. El potencial gravitacional ¢ estd determinado por la componente temporal de
la métrica en el limite del campo débil (c.f. (1.3)). Por otra parte, en este caso, la
componente temporal estd determinada por la funcién B(r). En efecto, usando estos
hechos y B(r) a primer orden de aproximacién en « y s/r, el potencial gravitacional
resulta ser

Ao Ca MG

o(r) = 53 + - In(r/s) — — (4.25)

Por otra parte, si se define v = ag(GM/GMpg)'/?, entonces la aceleracién gravitacional

g estd dada por

dr = (aogn)1/2 + On

= gnparaag K gp
1/2

:'@

= (aogn)’* para ag > gn, (4.26)

donde ag = a3ct/4GMg y gy es la aceleracién gravitacional newtoniana. Esto justo

coincide con MOND. Maés atun si se toma el valor de ag dado por MOND, se puede
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Figura 4.1: Deflexién de la luz pasando cerca de una masa puntual M. El dngulo
azimutal ¢ es el que se forma por el vector posicién r de cualquier punto de la trayectoria
con la direccion de la fuente S visto desde la masa puntual M. El vector ry, es el més
cercano a la masa M de la trayectoria de la luz y por consiguiente es donde existe la
mayor deflexién. El dngulo 3 es el angulo de deflexion.

calcular «, dando como resultado que
o =2.8x 10712(M/Mg)"2. (4.27)

Este valor es cercano al calculado por Sobouti (2006) para 40 galaxias espirales.

Por otra parte, a pesar que se obtiene la relacion (4.26) que es muy similar a MOND,
existe una pequena diferencia. En MOND, la constante ag es universal. En cambio en esta
version, ag depende de «, la cual no es una constante universal por la misma construccién
de esta teoria. En otras palabras es posible que « tenga distintos valores para distintos

sistemas astrofisicos.

§4.4. Deflexion de la luz para un sistema con simetria esféri-

ca

De la solucién para una métrica tipo Schwarzchild (4.1) en el contexto de la teoria
modificada f(R), se puede calcular también la deflexién de la luz que pasa cerca de
un objeto compacto (cf. fig. 4.1). Esta puede ser calculada usando el hecho de que la
trayectoria de la luz corresponde a una geodésica nula ( i.e. ds =0 ) y por lo tanto, es

solucién de la ecuacién geodésica (cf. Apéndice A).

Si la trayectoria de la luz puede ser parametrizada por algin pardametro £ se debe de
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satisfacer la siguiente condicion

v

guui—:ng % =0. (4.28)
Esta ecuacion resulta del hecho que la luz sigue geodésicas nulas y puede simplificarse si se
considera que la trayectoria de la luz estd en un plano definido # = 7/2 por la direccién de
la luz incidente y la posicion del sistema. De aqui se sigue que la trayectoria solo dependa
de las variables ¢ y r. Por otra parte, las ecuaciones geodésicas correspondientes a las
coordenadas ¢ y t se pueden integrar una vez por el hecho de que los coeficientes métricos

no dependen estas coordenadas, dando lugar a las siguientes ecuaciones

24

r a = J, (4.29)
dt 1
€ = B (4.30)

donde J es una constante de integracién. De las ecuaciones (4.29) y (4.30) se sigue que

la ecuacién (4.28) estd dada por

2 r 2 2

La constante J puede ser obtenida de la siguiente manera. A lo largo de la trayectoria de
la luz, existe un punto (7, @) donde la luz estd mds cerca de la masa M. De hecho en
este punto es donde la deflexién de la luz es maxima. Por lo tanto, dr/dy = 0. Usando

ésto en la ecuacién (4.31), se tiene que

J=_m 4.32
B0 (4.32)

Sustituyendo las soluciones de la métrica (4.11) y (4.12), asi como la ecuacion (4.32) en

la igualdad (4.31) se tiene que

Poo oo (r/s)*/2dr
do = , 4.33
/m v /rm v/ (r/rm)?B(rm) — B(r) 39

en donde ¢, es el valor asintético de ¢ a distancias lejanas de la masa M (direccién

incidente ) hasta ¢,,. Sin embargo, este no es el angulo de deflexién neto que sufre la
trayectoria de la luz porque se ha integrado desde el angulo inicial hasta el punto mas

cercano de la luz a la masa M. El angulo de deflexién neto 3 resulta ser entonces dos
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veces esta cantidad menos 7w, donde 7 es la direccién de la luz si no hubiera deflexién.
Para resolver esta integral se define la variable adimensional x = r,,, /7 . De aqui se sigue

que la ecuacién (4.33) estd dada por

U (sz/rm)~ (@2 dz

B() — 22B(z)

Esta integral no es facil de resolver. Sin embargo, se puede obtener una solucién apro-

6=

(4.34)

ximada si se toma las siguientes consideraciones 7, > s y r > s, las cuales resultan ser
validas para la mayoria de las aplicaciones astrofisicas en lentes gravitacionales. Por lo
tanto, podemos obtener una aproximacién del dngulo de deflexién tomando en cuenta

estas suposiciones. Usando la ecuacién (4.12) en la expresion (4.34), se obtiene que

= 2dx
(S/rm)l—a/2(1 _ xs—a/z)'

(4.35)

_QM/ V(1 — 22-a)

De aqui resulta que

B=2v1T—a[li +I] —= (4.36)
donde

1 1 1—a/2 r1 1 — p3—30/2 3/2
I ;:/ B A Y .2 / da( t ) (4.37)
0 x%2y/1 — x2-@ 2\rm o (1—a2)

Integrando ambas expresiones, el dngulo de deflexién estd dado por

B=m [E — 1] +2V1 -« < >1_a/2. (4.38)

2 —

Como es de esperarse si a = 0, el dngulo de deflexién (§ resulta ser el angulo Og predicho
por la teoria general de la relatividad (cf. Apendice C). De esta forma se ha obtenido
una modificacion del angulo de deflexién. Una manera de comparar esta modificacion

respecto de Og es definiendo la fluctuacién ASG/fSg que estd dada por

Aﬁ_ﬁ_ﬁE'

Be B

Esta fluctuaciéon es una funcién del parametro «. La grafica 4.2 muestra que el parametro

(4.39)

s/rm, necesita ser pequeno para obtener una modificacién considerable del dngulo de
deflexién (3 para ciertos valores de a. Como es de esperarse, cuando s/r,;, se acerca a 1,

mayor es el dngulo de deflexién. La expresién obtenida (4.38) para (3 es sélo vélida para
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s/rm < 1y por lo tanto, no puede ser usada para valores cercanos a 1. Sin embargo,
el rango utilizado en la gréfica 4.2, para s/r,, puede ser relevante para aplicaciones
astrofisicas en lentes gravitacionales, si se considera que el valor de « puede diferir del
valor obtenido por Sobouti (2006).

0.1 T — T — T —

~

0.01 |

0.001 |

AB/BE

le-04 |

1e-05 L L M| L L P | L L L L L L
1e-05 le-04 0.001 0.01 0.1

a

Figura 4.2: Fluctuacién del dngulo de deflexién. La grafica muestra la fluctuacién
AB/fBr para el dngulo de deflexién 8 comparado con el dngulo Og. Este tltimo es el
esperado por la teoria de relatividad general. De izquierda a derecha, cada una de las cur-
vas corresponde a valores diferentes de s/r, dados por 1076, 1075, 10=%, 1073, 1072,
respectivamente. Para valores mds grandes de s/, se espera que el dngulo de deflexién
sea mayor.

§4.5. Teoria de lentes gravitacionales

La deflexién de la luz obtenida para una masa M de la seccién anterior, da pauta
para estudiar la fenomenologia de lentes gravitacionales en donde intervengan campos
gravitacionales débiles y la distancia r,, resulte ser mucho menor que la trayectoria de
la luz. Teniendo en cuenta estas consideraciones se puede derivar la ecuacién de la lente
relacionada con la posicién de las imagenes observadas y la posiciéon de la fuente en

presencia de la lente.

64.5.1. Ecuacion de la lente

El caso més simple de una lente corresponde a un masa puntual M (lente) que
esté localizada cerca a la linea de visién y la fuente S, como se muestra en la figura

4.3. El angulo ¥ describe la posicién actual (no-observable) de la fuente respecto del
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Dos

Figura 4.3: Diagrama de la geometria de un lente gravitacional M. El angulo ¥ resulta
ser el que define la posicion de la fuente S respecto de la linea de visién. El dngulo 6
define la posicién de la imagen I obtenida de la fuente S. El dangulo 3 es el angulo de
deflexién del haz de luz. Doy, Drs v Dos son las distancias euclidianas del observador
OaM,de M aSydeO a S respectivamente.

eje 6ptico que se escoge por conveniencia en la direccién de la lente M respecto del
observador O. Por otra parte, € es el dangulo de la posicién aparente (observable) de la

imagen [ de la fuente S. De la geometria de la figura es claro que
0Dops = VDops + BDys. (4.40)

Se define el dngulo de deflexién reducido 3 como

A Drs
B = p—=—. 441
Dos (4.41)
De aqui se sigue que la ecuacién (4.40) puede ser escrita como
0 =0-p. (4.42)

Esta expresiéon corresponde a la ecuacién de la lente que describe la relacién entre la

posicion real y la posicién aparente de la fuente.

Usando la ecuacién (4.38) y que la distancia minima de un rayo de luz a la lente es
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rm = 0Dop, se sigue entonces que el dngulo reducido de deflexion resulta ser

j— _Drs {w [2\/@ - 1] o1 a <i>1_a/2 } (4.43)

DosDor, 2-« T'm

En este caso la ecuacién de la lente toma la forma

02— 0[P+ (] — C,0%% = 0. (4.44)
donde /2
c = T Dgr [2V1—a 1l Cyim %a/z 1Dos 7
9E‘ DOS 22—« 2 DLS
y

4GM Dyg 0 )
op =y ——=25  @=—, &i=_—. 4.45
g Dos Doy, o) Ok (4.45)

El dngulo 0% es el angulo de Einstein y es solucién de la ecuacién de la lente de relatividad
general cuando la fuente S estd alineada con la lente M y el observador O, i.e. ¥ = 0. Las

” respecto del dangulo de 0. En el caso donde

variables © y @ son “los angulos escalados’
a =0, la ecuacién (4.44) se reduce a la ecuacién de la lente en la teoria de relatividad

general (cf. Apéndice C).

Para resolver la ecuacién (4.44) se toma en cuenta que « es un parametro pequeno.
Por lo tanto, se utiliza un metodo perturbativo de la siguiente manera. Se propone una
solucién dada por

O =0+ 04, (4.46)

donde O es una cantidad a primer orden y el d&ngulo O es solucién de la ecucién (4.44)
cuando o = 0, es decir, es la solucién esperada en la teoria de relatividad general.
Introduciendo esta solucién en la ecuacién (4.44) y despreciando términos de segundo

orden en ©1, se obtiene que

a/2
1+2000; — C16¢ — @1[@5 + Cl] — 02@8‘/2 <1 + %) =0. (4.47)
0

El dltimo término de lado derecho de la ecuacién (4.47) se expande en su serie de Taylor

y despreciando términos de orden mayor a O(01/0y), el dngulo O estd dada por

B €100 + C205"* — 1
2@0 — P — Cl — (04/2) CQ @3/2_1 .

O (4.48)
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64.5.2. Amplificacion de Imagenes

La deflexién de la luz puede producir un cambio en la aparente luminosidad de la
fuente S, como una consecuencia de la distorsion del angulo s6lido bajo el cual un objeto
es visto. Esto se debe a que la luminosidad superficial intrinseca no es afectada por la
lente. Para mostrar ésto, se utiliza que la luminosidad superficial I(v), que es definida
como el flujo de energia F de una cierta frecuencia v, por unidad del drea A perpendicular
a la direccién de propagacion, por unidad de tiempo ¢, por unidad de angulo sélido y

por unidad de un rango de frecuencias, es decir,

dE

Por otra parte la radiacién emitida por una fuente vista como un flujo de fotones ca-
racterizados por una densidad de espacio fase f(x,p,t) da el nimero de fotones en un

volumen de espacio fase dado, i.e.,

dN

f(x,p,t) = m (4.50)

El hecho de que la diferencial de energia dF = E,dN, donde la energia de un fotén es
E, = hv = cpy p es el momento del fotén el cual satisface d3p = p?dpdQ y d3x = cd Adt,

implica que la densidad del espacio esta dada por

£ H = dE _I(v)
P T AtdAdQ dy . hepd

(4.51)

Como resultado de aplicar el teorema de Liouville a un haz de fotones, la densidad
f es conservada durante la propagaciéon del haz, sin que haya absorciéon o emisién de
fotones a lo largo de la trayectoria. De aqui se sigue que I(v)/p? tiene que ser constante.

Por lo tanto no es afectada por la deflexion gravitacional de la luz.

El flujo recibido de una fuente es precisamente el producto de su luminosidad super-
ficial por el angulo sélido que lo subtiende. La luminosidad superficial es conservada a lo
largo de la trayectoria. Sin embargo, el angulo sélido subtendido de una fuente dada en el
cielo, cambia por la deflexion del flujo recibido dado como resultado que la luminosidad

del origen sea amplificada por la lente de la siguiente forma:

dQ)
A= — 4.52

donde df2 es el angulo sélido observado y d€)g es el dangulo sélido en ausencia de la lente.
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Para una lente puntual, un elemento d.S de la fuente que subtiende un angulo sélido
estd dado por dQy = dS/ D% g = vdody. Este es observado en la posicién de la imagen
subtendida por el angulo sélido dQ = dS/ D% ;, = 0dedo. Por lo tanto la amplificacién

de cada una de las imagenes puede ser escrita como

0;do;
A = . 4.
J9dy (4.53)
Usando las variables adimensionales © y @, la amplificacion resulta ser entonces
0doe
A= —— 4.54
odP (4.54)

Sustituyendo la ecuacién (4.46) en la amplificacién de una de las imégenes, entonces

resulta que
~ ©pdOg n ©1dOg

odP odP

El primer término es igual a la amplificacién esperada en la teoria general de la relati-

A

(4.55)

vidad (c.f. Apéndice C). El segundo término esta determinado por la ecuacién (4.46).

§4.5.3. Dilacién del tiempo de llegada

La trayectoria de un haz de luz que es deflectada por una lente, experimenta una
dilacién en el tiempo respecto de la trayectoria de un haz de la luz en ausencia de la
misma. Para obtener una expresiéon simple de esta dilacién, se toma en cuenta que el
campo gravitacional de la lente es débil (c.f. (3.50)) y el hecho de que ds? = 0, obteniendo

asi

dt = <1 _ ?>dz, (4.56)

2
donde d! es la longitud euclideana de la trayectoria de la fuente S a la lente M y de la lente
M al observador O. Calculando el tiempo propio 7 donde d72 = (ggo/c)dt?. Supongamos
ahora, que la luz fue emitida de la fuente S en el tiempo propio 7 = 0. De esta manera,
la trayectoria es recta hasta llegar a la lente M, que es justo el momento cuando se
deflecta. Posteriormente continua con una trayectoria recta hasta el observador O. De

esta manera, se obtiene la siguiente expresion para el tiempo 7
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La longitud [ se obtiene de manera geométrica de la figura 4.3, dando como resultado

que

1 6>
l= \/(HDOL —9Dog)? + D?s+DorV1+ 6%~ D05+F(9D0L—19Dos)2+D0L§-
LS
(4.58)
El segundo término de la expresién (4.57) se obtiene utilizando el potencial gravitacional

¢ dado por la ecuacién (4.25). De aqui resulta que

_c%/@u _ %/dl _ [Mc_f %—l—%/ln(s/l)dl]. (4.59)

Integrando este término desde la fuente a la lente y de la lente hasta el observador, se
obtiene que
1 @ MG @
—— =———1Inl——[Il . 4.
. /¢dz o = () 41 (4.60)
Usando la ecuacién (4.58) y despreciando los términos de ¥, se tiene que el tiempo propio

T es tal que

In(0/0g) + ach?n(0/0k).
(4.61)

Por otra parte, el tiempo propio 7, de un haz de luz que no es deflectado por la lente

1 1 62 2MG
T= <Dos + ——(0Dor, — ¢Dos)* + DOL_> —

2DLS 2 03

y llega hasta el observador estd dado por

Dos 0
1+ —.
p [+2]

Teu ~

(4.62)

De aqui se sigue que la dilacién del tiempo de llegada AT = 7 — 74, estd dado por

_ DosDor[(6—0)* 6%
~ cDrs 2 2

At In(/0g) + ach*In(/0g)|. (4.63)
De acuerdo con esto, si @ = 0, se obtiene el tiempo de dilacién esperado en la teoria
de relatividad general. El término extra ach? In(6/6g) resulta ser una contribucién para
AT solo si 0 es mayor que fg. Para el caso en que 6 = 0, esta contribucién es nula. Sin
embargo, el 4ngulo de Einstein nunca es solucién de la ecuacién (4.44), atn si ¢ = 0. En
otras palabras el tiempo de dilacién obtenido es mayor que el obtenido en la teoria de

relatividad general.
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§4.6. Analisis del problema génerico de una teoria métrica

de gravitacién

En la seccion §3.4, se vié la imposibilidad de que una teoria métrica reproduzca
MOND y a su vez explique la fenomenologia de lentes gravitacionales. Sin embargo,
en este capitulo hemos mostrado que la teoria métrica de gravitacién propuesta por
Sobouti (2006) llega a una versién de MOND y existe una deflexién mayor de la luz
que la esperada en relatividad general. Entonces la pregunta inmediata que surge es:
.puede ser posible que el argumento del problema genérico descrito en la seccién §3.4
esté equivocado? La respuesta es la siguiente. Como se vid, en la seccién §3.4, en el limite
fuerte de MOND, al menos una componente de h,, debe ser de la forma VGM para
que las curvas de rotacién puedan ser reproducidas. Sin embargo, el lado derecho de las
ecuaciones de campo (c.f. ecuacién (3.45)) en éste limite van como GM y de aqui se
sigue que al menos una de sus componentes va como h?. Como consecuencia de ésto, la
modificacion puede ser removida en el electromagnetismo. Por lo tanto, la luz no posee
una alteracion distinta a la de la relatividad general mediante esta modificacion.

Sin embargo, en esta teoria hemos encontrado una modificaciéon de tal forma que la
perturbacién es de primer orden y por lo tanto existe una modificacién en la deflexién de
esta misma en presencia de un campo gravitacional. Entonces vemos que el argumento
dado por Soussa & Woodard (2004) no es vélido al menos en esta teoria y es debido a
que no necesariamente algunas de las componentes de la perturbacién debe de empezar
a orden h2. De hecho, si nos concentramos en la componente temporal de las ecuaciones
de campo f(R) (c.f. ecuacién (3.7)) y la componente temporal de la métrica (1.3) a

campo débil se obtiene la siguiente ecuacién de campo débil para la funcién (4.16):

" [ avie [ 5, ln(3oz)] Vi 20V <—2V2¢>] _ 167Gy gy

3 2 6 3 c2 3 2 c2 3c2

donde 7y es una constante de acoplamiento adecuada al proponer una accién de la
forma (—c379/167G) [ f(R)/—gdS2 con f(R) dada por la ecuacién (4.16). Nétese que
de esta ecuacién es facil ver que el potencial gravitacional ¢ puede ir como vGM para
encontrar una modificacién parecida a MOND. Sin embargo, en esta teoria se propone
que el pardmetro « sea de la forma (4.27). De aqui se sigue que la ecuacion (4.64) puede
ser rescalable por GM, sin la nesecidad de ir a orden de h%. Por esta razén no es vélido
el argumento del posible problema de las teorias métricas de gravitacion al menos para
la teorfa de Sobouti (2006).



Conclusiones

En este trabajo se han discutido diversas teorias métricas de gravitacién f(R) y se
mostré que pueden ser posibles alternativas al paradigma de materia oscura. Esto moti-
vado por diferentes alternativas de modificacién a la gravitaciéon newtoniana como son
MOND (Modified Newtonian Dynamics), AQUAL (Aquadratic Lagrangian) y también
sus contrapartes relativistas como son RAQUAL y TeVeS.

Las teorfas métricas de gravitaciéon f(R) por el simple hecho de que son una modifi-
cacion a la accién del campo gravitacional, respetan varios principios fisicos y aseguran
la conservacién de la energia y el momento. Adicionalmente se mostré que todas las
teorias métricas de gravitacién de la forma f(R) = R™ producen ondas gravitacionales
propagandose a la velocidad de la luz c. Por lo tanto, resultan ser teorias consistentes.

Por medio de argumentos muy parecidos a los de Einstein para generalizar la ecuacién
de Poisson, se traté de generalizar la ecuacién de campo para AQUAL, dando como
resultado analizar la teorfa f(R) = R®?2. Resolver las ecuaciénes de campo de esta
misma para una métrica tipo Schwarzchild y se obtuvo una modificacién la cual no
explica las curvas de rotacion de las galaxias espirales.

Por otra parte, se ha reproducido la teorfa métrica de gravitacién desarrollada por
Sobouti (2006) que es una teorfa f(R) la cual explica las curvas de rotacién. El paso
fundamental de esta teoria es pedir que la funciéon f no difiera demasiado de relatividad
general a primera aproximacion, el cual es tal que se introduce un pardmetro «, de tal
manera que cuando o = 0 se recupera relatividad general. Ademas esta teoria llega a
una version de MOND en el limite de campo débil.

Tambien, hemos probado que la teoria de Sobouti produce un deflexién de la luz ma-
yor que la esperada en relatividad general bajo ciertos valores de los parametros r,,/s
vy «a. Estos valores pueden ser relevantes para ciertos sistemas astrofisicos, tales como
los cimulos de galaxias y las galaxias mismas. Sin embargo, ain es necesaria mayor
investigacion en esta teoria para poder comparar estos resultados directamente con las
observaciones. En esta parte, es necesario estudiar los diferentes valores del parametro «
para distintos sistemas astrofisicos. Particularmente, la teoria de lentes gravitacionales
necesita ser desarrollada en su totalidad. Sin embargo, el hecho de que reproduzca las
curvas de rotacion de galaxias espirales y prediga una deflexién de la luz mayor que la
esperada por relatividad general resulta ser crucial para una buena propuesta alternati-
va al paradigma de materia oscura. De ninguna forma la teoria métrica de gravitacion
desarrollada por Sobouti (2006) puede ser tomada como una teoria fundamental, sino

como una aproximacién en una determinada escala fisica.
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Por 1ltimo se analiz6 el posible problema genérico de una teoria métrica de gravita-
cién. Y se mostrd que este argumento no es valido al menos en la teoria de Sobouti.

En conclusion, esta teoria es relevante debido a que puede explicar los fénomenos
astrofisicos de manera alternativa al paradigma de materia oscura para ser explicados al
menos a nivel galdctico. Sin embargo, es necesario desarrollar la teoria en distintos sis-
temas astrofisicos. Cabe mencionar ademés, que tambien existe una teoria métrica f(R)
desarrollada por Capozziello et al. (2006) que puede reproducir las curvas de rotacién
producidas por diferentes galaxias espirales para una f(R) = R", con 1.34 < n < 2.41.
Sin embargo, esta no reproduce de manera natural la relacién de Tully-Fisher y no
converge a MOND.



Apéndice A
Ecuacion geodésica

El movimiento de una particula libre es determinado por el principio de minima

accion, en el cual se exige a la accién S ser un extremal, i.e.
08 = —né/ds =0, (A1)

en donde 7 es una constante que caracteriza a la particula y ds = \/W es el
intervalo (c.f. Landau & Lifshitz (1975)). Esto corresponde a exigir que las particulas
se muevan sobre una trayectoria extrema del espacio-tiempo entre dos puntosl. Esta
trayectoria minima es conocida como geodésica. En el caso de un fotén, ds = 0 lo que

implica que se mueven a lo largo de trayectorias nulas?.

Para obtener la ecuacién de movimiento, se parametriza la trayectoria z#(\) por un

parametro X\ y se encuentra las ecuaciones de Euler-Lagrange que estan dadas por

d 0 [ds 0 |[ds
a@[a]—w[a} (4.2)

LEn rigor, el principio de minima accién afirma que la integral debe ser minimo tan solo para longitudes
infinitesimales del camino de integracién. Para caminos de longitud cualquiera s6lo podemos afirmar que
S debe de poseer un extremo, no necesariamente un minimo. Entonces la constante v debe ser positiva
ya que la integral ff ds toma un valor méximo. De aqui que aparece el signo negativo en la accién (c.f.
Landau & Lifshitz (1975)).

2Se puede mostrar que ds = 0 en el limite cuando la longitud de onda A < 1, usando la aproximacién
eikonal como se muestra en el apéndice B . De manera similar, también es posible mostrar que cuando
A < 1y que la luz obedece a la ecuacién de onda se obtiene que el vector de onda k es un vector nulo y
por lo tanto la luz se mueve a lo largo de trayectorias nulas (c.f. Landau & Lifshitz (1975)).
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donde ## := dz#/dA. La expresién anterior es equivalente a

d 0[]’ d[ds) 9 [ds] _ 9 [ds]? a3
dX 9+ | dA dX [dX | 0gk [dN]  Oxk [dA| ’
Para simplificar esta ecuacidn, el pardmetro A es tal que ds/d\ es una constante a lo

largo de la trayectoria®. De aqui resulta que la ecuacién (A.3) se reducen entonces a:

d 0 3.y 0 B.u
a@(ﬂﬁulﬂﬁx )= @(Qﬁuiﬂﬁx )- (A.4)
De aqui se sigue que
d Y 11 o0 3.
a(guw’n ) = 5 [@gﬁu} $6$ . (A5)

Expandiendo el lado izquierdo de la ecuacién, contrayendo por g** /2 y usando la relacién

de la conexién con la métrica (c.f. (3.5)) se obtiene que

d2ze LT dz# dz¥

oz Tl gy T (A.6)

Esta ecuacion describe el movimiento de una particula para coordenadas arbitrarias en
un espacio tiempo curvo.

Para una particula masiva, la constancia requerida de ds/d\ a lo largo de la trayec-
toria estd garantizada si hacemos la eleccién apropiada de A = s* . Asf debido a que

ds? = g datdx” entonces
dz* dx”

I ds ds

En el caso de un fotén, para el cual ds? = 0, se obtiene que

=1. (A7)

da* dx”

L, A.

En este caso, la relacién debe ser considerada como una constriccién y el pardmetro afin

A queda determinado por la misma ecuaciéon geodésica (A.6).

3En este caso, se dice que ) es una pardmetro afin y el intervalo medido a lo largo de la trayectoria
tiene una dependencia lineal en A.
4De hecho, si el intervalo es tipo tiempo o nulo siempre se puede hacer A = 7.



Apéndice B
Aproximacion eikonal

Una onda plana se caracteriza por la propiedad de que su direccién de propagacién
y su amplitud son las mismas en todas partes. Una onda electromagnética cualquiera no
tiene necesariamente esta propiedad. Sin embargo, a pesar de este hecho, muchas ondas
electromagnéticas que no son planas, se pueden considerar como tal en cada regién
pequena del espacio tiempo. Para ello es necesario considerar, que la amplitud y la
direccion de la onda se conservan practicamente constantes a distancias del orden de
la longitud de onda. Si se cumple esta condicion, en cada region pequena del espacio
se puede considerar una direccién de la propagacién de la onda. De esta manera se
introduce el concepto de rayos. Por lo tanto, se considera a la propagacion de las ondas
electromagnéticas como propagacién de rayos, despreciando sus propiedades de onda en
el caso limite de ondas pequenas, i.e. cuando la longitud de onda A — 0.

Para derivar la ecuacion fundamental en este limite, consideremos a f una funcién
que describe al campo de la onda electromagnética . En el caso de una onda plana, la

funcién f tiene la siguiente forma
f =Re[A ei(kﬁxﬁw)], (B.1)

donde A es la amplitud de la onda, kg es el 4-vector de onda y 6 es la fase. De la
misma forma, para una onda electromagnética no necesariamente plana cuya longitud

es pequena, la funcién f estd dada por
f=Re [Aei‘p]. (B.2)

Aqui la amplitud A es una funcién de las coordenadas del espacio-tiempo y la fase ¥ que

es llamada la eikonal, no tiene una forma sencilla como en la onda plana. Sin embargo,
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es esencial que la eikonal sea una cantidad grande. Esto se ve inmediatamente al usar el
hecho de que cambia en 27 cuando nos movemos una distancia igual a una longitud de
onda y que esta misma es tal que A — 0.

En pequenas regiones del espacio tiempo, la eikonal puede ser desarrollada en serie.

Si nos limitamos a términos de primer orden se obtiene que
U =V, +210,V.
De aqui se identifica de manera natural
k= 0,9, (B.3)

que corresponde al hecho de que en pequenas regiones del espacio tiempo la onda puede
ser considerada como plana. El 4-vector de onda k, satisface la relacién k,k* = 0.

Sustituyendo aqui la ecuacién (B.3) se obtiene que
0, Yo'V =0, (B.4)

Esta ecuacion se denomina la ecuacién eikonal, la cual, también puede ser derivada
directamente de la ecuacién de onda. En efecto, supongamos que f es solucion de la

ecuacion de onda, i.e.

entonces usando la ecuacién (B.2) se obtiene que
AP+ 20A,,UF +G AT, F— AT, UF = 0. (B.6)

Los primero tres términos son pequenos en comparacion con el cuarto por el hecho de
que ¥ es grande. Dada entonces la arbitrariedad de A se obtiene entonces la ecuacion

eikonal.



Apéndice C

Deflexion de la luz en relatividad

general

En este apéndice se muestra la teoria de lentes gravitacionales en el contexto de rela-
tividad general. Para un estudio més cuidadoso se recomienda las referencias Mollerach
& Roulet (2002) y Schneider P. (1999).

En el contexto de la relatividad general, la deflexiéon de los rayos de luz que pasan
cerca de un campo gravitacional producido por una masa M, corresponden a geodési-
cas nulas. Si consideramos ademds que esta campo gravitacional contiene una simetria
esférica entonces recurrimos a la métrica de Schwarzchild. En este caso, la trayectoria de
la luz estd contenida en una plano 6 = m/2 que esté definido por la direccién incidente
de la luz y la posicién de la masa. Por lo tanto la trayectoria es descrita solamente por

las coordenadas r y . Asi, el elemento de linea se reduce a

-1
ds? = (1 — 2]\64—2(;) Adt? — (1 — 2]\642(;) dr? — r2dy?. (C.1)

Como consecuencia de que los coeficientes métricos no dependen de ¢ ni de t, se obtienen

las siguientes ecuaciones (c.f. Mollerach & Roulet (2002) )

7“2(31—(5 = J, (C.2)
dt 2MG\
a == <1 - 62 > 3 (03)

donde J es una constante de integraciéon. Usando el hecho de que para un fotén ds = 0,
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se obtiene que

(-2l - (-2 ool e

Usando las ecuaciones (C.2) y (C.3) en la ecuacién anterior, se obtiene que

_i dr
2 1= (221 - 2GM/r?))

de (C.5)

En el punto (ry,,¢m) que es el mas cercano a la masa M, la deflexién es méxima, i.e.

(dr/dy) = 0. Usando este hecho en la ecuacién (C.5), resulta que

/= V1- (22M/7‘02). (C.6)

Para resolver la ecuacién (C.5), definamos la variable adimensional z := r,, /r. De aqui se

sigue que la ecuacién (C.5) estd dada por

_ _/1 dr
o e = 0 V1-22—(2GM/r,c®)(1—a3)

(C.7)

donde @ es la direccién incidente del rayo. Una solucién aproximada de la integral, se
obtiene en el limite 7, > 2GM/c*:
T  2GM

El angulo neto de deflexion O es dos veces esta cantidad menos 7, donde 7 corresponde

a no deflexion. De esta forma, se obtiene que

A4GM
BE =

(C.9)

rmc2

La ecuacion de la lente calculada en el capitulo 4, es la misma que se obtiene en la
relatividad general puesto que ambas son calculadas mediante argumentos geométricos.

De esta manera, la ecuacién de la lente es (cf. ecuacion (4.40))
¥ =0— (g, (C.10)

donde Bar = (Drs/Dogs)pBr. Usando el hecho de que r,, = Doy, el dngulo B resulta
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ser
.62

En este caso la ecuacién de la lente toma la forma
62 — 009 — 0% = 0. (C.12)

Resolviendo la ecuacién de la lente para una posicién fija de 1, se puede obtener los
valores de 6 que corresponde a la posicion de las imagenes. Un resultado interesante
es cuando la lente y el origen estan perfectamente alineados, i.e. ¥ = 0. En este caso,
debido a la simetria de la lente, la imagen es en realidad un anillo de radio angular 0.
Este tipo de imagenes simétricas se conocen como anillos de Einstein. En general, sin

embargo habra dos imagenes cuyas posiciones angulares estdan dadas por

9w
by =5 % 6h /1 e (C.13)

Este resultado nos muestra que existe dos imagenes opuestas a lo largo de la linea de

vision en el cielo, determinada por el origen y la lente.

Por otra parte, de la misma forma que en el capitulo 4, la amplificacién de las

imégenes (c.f. §4.5.2) estd dada por,

dQ
A= —_ C.14
o (C14)
donde df) es el angulo sdlido observado y df)y es el correspondiente a la ausencia de

lente. En términos de 9 y 6, la amplitud estd dado por

Ay 6.d6y
T Ay Vadd

Ay (C.15)

Usando la ecuacién (C.13), obtenemos que la amplificacién estéd determinada por

1 0% + 20%,

Ap=-+—— 198
20, /02 + 462,

Por otra parte se puede también calcular la dilacién del tiempo A7y que resulta del

(C.16)

hecho que los rayos de luz son deflectados. Para obtener una expresion simple de esta

dilacién, se toma en cuenta que el campo gravitacional de la lente es débil (c.f. (3.50)) y
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el hecho de que ds? = 0, obteniendo asf

dt = <1 - f)dl, (C.17)

c2

donde dl es la longitud euclidiana de la trayectoria de la fuente S a la lente M y de
la lente M al observador O. Calculando el tiempo propio 7 donde dr& = (goo/c)dt?.
Supongamos ahora, que la luz fue emitida de la fuente S en el tiempo propio 7g = 0. De
esta manera, a primer orden podemos suponer que la trayectoria es recta hasta llegar
a la lente M, que es justo el momento cuando se deflecta. Posteriormente continua con
una trayectoria recta hasta el observador O. Esta suposicion es valida puesto que las
distancias Dog, Drs v Dor son lo bastante grandes que en términos practicos da lo
mismo que la deflexiéon sea en un punto o en varios puntos de la trayectoria de la luz.

De esta manera, se obtiene la siguiente expresion para el tiempo Tg

I 1

De la misma forma que en el capitulo 4, la longitud [ se obtiene de manera geométrica

de la figura 4.3, dando como resultado que (c.f. ec. (4.58)

2

1 0
= \/(HDOL — Q9Dos)2 + D%S—I—DOL\/ 1462~ DOS“‘W(HDOL_Q?DOSF‘FDOL?'
LS

(C.19)

El término donde aparece el potencial gravitacional de la ecuacién (C.18) se puede

integrar usando la métrica (C.1). De aqui se sigue que el tiempo 75 estd dado por

1 1 62
=-(D —— (#Dor — ©Dos)? + Dor— | —
B C( os+2DLS(9 oL — ¢Dos)” + OL2>

2MG
3

n(0/05).  (C.20)

Por otra parte, el tiempo propio 7e, de un haz de luz que no es deflectado por la lente

y llega hasta el observador estd dado por

Tou & 14+ =] (C.21)

Usando las ecuaciones (C.20) y (C.21), la dilacién del tiempo de llegada Aty = 75 — Teu

esta dada por

_ DosDor | (0 - 0)? 6%

A
TE CDLS 2 2

n(0/05)|. (C.22)
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