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INTRODUCCION

En el presente trabajo se ha intentado abordar con detalle el concepto de limite
infinito de funciones. Comunmente los libros de texto tratan los limites infinitos de
manera superficial. Mas aun, los limites cuando la variable tiende a menos infinito,
en ocasiones ni siquiera son tratados.

El trabajo esta dividido en dos partes:

La primera de ellas se dedica al estudio de los limites en los que la variable se
aproxima a un numero real dado y los valores de la funcion tienden a infinito o
menos infinito, es decir, lim f(x)=o 0 lim f(x) =-o.

X—=Xg

X—Xg

En la segunda, se considera el caso en el que la variable tiende a infinito o
menos infinito. Esta parte a su vez se dividié en dos, considerando primero el caso
en el que el limite tiende a un numero L, es decir, limf(x)=L o lim f(x)=L

X—>00 X—>—©

y posteriormente cuando tiende a infinito 0 menos infinito, es decir, lim f(x) =,
X—»00

limf(x)=—o0, Iirp f(X)=0 0 Iirp f(X)=—c.

X—> 0

Todas las demostraciones se desarrollan de manera formal, intentando lograr,
en la medida de lo posible, que el presente trabajo no se limite a presentar una lista
de “recetas” que permitan calcular limites.

Se ha incluido lo que consideramos, son todas las variantes que se puedan
presentar, a fin de contar, al final, con la herramienta suficiente para poder resolver
limites de los estilos mencionados.

Para facilitar la comprension, cada definicion estd acompafiada de una grafica,
asimismo se presenta, al menos un ejemplo que permita aplicar inmediatamente
cada una de las definiciones y teoremas.

Cada uno de los ejemplos esta acompafiado de la grafica de la funcién
considerada, con el fin de verificar geométricamente el resultado obtenido.

9(x)
Destaca el calculo de limites de funciones de la forma f(x) , que si bien
pueden ser calculados la mayoria de las veces escribiendo la expresion como

NI nhuede presentar dificultades cuando lim f(x)=1 y  limg(x) = . Se

incluye, para tales casos, un teorema que facilita el célculo.



También merece mencion especial la regla de L’Hopital, a la que se a
dedicado parte de este trabajo. De los casos considerados, posiblemente resulte mas

interesante el que corresponde a la indeterminacion O%O .

Las graficas que aqui se presentan fueron generadas usando el programa
Scientific Work Place y exportadas al programa Corel Draw, en donde fueron
retocadas.

Por dltimo, cabe mencionar que este trabajo se realiz6 dentro de uno de los
seminarios de titulacion que organizé el Departamento de Matematicas y cuya
realizacion se logro gracias al empefio del entonces coordinador de la carrera de
matematicas, el M. en C. Alejandro Bravo Mojica.



PRIMERA PARTE

En esta primera seccion, consideraremos limites de funciones en los que la
variable se aproxima a un punto X, ep y los valores de la funcién f crecen o decrecen

indefinidamente.

Definicion 1: Sea f una funcién definida en (a,b) excepto quizas en un punto x, < (a,b).
Si para cada M >0 existe >0 tal que si x e (a,b) y O<\x—x0\<5 entonces
f(x)>M, decimos que f tiende a oo cuando x tiende a X, Yy escribimos:
lim f(x)=c.

X—>Xg

Y A i
() [ i
e
YL .
\ Vi L
Ty-0 Ty Xyt X

Ejemplo 1: Sea f(x) = % . Probar que limf(x)=w.
(X _1) x—1

Demostracion: Dado M >0, sea 5:i
M
Si 0<|x-1 <&, entonces

x-1<5 = (x—1)2<52

1 1
jtd 2 > -
(x-1) o
Pero como 6 = i entonces /M = i Asi M = i
M 5 5’
1
entonces ;> =M.
(x-1) o

Esto significa que 11)2>M si. 0<|x-1<6
X_

entonces por la definicion 1.  lim ;=0
x—>1 (X—l)



KH“.’@{“S

-3 -2 -1 1 2 3 4 X

0
En particular, podemos considerar los casos en los que nos acercamos a X, solamente por

un lado.
Definicion 2: Sea f una funcién definida en (x,,b). Si para cada M >0 existe 5§ >0 tal

que si XE(XO,b) y \x—xo\ <o entonces f(x)>M, decimos que f tiende a o«
cuando x tiendea x, por la derecha y escribimos: lim f(x)=o.

Y A i X—>Xg
F{C)] S ;
s
. :
Ly  To+o e

Ejemplo 2: Sea f(x) =23 . Probar que Iir? f(X)=00.
X — x—3"
Demostracion: Dado cualquierM >0, sea 6 = I\tl

Si \x—3\<5, con x>3 entonces

0<x-3<o6 = L>1 = i>g
X-3 O X—-3 O
Como §=i entonces L>£:2M >M,
M x-3 1
M



esdecir, f(x)>M si 0<x-3<7,

o : 2
entonces por la definicion 2. lim—— =o0.
x—>3" X —3

Ya i
41 i
21 i
I 2 14 6 X
214 i
44 i

Definicién 3: Sea f una funcion definida en (a,x, ). Si para cada M >0 existe & >0 tal
que si XG(a, xo) y \xo —x\ <o entonces f(x)>M, decimos que f tiende a
cocuando x tiende a x, por la izquierday escribimos: lim f(x) =o0.

X—>Xg

v

Ty- 0 T X



Ejemplo 3: Sea f(x):—1 . Probar que Iirg] f(X)=c0.
X x—0"

Demostracién: Dado cualquier M >0, sea 6 = I\il

Si \x\ <&, con X< 0 entonces

O<—X<5 j— _1>1
X
1 1
Como 6 =—, entonces M =—
M 0
asi BNy si [X<8 y x<0
X O
entonces por la definicion 3. Iim—1 =00,
x=>0" X
AY
2..
X
+ P
-4 -2
_2..
_4..
O

Definicion 4: Sea f una funcién definida en (a,b) excepto quizas en un punto x, < (a,b).
Siparacada M >0 existe 6>0 talquesi xe (a,b) y 0<\x—x0\ <0  entonces
f(x)<—M, decimos que f tiende a —co cuando x tiende a X, y  escribimos:
lim f (x) =—0.

X—>Xg

YA

f(=)

- o




Ejemplo 4: Sea f(x) = Probar que Iin; f(X) =—o.

2)%°

Demostracion: Dado cualquier M >0, sea o<1 vy 5<i

Y
y 0<|x-2/<§, entonces —1<x-2<1
= -3<x-4<-1
X—4 1
<-— .
(x-2)*  (x-2)°

de donde

2
Como O<\x—2\<i entonces (X —2) <L
M M
= 1 ;> M
(x—2)
= — 1 5 < -M
(x-2)
de donde X_42<— ! - <-M
(x-=2) (x=2)
o . x—4
entonces por la definicion 4. lim 5 = —00
X—2 (X—Z)
4 2 M ) 4 6
+ } } p——————F%
21 i
44 i
61 :
]

De la misma manera que antes tenemos los casos en los que nos acercamos al punto x,,
solamente por un lado.



Definicién 5: Sea f una funcién definida en (x,,b). Si para cada M > 0 existe 5 >0 tal
quesi xe(x,,b) y |x-x, <5 entonces f(x)<-M,decimosque f tiendea —oo
cuando x tiendea X, por laderecha y escribimos: lim f(x)=—oo.

X—>Xg

A
Y 330 $0+6
\ |-
P X
M i_ ______ l
I () f--mmmmmmee- -

Ejemplo 5: Sea f(x)z—i. Probar que Iirg] f(X)=—o0 .
X x—0"

Demostracién: Dado cualquier M >0, sea o :i

Si \x—0\<5, con x>0 entonces

O<x<d > 1>1
X O
1 1
- <-=
X o
1 1
Como 6=—, entonces -6 =-——,
M M

despejando: — M =—; y como

—1<—1 entonces —1<—M Si \x\<5 con x>0,
X o X
entonces por la definicion 5. lim— 1 = -0,

x=>0" X




Definicién 6: Sea f una funcién definida en (a,x, ). Si paracada M >0 existe §>0 tal
quesi xel(ax,) y [x,—x <& entonces f(x)<-M, decimos que f tiende a —oo
cuando x tiendea x, por laizquierda y escribimos: lim f(Xx)=—c0.

X—>Xg
Y 4

Ty- 0 T X

f(=)

Ejemplo 6: Sea f(x):23. Probar que lim f(x) =—.
" !

x—3

Demostracién: Dado cualquier M >0, sea 5:';.

Si [x-3 <&, con x<3 entonces
0<3—-%x<d6 = 0>x-3>-9

1 1
= ———<—-=
X—3 o
1 1
Como 6=, entonces —o=——
M M
despejando: — M :—;

1 1
y como ——_—<-—  entonces
3 0

2 2 oM<-M si. [x-3<8 con x<3
X—3 o
entonces por la definicion 6. lim 2 =—00,
x—3 X—
YA i
21 §
2 2 | 4 S
S—— i X
21 i
! |
o |

10



Teoremal. Si limf(x)=ow y limg(x)=o0, entonces

X—>Xg X—>Xg

a) lim[f () +g(0]=c0.
b) - lim[# () (9] = <.

c) Sea ce P, entonces i) limcf(x)=o, si ¢>0.
i) limcf(x)=—-0,si ¢<0.

d) lim—t =0, si f(x)=0.

x—% f (X)

Demostracion:

a) Sabemos que (f+g)(x)=f(X)+g(x) y Dom f + g = Dom f nDomg.
Por hipotesis lim f(x) =c significa que a cada nimero M, >0 le corresponde un
nimero &, >0 tal que si xeDomf y 0<|x—X,|<d, entonces f(x)>M,y
limg(x) =0 significa que a cada nimero M, >0 le corresponde un nimero

X—>Xg

5,>0 talque si xeDomg y 0<|x—X,/<d&, entonces g(x)>M,.

Sea M >0, tomamos Mlzl\gzMz y sea 6 =min{5,,0,}, asi i
xeDomf+g=DomfDomg y O0<|x—X, <& entonces f(x)>|\£I y

g(x)>|\; de  donde (f+g)(x):f(x)+g(x)>'\g+l\g:M

XILrD[f(x)+g(x)]:oo.

b) Sabemos que  (f-g)(x)= f(x)-g(x) y Dom f -g=Dom f nDomg.
Por hipotesis lim f (x) = oo significa que a cadandmero M, >0 le corresponde un
nimero &, >0 tal que si xeDomf y 0<|x—x, <&, entonces f(x)>M, 'y
lim g(x) = significa que a cada nimero M, >0 le corresponde un ndmero

X—Xg

5,>0 tal que si xeDomg y 0<[x—X,|/<d5, entonces g(x)>M,.

Sea M >0,tomamos Mi=-/M =M: y sea &=min{d,52}, asi  si
xeDomf-g=DomfnDomg y O<[x-X)<d& entonces f(x)>-/M 'y
g(x) >~/M dedonde (f-g)(x)=f(X)-g(X) > /M -/M =M .. XILnX![f(x)-g(x)]:oo.

11



c)i) Supongamos ¢ >0. Sabemos que (cf)(x)=cf(x) y xeDomf.
Por hipétesis lim f(x) =0 significa que a cada nimero M >0 le corresponde un

nimero §>0 tal que si xeDomf vy 0<|X=X, <& entonces
F(X)>M .
Sea N>0 y tomamos M=Nso entonces  si 0<|X=X,| <&
c
se tiene que (cf)(x)=cf(x)>cM =N .. limcf(x)=o0.
]

c)ii) Supongamos ¢ <0. Sabemosque (cf)(x)=cf(x) y xeDomf.
Por hipotesis lim f (x) = significa que a cada nimero M >0 le corresponde

un nimero §>0 tal que si  xeDomf y 0<[x—X, <& entonces
F(X)>M .
N

SeaN>0 'y tomamos M=-—>0 entonces  si 0<|X—X,| <&
c

se tiene que (cf)(X)=cf(X)<cM =-N .. limcf(X)=—-o0.

X—>Xg

0

d) Sea [f(x)]‘lzfzx) con  f(x)%0.

Por hipdtesis lim f(x) =o significa que a cada numero M >0 le corresponde
X—>Xg

un nimero §>0 talque si xeDomf 'y 0<|x—X, <& entonces f(x)>M.

1 .
Sea¢>0, tomamos M== y 3 §>0 tal que si O<|x—X,/<& entonces

&
el 1 1 1
f(xX)>M loquesignificaque ——— < — = como —— >0, entonces
(x) q g q fx) M & y £(x)
e im0
f(x) =% f(X)
UJ

12



Teorema2.Si limf(xX)=—- y ce P, entonces

X—>Xq

i) limcf(x)=-o0, si ¢>0

X—Xg

i) limcf(x)=0, si c<0

X—>Xg

Demostracion:

i) Supongamos ¢ >0. Sabemos que (cf)(xX)=cf(x) y xeDomf.
Por hipotesis lim f(x) =—o significa que acadanimero M >0 le corresponde un

nimero § >0 tal que si xeDomf y 0<|x—X|<& entonces f(x)<-M.
N
c
se tiene que (cf)(x)=cf(x)<c(-M)=-cM =-N s limcf (X) = —0.

X—>Xg

Sea N>0 'y tomamos M = entonces i 0<|X—X,| <&

[

i) Supongamos ¢ < 0. Sabemos que (cf)(x)=cf(x) y xeDomf.
Por hipdtesis lim f(x) =—oo significa que a cada ndmero M >0 le corresponde

un nimero 5 >0 tal que si xeDomf y 0<[x—x,/<d5 entonces f(x)<-M.

N .
Sea N>0 y tomamos M =--—>0, entonces si O<|x—X)<d  se
c

tiene que (cf)(x)=cf(X)>c(-M)=-cM =N solimef (X)) =

X—>Xg

Corolario 1. lim f(x) =0 < lim(- f(x))= -

X—>Xg —Xg

Demostracion:

=) Por hipotesis lim f(x) =c.Como —1<0, aplicando el Teorema 1c)ii) se tiene que
lim(=1) f (x) = lim(= f (x)) = —0.
(]

<) Por hipétesis lim(- f (x)) = —w0. Como —1< 0, aplicando el Teorema 2ii) se tiene

X—>Xg

que
lim (~1)(= f (x)) = lim— (-  (x)) = lim f (x) = 0.
H
13



Corolario 2. Si lim f(xX)=- y  limg(x)=-o, entonces

X=X

a) lim[f(x)+g(x)]=-

b) lim([f (x)-g()] =<

C) Iimizo,si f(x)=0

x=% f (X)

Demostracion:

a) Como lim f(x) =—o0 entonces por el Teorema 2ii) Iim(— f(X)):oo.
Anédlogamente se tiene que lim(-g(x))=c entonces  lim(~ f(x)—g(x))=oo
por el Teorema 1a), pero lim(= f(x)—g(x)) = lim=(f + g)(x) =

aplicando el corolariol
lim—(f +g)(X) =0 < lim(f +g)(x)=-c entonces lim[f(x)+g(x)]=—o.

0

b) Como lim f(x) =—w por el Teorema 2ii) Iim(— f(x))=o.
Analogamente se tiene que lim(—g(x))=c  entonces lim[- f(x)][- g(x)]= o
por el Teorema 1b), pero  lim[- f(X)][- g(x)] = lim[f(x)-g(x)]= .
[l

c) Como lim f(x)=-o por el Teorema 2ii) Iim(—f(x))=oo.

Por el Teorema 1d) lim Y ):O y por las propiedades de limite
X=Xy — X
Iimizliméz—lim ! =-0=0.
ox f(x) on—(-f(x)  =x —f(X)
0

14



Corolario3. Si limf(x)= y limg(x)=-, entonces

a) i) lim[f () - g(x)]=c0
i) lim[g(x) —  (x)]= —o

b)  lim[f (x)-g(]=—

Demostracion:

a) i) XIerX1[f(x)—g(x)]:XILr?[f(x)+(—g(x))]. Como  limg(x)=~»  por el Teorema
2ii)

XIiﬁrrxl(—g(x)):oo, entonces XIi%rrx1[f(x)+(—g(x))]:oo por el Teorema 1a),
pero
lim[f () + (= g0)]= lim[f (x) - ()] = 0.
O
a) ii)
lim[g() - ()] = lim[g() + (= £ ()] = lim{(= £ (9)+9(9] = lim—[f (x) - 9(x)]
pero por el corolariol y el corolario 3a)i)
lim[f()-g()]=c < lim-[f(x)-g(x]=—.
[

b) Como limg(x)=—w, por el Teorema 2ii) lim(-g(x))=c, por el Teorema

1b)
tim[(f (0)-(-g00)]== pero lim[(f(9)- (- 9()]= lim~[f (- g(9] ==

porelcorolario 1 lim~[f(x)-g()]=0 & lim~[-(f(x) - g(x))]=—0
Xli_)rg[f(x)-g(x)]:—oo.
U

15



Teorema 3:Si limf(x)=L vy !irpg(t)zx0 , Imgc Domf,y si existe un

ndamero

c>0 talque g(t) =x, siempre que 0<‘t—t0‘< C entonces !irtn(f og)(t): L

Demostracion:

Dado ¢ >0, comoel limf(x)=L, 3 7>0 talquesixe Domf y 0<|x—X,/ <7

X—>Xg

entonces

f(x)-L <&, por hipdtesis si 0<‘t—t0‘< c entonces g(t) = X,
donde,

de
si O<‘t—t0‘<c entonces  0<|g(t) — X,|.

Ademas, como !irp g(t) =x, entoncespara 7, existe 01>0 tal quesi teDomg
y O<[t—t,|< J1 entonces |g(t)—X, <7.

Sea &=min{c,51, entonces si  O<|t—t,|<5 entonces O<t—ty|< S

y 0<‘t—t0‘<c entonces 0<|g®)—X%| Yy |9t)—x|<n, es

decir,
0<|g(t) =X, <7 i 0<‘t—to‘< §,como Imgc Domf entonces |f(g(t))-L/<e
de donde  lim f(g(t))=L.

[

Teorema 4:Si f es continua en g,

limg(x)=x, e Imgc Domf entonces
lim(f o g)(0) = f ().

Demostracion:

Como f es continua en u,, paracada &£>0 3 >0 talquesi e Dom f

y ‘y—u0‘<77 entonces ‘f(,u)—f(yo)‘<€.

Ademascomo limg(x)=x, para >0 3 6>0 tal que si xeDomg

y 0<‘x—x0‘<§ entonces ‘g(x)—,uo‘<77.
Ahora si xeDomfog y 0< x-X, <& entonces xeDomg y por hipGtesis
9(X)— 4, |< 7 y ademés g(x) e Dom f y | F(g(x))-f(u) <e.

Por lo que se ha mostrado que para cualquier namero ¢>0 3 6>0

tal
que si xeDomfog y  0<|x—X,|<& entonces [(fog)(x)—f(u,) <&,
es decir, lim(f og)(x) = f(x,).
[l

16



Teorema5:Si limf(x)=L=#1 y limg(x) =4 oo, se cumple lo siguiente:

X=X

a)Si limf(x)>1 y limg(x)=cw entonces lim[f(x)]*" =co.
b)Si O<Ilimf(x)<1 y limg(x)=o entonces lim[f(x)]"™ =o0.
¢)Si limf(x)>1 y limg(x)=—x entonces lim[f(x)]® =o0.

d)Sio<limf(x)<1 y limg(x)=-c entonces lim[f(x)]’™ =co.
Demostracion:

, 90 Inf .
Seusardel hechodeque f(x) =@" "™ Asi,

. a(x) _ q: g(x)In f(x)
fim[£ QP = lim g™

Escribimos
limg®™" "™ = lim g* donde g()INf(X)=x y limg(x)Inf(x) =,
X—=Xg H—=> g X—=>Xg

donde u, puede ser oo

a) Por  hipdtesis lim f(x)>1 'y limg(x)=0. Entonces por el Teorema 4

limIn f(x) >0, de donde lim g(x)-In f(x) =, asi,

X—>Xg

g(x)
lim[f ()] = lim@™™" "™ = limg" =

X—>Xg X—Xg =0

con g(xX)-Inf(x)=px. . X|inx1[f ()] = 0.

b) Por  hipotesis O<Ilimf(x)<1 y limg(x)=o, entonces limIn f(x)<0

X—>Xg

(%)
Asi limg(x)-In f(x) =—o de donde Iim[f(x)]g = lim@*“""™ = lim @”  con

—Xg HD=®
9(x) ,
g(x)-Inf(x)= . . lim[f(x)] = lim @“=0.
X—>Xg H—>—0
U

c) Por  hipétesis limf(x)>1 y limg(x)=—wo, entonces limiInf(x)>0

X—>Xg

17



9(x)
Asi limg(x)-Inf(x)=—o . lim[f(x)] = 1limg"”""™ = lim @" con
X—=Xg X—>Xg X—=Xg H—>—0
. 9(x) .
g(x)-Inf(x)=pg. - lim[f(x)] =limg“=0.
X—>Xg H—>—0
il

d) Por  hipotesis O<Ilimf(x)<1 y limg(x)=-o, entonces liminf(x)<0

g(x) X)-In X - L
Asi limg(x)-Inf(x)=c0 = lim[f(x)] =Ilima"™" "™ =limg” con
X—>Xg X—>Xg X—>Xg U0
) IO N
g(x¥)-Inf(x) =p. . lim[f(x)] =limg"=c0.
X—>Xg H—>0
[
Ejemplos. Calcular los siguientes limites
1
_ o2’
a) I|rr21 (x+1)
Solucioén:
1
. . . ()(—2)2
Como Im;(x +1)=3 vy I|rr2| ;= ® entonces I|rr21 (x+1) =0,
X— X— (X—2) X—
2 ? 4 6 X
24 i
[

b) lim (LX)

X—>=
3



Solucion:

Como Iim(l—x):g y |imX7:oo entonces
x>t 3 sk 1)4
3 3| X——
=3
Im} @-x) =0.
xag
YA
2--
—
-5 -4 -3 -2 -1 1 X
14
[
1
c) lim 7-2%) .
Solucion:
1
Como Iir@(7—2x)=7 y Iirrg , =—%  entonces Iirr01 (7—2x)7 =0.
- X
Y4
3..
2..
1“ /
4 2 2 4 X
14

)
d) Ilrr)[ (senx) :

X
4

Solucion:

19



. 1
Como lim (senx) = —
HZ( ) NG y
- {tan(x-*—iﬂ
entonces  lim (senx) =,
x»Z

) { )2
lim - tan(x+j =—0
x>~ 4

4

YA:

81 |

41
/U RS U
10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 X
]

Paraelcasoenelque limf(x)=1 vy

siguiente manera:

g()(f (x)-1)
g(x) (f(x)-1)
Sea f(x) =(f(x)+1-1)

Sea a(x)=f(x)-1

g()(f (x)-1)

f(x)-1

(1+ f(x)-1 =

(1+a(X)

lim g(x) =, podemos proceder de la

gl -1)

f(x)-1

= (1+ f (x)—1)

por lo que se tiene

g(x)-a(x)

a(X)

20



y como el lim f(x)=1 setiene que limea(x)=Ilim f(x)-1=0.Asi

X—>Xg
1 1

a(x) H
liml+a(x)) = Iirrg(1+ 4) =@ entonces
X—Xg 1>

g(x)a(x)

a(x)

lim| (1o = lim

X—>Xq X—>Xg

g(x)-a(x)

Ahora tenemos tres incisos:
I)Si limg(x)a(x)=L entonces limg

g(a(y L
X—>Xg _e '

Demostracion:

Por hipotesis lim g(x)a(x)=L  entonces

g(x)a(x) lim g(x)a(x) L
= QAx—X0 =

limg e .

X—>Xg

e

g(x)a(x)
= 0
X—>X0

i) Si lim g(x)a(x) =0 entonces limg

Demostracion:

Por hipdtesis lim g(x)a(x) =« y hacemos u = g(x)a(X)

limg®*” = limg" = .

X—>Xg H—>0

0

90 _
X—>Xo0

iii) Si lim g(x)a(x) = - entonces lima

Demostracion:

Por hipoétesis lim g(X)a(x) = - y hacemos = g(X)a(x)
lim@*®*® = lim @" =0.

X—>Xp H—>—0

[

Ejemplos. Calcular los siguientes limites
1
x-2

i) lim(2x-3)

Solucion:

asi

tenemos

asi tenemos
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f(x)=2x-3, g(X)ZL,

X—2
lim2x-3=1, Iimi:oo, y
x—2 x>2 X — 2

sea

X—2

a(x)=2x-4,

entonces

limea(x)-g(x) = Lig;(2x-4)-(12] = Ixin;2(x—2)-(12j =lim2=2.

Por lo tanto
1
. E_. (2x—4)~%_. w2
leir;(2x—3) —leir;e ( ZJ_L'ane =@ .
147
121
10t
8..
6T
4..
2..
-10-8 -6 -4 -22__ 2 4 6 8X
[]
1
B . 2 (1—x)4
i) |II’T}(X —2x+2j :
Solucién:
2 1
f(x)=x —2x+2, 9(x) = a0
(1-x)
2
limx —2x+2=1, lim =0, sea
x—1 X1 (l—X)4 y

Por lo tanto
1

x—1 X—1

2 @-x)° Spf )
Iim[x —2x+2j :Iime(l )[(—x)“J= lima

a(x) =(1-x)’, entonces



i
' - - ' - —>
-10 -8 6 -4 -2 2 4 6 8 X
-2+
]
1
o (cos x-1)?
iii) Img(cosx)
f (x) = cosx, X)=—=,
(x) 909 = (cosx 1]
limcosx =1, Iim%zoo, y sea «a(x)=cosx-1, entonces
x—0 x—0 (COS X _1)
: : 1 : 1
limea(x)-g(x) =lim(cosx-1)-| ——— [=lim =—o0 yaque cosx—-1<0
x>0 x>0 (cosx—1)° ) *>0cosx—1
para cualquier x. Por lo tanto:
1
] (cosx-1)° ) (cos x-1)- % . u
leirol(cosx) = Ixme ((cosx—l) ]_#ILrpwe =0.
AY
1 +
—— } } < } } =
-4 -2 2 4 X
-1+
U
Teorema 6: Si lim f(x)=c0 y 3Jc>0 tal que f(x)<cg(x) VxeV(x,) entonces
limg(x)=c.
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Demostracién: Sea M >0, P.d. 3 5>0 tal que si 0<|x—X,|<& entonces
g(x)>M.

Sea M1=cM >0.Como lim f(x)=0 3 61>0 tal quesi 0<|Xx—X,/<J1 entonces
f(X) > M.

Como f(x)<cg(x) VxeV(x,), 3 62>0 tal quesi 0<|x—X,/<d2 entonces
f(x) <cg(x).

Tomamos & = min{dy, &2}, entonces si 0<|x—X,| <& se tiene que 0<|x—X,| < 'y
0<|X—Xy| < &2 de donde  cg(x)> f(x)> M1 y g(x)zﬁzM

c

~ limg(x)=w.

X—>Xg

Ejemplo: Sea f(x):iz, c=4 'y g(x) = 12
X 2X

VX entonces lim
x—0

X X 2X

.1
lim— = y =0,

x—0 2

En la figura siguiente aparecen: f(x) enazul, g(x) enrojoy cg(x) en negro.
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SEGUNDA PARTE

En esta seccion, consideraremos limites de funciones en los que la variable crece
o0 decrece indefinidamente. Abordaremos los casos en los que el limite de la funcion existe

0 bien, el limite de la funcién es o 0 —cx.

Definicion 7: Sea f una funcion definida en (a, o). Un nimero L es el limite de la funcion

f cuando x crece indefinidamente, si para cada ¢ >0 existe un numero real N >0
que | f(x)—L| <& siempre que x e (a,0) y x>N.
La notacion para este caso es:  lim f(x) =L

X—>00

YA YA

Ejemplo 7: Sea f(x) = 1. Probar que lim f(x) =0.
X X—>0

, . 1
Demostracion: Dado ¢ >0, elegimos N =~. Entonces

&
x>N:>£<i:g de donde 1—0:1<g.
X N X X
.'.IimE:O.
X—)ooX

tal

25



Definicion 8: Sea f una funcion definida en (-0,b) Un ndmero L es el limite de la
funcién f cuando x decrece indefinidamente, si para cada & >0 existe un nimero

real N >0 talque |f(x)-L|<esiempreque xe(-o,b) y x<—N.

La notacion para este caso es: lim f(x) =L

X—>—

YA YA

Ejemplo 8: Sea f(x)= *"1. Probar que lim f(x)=1.
X X—>—o0

. . 1
Demostracion: Dado e >0, elegimos N ==. Entonces

&
Xx<-N :>£>i:>—£<i pero —E:O—E
Xx =N X N X X
y como x<0
0—1=0—1=1—0=1—(1—1#=1—1+4=1+1—]4
X XX X X X
X+1 1 .o x+1
:—4<=g Slim——==1.
X N X—00 X
YA
4..
2..
e
-6 -4 -2 2 4 6 8 X
_4--

26



Teorema 7: Si ces un namero real y 1er010 f(x) =1L, 1@0 g(x) =M entonces las siguientes
propiedades son validas.
@) lim(f 00+ g09) = lim f () +limg(x) = L+ M
b) lim(f (x)- g(x)={lim f (x))- limg(x) )= L.- M
) lim(cf (x)):c(mf(x))zc- L

lim L L1 4 Lo

im _ =
x> f(x) limf(x) L

Demostracion:
a) Sabemos que limf(x)=L, limg(x)=M y Domf +g=Domf ~Domg
entonces tenemos que lim f(x)=L significaque paracada & >0 3 un
N, >0 tal que si xe Domf y x>N, entonces |f(x)-L<e vy
limg(x)=M significa que para cada ¢, >0 3 un N, >0 tal que si

xe Domg y x>N, entonces |g(x)-M|<e, .

Seae>0y 51:2:52, asi si  xe Domf+g=DomfnDomg vy
N =max{N,,N,}, si x>N entonces
fX)+g()—(L+M) = [f(X)-L+g(x)-M|<
&
— =g

s\f(x)—L\+\g(x)—M\<§+2

1irg(f(x)+ g(x))=L+M = lim £ (x) +limg(x) .
]

b) Sabemos que 1@0 f(x)=L, 1mg(x): M y Domf-.-g=Domf ~Domg
entonces tenemos que 152 f(x)=L significaque paracada ¢ >0 3 un
N, >0 tal que si xe Domf y x>N, entonces |f(x)-L<e vy

1Lrgg(x)=M significa que para cada ¢, >0 3 un N, >0 tal que si

xe Domg y x>N, entonces |g(x)-M|<e, .

27



Como limg(x)=M para ¢'=13 N, >0talquesi xe Domg y x>N,

entonces |g(x) - M| <1.
Asi, como 9(x)| - M| <[g(x)-M| <1 entonces 9(x)| < M| +1.

Sea £ >0,asisi xe Domf-g=Domf~Domg, N =max{N,,N,,N,},
x> N entonces | f(x)-g(x)—L-M| = |[f(x)-g(X)—g(x)L+g(x)L—-L-M|

= [g()(F)-L)+L(g(x)~M)
< lg((f(0-L)+[Lg(x)-M)

= [90[f ) =L+ [L[g(x) - M|

Sea g, = o entonces | f(X)-Lj<¢ = ¢ y sea g, = -
2(M[+1) 2(M[+1) 2L

entonces

&
-M _
19(x) <e, W—)Z U+ , por lo que tenemos

g(x)f(x)—L+Lg(x)—M<QM+1)ZQM€+1)+L2€L:;+-;:5
de donde | f (x)- g(x)-L-M|<&.
= 1im(f(9)-g(x))=L-M =lim f ()-(im g(x)) .

O

c) Sabemos que 1mf(x):L, y también que lLrpoc:c entonces
lm(cf(x)):ch)-lergf(x)) por el inciso b), entonces
(mc)- (m f(x))=c-L= ¢-lim £ (x) s lim(ef (x)) = c(m f(x))
(]
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d) Sabemos que limf(x)=L si L=#0, asi 3 N1>0 talquesi x> N,

xe Domf entonces f(x)=0.
L

Sea 51<?’ 3 N,>0 tal que si. x>N2, xeDomf  entonces

fX)-L<g pero

L—f(x)sL—f(x):f(x)—L<gl<|2',

Yoot 12
de donde |L|-|f(x) <., asi "'<|f(x), de donde <.

2 2 fx) L
Ahora sea gzz\L\zg, 3 N,>0 tal que si x> Nz xeDom f

entonces | f(X)-L|<e,.

Sea N =max{N:;,N2,Ns} si x>N,xeDomf, entonces f(x)=0 de

donde 1 .2 y [fo)-L<[L*E entonces
f(x) \L\ 2
1 1 L f L—f(x 1
0 L0 L gt L re0-
f(x) L f(x) L\ \f(x) L\ \f(x) L\ \f()HL\
2
L1 < 2 e, im L1 1
\ \ \ L | ‘ 2 e f(x) Lo limf(x)
U]
. a (o si a>0
Teorema 8: limx = ] a eP.
X0 {0 si a<0
Demostracion:
Podemos expresar lim x = Ilme “™ o que se reduce a calcular limaInx.

Caso1l:Si a>0

] m/ m/ M
Sea M >0, si x>g@’« entonces Inx>Ing’*=-— dedonde alnx>M,
a
, . . |
asi limalnx=0 . limp"" =w

X—>00 X—0

29



Caso2:Si a <0

Sea M >0, si x>e_% entonces Inx>|ne_“%:—M de donde alnx<-M,
a

, . . alnx
asi limalnx=—ow Ilme =0.

X—00 X—0

El resultado anterior nos sera Gtil para probar el siguiente:

. an
o sin>m vy —>0
bm
n n-1 . dn
. anX Fan-1X 44+ aX +ao -0 sin>m y —<0
Teorema 9. lim - — = bm
X—»00 _ .
bmX +bm-1X +---+bx +ho 0 sin<m
an .
— sl n=m
m

Demostracion:

n m
Al factorizar en el numerador anx Yy en el denominador bmx se tiene que:

n an-1 1 a 1 a 1
anX [1+ L e R
n n-1 an X an an
. aX Fan-1X F---4+axX +ao ] X X
lim = lim
X—>0 m m-1 X—>00
bmX + bm-1X +--+bx +ho m bm-1 1 b, 1 b 1
bmx | 1+ e e e R T
m X bm X bm X
como
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1an11 a 1 a 1 1an711 a 1 a 1
+ T STt T + Tt ot
an X dn X an an X dn X an X
lim =lim
Xﬁwl bm 1 1 b1 1 bo 1 X—>00 l bm—l 1 b1 1 bo 1
T kTl o % o b
X X X
. . an-1 1 a1 . Qo
liml+lim -—+---+I|m—-ﬁ+llm—
X—o0 X—00 an X X—o0 an X X—00 an
- . . bm—l 1 . b1 1 . bo
lim1l+lim 4+ lim—- 1+I|m—~—
X—>00 X—>00 m X x=% P Xm_ X—>00
an-1,. 1 a .. 1 .. 1
1+ lim=+-.+—lim——+—lim~
an xo» X an X—o® n— an X—o® n
. bm-1,. 1 b, . 1 b, 1
1+ lim=+.--+—1im +—lim—
m X—o© X bm x—o M-1 bm Xx—oo M
an-1 a a
1+ 2204+ 204200
_ an an an _ } -1
bm -1 b b
1+ gy 2gy g M
m bm bm
entonces se tiene que:
n an-1 1 a 1 a 1
) o anX |1+ N -;+-~-+a— n_l+a—~—n
. anX +an-1X +---+aX +ao . ! "X "X
lim — lim
X—0o0 a X—00
bnX +bm-1Xx +---+bX +bo m bm-1 1 h. 1 b 1
bmx | 1+ e R T = e
bm X bm X bm X
n
. anX
li -
X—00
bmX
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entonces n-m>0

Casol: Si n>m

a :
Subcaso 1: - >0 por el teorema anterior

m

n

. anX . an ™M™ an . n-m
lim =lim—x =—limx =o
X—>00 me X—>00 bm bn X—>00
adn .
Subcaso 2: — <0 por el teorema anterior
m
n
. anX . an M dn ,. n-m
lim =lim—x =—limx =-—o
X—>00 me X—»00 bm bn X—>00
Caso2: Si n<m entonces n-m<0 asi
n
. anX . an MM dn ,. n-m
lim =lim—x = -—limx
X—>00 b X X—>00 bm bm X—»00
m.
Por el teorema anterior
. nm g
Tlimx = =.0=0
bm X— bm
Caso3: Si n=m entonces n-m=0 asi
n
. anX . a n-mo 0 A . a
lim &5 = lim=.x  =lim—.x =lim—(1)=lim—
X—>0 me x>0 P x>0 P x>0 P X—>0 bm

dn

" b
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Ejemplos:

Casol: n>m

Subcaso 1: sn >0.

m

5 4 3 2
33X —2x +7x +10x —9x+21_ . 3 2

lim s 5 lim=—x =o.
X—>0 X—)oo8
8x —9x —-5x+1
Yﬁk
10 1
15-10-5 || 5 10 X
-10
-20
[
an
Subcaso 2: b—<0.
7 2
. 6x —2x +3 ) 6 ¢4
1"2 s 5 :yrg——x =—0,
U7X +4x —9x-12 !
YA
20  -10 10 X
_10 1
20| 1
|
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Caso2: n<m

2
L 2X =X +3 . 2 1t 2
|Im37=|Ime =lim—=0.
X—>0 X—)ool X—0 X

X —8x+5

v

15 -10 - 5 10 X

10

-15

Caso3: n=m

3 2 2 3 2
3 2 8x +36X +54x+27)(9x —12x+4j (SX j(gx )
(2x+3) (3x-2) =”m( _lim _72
5

5

lim :
X—00 X—o0 X—00

X +5 X +5 X

100 -80 -60 40 -20 | 20 40 60 80 X
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Teorema 10: Si lim f(x)=L vy !im g(t)=x,, Img < Dom f,y si existe un ndmero

X=X

M >0 talque g(t)=Xx, siempre que t>M entonces !im(f og)t)=L .

Demostracion:
Dado ¢ >0, comoel limf(x)=L, 3 5>0 talquesixe Domf y 0<|x—X,/ <7

X—>Xg

entonces |f(x)—L| <&, por hipétesis g(t) # X, si t>M entonces 0<|g(t)—X, .

Ademas !im g(t) =x, entonces paraesa >0, 3 N1>0 talquesi te Domg vy
t> N1 entonces |g(t)—X, < 7.

Sea N=max{M,Ni;j y teDomg si t>N entonces O0<[g(t)—X,|<7n Y

como Imgc Domf entonces |f(g(t))—L/ <& de donde .- lim f(g(t))=L.
UJ

Teorema 11: Si f es continua en x,, limg(x)=x, e ImgcDomf entonces

fim(1 o 9 = f 1),

Demostracion:

Como f es continua en u,, paracada &£>0 3 5>0 talquesi e Dom f

y ‘y—u0‘<77 entonces ‘f(,u)—f(yo)‘<€.
Ademés como limg(x)=px, para >0, 3 N >0 tal que si xeDomg y x>N
entonces ‘g(x)—yo‘my.

Ahora si xeDomfog y x>N entonces xeDomg vy ‘g(x)—y0‘<77

y ademés g(x)e Domf y | f(g(x)- f(u,) <e.

Por lo que se ha demostrado que para cualquier nimero & >0 si xe Domf og
y x>N entonces |(fog)x)-f(y) <&, esdecir,

!(Eg(f © g)(x) = 1:(/"o)'
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Teorema 12: Si limf(x)=L=#1 y limg(x) =+ «, se cumple lo siguiente:

a)Si limf(x)>1 y limg(x)=c entonces lim[f(x)]"* =co.
b)Si 0<limf(x)<1 y limg(x)=c entonces lim[f(x)]** =0.
¢)Si limf(x)>1 y limg(x)=-w entonces lim[f(x)]"™ =0.
d)SiO<limf(x)<1 y limg(x)=—w entonces lim[f(x)]*" =co.
Demostracion:

La demostracion es analoga a la demostracion del Teorema 5.

Ejemplos. Calcular los siguientes limites

a) Iim(szrl]X.

X—00 X
Solucion:
Como Iim(ZXJrlj:Z y limx=o0 entonces Iim(2X+1j =0
X—>00 X X—>00 X—>00 X
YA
1007
5 -+
-15 -10 -5 5 10 X
0

b) Iim(MjH .

X—»00 2 X

Solucion:

X+1
Como lim Xiz :1 limx+1l=o entonces lim Xiz =0.
X—>00 2X 2 X—>00 X—>00 2)(

<



V AY
20 1

10 ¢

105 | 510 X

U
1-x
c)nm[5x+2j .

X—00 X
Solucion:
Como Iim(5X+2j:5 y liml-x=-c  entonces

X—>00 X X—00

15 AY
3
10 1
5 4
. X
-10 -5 5 10
]
l—x2
d “m(x—lj
X—>00 7X
Solucion:
— 2

Como Iim(“j:l y liml-x =-o  entonces

x|  7X 7 X—>00

2

. (x —1]1_X
lim| ——= =0,
X—0 7X

lim

X—0

[

5x+2

1-x
j ~0.
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1Y

[

Y para el casoenelque limf(x)=1 y limg(x)=ow, sea a(x)= f(x)—1, entonces

X—00 X—0

o ) 9(x) . ga) L
i) Silimg(xX)a(x)=L entonces Ilm[f(x) j: lima =@

900

i) Si limg(x)a(x)=o  entonces Iim(f(x) j:limeg‘x)"“x)=OO
g(X) X))o (X

iii) Si limg(x)a(x) =- entonces Iim(f(x) j:limeg” ©_p

Demostracion:

La demostracién es analoga a la que hicimos para cuando X se aproxima a un namero
real x,, por eso la omitimos.

g(x)-a(x)

a(Xx)
9(x)
En los siguientes ejemplos escribiremos: f(x) = (1+a(x))

Ejemplos. Calcular los siguientes limites

i) Iim[1+ 3} .
X—>00 X

Solucion:.

f(x):l+i, g(x)=x
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Iim1+§=1, limx = y sea a(x):é, entonces
X—>00 X X—>00 X
. .3
lima(x)-g(x)=lim—-x=3.
X—o0 X—>00X
Por lo tanto
lim 1+§ X limax™ = lim
X—>00 X B x—>ooe B /1—>Se e
Ay
P
10 ¢
20 40 60 80 X
]
i) Iim[3X+2j
x>\ 3X
Solucién:
3x+2 2
f(x)= : g(x) =x
3x
2
lim 3X+2:1, limx =oo, y sea a(x):i, entonces
X—>0 3)( X—>00 3X
2 2 ’ 2
X X
Ilma X X —Ilm— X —Ilm——llm— 0.
( ) g( ) 3)( X—>00 3)( X—>00 3
Por lo tanto
Iim(3X+2j =1lim 32x Z—Ilm =,
X—>0 3x Xeooe yawe
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154y

10 1
5..
-15 -10 -5 5 10 X
]
iii) Ilm( _Zj .
X—00 X_l
Solucion:
X—2 3
f(x)zii g(X)—X '
Xx-1
_ 3 _
Iimx—zzl, limx =oo, y sea a(x):—l, entonces
X—>00 X_l X—00 —1
3 3 )
lim cr(x): g(x)—llm—l X =lim=— = lim = = lim-x = -oo.
X—1 x—w X —1 Xx—o X X—>0
Por lo tanto
(x=2Y (—1] :
liml —— | =limpxt lim
X"”(X—lj x—>ooe Ho— ooe
10 1
j
-15 -10 -5 5 10 15 X
]
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Por ultimo, analizamos el caso en el que los valores de la funcion crecen o
decrecen indefinidamente a medida que los valores de la variable crecen o decrecen.

Definicion 9: Sea f una funcion definida en (a, o). Decimos que f tiende a o cuando x

tiende a o si para cada nimero M >0 hay un nimero N >0

siempre que x € (a,c0) y x> N y escribimos: lim f(x) =oo.

Y 4

f(z)

vy

Ejemplo 9: Sea f(x)=x+1. Probarque lim f(x)=oo.

Demostracion:

Sea M >0,
Pd. 3 N>O0 talquesi xeDomf, x> N
entonces f(x)>M
sea N >max{M —1,0}.
Si max{M -10}=M -1
entonces M -1>0
si x>N entonces x>M -1
lo que implicaque x+1>M
Si max{M -10}=0 entonces 0>M -1
lo que implicaque 1> M
si x>N entonces x>0

esto significaque x+1>1>M

entonces por la definicion 9. limx+1=co.

X—0

tal que f(x)>M
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Definicion 10: Sea f una funcion definida en (a, o). Decimos que f tiendea —oo cuando
X tiende a oo si para cada numero M >0 hay un nimero N >0 tal que f(x)<-M
siempre que x € (a,0) y x> N y escribimos: lim f(x) =—oo.

Y 4

N X

r
T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
'

Ejemplo 10: Sea f(x)=-3x. Probarque lim f(x) = —oo.

Demostraciéon: Dado M >0, sea N :'\;

Si x> N, entonces x>|\:/)’|

esto significaque  3x>M
multiplicando por -1 tenemos —-3x<-M

entonces por la definicion 10, lim—3x=—c0.

X—>00
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Definicion 11: Sea f una funcion definida en (- o,b). Decimos que f tiende a « cuando
X tiende a —oo si para cada numero M >0 hay un nimero N >0 tal que f(x)>M
siempre que XE(—OO,b) y Xx<—N vy escribimos: Iir_n f(X) =0 .

A

f(=)

2
Ejemplo 11: Sea f(x)=x . Probar que Iirp f (X) = 0.

Demostraciéon: Dado M >0, sea N =-/M

Si x<-=N, entonces x<—-+M

2
esto significaque x >M,

2
entonces por la definicion 11, lim x =oo.

X—>—
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6 4
4 1
2 4
4 +—P
4 -2 2 4X
[

Definicion 12: Sea f una funcion definida en (—oo,b). Decimos que f tiende a —oo
cuando x tiende a —oo si para cada nimero M >0 hay un nimero N >0 tal que
f(x) <=M siempre que XE(—OO,b) y x<—N vy escribimos: Iirp f(X)=—o0 .

Ejemplo 12: Sea f(x):;—z. Probar que Iirp f (X) = —c0.

Demostracion: Sea M >0,
Pd. 3 N>O0 talquesi xeDomf, x<-N
entonces f(x)<-M
sea N >max{5(M —2),0}.
Si max{5(M —-2),0}=5(M -2)
entonces 5(M —2) >0
esto significaque M -2>0 = M >2
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si. x<-N  entonces x<-5M -2)

lo que implica que )5( <-M +2

entonces ; -2<-M

Si max{5(M -2)0}=0 entonces 0>5(M -2)
lo que implicaque 0>M -2 = 2>M
si. x<-N<0<-5M -2)

entonces  x < -5(M -2)

;<4M_a
1<—M +2
5

esto significa que ;— 2<—-M

entonces por la definicion 12. Iir_n ;— 2=—00,

Y A
2 1
1 1

+ >

-4 -2 2 4 X

_1 -/
/_:_2):.
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Teorema13. Si limf(x)=w y limg(x)=o, entonces

X—©

a) 1m[f(x)+ g(x)]= 0.
b) 1lim[f(x)-g(x)]=co.

c) Si ce P, entonces i) limcf(x)=ow, si ¢>0.

i) limcf(x)=—-o0,si ¢<0.

d) Siademés f(x)=0 paracualquier x e (a,oo), entonces Iimi =0.

X—>00 (X)

Demostracion:

a) Por hipotesis lim f(x) =0 significa que paracada M, >0 3 N, >0 tal quesi
xeDomf y x>N,; entonces f(x)>M,y Ilimg(x)=c significa que para
cada M,>0 3 N, >0 talque si xeDomg y x>N, entonces g(x)>M,.

Sea M >0, tomamos Mlzl\;:Mz.ASI,, si xeDomf +g=Domf~Domg vy
M M
N =max{N,,N,}, x>N  entonces f(x)>? y g(x)>7 de donde

(f +9)(x) = () + g(x) >'\;'+'\é'= M timl (9 + 900 =

[

b) Por hipotesis 1ilpof(x):w, 1@09()():00 y Dom f.g=Domf ~Domg, entonces
tenemos que 1mf(x)=w significa que para cada M, >0 3 N, >0 tal quesi
xeDomf y x>N, entonces f(x)>M, vy liﬂlg(x):w significa que para
cada M,>0 3 N, >0 talque si xeDomg y x>N, entonces g(x)>M,.
Sea M >0, tomamos Mi1=-/M =M:2. Asi, si xe Domf-g=Domf~Domg Yy
N =max{N,,N,}, x>N entonces f(x)>-/M 'y g(x)>-/M de donde
(F-9)0)=f(9-90)>M /M =M - lim[f(x)-g(x)]=c0.

]
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c)i) Supongamos ¢ >0. Por hipbtesis lim f(x) =c significa que para cada nimero

M,>0 3 N>O tal que si xeDomf y x>N entonces f(x)>M,.

M . .
M,=—>0, entonces si x>N se tiene que
C

Sea M >0, tomamos
(cf)(x)=cf(x)>cM; =M .. limcf(x) =x.

(]
lim f(x) =0 significa que para cada numero

c)ii) Supongamos ¢ < 0. Por hipotesis
M, >0 3 N>O0 tal que si xeDomf y x>N entonces f(x)>M,.

M . .
M,=-—>0, entonces si x>N se tiene que
c

Sea M >0, tomamos

(cH)x)=cf(x)<cM; =—-M .. 1irgcf (X) =—o.
U

d) Por hipdtesis lim f(x) =c0 significa que a cada numero M >0 3N >0 tal

que si xeDomf 'y x>N entonces f(x)>M.

Sea ¢ >0, tomamos M :1 y 3 N>0 tal que si x>N entonces
&
f(x) >M lo que significa que —<i:g y como i>0, entonces
f(x) M f(x)
——<¢ .'.Iimizo.
f(x) == f(X)
0
Teorema 14.Si limf(x)=—-o y ce P, entonces
i) limcf(x)=—0, si ¢>0
i) limcf(x) =00, si ¢c<0
Demostracion:
y xeDomf .

i) Supongamos ¢ >0. Sabemos que (cf)(x) = cf(x)
Por hipotesis lim f(x) =—co significa que para cada nimero M; >0 3 N >0 tal

que si xeDomf y x>N entonces f(x)<-M,.

Sea M >0 'y tomamos M, = I\: entonces  si x> N
se tiene que (cf)(x)=cf(x)<c(-M,)=—-cM,=-M solimef (X) = -0
0
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i) Supongamos ¢ < 0. Sabemos que (cf)(x)=cf(x) y xeDomf.
Por hipétesis  lim f(x) =—oo  significa que para cada nimero M, >0 3 N>0

tal que si xeDomf y x>N entonces f(x)<—-M,.
Sea M >0 y tomamos M, = M >0, entonces si x> N se
C

tiene que (cf)(x)=cf(x)>c(-M,)=—-cM, =M solimef (xX) =0

X—00

Corolario 4. lim f (x) = < lim=f(x)=-o

Demostracion:

=) Por hip6tesis lim f (x) = oo, puesto que —1< 0, aplicando el Teorema 13c)ii) se
tiene que lim(=2) f (x) = lim— f (x) = —0.

0

<) Por hipotesis lim— f (x) = —oo, puesto que —1< 0, aplicando el Teorema 14ii) se
tiene que lim(=1)(=f (x)) = lim— (= f (x)) = lim f (x) = .

0

Corolario 5. Si limf(x)=— 'y limg(x)=—, entonces

X—0

a) lim[f (x) +g(x)] =~

00

b) lim[f (x)-g(x)]

c) Si ademas f(x) =0 para cualquier Xe(a,oo), entonces Iimf?):o.
X—>00 X
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Demostracion:

a) Como lim f(x) =—c entonces por el Teorema 14ii) lim— f(x) =.
Analogamente se tiene que lim—g(x)=o entonces lim— f(x)—g(x)=co por
el Teorema 13a), pero lim—f(x)—g(x)=lim—(f +g)(x) =.

Aplicando el  corolario 4 tenemos que
lim—(f +9)(x)=o < lim(f +g)(x) =-c entonces Iim[f (x)+ g(x)]: —00,

[

b) Como lim f (x) =—co por el Teorema 14ii) lim— f(x)=o.
Anélogamente se tiene que lim—g(x)=c  entonces lim[- f(x)][-g(x)]=c
por el Teorema 13b), pero  lim[- f (x)][-g(x)] = lim[f(x)-g(x)]= 0.
[

c)Como limf(x)=-o, por el Teorema 14ii) lim—f(x)=.

Por el Teorema 13d) lim f ):0 y por las propiedades de los limites
X—00 — X

Iimi:—lim - =0

X—>0 f(X) X—>00 — f(X)
U

Corolario 6. Si limf(x)=00 y limg(x)=-o0, entonces

X—00

a) i) lim[f ()~ g(x)]=c0
i) lim[g(x) — f (x)] =~

b)  lim[f (x)- g(x)]=~e0
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Demostracion:

a) i) 1m[f(x)—g(x)]=1m[f(x)+(—g(x))] como  limg(x)=—»,  por el Teorema
14ii)
lLrg—g(x) =o  entonces lm[f(x)+(—g(x))]=w por el Teorema 13a), pero

lim[f (x) + (= g(x))] = lim[ f (x) - g (x)] = o.
U]

) if) lim[g(x) - £ (9] = lim[g(x) + (= f ()] = lim[(~ ())+g(x)] = lim-[f (x) - g(x)]
pero por el corolario4 y el corolario 6a)i)
lim[f () —g()]=00 < lim=[f(x)-g(x)]=—=.
[

b) Como limg(x)=-o por el Teorema 14ii) lim—g(x)=oc, por el Teorema

13b)
lim[(f (x))- (-g())]=0, pero lim[(f (x))-(~g())]=lim—[f(x)- g(x)]=c0 y por

el corolario 4 lim-[f(x)-g()]=0 & lim-[-(f(x)-g(x)]=~0
m[f(x)-g(x)]=_oo.
0

Teorema 15: Si limf(x)=w y Jc>0 tal que f(x)<cg(x) Vx>k, con k>0

entonces limg(x) = .
X—0

Demostracion: Sea M >0. P.d. 3 N >0 talque si x>N entonces g(x)>M.

Sea M'=cM . Como lim f(x) =00 3 Ni1>0 tal quesi x> N: entonces f(x)>M'

Sea N =max{Nyk} entoncessi x>N = x>N: y x>k entonces f(x)>M'

y f(x) <cg(x) de donde M'< f(x) <cg(x) y
g(x)>M:M 2o limg(x) =.
C X—>00
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2
Ejemplo: Sea f(x)=x, c¢=5 vy g(x)=X

3
2

. 5} . X

limx =0 vy gx >X  Vx entonces lim— =oo.

X—o0 X—0

En la figura siguiente aparecen: f(x) enazul, g(x) enrojoy cg(x) en negro.

Teorema 16: Si Iirp f(xX)=0 y dc>0 talque f(x)<cg(x) Vx<-k, con k>0

entonces lim g(x) =x.
X——0o0

Demostraciéon: Sea M >0. P.d. 3 N >0 talque si x<—N entonces g(x)>M .

Sea M'=cM . Como Iirp f(x)=0,3 Ni1>0 tal que si Xx<—N1 entonces f(x)>M"

Sea N =max{Nyk} entonces si x<-N =x<-N:1 y x<-k por lo tanto

f(x)>M" 'y f(x)<cg(x) entonces M'< f(x)<cg(x) vy M:I\(/:Il<g(x)
lim g(x) =x.

X—>—0

0

o1
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3
Ejemplo: Sea f(x)=1-x c=7 'y g(x):;—);.

3

Iiml-x =00 vy —gx >1-x si x<-1 entonces |im1—L:oo.

X—>—o 2

En la figura siguiente aparecen: f(x) enazul, g(x) enrojoy cg(x) en negro.

Ylk
6 1
4 1
2 s
2 X

Teorema 17: Si lim () =c>0 entonces

— i) lim f(x) =0 < limg(x) = ©
X—0 g(x) X—>00 X—0

i) lim f(x) =—w0 < limg(x) =—oo.

Demostracion:

Sea £>0, 3 N, >0, talque si x>N, entonces fEX;—c <g asi
g(x
PRGBS de donde (c—g)<M<(c+5) si
g(x) g(x)

X>N,.

1) =)Como limf(x)=c entonces dado M'>03 N, >0, tal que si x>N,

entonces f(x)>M'. Esto implica que f(x)>0 si x>N, y como ¢>0 entonces
3 N, >0, tal que si x> N, entonces g(x)>0
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Sean N =max{N,,N,,N,}. Si x> N entonces como (c—¢)< <(c+e)y

f(x)

(X)
g(x)> 0 en particular f(x) < (c+¢)g(x). Ademas ¢ +& > 0, entonces por el Teorema
15, limg(x) = .

<) Como limg(x) = entonces dado M, >03 S >0, tal que si x> S entonces

g(x)>M,. Esto implica que g(x)>0 si x>S. Entonces como

@—ﬂ<gé&<@+8)mpmﬂwmh@—gm00<fuy

Elegimos ¢<c, asi c—&>0 entonces g(x)< 1 f(x) vy porel Teorema

15 tenemos que lim f(X) = .

El inciso ii) se demuestra de manera similar.

Observacion:

Anélogamente pueden establecerse los siguientes resultados:

a) Si lim Fx )_c>0 entonces i) lim f(x) =0 < Iim g(x) =

X—Xq g(x) X=X
i limf(x)=—wo < I|m g(x) =

X=X

b) Si lim 1EEX;—C>O entonces i) Iim f(X) =00 < Iim g(x) = ©
X—— oog X - —

i) lim f(x)=—0 < I|m g(x)=—o0

X—>—0o0

c) Si lim E ; c<0 entonces i) limf(x) =0 < Iim g(x) = -
X—>Xg g X X—>Xg

i) fim () =—e0 = lim g(x) =e0.

X—>Xg

d) Si IimeX; =c<0 entonces i) limf(x) =0 < limg(x) =-w
X—>00 g X X—0 X—0

i) limf(x)=—w < limg(x)=w.

e) Si ;E:;—c<0 entonces i) lim f(x) = < lim g(x) = -

i) Iir_n f(X)=—0 <= Iir_n g(x) = oo0.

53



Ejemplo: Sea f(x):3x+z;x>1 y g(x):X+172;X>l

x4 ! 12x+7
lim T pim 4 i 4 1202 7)
X—>0 g(x) X—>0 X—i—l x>0 12X+ 7 X—>0 4(12X+ 7)
12 12

IIimf(x)=0c << limg(x)=« de donde

X—00

. 7 . 7
IIm3x+ - =o0 = I|mx+—2=oo.

X—>00 4 X—>00




REGLA DE L’HOPITAL

Enunciaremos a continuacion los teoremas, de Rolle y del Valor Medio de
Cauchy. EI primero es necesario para probar el teorema del VValor Medio de Cauchy. Este
ultimo sera usado para probar la regla de L’Hdpital. Para no distraernos del objetivo de este
trabajo, ambos seran aceptados sin demostracion.

Teorema Rolle.

Sea f una funcion continua en todos los puntos de un intervalo cerrado [a,b] y
derivable en cada punto del intervalo abierto (a,b). Supongamos también que
f(a) = f(b). Entonces existe por lo menos un punto ¢ en el intervalo abierto (a,b) tal
que f'(c)=0.

Teorema del Valor Medio de Cauchy.

Sean fy g dos funciones continuas en un intervalo cerrado [a,b] y derivables en
todo el intervalo abierto (a,b). Entonces para un cierto c¢c de (a,b), tenemos

fr©)g()-g(a)]=g')[f (b) - f(a)].

Teorema |: Regla de L "Hopital (%)

Supongamosque f y g tienenderivadas f'(x) y g'(x) encadapunto x deun

intervalo abierto (a,b) y que lim f(x)=0 y lim g(x) =0. Supongamos también que

X—a X—a
. - . fr(x . .
g'(x)#0 paracada x en (a,b). Siel limite lim E ; existe y tiene el valorL,
xaa+g X
o (X . .
entonces el limite I|mﬁ también existe y tiene el valor L.
x—>a+ g X
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Demostracion:

Como fy g pueden no estar definidas en a definimos dos funciones auxiliares que
estan definidasen a.

F(x)=f(x) si x#a, F(a)=0

SN G0 =g(x) si xza G@)=0

F y G sonambas continuasen a.

En efecto, limF(x)=Ilimf(x)=0=F(a) y limG(x)=limg(x)=0=G(a). Si

a<x<b, F y G tienen derivada en todos los puntos del intervalo abierto (a, x).

Por lo tanto, el teorema del VValor Medio de Cauchy se puede aplicarpara F y G enel
intervalo [a,x] y se obtiene [F(x)-F(a)]G'(c) =[G(x)-G(a)]F '(c) donde c es un
punto que satisface a<c < X.

Teniendo en cuentaque F(a)=G(a) =0 setiene que f(x)g'(c)=g(x)f '(c).

Ademas g'(c) es distinto de cero, ya que por hipotesis, g'no se anula en ningun punto de
(a,b),y g(x) también es distinto de cero, ya que si g(x) =0, entonces G(x)=G(a)=0
y por el teorema de Rolle, existe un punto X, tal que a < X, < x donde G'(x,) =0, lo que
contradice la hipétesis de que g'(x) no se anulaen (a,b).

Asi, se puede dividir entre g'(c) y g(x), con lo que: T = e :
g(x) g'(c)

Cuando x —a, el punto ¢ — a (puesto que a<c< x) Y el cociente de la derecha tiende
alL.

Por lo tanto, f(x)g(x) tiende también a L. Por lo tanto esta demostrado.
O
Ejemplo I: lim sen(5x).
x->0  3x
(sen(5x)) 5cos5x 5

Por la regla de L’Hopital (teorema I), lim 27 =lim .
g p ( ) x—0 (3X) x—0 3 3
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-1+
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Teorema I1: Regla de L "Hopital (%)

Supongamos que f y g tienenderivadas f'(x) y g'(x) VX mayor que un
cierto nimero fijo M > 0. Supongamos también que limf(x)=0 y limg(x)=0 vy

que g'(x)=0 para x> M.Si fl((x)) tiende a un limite cuando x tiende a «, entonces
g'(x

) tiene limite y ambos son iguales, es decir, Iimsz implica que

9(x) x> g'(X)

lim ) _

== g(X)

Demostracion:

T_FO o1

Sean F(t) = fﬁj y G(t):g(:j entonces a(x) _G(t)

>

.
t—>0 cuando X — .

Puesto que 28 toma la forma indeterminada 8 cuando t — 0+, usando la regla de
A . . : F'(t)
L’Hoépital (teorema 1), se considera el cociente de las derivadas Gi(t)
. , 1 ..(1
Aplicando la Regla de la Cadena tenemos que F't)=-—7f [tj y

t

G'(t):—lzg'(:j, G'(t)y=0 si O<t<|$|.Si x=i y x>M, se tiene
t

Fo_ e

G'(t) g'(x

S7



Entonces si ;((X)) tiende a L cuando Xx — oo, entonces F(:) tiende a L cuando
X
t— 0+ y por la regla de L’Hépital (teorema 1), Iimm = lim F '(t) =L entonces
t—>0+ G(t) t—>0+ G (t)
lim ) = lim F(1) =L. Por lo tanto estad demostrado.
== g(X) o' G(Y)
U]
)
sen| —
Ejemplo II: lim X/
X
Por la regla de L’Hopital (teorema I1),
' k 1
(sen[kn k(COS xj )
: X . X . k
lim o =1im :Ilmkcos[j:k.
X—0 1 X—0 1 X—>0 X
( .
X X
En la figura siguiente aparece la grafica cuando k =3
YA
_________________________________ 3._____________________________________
2 4
1 +4
el ,
4 2 \J''V/ 2 4 X
-1+ 0

58



Teorema Ill: Regla de L "Hopital (O%O)

Supongamos que f(x) y g(x) son funciones continuas y derivables para todos los
valores de x=a en una vecindad del punto a, vy que la derivada g'(x)=0.

Supongamos también que lim f (Xx) = oo, Iim g(x) = y que existe el limite

I|mf (x) =L, entonces existe tambiénel lim——~ F(x) y Iim@:nmw: L
x->a g (X) X—a g(x) X—a g(x) x->a g (X)

Demostracion:

En la vecindad considerada del punto a, elijamos dos puntos X, y x de tal modo
que x,<x<a (6 x,>x>a).

Por el Teorema del VValor Medio de Cauchy tenemos:
F(x)—F0O) _ f(x)-1(x) _ f'(c)
9(x)—9(x)  9(x)-9(x) 9'(c)

donde x<c<Xx,, entonces

£ (- 1) f () f(x){l_ f(xo)}

PO = T(%) _ ) e por transitividad tenemos
9(x) 9(x)
| f(X){l— ff(Xo):| f '(C)[l— g(xo):|
re () despejando F) _ 9(x)

9'(c) M@P_MMq

904 g.(c)[l_ f(xo)}
9(x)

f(x)

Por otro lado, por hipotesis |Im; EX; L, ademas, puesto que lim f (x) =limg(x) = oo,
X—a X X—a X—a
se tiene que “mf(x) 0 y lim 9(%) =0.
x—a f( ) x—a g(x)
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Aplicando limite tenemos que:

{1_9(%)}

im ) _ i £©) 9() ]

X—a g(x) x>a '(C) 1- f(XO)
f(x)

Si X—a como Xx<c<a entonces ¢ — a,dedonde:

L g(xo)}

f(x) _"mf'(c)[ 9(x) f'c) i-0]

0 =L.

=1lim

lim = , =lim-— = R
2eg(x) 22 g(©) |, flx) | g’ [L-0] 2g'(c)
f(x)
Asi,  se deduce que Iimm:L de dondelimf(x):limf'(x):L. Por lo tanto
X—a g(x) x—a g(x) x>a g (X)

esta demostrado.

(]
. . tgx
Ejemplo II1: lim——.

«Z tg3x

2

Por la regla de L’Hopital (teorema I11),
1 1
) 2 2 2 2
_(tgx) . sec X . COS X _cos x . 1 cos 3x
lim -=lim ;,— = lim 1 = lim 3 =lim=- ;=
x—>5(t93X) x> 3sec 3X x> 3. . x>% . x—>53 cos X
cos 3X cos 3X
1 23
-c0s 3X
. ( j . —2-3c0s3x-sen3x .  COS3X-sen3x
lim —=1lim =lim———=
H,,( 2 x»% —3-2C0SX-SenX 4,7 COSX-SenXx
2 13-c0S X 2 2
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lim lim = [lim
Hg COS X H% sen X Hg COS X

cos3X .. sen3x c0oS 3x [—1j

YA
A
Mo M 3{----- Y-oonemooe -

21

N panN i N
- -2 2 X
21
4}

Teorema IV: Regla de L Hopital (O%o)

Supongamos que f y g tienenderivadas f'(x) y g'(xX) Vx mayorque
un cierto namero fijo M >0. Supongamos también que lim f(x)=o, limg(x)=x

yque g(x)#0 para x>M. Si ;EX; tiende a L cuando x tiende a oo, entonces
X

) tiene limite y ambos son iguales, es decir, Iimm =L=Iim f I(X) :

g(x) = g(X) =0 ()

Demostracion:
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Sean F(t)zf(ﬂ y G(t):g(ﬂ entonces

.
t—0 cuando X — .

TO_FO g 1
g(x) G()

>

Puesto que (E(g toma la forma indeterminada  cuando t — O+, usando la regla de
o0
A : : . F'(t)
L’Hépital (teorema 1), se considera el cociente de las derivadas G
. , 1 ..(1
Aplicando la regla de la cadena tenemos que F't)=——f (J y
t
: 1 (1 T : . 1
G'(t)=--9 (tj , por hipdtesis G'(t) =0 si 0<t<ﬁ'
t
Si x:} y x>M, setiene F—(t):m
t G'Mt 9'(x
Entonces si fl(x) tiende a L cuando X — oo, tenemos que F'(t) tiende a L
9'(x) G'(t)
cuando t—>0+ y por la regla de L’Hopital (teorema IlI), lim F(1) = lim kO =L,
tﬁOJr G(t) taO+ G '(t)
entonces lim o) _ lim PO _ L de donde Iimmz lim f'(x) =L. Porlo tanto
e g(X) o G(1) oo g(x) == gi(x)
esta demostrado.
U
2
Ejemplo IV: lim ax2+b'
X—>0 CX _d

Por la regla de L’Hdpital (teorema V),

N
(ax +bj gax

lim -=lim =,
X—»00 2 x> 20X c
(cx —dj

En la figura siguiente aparece la graficacuando a=3,b=1,c¢c=2,d = 2.

62



YA

4--
_________________ 72 S
4 2 24X

4--

Teorema V: Regla de L Hépital

Supongamos que f(x) y g(x) son funciones continuas y derivables para todos los
valores de x=a en una vecindad del punto a, y que la derivada g'(x)=0.

Supongamos también que limf(x)=0, Ilimg(x)=0 y que lim ;EX; = o0,
X—a X—a X—a X
entonces también el Iimw =0
X—a g(x)
Demostracion:
Como lim fl(x) = oo, Se tiene que lim g I(X) =0, y tenemos las hipdtesis para aplicar
x>a g (X) x—a f (X)

la Regla de L'Hépital (teorema I), entonces lim g '(X) =lim 9(x) =0

xoa f1(x)  xoa f(X)
lim 100 _ jim 100 _
X—>a g(x) x>a g '(X)

0. Por lo tanto estad demostrado.

0
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Ejemplo V: lim :
x>0 X —Sen x

Por la regla de L’Hdpital (teorema V),

lim (X) -=1lim ! =0 dadoque 1-cosx>0.
x—0 (X_Senx) X—)Ol_COSX

Teorema VI: Regla de L Hopital

Supongamos que f y g tienenderivadas f'(x) y g'(x) Vx mayorque
un cierto nimero fijo M >0. Supongamos también que limf(x)=0 y Ilimg(x)=0

yque g'(x)=0 para x> M . Si f'zxi tiende a .o cuando x tiendea oo, entonces
g'(x

T también tiendea oo, es decir, Iimmzooz lim f'(x).

9(x) == g(X) == g'(X)

Demostracion:

e 1 0 _FO g 1
Sean F(t)_f(tj y G(t)_g(tj entonces g(x)_G(t) si t= y

>

N
t—>0 cuando X — .
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f'(x)

GO _ 9k como por hipotesis lim =oo Se tiene que Iim? EX; =0, aplicando la
X—>0 X

F(t) f(x) e g (X)

regla de L’Hopital (teorema 1I), tenemos que Iimg(x):limﬂzo de
X—®© f'(x) tow f(t)

donde lim 1oy _ lim w =oo. Por lo tanto esta demostrado.
X—>0 g(x) x>® (X)
[
In(l—lj
Ejemplo VI: Iimilx.
T2
X
Por la regla de L’Hdpital (teorema V1),

In[l—lj 1_1 X2 L_J' X2 X—l 2 1
lim> % _jim* X lim X — lim X jim XD
x> L o 2 X 2 S xom 2 xom 2

1 K] 3 ) )
) X X X X
X
3 2
. . . 2X
lim =lim =lim— =,
X—>00 2X(X—1) x>0 92X — 2 X—>wo 2
YA
6 4
4 4
2 4
4 2 2 4 X
21
]

65



Teorema VII: Regla de L Hépital

Supongamos que f(x) y g(x) son funciones continuas y derivables para todos los
valores de x=a en una vecindad del punto a, vy que la derivada g'(x)=0.

Supongamos también que lim f(x) =0, limg(x)=o yque lim ()

X—a g '(X)
también el lim ) — o
X—a g(x)

=00, entonces

Demostracion:

En este caso lim f'(x)
x->a g (X)

. . "(x
= o0, Se tiene que lim 9'(x)
X—a

-a f'(X)

aplicar la Regla de L Hopital (teorema I11), entonces lim ?EX; = Iim?ixizo de donde
X—a X X—a X

=0, Yy tenemos las hipotesis para

lim ) _ lim fl(x) =0, Por lo tanto esta demostrado.
x—a g(x) x>a g (X)
0
+1
Ejemplo VII: Iing ei .
e -1
Por la regla de L’Hopital (teorema VII),
+1 4 : : T
e - 5 'e 4 3 X 2 X 2 X X 2 X
X .
lim tim X im T iim T8 _im L im©C
x—0 1 x—0 = x—0 - x—0 = x—0 x—0
xz 2 X 5 X 2 X * X *
e -1 -~ '€ 2x -@ X e
X
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Teorema VIII: Regla de L Hépital

Supongamos que f y g tienenderivadas f'(x) y g'(xX) Vx mayorque
un cierto nimero fijo M >0. Supongamos también que lim f(x)=o0 y

X—>0

limg(x)=ow yque g'(x)=0 para x>M . Si ;EX; tiende a oo cuando x tiende a
X—>0 X
o, entonces T también tiende a «,  es decir, Iim@ =lim f I(X) =
9(x) oo g(x) o gl(X)
Demostracion:
1 1 f(x) F(@) . 1
Sean F(t)=f|~ G(t)=g9| > entonces — S =-——* si t=
® (t] v o0 g(tj 000 G() x
t—>0+ cuando X —oo.
Si tenemos G :M como por hipo6tesis lim f'(x) =oo se tiene que lim g '(X) =0
F(t) f(X) x>w (X) x—o f (X)

Aplicando el Teorema IV de la Regla de L"Hopital tenemos que

lim 9% _1im 9O _ g ge donde tim T ®) = jim ) _,
00 T () 900 g’ ()

Por lo tanto estd demostrado.
UJ
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Ejemplo VIII: lim €

X—0 X

Por la regla de L’Hopital (teorema VI11I),

in) - in€ g -
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APLICACIONES

1.-Segun la teoria de la relatividad de Einstein, la masa m de un cuerpo gque se mueve con
2 2
una velocidad v es mzmo/x/l—v /c en donde m, eslamasainicial y cesla

velocidad de la luz. ;Qué sucede con m cuando v—c ?

2

.V :
pero  lim— =1 entonces lim

V—C C V—>C

YA

2.-Un problema importante de la ciencia pesquera consiste en calcular el namero de peces
qgue desovan actualmente en los rios y emplear esta informacion para predecir el
nimero de peces maduros o “reclutas” que volveran a los rios durante el siguiente
periodo de reproduccion. Si S es el nimero de peces hembray R el nimero de reclutas,
la funcion hembra-recluta de Bevertony Holtes R(s) =s/(aS + ), endonde o y S
son constantes positivas. Demuestre que esta funcion predice un reclutamiento
aproximadamente constante cuando el nimero de hembras es suficientemente grande.
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S =nuamero de peces hembra

R = ndmero de reclutas

Funcion hembra-recluta de Beverton y Holt es R(S) = L con o y p constantes

(aS + B)

Si el nimero de peces hembra es muy grande

limR(s)= lim S =!im(sl+)= 13 _ é .t _1
. > (aS+p) e laS+p) Iim((a +ﬂ)) Iim[a+ﬂj Iim[a+’8j o
S S—0 S—x| § S S—w S
 v4
1
! (04 >
B >
]

3.-En un individuo, hay dos géneros de cromosomas de sexo, el X y Y. Un individuo XX
es femenino y un XY es masculino. Sean A y a dos genotipos en un cierto lugar del
cromosoma X los cuales no corresponden a un lugar del cromosoma Y . Por tanto, los
masculinos solo pueden ser del genotipo A 0 a, mientras que los femeninos pueden ser
de una de estos tres genotipos AA, Aa y aa. La teoria muestra que bajo la suposicién
de panmixia (apareamiento aleatorio) la frecuenciade A vy aoscila de generacién en
generacion . La oscilacion es disminuida para que la frecuencia rapidamente converge a
cierto limite. Para la comodidad de la presentacion nos brincamos la prueba y nos
confinamos a un ejemplo numérico.
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Sea ¢, la frecuencia inicial del genotipo masculino a Yy sean q,,q, las frecuencias
correspondientes de las generaciones subsecuentes. Entonces

n-1
q, = O.40+0.20(— ;j para n=123,...

Para este ejemplo particular obtenemos:

g, =0.40+0.20=0.60
1
q, =0.40+0.20 —Zj =0.30

g, =0.40+0.20 ij =0.45

d, = 0.40+0.20 —;j = 0.375, etc.

Asi  limgn=0.40.

n—oo

0.8 1
06 1 .
0.4 ® .
[ ]
0.2
X

1 2 3 4 5

021
[

4.-Neel y Schull estudiaron el caso de retinoblastoma bajo la influencia de la mutacion,
herencia y seleccion. El retinoblastoma es un tipo de cancer de los ojos en los nifios.
Aparentemente la enfermedad depende de un gen sencillo dominante, llamado A. Sea
a el gen normal. Secree que la mutacion de a en A ocurre en una velocidad

-5
de m=2x10 en cada generacion. Se excluye la posibilidad de mutaciones inversas

(A en a). Con cuidados medicos, aproximadamente 70% de las personas afectadas

sobreviven. Se supone que los sobrevivientes reproducen la mitad de la frecuencia
normal. La proporcién de produccion neta de personas afectadas es r =0.35.
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Como A es extremadamente raro practicamente todas las personas afectadas son
de genotipo Aa. Podemos ignorar a los individuos del genotipo AA. Solo la mitad de
los nifios de los individuos afectados son  entonces los que se supone
recibiran el gen patdgeno A, pero esta reduccion es compensada por el hecho de
que cada persona afectada compartira la reproduccion con su compafiero no
afectado. Empezando con casos de herencia cero, en una primera generacion se
obtiene para n generaciones consecutivas un porcentaje de

m debido a la mutacién en la n-ésima generacion
m, debido a la mutacion en la (n —1)-ésima generacion

m , debido a la mutacion en la (n —2)-ésima generacion

r

m , debido a la mutacidn en la generacion original (la cual es numerada cero).

r

Para el porcentaje total p, de ocurrencia en la n-ésima generacion obtenemos

n+1

2 n 1-r
p,=m+mr+mr +---+mr =m- cuando n— oo obtenemos
1-r
2x10
. 1 -
P=Ilimp, = m _ ex =3.08x10

oo ' 1—r  1-(0.35)

Por lo tanto la frecuencia de personas afectadas con retinoblastoma sera finalmente de

-5
3.8x10 ,estoes un 50% mayor que el porcentaje de mutaciones.

Para poder apreciar graficamente el comportamiento de la funcion hemos utilizado
m=0.2.

w >
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137
5.-El is6topo de Cosie Cs pierde 2.3% de su masa anualmente por decaimiento

137
radiactivo.  Cs es un peligroso agente contaminante contenido en la lluvia radioactiva.

137
Asumimos que cada afio la mismamasa M de  Cs es liberada para el medioambiente.

¢Cudl es el total de la masa que sera acumulada después de n afios, cuando el equilibrio
es alcanzado (n — o)?

La masa liberada el primer afio es M. El factor de masa que se gana cada afo es el
siguiente

q=1-0.023=0.977

El total de la masa acumulada en n afos sera

n+1
s

2 n
M,=M+Mgq+Mq +---+Mq = 1
—q

El equilibrio es para n — oo, por lo que tenemos que

n+1
—_— . M M
Equilibrio = lim = =
e 1—q 1-gq 0.023

=43.5M .

En la figura siguiente aparece la gréfica cuando M =1

60TY
4071

20t

20 40 60 80 100 120
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6.- Un tangue contiene 5000 litros de agua pura. El agua de mar que contiene 30 g de sal
por litro de agua es bombeada dentro del tanque con una velocidad de 25 litros por
minuto.

Mostrar que la concentracion de sal después de t minutos (en gramos por litros) es

30t
8 Clt)= 200+t

b) ¢Qué pasa con la concentracion para t — oo ?

a) Cada litro tiene 30g de sal, entonces en t =1 minuto vaciamos 25 litros de agua
en el tanque con 5000 litros y la concentracion de sal es la siguiente 30g por cada
litro.

En un minuto tenemos 30g x 25lts y en el tanque tenemos 5000Its + 25Its de agua
en un minuto.

Asi la cantidad de sal en t minutoses 25-30-t y la cantidad de agua del tanque
es 5000+ 25-t entonces la concentracion es

(25)30t)  (25)30t) 30t
c(t)= - s
5000+ 25t  (25)200+t) 200+t

b)
. st .1 1 1 11
M CO= 1200 ¢ =M 20041 = jim 200+t~ 200 Lt T 1 R
30t o= 30t =30t =30t 30 30
35‘..‘Y
30.- ................................................
25 1
20 1
15}
10 }
5..
200 400 600 800 1000 1200 1400
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