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INTRODUCCIÓN 
 
 
 
 

         En el presente trabajo se ha intentado abordar con detalle el concepto de límite 
infinito de funciones. Comúnmente los libros de texto tratan los límites infinitos de 
manera superficial. Más aún, los límites cuando la variable tiende a menos infinito, 
en ocasiones ni siquiera son tratados. 
 
         El trabajo está dividido en dos partes: 
          
         La primera de ellas se dedica al estudio de los límites en los que la variable se 
aproxima a un número real dado y los valores de la función tienden a infinito o 
menos infinito, es decir, ∞=

→
)(lim

0

xf
xx

  o   ∞−=
→

)(lim
0

xf
xx

. 

 
         En la segunda, se considera el caso en el que la variable tiende a infinito o 
menos infinito. Esta parte a su vez se dividió en dos, considerando primero el caso 
en el que el límite tiende a un número ,L  es decir,  Lxf

x
=

∞→
)(lim   o   Lxf

x
=

∞−→
)(lim   

y posteriormente cuando tiende a infinito o menos infinito, es decir, ∞=
∞→

)(lim xf
x

, 

∞−=
∞→

)(lim xf
x

, ∞=
∞−→

)(lim xf
x

   o   ∞−=
∞−→

)(lim xf
x

. 

 
         Todas las demostraciones se desarrollan de manera formal, intentando lograr, 
en la medida de lo posible, que el presente trabajo no se limite a presentar una lista 
de “recetas” que permitan calcular límites. 
 
         Se ha incluido lo que consideramos, son todas las variantes que se puedan 
presentar, a fin de contar, al final, con la herramienta suficiente para poder resolver 
límites de los estilos mencionados. 
 
         Para facilitar la comprensión, cada definición está acompañada de una gráfica, 
asimismo se presenta, al menos un ejemplo que permita aplicar inmediatamente 
cada una de las definiciones y teoremas. 
 
         Cada uno de los ejemplos está acompañado de la gráfica de la función 
considerada, con el fin de verificar geométricamente el resultado obtenido. 
 

         Destaca el cálculo de límites de funciones de la forma  
)(

)(
xg

xf , que si bien 
pueden ser calculados la mayoría de las veces escribiendo la expresión como 

e xfxg )(ln)( , puede presentar dificultades cuando 1)(lim =
∞→

xf
x

   y     ∞=
∞→

)(lim xg
x

. Se 

incluye, para tales casos, un teorema que facilita el cálculo. 
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         También merece mención especial la regla de L’Hôpital, a la que se a 
dedicado parte de este trabajo. De los casos considerados, posiblemente resulte más 
interesante el que corresponde a la indeterminación ∞

∞  . 

 
         Las gráficas que aquí se presentan fueron generadas usando el programa 
Scientific Work Place y exportadas al programa Corel Draw,  en donde fueron 
retocadas. 
 
         Por último, cabe mencionar que este trabajo se realizó dentro de uno de los 
seminarios de titulación que organizó  el Departamento de Matemáticas y cuya 
realización se logró gracias al empeño del entonces coordinador de la carrera de 
matemáticas, el M. en C. Alejandro Bravo Mojica. 
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PRIMERA PARTE 

 
               En esta primera sección, consideraremos límites de funciones en los que la 
variable se aproxima a un punto ∈0x ρ y los valores de la función f crecen o decrecen 
indefinidamente.  

                                                                                                                                                                                

Definición 1: Sea f una función definida en ( )ba,  excepto quizás en un punto ( )bax ,∈0 . 
Si para cada 0>M  existe 0>δ  tal que si  ( )bax ,∈  y δ<−< 00 xx  entonces 

Mxf >)( ,   decimos  que  f   tiende  a   ∞    cuando x   tiende a 0x  y escribimos: 
∞=

→
)(lim

0

xf
xx

. 

Y

X

M

f (x)

( )
x0 x0+ δx0 - δ  

                                                                    

Ejemplo 1: Sea 2)1(
1)(
−

=
x

xf  . Probar que  ∞=
→

)(lim
1

xf
x

. 

 

Demostración: Dado  0>M ,   sea  
M
1

=δ                  

                        Si  δ<−< 10 x , entonces 

                          
22

)1(1 δδ <−⇒<− xx                                                         

                                              22

1

)1(

1

δ
>

−
⇒

x
. 

                        Pero como 
M
1

=δ       entonces 
δ
1

=M .  Así  2

1

δ
=M   

                        entonces    M
x

=>
−

22

1

)1(

1

δ
. 

                        Esto significa que   M
x

>
− 2)1(
1    si  δ<−< 10 x   

                        entonces por la definición 1.   ∞=
−→ 21 )1(
1lim

xx
 .                      
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1

2

3

4

-3 -2 -1 1 2 3 4
 

 
                                                                                                                    �                                                       
En particular, podemos considerar los casos en los que nos acercamos a 0x  solamente por 
un lado. 
Definición 2: Sea f una función definida en ( )bx ,0 . Si para cada 0>M  existe 0>δ   tal 
que si  ( )bxx ,0∈    y    δ<− 0xx   entonces  Mxf >)( ,  decimos que f  tiende a ∞  
cuando x  tiende a 0x   por la derecha  y escribimos:   ∞=

+→
)(lim

0

xf
xx

.  

                      

Y

X

M

f (x)

)
x0 x0+ δ  

 

Ejemplo 2: Sea 
3

2)(
−

=
x

xf  .  Probar que ∞=
+→

)(lim
3

xf
x

.     

Demostración: Dado cualquier 0>M ,   sea  
M
1

=δ   

             
                         Si  δ<− 3x ,   con   3>x   entonces 
 

                         
δ

δ 1
3

130 >
−

⇒<−<
x

x         
δ
2

3
2

>
−

⇒
x

 .  

             

                        Como   
M
1

=δ     entonces   MM

M
x

>=>
−

2
1
2

3
2 , 
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                         es decir,  Mxf >)(   si  δ<−< 30 x ,    
 

                         entonces  por la definición 2.   ∞=
−+→ 3
2lim

3 xx
.      

 
 

                                        
-4

-2

2

4

-4 -2 2 4 6

 
 
                                                                                                                                                  � 

     
 
Definición 3: Sea f una función definida en ( )0xa, . Si para cada 0>M  existe  0>δ   tal 
que si  ( )0xax ,∈    y   δ<− xx0   entonces   Mxf >)( , decimos que f  tiende a 
∞ cuando x  tiende a 0x  por la izquierda y escribimos:  ∞=

−→
)(lim

0

xf
xx

. 

 
 
 

   

Y

X

M

f (x)

(
x0x0 - δ  
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Ejemplo 3: Sea  
x

xf 1)( −=  .   Probar que   ∞=
−→

)(lim
0

xf
x

.                                                                   

Demostración: Dado cualquier 0>M ,   sea  
M
1

=δ            

                           Si   δ<x ,  con  0<x  entonces  

                         
δ

δ 110 >−⇒<−<
x

x . 

                           Como 
M
1

=δ ,    entonces  
δ
1

=M  

                         así     M
x

=>−
δ
11    si   δ<x     y   0<x  

                         entonces  por la definición 3.  ∞=−
−→ xx

1lim
0

.                                                                                

 

                                             
-4

-2

2

4

-4 -2 2 4

 
                                                                                                                  � 
 
Definición 4: Sea f una función definida en ( )ba,  excepto quizás en un punto ( )bax ,∈0 . 
Si para cada  0>M   existe  0>δ    tal que si  ( )bax ,∈  y   δ<−< 00 xx     entonces 

Mxf −<)( , decimos que f   tiende a ∞−  cuando x   tiende  a  0x  y    escribimos: 
−∞=

→
)(lim

0

xf
xx

. 

 
Y

X

-M

f (x)

x0 x0+ δx0 - δ
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Ejemplo 4: Sea 2)2(
4)(

−
−

=
x
xxf . Probar que −∞=

→
)(lim

2
xf

x
. 

                                                                                                                                                                                

Demostración: Dado cualquier  0>M ,   sea   1<δ     y    
M
1

≤δ           

                        y   δ<−< 20 x ,  entonces  121 <−<− x  
                                                                       143 −<−<−⇒ x                         

                        de donde   22 )2(
1

)2(
4

−
−<

−
−

xx
x .      

                        Como   
M

x 120 <−<      entonces     
M

x 1)2(
2
<−    

                                                                           M
x

>
−

⇒ 2
)2(

1    

                                                                           M
x

−<
−

−⇒ 2
)2(

1    

                        de donde    M
xx

x
−<

−
−<

−

−
22

)2(

1

)2(

4    

                         entonces por la definición 4.  −∞=
−
−

→ 22 )2(
4lim

x
x

x
. 

 
 

                             -6

-4

-2

-4 -2 2 4 6

 
                                             
                                                                                                                       � 
     
 
 
 
 
De la misma manera que antes tenemos los casos en los que nos acercamos al punto 0x , 
solamente por un lado. 
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Definición 5: Sea f una función definida en ( )bx ,0 . Si para cada 0>M  existe 0>δ   tal 
que si  ( )bxx ,0∈    y    δ<− 0xx   entonces   Mxf −<)( , decimos que f  tiende a  ∞−   
cuando x   tiende a  0x   por la derecha  y escribimos: −∞=

+→
)(lim

0

xf
xx

.       

                                 

Y

X

-M

f (x)

x0 x0+ δ

 

Ejemplo 5: Sea 
x

xf 1)( −= .   Probar que  −∞=
+→

)(lim
0

xf
x

 . 

Demostración: Dado cualquier 0>M ,   sea  
M
1

=δ               

                         Si  δ<− 0x ,  con 0>x   entonces 

                         
δ

δ 110 >⇒<<
x

x  

                                         
δ
11

−<−⇒
x

 .                                                      

                           Como 
M
1

=δ ,    entonces   
M
1

−=−δ ,  

                         despejando:   
δ
1

−=− M    y  como   

                         
δ
11

−<−
x

  entonces M
x

−<−
1   si  δ<x   con   0>x ,                                                             

                        entonces por la definición 5.     −∞=−
+→ xx

1lim
0

.                                                                             

                                          -6

-4

-2

2

4

-4 -2 2 4

Y

X

 
                                                                                                    � 
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Definición 6: Sea f una función definida en ( )0xa, . Si para cada 0>M   existe  0>δ   tal 
que si  ( )0xax ,∈   y  δ<− xx0   entonces   Mxf −<)( , decimos que f  tiende a ∞−   
cuando x  tiende a  0x    por la izquierda  y  escribimos:  −∞=

−→
)(lim

0

xf
xx

.    

   

Y
X

-M

f (x)

x0x0 - δ

                                           
Ejemplo 6: Sea  

3
2)(
−

=
x

xf .  Probar  que −∞=
−

→

)(lim
3

xf
x

.                                                                          

Demostración: Dado cualquier 0>M  ,   sea  
M
1

=δ .                                       

                         Si  δ<− 3x ,   con  3<x    entonces 
                           δδ −>−>⇒<−< 3030 xx  

                                                
δ
1

3
1

−<
−

⇒
x

  .                                                       

                           Como  
M
1

=δ ,    entonces   
M
1

−=−δ  

                         despejando:  
δ
1

−=− M   

                         y   como  
δ
1

3
1

−<
−x

     entonces   

                         MM
x

−<−=−<
−

22
3

2
δ

   si      δ<− 3x     con   3<x  

                         entonces por la definición 6.   −∞=
−−

→ 3
2lim

3 xx
.       

                                                  

Y

X

-6

-4

-2

2

-2 2 4 6

   
                                                                                                                   � 
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Teorema 1.   Si   ∞=

→
)(lim

0

xf
xx

    y    ∞=
→

)(lim
0

xg
xx

,  entonces                                                                                 

       
a)  [ ] ∞=+

→
)()(lim

0

xgxf
xx

. 

   
b)  [ ] ∞=⋅

→
)()(lim

0

xgxf
xx

. 

 
c)   Sea  ∈c  Ρ,      entonces  i)   ∞=

→
)(lim

0

xcf
xx

,  si   0>c . 

                                                ii) −∞=
→

)(lim
0

xcf
xx

, si  0<c . 

d)  0
)(

1lim
0

=
→ xfxx

, si .0)( ≠xf  

 
 
Demostración: 
 
a)  Sabemos   que   )()())(( xgxfxgf +=+           y        gDomfDomgfDom ∩=+ .   
     Por hipótesis  ∞=

→
)(lim

0

xf
xx

   significa  que a cada  número 01 >M   le  corresponde  un 

     número   01 >δ    tal  que  si   fDomx∈   y   100 δ<−< xx     entonces   1)( Mxf >   y 
    ∞=

→
)(lim

0

xg
xx

    significa  que  a  cada   número     02 >M     le   corresponde  un número 

    02 >δ     tal que  si  gDomx∈     y   200 δ<−< xx    entonces  2)( Mxg > . 

    Sea  0>M , tomamos   21
2

MMM ==         y       sea  },min{ 21 δδδ = ,              así       si 

      gDomfDomgfDomx ∩=+∈       y      δ<−< 00 xx     entonces   
2

)( Mxf >        y                                   

    
2

)( Mxg >   de donde  MMMxgxfxgf =+>+=+
22

)()())((  

[ ] ∞=+∴
→

)()(lim
0

xgxf
xx

.                           

                                                                                                                                                 � 
       
                                                                                                                                     
b) Sabemos    que      )()())(( xgxfxgf ⋅=⋅         y        gDomfDomgfDom ∩=⋅ .    
    Por  hipótesis  ∞=

→
)(lim

0

xf
xx

 significa  que  a  cada número  01 >M   le  corresponde  un  

    número 01 >δ  tal  que   si   fDomx∈    y   100 δ<−< xx    entonces   1)( Mxf >         y   
    ∞=

→
)(lim

0

xg
xx

  significa   que  a   cada   número  02 >M      le   corresponde   un  número  

    02 >δ    tal  que   si  gDomx∈    y   200 δ<−< xx    entonces  2)( Mxg > .  

     Sea  0>M , tomamos    21 MMM ==       y       sea      },,min{ 21 δδδ =           así      si  
    gDomfDomgfDomx ∩=⋅∈       y      δ<−< 00 xx      entonces  Mxf >)(       y  

    Mxg >)(  de donde MMMxgxfxgf =⋅>⋅=⋅ )()())((  [ ] .)()(lim
0

∞=⋅∴
→

xgxf
xx
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                                                                                                                                                � 
 
c)i) Supongamos  0>c .   Sabemos  que   )())(( xcfxcf =     y    fDomx∈ .       
       Por  hipótesis  ∞=

→
)(lim

0

xf
xx

   significa  que a  cada  número  0>M   le corresponde  un 

     número 0>δ    tal   que   si   fDomx∈    y    δ<−< 00 xx     entonces        
Mxf >)( . 

     Sea   0>N      y      tomamos         0>=
c
NM           entonces       si        δ<−< 00 xx   

     se    tiene   que     NcMxcfxcf =>= )())((     ∞=∴
→

)(lim
0

xcf
xx

.  

                                                                                                           � 
 
 
 
 
c)ii) Supongamos .0<c      Sabemos que   )())(( xcfxcf =      y    fDomx∈ .    
      Por   hipótesis       ∞=

→
)(lim

0

xf
xx

  significa  que  a  cada  número 0>M   le corresponde 

      un  número 0>δ   tal  que  si   fDomx∈     y   δ<−< 00 xx     entonces    
Mxf >)( .   

      Sea 0>N       y      tomamos      0>−=
c
NM          entonces        si        δ<−< 00 xx   

     se    tiene       que      NcMxcfxcf −=<= )())((   −∞=∴
→

)(lim
0

xcf
xx

. 

                                                                                                                  �         
 
 
                                                                                                                                                                               

d) Sea   [ ]
)(

1)( 1

xf
xf =−    con    0)( ≠xf .  

    Por hipótesis   ∞=
→

)(lim
0

xf
xx

    significa   que  a  cada   número   0>M    le  corresponde   

    un  número  0>δ     tal que  si   fDomx∈       y    δ<−< 00 xx    entonces Mxf >)( . 

    Sea 0>ε ,  tomamos   
ε
1

=M       y    0>∃ δ     tal   que   si     δ<−< 00 xx     entonces   

   Mxf >)(    lo que significa que   ε=<
Mxf
1

)(
1           y   como     0

)(
1

>
xf

,    entonces   

   ε<
)(

1
xf

         0
)(

1lim
0

=∴
→ xfxx

  . 

                                                       � 
 
 
 
 
 
 



 13

Teorema 2. Si  −∞=
→

)(lim
0

xf
xx

   y   ∈c  Ρ,       entonces     

                                              i)   −∞=
→

)(lim
0

xcf
xx

,  si  0>c                                                                        

                                              ii)  ∞=
→

)(lim
0

xcf
xx

,    si  0<c  

 
 
Demostración:  
 
 
i)  Supongamos 0>c .   Sabemos   que   )())(( xcfxcf =      y    fDomx∈ .  
    Por    hipótesis  −∞=

→
)(lim

0

xf
xx

  significa  que  a cada número 0>M   le corresponde  un   

    número 0>δ  tal   que   si   fDomx∈       y    δ<−< 00 xx    entonces   Mxf −<)( . 

    Sea  0>N       y      tomamos       
c
NM =                entonces       si           δ<−< 00 xx    

    se     tiene     que    NcMMcxcfxcf −=−=−<= )()())((       −∞=∴
→

)(lim
0

xcf
xx

. 

                                                                                                                                    �   
                                                                    
 
                                                                                                                                                                               
ii) Supongamos .0<c    Sabemos   que    )())(( xcfxcf =      y     fDomx∈ .    
    Por  hipótesis  −∞=

→
)(lim

0

xf
xx

   significa  que   a   cada   número 0>M   le  corresponde 

    un  número 0>δ    tal  que  si  fDomx∈      y    δ<−< 00 xx   entonces Mxf −<)( .  

    Sea  0>N      y      tomamos       0>−=
c
NM ,        entonces   si   δ<−< 00 xx         se   

    tiene         que    NcMMcxcfxcf =−=−>= )()())((          ∞=∴
→

)(lim
0

xcf
xx

.                                                

 
                                                                                                                               � 
 
Corolario 1. ( ) −∞=−⇔∞=

→→
)(lim)(lim

00

xfxf
xxxx

. 

 
Demostración:  
 
 

)⇒   Por hipótesis ∞=
→

)(lim
0

xf
xx

. Como  01<− , aplicando el Teorema 1c)ii)  se tiene que         

        ( ) .)(lim)()1(lim
00

−∞=−=−
→→

xfxf
xxxx

 

                                                          �   
 

)⇐    Por hipótesis ( ) −∞=−
→

)(lim
0

xf
xx

. Como 01<− , aplicando el Teorema 2ii)  se tiene 

que         
        .)(lim))((lim))()(1(lim

000

∞==−−=−−
→→→

xfxfxf
xxxxxx

 

                                                                                      �   
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Corolario 2. Si  −∞=
→

)(lim
0

xf
xx

      y      −∞=
→

)(lim
0

xg
xx

,   entonces 

 
 
a)  [ ] −∞=+

→
)()(lim

0

xgxf
xx

   

 
b)  [ ] ∞=⋅

→
)()(lim

0

xgxf
xx

  

c)    0
)(

1lim
0

=
→ xfxx

, si  0)( ≠xf  

 

 
Demostración: 
 
a)  Como −∞=

→
)(lim

0

xf
xx

  entonces  por el Teorema 2ii)    ( ) ∞=−
→

)(lim
0

xf
xx

.  

Análogamente  se   tiene  que   ( ) ∞=−
→

)(lim
0

xg
xx

   entonces      ( ) ∞=−−
→

)()(lim
0

xgxf
xx

   

por   el Teorema 1a),      pero        ( ) ∞=+−=−−
→→

))((lim)()(lim
00

xgfxgxf
xxxx

              

    aplicando el corolario1    
    −∞=+⇔∞=+−

→→
))((lim))((lim

00

xgfxgf
xxxx

  entonces   [ ] −∞=+
→

)()(lim
0

xgxf
xx

.                                

                                                                                                                                              � 
                                        
 
 
b) Como −∞=

→
)(lim

0

xf
xx

   por  el Teorema 2ii)   ( ) ∞=−
→

)(lim
0

xf
xx

.  

    Análogamente se   tiene   que     ( ) ∞=−
→

)(lim
0

xg
xx

      entonces   [ ] [ ] ∞=−−
→

)()(lim
0

xgxf
xx

  

    por  el Teorema   1b),    pero      [ ] [ ] [ ] ∞=⋅=−−
→→

)()(lim)()(lim
00

xgxfxgxf
xxxx

.   

                                                                                                                             � 
 
 
 
 
c) Como   −∞=

→
)(lim

0

xf
xx

     por  el Teorema 2ii)    ( ) ∞=−
→

)(lim
0

xf
xx

.      

    Por   el Teorema    1d)           0
)(

1lim
0

=
−→ xfxx

     y    por las  propiedades  de  límite 

    ( ) 00
)(

1lim
)(

1lim
)(

1lim
000

=−=
−

−=
−−

=
→→→ xfxfxf xxxxxx

. 

                                                                                           � 
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Corolario 3.  Si  ∞=
→

)(lim
0

xf
xx

      y      −∞=
→

)(lim
0

xg
xx

,  entonces   

 
      

a)   i)  [ ] ∞=−
→

)()(lim
0

xgxf
xx

    

                     
          ii) [ ] −∞=−

→
)()(lim

0

xfxg
xx

             
 

b)   [ ] −∞=⋅
→

)()(lim
0

xgxf
xx

  

 
 
 
Demostración:  
 
 
a) i) [ ] ( )[ ])()(lim)()(lim

00

xgxfxgxf
xxxx

−+=−
→→

.  Como   −∞=
→

)(lim
0

xg
xx

    por el Teorema 

2ii) 
     ( ) ∞=−

→
)(lim

0
xg

xx
,    entonces      ( )[ ] ∞=−+

→
)()(lim

0

xgxf
xx

    por   el    Teorema 1a),    

pero 
     ( )[ ] [ ] ∞=−=−+

→→
)()(lim)()(lim

00

xgxfxgxf
xxxx

. 

                                                                           � 
 
 
 
 
a) ii) 

[ ] ( )[ ] ( )[ ] [ ])()(lim)()(lim)()(lim)()(lim
0000

xgxfxgxfxfxgxfxg
xxxxxxxx

−−=+−=−+=−
→→→→

  

       pero      por   el    corolario 1          y       el    corolario 3a)i)  
      [ ] [ ] −∞=−−⇔∞=−

→→
)()(lim)()(lim

00

xgxfxgxf
xxxx

. 

                                                                                            � 
 
 
 
b) Como  −∞=

→
)(lim

0
xg

xx
,   por   el   Teorema 2ii)   ( ) ∞=−

→
)(lim

0

xg
xx

,   por   el   Teorema 

1b) 
( ) ( )[ ] ∞=−⋅

→
)()(lim

0

xgxf
xx

    pero    ( ) ( )[ ] [ ] ∞=⋅−=−⋅
→→

)()(lim)()(lim
00

xgxfxgxf
xxxx

  y 

 por el corolario 1        [ ] ( )[ ] −∞=⋅−−⇔∞=⋅−
→→

)()(lim)()(lim
00

xgxfxgxf
xxxx

   

     [ ] −∞=⋅∴
→

)()(lim
0

xgxf
xx

. 
                                                                 � 
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 Teorema 3: Si  Lxf
xx

=
→

)(lim
0

   y   0)(lim
0

xtg
tt

=
→

  ,   fDomg ⊂Im , y   si  existe  un 

número 
      0>c    tal que 0)( xtg ≠     siempre  que  ctt <−< 00    entonces       ( ) Ltgf

tt
=

→
)(lim

0

o  

.  
 
Demostración:   
 
      Dado ,0>ε  como el Lxf

xx
=

→
)(lim

0

,  0>∃ η  tal que si fDomx∈    y  η<−< 00 xx  

      entonces   ε<− Lxf )( , por hipótesis si ctt <−< 00  entonces 0)( xtg ≠       de 
donde, 
      si     ctt <−< 00    entonces   0)(0 xtg −< .   

     Además,  como 0)(lim
0

xtg
tt

=
→

   entonces para   ,η    existe  01 >δ   tal  que si   gDomt∈   

     y        100 δ<−< tt     entonces    η<− 0)( xtg . 

     Sea     { }1,min δδ c= ,      entonces      si       δ<−< 00 tt      entonces     100 δ<−< tt   

      y          ctt <−< 00         entonces       0)(0 xtg −<     y    η<− 0)( xtg ,         es 
decir,  
     η<−< 0)(0 xtg   si   δ<−< 00 tt , como   fDomg ⊂Im   entonces ε<− Ltgf ))((  

      de  donde      ( ) .)(lim
0

Ltgf
tt

=
→

 

                                                    �    
 
 
Teorema 4: Si f    es    continua    en  0µ ,     0)(lim

0

µ=
→

xg
xx

    e    fDomg ⊂Im   entonces  

      ( ) ( )0)(lim
0

µfxgf
xx

=
→

o .     

 
                                                                
Demostración: 
 
    Como f    es  continua    en  0µ ,     para cada   0>ε    0>∃ η    tal que si fDom∈µ  

    y    ηµµ <− 0     entonces    εµµ <− )()( 0ff .  

   Además como  0)(lim
0

µ=
→

xg
xx

   para   00 >∃> δη      tal  que  si      gDomx∈  

   y       δ<−< 00 xx      entonces     ηµ <− 0)(xg . 

   Ahora  si   gfDomx o∈     y   δ<−< 00 xx     entonces   gDomx∈    y   por  hipótesis 

   ηµ <− 0)(xg  y  además fDomxg ∈)(    y  ( ) εµ <− )()( 0fxgf . 
    Por   lo   que   se   ha   mostrado   que   para   cualquier  número  00 >∃> δε        tal    
    que   si    gfDomx o∈        y       δ<−< 00 xx     entonces   ( ) εµ <− )()( 0fxgf o ,  

    es decir,          ( ) ( )0)(lim
0

µfxgf
xx

=
→

o . 

                                                              �  
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 Teorema 5: Si 1)(lim
0

≠=
→

Lxf
xx

     y      ∞±=
→

)(lim
0

xg
xx

, se cumple lo siguiente: 

 
a) Si    1)(lim

0

>
→

xf
xx

       y    ∞=
→

)(lim
0

xg
xx

   entonces   [ ] .)(lim )(

0

∞=
→

xg

xx
xf  

b) Si  1)(lim0
0

<<
→

xf
xx

   y   ∞=
→

)(lim
0

xg
xx

   entonces     [ ] .0)(lim )(

0

=
→

xg

xx
xf  

c) Si    1)(lim
0

>
→

xf
xx

       y   −∞=
→

)(lim
0

xg
xx

  entonces    [ ] .0)(lim )(

0

=
→

xg

xx
xf  

d) Si 1)(lim0
0

<<
→

xf
xx

    y   −∞=
→

)(lim
0

xg
xx

   entonces  [ ] .)(lim )(

0

∞=
→

xg

xx
xf    

 
 
Demostración:  
 
 

     Se usará el hecho de que  e xfxgxg
xf )(ln)()(
)( ⋅= . Así,  

[ ] e xfxg

xx

xg

xx
xf )(ln)()(

00

lim)(lim ⋅

→→
= . 

 
       Escribimos 
 

ee xfxg

xx

µ

µµ 00

limlim )(ln)(

→

⋅

→
=          donde      µ=)(ln)( xfxg        y     0)(ln)(lim

0

µ=
→

xfxg
xx

  

donde 0µ  puede ser ∞± . 
 
     
a) Por      hipótesis    1)(lim

0

>
→

xf
xx

      y     ∞=
→

)(lim
0

xg
xx

.    Entonces por el Teorema 4 

    0)(lnlim
0

>
→

xf
xx

, de donde ∞=⋅
→

)(ln)(lim
0

xfxg
xx

, así,      

[ ] ∞===
∞→

⋅

→→ ee xfxg

xx

xg

xx
xf µ

µ
limlim)(lim )(ln)()(

00

 

    con     µ=⋅ )(ln)( xfxg .   [ ] ∞=∴
→

)()(lim
0

xg

xx
xf . 

                                                                                    � 
 
 
 
b) Por      hipótesis      1)(lim0

0

<<
→

xf
xx

     y      ∞=
→

)(lim
0

xg
xx

,      entonces  0)(lnlim
0

<
→

xf
xx

 

    Así   −∞=⋅
→

)(ln)(lim
0

xfxg
xx

  de donde  [ ] ee xfxg

xx

xg

xx
xf µ

µ ∞−→

⋅

→→
== limlim)(lim )(ln)()(

00

     con    

   µ=⋅ )(ln)( xfxg . [ ] 0lim)(lim
)(

0

==∴
∞−→→ e

xg

xx
xf µ

µ
. 

                                                                                     � 
 
 
c) Por      hipótesis    1)(lim

0

>
→

xf
xx

       y      −∞=
→

)(lim
0

xg
xx

,      entonces    0)(lnlim
0

>
→

xf
xx
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    Así    −∞=⋅
→

)(ln)(lim
0

xfxg
xx

   [ ] ee xfxg

xx

xg

xx
xf µ

µ −∞→

⋅

→→
==∴ limlim)(lim )(ln)()(

00

   con   

   µ=⋅ )(ln)( xfxg .   [ ] 0lim)(lim
)(

0

==∴
−∞→→ e

xg

xx
xf µ

µ
. 

                                                                                      � 
 
d) Por      hipótesis    1)(lim0

0

<<
→

xf
xx

     y      −∞=
→

)(lim
0

xg
xx

,     entonces   0)(lnlim
0

<
→

xf
xx

 

    Así   ∞=⋅
→

)(ln)(lim
0

xfxg
xx

      [ ] ee xfxg

xx

xg

xx
xf µ

µ ∞→

⋅

→→
==∴ limlim)(lim )(ln)()(

00

   con    

    µ=⋅ )(ln)( xfxg . [ ] ∞==∴
∞→→ e

xg

xx
xf µ

µ
lim)(lim

)(

0

. 

                                                                                  � 
 
Ejemplos. Calcular los siguientes límites  
 

a) .)1(lim
2

)2(

1

2

−

→
+

x

x
x  

 
    Solución: 

    Como 3)1(lim
2

=+
→

x
x

      y        ∞=
−

→ 22
)2(

1lim
x

x
       entonces        ∞=+

−

→

2
)2(

1

2
)1(lim

x

x
x . 

 
 
                                          

Y

X

-2

2

4

6

-2 2 4 6

 
  
                                                                                                          � 
 
 
 

b) .)1(lim

4

3
1

3
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→
−

x

x

x
x  
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    Solución: 

    Como  
3
2)1(lim

3
1

=−
→

x
x

       y        ∞=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −→

4
3
1

3
1

lim
x

x
x

       entonces        

0)1(lim

4

3
1

3
1

=−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→

x

x

x
x .                

Y

X

-1

1

2

-5 -4 -3 -2 -1 1

 
                                                                                                                    � 

c) .)27(lim
2

1

0

x

x
x

−

→
−  

 
    Solución: 

   Como  7)27(lim
0

=−
→

x
x

       y          −∞=
−

→ 20

1lim
x

x
     entonces        0)27(lim

2
1

0
=−

−

→

x

x
x . 

Y

X

-1

1

2

3

-4 -2 2 4
 

 
 

                                                                                                     � 

d) .)sen(lim

2

4
tan

4

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

→

π

π

x

x
x  

 
 
    Solución: 



 20

   Como   
2

1)sen(lim
4

=
→

x
x π

                   y                      −∞=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

→

2

4
4

tanlim π
π

x
x

     

 

   entonces     ∞=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

→

2

4
tan

4

)sen(lim

π

π

x

x
x . 

 
 

2

4

6

8

-10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8

Y

X 
 
 
                                                                                                                       � 
 
 
 
 
Para el caso en el que  1)(lim

0

=
→

xf
xx

    y      ∞=
→

)(lim
0

xg
xx

,   podemos proceder de la  

siguiente manera: 
 

 Sea   ( )
( )

( )

( )

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−

−+

−

=−+=
1)(

1

1)(
1)()(

)(

1)(1

1)()(

11)()(
xfxf

xfxg
xg

xf

xfxg

xfxf  

 
 
Sea      1)()( −= xfxα      por  lo  que  se  tiene   
 
 

( )

( ) ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⋅

−+

−

=
− )(

1

1)(

1

)(1

)()(

1)(1

1)()(

xxf

x

xxg

xf

xfxg

α

α

α
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 y  como  el  1)(lim
0

=
→

xf
xx

  se tiene que  01)(lim)(lim
00

=−=
→→

xfx
xxxx

α . Así    

( ) ( ) e
x

xx
x =+=+

→→

µ

µ

α

µα

1

0

)(
1

1lim)(1lim
0

   entonces  

( ) e xxg

xx

x

xxg

xx
x

)()(
)(

1
)()(

00

limlim )(1
α

α

α

α
⋅

→

⋅

→
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+ . 

 
Ahora tenemos tres incisos: 
       i) Si Lxxg

xx
=

→
)()(lim

0

α    entonces    ee Lxxg

xx
=

→

)()(

0

lim α . 

 
Demostración: 
 
      Por  hipótesis  Lxxg

xx
=

→
)()(lim

0

α       entonces      

eee Lxxgxxg

xx
xx == →

→

)()(lim)()(
0

0

lim αα .            

                                                                                                                                                �     
 
       ii) Si ∞=

→
)()(lim

0

xxg
xx

α    entonces    ∞=
→ e xxg

xx

)()(

0
lim α . 

 
Demostración: 
 
     Por  hipótesis  ∞=

→
)()(lim

0

xxg
xx

α    y  hacemos  )()( xxg αµ =        así   tenemos  

    ∞==
∞→→ ee xxg

xx

µ

µ

α limlim )()(

0

. 

                                                         � 
 
       iii) Si −∞=

→
)()(lim

0

xxg
xx

α    entonces    0lim )()(

0
=

→ e xxg

xx

α . 

 
 Demostración: 
 
      Por hipótesis  −∞=

→
)()(lim

0

xxg
xx

α    y  hacemos  )()( xxg αµ =     así  tenemos    

     0limlim )()(

0

==
−∞→→ ee xxg

xx

µ

µ

α . 

                                                          � 
 
Ejemplos. Calcular los siguientes límites  

 i)   .)32(lim
2

1

2

−

→
−

x

x
x  

       
      Solución: 
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     ,
2

1)(,32)(
−

=−=
x

xgxxf  

     ,
2

1lim,132lim
22

∞=
−

=−
→→ x

x
xx

         y   sea       42)( −= xxα ,     entonces 

     

     22lim
2

1)2(2lim
2

1)42(lim)()(lim
2222

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
⋅−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
⋅−=⋅

→→→→ xxxx x
x

x
xxgxα . 

 
     Por lo tanto 

     eee x
x

x

x

x
x 2

2
2

1)42(

2

2
1

2
limlim)32(lim ===−
→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
⋅−

→

−

→

µ

µ
. 

 
 

Y

X
-2

2
4
6
8

12
10

14

-10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8
 

                                                                                                        �                                              

ii) 
( )

.22lim
41

1

2

1

x

x
xx

−

→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−  

       
      Solución: 

    
( )

,
1

1)(,22)( 4

2

x
xgxxxf

−
=+−=  

     
( )

∞=
−

=+−
→→ 41

2

1 1
1lim,122lim
x

xx
xx

,         y    sea       ( ) ,1)( 2xx −=α    entonces 

 

     ( )
( ) ( )

∞=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
⋅−=⋅

→→→ 214
2

11 1
1lim

1
11lim)()(lim

xx
xxgx

xxx
α . 

      
     Por lo tanto 

     
( ) ( )

( ) ∞===⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

∞→
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
⋅−

→

−

→ ee x
x

x

x

x
xx µ

µ
limlim22lim 4

2
4

1
11

1

1
1

2

1
. 
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Y

X
-2

2

4

6

8

-10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8
                                                              

                                                                                                                 � 

iii) 
( )

.)(coslim
21cos

1

0

−

→

x

x
x  

    
( )

,
1cos

1)(,cos)( 2−
==

x
xgxxf  

      
( )

,
1cos

1lim,1coslim 200
∞=

−
=

→→ x
x

xx
         y     sea     ,1cos)( −= xxα   entonces 

 

     
( )

∞−=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
⋅−=⋅

→→→ 1cos
1lim

1cos
1)1(coslim)()(lim

0200 xx
xxgx

xxx
α  ya que 01cos <−x  

 
     para cualquier x . Por lo tanto: 
      

( )
( ) 0limlim)(coslim 2

2

1cos
1)1(cos

0

1cos
1

0
===

∞−→
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
⋅−

→

−

→ ee x
x

x

x

x
x µ

µ
. 

 
 

Y

X

-1

1

-4 -2 2 4

 
 
                                                                                                                                           �  
 
Teorema 6: Si ∞=

→
)(lim

0

xf
xx

  y  0>∃ c    tal que  )()()( 0xVxxcgxf ∈∀≤  entonces 

∞=
→

)(lim
0

xg
xx

. 
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Demostración:  Sea 0P.d.,0 >∃> δM    tal que si   δ<−< 00 xx   entonces  
Mxg >)( .  

Sea 01 >= cMM . Como ∞=
→

)(lim
0

xf
xx

  01 >∃ δ  tal que si   100 δ<−< xx   entonces   

1)( Mxf > .  
Como   )()( xcgxf ≤    )( 0xVx∈∀ , 02 >∃ δ  tal que si   200 δ<−< xx     entonces   

)()( xcgxf ≤ . 
Tomamos { }21,min δδδ = , entonces si δ<−< 00 xx  se tiene que 100 δ<−< xx    y   

200 δ<−< xx    de donde  1)()( Mxfxcg >≥     y    M
c

Mxg =≥
1)(       

∞=∴
→

)(lim
0

xg
xx

. 

                                                                                                                                                � 
 
 
 

Ejemplo: Sea    4,1)( 2 == c
x

xf       y       2
2

1)(
x

xg =  

 

∞=
→ 20

1lim
x

x
             y            x

xx
∀≥ 22

12                 entonces      ∞=
→ 20

2

1lim
x

x
. 

 
 
 
En la figura siguiente aparecen: )(xf  en azul, )(xg  en rojo y )(xcg  en negro. 
 
 
 

2

4

6

-4 -2 2 4

Y

X  
 
                                                                     
                                                                                                                              �                                               
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SEGUNDA PARTE 

 
               En esta sección, consideraremos límites de funciones en los que la variable crece 
o decrece indefinidamente. Abordaremos los casos en los que el límite de la función existe 
o bien, el límite de la función  es ∞  o .∞−   

 

Definición 7: Sea f una función definida en ( )∞,a . Un número L  es el límite de la función 
f  cuando x  crece  indefinidamente, si para cada 0>ε  existe un número real 0>N   tal 

que ε<− Lxf )(  siempre que ( )∞∈ ,ax   y  Nx > . 

La notación para este caso es:   Lxf
x

=
∞→

)(lim  

Y

XN

f (x)

(
)

L - ε

L + ε

Y

XN

f (x)

(
)

L - ε

L + ε

 

Ejemplo 7: Sea  
x

xf 1)( = .   Probar que  .0)(lim =
∞→

xf
x

             

 Demostración: Dado ,0>ε  elegimos .1
ε

=N   Entonces 

                         ε=<⇒>
Nx

Nx 11   de donde ε<=−
xx
101 . 

                         01lim =∴
∞→ xx

.                                      

                                       

Y

X

-4

-2

2

4

-4 -2 2 4 6 8

                        
 

                                                                                                                                    � 
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Definición 8: Sea f una función definida en ( )b,∞−  Un número L   es el límite de la 
función  f   cuando  x   decrece indefinidamente, si para cada  0>ε    existe un número 
real 0>N   tal que   ε<− Lxf )( siempre que ( )bx ,∞−∈   y   Nx −< . 

La notación para este caso es: Lxf
x

=
∞−→

)(lim  

 
Y

X-N

f (x)

L - ε

L + ε

Y

X-N

f (x)

L - ε

L + ε

 
 

Ejemplo 8: Sea  
x

xxf 1)( +
= .   Probar que .1)(lim =

∞−→
xf

x
 

Demostración: Dado ,0>ε   elegimos .1
ε

=N   Entonces 

                         
NxNx

Nx 1111
<−⇒

−
>⇒−<   pero  

xx
101

−=−    

                         y   como    0<x  

                         ( ) 111111111011010 −+=+−=−−=−=−=−
xxxxxx

      

                          11lim111
=

+
∴=<−

+
=

∞→ x
x

Nx
x

x
ε . 

 

-4

-2

2

4

-6 -4 -2 2 4 6 8

Y

X

 
                                                                                                                                      � 
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Teorema 7: Si c es un número real y MxgLxf
xx

==
∞→∞→

)(lim,)(lim   entonces  las siguientes 

     propiedades son válidas. 
 
 
      a) ( ) MLxgxfxgxf

xxx
+=+=+

∞→∞→∞→
)(lim)(lim)()(lim  

 
      b) ( ) ( ) ( ) MLxgxfxgxf

xxx
⋅=⋅=⋅

∞→∞→∞→
)(lim)(lim)()(lim  

 
      c) ( ) ( ) Lcxfcxcf

xx
⋅==

∞→∞→
)(lim)(lim  

 

      d) 
Lxfxf

x
x

1
)(lim

1
)(

1lim ==
∞→

∞→
     si   0≠L  

 
Demostración: 
       
       a) Sabemos que Lxf

x
=

∞→
)(lim ,  Mxg

x
=

∞→
)(lim    y   gDomfDomgfDom ∩=+  

           entonces   tenemos   que    Lxf
x

=
∞→

)(lim    significa que  para cada ∃> 01ε un  

          01 >N    tal  que  si   fDomx∈     y    1Nx >     entonces   1)( ε<− Lxf        y 
           Mxg

x
=

∞→
)(lim    significa  que   para    cada  ∃> 02ε  un  02 >N   tal   que   si        

           gDomx∈    y    2Nx >    entonces   2)( ε<− Mxg   . 
 

           Sea 0>ε   y  21 2
εεε == ,   así      si      gDomfDomgfDomx ∩=+∈     y  

          { },,max 21 NNN =     si  Nx >             entonces 
          ≤−+−=+−+ MxgLxfMLxgxf )()()()()(  

                                                                                 εεε
=+<−+−≤

22
)()( MxgLxf  

          ( ) )(lim)(lim)()(lim xgxfMLxgxf
xxx ∞→∞→∞→

+=+=+∴  .      

                                                                                        � 
 
 
 
       b) Sabemos que  Lxf

x
=

∞→
)(lim ,  Mxg

x
=

∞→
)(lim     y   gDomfDomgfDom ∩=⋅  

           entonces   tenemos   que    Lxf
x

=
∞→

)(lim    significa que  para cada ∃> 01ε un  

          01 >N    tal  que  si   fDomx∈     y    1Nx >     entonces   1)( ε<− Lxf        y 
           Mxg

x
=

∞→
)(lim    significa  que   para    cada  ∃> 02ε  un  02 >N   tal   que   si        

           gDomx∈    y    2Nx >    entonces   2)( ε<− Mxg   . 
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         Como     Mxg
x

=
∞→

)(lim   para  1'=ε 03 >∃ N  tal que si gDomx∈    y  3Nx >  

         entonces    1)( <− Mxg . 
 
         Así, como        1)()( <−≤− MxgMxg           entonces           1)( +< Mxg . 
 

Sea 0>ε , así si gDomfDomgfDomx ∩=⋅∈ , { }321 ,,max NNNN = , 
Nx >   entonces MLLxgLxgxgxfMLxgxf ⋅−+−⋅=⋅−⋅ )()()()()()(  

 

                                          
( ) ( )

( ) ( )MxgLLxfxg

MxgLLxfxg

−+−≤

−+−=

)()()(

)()()(
                      

                                        
 MxgLLxfxg −+−= )()()(  

         

Sea ( )121 +
=

M
εε    entonces    ( )12

)( 1 +
=<−

M
Lxf εε   y  sea 

L22
εε =          

entonces 

            ( )12
)( 2 +

=<−
L

Mxg εε  ,   por   lo   que    tenemos  

            ( ) ( ) εεεεε
=⋅+=+

+
+<−+−

22212
1)()()(

L
L

M
MMxgLLxfxg   

 
            de donde ε<⋅−⋅ MLxgxf )()( . 
 
            ( ) ( ) ( ).)(lim)(lim)()(lim xgxfMLxgxf

xxx ∞→∞→∞→
⋅=⋅=⋅∴  .      

                                                                                             � 
 
 
 
 
       c)   Sabemos  que    Lxf

x
=

∞→
)(lim ,    y   también   que       cc

x
=

∞→
lim           entonces   

 
             ( ) ( ) ( ))(limlim)(lim xfcxcf

xxx ∞→∞→∞→
⋅=      por  el    inciso  b),      entonces   

 
            ( ) ( ) ( ) ( ))(lim)(lim)(lim)(limlim xfcxcfxfcLcxfc

xxxxx ∞→∞→∞→∞→∞→
=∴⋅=⋅=⋅  

                                                                                                                            � 
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d)  Sabemos  que   Lxf
x

=
∞→

)(lim    si   0≠L ,   así   01 >∃ N   tal que si ,1Nx >     

   fDomx∈    entonces   0)( ≠xf .  

           Sea   ∃< ,
21

L
ε     02 >N     tal  que   si     2Nx > ,   fDomx∈       entonces 

          1)( ε<− Lxf                pero            

2
)()()( 1

L
LxfxfLxfL <<−=−≤− ε ,     

           de  donde   ,
2

)(
L

xfL <−     así   ,)(
2

xf
L
<     de    donde    

Lxf
2

)(
1

< .          

          Ahora    sea    
2

2
2

εε L= ,   03 >∃ N     tal    que    si         fDomxNx ∈> ,3     

         entonces     2)( ε<− Lxf .      
       
         Sea   { } ,,si,,max 321 fDomxNxNNNN ∈>=  entonces 0)( ≠xf     de  

         donde                   
2

)(y2
)(

1 2 εLLxf
Lxf

<−<                            entonces 

        <−=−
⋅

=
⋅

−
=

⋅
−

=− Lxf
Lxf

Lxf
LxfLxf

xfL
Lxf
xfL

Lxf
)(

)(
1)(

)(
1

)(
)(

)(
)(1

)(
1  

 

         ε
ε
=<−⋅<

2
2)(12

2

2

L

L
Lxf

LL
                   

)(lim
11

)(
1lim

xfLxf
x

x
∞→

∞→
==∴  

                                                                                                                                 � 
 
 
 

Teorema 8:    
⎩
⎨
⎧

<
>∞

=
∞→ 0si0

0si
lim

α
αα

x
x

             ∈α Ρ. 

 
 
Demostración: 
       

       Podemos expresar e x

xx
x lnlimlim αα

∞→∞→
=   lo que se reduce a calcular  x

x
lnlimα

∞→
. 

 
 
     Caso 1: Si 0>α  
 

       Sea ,0>M    si e
M

x α>   entonces 
α

α Mx e
M

=> lnln    de donde  ,ln Mx >α    

       así  .limlnlim ln ∞=∴∞=
∞→∞→ e x

xx
x αα         

 
                                                                              � 
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      Caso 2: Si 0<α  
 

         Sea ,0>M    si e
M

x α−>   entonces 
α

α Mx e
M

−=> −lnln    de donde  ,ln Mx −<α    

       así  .0limlnlim ln =∴∞−=
∞→∞→ e x

xx
x αα         

 
                                                                              � 
 
 
 
 
El resultado anterior nos será útil para probar el siguiente: 
 
 

Teorema 9:     

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

<

<>∞−

>>∞

=
++++

++++
−

−

−

−

∞→

mn
b
a

mn
b
amn

b
amn

bxbxbxb

axaxaxa

m

n

m

n

m

n

m
m

m
m

n
n

n
n

x

si

si0

0ysi

0ysi

lim
01

01

1
1

1
1

L

L  

 
 
Demostración: 

 

Al factorizar en el numerador   
n

nxa    y en el denominador    
m

mxb   se tiene que: 

 

 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+⋅++⋅+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+⋅++⋅+

=
++++

++++

−

−

−

−

∞→−

−

−

−

∞→

m
m

m
mm

mm
m

n
n

n
nn

nn
n

xm
m

m
m

n
n

n
n

x

xb
b

xb
b

xb
bxb

xa
a

xa
a

xa
axa

bxbxbxb

axaxaxa

1111

1111

limlim
01

01

01

01

1

1

1

1

1
1

1
1

L

L

L

L

 

 

como   
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅+⋅++⋅+

⋅+⋅++⋅+

=
⋅+⋅++⋅+

⋅+⋅++⋅+

−

−

−

−

∞→

−

−

−

−

∞→

m
m

m
mm

m

n
n

n
nn

n

x

m
m

m
mm

m

n
n

n
nn

n

x

xb
b

xb
b

xb
b

xa
a

xa
a

xa
a

xb
b

xb
b

xb
b

xa
a

xa
a

xa
a

1111

1111

lim
1111

1111

lim
01

01

01

01

1

1

1

1

1

1

1

1

L

L

L

L

 

                                                                                                        

                                                                                         

m
mxm

mxm

m

xx

n
nxn

nxn

n

xx

xb
b

xb
b

xb
b

xa
a

xa
a

xa
a

1lim1lim1lim1lim

1lim1lim1lim1lim

01

01

1

1

1

1

⋅+⋅++⋅+

⋅+⋅++⋅+

=

∞→−∞→

−

∞→∞→

∞→−∞→

−

∞→∞→

L

L

 

                                           

mxm
mxmxm

m

nxn
nxnxn

n

xb
b

xb
b

xb
b

xa
a

xa
a

xa
a

1lim1lim1lim1

1lim1lim1lim1

01

01

1

1

1

1

∞→−∞→∞→

−

∞→−∞→∞→

−

++++

++++

=
L

L

 

1
1
1

0001

0001

01

01

1

1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⋅+⋅++⋅+

⋅+⋅++⋅+
=

−

−

mmm

m

nnn

n

b
b

b
b

b
b

a
a

a
a

a
a

L

L
 

entonces se tiene que: 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+⋅++⋅+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+⋅++⋅+

=
++++

++++

−

−

−

−

∞→−

−

−

−

∞→

m
m

m
mm

mm
m

n
n

n
nn

nn
n

xm
m

m
m

n
n

n
n

x

xb
b

xb
b

xb
bxb

xa
a

xa
a

xa
axa

bxbxbxb

axaxaxa

1111

1111

limlim
01

01

01

01

1

1

1

1

1
1

1
1

L

L

L

L  

 

                                                          m
m

n
n

x
xb

xa
∞→

= lim . 
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Caso 1:  Si  mn >     entonces     0>−mn    

 

    Subcaso 1: 0>
m

n

b
a    por el teorema  anterior 

                     ∞===
−

∞→

−

∞→∞→

mn

xn

nmn

m

n

xm
m

n
n

x
x

b
ax

b
a

xb

xa limlimlim  

 

   Subcaso 2: 0<
m

n

b
a    por el teorema  anterior 

                     ∞−===
−

∞→

−

∞→∞→

mn

xn

nmn

m

n

xm
m

n
n

x
x

b
ax

b
a

xb

xa limlimlim  

 

 

Caso 2:  Si  mn <    entonces    0<−mn     así  

                      
mn

xm

nmn

m

n

xm
m

n
n

x
x

b
ax

b
a

xb

xa −

∞→

−

∞→∞→
== limlimlim  

                     Por el teorema anterior 

                      00lim =⋅=
−

∞→ m

nmn

xm

n

b
ax

b
a  

 

 

Caso 3:  Si  mn =      entonces     0=−mn    así 

 

            ( )
m

n

m

n

xm

n

xm

n

x

mn

m

n

xm
m

n
n

x b
a

b
a

b
ax

b
ax

b
a

xb

xa
===⋅=⋅=

∞→∞→∞→

−

∞→∞→
lim1limlimlimlim

0
 

                                                                                                                     � 
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Ejemplos: 

 

Caso 1:  mn >  

 

   Subcaso 1: 0>
m

n

b
a .   

    ∞==
+−−

+−++−
∞→∞→

2

23

2345

8
3lim

1598

21910723lim x
xxx

xxxxx
xx

. 

 
 
 

                                            

Y

X

-20

-10

10

-15 -10 -5 5 10

    
                                                                                    � 

      Subcaso 2: 0<
m

n

b
a .  

      −∞=−=
−−+−

+−
∞→∞→

4

23

27

7
6lim

12947

326lim x
xxx

xx
xx

. 

 
 

                                          

Y

X

-30

-10

20

-20 -10 10

 
 
 
                                                                                                 �                            
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Caso 2:   mn <  
 

    02lim
1
2lim

58

32lim
1

3

2

===
+−

+−
∞→

−

∞→∞→ x
x

xx

xx
xxx

. 

 
 
 

                                          

Y

X

-15

-10

-5

5

10

-15 -10 -5 5 10

                                        
 
                                                                                                 � 
 
 
Caso 3:  mn =       
     

( ) ( ) 72
98

lim
5

41292754368
lim

5

2332lim 5

23

5

223

5

23

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

=
+

−+
∞→∞→∞→

x

xx

x

xxxxx

x

xx
xxx

 
 
 

                       

Y

X

20

40

60

80

-100 -80 -60 -40 -20 20 40 60 80  
                                             

                                                                                                                         �                 
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Teorema 10: Si  Lxf
xx

=
→

)(lim
0

   y   0)(lim xtg
t

=
∞→

, fDomg ⊂Im , y   si  existe  un número 

      0>M    tal que 0)( xtg ≠    siempre  que  Mt >    entonces       ( ) Ltgf
t

=
∞→

)(lim o  .  

 
 
Demostración:   
 
      Dado ,0>ε  como el Lxf

xx
=

→
)(lim

0

,  0>∃ η  tal que si fDomx∈    y  η<−< 00 xx  

      entonces  ε<− Lxf )( , por hipótesis 0)( xtg ≠   si  Mt >   entonces 0)(0 xtg −< . 
 
      Además   0)(lim xtg

t
=

∞→
   entonces  para esa 0,0 1 >∃> Nη   tal que si  gDomt ∈      y 

     1Nt >   entonces   η<− 0)( xtg .  
      
     Sea    { } gDomtNMN ∈= y,max 1     si  Nt >   entonces     η<−< 0)(0 xtg      y   

     como  fDomg ⊂Im   entonces ε<− Ltgf ))((   de   donde      ( ) .)(lim Ltgf
t

=∴
∞→

 

                                                                                                                                       �    
 
 
 
 
Teorema 11: Si f    es   continua    en  0µ ,     0)(lim µ=

∞→
xg

x
    e    fDomg ⊂Im   entonces  

      ( ) ( )0)(lim µfxgf
x

=
∞→

o .     

 
                                                             
Demostración: 
 
      Como f    es  continua    en  0µ ,     para cada   0>ε   0>∃ η   tal que si fDom∈µ  

      y    ηµµ <− 0     entonces    εµµ <− )()( 0ff . 
      
     Además como  0)(lim µ=

∞→
xg

x
   para  0>η ,  0>∃ N   tal  que  si gDomx∈   y  Nx >  

     entonces  ηµ <− 0)(xg . 
      
     Ahora  si    gfDomx o∈     y     Nx >      entonces    gDomx∈     y     ηµ <− 0)(xg   

      y  además fDomxg ∈)(    y  ( ) εµ <− )()( 0fxgf . 
      
      Por   lo  que  se  ha  demostrado  que  para   cualquier  número 0>ε   si gfDomx o∈   
       y    Nx >    entonces   ( ) εµ <− )()( 0fxgf o ,   es decir,         

( ) ( )0)(lim µfxgf
x

=
∞→

o . 
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                                                                                                                                                �   
Teorema 12: Si 1)(lim ≠=

∞→
Lxf

x
     y      ∞±=

∞→
)(lim xg

x
, se cumple lo siguiente: 

 
a) Si    1)(lim >

∞→
xf

x
       y    ∞=

∞→
)(lim xg

x
   entonces   [ ] .)(lim )( ∞=

∞→

xg

x
xf  

b) Si  1)(lim0 <<
∞→

xf
x

   y   ∞=
∞→

)(lim xg
x

   entonces     [ ] .0)(lim )( =
∞→

xg

x
xf  

c) Si    1)(lim >
∞→

xf
x

       y   −∞=
∞→

)(lim xg
x

  entonces    [ ] .0)(lim )( =
∞→

xg

x
xf  

d) Si 1)(lim0 <<
∞→

xf
x

    y   −∞=
∞→

)(lim xg
x

   entonces  [ ] .)(lim )( ∞=
∞→

xg

x
xf    

 
Demostración: 
 
      La demostración es análoga a la demostración del Teorema 5.  
 
 
Ejemplos. Calcular los siguientes límites 
 

a) .12lim
x

x x
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→
 

 
     Solución:  

     Como 212lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→ x
x

x
         y        ∞=

∞→
x

x
lim             entonces         ∞=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

x

x x
x 12lim . 

 

                         

Y

X

10

-15 -10 -5 5

5

10
                                       

                                                                                                             � 
 
 

b)  .
2

2lim
1+

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + x

x x
x  

 
      Solución:   

      Como  
2
1

2
2lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→ x
x

x
        y        ∞=+

∞→
1lim x

x
      entonces          0

2
2lim

1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + +

∞→

x

x x
x . 
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Y

X

10

20

30

-10 -5 5 10  
 
                                                                                             � 
 

c) .25lim
1 x

x x
x −

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

    Solución:  

    Como 525lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→ x
x

x
        y        ∞−=−

∞→
x

x
1lim       entonces          025lim

1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + −

∞→

x

x x
x . 

  
 

                                      

Y

X

-10 -5 5

5

10

10

15

   
                                                                                                       �                                  

d) .
7

1lim

2
1 x

x x
x −

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

 
    Solución: 

     Como  
7
1

7
1lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∞→ x
x

x
        y        ∞−=−

∞→

2
1lim x

x
      entonces          

∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − −

∞→

2
1

7
1lim

x

x x
x . 
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Y

X

10

15

-5 5

5

                                        
 
                                                                                                � 
 
Y  para  el  caso en el que  1)(lim =

∞→
xf

x
   y     ∞=

∞→
)(lim xg

x
,  sea  ,1)()( −= xfxα  entonces 

 

 i)   Si Lxxg
x

=
∞→

)()(lim α        entonces    ee Lxxg

x

xg

x
xf ==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞→∞→

)()()(

lim)(lim α  

ii)   Si ∞=
∞→

)()(lim xxg
x

α       entonces    ∞==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞→∞→ e xxg

x

xg

x
xf )()()(

lim)(lim α  

iii)  Si −∞=
∞→

)()(lim xxg
x

α     entonces    0lim)(lim )()()(

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞→∞→ e xxg

x

xg

x
xf α  

 
Demostración: 
 
       La demostración es análoga a la que hicimos para cuando x  se aproxima a un número  
       real 0x ,  por eso la omitimos. 

En los siguientes ejemplos escribiremos: ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⋅

=
)(

1

)(

)(1

)()(

)(
xxg

x

xxg

xf
α

α

α

. 

 
Ejemplos. Calcular los siguientes límites 
  

  i) .31lim
x

x x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→
 

 
Solución:. 

xxg
x

xf =+= )(,31)(  
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∞==+
∞→∞→

x
x xx

lim,131lim              y      sea   ,3)(
x

x =α     entonces 

 

33lim)()(lim =⋅=⋅
∞→∞→

x
x

xgx
xx

α . 

 
Por lo tanto 
 

eee x
x

x

x

x x
3

3

3

limlim31lim ===⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→

⋅

∞→∞→

µ

µ
. 

 
 

              

Y

X

10

20 40 60 80

e 3

                               
     
 
                                                                                                                                            � 

ii) .
3

23lim

2
x

x x
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→
 

 
 
Solución: 

2
)(,

3
23)( xxg

x
xxf =
+

=                

 
 

,lim,1
3

23lim
2

∞==
+

∞→∞→
x

x
x

xx
          y     sea      ,

3
2)(
x

x =α     entonces 

 

∞===⋅=⋅
∞→∞→∞→∞→ 3

2lim
3

2lim
3
2lim)()(lim

2
2 x

x
xx

x
xgx

xxxx
α . 

 
Por lo tanto 
 

∞===⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

⋅

∞→∞→ ee x
x

x

x

x x
x µ

µ
limlim

3
23lim

2

3
2

. 
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X
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                                                                                                              � 

iii) .
1
2lim

3
x

x x
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

∞→
 

 
Solución: 
 

,)(,
1
2)(

3
xxg

x
xxf =
−
−

=  

 

,lim,1
1
2lim

3
∞==

−
−

∞→∞→
x

x
x

xx
          y     sea          ,

1
1)(
−
−

=
x

xα    entonces 

 

∞−=−=
−

=
−

−
=⋅

−
−

=⋅
∞→∞→∞→∞→∞→

2
33

3
limlim

1
lim

1
1lim)()(lim x

x
x

x
xx

x
xgx

xxxxx
α . 

Por lo tanto 

0limlim
1
2lim

3
3

1
1

===⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

∞−→

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

∞→∞→ ee x
x

x

x

x x
x µ

µ
. 
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              Por último, analizamos el caso en el que los valores de la función crecen o 
decrecen indefinidamente a medida que los valores de la variable crecen o decrecen. 
 
Definición 9: Sea f una función definida en ( )∞,a . Decimos que f  tiende a ∞  cuando x  
tiende a ∞  si para cada número 0>M   hay un número  0>N    tal que Mxf >)(  
siempre que ( )∞∈ ,ax   y  Nx >  y escribimos:   ∞=

∞→
)(lim xf

x
. 

   N

Y

X

M

f (x

x

)

 
                      

Ejemplo 9:   Sea  .1)( += xxf     Probar que  .)(lim ∞=
∞→

xf
x

 

Demostración:     Sea  ,0>M   

                            P.d.    0>∃ N   tal que si  fDomx∈ , Nx >   

                            entonces  Mxf >)(  

                            sea  { }0,1max −> MN . 

                            Si   { } 10,1max −=− MM  

                            entonces 01 >−M  

                            1entoncessi −>>∴ MxNx  

                            lo que implica que  Mx >+1  

                            Si   { } 00,1max =−M      entonces     10 −> M  

                            lo que implica que  M>1   

                            0entoncessi >>∴ xNx   

                            esto significa que      Mx >>+ 11       

                            entonces por la definición 9.   ∞=+
∞→

1lim x
x

. 



 42

Y

X

-2

2

4

6

-2 2 4 6

 
                                                                                                  � 
 

Definición 10: Sea f una función definida en ( )∞,a . Decimos que f  tiende a  ∞−   cuando 
x  tiende a ∞  si para cada número 0>M   hay un número  0>N    tal que Mxf −<)(  
siempre que ( )∞∈ ,ax   y  Nx >   y  escribimos: ∞−=

∞→
)(lim xf

x
. 

  

N
Y

X

-M

x

f (x)

 
                         

 

Ejemplo 10:   Sea  .3)( xxf −=     Probar que  .)(lim −∞=
∞→

xf
x

 

 

Demostración:    Dado   ,0>M   sea  
3
MN =  

                            Si   ,Nx >    entonces   
3
Mx >  

                            esto significa que      Mx >3     

                            multiplicando por  1−     tenemos     Mx −<− 3  

                            entonces por la definición 10,   ∞−=−
∞→

x
x

3lim . 
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Y

X

-8

-6

-4

-2

2

-2 2 4

 
                                                                                                      � 
 

 

Definición 11: Sea f una función definida en ( )b,∞− . Decimos que f  tiende a  ∞   cuando 
x  tiende a ∞−  si para cada número 0>M   hay un número  0>N    tal que Mxf >)(  
siempre que ( )bx ,∞−∈   y  Nx −<   y escribimos: ∞=

∞−→
)(lim xf

x
 . 

                                    -N

Y

X

M

x

f (x)

 
 
                          

Ejemplo 11:   Sea  .)(
2

xxf =     Probar que  .)(lim ∞=
∞−→

xf
x

 

 

Demostración:    Dado   ,0>M   sea  MN =  

                            Si   ,Nx −<    entonces   Mx −<  

                            esto significa que      Mx >
2

,      

                            entonces por la definición 11,   ∞=
∞−→

2
lim x

x
. 
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Y
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                                                                                                  � 
 
 
 

Definición 12: Sea f una función definida en ( )b,∞− . Decimos que f  tiende a  ∞−   
cuando x  tiende a ∞−  si para cada número 0>M   hay un número  0>N    tal que 

Mxf −<)(  siempre que ( )bx ,∞−∈   y  Nx −<  y escribimos: ∞−=
∞−→

)(lim xf
x

 .  

 

                                      

-N
Y

X

-M

x

f (x)

 
                                          

Ejemplo 12:   Sea  .2
5

)( −=
xxf     Probar que  .)(lim −∞=

∞−→
xf

x
 

 

Demostración:   Sea  ,0>M   

                            P.d.    0>∃ N   tal que si  fDomx∈ , Nx −<   

                            entonces  Mxf −<)(  

                            sea  ( ){ }0,25max −> MN . 

                            Si   ( ){ } ( )250,25max −=− MM  

                            entonces ( ) 025 >−M  

                            esto significa que 202 >⇒>− MM  
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                            ( )25entoncessi −−<−<∴ MxNx  

                            lo que implica que  2
5

+−< Mx  

                            entonces  Mx
−<− 2

5
 

                            Si   ( ){ } 00,25max =−M      entonces     ( )250 −> M  

                            lo que implica que  MM >⇒−> 220   

                            ( )250si −−<<−<∴ MNx  

                             entonces    ( )25 −−< Mx   

                                                ( )2
5

−−< Mx  

                                                 2
5

+−< Mx  

                            esto significa que      Mx
−<− 2

5
      

                            entonces por la definición 12.   ∞−=−
∞−→

2
5

lim x
x

. 

 

 
Y

X

-3

-2

-1

1

2

-4 -2 2 4

 
                                                                                                       � 
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Teorema 13.   Si   ∞=
∞→

)(lim xf
x

    y    ∞=
∞→

)(lim xg
x

,  entonces                                                                                 

       
a)  [ ] ∞=+

∞→
)()(lim xgxf

x
. 

   
b)  [ ] ∞=⋅

∞→
)()(lim xgxf

x
. 

 
c)   Si  ∈c  Ρ,      entonces  i)   ∞=

∞→
)(lim xcf

x
,   si   0>c . 

                                            ii)   −∞=
∞→

)(lim xcf
x

, si  0<c . 

d)  Si además  0)( ≠xf  para cualquier ( )∞∈ ,ax , entonces 0
)(

1lim =
∞→ xfx

. 

 
 
Demostración: 
 
a)  Por hipótesis    ∞=

∞→
)(lim xf

x
   significa  que   para cada 01 >M   01 >∃ N     tal que si  

     fDomx∈   y   1Nx >     entonces    1)( Mxf >   y    ∞=
∞→

)(lim xg
x

     significa  que  para  

     cada  02 >M   02 >∃ N   tal que  si  gDomx∈     y   2Nx >    entonces  2)( Mxg > . 

     Sea  0>M , tomamos   21
2

MMM == .  Así,  si gDomfDomgfDomx ∩=+∈     y    

    { } NxNNN >= ,,max 21       entonces     
2

)( Mxf >        y        
2

)( Mxg >          de  donde  

      MMMxgxfxgf =+>+=+
22

)()())((       [ ] .)()(lim ∞=+∴
∞→

xgxf
x

    

                                                                                                                  � 
                                                                                                                                                                               
                                                                                                                                     
b)  Por hipótesis  ∞=

∞→
)(lim xf

x
,   ∞=

∞→
)(lim xg

x
  y  gDomfDomgfDom ∩=⋅ ,  entonces 

     tenemos que  ∞=
∞→

)(lim xf
x

   significa   que   para   cada  01 >M    01 >∃ N   tal  que si   

    fDomx∈    y    1Nx >    entonces   1)( Mxf >        y   ∞=
∞→

)(lim xg
x

 significa  que  para  

     cada  02 >M   02 >∃ N   tal que  si  gDomx∈     y   2Nx >    entonces  2)( Mxg > . 

      Sea  0>M , tomamos 21 MMM == .  Así,  si  gDomfDomgfDomx ∩=⋅∈      y    
    { } NxNNN >= ,,max 21       entonces     Mxf >)(      y      Mxg >)(         de  donde  
     MMMxgxfxgf =⋅>⋅=⋅ )()())((       [ ] .)()(lim ∞=⋅∴

∞→
xgxf

x
    

                                                                                                                � 
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c)i) Supongamos  0>c .    Por hipótesis    ∞=
∞→

)(lim xf
x

    significa  que para  cada  número   

    01 >M   0>∃ N   tal   que   si   fDomx∈      y    Nx >     entonces        1)( Mxf > . 

     Sea   0>M ,      tomamos     01 >=
c
MM ,       entonces     si      Nx >   se   tiene  que 

    McMxcfxcf =>= 1)())((     ∞=∴
∞→

)(lim xcf
x

.  

                                                                              � 
 
 
c)ii) Supongamos  0<c .  Por hipótesis     ∞=

∞→
)(lim xf

x
    significa  que para  cada  número   

     01 >M   0>∃ N   tal   que   si   fDomx∈      y    Nx >     entonces        1)( Mxf > . 

      Sea   0>M ,     tomamos     01 >−=
c
MM ,    entonces     si      Nx >   se   tiene  que 

     McMxcfxcf −=<= 1)())((     −∞=∴
∞→

)(lim xcf
x

.  

                                                                                    � 
                                                                                                                                                          
d) Por  hipótesis   ∞=

∞→
)(lim xf

x
    significa    que  a  cada   número   0>M     0>∃ N    tal    

    que  si   fDomx∈       y    Nx >    entonces Mxf >)( . 

    Sea 0>ε ,   tomamos     
ε
1

=M          y      0>∃ N      tal    que    si       Nx >       entonces   

   Mxf >)(    lo que significa que   ε=<
Mxf
1

)(
1           y   como     0

)(
1

>
xf

,    entonces   

    ε<
)(

1
xf

         0
)(

1lim =∴
∞→ xfx

. 

                                                       � 
 
Teorema 14. Si  −∞=

∞→
)(lim xf

x
   y   ∈c  Ρ,       entonces     

                                              i)   −∞=
∞→

)(lim xcf
x

,  si  0>c                                                                        

                                              ii)  ∞=
∞→

)(lim xcf
x

,     si  0<c  

Demostración:  
 
i)  Supongamos 0>c .   Sabemos   que   )())(( xcfxcf =      y    fDomx∈ .  
    Por  hipótesis  −∞=

∞→
)(lim xf

x
   significa  que   para  cada  número 01 >M   0>∃ N   tal 

   que   si   fDomx∈       y    Nx >    entonces   1)( Mxf −< . 

    Sea  0>M       y      tomamos       
c
MM =1              entonces       si           Nx >    

    se     tiene     que    McMMcxcfxcf −=−=−<= 11 )()())((       −∞=∴
∞→

)(lim xcf
x

. 

                                                                                                                                     �  
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ii) Supongamos .0<c    Sabemos   que    )())(( xcfxcf =      y     fDomx∈ .    
    Por   hipótesis    −∞=

∞→
)(lim xf

x
     significa  que   para   cada  número 01 >M   0>∃ N  

     tal  que  si  fDomx∈      y    Nx >   entonces 1)( Mxf −< .  

    Sea  0>M      y      tomamos       01 >−=
c
MM ,        entonces   si   Nx >         se   

    tiene         que    McMMcxcfxcf =−=−>= 11 )()())((          ∞=∴
∞→

)(lim xcf
x

.                                              

 
                                                                                                                               � 
 
 
 
Corolario 4. −∞=−⇔∞=

∞→∞→
)(lim)(lim xfxf

xx
. 

 
Demostración:  
 
 

)⇒   Por hipótesis ∞=
∞→

)(lim xf
x

, puesto que  01<− , aplicando el Teorema 13c)ii)  se  

        tiene que       .)(lim)()1(lim −∞=−=−
∞→∞→

xfxf
xx

 

                                                                               �   
 
 

)⇐    Por hipótesis −∞=−
∞→

)(lim xf
x

, puesto que  01<− , aplicando el Teorema 14ii)   se   

         tiene que       .)(lim))((lim))()(1(lim ∞==−−=−−
∞→∞→∞→

xfxfxf
xxx

 

                                                                                                           �   
 
 
 
Corolario 5. Si  −∞=

∞→
)(lim xf

x
      y      −∞=

∞→
)(lim xg

x
,   entonces 

 
 
a)  [ ] −∞=+

∞→
)()(lim xgxf

x
 

 
b)  [ ] ∞=⋅

∞→
)()(lim xgxf

x
 

c)  Si   además  0)( ≠xf  para cualquier ( )∞∈ ,ax , entonces 0
)(

1lim =
∞→ xfx

. 
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Demostración: 
 
 
a)  Como −∞=

∞→
)(lim xf

x
  entonces  por el Teorema 14ii)    ∞=−

∞→
)(lim xf

x
.  

    Análogamente  se   tiene  que   ∞=−
∞→

)(lim xg
x

   entonces      ∞=−−
∞→

)()(lim xgxf
x

   por   

    el  Teorema 13a),      pero        ∞=+−=−−
∞→∞→

))((lim)()(lim xgfxgxf
xx

.             

    Aplicando      el      corolario 4   tenemos que 
    −∞=+⇔∞=+−

∞→∞→
))((lim))((lim xgfxgf

xx
  entonces   [ ] −∞=+

∞→
)()(lim xgxf

x
.                                  

                                                                                                                                              � 
                                        
 
 
b) Como −∞=

∞→
)(lim xf

x
   por el Teorema  14ii)   ∞=−

∞→
)(lim xf

x
.  

    Análogamente   se   tiene   que     ∞=−
∞→

)(lim xg
x

      entonces   [ ] [ ] ∞=−−
∞→

)()(lim xgxf
x

  

    por  el  Teorema   13b),    pero      [ ] [ ] [ ] ∞=⋅=−−
∞→∞→

)()(lim)()(lim xgxfxgxf
xx

.   

                                                                                                                                  � 
 
 
 
 
c) Como   −∞=

∞→
)(lim xf

x
,     por   el  Teorema  14ii)    ∞=−

∞→
)(lim xf

x
.      

    Por  el    Teorema    13d)       0
)(

1lim =
−∞→ xfx

    y     por   las   propiedades  de  los  límites 

    0
)(

1lim
)(

1lim =
−

−=
∞→∞→ xfxf xx

. 

                                                   � 
 
 
 
 
Corolario 6.  Si  ∞=

∞→
)(lim xf

x
      y      −∞=

∞→
)(lim xg

x
,  entonces   

 
      

a)   i)  [ ] ∞=−
∞→

)()(lim xgxf
x

    

                     
          ii) [ ] −∞=−

∞→
)()(lim xfxg

x

             
 

b)   [ ] −∞=⋅
∞→

)()(lim xgxf
x
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Demostración:  
 
 
a) i) [ ] ( )[ ])()(lim)()(lim xgxfxgxf

xx
−+=−

∞→∞→
  como   −∞=

∞→
)(lim xg

x
,    por el Teorema  

14ii) 
     ∞=−

∞→
)(lim xg

x
     entonces      ( )[ ] ∞=−+

∞→
)()(lim xgxf

x
    por  el    Teorema 13a),    pero 

     ( )[ ] [ ] ∞=−=−+
∞→∞→

)()(lim)()(lim xgxfxgxf
xx

. 

                                                                           � 
 
 
a) ii) [ ] ( )[ ] ( )[ ] [ ])()(lim)()(lim)()(lim)()(lim xgxfxgxfxfxgxfxg

xxxx
−−=+−=−+=−

∞→∞→∞→∞→
  

       pero    por  el   corolario 4    y   el  corolario 6a)i)  
      [ ] [ ] −∞=−−⇔∞=−

∞→∞→
)()(lim)()(lim xgxfxgxf

xx
. 

                                                                                            � 
 
 
b) Como   −∞=

∞→
)(lim xg

x
   por   el   Teorema  14ii)   ∞=−

∞→
)(lim xg

x
,   por  el  Teorema 

13b) 
    ( ) ( )[ ] ∞=−⋅

∞→
)()(lim xgxf

x
,    pero    ( ) ( )[ ] [ ] ∞=⋅−=−⋅

∞→∞→
)()(lim)()(lim xgxfxgxf

xx
  y    por 

     el corolario 4           [ ] ( )[ ] −∞=⋅−−⇔∞=⋅−
∞→∞→

)()(lim)()(lim xgxfxgxf
xx

   

     [ ] −∞=⋅∴
∞→

)()(lim xgxf
x

. 
                                                                 � 
  
 
 
Teorema 15: Si ∞=

∞→
)(lim xf

x
  y  0>∃ c    tal que  0con,)()( >>∀≤ kkxxcgxf  

entonces ∞=
∞→

)(lim xg
x

. 

 
 
Demostración: Sea  0>M .   P.d. 0>∃ N   tal que  si    Nx >      entonces      Mxg >)( .  
     
     Sea cMM =' . Como ∞=

∞→
)(lim xf

x
 01 >∃ N  tal que si  1Nx >   entonces   ')( Mxf >   

 
     Sea  { }kNN ,max 1=   entonces si  1NxNx >⇒>     y   kx >   entonces  ')( Mxf >  
 
     y   )()( xcgxf ≤   de donde    )()(' xcgxfM ≤<      y    

M
c

Mxg =>
')( ∞=∴

∞→
)(lim xg

x
.                                                                                      

                                                                                                                                                � 
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Ejemplo: Sea   5,)(
2

== cxxf      y     
3

)(
2

xxg = . 

 

∞=
∞→

2
lim x
x

     y     xxx ∀≥
22

3
5      entonces    ∞=

∞→ 3
lim

2
x

x
. 

 
 
En la figura siguiente aparecen: )(xf  en azul, )(xg  en rojo y )(xcg  en negro. 
 
 
 

Y

X

2

4

6

-4 -2 2 4  
                                                         
                                                                                                          � 
 
 
 
 
Teorema 16: Si ∞=

∞−→
)(lim xf

x
  y  0>∃ c    tal que  0con  ,)()( >−<∀≤ kkxxcgxf  

entonces ∞=
∞−→

)(lim xg
x

. 

 
Demostración: Sea  0>M .   P.d. 0>∃ N   tal que  si   Nx −<   entonces  Mxg >)( .  
     
     Sea cMM =' . Como ∞=

∞−→
)(lim xf

x
, 01 >∃ N  tal que si 1Nx −<  entonces  ')( Mxf >   

     Sea  { }kNN ,max 1=    entonces   si  1NxNx −<⇒−<     y    kx −<     por   lo   tanto  

    ')( Mxf >       y      )()( xcgxf ≤      entonces   )()(' xcgxfM ≤<     y    )(' xg
c

MM <=  

    ∞=∴
∞−→

)(lim xg
x

. 

                              �                             
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Ejemplo: Sea   71)(
3

=−= cxxf      y     
52

1)(
3

xxg −= . 

 

  ∞=−
∞−→

3
1lim x

x
     y     

33
1

5
7

2
7 xx −≥−      si   1−<x      entonces    ∞=−

∞−→ 52
1lim

3
x

x
. 

 
 
En la figura siguiente aparecen: )(xf  en azul, )(xg  en rojo y )(xcg  en negro. 
 
 
 

Y

X

2

4

6

-2  
 
                                                                                                 � 
 
                                                                                                                                                            
 
 

Teorema 17:  Si   0
)(
)(lim >=

∞→
c

xg
xf

x
    entonces     i)  ∞=⇔∞=

∞→∞→
)(lim)(lim xgxf

xx
 

                                                                               ii)  ∞−=⇔∞−=
∞→∞→

)(lim)(lim xgxf
xx

. 

         
 
Demostración:  

Sea  ,0>ε    ,01 >∃ N    tal que    si   1Nx >      entonces   ε<− c
xg
xf
)(
)(      así 

       εε <−<− c
xg
xf
)(
)(                  de donde              ( ) ( )εε +<<− c

xg
xfc
)(
)(       si     

1Nx > .                                                                                                                                                
        

i) )⇒ Como ∞=
∞→

)(lim xf
x

 entonces dado 0'>M ,02 >∃ N  tal que si  2Nx >  

entonces ( ) 'Mxf > . Esto implica que ( ) 0>xf  si  2Nx >  y como 0>c  entonces 
,03 >∃ N  tal que si 3Nx >   entonces ( ) 0>xg   
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    Sean { }321 ,,max NNNN = . Si Nx > entonces como  ( ) ( )εε +<<− c
xg
xfc
)(
)(  y 

( ) 0>xg  en particular  ( ) )()( xgcxf ε+< . Además 0>+ εc , entonces por el Teorema 
15,  ∞=

∞→
)(lim xg

x
. 

 
)⇐  Como ∞=

∞→
)(lim xg

x
 entonces dado 01 >M ,0>∃ S  tal que si  Sx >  entonces 

( ) 1Mxg > . Esto implica que ( ) 0>xg  si  Sx > . Entonces como  

( ) ( )εε +<<− c
xg
xfc
)(
)(  en particular, ( ) )()( xfxgc <− ε . 

Elegimos  ,c<ε    así   0>− εc    entonces   )(1)( xf
c

xg
ε−

<    y por el Teorema 

15 tenemos que ∞=
∞→

)(lim xf
x

. 

El inciso ii) se demuestra de manera similar. 
                                                                                                             � 

 
 
Observación: 
 
       Análogamente pueden establecerse los siguientes resultados: 

 
 

a)  Si   0
)(
)(lim

0

>=
→

c
xg
xf

xx
    entonces    i)  ∞=⇔∞=

→→
)(lim)(lim

00

xgxf
xxxx

 

                                                                         ii)  ∞−=⇔∞−=
→→

)(lim)(lim
00

xgxf
xxxx

. 

           b)  Si   0
)(
)(lim >=

∞−→
c

xg
xf

x
    entonces   i)  ∞=⇔∞=

∞−→∞−→
)(lim)(lim xgxf

xx
 

                                                                        ii)  ∞−=⇔∞−=
∞−→∞−→

)(lim)(lim xgxf
xx

. 

                

           c)  Si   0
)(
)(lim

0

<=
→

c
xg
xf

xx
    entonces    i)  ∞−=⇔∞=

→→
)(lim)(lim

00

xgxf
xxxx

 

                                                                        ii)  ∞=⇔∞−=
→→

)(lim)(lim
00

xgxf
xxxx

. 

 

           d)  Si   0
)(
)(lim <=

∞→
c

xg
xf

x
    entonces     i)  ∞−=⇔∞=

∞→∞→
)(lim)(lim xgxf

xx
 

                                                                         ii)  ∞=⇔∞−=
∞→∞→

)(lim)(lim xgxf
xx

. 

 

           e)  Si   0
)(
)(lim <=

∞−→
c

xg
xf

x
    entonces   i)  ∞−=⇔∞=

∞−→∞−→
)(lim)(lim xgxf

xx
 

                                                                        ii)  ∞=⇔∞−=
∞−→∞−→

)(lim)(lim xgxf
xx

. 
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Ejemplo: Sea   1;
4
73)( >+= xxxf            y            1;

12
7)( >+= xxxg  

 
 

( )
( ) 3

7124
71212lim

12
712

4
712

lim

12
7
4
73

lim
)(
)(lim =

+
+

=
+

+

=
+

+
=

∞→∞→∞→∞→ x
x

x

x

x

x

xg
xf

xxxx
 

 
∞=⇔∞=

∞→∞→
)(lim)(lim xgxf

xx
     de  donde   

 

∞=+⇔∞=+
∞→∞→ 12

7lim
4
73lim xx

xx
. 

 
 
 

Y

X

f (x)
g(x)

5

10

15

20

5 10 15 20

f (x)
g(x)

 
                                                         
                                                                                                           � 
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REGLA DE L’HÔPITAL 
 
 
 
 

 
               Enunciaremos a continuación los teoremas, de Rolle y del Valor Medio de 
Cauchy. El primero es necesario para probar el teorema del Valor Medio de Cauchy. Este 
último será usado para probar la regla de L’Hôpital. Para no distraernos del objetivo de este 
trabajo, ambos serán aceptados sin demostración. 
 
 
 
Teorema Rolle. 
 
      Sea f  una función continua en todos los puntos de un intervalo cerrado [ ]ba,  y 
derivable en cada punto del intervalo abierto ),( ba . Supongamos también que 

)()( bfaf = . Entonces existe por lo menos un punto c   en el intervalo abierto ),( ba  tal 
que 0)(' =cf . 
 
 
 
Teorema del Valor Medio de Cauchy. 
 
 
      Sean f y g  dos funciones continuas en un intervalo cerrado [ ]ba,   y  derivables  en 
todo el intervalo abierto ),( ba . Entonces para un cierto c  de ),,( ba  tenemos 

[ ] [ ])()()(')()()(' afbfcgagbgcf −=− . 
 
 
 
 
 
 
Teorema I: Regla de L`Hôpital  ( )0

0  

 
      Supongamos que f   y    g    tienen derivadas )(' xf   y  )(' xg    en cada punto  x  de un   
 
intervalo abierto ),( ba  y  que 0)(lim =

+
→

xf
ax

   y    0)(lim =
+

→

xg
ax

. Supongamos también que  

0)(' ≠xg   para cada  x   en  ),( ba . Si el límite 
)('
)('lim

xg
xf

ax
+

→

  existe y tiene el valor L ,  

entonces el límite 
)(
)(lim

xg
xf

ax
+

→

  también existe y tiene el valor L . 
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Demostración: 
 
     Como f y g  pueden no estar definidas en  a   definimos dos funciones auxiliares que 
están definidas en  a .         
 

Sean     
0)(,si)()(
0)(,si)()(

=≠=
=≠=

aGaxxgxG
aFaxxfxF

   

 
F   y  G   son ambas continuas en a .  
 
En efecto, ).(0)(lim)(limy)(0)(lim)(lim aGxgxGaFxfxF

axaxaxax
======

→→→→
 Si  

bxa << ,  F   y  G    tienen derivada en todos los puntos del intervalo abierto ),( xa . 
 
Por lo tanto, el teorema del Valor Medio de Cauchy se puede aplicar para  F   y  G   en el 
intervalo [ ]xa,   y se obtiene [ ] [ ] )(')()()(')()( cFaGxGcGaFxF −=−  donde  c  es un 
punto que satisface xca << . 
 
Teniendo en cuenta que  0)()( == aGaF   se tiene que )(')()(')( cfxgcgxf = .    
Además )(' cg   es distinto de cero,  ya que por hipótesis, 'g no se anula en ningún punto de 

),( ba , y )(xg   también  es distinto de cero, ya que si ,0)( =xg  entonces  0)()( == aGxG   
y por el teorema de Rolle, existe un punto 0x  tal que xxa << 0  donde 0)(' 0 =xG , lo que 
contradice la hipótesis de que  )(' xg  no se anula en ),( ba . 

Así, se puede dividir entre )(' cg  y  )(xg , con lo que:  
)('
)('

)(
)(

cg
cf

xg
xf

=  . 

 
Cuando  ax → , el punto ac →  (puesto que xca << )  y el cociente de la derecha tiende 
a L .  
 

Por lo tanto, )(
)(

xg
xf  tiende también a .L   Por lo tanto está demostrado. 

                                                                                                                   � 
 
 

Ejemplo I: .
3

)5(senlim
0 x

x
x→

 

 
 

Por la regla de L’Hôpital (teorema I),  ( )
( ) 3

5
3

5cos5lim
3

)5(senlim
0'

'

0
==

→→

x
x

x
xx

. 
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              -1

1

-4 -2 2 4

Y

X

 
                                                                                                                                 � 
 
 
Teorema II: Regla de L`Hôpital   ( )0

0  

 
      Supongamos que f   y   g   tienen derivadas  )(' xf    y    xxg ∀)('   mayor que un 
cierto número fijo  .0>M  Supongamos también que 0)(lim =

∞→
xf

x
    y     0)(lim =

∞→
xg

x
    y  

que  0)(' ≠xg   para .Mx > Si  
)('
)('

xg
xf   tiende a un límite cuando x  tiende a ∞ , entonces 

)(
)(

xg
xf   tiene límite y ambos son iguales, es decir, L

xg
xf

x
=

∞→ )('
)('lim   implica  que  

L
xg
xf

x
=

∞→ )(
)(lim . 

 
 
Demostración: 
 

     Sean  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
t

ftF 1)(       y     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
t

gtG 1)(     entonces    
)(
)(

)(
)(

tG
tF

xg
xf

=      si    
x

t 1
=     y    

+

→ 0t   cuando    ∞→x .  
 

Puesto que 
)(
)(

tG
tF   toma la forma indeterminada  

0
0   cuando 

+

→ 0t , usando la regla de 

L’Hôpital (teorema I),  se considera el cociente de las derivadas  
)('
)('

tG
tF . 

Aplicando la Regla de la Cadena tenemos que  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=
t

f
t

tF 1'1)(' 2       y         

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=
t

g
t

tG 1'1)(' 2  ,  0)(' ≠tG   si  
M

t 10 << . Si    
t

x 1
=      y    ,Mx >   se tiene  

)('
)('

)('
)('

xg
xf

tG
tF
= .  
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 Entonces si   
)('
)('

xg
xf    tiende a L   cuando  ∞→x , entonces  

)('
)('

tG
tF   tiende a L   cuando  

+

→ 0t  y por la regla de L’Hôpital (teorema I),  L
tG
tF

tG
tF

tt
==

++
→→ )('

)('lim
)(
)(lim

00
     entonces      

L
tG
tF

xg
xf

tx
==

+
→∞→ )(

)(lim
)(
)(lim

0
.        Por lo tanto está demostrado. 

                                                                                             � 

Ejemplo II: .
1

sen
lim

x

x
k

x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞→
 

 
Por la regla de L’Hôpital (teorema II),  
 

 .coslim
1

1cos

lim
1

sen
lim

2

2

'

'

k
x
kk

x

xx
kk

x

x
k

xxx
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞→∞→∞→
 

 
 
En la figura siguiente aparece la gráfica cuando 3=k  
 
 
 
 

                   

Y

X

-1

1

2

3

-4 -2 2 4
      � 
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Teorema III: Regla de L`Hôpital   ( )∞∞  

 
      Supongamos que )(xf   y   )(xg   son funciones continuas y derivables para todos los 
valores de ax ≠  en una vecindad del punto   ,a    y que la derivada  .0)(' ≠xg    
Supongamos también que  ∞=∞=

→→
)(lim,)(lim xgxf

axax
    y que  existe el límite  

,
)('
)('lim L

xg
xf

ax
=

→
   entonces  existe  también el   

)(
)(lim

xg
xf

ax→
     y     L

xg
xf

xg
xf

axax
==

→→ )('
)('lim

)(
)(lim  

 
 
 
Demostración: 
 
       
      En la vecindad considerada del punto  a ,  elijamos dos puntos  0x    y    x    de tal modo 
que  ( )axxóaxx >><< 00 . 
 
Por el Teorema del Valor Medio de Cauchy tenemos:   

)('
)('

)()(
)()(

)()(
)()(

0

0

0

0

cg
cf

xgxg
xfxf

xgxg
xfxf

=
−
−

=
−
−

     donde   ,0xcx <<   entonces 

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
−

−
=

−
−

)(
)(

1)(

)(
)(

1)(

)(
)()(

)(

)(
)()(

)(

)()(
)()(

0

0

0

0

0

0

xg
xg

xg

xf
xf

xf

xg
xgxg

xg

xf
xfxf

xf

xgxg
xfxf

      por      transitividad     tenemos 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=

)(
)(

1)(

)(
)(

1)(

)('
)('

0

0

xg
xg

xg

xf
xf

xf

cg
cf                       despejando                  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=

)(
)(

1)('

)(
)(

1)('

)(
)(

0

0

xf
xf

cg

xg
xg

cf

xg
xf    

 
 
 
 

 Por otro lado,  por hipótesis  ,
)('
)('lim L

xg
xf

ax
=

→
  además, puesto que ,)(lim)(lim ∞==

→→
xgxf

axax
 

se tiene que  0
)(
)(

lim 0 =
→ xf

xf
ax

    y      0
)(
)(

lim 0 =
→ xg

xg
ax

. 
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Aplicando límite tenemos que: 
 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⋅=
→→

)(
)(

1

)(
)(

1

)('
)('lim

)(
)(lim

0

0

xf
xf
xg
xg

cg
cf

xg
xf

axax
. 

 
 
Si    ax →    como   acx <<    entonces   ac → , de donde: 
 

[ ]
[ ] L

cg
cf

cg
cf

xf
xf
xg
xg

cg
cf

xg
xf

acacaxax
==

−
−

⋅=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⋅=
→→→→ )('

)('lim
01
01

)('
)('lim

)(
)(

1

)(
)(

1

)('
)('lim

)(
)(lim

0

0

. 

 
 

Así,     se deduce    que    L
xg
xf

ax
=

→ )(
)(lim  de donde L

xg
xf

xg
xf

axax
==

→→ )('
)('lim

)(
)(lim .   Por lo tanto 

está demostrado. 
                          � 
 
 

Ejemplo III: .
3tg

tglim
2

x
x

x π
→

 

 
 
Por la regla de L’Hôpital (teorema III),   
 

( )
( )

=⋅==
⋅

==
→→→→→ x

x

x

x

x

x

x

x
x
x

xxxxx
2

2

22

2

22

2

2

2

2

2

'

'

2 cos

3cos
3
1lim

3cos

3
cos

1

lim

3cos

13

cos

1

lim
3sec3

seclim
3tg

tglim
πππππ

 

 

=
⋅
⋅

=
⋅⋅−
⋅⋅−

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

→→→ xx
xx

xx
xx

x

x

xxx sencos
3sen3coslim

sencos23
3sen3cos32lim

cos3

3cos1
lim

22

'2

'2

2
πππ
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( )
( )

.3
1
13

sen
3sen3lim

cos
3coslim

1
1

cos
3coslim

sen
3senlim

cos
3coslim

2

'

'

2222

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅−=−=−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅=⋅

→→→→→ x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

xxxxx πππππ
 

 
 
 

                                        

Y

X

3

-4

-2

2

4

-4 -2 2 4

 
 
                                                                                                  � 
 
 
 
 
 
 
Teorema IV: Regla de L`Hôpital   ( )∞∞  

 
 
       Supongamos  que  f   y   g    tienen derivadas  )(' xf    y    xxg ∀)('    mayor que 
un cierto número fijo  .0>M   Supongamos  también  que  ∞=

∞→
)(lim xf

x
,    ∞=

∞→
)(lim xg

x
  

y que  0)( ≠xg   para Mx > .  Si  
)('
)('

xg
xf    tiende a L   cuando  x   tiende a  ∞ , entonces  

)(
)(

xg
xf   tiene límite y ambos son iguales, es decir,     

)('
)('lim

)(
)(lim

xg
xfL

xg
xf

xx ∞→∞→
== . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Demostración: 
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       Sean  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
t

ftF 1)(       y     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
t

gtG 1)(     entonces    
)(
)(

)(
)(

tG
tF

xg
xf

=      si    
x

t 1
=     y    

+

→ 0t   cuando    ∞→x .  
 

Puesto que 
)(
)(

tG
tF   toma la forma indeterminada  

∞
∞   cuando 

+

→ 0t , usando la regla de 

L’Hôpital (teorema II),  se considera el cociente de las derivadas  
)('
)('

tG
tF . 

 

Aplicando la regla de la cadena tenemos que  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=
t

f
t

tF 1'1)(' 2       y         

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=
t

g
t

tG 1'1)(' 2  ,  por hipótesis  0)(' ≠tG   si  
M

t 10 << .  

Si    
t

x 1
=      y    ,Mx >    se tiene    

)('
)('

)('
)('

xg
xf

tG
tF
= .  

 

 Entonces si   
)('
)('

xg
xf    tiende a L   cuando  ∞→x , tenemos que  

)('
)('

tG
tF   tiende a L   

cuando  
+

→ 0t  y por la regla de L’Hôpital (teorema III),   L
tG
tF

tG
tF

tt
==

++
→→ )('

)('lim
)(
)(lim

00
,    

entonces   L
tG
tF

xg
xf

tx
==

+
→∞→ )(

)(lim
)(
)(lim

0
de donde   L

xg
xf

xg
xf

xx
==

∞→∞→ )('
)('lim

)(
)(lim .      Por lo tanto 

está demostrado. 
 
                         � 
 

Ejemplo IV: .lim 2

2

dcx

bax
x

−

+
∞→

 

 
 
Por la regla de L’Hôpital (teorema IV),  
 

 .
2
2limlim '2

'2

c
a

cx
ax

dcx

bax

xx
==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→∞→
 

En la figura siguiente aparece la gráfica cuando .2,2,1,3 ==== dcba  
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Y

X
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                                                                                                  � 
 
 
 
 
Teorema V: Regla de L`Hôpital    
 
  Supongamos que )(xf   y   )(xg   son funciones continuas y derivables para todos los 
valores de ax ≠  en una vecindad del punto  ,a  y que la derivada  0)(' ≠xg .   

Supongamos también que  0)(lim,0)(lim ==
→→

xgxf
axax

    y que   ,
)('
)('lim ∞=

→ xg
xf

ax
   

entonces   también el   ∞=
→ )(

)(lim
xg
xf

ax
. 

 
 
Demostración: 
 

      Como ,
)('
)('lim ∞=

→ xg
xf

ax
 se tiene que ,0

)('
)('lim =

→ xf
xg

ax
  y tenemos las hipótesis para aplicar  

   la  Regla  de  L`Hôpital (teorema I), entonces  0
)(
)(lim

)('
)('lim ==

→→ xf
xg

xf
xg

axax
 

  .
)('
)('lim

)(
)(lim ∞==∴

→→ xg
xf

xg
xf

axax
      Por lo tanto está demostrado. 

                                                                                                   � 
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Ejemplo V: .
sen

lim
0 xx

x
x −→

 

 
 
Por la regla de L’Hôpital (teorema V),   
 

( )
( )

∞=
−

=
− →→ xxx

x
xx cos1

1lim
sen

lim
0'

'

0
     dado que    0cos1 ≥− x . 

 

2

4

6

8

-4 -2 2 4

Y

X 
 
                                                                                                         � 
Teorema VI: Regla de L`Hôpital    
 
 
       Supongamos  que  f   y   g    tienen derivadas  )(' xf    y    xxg ∀)('    mayor que 
un cierto número fijo  .0>M   Supongamos  también  que  0)(lim =

∞→
xf

x
   y    0)(lim =

∞→
xg

x
  

y que  0)(' ≠xg   para Mx > .  Si  
)('
)('

xg
xf    tiende a ∞   cuando  x   tiende a  ∞ ,  entonces  

)(
)(

xg
xf   también tiende a   ∞ ,    es decir,   

)('
)('lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

xx ∞→∞→
=∞= . 

 
 
Demostración: 
       

       Sean  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
t

ftF 1)(       y     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
t

gtG 1)(     entonces    
)(
)(

)(
)(

tG
tF

xg
xf

=      si    
x

t 1
=     y    

+

→ 0t   cuando    ∞→x .  
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)(
)(

)(
)(

xf
xg

tF
tG
=   como por hipótesis ∞=

∞→ )('
)('lim

xg
xf

x
  se tiene que 0

)('
)('lim =

∞→ xf
xg

x
, aplicando la 

regla de L’Hôpital (teorema II), tenemos que 0
)(
)(lim

)('
)('lim ==

∞→∞→ tf
tg

xf
xg

tx
 de 

donde ∞==
∞→∞→ )('

)('lim
)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

xx
.   Por lo tanto está demostrado. 
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Ejemplo VI: .
1

11ln
lim

2
x

x
x

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∞→
 

 
Por la regla de L’Hôpital (teorema VI),   
 
 

=
−

=

⋅
−

=

⋅
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=

⋅
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∞→∞→∞→∞→∞→

33

2

3

2

3

2

'

2

'

2
)1(

1

lim
2

1
1

lim
2

1
1

1

lim
2

1
11

1

lim
1

11ln
lim

x

xx

x

xx
x

x

x
x

x

x

x
x

x

x
xxxxx

 

 

.
2

2lim
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−
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Teorema VII: Regla de L`Hôpital    
 
  Supongamos que )(xf   y   )(xg   son funciones continuas y derivables para todos los 
valores de ax ≠  en una vecindad del punto   ,a    y que la derivada  0)(' ≠xg .   

Supongamos también que  ∞=∞=
→→

)(lim,)(lim xgxf
axax

  y que   ,
)('
)('lim ∞=

→ xg
xf

ax
   entonces   

también el   ∞=
→ )(

)(lim
xg
xf

ax
. 

 
Demostración: 
 

      En este caso ,
)('
)('lim ∞=

→ xg
xf

ax
 se tiene que ,0

)('
)('lim =

→ xf
xg

ax
  y tenemos las hipótesis para 

aplicar la  Regla  de  L`Hôpital (teorema III), entonces  0
)(
)(lim

)('
)('lim ==

→→ xf
xg

xf
xg

axax
  de donde 

.
)('
)('lim

)(
)(lim ∞==

→→ xg
xf

xg
xf

axax
      Por lo tanto está demostrado. 
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Ejemplo VII: .

1

1
lim

2
1

4
1

0

−

+
→

e

e
x

x

x
 

 
 
Por la regla de L’Hôpital (teorema VII),   
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−
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⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+ −
−
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0
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2
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4
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2
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4
1

2
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4
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4
1

2
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4
1

2
lim

2
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2
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2

4
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4
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xx

xx
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Teorema VIII: Regla de L`Hôpital  
 
       Supongamos  que  f   y   g    tienen derivadas  )(' xf    y    xxg ∀)('    mayor que 
un cierto número fijo  .0>M   Supongamos  también  que  ∞=

∞→
)(lim xf

x
   y    

∞=
∞→

)(lim xg
x

  y que  0)(' ≠xg   para Mx > .  Si  
)('
)('

xg
xf    tiende a ∞   cuando  x   tiende a  

∞ ,  entonces  
)(
)(

xg
xf    también tiende a ∞ ,     es decir,      .

)('
)('lim

)(
)(lim ∞==

∞→∞→ xg
xf

xg
xf

xx
 

 
 
Demostración: 
 
 

Sean  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
t

ftF 1)(       y     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
t

gtG 1)(     entonces    
)(
)(

)(
)(

tG
tF

xg
xf

=      si    
x

t 1
=     y    

+

→ 0t   cuando    ∞→x .  
 

Si tenemos  
)(
)(

)(
)(

xf
xg

tF
tG
=    como por hipótesis  ∞=

∞→ )('
)('lim

xg
xf

x
  se tiene que 0

)('
)('lim =

∞→ xf
xg

x
  

 
Aplicando el Teorema IV de la Regla de L`Hôpital  tenemos que  
 

0
)(
)(lim

)('
)('lim ==

∞→∞→ tf
tg

xf
xg

tx
de donde ∞==

∞→∞→ )('
)('lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

xx
.      

Por lo tanto está demostrado. 
                                             � 
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Ejemplo VIII: .lim
x
ex

x ∞→
 

 
 
Por la regla de L’Hôpital (teorema VIII),   
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APLICACIONES 
 
 
 

1.-Según  la teoría de la relatividad de Einstein, la masa m  de un cuerpo que se mueve  con  

    una  velocidad  v   es    
22

0 1 cvmm −=     en   donde  0m  es la masa inicial y c es la 

    velocidad de la luz. ¿Qué sucede con m  cuando 
−

→ cv ? 
 

    

2

2
0

1
c

v

mm

−

=      pero      1lim 2

2

=
−

→ c

v
cv

      entonces       .

1

lim

1

lim

2

2
0

1

2

2
0

2

2
∞=

−

=

−
−

−

→
→

c

v

m

c

v

m

c

vcv
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2.-Un problema importante de  la  ciencia pesquera consiste en  calcular el número de peces 
    que  desovan  actualmente en  los   ríos   y  emplear  esta   información  para  predecir   el  
    número  de  peces  maduros  o  “reclutas”  que  volverán  a  los  ríos  durante  el siguiente 
    periodo de reproducción. Si  S  es el número de peces hembra y R  el número de reclutas, 
    la función  hembra-recluta  de  Beverton y Holt es ),()( βα += SssR  en donde α   y  β  
    son   constantes   positivas.  Demuestre   que   esta   función   predice   un   reclutamiento 
    aproximadamente constante cuando el número de hembras es suficientemente grande. 
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    =S número de peces hembra 
      
    =R número de reclutas 
 

    Función hembra-recluta de Beverton y Holt es ( ) ( )βα +
=

S
SSR   con α   y  β  constantes 

    Si el número de peces hembra es muy grande 
     
    

( ) ( ) ( ) ( ) .1

lim

1

lim

1

lim

11limlimlim
αβαβαβαβαβα

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
+

=
+

=

∞→∞→∞→

∞→∞→∞→

SSS
S

S
S

S
SS

SSR

SSS

SSS
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α
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3.-En un individuo, hay dos géneros de cromosomas de sexo, el X  y Y . Un individuo XX  
     es femenino y un  XY   es masculino.  Sean A   y  a  dos genotipos en un cierto lugar del 
     cromosoma  X   los  cuales no corresponden a un lugar del cromosoma Y . Por tanto, los 
     masculinos solo pueden ser del genotipo A  o  a , mientras que los femeninos pueden ser 
     de  una  de  estos tres genotipos AaAA,  y  aa . La teoría muestra que bajo la suposición  
     de  panmixia  (apareamiento aleatorio)   la frecuencia de  A   y a oscila de generación en 
     generación .  La oscilación es disminuida para que la frecuencia rápidamente converge a 
     cierto  límite.  Para  la comodidad de  la  presentación  nos  brincamos  la  prueba  y  nos 
     confinamos a un ejemplo numérico. 
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     Sea   1q   la  frecuencia  inicial  del  genotipo  masculino  a   y sean 32 ,qq las frecuencias 
     correspondientes de las generaciones subsecuentes. Entonces 
 

     
1

2
120.040.0

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+=

n

nq para   K,3,2,1=n  

 
     Para este ejemplo particular obtenemos: 
 
     60.020.040.01 =+=q  
 

      30.0
2
120.040.02 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+=q  

 

      45.0
4
120.040.03 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=q  

 

      375.0
8
120.040.04 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+=q , etc. 

 
      Así    40.0lim =

∞→
n

n
q . 
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4.-Neel  y   Schull  estudiaron  el  caso  de  retinoblastoma bajo la influencia de la mutación,  
     herencia y selección. El retinoblastoma es un tipo de cáncer de los ojos en los niños. 
     Aparentemente la  enfermedad  depende de un  gen  sencillo dominante, llamado A . Sea 
     a   el  gen   normal.  Se cree  que  la  mutación  de   a  en  A    ocurre en una  velocidad  

     de 
5

102
−

×=m  en  cada  generación.  Se excluye  la posibilidad de mutaciones  inversas  
    A(  en )a .  Con  cuidados  médicos, aproximadamente  %70   de  las  personas afectadas 
     sobreviven.  Se supone  que   los  sobrevivientes  reproducen  la  mitad  de  la frecuencia 

    normal.  La  proporción  de  producción   neta   de   personas   afectadas   es 35.0=r . 
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    Como  A   es extremadamente raro prácticamente  todas  las  personas  afectadas  son  
de genotipo .Aa   Podemos ignorar a los individuos del genotipo  .AA    Solo la mitad de 
los  niños de  los individuos  afectados   son    entonces   los   que   se   supone  
recibirán  el   gen patógeno A ,  pero  esta  reducción  es  compensada  por  el  hecho  de  
que  cada persona afectada  compartirá  la  reproducción  con  su  compañero  no 
afectado.  Empezando con casos de  herencia   cero,   en  una  primera  generación  se 
obtiene para  n   generaciones consecutivas un porcentaje de  

 
    m   debido a la mutación en la n-ésima generación 
 
   rm    debido a la mutación en la ( )1−n -ésima generación 
 
   2

r
m    debido a la mutación en la ( )2−n -ésima generación 

 
   n

r
m    debido a la mutación en la generación original (la cual es numerada cero). 

    
    Para el porcentaje total np de ocurrencia en la n-ésima generación obtenemos 
 

    
r

r
mmrmrmrmp

n
n

n

−

−
⋅=++++=

+

1

1
1

2
L       cuando   ∞→n   obtenemos 

    ( )
5

5

1008.3
35.01

102
1

lim
−

−

∞→
×=

−
×

=
−

==
r

mpP nn
 

 
     Por  lo  tanto la  frecuencia  de personas afectadas con retinoblastoma será finalmente de   

    ,108.3
5−

× esto es un %50  mayor que el porcentaje de mutaciones. 
     Para poder apreciar gráficamente el comportamiento de la función hemos utilizado            
     2.0=m . 
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5.-El  isótopo  de   Cosie  Cs
137

   pierde   %3.2  de  su  masa  anualmente  por  decaimiento 

     radiactivo. Cs
137

  es un peligroso agente contaminante contenido en la lluvia radioactiva. 

    Asumimos que cada año la misma masa M   de  Cs
137

 es liberada para el medioambiente. 
    ¿Cuál es el total de la masa que será acumulada  después de n  años,  cuando el equilibrio  
    es alcanzado ( )∞→n ? 
 
    La  masa  liberada  el  primer  año  es .M  El  factor  de  masa  que se gana cada año es el 
    siguiente 
 
 
    977.0023.01 =−=q  
 
    El total de la masa acumulada en  n  años será 
  

   
q

qM
MqMqMqMM

n

n

n −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=++++=

+

1

1
1

2
L   

 
   El equilibrio es para  ∞→n , por lo que tenemos que  
 

   Equilibrio = MM
q

M
q

qM
n

n
5.43

023.011

1
lim

1

==
−

=
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+

∞→
. 

 
 
   En la figura siguiente aparece la gráfica cuando 1=M  
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6.- Un  tanque contiene 5000 litros de agua pura. El agua de mar que contiene g30  de sal 
por litro de agua  es bombeada dentro del  tanque con una velocidad de 25  litros por 
minuto. 

     Mostrar que la concentración de sal después de  t  minutos  (en gramos por litros) es 
 

     a)  ( )
t

ttC
+

=
200

30  

 
b) ¿Qué pasa con la concentración para ∞→t ? 

 
 

a) Cada  litro  tiene  g30 de sal, entonces en  1=t  minuto vaciamos  25  litros de agua 
en el tanque con 5000   litros y la concentración de sal es la siguiente g30  por cada 

      litro. 
        
      En un minuto tenemos  ltsg 2530 ×   y en el tanque tenemos  ltslts 255000 + de agua  
      en un minuto. 
 
       Así la cantidad de sal en  t   minutos es   t⋅⋅3025   y la cantidad de agua del tanque 
       es t⋅+ 255000   entonces la concentración es 
 

       ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) t

t
t

t
t

ttC
+

=
+

=
+

=
200

30
20025

3025
255000

3025 . 

 
b)

( ) .30
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1
1
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1lim
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=
+

=
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